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Resumo

Nosso trabalho tem como objetivo desenvolver uma nova técnica para pro-blema de
fronteira livre para equagdes totalmente nao-lineares

F(D?u., Du.,x) = B.(u.) (0.0.1)

obtida quando ¢ — 0, onde 5. — g f B, 6o funcdo Delta Dirac.

Sobre o problema (0.0.1), inicialmente utilizamos o método da menor supersolucdo
para construir solu¢des adequadas para obtengdo de algumas propriedades geométricas,
uniformes em ¢, das superficies de nivel. Isto permite provar que a fronteira livre tem a
geometria fraca (no sentido da teoria geométrica da medida) adequada para nossos obje-
tivos. Dentre elas, citamos a estimativa uniforme e 6tima do gradiente das solugdes de
(0.0.1) e ndo-degeneresceéncia.

Para problema governado por operadores concavos, estabelecemos importantes pro-
priedades geométricas fracas, uniforme em ¢, das superficies de nivel aproximadas. Es-
tudamos também uma andlise aprofundada do problema de fronteira livre limite quando
¢ — 0. Provamos que a funcao limite ug = lim._, u. € solugao de

F(D?*u(x), Du(x),u(x),z) =0

no conjunto de positividade €y := {uy > 0} e que uy satisfaz as condi¢des geométricas
adequadas. Neste caso, a funcao wu € forte candidata para a solu¢ao do nosso problema de
fronteira livre. Finalmente, provaremos que a condi¢do de fronteira livre vale no sentido
da viscosidade de Caffarelli, o qual envolve uma hipdtese natural de homogeneizacao do
operador totalmente ndo-linear F'. Em particular, para operadores invariantes por rotagdes,
F(D?*u), vamos mostrar que a derivada normal da fungdo limite ug é constante ao longo
da fronteira livre. Provamos que, para operadores com coeficientes constantes, a fronteira
livre é de classe C'2.



Abstract

In this work we develop a fully nonlinear theory for singularly perturbed elliptic equa-
tions problems with high energy activation potentials, (. (u) with 8. — & - [ 5. We esta-
blish uniform and optimal gradient estimates of solutions and prove that minimal solutions
are non-degenerated. For problems governed by concave equations, we establish uniform
weak geometric properties of approximating level surfaces. We also provide a thorough
analysis of the free boundary problem obtained as a limit as the e-parameter term goes
to zero. We find the precise jumping condition of limiting solutions through the phase
transi-tion, which involves a subtle homogenization process of the governing fully nonlin-
ear operator. In particular, for rotational invariant operators, £’ (D2u), we show the normal
derivative of limiting function is constant along the interface. Smoothness properties of
the free boundary are also addressed.



NOTACOES:
Em todo trabalho N denotard a dimensdo do espago RY,

e (2 é um dominio, isto €, um conjunto aberto, limitado, conexo de RN,

QY € Q significa que o fecho do conjunto Q' C ' C Qe ¥ é compacto.

e < 1 significa que ¢ € suficientemente pequeno (¢ > 1 € suficientemente grande).

|S| representa a medida N-dimensional de Lebesgue do conjunto S.

HN-1 indica a medida (N — 1)-dimensional de Hausdorff.

Ns(E) := {z € RY : dist(x, F) < §}, E C RV,

B.(xg) == {x € RY; |z — zo| < r}.

(., .) produto escalar de R".

e v = max(u,0), u” = max(—u,0).

X s fungdo caracteristica de um conjunto S.

v ® 1y representa a matriz (y;y;); ;-
1
\%B;,,.(g;o) |BT ('ro) | B'r(l'())

2 . .
Como usual Du = (2%) e D?u = (52%-) denotam o gradiente e a Hessiana de ,
ox; O0x; 0z
respectivamente.

A perturbagdo {f.}.~0 ¢ uma aproximagdo da Delta Dirac 4y
medida no seguinte sentido:  f3.(s) = %ﬁ (g) , onde o suporte de

S estaiem [0,1], (3 épositivaem (0,1) e folﬁ(s)ds:T.
(0.0.2)

A expressao a;j(x)D;;u(x)+b;(z) D;u+c(x)u representard o operador linear eliptico

N N

Z a;;(x)Diju(z) + Z bi(z)Diu + c(x)u.

ij=1 i=1



Introducao

Sejam Q2 C R dominio limitado com 92 uma hipersuperficie compacta suave em R%,
¢ : 90 — R funcdo ndo-negativa e @ : ) — R fungio positiva. Uma questdo importante
em Matematica Aplicada é saber se podemos encontrar outro dominio §2' com 9 C €,
hipersuperficie compacta, tal que seja possivel resolver o problema superdeterminado

F(D*u,z) = 0 em Q\
u = ¢ em Of) (0.0.3)
u=0u, = @Q em O

onde v ¢ o fetor normal interior a 0, F': §(N) x 0 — R é um operador totalmente nao
linear e 8(/V) denota o espago das matrizes simétricas de ordem N.

Versdes variacionais do problema acima estdo em conexao com o trabalho monumental
de Alt e Caffarelli [30]. De fato, para problemas regidos pelo Laplaciano, solu¢des de
(0.0.3) podem ser obtidas como minimos do funcional

3(v) == / (V0 + Q*(2)x (o0 ) 0.0.4)

dentre fungdes H'(2) com v = ¢ em 9f). De fato é possivel mostrar (vide [30]) que
um minimo do funcional (0.0.4) satisfaz v, = @) no conjunto d{u > 0} (veja Figura 1).
Inicialmente a equagdo € entendida em um sentido bastante fraco. Isto se deve ao fato
de ndo ser possivel, em principio, garantir regularidade suficiente para u (observe que o
potencial J € descontinuo: portanto a teoria do célculo das variacdes ndo se aplica) muito
menos suavidade da fronteira livre 9{u > 0}.

Infelizmente, para problemas governados por operadores que ndo admitem um fun-
cional de Euler-Lagrange, por exemplo, operadores da forma ndo divergentes ou total-
mente ndo-lineares, ou ainda equagdes com termos de transporte, Au+(b(x), Vu), a teoria
variacional de Alt-Caffarelli ndo pode ser empregada neste caso e, portanto, foi necessario
desenvolver novas técnicas para solucionar o problema de fronteira livre (0.0.3) para op-
eradores nao-variacionais.



u=0, u=Q
along oQY’
N

Figura 1: Motivacdo para o Laplaciano

Uma possivel abordagem para tais problemas na auséncia de uma caracterizagio varia-
cional baseia-se em técnicas de perturbacao singulare. A ideia bésica é a seguinte: uma
possivel solugdo para o problema de fronteira livre (0.0.3) serd obtida como limite de
solucdes do problema regularizado

{F(D2u,x) = fe(u) emQ (0.0.5)

u = @ em OS2,

onde . é uma aproximacdo da fungdo J, de Dirac. Para cada ¢ > 0 fixado, (0.0.5)
mo-dela problemas de difusdo com ativacado de alta energia. Sdo importantes para este
campo de pesquisa, obtermos estimativas e propriedades geométricas uniformes em «¢.
Com relag@o ao nosso problema superdeterminado acima, (0.0.3), estimativas uniformes
em ¢ sdo, entdo, transportadas para o problema de fronteira livre original.

Meétodos regularizantes de perturbagdo singular para estudar (0.0.4), sua equacao de
Euler-Lagrange, bem como versdes parabodlica t€ém recebido grande aten¢do nas duas
ultimas décadas, veja por exemplo [6, 11, 12, 13, 31] entre outros. A equacdo da forma
F(D?u.,z) = Au. = B.(u.) foi estudada nos anos 80 por Lawy-Stampacchia, Niren-
berg, Caffarelli, dentre outros. O estudo da equacdo (0.0.5) para operadores elipticos
mais gerais €, hoje em dia, um topico de grande interesse cientifico. De fato, Berestycki,
Caffarelli e Nirenberg, em [31], iniciaram o estudo da equagdo (0.0.5) para operadores
lineares da forma Lu = a;;(x)D;ju + b;D;u + cu, com coeficientes C'. Eduardo Teix-
eira em [21] (veja também [37]) fornece uma andlise detalhada do problema aproximado
(0.0.5) governado pelo operador Lu = div(a;;(x)Du) + b;u; + cu, com coeficientes mer-
amente Holder continuos. Permita-nos ainda citar os trabalhos de Caffarelli, Lederman e
Wolanski [12] e [13], para problemas com duas fases, e o trabalho de Danielli, Petrosyan e
Shahgholian, que estuda o problema (0.0.5) governado pelo p-Laplaciano (veja [16]). Com
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a analogia sugerida acima, métodos de perturbacao singular proporcionam uma abordagem
alternativa para a teoria Alt-Caffarelli. Ela permite o desenvolvimento de uma teoria nao-
variacional através de uma andlise assintética da equacdo regularizada nao-variacional.
Embora os trabalhos citados contemplem uma variedade grande de problemas elipticos
nao-variacionais de relevancia fisica, as técnicas desenvolvidas nestes trabalhos ainda sao
de cunho variacional e dificilmente seriam adaptdveis a problemas totalmente nao-lineares
e ndo-variacionais. De fato, a andlise de problemas inevitavelmente ndo-variacionais ex-
igem novas abordagens em praticamente todas as etapas do trabalho. O desenvolvimento
destas solucgdes foi o tema central desta Tese de doutorado.

No Capitulo 2, obteremos para cada € > 0 fixado, resultados de existéncia e reg-
ularidade Lipschitz de solucdes minimais para a equagdo (0.0.5). No capitulo 3, serd
provado que a familia de solu¢des minimais {u. }.~o possui crescimento linear e é uni-
formemente ndo-degenerada. Vale a pena observar que essas propriedades nao sao validas
para qualquer tipo de solu¢do do problema (0.0.5). No Capitulo 4, mostraremos que, a
menos de subsequencia, u. — uy localmente uniforme e a funcao limite satisfaz a equagao
diferencial F(D?ug, Dug,x) = 0 no conjunto de positividade 2 := {uo > 0}, no sen-
tido da viscosidade. Ademais, u, possui crescimento linear ao longo da fronteira livre
S(ug) := 0{uy > 0} e serd fortemente ndo-degenerada. Mostraremos também uma es-
timativa local para a medida de Hausdorff da fronteira livre. Em seguida, listamos todos
resultados obtidos nessa primeira parte do trabalho.

e Para cada ¢ > 0 fixado, a equagdo (0.0.5) possui uma solu¢do minimal.

e Fixado um subdominio {2’ € ), existe constante C' = C(€') > 0, independente
de ¢ > 0, tal que |Vu.| < C em €. Ou seja, u. sdo localmente uniformemente
Lipschitz continuas. Esta regularidade é 6tima.

e A familia {u.}.~o é uniformemente fortemente nio-degenerada, ou seja, vale a
seguinte estimativa por baixo: supg_u. > Cr. Tal degenerescéncia € 6tima.

e A menos de subsequencia, u. converge local uniformemente para uma fungao Lips-
chitz continua ug que satisfaz F'(D?ug, Dug, ) = 0 no conjunto 2, no sentido da
viscosidade. Ademais, uy(z) ~ dist(z, d{ug > 0}), para todo = € {uy > 0}.

e Para qualquer bola B centrada na fronteira livre, vale HY =1 (BN d{uy > 0}) ~ V.

A listagem dos resultados acima (propriedades da geometria fraca relevantes ao pro-
blema) nos coloca em posicao favoravel para a investigacao da regularidade da fronteira
livre. Neste tocante, destacamos a necessidade de provarmos condi¢des de fronteira livre



adequadas. Neste caso, demonstramos com sucesso a regularidade C'® da fronteira livre
0{ug > 0}, a menos de um conjunto de medida de Hausdorff N — 1 nulo.

No Capitulo 5, trataremos da condi¢do de fronteira livre, isto é, o comportamento
do gradiente ao longo da fronteira livre §(ug), o qual é uma questio bastante delicada.
Foi conjecturado que a condi¢do de fronteira livre do problema F(D?u) = [3.(u) estd
intrinsecamente relacionada com a homogeneizagdo do operador totalmente nao-linear:

F*(M) :=limeF (1M> . (0.0.6)

e—0 g

O resultado que obtivemos foi o seguinte: suponhamos que o operador F' : §(N) — R
seja invariante por rotacdes, isto €,

F(OT"MO) = F(M),

para qualquer transformacao ortogonal O € O(N) (geometricamente isto significa que F
depende apenas dos autovalores da Hessiana), entdo, se ug = lim._,o u.,

(ug), = A, em qualquer parte C" da fronteira livre  9{uy > 0}, (0.0.7)
para alguma constante \ a ser determinado. A prova destes resultados foi dividida em duas
etapas:

1. Inicialmente provamos que a condicao de fronteira livre (0.0.7) € valida num sentido
fraco, que ndo exija regularidade a priori da fronteira livre (neste ponto obtemos tal
condi¢do para operadores que possuem dependéncia na variavel z, isto €, operadores
da forma F'(M, x)). A estratégia foi considerar a homogenizagdo

e—0

1
F*(M,z) :=limeF (EM’ x) . (0.0.8)

Com isso, obtemos condi¢des necessdrias e suficientes para a existéncia de homoge-
neizacao de operadores elipticos totalmente ndo-lineares (veja Proposicao 5.6).

Nosso principal objetivo € o seguinte: para problemas isotrépicos governados por
operadores invariantes por rotacdes, existe um operador elipticos F™* para o qual a
seguinte condicdo de fronteira livre € vélida:

F*(Vuo(z) ® Vug(z), 2) = 2/6, para z € §(up).

Nossa abordagem envolve uma andlise critica e linearizagdo da equagdo acima.
Provamos que a equacao acima vale no sentido da teoria geométrica da medida, bem
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como no sentido da viscosidade de Caffarelli. Este ultimo garante que w, possui o
seguinte desenvolvimento assintético

(& = w0, v)" + ol|x — o),

préoximo a pontos da fronteira livre. Observe que existem duas informagdes impor-
tantes sobre a afirmac¢do acima. Primeiro € o comportamento linear assintético das
solucdes Lipschitz e ndo-degeneradas em torno de pontos regulares. Segundo € o
valor exato do coeficiente linear, a saber, 1, comporta-se linearmente em torno de
pontos regulares da fronteira livre e seu coeficiente é dado pela expressao

2. Uma vez provado isto, nos restringimos a operadores da forma F(D?u) e, usando
ferramentas da teoria geométrica da medida, provamos que, de fato, a fronteira livre
sera de classe C'7 e, portanto, a condi¢do (0.0.7) sera valida num sentido cldssico.

Esta tese possui ainda dois apéndices. No Apéndice A, estudaremos alguns fatos rele-
vantes sobre a Teoria Geométrica da Medida. No Apéndice B, trataremos do problema de
duas fases e a versdo evolutiva do problema de perturba¢ao singular.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo, faremos uma breve descri¢ao dos resultados bésicos necessarios para o
desenvolvimento dos capitulos subsequentes. Embora ndo incluamos detalhes das provas
desses resultados, colocamos as referéncias onde esses detalhes podem ser encontradas.
A principal dificuldade em definir solu¢do fraca de equacgdes totalmente nao-lineares é
a auséncia de estrutura divergente. O procedimento usual para definir solu¢do fraca de
equagdes ndo-lineares em forma divergente consiste de multiplicar a equacdo por uma
funcdo teste suave e integrar por partes (esta € a ideia de solugdo distribucional). Veremos
que, na defini¢do de solug@o no sentido da viscosidade, também faremos uso de funcdes
teste suaves e de um procedimento para fazer as derivadas que aparecem na equagao in-
cidirem sobre as fung¢des teste. Entretanto, este procedimento serd nao-linear, em contraste
com o procedimento linear de integracao por partes. A definicao de solucio no sentido da
viscosidade € inspirada no principio do maximo para equagdes elipticas.

1.1 Solucoes no sentido da viscosidade

A nocao de solugdo de viscosidade foi introduzida por M. Crandall e P.L.. Lions em
1983 [35], tendo sido colocada na forma atual por M. Crandall, L.C. Evans e P.L. Lions em
1984 [33]. Posteriormente, esta no¢do foi estendida a problemas fortemente nao-lineares
de segunda ordem por R. Jensen [39] em 1988. Desde entao, esta idéia de solugdo no sen-
tido da viscosidade teve impacto marcante na literatura recente em equagdes diferenciais
parciais ndo-lineares, especialmente no que tange a problemas totalmente ndo-lineares de
natureza eliptica e parabdlica.O leitor pode consultar [34], que contém uma descricdo do
desenvolvimento recente desta teoria.



1.1.1 Definicoes basicas e apresentacao de resultados

Para efeito da teoria a ser desenvolvida nos préximos capitulos, € conveniente tratar
equagoes diferenciais parciais mais gerais do que equagdes lineares. Nesta secio vamos
seguir as ideias do artigo [42] e do célebre livro [7]. Estudaremos resultados relacionados a
teoria de existéncia e regularidade para solugoes “fracas’de equagdes elipticas totalmente
ndo-lineares da forma

{G(D%(x),Du(x),u(x),:L’) 0 emQ

g em 0f),

(1.1.1)

u

onde G(M, p, z,x) é uma fungdo a valores reais definidaem I' = §(N) x RY x R x (.
Vamos assumir que GG € um operador uniformemente eliptico, isto €, existem constantes
positivas A < A, tais que

G(M + P,p,z,z) < G(M,p,z,x) + A||PT| — AP~ ||

para todo (M,p,z,z) € T, e M,P € 8§(N), onde ||PT|| representa maximo da parte
positiva dos autovalores de P, e ||P~|| = ||(—P)*||. Agora vamos definir o que vem a ser
uma solugdo fraca da equacao.

Definicao 1.1. Uma funcdo continua u : 0 — R é chamada uma subsolugcdo no sentido
da viscosidade da equacdo

G(D?*u(z), Du(x),u(x),z) =0
se para toda funcdo o € C*(Q) e para todo mdximo local xy de u — @, temos
G(D?*¢(x0), D(x0), u(xo), x9) > 0. (1.1.2)

A fungdo u é chamada uma supersolugdo no sentido da viscosidade de (1.1.1) se para toda
© € C*(Q) e para todo minimo local x de u — , temos

G(D2<p(:zc0),Dgo(xg),u(:pg),xo) <0. (1.1.3)

Uma fungdo u é uma solugdo no sentido da viscosidade (ou solucdo de Perron) de (1.1.1)
se for uma subsolugcdo e uma supersolucdo.

Diremos que G(D?u(z), Du(z),u(x),z) > 0 (respec. <,=) no sentido da viscosi-
dade em €2 quando u € subsolucdo (respec. supersolucio, solu¢do) no sentido da viscosi-
dader do problema (1.1.3).



e O operador G ¢ positivamente homogéneo de grau 1, se para todo (M, p, z,x) € I’

G(aM,p,z,x) = aG(M,p, z,x), paratodo o > 0.
Definicao 1.2. Dizemos que P é um paraboloide de abertura M quando
M

onde M é uma constante positiva, {y é uma constante e { é uma funcdo linear. O paraboloide
é convexo (ou concavo) quando for + (ou —).

Defini¢io 1.3. Dados duas fungées continuas wu e v definidas num aberto A C RY e um
ponto xy € A, diremos que v toca u por cima em xy em A quando

u(z) <wv(x) VeeA

u(zg) = v(xg).

O proximo resultado estabelece uma forma alternativa para definir solu¢do no sentido da
viscosidade para o problema (1.1.3). Ao leitor interessado na prova, sugerimos [7].

Proposicao 1.1. As seguintes condigoes sdo equivalentes:
(1) wu € subsolugdo no sentido da viscosidade de (1.1.3) em £2;
(2) Se zy € Q, A € vizinhanga aberta de xg, ¢ € C*(A),
u<ge em A e wu(xg) = (o), (1.1.4)
entdo G(D?p(xg), Do(z0), u(xg), o) > 0;
(3) Vale a mesma conclusio que (2) trocando ¢ por um paraboloide.

A terminologia adotada € a seguinte: dizemos que ¢ toca u por cima em x se existe
uma vizinhanga aberta A de z tal que (1.1.4) vale.

Antes de continuarmos a secao, vale a pena observar que esta nova nog¢ao de solucao
no sentido da viscosidade é compativel com o conceito de solugdo cléssica. De fato, se u
for solugdo cldssica € u — ¢ possui um méximo local em zg, entdo D*u(zy) < D?*p(x0)
e, portanto, pela monotonicidade de G, segue que

G(D?*p(xg), Do(x0), u(g), 1) > G(D*u(x0), Du(x0), u(20), T0) = 0.

Reciprocamente, se uma solu¢do no sentido da viscosidade u é de classe C?, entdo ela é
solucgdo cléssica. Portanto, podemos enunciar o seguinte resultado:
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Proposi¢io 1.2 (veja [7]). Suponha v € C*(Q). u é uma subsolugéo de (1.1.3) em S se,
e somente se, G(D*u(x), Du(z),u(z),z) > 0, para todo x € S0.

Observacao 1.1. Note que se u é uma supersolugdo no sentido da viscosidade de (1.1.3)
em (2, entdo v = —u é uma subsolugdo no sentido da viscosidade de

L(D*v(x), Dv(x),v(z),2) =0 em Q,

onde L(M,q,p,z) == —G(—M,—q,—p,x). Note que L possui mesmas constantes de
elipticidade de G. Portanto, todos os resultados que valem para supersolucdes serdo
vdlidos para subsolucdo e vice-versa.

O préximo resultado segue imediatamente da defini¢do de subsolugdes no sentido da
viscosidade. Deixamos a prova para o leitor.

Proposicao 1.3. Suponha que u e v sdo subsolugcées no sentido da viscosidade de (1.1.3)

em ). Entdo sup(u,v) é também uma subsolugdo no sentido da viscosidade de (1.1.3) em
Q.

Solugdes no sentido da viscosidade sdo estaveis com respeito a convergéncia uniforme
no seguinte sentido: se {u,,} C C°(Q), {G,,} € C°(T) convergem uniformemente para
u e G, respectivamente, e G, (u,,) > 0, (< 0), no sentido da viscosidade, entdo G(u) >
0 (< 0), no sentido da viscosidade. Temos assim o seguinte resultado:

Proposicao 1.4 (veja [7]). Seja {G,, }m>1 sequéncia de operadores uniformemente elipticos
com constantes \ e A, e seja {up}m>1 C C() tal que

G (D*Upy (), Dty (), U (2), 2) > 0

no sentido da viscosidade em (). Suponha que G, converge uniformemente em subconjun-
tos compactos de " para G, e que u,,, converge uniformemente em subconjuntos compactos

de Q) para u. Entdo
G(D?*u(zx), Du(x),u(x),z) >0

no sentido da viscosidade em ).
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1.1.2 Operadores extremais de Pucci e estimativa ABP

Nesta se¢do, vamos definir de uma forma fraca a classe de “todas solu¢des para equagdes
elipticas”. Para isto, vamos introduzir os operadores extremais de Pucci. A ideia é
substituir qualquer equacao particular por certas desigualdades dadas pelas constantes de
elipticidade.

Para todo M € §(/N) denotaremos os operadores minimal e maximal respectivamente

de Pucci:
M (M, X\, A) ::AZei—i—/\Zei

e; >0 e; <0

M (M, )\, A) ::)\Zei+AZe,~

e; >0 e; <0

onde €s sdo os autovalores de M.
Seja agora A uma matriz simétrica cujos autovalores pertencem ao intervalo [\, A], isto
é, NE|? < A& < A|EJ? para todo € € RY. Usaremos a seguinte notagdo A € 2, 4.

Defina um funcional linear £ 4 por
[JAM = AijMij = tI‘(AM), M e S(N)

Como M = ODO", onde D;; = e;0;; (e; sdo os autovalores de M) e O é uma matriz
ortogonal, € possivel mostrar que

M- (M, M\ A) = inf LM

AUy A

ME(M,\,A) = sup LM

AGQI)\VA

Os operadores extremais de Pucci satisfazem as seguintes propriedades:
Lema 1.1 (Veja [7]).
(1) M (M, N\, A) <MH(M, N\ A);
(2) se N < X< A <A entio,
M (M, N, N) <M (M, N A) e IME(M,N,N) > MY (M, )\ A);
3) M (M, N\, A) = —IMT (=M, \,A);
@) ME(aM, X\, A) = aME(M, )\, A), se a > 0;
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(5) MH(M)+M(N) <MT(M + N) <MT (M) + M (N);

6) M (M) +M (N) <M (M +N) <M (M) +M"(N);

(7) N > 0entdo, A[|P|| <M~ (P) <M (P) < NA||PJ;

(8) M+ e M~ sdo uniformemente elipticas com constantes de elipticidades A e NA.

Definicao 1.4. Sejam A\ < A duas constantes positivas. Vamos denotar S(\, \) o espaco

das fungées continuas u em ) tais que M (D?*u, A\, A) > 0 no sentido da viscosidade.
Similarmente, S(\, \) denota o espago das fungées continuas u em ) tal que M~ (D?u, A\, A) <
0 no sentido da viscosidade em (). Definimos também

S(AA) := S\, A)NS(A,A).

Um ponto bastante importante diz respeito a relacdo entre operadores de Pucci com
solugdes no sentido da viscosidade para (1.1.3)

Proposicao 1.5. Suponha que u satisfaca
G(D*u(z), Du(x),u(z),z) >0 [respec. G(D*u(x), Du(z),u(x),r) < 0]

no sentido da viscosidade em ) e que G(0, p, z, ) = 0. Entdo
m+ DQui A >0 |respec. M~ D2ui Al <0
N’ - ' N’ -

Demonstragdo. De fato, seja ¢ € C? tocando u por cima em . Entdo,

0 < G(D*p(w0), Do), (o), 7o)

G(0,0,0,20) + All[D*p(20)] " || = All[D*p(20)]” |

IN A

IA

=
(]

Ay

+

>

(]

o

I
=
+
VR
=
S}
8
N
= >
=
N——

]

Vamos enunciar agora a versao geral do Principio do Mdximo de Aleksandrov-Bakelman-
Pucci (ABP) [45] para solucdes no sentido da viscosidade.
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Definicao 1.5. Seja v funcdo continua num aberto convexo A. O envelope convexo de v
em A é definido por

['(w)(x) := sup{w(z):w <vem A, w convexaem A}

= sup{L(z): L <vem A, L éfuncdo afim}.
L

para x € A.

Temos que ['(v) € uma funcdo convexa em A. O conjunto {v = I'(v)} é chamado de
conjunto contato de v.

Teorema 1.1 (veja [45]). Seja u subsolugdo de
G(D?u(z), Du(x), u(z), z) = f(x)

em By, onde B, é uma bola aberta de raio d em RN com uw > 0 em 0B,. Entdo

1

sup(u~ Cd AN
Bf( )S </Bdm{uzru}(f ) )

onde C' 56 depende das constantes de elipticidade \, \. Aqui estendemos u como sendo
zero fora de By, e portanto —u~ é continua em Bsyy, ', € o envelope convexo em B, de

—Uu .

O préximo resultado € baseado na decomposi¢cdo de Caldéron-Zygmund. Vamos de-
notar por ¢(zo) o cubo aberto de RY centrado em z,, de aresta /, isto é,

al 0 ¢
Qe(xo) := H (5‘36 - 57% + 5)
=1

e Q¢ = Q(0). Seja Q; o cubo unitdrio. Comege dividindo ; em 2V cubos adjacentes de
lado 1/2. Cada subcubo, dividimos sobre 2N cubos, e assim por diante. Os cubos obtidos
nesses processos sao chamados cubos didticos. No que segue (), € um cubo unitdrio e )
um cubo didtico (veja [7]).

Lema 1.2. Sejam A C B C Q1 conjuntos mensurdveis e 0 < 0 < 1 tais que
(a) [A]<de
(b) Se Q é um cubo didtico tal que |AN Q| > §|Q|, entdo Q C B.
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Entdo |A| < §|B|.
Com o Teorema 1.1 e lema 1.2, obtemos a desigualdade de Harnack (veja [7])

Teorema 1.2. Seja u solucdo do problema
G(D*u(z), Du(x),u(z),z) = f(x) em B,
onde f ¢é continua e limitada em Q.. Entdo

supu < C(inf u+ || fll~(5,))
By s By /o

onde C é universal.

1.1.3 Regularidade de solucoes

Nosso objetivo aqui € verificar que solucdes no sentido da viscosidade de equacdes
totalmente ndo-lineares sdo continuamente diferencidveis com derivadas primeiras Holder
continuas. Utilizando a abordagem de Perron de Ishii [23, 24, 25], seremos capazes de
inferir teoremas de existéncia para solu¢des continuamente diferencidveis do problema de
Dirichlet. O operador G esta sujeito inicialmente as seguintes condi¢oes:

(F1) (Elipticidade uniforme)
Mr(N) < G(M + N,p,z,z) — G(M,p, z,z) < Atr(N)

(Fz) |G(O,p,z,x)| < Ho +:u1|p|
(F3) |G(M,p, z,2) = G(M,q,t,y)| < po + pa(pl + lgl) + w(lz =yl + |z — t]) | M|

para todo z,y € Q, |2|,|t| < Ko, p,q € RN, M,N € § N) com N > 0, K, > 0,
onde A\, A, j19, 111, sdo constantes positivas (dependendo possivelmente de Kj), e w é uma
fungdo ndo-decrescente em R™ com w(a) — 0 quando a — 0. Para as afirmagdes sobre
regularidade vamos exigir que w seja uma func¢do poténcia, isto é

w(a) = poa’” (1.1.5)

para constantes positivas p, € 7. Observe que a condi¢do (F'1) implica continuidade
Lipschitz de G com respeito a M e, portanto, podemos expressa-la equivalentemente da

seguinte forma:
M < Gy <AL

As condigdes estruturais (F'1), (F'2) e (F'3) devem ser vistas em conexao com um exemplo
importante, a Equacao de Isaac da teoria dos jogos estocdsticos.
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Exemplo 1. Seja {L,z3} familia de operadores lineares, indexada por dois pardmetros
a € A, B € B, dados por

Logu := aiajﬁD,-ju + b;ﬁDiu + Capll (1.1.6)
onde afljﬁ, bfl 5 Caps fap € C’U(Q). A equacdo de Isaac correspondente e,

Glu] := inf sup(Lasu — fup) (1.1.7)
acA gep

satisfard as condig¢oes (F'1), (F2) e (F'3) se o operador for uniformemente eliptico com
relacdo a o e f3, isto é, -
M < [ajs] <AL

paratodo o € A, f € B para constantes fixadas \ e A\, e os coeficientes agﬂ sdo uniforme-
mente continua (Hélder continua também para satisfazer (1.1.5)) com os coeficientes V!, B
Cap € fop uniformemente limitados. Quando os conjuntos A e B coincidem, obtemos os
chamados operadores de Bellman.

Podemos agora enunciar um resultado de regularidade.

Teorema 1.3 ([42], Teorema 2.1). Seja u solugdo no sentido da viscosidade da equagdo
(1.1.1) num dominio 2, onde G satisfaz as condigdes estruturais (F'1),(F2) e (F3), jun-
tamente com (1.1.5). Entdo u é continuamente diferencidvel em 2, com primeira derivada
localmente Holder continua com expoente o dependendo somente de N, % eT.

Teorema 1.4 ([42], Teorema 2.3). Seja u € C°(Q) solugdo no sentido da viscosidade do
problema de Dirichlet

2 _
{G(D u, Du,u,v) = 0 emQ (1.1.8)

u = g emof),

onde G satisfaz as condigdes estruturais (F1), (F2) e (F3), 90 € C'" e g € C'7(Q),
para algum T > 0. Entdo u € CY*(Q) para alguma constante positiva o dependendo
somente de N, A / A e T, e temos a seguinte estimativa

|u|1,a;Q S C

onde C depende de N, A/, T, jig/ N, i1 /A, pa/ A, 1917, [ufo.q € €2

15



Observacao 1.2. Se apenas as condigoes (F'1) e (F2) sdo satisfeitas e u é uma solugdo
no sentido da viscosidade da equagdo (1.1.1) num dominio ), segue que u é duas vezes
diferencidvel para quase todo ponto de ), veja [43]. Agora, se adicionarmos a (F'1),
(F2) e (F3), a hipdtese de convexidade ou concavidade do operador G com respeito a
varidvel M, entdo segue que u € C**(Q) para todo o < 1. Finalmente, se assumirmos
também que:

para todo z,y € Q, |z|,|t], p,|q] < Ko, M € §(N), onde w é como (1.1.5), entdo u €
C**(Q) para algum o > 0 dependendo somente de N, %, 7. Se 00 € C*7, g € C*>7(Q)
e u solugdo de viscosidade de (1.1.8), entdo u € C**(Q); (CY*(Q) para todo o < 1 se
(F4) ndo for assumido). Estas ultimas afirmacdes seguem por consideracdes de quociente

diferencial de segunda ordem; (veja [44]).

1.1.4 Existéncia de solucoes viscosas

Esta secdo tem como objetivo ampliar a discussdo sobre a questdo de existéncia de
solugdes no sentido da viscosidade para equacdes totalmente nao-lineares. Existem varias
abordagens utilizadas na literatura para obter resultados de existéncia de solucdes no
sentido da viscosidade para os problemas, principalmente o problema de Dirichlet, para
equacoes elipticas totalmente ndo-lineares da forma (1.1.1) (veja [42] ou [25]).

Um desses métodos € o chamado método de Perron, que consiste em encontrar solucdes
de viscosidade como supremos de familias de subsolugdes. A ideia é baseada no método de
Perron cléssico para obter existéncia de solugdo para a equacao de Laplace. A formulacao
deste método para equagdes totalmente ndo-lineares € devida a H. Ishii [23], [24] e [25].
Sob as hipdteses (F'1), (F2) e (F'3), varios teoremas de existéncia podem ser formulados
dependendo do tipo de comportamento da fronteira e limitacdo a priori das solugdes. Uma
condicdo padrao € a seguinte:

Mr(N) < G(M + N,p, z,2) = G(M,p, 2, x)
(sign(2))G(0,p, z,x) < po + |pl. (1.1.9)

para todo (M,p,z,x) € I, N € 8§(N), N > 0, onde agora A, jo, pt; sdo constantes
fixadas. Para dados de fronteira suave, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.5 ([42], Teorema 3.1). Seja G € C°(T") satisfazendo as condigczes estruturais
(F1), (F2), (F3) juntamente com (1.1.9). Entdo, se 9Q) € C*", g € CY™(Q) para algum

16



T > 0, existe uma solugdo no sentido da viscosidade u € C**(Q)) do seguinte problema

de Dirichlet
{G(D%,Du,u,x) = 0 emQ

u = g em ),
para algum o > 0, dependendo somente de N, A/\ e T.

A prova do teorema anterior combina a existéncia de solugdes continuas de Ishii
[25] com a regularidade comentada na observagdo 1.2. O trabalho de Ishii envolve dois
estagios, ou seja, uma abordagem do método de Perron para solucdes de viscosidade e um
principio de comparagdo para inferir sua continuidade. Como indicado acima, o primeiro
estigio requer hip6teses minimas. Para qualquer fun¢do u : {2 — R definimos seu enve-
lope semicontinuo superior (inferior) u* : 2 — R U {—00, 00} por

u*(x) = limisoup{u(y) ty € B(x)NQ} para z € Q,

eu, : Q— RU{—00,00} por

u,(z) = limsup{u(y) : y € B,(z) NN} para z € Q.
rl0

Obviamente que u* > u > u, em €) e que u, = (—u)*. Vamos descrever rapidamente
aqui o método de Perron de Ishii. Segundo Ishii, uma fun¢do v em €2 é chamada uma
subsolucdo de viscosidade (supersolugio) de (1.1.1) em 2 se u*(y) < oo, para v €
(resp. u,(x) > —o0) e se seu envelope semicontinuo superior (inferior) u*(u,), cor-
responde a definicdo de solucdo de viscosidade dada anteriormente, isto é, para toda
p € C*Q),y € Qe (u" — ¢)(y) = maxq(u* — ),

G(D?*¢(y), Do(y), u*(y),y) <0

(para toda ¢ € C?(Q),y € Qe (u, — ¢)(y) = ming (us — @),
G(D*¢(y), D(y),u*(y),y) > 0).

Como antes, u € uma solucdo de viscosidade, se for tanto subsolucao e supersolugdao. A
existéncia de tais solugdes de viscosidade generalizada € garantida pelos resultados abaixo

Proposicao 1.6 (Veja [25]). Seja G fungdo continua em T'. Seja S familia ndo-vazia de
subsolucdo de viscosidade de (1.1.1). Defina uma funcdo v em ) por
u(z) :=supov(z), =z €.
veS

Suponha que u*(r) < oo para v € ). Entdo u é uma subsolugcdo de viscosidade de

(1.1.1).
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Proposi¢io 1.7 (Veja [25]). Seja G € CY(T) eliptica ndo-degenerada e suponha que
existam uma supersolucdo de viscosidade u, e subsolucdo de viscosidade uy de (1.1.1) em
Q com uy,uy € C°(Q) e uy < uy. Entdo existe uma solugdo no sentido da viscosidade de
(1.1.1) em QQ satisfazendo u; < u < us.

Para o principio de comparagdo, devemos trocar a condi¢io (F'3) por

(F5) { G é mondtona crescente com respeito a varidvel =z
|G(M, p, z,2) = G(M, ¢, 2,y)| < w(lx—yl) + pulle = yll|M]] +|q —pl),
(1.1.10)
para x,y € €, |z| < Ko, p,q € RY, M € §(N), onde w é como em (F3) e y é uma
constante positiva. Entio temos,

Lema 1.3 (veja [25]). Seja u,v € L*(Q) respectivamente subsolucdo e supersolucdo de
viscosidade da equagdo (1.1.1) em Q2 com u* < v, em 0S), e suponha G satisfazendo (F'1)
(ou pelo menos a primeira desigualdade) e (F'5). Entdo u* < v, em €.

Combinando os Lemas 1.7 e 1.3, deduzimos existéncia de uma tunica solugdo de vis-
cosidade do problema de Dirichlet

G(D?*u, Du,u,z) = 0 em¢)
u = g emodf,

quando (1.1.9) e (F'5) sdo vélidos, g € C°(Q) e 9 satisfaz, por exemplo, a condig¢io
de barreira. Se juntarmos as condigdes (£'1), (F'2) e (F'3), obtemos uma tnica solu¢ao
u € CH(Q) N C°K), como consequéncia do Teorema 1.5. A remogdo da condig¢io
(F'5) pode ser obtida por aproximacao e utilizacdo do Teorema de Leray-Schauder, ([17],
Capitulo 11).

Destacamos que a solug@o do problema de Dirichlet no Teorema 1.5 serd tinica se (F'5)
vale com |z — y| trocada por |z — y|'/2, bem como o principio de comparagio, Lema 1.3,
pode ser estendida se as fungdes u, v € C%1(Q), [41].

Exemplo 2. Considere a equacdo de Isaac (1.1.6) com conjuntos de indices enumerdveis
A e B tal que c,p < 0V € A, B € B. Nestes termos, a condigdo (1.1.9) é satisfeita,
além disso também sdo vdlidas elipticidade uniforme e continuidade dos coeficientes como
Sformulado na secdo anterior. Sob estas condigcoes, podemos enunciar o seguinte resultado
de existéncia: Para 00 € CY7 existe uma solucdo de viscosidade v € CY*(Q) para
algum o > 0, do problema de Dirichlet para a equagdo de Isaac (1.1.7)

infaca supgep(Lagtt — fag) = 0 em ()
u = g emOdf),

a qual é tinica se afljﬁ € CY2(Q), uniforme com relagdo a A, B.
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Vamos agora nos concentrar nas estimativas 727 para solug¢des no sentido da viscosi-
dade para equacdes da forma (veja [45] ou [7])

F(D*u,z) = f(z),
e estimativas C1“ (segundo Caffarelli) para equagdes mais gerais da forma
G(D?*u(x), Du(z), u(x),z) = f(z),
num dominio €2 (veja [45]). Com relagfio  estimativa W?P, segue o seguinte resultado.

Teorema 1.6. Seja u solugdo no sentido da viscosidade de
G(D*u(z),x) = f(z)

com |u| < 1, e seja

|G, x) - G(M,0)|
Sle) = sup M+ 1

onde o supremo é tomado no espago das matrizes simétricas S(N ). Se a equagdo
G(D*v + M,0) = P,

para M, P na superficie G(M,0) = P, possui estimativa C!:

C
1%l oy < 0l (1111

15 (2) | zoe (1) < do(A, A),
entdo, parap > N, uw € W?P(B;)5) e
[ullw2p s, ) < Cllulles) + 1 fllzrs))-

Temos o seguinte lema, cuja prova baseia-se num argumento de compacidade. Esse
resultado desempenha um papel central e € a verdadeira razao pela qual somos capazes de
desenvolver um método totalmente nao-linear, sem linearizagao.

Lema 1.4 (veja [45]). Seja u solucdo no sentido da viscosidade de

F(D*u(z), Du(x),r) = f(z) em B
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com |u| < 1. Seja

Sp(z) := sup
gl <h | M| +1

onde o supremo é tomado sobre M, p,q. Entdo, para todo € > 0, existe 6(¢,\,\) e
h(e, A\, A) tal que, se

{G(D%,0,0) = 0 emBip

v u em 0B s,

entdo
Hu o v||L°°(B1/2) <€,

desde que a condicdo de pequena oscilacdo

15k

L™(Br) + HfHLN(B1) < 5(87 )\7A)7
para h > h(e, \, \), seja satisfeita.

Vamos comentar agora resultados sobre estimativas C'*® para solugdes no sentido da
viscosidade. Em adi¢@o ao argumento de compacidade descrito acima, a prova deste lema
depende do teorema de unicidade de Jensen [40] e do teorema 1.6 para operadores max-
imais de Pucci [15]. Deste lema, obtemos estimativas de Schauder C** e WP para
equagoes totalmente ndo-lineares gerais. Por exemplo, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.7. Seja u solucdo no sentido da viscosidade de
F(D*u, Du,x) = f(z) em B.

(a) Suponha que a equagdo
F(D?v, P,0) =0

possui estimativa CY? (similar a (1.1.11)). Entdo existe 6, = 0o(3, \, A) tal que, se

1/N
limrﬁo <l?:mh*>0 ( ‘Sh‘Ndl') > + HUHOO < (50,
B,
entdo u é C* em x = 0 para o < 3, quando

1/N
( \f|Ndx) < Cpite
B,
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(b) Suponha que a equagdo
F(D*v, Dv + P,0) =0

possui estimativa CYP. Entdo existe 6y = 6o(3, \, \) tal que, se

L 1/N
limr—)O ( |Soo|Ndx> S 507
Br

entdo u é C* em x = 0 para o < 3, quando
1/N
( |f]Nd:c> < COr e,
By

Teorema 1.8. Seja u solucdo de
F(D?*u,z) = f(x).

Se a equacdo

F(D*v+C,0) = D,
para C, D na superficie F(C,0) = D, possui estimativa C*? (similar a (1.1.11)),

1/N
(/ ]S|Ndx) < Cr
By

1/N
(f v -ropa) <o
B,
entdo u € C** em 0 para o < 5.

Observacao 1.3. Com uma combinagdo dos resultados acima, é possivel obter teoria de
regularidade para operadores da forma

G(D*u(x), Du(x),u(x),z) = f(x)

Por exemplo, veja em [45].
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Capitulo 2

Existéncia e regularidade

Neste capitulo estudaremos existéncia e regularidade de solucdo para a equacao
F(D?*u, Du, x) = fB(u)

onde I : §(N) x RY x 0 — R é um operador totalmente ndo-linear, §(NV) € o espago das
matrizes simétricas N X N, e F' satisfaz as seguintes condi¢des estruturais:

(C1) (Elipticidade uniforme) Existem constantes 0 < A < A tais que
F(M+P,p,z) < F(M,p,z)+A||PT||=\|P~||, VM, P € §(N), ¥(p, ) € RV xQ.
(C2) (Holder continuidade) Existem constantes pq; > 0, us > 0 e médulo de Holder
continuidade w(r) = por” tais que
[F(M,p,x) = F(M,q,y)| < min (w(|x —y|) + (e —yl||M]] + g - p)),
p + pz(lpl + lgl) + w(lz — y))|[M]])
(C3) (Normalizagdo) Para todo (p, z) € RY x €, vale
F(0,p,z) = 0.

Vamos considerar também o problema de Dirichlet associado

F(D*u, Du,z) = B.(u) em
(EE){ u = @ em OS2,

no qual a condigdo de fronteira ( é ndo-negativa num dominio Lipschitz 2 C RY. Neste
caso, diremos que o problema é de uma fase. Caso ¢ mude de sinal, diremos que o
problema é de duas fases. O termo de perturbacdo . é construido da seguinte forma:
fixado uma funcao suave ndo-negativa 3 satisfazendo
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(B1) B> 0em (0,1) e o suporte de /3 estd contido em [0, 1].
(82) [ é crescente em [0, 1/2) e decrescente em (1/2,1].
O termo de perturbagdo € definido da seguinte forma:
1 ru

felw) =28 (2).

Note que, se chamarmos
T:= /1 B(s)ds,
0

entdo (. aproxima-se de T vezes a massa Dirac Jy. O objetivo principal deste trabalho é
analisar o comportamento das solugdes quando fazemos ¢ — 0.

\%4

Figura 2.1: Gréfico das funcdes [,

2.1 Existéncia de solucoes minimais

Um desafio tipico no estudo de problemas de fronteira livre para operadores nao-
lineares consiste em escolher uma solugdo para o problema (E.) que seja ampla o bastante
para permitir certas propriedades geométricas para o problema. Nosso primeiro objetivo
¢ mostrar que a equacao (F.) possui pelo menos uma solugdo no sentido da viscosidade.
De fato, nés ndo s6 provamos a existéncia de solu¢do, mas também proporcionamos uma
técnica para selecionar solugdes especiais (as quais chamaremos de solu¢cdes minimais) da
equagdo (F.). Essas solucdes selecionadas nos proporcionardo, nos capitulos seguintes,
importantes propriedades geométricas, por exemplo, propriedade de crescimento linear,
para esta familia de solugdes.
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Observe que, devido a falta de monotonicidade da equagao (E.) com relagdo a variavel
u, o método de Perron cldssico ndo pode ser diretamente empregado. Nosso primeiro
resultado de cunho nao-variacional que provamos foi uma adaptacdo do método de Perron
para solugdes no sentido da viscosidade. Vamos mostra-lo de uma forma um pouco mais
geral para futuras referéncias.

Teorema 2.1. Seja g uma fungdo limitada, Lipschitz definida na reta real R. Suponha F
satisfazendo as condicoes estruturais (C1), (C2) e que a equagcdo

F(D?*u, Du,x) = g(u)

admita uma subsolugdo Lipschitz no sentido da viscosidade u, e uma supersolucdo Lips-
chitz no sentido da viscosidade u* tais que u, = u* = ¢ € C(09). Defina o conjunto de
funcoes,

= {w € C(Q); u, <w < u* ew supersolugdo de F(D*u, Du,z) = g(u)} .

Entdo,

v(x) = llvréfsw(x)

é uma solugdo continua no sentido da viscosidade de

F(D?*u, Du,z) = g(u) emQ
u = em Of).

Demonstragdo. Seja 1 > 0 tal que |Dg| < p/2 e h(z) = pz — g(2). Para f € C%H(Q),
defina o seguinte operador uniformemente eliptico,

G[u] = G¢(D*u, Du,u, ) = F(D*u, Du,x) — pu + f(z).

Entdo o operador G satisfaz as condi¢des (F'1), (F2),(F3),(1.1.9) e (F'5) do capitulo
1, com constantes dependendo de f. Portanto, satisfaz o principio de comparagdo. O
método de Perron cldssico fornece uma solug¢do continua no sentido da viscosidade para o
problema de Dirichlet:

2.1.1)

G¢(D*u, Du,u,z) = 0Oem
u = @emofd.

Além disso, essa solugdo € tnica e, pela teoria cldssica de regularidade eliptica, existe
uma constante universal v = (3, N, A, A) € (0, 1) tal que

u€ Q) ellulloiam < C
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onde C' = C(Q, N,T'/7, B, o/, o/ A 1@l ey Nl o ) 11 o y)-
Vamos agora reproduzir um argumento 1terat1vo COmoO segue: sejam Uy = Uy € Ugtq

Unica solugdo para o problema
{ Gy, (D?u, Du,u,r) = 0em

u = @emOf). (2.12)

onde fi(z) = h(ux(z)). O principio de comparacdo produz a seguinte cadeia de desigual-
dades:

Uy =ug <up <o <y <upgy < --- <t (2.1.3)

De fato, observe inicialmente que

G, [u] = F(D*u, Du,z) — pu+ h(ug) = F(D*u, Du, z) — h(u) + h(ug) — g(u) (2.1.4)

) -
Gy [u] = F(D*u, Du,x) — pu + h(ug) = Gy, [u] + h(ug) — h(up_1), k>1 (2.1.5)
G*[u] .= F(D*u, Du,z) — pu+ h(u*) = F(D*u, Du, x) — h(u) + h(u*) — g(u) (2.1.6)

G*[u] := F(D*u, Du,x) — pu + h(u*) = Gy, [u] + h(u*) — h(ug), k>0 (2.1.7)

Portanto, de (2.1.4), Gy, [u1] = 0 < Gy, [u] no sentido da viscosidade. Pelo principio
de comparagdo, temos que uy < u; em €. Suponha indutivamente que u,_; < u; em
2. Como h é crescente, por (2.1.5), Gy, [ur+1] = 0 < Gy, [ux] no sentido da viscosidade.
Portanto, aplicando novamente o principio de comparagdo, obtemos uy < w41 em 2. Por
(2.1.6) e (2.1.7) com k = 0, G*[u;] > 0 > G*[u*] no sentido da viscosidade, também
uy < u* em §2. Suponha verificado que uy, < u* em 2 por (2.1.7), G*[ug41] > 0 > G*[u*]
no sentido da viscosidade. Portanto, pelo principio de comparagao w1 < u* em €.

De (2.1.3), podemos definir o limite pontual

v(x) = lim ug(z).
k—o0
Segue de (2.1.5) que existe uma constante C' = C'(u, ||u.||z(@), ||u*]|L=(q)) tal que

|F(D?uy,, Duy, z)| < C, no sentido da viscosidade, para todo k& > 1. Pela teoria de
regularidade eliptica, esta sequéncia é localmente uniformemente Holder continua. Pelo
teorema de Ascoli-Arzela, a menos de subsequéncia, ela converge localmente uniforme
em (2. Passando para uma subsequéncia se necessdrio, podemos assumir que Gy, con-
verge localmente uniforme para G[u] = F(D?*u, Du,x) — pu + h(u). Conclusdo, v é
solucdo no sentido da viscosidade de

F(D?*u, Du,x) = g(u)

25



Para finalizar, vamos verificar que v € a menor supersolu¢do entre u, and u*. Para isto,
sejaw € 8. Temos,

Gr[u] = F(D*u, Du,x) — pu — h(uy,)
= F(D%u, Du,x) — h(w) + h(uy) — g(w), k>0 (2.1.8)

Tomando k£ = 0 em (2.1.8), obtemos Gy [u1] = 0 > G, [w] no sentido da viscosidade.
Aplicando o principio de comparacdo obtemos w > u; em (). Verificado que w > wuy,
temos por (2.1.8), G, [ux+1] = 0 > G, [w] no sentido da viscosidade, o qual implica
w > ugyq em §2. Passando o limite quando k£ — oo, concluimos que

v(z) = inf w(z),

e a prova do Teorema 2.1 estd concluida. L

Vamos agora retornar ao problema de existéncia de solu¢des (minimais) para o pro-
blema de Dirichlet (E.). Escolha u, = u.(g) e u* = u*(¢) solu¢des para os seguintes
problemas de Dirichlet

F(D?u,, Du,,z) = gpem¢) F(D*u*, Du*,z) = 0em¢)
U, = @em 2 u* = pemdf2
onde p := sup .. A existéncia de tais solucdes é consequéncia padrao do método de

Perron (veja, por exemplo [25]). Por construcio, u, € subsolucio no sentido da viscosidade
de (E.) e u* é uma supersolugdo no sentido da viscosidade de (E.). Além disso, u*, u, €
C%1(€2). Portanto, uma aplicacdo direta do teorema 2.1 assegura o seguinte Teorema de
existéncia:

Teorema 2.2 (Existéncia de Solu¢des Minimas). Seja 2 C RY dominio Lipschitz e o €
C'(09) condigdo de fronteira ndo-negativa. Entdo, para cada € > 0, o problema

F(D?u¢, Duc,z) = Be(uc) em Q
ue = @emdfd.
possui pelo menos uma solugdo minima (no sentido da viscosidade) u. € C(Q) tal que

U, < ue < u*.

Como mencionado anteriormente, mais importante do que garantir a existéncia de
uma solugdo para (FE.), o Teorema 2.2 fornece uma escolha particular dessas solugdes.
Em comparacido com problemas variacionais de perturbacdes singular, esta escolha é um
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substituto para a escolha de minimizantes do funcional de Euler-Lagrange (ver, por e-
xemplo, [37] para mais detalhes). Portanto, salvo indicacdo em contrdrio, sempre que
falarmos solucgéo no sentido da viscosidade para (E.), queremos dizer solugcdes mini-
mais fornecida pelo Teorema 2.2. A abordagem pelo método da menor supersolugdo é
usado para construir solugdes para (E.), cujos conjuntos de nivel satisfazem algumas pro-
priedades geométricas que sao preservadas por passagem ao limite.

2.2 Regularidade Lipschitz

Nosso objetivo nesta secdo € provar que, se u. sdo solu¢des do problema (FE.), entdo
Du. sdo uniformemente limitados em . Veremos que essa € a regularidade 6tima que
podemos esperar (uniforme no parametro €). Nossa estratégia € inspirada por um argu-
mento devido a Caffarelli. Inicialmente, vamos mostrar que a familia de solu¢des mini-
mais sao uniformemente limitadas.

Lema 2.1. Seja u. qualquer solucdo (no sentido da viscosidade) da Equacdo (E.). Entdo
0 < ue <||¢loo em L

Demonstragdo. Observe inicialmente que 3. > 0. Defina . := u. — [|¢[/. Note que
U < 0emofde
F(D?*u,, Di.,x) = F(D*u., Du.,z) > 0.

A estimativa por cima segue imediatamente aplicando a estimativa ABP (Alexandroff-
Bakelman-Pucci) adaptada para solucdes de viscosidade (veja, [3] ou [7]). Vamos provar
agora a ndo-negatividade de u.. Suponha, por contradicao, que a regido

Aci={z € Q:u.(x) <0}
é ndo vazia. Como 3. possui suporte em [0, £],
F(D?*u., Du.,x) = 0 em A,

no sentido da viscosidade. Contudo, como u. > 0 em 0f2, temos u. > 0 em 0 A., portanto,
aplicando novamente a estimativa Alexandroff-Bakelman-Pucci adaptada para solugdes de
viscosidade, concluimos u. > 0 em A., levando a uma contradigao. O

Vamos agora mostrar que as solu¢des do problema ( E.) sdo localmente uniformemente
Lipschitz, isto €, as solu¢des u. sdo localmente Lipschitz e a constante Lipschitz independe
de . Uma observagdo importante € que a mesma técnica mostra que, no caso de problemas
de duas fases (veja [12]-[13]) podemos deduzir limitagdo do gradiente para a parte nao-
negativa da solucdo, se ja sabemos que a parte nao-positiva da solugdo € Lipschitz.
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Observacao 2.1. Em [14], L. Caffarelli aplica as formulas de monotonicidade para de-
duzir limitagcdo do gradiente para a solucdo do problema de perturbagdo singular de duas
fases para o Laplaciano; veja também [8]. Na auséncia da formula de monotonicidade,
ndo somos capazes de provar um resultado semelhante ao que estd em [14]. E evidente
que uma nova técnica deverd ser desenvolvida para lidar com a mudanca de sinal da
solucdo u. no caso de problemas de perturbagcdo singular para operadores totalmente
ndo-lineares. Este problema continua em aberto e é muito tentador para o desenvolvi-
mento da teoria.

Lema 2.2 (Renormalizagdo Lipschitz). Seja u € C(B,(x)) solucdo de viscosidade de
F(D?*u, Du,x) = fB.(u). (2.2.1)
Defina w : B,;.(0) = R, como

w(y) = Zuleo + <)

Entdo, w € C(B,c(0)) é solugdo de viscosidade de
F.(D*w, Dw,z) = B(w),

onde os operadores F.(M,p,x) := ¢F (%M ) Dy :B) sdo uniformemente elipticos com as
mesmas constantes de elipticidade de F. Além disso, se u é diferencidvel em 0, entdo
Vw(0) = Vu(zy).

Demonstracdo. De fato, seja P(y) um paraboloide tocando w, em algum ponto z,, por

baixo. Defina
P(z) :=¢eP (x — mo) .
€

Entdo, P toca u por baixo em z; := 7y + £29. Como v € uma solucao de viscosidade de
(2.2.1), temos que

F (DQP(xl), DP(x), x1> < Be(ue(z1)). (2.2.2)
Além disso, calculos diretos nos mostram que
0,P(x)) = OP(x)
~ 1
0ijP(r1) = =045P(20) (2.2.3)

Cluc(m) = L(o(zo)).
Combinando (2.2.2) e (2.2.3), ficamos com
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P GDZP(ZO), DP(z), 70 + 520) < Bu(z0)).

Tomando agora um paraboloide tocando w por cima e argumentando de forma similar,
concluimos que w € uma solucdo de viscosidade de

1
eF (EDQw, Dw, xg + 6x) = f(w) em B, .. 2.2.4)

Se definirmos, como acima,
1
F.(M,p,x) :=¢cF <—M,p,x) ,
€

temos que F. é uniformemente eliptico com mesma constante de elipticidade de F'. De
fato,

1 1
F.(M+ P,p,x) = ¢€F (—M+ —P,p,x)
€ €

< ¢ - A

P\ *
F (—1M,p,x> + A (—)
€ €

= F(M,p,x)+ AIPT[ = AP

o1

]

E interessante observar que a renormalizagio acima nio altera as constantes de elipti-
cidade de F'. Isto significa que esta renormalizacdo nao afeta as constantes que aparecem
nas estimativas, bem como nas desigualdades de Harnack. A familia de operadores F
pode ser considerada como um sé operador F'.

Lema 2.3. Seja w € C*(B1(0)) solucdo de viscosidade de
F(D*w, Dw,x) = g(x), ||gllz=s0)) < D-
Se w(0) < 1, entdo existe uma constante universal Cy > 0 tal que:
[Vw(0)| < Co.

Demonstragdo. De fato, da estimativa C™* de Caffarelli para solu¢des de viscosidade
(veja Capitulo 1 ou [3]), existe constante C', dependendo somente de A\, A e da dimensdo
N, tal que

Vw(0)] < € {Jwlimz, o + lgllngan o |- (2.2.5)
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Usando a desigualdade de Harnack (veja, por exemplo, [7] ou capitulo 1) existe uma con-
stante universal C' tal que )
HU”LOO(Bl/Q) < C. (226)

Combinando (2.2.5) e (2.2.6), temos finalmente a seguinte estimativa:
[Vw(0)] < Co.
O]

Agora, podemos afirmar e provar um lema interessante por si s, que pode ser aplicado
em muitas situacoes

Lema 2.4. Seja 0 € 99, e v € C1*(Q N B1(0)) solugdo de viscosidade ndo-negativa de
F(D*v,Dv,z) =0 em Q0N B;(0).

Suponha também que em Y = 02 N B1(0), v = 0 e |Vv| € limitada. Entdo, existe uma
constante universal C' > 0 tal que:

(1) [[v][ze(B, m0)n0) < Cdist(x, 0) SUp |Vol;
(2) [Vollzee (s, m0)n0) < CSl;p Vo).

Demonstragdo. Vamos comegar provando (1). Considere zq € B/2(0) N Q. Considere
os ndmeros h := dist(zg, 0Q), A := sup |Vv|, v(zo) = Th. Vamos mostrar que 7 < C' A,
T

para alguma constante universal C' > 0. Considere a renormalizando de v com relag¢do a
distancia h, isto €,

w(y) = %ue(xo + hy).
Entdo, w(0) = 7 e do Lema 2.2, w € soluc@o de viscosidade de
F(D*w,Dw,z) =0 em B;(0).
Como h = dist(xzg, 02), existe y; € 0B;(0), tal que w(y;) = 0. Além disso, como
Vw(y) = Vu(zo + hy),y € B1(0),

temos que |[Vw(y;)| < A. Agora, pela desigualdade de Harnack em B /,(0), existe uma
constante universal ¢ > 0 tal que:

w(y) > cr em  By(0).
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Figura 2.2: Barreira

A ideia agora € construir uma barreira tocando w por baixo em y;. Seja z solucdo do
seguinte problema:
Fh(D2Z, DZ, y) = Oem R = B1 \ B1/2

z =0, z =1.
0B1 (9B1/2

(2.2.7)

Tal solugdo pode ser obtida usando o método de Perron de Ishii discutido no Capitulo
1. Temos que, z > 0, z € C**(R). Definindo agora

Zn(y) = crz2(y), yE€R,

entao
Zp=0<w em 0B1(0) em Z,<cr<w em 0B;,(0).

Isto diz que,
Fy(D*w, Dw,y) = F,(D*Z,,DZ,,y) em R, e w>/Z, em OR,
pelo principio do maximo para solucdes de viscosidade,
w>2Z, em R e w(y)= Zn(y).

Em particular,
Oyw(y1) = 0y Zn(y1),

onde v é a normal unitdria interior a B1(0) em ;. Aplicando o Lema de Hopf, se tomarmos

0p = inf 0,z,
9B1(0)

6VZh > CT(Sh > 0.
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A fungdo z é C'1* até a fronteira, donde concluimos que

inf 6, >0 >0,
0<h<1/2

onde ¢ independe de h. Entao
A Z |Vw(y1)| Z ayw(yl) Z 07—57

provando a primeira parte do Lema. A segunda parte segue da estimativa C** e aplicando
a desigualdade de Harnack,
1 cC

0)] < C————=1lull~ S Stz 90
Ve (0)] < dist(o, 09) lellzem, a0n < dist (o, 982)

w(0) < CCA.

]

Vamos agora provar a regularidade Lipschitz das solugdes de (E.). Antes, é conve-
niente introduzirmos algumas notagdes que serdo uteis para simplificar as demonstracdes
dos teoremas no decorrer do trabalho

Qo = {z€Q|0<u(z) <a}.
QF = {zeQ|u(z)>a}.
do(z) = dist(z, Q).

Daqui por diante, vamos considerar ' € €2, A = dist(Y', 092).

Teorema 2.3 (Regularidade Lipschitz). Dado um subconjunto ) € ), existe uma constan-
te C dependendo de || || o, || 8|00 2, dimensao, elipticidade e da norma C* de F (M, p, ),
mas independente de ¢, tal que, qualquer familia de solugdes de viscosidade, {u.}.~o, da
Equagdo (E.) é C-Lipschitz continua em Y, isto é

sup |[Vu.(z)| < C.
xeQ)

Em particular, a familia {u.}.~¢ € localmente uniformemente Lipschitz.

Demonstragdo. Seja xy € € e considere ¢ < A = dist(€’,02). A prova se baseia na
obtencdo de estimativas pontuais do gradiente dependendo de onde x esta localizado.

(A) Caso 1: xg € ..
Como B.(zg) C 2 podemos considerar a renormaliza¢do Lipschitz w = w, de u,
nesta bola,

w(y) = éus(xo +ey), ye Bi0).
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Pelo Lema 2.2, Vw(0) = Vu.(z¢), e w é uma solugdo de viscosidade de
F.(D*w,Dw,z) = B(w) em B;(0).
Segue agora do Lema 2.3 que
[Vw(0)| < Cy
onde () € universal.

(B) Caso 2: x5 € QF e d.(zg) < %.
Da hipétese, temos que 3d.(zo) < dist(xg, dQ). Seja yo € 0N satisfazendo as
seguintes condigdes: d.(zo) = |xo — yo| € d = dist(yo, 02). Agora, vamos definir a
renormalizagdo Lipschitz de u. em QF N By(xy), isto é,

U (Yo + dy) — €
w(y) = o d) :

onde D. =T~ (QF), T(y) = yo + dy.

Yy < Bl<0) N Ds,

u, is harmonic
inQ,

I:={u=¢}

{u.<e}

Vu,under
control

Figura 2.3: Limitacdo do Gradiente
Como w = 0 e |Vw| é limitada ao longo de B;(0) N dD,, usando o Caso 1, e o fato

de que
Fy(D*w, Dw,r) =0 em By(0)N D,

concluimos, usando o Lema 2.4, que

[Vwl| LB, 50)np.) < C.
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A estimativa acima, traduzida em termos de u., € equivalente a:

”VUEHLD"(Bd/z(yO)ﬁQ?) <C
Para concluir este caso, € suficiente mostrar que, xg € By /g(yo). De fato,

2’1’0 — yo‘ = 2d5($0) < diSt(Q?o, aQ) — ds(xo) < diSt(yo, 89) =d.

(C) Caso 3: zg € Qf e d.(x) > 2.
Temos
F(D*u, Du,z) =0 em QF

A A
Q"=0N{reQ:d(x)> 3} € Qf, com dist(Q2",00) > 7

Entdo usando estimativa C'*, existe constante universal C' > 0 tal que:
Ve || o ory < C
onde C' = C'(A/3), concluindo assim a prova do Teorema.

]

Observacao 2.2. Vale a pena destacar que a prova da regularidade Lipschitz é vdlida
para qualquer solucdo do problema (E.) (ndo necessariamente solugdes minimais).

Observacao 2.3. Como |Vu.| é localmente limitada por uma constante que independe de
g, temos que o conjunto {u.} € equicontinuo e totalmente limitado. Portanto, pelo teorema
de Ascoli-Arzeld, existe uma fungdo ug € Lip,,.(N2), tal que, a menos de subsequencia,
u. — ug uniformemente em subconjuntos compactos de §2, quando € — 0. Nosso objetivo
€ mostrar que g é a solugdo do nosso problema de fronteira livre citado na introdugdo do
trabalho.
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Capitulo 3

Crescimento linear e
nao-degenerescencia

Neste capitulo, iremos destacar algumas propriedade geométricas importantes dos con-
juntos de nivel {u. = \.}, das solu¢des minimais do problema

(E.) F(D?*u, Du.,z) = Bc(uc)em$
c u. = em .

A primeira informagdo geométrica importante que queremos € a nao-degenerescéncia uni-
forme, a qual permite uma compreensao mais profunda da regularidade da fronteira livre.

O método da menor supersolucdo possui uma propriedade bastante interessante, ele
nos permite provar que solu¢des minimais u. de (F.) possuem uma taxa de crescimento
linear e uniforme ao longo das e-superficies de nivel. Versdes variacionais dessa pro-
priedade estdao em conexao com vérios trabalhos recentes, por exemplo, em um recente ar-
tigo (veja [37]), E. Teixeira e D. Moreira provaram que solucio para equacdes da forma di-
vergente (abordagem variacional) £[u] = div(A(x)Du) possuem a propriedade de cresci-
mento linear. Neste capitulo generalizamos este resultado para operadores totalmente nao-
lineares e, portanto, uma abordagem nao-variacional.

3.1 Crescimento linear

Nesta secdo, discutiremos alguns aspectos geométricos das solu¢des minimais para o
problema (E.). Provaremos que solu¢des minimais deste problema possuem crescimento
linear ao longo das superficies de nivel €. Devido a limitagdo do gradiente, provada no
capitulo anterior, o crescimento linear € a taxa ideal de crescimento uniforme no parametro
€.
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Em geral, essas propriedades ndo sdo validas para qualquer tipo de solu¢do da equagdo
(E.). De fato, para equagdes variacionais, essas propriedades sdo vdlidas para mini-
mizantes do funcional de Euler-Lagrange (veja [21]). A abordagem utilizada nesta sec¢ao
€ puramente nao-variacional e pode ser usadas para lidar com classes mais gerais de prob-
lemas de EDPs elipticas singulares da forma variacional ou nao variacional.

Para simplificar a afirmacao dos resultados, usaremos as nota¢des do capitulo anterior.
Dado um nimero positivo «, denote

B: = Bs(z.), onde u.(z.)=a e 0. =idist(z.,0Q)
Q, = {z€Q Ogue(x)ga}.
QF = {zeQ|u(z)>a}.

do(z) = dist(z,Q,).

Nossa estratégia para provar o crescimento linear € baseada no principio de comparacao.
De fato, a ideia da prova € construir uma supersolucdo no sentido da viscosidade para a
equacgdo (FE.), cujos valores num disco rigido interno sdo menores que seus valores na
fronteira. Depois, vamos provar que, se compararmos essa funcdo com a nossa solugao
(minima), obtemos um crescimento linear limitando por baixo u. em termos da distancia
do ponto a e-superficie de nivel 9QF N Q.

Proposicao 3.1. Suponha que 0 € ). Dado 0 < n < dist(0,0%), existem uma fun¢cdo
simétrica radial ©, € C™'(Q) e constantes universais 0 < ry e 0 < 1y < 1 tais que

i) ©. = 5 em By,
ii) ©. > konemQ\ B,
iii) Para ¢ < 1, ©. é uma supersolucdo no sentido da viscosidade para

F(D*u, Du,x) = B.(u) em .

Demonstragdo. Vamos inicialmente estudar o caso € = 1. A supersolugdo simétrica radial
(no sentido da viscosidade) O, serd construida, baseado num argumento de reescalona-
mento, a partir de ©,. Observe inicialmente que existe constante 7, > 0 tal que

C(t) > o parat € [1/4,3/4], (3.1.1)
portanto, daqui em diante, vamos denotar a seguinte constante universal

70
AO .

= TV (3.1.2)
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8

Comecaremos nossa construc¢ao escolhendo um nimero L > TR Considere a constante

universal N
a := max {1, (N — 1)X — 1}
e defina
%7 para 0<r< L
@(T): G(r):Ao(T—LV—l—}p para L§r§L+ﬁ
o(r) := My — Myr~®, para r > L+ \/2170,

As constantes positivas M, e M, sdo escolhidas de tal modo que

1 3 1
¢ ( - 2Ao) 1 © ¢ ( - 2A0> ’

De fato, podemos escolher

/5 A a+1
o) = 3+ ZAO (L+ zle)_ o <L+ : > a
= KL—f(T)

Observe que para todo x > 0 satisfazendo

1 8 a+1
—a (2
SEHONK

/214 a+1
(0]

Em termos de K, e f(r), temos

vale

1
f(rsL) < EKL’ para k3 ¢ =
Em particular, como ¢ é crescente
1
¢(T) > §KL > Kyl

parar > k3L, onde

(3.1.3)

(3.1.4)



Definimos, entdo, a seguinte funcdo simétrica

O(z) := O(|z|).

1
V2Ao

Podemos calcular a hessiana de © dentro da faixa L < |z| < L + e estimar em

termos da ordem da matriz da seguinte forma:

L TiT;
< 4A061J
Lembre-se que dentro da faixa L < |z| < L+ ﬁ, temos i <0O(r) < %. Portanto, pela

elipticidade e (3.1.1), estimamos

F(D*0,D0,z) < ANAy = 1 < B(O(x)).

1

Isto é, © € supersolugéo na faixa L < |z| < L + Vamos, agora, nos concentrar na

V240°
regido |z| > L + —7. Nos pontos da forma 7 = (|z|,0, ..., 0), obtemos
D0 = 0 set # J
Dll@(f) = —MzO{(l + CY)|.CL”_Q_2
D;0(z) = Malz|*2 parai > 1.

. . . o o~ 1
Por simetria rotacional e defini¢éo de «, temos, para |z| > L + o que

F(D%*©,DO,z) < M+ (D%,%,A)

— Msa [A(N _1)- %(a N 1)] a2

0
p(©),

devido a nossa escolha conveniente do expoente o em (3.1.3). Agora, note que, pela
renormaliza¢do do operador, F'(D?*0©, DO, z) = 0 < 3(0) para 0 < |z| < L. Verifi-
camos, assim, que © é uma supersolu¢cao da equacio totalmente nao-linear

F(D*p, D, x) = B(¢).

Além disso, por construgio, O(z) := O(|z|) € C11(£2). Note que as constantes acima sdo
universais, isto €, nosso argumento fornece uma supersolucdo © para qualquer equacgdo

<
<
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eliptica totalmente ndo-linear G(D*, D, x) = (1)), quando G possui a mesma con-
stante de elipticidade de F'.

Para fornecer a supersolu¢cdo desejada para qualquer € pequeno, argumentamos da
seguinte forma: dado n > 0, para ¢ < ,.TZZ’ achamos, como acima, uma fun¢do O, a qual
satisfaz, para q.t.p. « € B,,, a desigualdade diferencial

eF(e7'D*0(x), DO, x) < B(6()).

Vale a pena observar que o operador escalonado F.(M,p, ) := eF(¢~*M,p,x) possui a
mesma constante de elipticidade de F'. Defina

1
O.(x) := -0 (ex).
5
Assim ©, € CH1(RY) e ela é uma supersolugio para a equagio F'(D?, DU, z) = B.(v).
As condi¢oes desejadas i) e i7) estdo satisfeitas tomando k; = ,}3 e kg = 7. A prova estd
completa. ]

Finalmente, usando a construcao da funcdo simétrica radial e a existéncia de solucdes
minimais de (E.), obtemos

Teorema 3.1 (Crescimento Linear). Seja {u.} familia de solu¢ées minimais de (E.).
Dado Cy > 1, existe uma constante universal co > 0, dependendo de C1, tal que, se
xo € BX e u.(xg) > Che, entdo

us(xo) > cade(xo).

Figura 3.1: Crescimento Linear
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Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, que xy = 0. Vamos denotar
d.(0) = dist(0, {u. <e}) =: 27.
Em Bs,, u. satisfaz F' (Dzua, Du,, x) = 0 portanto, pela desigualdade de Harnack, temos
us < Cu.(0) in B,,

para alguma constante universal C'. Seja O, a supersolucio, no sentido da viscosidade,
dada pela Proposi¢do 3.1 em B,,. Portanto

a) O, =1e <u.(0) em By,
b) O, > kyyem Q )\ B,,
c) Para ¢ suficientemente pequeno, ©. é uma supersolucdo de viscosidade para

F(D*u, Du,x) = B.(u) em Q.

Afirmacdo 1. Existe um ponto z € 0B, tal que
O:(2) < u.(z).
De fato, suponha que O, > u. em 0B,. Defina a seguinte fung¢do
o { min{u.,0.}, em B, o
} u., em 2\ B,.
Entdo, por b) e ¢), w. € 8. Além disso por a), temos que

_ €
w559551<6<u5 em B,

e B.,, C B,, uma contradigio, pois u. € solugdo minimal para a Equagdo (£.). Portanto,
para algum z € 085,

kY < 0:(2) < u(2) < Cu.(0),
e a prova estd completa. ]

Uma consequéncia imediata do teorema 3.1 € o seguinte corolario.

Colorario 3.1 (Crescimento linear ao longo das superficies de nivel). Dado um sub-

dominio ) € ), existe constante universal C = C()), independente de ¢, tal que,
se xg € ' N{u. > Cie}, do(zo) < 4,

cod. (o) < ue(xg) < Cd.(z0).

Demonstragdo. A primeira desigualdade segue do teorema 3.1, apenas observando que
se d(zg) < %, entdo rp € B, como no caso 2 do teorema 2.3. Aplicando o mesmo
Teorema, estimativa uniformemnte Lipschitz, deduzimos a outra desigualdade. ]
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3.2 Propriedade de nao-degenerescéncia forte

Vamos provar agora que solugdes minimais sdo fortemente nao-degeneradas ao longo
das e-superficies de nivel OS2, N 2. Ser fortemente ndo-degenerada significa que max u.
na fronteira de uma bola B, contida em (I é da ordem de 7. E um controle mais preciso
sobre a taxa de crescimento de u. ao longo das e-superficies de nivel. E uma caracteristica
geométrica importante que vai nos permitir investigar corretamente, via analise blow-up,
o problema de fronteira livre limite obtido fazendo ¢ \, 0.

Em analogia com os trabalhos [19], [21], [30] ou [37], a falta de funcional de Euler-
Lagrange para operadores totalmente ndo-lineares nos impede de adaptar a prova da pro-
priedade de ndo-degenerescéncia forte para o caso aqui estudado. Em [21], Teixeira
fornece uma propriedade de ndo-degenerescéncia forte para operadores com termos de
transporte. A equacao € ndo-variacional, porém, ele fornece um principio variacional para
resolver tal problema. Nesta se¢do desenvolvemos uma técnica nao-variacional para o
problema acima citado. O préximo lema € um passo fundamental no nosso esquema de
iteracdo. Vamos escrever de uma forma geral para futuras referéncias.

Lema 3.1. Seja v funcdo continua e lipschitziana em $) satisfazendo
F(D?*v,Dv,2) =0 em {v>e¢}

no sentido da viscosidade, para um niimero fixado € > 0. Suponha que existam constantes
positivas ¢ > 0 e C' > 1 tais que

v(x) > c-dist(z,0{v > €}),
quando v(z) > Ce e d(x) = dist(x,0{v > e}) < idist(z,dQ). Entdo existe 6y > 0,
dependendo somente de c e C, tal que

sup v > (14 dg)v(z).
Bg(a)(z)

para todo © € {v > Ce} com d(x) < 3dist(z, Q).

Demonstragdo. Suponha, por contradigdo, que existam sequéncias o — 0 e pontos no
conjunto x, € {v > Ce} com dj, := dist(zy, d{v > €}) < 3dist(zy, Q) e

sup v < (14 dg)v(xy).
By, (wr)

Considere a fung¢ao wy: By — R, definida por
v(zg + dix)

wg(z) = (o)

Segue da defini¢do de wy, que
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I. maxwg < (14 d);
B1

2. wy > Oewk(O) =1,

3. Para algum operador uniformemente eliptico [}, com mesmas constantes de elipti-
cidade que F', temos que

Fy (D*wg, Dwy,z) =0 em By
no sentido da viscosidade.

Podemos estimar a norma Lipschitz de wy; em Bs como segue

dy, £
v(zg) ~ ¢

[Vwil| 2o (By) < VY] L)

IN

Aqui usamos o fato de que x, € {v > Ce} e, portanto, por hipétese, v(zy) > Cd.
Por equicontinuidade de {wy}, podemos assumir que, a menos de subsequéncia, wy — w
localmente uniforme em B,. Aplicando a desigualdade de Harnack para a funcao positiva
(14 dx) — wi, em By, obtemos

0 S (1 + (5]€) — Wk S CT(l + 51@) - wk(()) = Crék, para |ZL” S r <1
A constante C, depende somente da elipticidade e de 7. Passando ao limite, achamos
w=1 em Bj.

Finalmente, seja y, € 0{u, > e} tal que |z, — yx| = dj. e defina z, = %. Agora,

usando argumento de compacidade, podemos supor que z; — zZ € 0B;. Como wy — 1
uniformemente, sabemos wy,(z;) — 1. Portanto,

€ 1
1+o0(1) = wg(zk) = < =<1,
( ) k( k) U(S(Ik) =0
0 que nos leva a uma contradi¢c@o e o lema estd provado. ]

Provaremos agora que solu¢des minimais da Equagdo (E.) sdo fortemente ndao-degene-
radas. Nossa estratégia € utilizar o Lema 3.1 e seguir o raciocinio feito em [5].
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Teorema 3.2. Seja ) € Q) fixado e suponha v > 0 uma fungdo localmente Lipschitz em
Q satisfazendo
F(D?*v,Dv,2) =0 em QN Bg(¢)

no sentido da viscosidade tal que v = § em Q2 N Bg(§), 0 € €L Suponha que existam
constantes ¢ > 0 e C > 1 tais que

v(x) > c-dist(z,0{v > €}),

quando x € {v > Ce} N Bps(€). Entdo, existe constante positiva co = ¢o(C, Lip(v)) tal
que, para todo ) < r < B yale

sup v > cor,
By (z0)

com Ty € Bra(§) e v(zg) > C8 > 0.

Demonstragdo. Seja B,(x) a maior bola contida {v > d}. Considere y € 0B,(x) tal que
p = |z —y|, comv(y) = §. Por hipétese, B,(x) C 2N Bg(£). O Lema 3.1 assegura a
existéncia de um ndmero positivo d, e um ponto x; € JB,(x) tais que

(1) = (14 do)v(x).

A ideia agora € construir uma poligonal ao longo da qual v cresce linearmente, comecando
de x( (veja figura). Iterando esse processo, obtemos uma sequencia de pontos {z,, },,>0 tal
que:

Al) ’U(.CEn) 2 (1 -+ 50)”’0(1’0)
A2) |z, — xyq| = dist(x,_1, 0{v > €})
A3) v(x,) —v(zg) > |, — xol e v(xy) — v(2h_1) > |, — 20 1]

Como v(x,) — oo quando n — oo (por (A1)), o processo €, no maximo finito, isto é,
dny € Ntal que z,, € B.(z0) € Tpy+1 € Br(xo).

Afirmacao 1. Existe constante v > 0 (sob controle) tal que
|Tp, — o] > 1.

De fato, por (A3)

1 =
|Tng — To| = < (v(Tn,) —v(20)) = Y clxr — Th1] = C[Tng — Tny—1]-
0 sz(v) 0 ; 0 0
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(c) Terceira Interagcdo

Figura 3.2: Conjunto de figuras

Usando (A2), concluimos que

213
dist(xy,,, 0Q) < 2|z, — Tpg—1] < L(U)Mno — 0.
Finalmente
r< |:L‘7L0+1 - x0| < |xno+1 - xn0| + |xn0 - ZL‘0| < diSt(xnm 69) + |Ino — Zo
2Lip(v
< (1 + %()) |Zpy — 0.

Segue dai que

sup v > v(xp,) > v(ro) + |y, — x| > 1,
By (z0)

e a prova esta completa. ]

Usando, portanto, o Teorema 3.1 e Teorema 3.2, temos finalmente o seguinte resultado
de ndo-degenerescéncia forte para solu¢des minimais {u. }.
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Teorema 3.3 (Ndo-degenerescéncia forte). Seja {u. }o~o familia de solucdes minimais de
(E.). Existe constante C' = C(S') tal que:

sup ue > cor para 0<r < —
By (x0) 12

se ty € ' N {u. > Cie} com dist(zg, O{u. <e}) < £, Cp > 1.

Demonstragdo. Devemos verificar as configuracoes do Teorema 3.2. De fato, seja z
ponto satisfazendo as condi¢des acimae z. € (2. tal que d.(xg) = |ro—x.|. Se denotarmos
d. = dist(z., 09), temos,

2A A
? =A— g < dist(xo,ﬁﬂ) — d€<I0) < 55.
Portanto, . .
xo € 53% (x.) C B%(xg) C 5355(965) = BI. (3.2.1)
Além disso,
U Bs(z.) CNa() €9 (3.2.2)

A inclusdo (3.2.1), juntamente com Teorema 3.2.2, nos diz que podemos finalmente
aplicar o Teorema 3.1, e a inclus@o (3.2.2) nos diz que podemos tomar constante uniforme-
mente Lipschitz para todas as bolas, provando o Teorema. O]

Notacao: No que segue, vamos assumir C'; > 1 tal que vale a propriedade de nao-
degenerescéncia forte.

Como usual, regularidade 6tima e ndo-degenerescéncia forte implica pequenas restri¢des
na oscila¢ao das superficies de nivel. Em particular, podemos obter densidade positiva
uniforme ao longo dos conjuntos de nivel de solu¢gdes minimais para a Equagdo (F.).

Colorario 3.2 (Densidade positiva uniforme ao longo das superficies de nivel). Dado um
subdominio ) € ), existem constantes C5 = C5(Y) > 1, Cy = C4(Y) tais que, se
xg € Y, d.(xg) < %, com

A
Us(xg) = > Cre, Ciu<p< i

entdo, para [, € > 0 suficientemente pequenos,

| Bo(wo) N {ue > p}|

> (4.
|Bp(950)| !
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Demonstragdo. Pela propriedade de ndo-degenerecéncia forte, temos

sup u. > Chp.
Bp/2(£0)

Assim, existe yo € B,2(), tal que

| Q

ue(Yo) > —p-

Pela regularidade Lipschitz, para € suficientemente pequeno,

o | O

d-(y0) > = p,

Portanto, podemos escolher Cy > 0 suficientemente pequeno, tal que

Brca () © By (o) 1 By (o).

Agora, pela desigualdade de Harnack

ui(e) = Cucly) = CC2 > CEM e B o).

desde que C3 > 1 seja suficientemente grande, de modo que % > 1. Como conse-
quéncia,
Beup(yo) C By(xo) N{ue > p}.

Portanto,
|B,(0) N {ue > p}| > [Bo(yo)| = cp”,

para uma constante ¢ > 0 sob controle. [
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3.3 Propriedades geométricas para operadores concavos

Nesta se¢do, provaremos algumas propriedades geométricas adicionais sobre solucdes
minimais das e-superficies de nivel. Tais propriedades serdo tteis futuramente para obter-
mos regula-ridade da fronteira livre. Iremos explorar algumas propriedades da teoria
geométrica da medida para a fronteira livre que, em ultima andlise, implica finitude da
sua medida de Hausdorff H™V~! (veja Apéndice A). De agora em diante, em toda secdo,
assumiremos as seguintes hipoteses padrdo sobre o operador totalmente linear F':

(C1) (Elipticidade Uniforme) Existem constantes 0 < A < A, tais que
F(M+P,p,z) < F(M, p,a)+A|[P* | -A|P~[,, VM, P € §(N), ¥(p,x) € RV xQ.
(C2) (Transporte linear e continuidade) F'(M,p,x) = F(M,z) + b(x) - p, para uma

limitagdo C* do campo vetorial b. A aplicagio M — F (M, z) é C', e a aplicagdo
x +— DyF(0, ) pertence a C* N WHY,

(C3) (Normalizagdo) Para todo (p, z) € RY x Q, vale F(0, p, z) = 0.
(C4) (Concavidade) Para cada (p, =) fixada, o operador totalmente ndo-linear
M — F(M,p,x)
€ cOncavo.

Vale a pena destacar que, com as hipdteses (C1)-(C4), segue do teorema de Evans-
Krylov e da teoria regularidade de Caffarelli, que cada solu¢do minima u. para Equagao
(E.) é duas vezes diferencidvel e resolve a equacdo totalmente ndo-linear pontualmente.

3.3.1 Estimativa para a medida de Hausdorff

Vamos agora estimar a medida dos conjuntos de nivel 6Qaa, onde Qaa = {u. >
Cie}. Para isto, precisamos de dois lemas.

Lema 3.2. Fixado um subdominio ) € (), existe constante universal C = C(€)') > 0 tal
que, se xy € ' N 89&8 e u > 3C1e, com Cy > 1 escolhida universalmente, entdo

[ vapdr<out
{Cre<uc<p}NBy(xo)

para g.t.p. 0 < p < %.
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Demonstragcdo. Recorde que u. € solugdo minima para a equagao
F(D*uc, Du.,x) = f.(uc)
e [ satisfaz (C1)-(C4). Por concavidade, o operador linear
Lo := tr (F};(0,2) Dyjv) > F(D?v, ).

Na expressdo acima, [;; representa a derivada de F' com respeito a (7, j)-ésima dire¢do no
espaco 8(IV). Vamos denotar F;;(0, ) = a;;(). E simples verificar que
Além disso, por hipétese, a;;(z) € C* N WHY. Vamos considerar a seguinte fungio

truncamento
¢ = Cie + min{(u. — Cie)", u — Cie}.

Por elipticidade e ndo-negatividade do termo de reacdo f3., temos, para q.t.p., p > O e

1 , 4
0 < / ¢Lucdr = —/ pa;j(z)Dju. - (z" — zf) dH" !
BP(xU) P

- a;;(z)Dyu.Dju.dr — ¢ [Dj(aij(x)) — bi(z)] Dijucdx

By (z0) By (o)
Usando elipticidade uniforme, estimativa Lipschitz de u. e controle WLN de a;;, da de-
sigualdade acima, temos a seguinte estimativa
aij(2) Diu.Djucdr < Cup™ = + Cup™ < Cup™,
By (zo)N{Cre<uc<p}

para uma constante universal C. Da elipticidade novamente, obtemos

A / |Vu.|*dr < / a;j(x)Diu.Dju.dr < Cup™—1,
B, (zo)N{Cre<us<p} B, (zo)N{Cre<uc<p}
e o lema esta provado. [

Vamos relembrar a seguinte notagdo: para qualquer conjunto £ C R,
Ns(E) = {z € RY | dist(z, E) < d}.

Vamos agora estabelecer uma estimativa chave no estudo da limitacdo uniforme para a
medida de Hausdorff ™! das e-superficies de nivel.
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Lema 3.3. Fixado um subdominio Q' € €, seja xo € ' N 8(2&5, d:(zg) < % ey >
3Ce. Existe constante C* = C*(V), tal que, se C*u < 2p < % entdo, para |1, > 0
suficientemente pequenos, 3C1e < i < p, temos

{Cie < . < i} 1 By(ao)| < Crap™!
onde C = C(Q') é uma constante universal.

Demonstragdo. Seja { B, } uma cobertura finita por bolas de centro em pontos do conjunto
0L, N Byy(x0) e raios C*pu. Vamos escolher uma constante universal suficientemente
grande C™* a posteriori. Do Lema de Heine-Borel existe uma constante dimensional m tal

que
Z XB; < m.

w. = min{(u. — Cie)", u — Cie} + Cie,

Vamos definir

isto é,
Cie in 0 <wu.(zr)<Cie
we(x) =4 u(x) in Cie <u(x)<p (3.3.1)
poin u(z) > p.
Vamos denotar ¢ := dist({?', 0f2). Note que

LB € Nos() N Bay(0).

J

Afirmamos que € possivel encontrar uma familia de bolas {le} e {BJQ} ambas contidas
em {B,}, satisfazendo as seguintes condi¢des:

(1) Os raios de B}, B? ~ p (por constantes dependendo de )
2) w. > %uemBJ1 ew. < %,uemsz
Para provarmos esta afirmag¢do, observe inicialmente que, pela ndo-degenerescéncia forte,

podemos encontrar um ponto x; € %Bj tal que

C*
us(x1) =supu. > C a
15 4

4B-7

)

para uma constante universal C' = C'(€'). Agora, se p é suficientemente pequeno, pode-
mos escolher C* suficientemente grande de modo que

C*C>4, e K:= sup [Vul>
Ny () ¢
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R 2 L
Tomando r; = g-puerj = 5 temos,

3
Ue > 1> Cie em B} = BT;(:Ul)

2
U < gﬂ < pem BJQ - Br?(xO)

e a afirmacdo estd provada.
Vamos agora definir a seguinte quantidade:

).
m; =— [ w..
T Bl Jp, T

Da construg¢do acima, |w. — m;| > op em pelo menos uma das sub-bolas le», B]?, com
o > 0 universal. De fato, caso contrério, existiria sequéncia x,, € B}, Yn € BJZ tal que,

|wa(xn) — mj| < l |w€(yn) — mj| < l Vn.
7 n I n
Portanto,
[we () — we(yn)|
I
0 que gera uma contradi¢do com a propriedade (2) acima. Agora, pela deisgualdade de
Poincaré classica

— 0,

1 1
o?u? < F/ lw. — mjlzdx < C’,uzg/ \Vua|2d3:.
1Bl /5, |Bi| /s,
Segue da estimativa acima, que

/ |Vu|*dx = / |Vw,|*dz > ¢|B;|.

B]
Bjn{Cie<ue<p}
Pela ndo-degenerescéncia, como ;1 < p, podemos escrever
Bp<l’0) N {016 < U < M} C N}L/CQ (89518 N ng(xo)),
para constantes universais. Portanto, se C* é tomado suficientemente grande,

B,(x0) N {Cie < ue < u} €| J2B; C Biy(o)
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Finalmente, aplicando o Lema 3.2, temos a estimativa

Cup™—t > / |Vu|?de > / |Vu.|*dx
Byp(zo)N{Cre<uc<p} U2B;n{Cre<uc<p}
1
> — Vu.|?dx
> o> [ v
2B;N{Cre<us<p}
>

Cc
_ B.
3
C
> Z1B,(w) 1 {Cre < u < g},

e a prova do lema esta completa. ]

Vamos agora discutir a propriedade de )-densidade das superficies de nivel das solugdes
minimais u. da Equacgdo (E.). Para este fim, lembramos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1. Seja A um subconjunto de um dominio ). Diremos que A possui a pro-
priedade de §-densida-de (0 < § < 1) se existe T > 0 tal que

| Bs(x) N A

> 7, YzedAnQ. (3.3.2)
| Bs ()]

Se (3.3.2) vale para todo 0 < 6 < 1, diremos que A possui densidade uniforme em §2
ao longo de 0 A.

Abaixo, provaremos um lema que fornece informacdes sobre propriedades de d-densidade.
A prova segue por argumentos padrdes e serd omitida.

Lema 3.4 (Propriedade de Densidade). Seja A € (). Entdo,

(a) Se existe 0 tal que A possui a propriedade de )-densidade, entdo existe uma con-
stante C' = C(7, N') de modo que:

1
INs(0A) N B,(xg)] < %W(;(@A) N B,(z0) N Al + CpN !

quando o € 0AN Qe d K p.
(b) Se A possui densidade uniforme em ) ao longo de OA entdo |[0A N Q| = 0.

Um comentdrio sobre a prova do lema anterior: a propriedade (a) segue por argumento
de cobertura, e (b) € consequéncia do teorema de diferencia¢do de Lebesgue. Vamos agora
provar um importante resultado sobre a geometria fraca das e-superficies de nivel.
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Teorema 3.4. Dado um subdominio ) € Q, existe constante universal C5 = C5(2') tal
que
‘Nﬂ(agz&s) N BP(‘TO)‘ S C:upnila

quando o € U NONE _, d-(xo) < 1% ep>pu>3CeeCu<2p< 1%. Em particular,
9{”_1(8le€ N B,(z)) < Cp™ 1.
Demonstragdo. Como C'3 > 1 (C'3 como no Corolério 3.2), temos
N, (09, 1 By(w0)) € Neyu(00,. 0 By(x0))
Tomando ¢ = C3p no Corolario 3.2

|Bs(x) N Q.|
| Bs()]

>Cy sex € 00 ..

Além disso, para C' > 1 como no Corolério 3.2,
Pelo Lema 3.3, existe constante M = M (Cy, N) tal que

1
|N5(an’15) N Bp($0)| S 2N—C(4|N5(89315) N Bp<1'0) N lea| + M5pn_1

Pela continuidade Lipschitz, existe D = D(Cj, Lip(ue|n, (1)) tal que
Ns(9Q¢,.) N By(x0) NQF,. € {Cie < u. < Dp} N By(xo)
Para ;1 < p, invocamos o Lema 3.3 mais uma vez para concluir que
(N5(0Q,.) N By(w0) N Q| < CDp"

e o teorema esta provado. L
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Capitulo 4

O problema de fronteira livre limite

Neste capitulo, iniciaremos a andlise do problema de fronteira livre obtida fazendo o
parametro € — 0 no problema de Dirichlet

F(D?u, Du,z) = fB.(u) emQ
(EE){ u = @ em OS2,

com ¢ > 0 em 0f). Empiricamente, iremos encontrar

F(D?*u, Du,x) = 6&o(u)
u, = f(x)aolongo d{u > 0},

para uma fung@o f a ser determinada. Contudo, como estamos trabalhando com ope-
radores nao-variacionais, nao estd disponivel na literatura a linguagem tedrica adequada
para interpretar a equagdo acima. Retornaremos com esta questdao nas seg¢des posteriores.

4.1 Problema limite

Dedicamos esta se¢do para estabelecer os primeiros resultados sobre a funcdo limite
up := lim._,ou., onde u. sdo solugdes minimais para o problema (E.). Em particular,
estamos interessados nas propriedades geométricas fracas da fronteira livre 9{ug > 0}N<).

Inicialmente, como [|u.|[;=q) < supg ¢ e Du. € uniformemente limitado (Teorema
2.3), existe fun¢do localmente Lipschitz u, tal que, a menos de subsequéncia,

(1) u. — ug localmente na topologia C'“ para todo o < 1;

(2) ue — ug fraco em H' ().
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A funcdo v € nossa candidata natural para resolver o problema (0.0.3). Vamos intro-
duzir as seguintes notagdes:

Qo :={z€Q|u(z) >0} e Fluo):=02 NN
Em toda a se¢@o, vamos fixar um subdominio " € 2 e denotar A := dist(€, (2).

Teorema 4.1. Seja {u.}.~o familia de solu¢des minimais para o problema (E.) e ug seu
limite. Entdo uy € Cp:} () e satisfaz

F(D?uq, Dug, z) = 0 em € 4.1.1)

no sentido da viscosidade. Além disso, existe constante universal C dependendo de <V, tal
que, para todo = € Q' N Qg com dist(z, {ug = 0}) < 2 vale

Codist(zg, {ug = 0}) < ug(x) < Cdist(zg, {up = 0}),

onde Cy é a constante universal que aparece no Coroldrio 3.1.

o4
&
&
=
<
<
~7
- =
N
<O
\g%\ ena( S
B AN
<&

Figura 4.1: Crescimento Linear (linear Growth)

Demonstracdo. Da convergéncia uniforme e continuidade uniformemente Lipschitz de u.,
concluimos que wug € localmente Lipschitz em (2. Fixe um ponto zy € () e considere o
seguinte nimero uy(xg) = v > 0. Por continuidade, uy > %7 em B, (x() para algum raio
suficientemente pequeno £ > 0. Como u. — u, uniformemente sobre compactos, para
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e 1u. > iy em B, (zo). Portanto, como o termo de reacdo 3. estd suportado em [0, £],
see < %7, as solu¢des minimais u. para a Equagdo (E.) resolve

F(D*u.,Du.,z) =0 em Bi,.(x0).

Portanto, segue da estabilidade de solucdes de viscosidade sob limites uniformes (veja
Capitulo 1 ou Proposicao 2.9 em [7]), que ug € solucdo de (4.1.1) .

Quanto ao crescimento linear, segue da seguinte forma: nas condi¢des acima, seja
up(zg) = 0. Parae < 1, u.(xg) > g > (e. Portanto, d.(zg) < % e, pelo crescimento
linear ao longo das superficies de nivel (Corolario 3.1), temos que

'LLE([L'()) 2 02d5($0). (412)

Seja y. € 09 tal que |y. — xo| = d-(xo). Passando a uma subsequéncia se necessario,
podemos assumir que y. — yo. Como u.(y.) = &, entdo ug(yo) = 0. Tomando o limite
em (4.1.2), concluimos que:

() > Cylzg — yo| > Codist(z, {ug = 0}).
A estimativa por cima segue da regularidade Lipschitz de w. L

Vamos agora estabelecer propriedade de nao-degenerescéncia forte para uy ao longo
do conjunto de positividade.

Teorema 4.2 (Nao-degenerescéncia forte). A fungdo limite ug é fortemente ndo-degenerada,
isto é, para qualquer ponto o € Q' N (Qo U F(uo)), dist(zo, F(uo)) < £ existe constante
universal cy = co(§2') tal que

A
sup ug > cor, < —.
By (z0) 12

Demonstragdo.

(1) Sejam zy € Q' N Qe yo € F(uo), tais que

|zo — yo| = dist(xo, F(uo)) <

>| B

Assuma que ug(xg) = 6. Como ¢ — 0, para e < 1, u.(zg) > % > (e. Usando
o fato de que up(yo) = 0 e convergéncia pontual, para ¢ < 1, u.(yg) < €. Por
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continuidade, existe y. € (zg,yo) tal que u.(y.) = €. Assim, d.(zg) < %. Agora,
pelo Teorema 3.3, existe constante ¢y = ¢o(€)’) (independe de ¢) tal que:

sup u. > cor para r < —.
By (o) 12

Como u. — ug uniformemente em B, (), obtemos:

sup ug > cor para 1 < —.
By (z0) 12

(2) Se xy € §(up), usaremos o resultado anterior. Seja r a especificar. Tomando y, €
0B, 4(x0) N Qy, K = Nas12(€) e aplicando (1) a K, garantimos a existéncia de

uma constante universal ¢y = ¢(€)') tal que:

r
sup ug > Ssup Uy > Co—.
Br(z0) B, /4(yo) 4
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4.2 Propriedades geométricas da solucao limite

Listamos agora propriedades geométricas adicionais que u, herda das func¢des aproxi-
madas ., as solugdes minimais do problema (E.).

Definicao 4.1. Dizemos que uma sequéncia de conjuntos { Ay }r>1 converge (localmente)
para um conjunto A na distdncia Hausdorff se, dado um compacto K e um § > 0, existe
um ko = ko(0, K) € N tal que, para todo k > Ky, vale

KﬁAkCN(;(A)ﬂK
KﬂACN(;(Ak)ﬂK.

Teorema 4.3 (Propriedades geométricas da fungdo limite). Seja ug o limite das solugoes
minimais para o problema (E.). Entdo vale o seguinte:

a) O conjunto de positividade )y = {ug > 0} ¢ limite, na métrica Hausdorff, do
conjunto Q¢,. := {u. > Cie}, para todo C; > 1. Isto é, dado 6 > 0, para
suficientemente pequeno,

N Qepe © Ny(Q) N QY

a'n Qg C N(;(chg) N

b) O conjunto de positividade )y possui densidade positiva uniforme ao longo da
fronteira livre §(ug), isto é, existe constante universal T = 7(§) tal que para
zo € §(ug) N Y vale

| Bo(0) N

[Bp(zo)|

c) Existe constante universal C = C(€') > 0 tal que para todo x, € §(uy),

Em particular,

C™lp < ][ uo(y)dHY " (y) < Cp.
OB, (x0)

Demonstragdo. Para verificar a), suponha por contradi¢do que a primeira inclusao nao
seja satisfeita. Assim, existiriam uma sequéncia de pontos {x.} e um nimero real positivo
o > 0, satisfazendo

57



(1) dist (zc, Qo) > a;
) 2. € ey N
(3) x. — o com dist (xg, Q) > .

De (3) e convergéncia uniforme, concluimos que uo(xy) = 0. De fato, por (2) temos
que, u-(z.) > Cie portanto, fazendo ¢ — 0, ug(zg) > 0. Se fosse ug(xy) > 0, entdo
xo € Qp e portanto dist(xg,2y) = 0 0 que ndo ocorre por (3). Assim ug(xy) = 0. Pela
nio-degenerescéncia forte, podemos encontrar z. € B,(z.) com

ue(ze) = BSI(lp)us > va
p\Te

para uma constante C' independente de ¢ > 0. Quando |z. — xo| < £, parad = £,

Bs(xz.) C B,j2(x0) e (a menos de subsequéncia) z. — 2z* € B,(z9). Como vale a
convergéncia u.(z.) — uo(z*), concluimos que

= sup wuy > up(2*) = limu.(z:) > C’g,
By (o) 2

levando a uma contradi¢do. Logo

Q' N Qc,e € Ns(Q2) N
Para a outra inclusdo, suponha que

Q"N C Ns(Qeye) N
Entdo existiria sequéncia {z.} C Qo N ' tal que dist(z., Qe N Q') > a. Isto implica
que u.(z) < Cie para x € B,/o(2:). Suponha z. — z*, entdo quando |z, — 2*| < a/8,
Bays(2*) C Byy2(2:) e portanto, B, s(2*) C 2\ Qy o que € um absurdo.
Para provarmos b), densidade uniforme do conjunto de positividade €2, usaremos a mesma

ideia feita no Coroldrio 3.2. De fato, pela ndo-degenerescéncia (teorema anterior), temos

sup ug > Cp.
B, /2(z0)

De modo que existe yo € B,/2(x0), tal que



Entao, pela continuidade Lipschitz,
C
dist(yo, {up = 0}) > TP
Isto diz que, se tomarmos 7 suficientemente pequeno de modo que

Brp(y0) C Beyya(o) N By (o),
pela desigualdade de Harnack, achamos:

C*Cp

uo(z) = C*uo(yo) = 5

>0 em B,,(y).

Isto nos permite concluir que B;,(yo) C B,(xo) N € e isto finaliza a prova do item.
Para a propriedade c), seja A := dist(2, R \ Q) e defina o conjunto K = Na (Q)

entdo, B,(z) C K para p < 1%. Pela continuidade Lipschitz,

uo(x)g(%)p em B, (xo).

segue imediatamente que

][ updr < Cip.
Bp(xo)

Para provarmos a outra desigualdade, observe inicialmente que pela propriedade de
nao-degenerescéncia e continuidade Lipschitz verificamos imediatamente essa estimativa
P . . /
para a média de volume, ou seja, existem constantes C; = C1(€2 ) > 0 tal que,

][ uodz > C; 'p. 4.2.1)
By (zo)
De fato, como uq € fortemente ndo-degenerada, existe 1 € B, /g(xo) tal que
Uo(l’l) 2 Tp
Pela regularidade Lipschitz, se 7 < 5, como B, (1) CC B,(z¢) C K

C :
uy > (Z - sz(u0|K)T) p em B, (x1).
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Tomando 7 suficientemente pequeno, ug > % > 0 em B, () e portanto,

Ne
]/ uodx Z][ uodxr > 7——p.
By (o) By (a1) 8

Vamos mostrar que vale a mesma conclusdo para média da area. De fato, suponha por
contradi¢@o, que este ndo é o caso. Entdo, existiria sequéncia {z,, },n>1 C F(up) N Q' tal
que

1

— uedH N~ =0(1) quando m — oo. 4.2.2)
Pm JoBp,, (xm)

Vamos agora considerar a sequéncia de fun¢des reescalonada,

1
Um(x) = _UO(Im + pmx)a

a qual, a menos de subsequencia, converge uniformemente em subconjuntos compactos de
R¥, para uma fungio Lipschitz V' > 0. Além disso, F'(D?V, DV,z) = 0 em {V > 0}.
Note que paratodo 0 < r < 1,
1
— uo(x)dHN ™ = o(1).
Pm JOB:py (wm)
Por outro lado
1
— o (2)dHN ! :][ Vg (1) dFHN
Pm JoB,p,, (2m) dB,.(0)
Portanto, quando m — oo, obtemos para todo 0 < r < 1 fixado
f Vet ) = tm ] et )
dB,(0)

1
= lim — uo(z)dHN " (2)
M Pm JOBy py (2m)
= 0.
Portanto,
]/ V(y)dHN "t =0, Vre(0,1].
9B,.(0)

Integrando a expressao acima de » = 0 até » = 1 obtemos

/ V(z)dx = 0.
B1(0)
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Além disso, da ndo-degenerescéncia,

]/ V(x)dx :/ Um(z)dz +0(1) > ¢ >0,
B1(0) B1(0)

0 que gera uma contradicao. O]

Observacao 4.1. Observe que a constante Lipschitz é invariante sob reescalonamentos
() = iuo(xm + pmx). Além disso, v, (0) = 0 para todo m > 1. Assim, obtemos a
fungdo V' descrita na prova do teorema anterior pelo teorema de Ascoli-Arzeld. Como as
Up, resolvem uma EDP homogénea, a mesma conclusdo vale para a func¢do limite V.

4.3 Estimativas para a medida de Hausdorff

Nesta se¢ao mostraremos estimativas da medida de Hausdorff para operadores concavos.
O resultado central é uma estimativa local para a medida de Hausdorff do conjunto 0{uq >

0}.

Teorema 4.4. Suponha F' satisfazendo as condicoes (C1)-(C4) da secdo 3.3 e seja uy

o limite das solugoes minimas para a Equagdo (E.). Entdo, existe constante universal
C =C() > 0tal que

IN5(&(uo)) N B,(x0)|] < Cop™
para todo zoy € F(ug) N QY e d > 0 suficientemente pequeno. Em particular,
FHVH(F (wo) N By(ao)) < CpV 1

Demonstragdo. O resultado segue do item a) do Teorema 4.3 combinado com o Teorema
3.4. De fato, da convergéncia na distancia Hausdorff, para ¢ suficientemente pequeno,
temos (assumindo usualmente, ¢ < 0 < p < dist(€', 0£2))

N5(§(u0)) 1 By(0) € Nig(025,.) N Ba(o).

Estamos, portanto, nas hipéteses do Teorema 3.4, o qual prova a estimativa apropriada
para medida de Lebesgue da d—vizinhanga. Vamos provar agora a estimativa da medida
de Hausdorff "', Seja { B, } cobertura de §(uo)NB,(xo) por bolas centradas em §(ug)N
B,(x) e raio ¢. Certamente

| Bj € Ns(F(ug)) N Bys(o).
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Portanto, existe C' = C'(N) tal que:

Hy " (Flug) N By(10)) < C) Area(0B)) Z\B|< |Na F(u)) N Bpys(wo)|
< CC(p+6)! CC,O” '+ 0(1).

Fazendo 6 — 0, finalizamos a prova do teorema. ]

Colorario 4.1. Suponha F satisfazendo as condi¢cdes (C1)-(C4) da secdo 3.3 e seja ug o
limite das solu¢ées minimas para a Equacdo (E.). Entdo

HNH QY N o{uy > 0}) < o0
para qualquer Q' € Q).

Demonstracdo. De fato, pelo Teorema 4.4 e pelo Teorema 4.5.11 de [26], o conjunto
§(up) := Q2N O{uy > 0} possui perimetro localmente finito. O

Observacgao 4.2. Como vimos, o conjunto §(ug) := QN d{uy > 0} possui perimetro
localmente finito. Isto significa que

Huy = _VXD

¢é uma medida de Borel, e a variagdo total || é uma medida de Radon. Além disso, os
resultados do Capitulo 4 de [26] nos ddo uma caracterizagdo de |i,,,. Para exibirmos essa
caracterizacdo, definimos a fronteira livre reduzida de A C RY como sendo o conjunto

OreaA = {x € Q : |1, (2)] = 1},

onde v,,(x) é o vetor unitdrio tal que

/ XA = X4y (s-pany )<} [y = (™).
B (x)
Entdo os resultados do Capitulo 4 de [26] implicam que

Moy = Vuog{N_l Lared{UO > 0}7

onde HN"'| A(B) := HY"Y (AN B), para todo B C R™. Em [38], 0 autor prova que, no
caso da fronteira livre originada por minimos de um funcional, tem-se

HY T (F(uo) \ F(t0)rea) = 0.

Entretanto, no caso de uma solucoes minimais, ndo sabemos ainda dizer se isto é verdade.
Veremos mais adiante como obter tal resultado.
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Capitulo 5

Condicao de fronteira livre

Nos capitulos anteriores, provamos algumas propriedades acerca da fun¢do limite wy
do problema
(E.) { F(D?u, Du,z) = p.(u) em
y u = em OS2

as quais s3o: ug é ndo-negativa, F'(D?ug, Dug, z) = 0 no seu conjunto de positividade,
ugo € localmente Lipschitz, possui crescimento linear ao longo da fronteira livre F(ug) e
¢ fortemente ndo-degenerada. Surge, portanto, uma questdo interessante: que condigdo é
vdlida ao longo da fronteira livre? Estamos interessados em encontrar um certo tipo de
“fluxo de equilibrio” que envolve a derivada normal ao longo da fronteira livre. O ponto
principal neste caso é que a funcdo limite u( é apenas Lipschitz e, portanto, 9{uy > 0} ndo
€, necessariamente, uma superficie. Para solucionar esse problema, devemos interpretar
em que sentido tal condi¢c@o serd satisfeita. Esta condicdo é conhecida como condi¢do
de fronteira livre. A compreensao dessa condi¢ao de fronteira livre € fundamental para
futuras investigacdes sobre a regularidade do conjunto §(ug). Na lite-ratura, temos, por
exemplo, os artigos de Berestycki, Caffarelli e Niremberg (veja [31]), que analisaram a
condicdo de fronteira livre para operadores elipticos lineares da forma ndo-divergente

Lu = a;j(x)Diju + bi(x)Diu + c(z)u

com coeficientes C'. Em um trabalho recente, [37] D. Moreira e E. Teixeira obtiveram
uma descricdo completa da condic¢do de fronteira livre, para equacdes lineares na forma
divergente

Lu = div(a;(z)Vu) = g*(x)B-(u),
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com coeficientes Holder continuos. Ficou demonstrado que a funcao limite u,, obtida
como o limite de minimizantes da equacao de Euler-Lagrange

E.(v) = /Q %< S (2)V0, Vo) + ¢ (2) B.(v)d,

onde B.(s) = [, B:(s) ds, satisfaz Luy = 0 no conjunto {ug > 0} e

2T

(ol =9\ Tarory

ao longo de d{uy > 0} N Q. Por outro lado, E. Teixeira em [21] obteve uma condigio de
fronteira livre para equagdes nao-variacionais com termos de transporte,

Lu = Z 0;(aij(x)Dyu) + Z bi(z)Diju + c(x)u = B.(u).

Permita-nos ainda citar os trabalhos de Caffarelli, Lederman e Wolanski [12], [13] para
problemas com duas fases, e o trabalho de Danielli, Petrosyan e Shahgholian [16], que
estudaram o problema de fronteira livre pelo operador p-laplaciano.

Nosso objetivo neste capitulo € estender esses resultados para operadores totalmente
nao-lineares. Vamos determinar precisamente o comportamento linear da func¢ao limite
préximo a fronteira livre §(ug). Nosso objetivo principal é verificar, em algum sentido,
essa condicdo de fronteira livre. Na realidade, provaremos que a condi¢ao de fronteira livre
vale no sentido da viscosidade introduzido por Caffarelli nos célebres artigos [3], [4] e [5].
Esta no¢do é formulada em termos do desenvolvimento assintdtico em torno de pontos
regulares da fronteira livre, isto é, pontos onde a fronteira livre tem uma bola que toca um
dos dois lados (fases) da funcdo ug. Foi conjecturado que a condi¢do de fronteira livre do
problema F(D?u, z) = (.(u) estd intrinsecamente relacionado com a homogeneizagao do
operador totalmente ndo-linear:

e—0

1
F*(M,z) :=limeF (—M,x) .
€

Em um recente artigo, E. Teixeira em [18] obteve uma condi¢ao de fronteira livre para
operadores elipticos totalmente ndo-lineares em dimensdo 1. No presente trabalho, obte-
mos uma extensao dos resultados obtidos por E. Teixeira para operadores totalmente nao-
lineares em dimensodes arbitrdrias. Em resumo, o resultado que obtemos nesse trabalho é
o seguinte: suponha que o operador F' : §(INV) x 2 — R é invariante por rotagdes com
respeito a M. Isto é uma condi¢do geométrica bastante natural e se 1€ da seguinte forma

F(M,z) = F(OMO™, z), paratodoO € O(N). (5.0.1)
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Isso significa que F' depende apenas dos autovalores da hessiana, e a equacdo pode ser
escrita como

f(>\1a >\27 T )\’na l.) = ﬁs(u)
Entao, provaremos a existéncia de um operador eliptico /™ para o qual a seguinte condi¢ao
de fronteira livre € satisfeita, em algum sentido apropriado a ser especificado

F*(Vuo(2) ® Vug(2),2) = 2T, 2z € F(ug).

Lembre que T denota a massa total de /3. Utilizaremos a teoria de viscosidade de Caffarelli
para dar uma interpretacdo de solucdo fraca para nosso problema descrita da seguinte
forma: seja ug o limite uniforme das solu¢des minimais u.. Entdo, uy possui desenvolvi-
mento assintotico

up(x) = 4 /ﬁ@? —20,¥)" +o(|z — o)),

préximo a um ponto regular da fronteira livre 7o € F(up). Aqui v é a normal unitéria a
0B,(yo) apontando para dentro de Q0 := {uy > 0}, B,(yo) C Qp e além disso B,(yp) N
§(ug) = {zo}. No tdltimo capitulo, iremos abordar a questdo da regularidade da fronteira
livre. Uma vez estabelecida a suavidade C'* da fronteira livre, mostraremos que solucdes
limite (minimas) resolvem o problema de fronteira livre proposto no inicio do trabalho
F(D*u,z) = 0 in  {up>0}NQ
u = ¢ on Of) (5.0.2)
F*(Vug(z) ® Vug(z),2) = 2T on 9{ug >0} N,

no sentido classico. Em todo o capitulo, iremos assumir as seguintes hipéteses sobre o
operador ' : §(N) x 2 — R:

(H1) (Holder continuidade) Existem constante p; > 0 e médulo de Holder continuidade
w(r) = per?, 8 € (0,1], tais que

|F(M,z) = F(M,y)| < min (w(jz —y|) + m(jo - y[||M]]),
g+ w(lz =yl M]])
(H2) Paratoda M, N € S(N)exz,y €

M(M = NAA) — w(z— gD (M + |N]) < F(M,2) — F(N,y)
< MEM = NAA) + w(lz =y (1M + IN]),
onde w é uma fungdo continua ndo-decrescente satisfazendo w(0) = 0, e || M || de-

nota a norma-(L?, L*) de M (i.e. ||[M|| = supy,_, |Mz[). Em particular, F' é um
operador uniformemente eliptico.
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(H3) F possui estimativa a priori C*?, isto é, existem constantes 0 < @ < 1 e ¢, > 0 tais
que para toda matriz simétrica M com F'(M,0) = 0 e toda wy € C(IB), existe
w € C*(By) N C(By) N C*%(By,) que satisfaz

F(D*w(z)+ M,0) = 0 in B
w = wy, on 0B

[wllozas, ,y) < cellwllzes,)-
Observacao 5.1. No capitulo 8 de [7], os autores consideram a fun¢do

NI |F(M, z) — F(M,0)|
B(z) = Br(z) = Mselggv) M+ 1 ,

a qual mede a oscilacdo de F' em x proximo a origem. Além disso, no Teorema 8.1 de [7]
eles assumem a seguinte hipotese para regularidade: Suponha que 0 < o < @, r9 > 0,

Cl > 0, CQ > 0,
1 NN
(—N / 5N> < Oyryr®. (5.0.3)
r (0)
No nosso caso
~ F(M — F(M.,0
o)< swp AT ZFQALOL )
Mes(N)\{0} || M|

Portanto, a condi¢do (5.0.3) é satisfeita.

Observacgao 5.2. Pelo Teorema 6.6 de [7], qualquer operador F : S(N)x ) — R céncavo
(ou convexo) em 8(N) satisfaz a hipdtese de estimativa C**.

5.1 Processo de homogeneizacao
Nesta secdo, estamos interessados em tomar o limite de operadores elipticos de maneira

semelhante feita na aproximagdo para uma fung@o dy. Para fazer isso, nds definimos a
seguinte notagao

Definicao 5.1. Seja F' : §(n) x Q2 — R um operador totalmente ndo-linear uniformemente
eliptico, e defina para cada € > 0,

F.(M,x) :zaF(éM,x) vV oxzefl
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Além disso, defina
F*(M,z) := lim F.(M,x),

e—0t

caso o limite exista.

As préximas proposi¢cdes mostram propriedades elementares de {F.}.~o ¢ F*. Em
particular, mostraremos que {F.}.~o possui as mesmas constantes de elipticidade de F,
que se [’ € homogénea entdo [ existe e de fato, /™" = F' e uma espécie de reciproca que
se ™" existe, entdo ela € positivamente homogénea de grau 1.

Proposicao 5.1. F. é uniformemente eliptico com as mesmas constantes de elipticidade

de F.

Demonstragdo. Para matrizes M, N como acima, temos:

F.(M +N,z)— F.(M,z) = &F <§(M+N),m> —eF (EM, x)

£
1 1

_ . {F (—(M+N),x) _F (_M,mﬂ
£ €

< 5{A 1N+ - 1N‘H]
€ £

= A[NT| = AN

[]

Proposicao 5.2. Suponha que F' é homogénea de grau 1 para miiltiplos positivos em 8(n),
isto é, F(kM,x) = kF(M, z) para todo k € R*. Entdo F* existe e, de fato, F’* = F.

Demonstracdo. Considere F. para todo € > 0. Usando o fato de que F' é homogénea
temos:

1
F(M,z)=¢F (—M,x) =F(M,x).
€
Portanto, como isso vale para todo € temos

lim F.(M,z) = F*(M,x).

e—0t
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Proposicao 5.3. Se F™* existe, entdo F'* é homogénea de grau 1 para miiltiplos positivos

Demonstragdo. Seja M € 8(n) e fixe « > 0. Como F.(M,x) — F*(M,z) quando
e — 07, segue que

Fo.(M,z) = F*(M,z) quando aec— 0". (5.1.1)

Agora, aplicando F. em %, temos:

1 1
F. (—M, a:) — F* (—M, x) quando ¢ — 0.
o a
Assim,
1 1
aF. (—M, a;) — afF™ (—M, x) quando ¢ — 0.
o a

Agora, observe que:

1 1
aF; (—M, :v) = acF (—M, x)

« ae

1

= Fo.(M,z) = oF* (—M, x) quando ae — 07 (5.1.2)
Q@
Comparando (5.1.1) e (5.1.2), temos, pela unicidade do limite, que
* * ]'
F*(M,z) = aF (—M,x> :
«

Isto mostra que F* é homogénea de grau 1. ]
Proposicao 5.4. F e F. sdo continuamente Lipschitz com constante Lipschitz A.

Demonstragdo. Pela Proposicao 5.1, temos que F. € uniformemente eliptica com cons-
tantes A < A. Isto implica que, para duas matrizes simétricas quaisquer M, P,

[Fe(M, z) — Fo(P, )| < A|M — PJ|.

De fato, sejam M, P, € 8(N) tais que M = P + @, além disso | M — P|| = [|Q]|
Entao,

F(P+Q,x) = F(Px) < AJQT| = AQ~||
ATl

A||Q]|- (5.1.3)

IAIAIA
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Similarmente,

F(P,x) — F(P+Q,x) F(P+Q)—Q,x)— F(P+Q,x)

< AR = MQT

< AlQ7|

< AQ| (5.1.4)
Por (5.1.3) e (5.1.4), segue que || F(M,x) — F(P,z)|| < A||M — P||. O

Proposicao 5.5. Se F' é convexa em 8(N), entdo existe F* tal que F. — F* quando
e— 0t

Demonstragcdo. De fato, fixado M € §(N), como F' é convexa, F'(AM,z) < \F(M,x)
paratodo A € [0,1]. Se ; < &9, entdo

€2&1

1 1 1
FQMLx%:@F<—%Lx):w@F(E—JLx>§5ﬂ7(—wﬂi)zﬁgwﬂx)
E9 €1
Portanto, a sequéncia { F.}.~o é ndo-decrescente quando ¢ — 0". Além disso, o conjunto
{F.(M,z)} é limitado, pois F' é continuamente lipschitz:
[F=(M, 2)|| = [[Fe(M, z) — F2(0,2)|| < K[|M][.

Concluimos que F.(M, ) é uma sequéncia mondtona e limitada e, portanto, convergente.
[]

Podemos agora enunciar o resultado principal:

Teorema 5.1. Se F.(M,x) — F*(M,z) pontualmente quando ¢ — 07, entdo F. — F*
uniformemente em subconjuntos compactos.

Demonstracdo. Seja K C 8(N) um compacto e S = {F. }. Pela Proposi¢do 5.1, temos
que S € equicontinua e pontualmente limitada em K. De fato, para toda M € S(N) e
um dado n > 0, considere B,(M) = {X € 8(N) : | X — M|| < n}. Entdo, para toda
B € B, (M)

[F=(M, z) — F2(B, z)|| < A|[M — B,

para todo € > 0. Isto prova a equicontinuidade, e a mesma desigualdade com B = 0
mostra que {F.} é pontualmente limitada. Agora, pelo Teorema de Ascoli-Arzeld, toda
sequéncia { F,,} C S possui subsequéncia que converge uniformemente em K. Mas con-
vergéncia uniforme garante convergéncia pontual, e como F,, — F*, o limite de qualquer
subsequéncia ainda deve ser F™.
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Para concluir a prova, devemos mostrar que qualquer sequéncia {F,,} C S converge
uniformemente para F* em K. Seja [, uma sequéncia e suponha, por contradi¢iao, que
ela ndo converge uniformemente para F* em K. Entdo existe n > 0, tal que

[ = F7[ >

para todo 7 > 0, onde a norma acima é || F|| := supycx ||F(M,z)||. Mas {F,,} possui
subsequéncia convergente para F'*, e portanto existe n, tal que para todo n > ny

[ = F7[ <

o que contradiz o fato acima. ]

5.1.1 Homogeneizacao do problema

Iniciaremos a se¢do discutindo o problema de homogeneizagdo envolvido no problema

F(D?*u, Du,z) = f.(u) em
(EE){ u = @ em 0.

Sejam {u, }.~o familia de solugdes minimais do problema (F.) e zo um ponto interior

de €. Se definirmos .

v:(y) = Eue(ﬁﬁo +ey),

verifica-se, como temos feito anteriormente, que v, satisfaz a seguinte equacgdo eliptica
totalmente ndo-linear

Fe(DQUEa y) = B(ve),

onde
F.(M,y) = eF(e ™M, y).

Vale a pena observar que F. € uma famila de operadores uniformemente elipticos com
mesma constante de elipticidade de F'. Nesta secdo, estamos interessados em mostrar a
existéncia de um operador eliptico “homogeneizado” F™, obtido como limite pontual de
F. quando ¢ — 0, isto é

F*(M,z) =lim F.(M, x).
e—0

Ressaltamos que esse limite pode deixar de existir para alguns operadores elipticos, como
mostra um exemplo simples em 1D. Veremos ainda que esse limite sempre existe para
uma classe muito especial de operadores elipticos totalmente ndo-lineares. De fato, vamos
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olhar um pouco mais atentamente para a hipétese, a qual assumiremos a partir de agora,
de que paracadai,j =1,..., N,

3 lim F;(M,x):= F(z). (5.1.5)

13|00 N
Aqui Fi;(M,z) = %(M ,x). A préxima proposi¢ao desempenha um papel funda-
ij
mental no que diz respeito a condi¢do de fronteira livre que sera estabelecida. Vamos agora
listar algumas propriedades dos operadores elipticos totalmente nao-linear que satisfazem
a hipétese (5.1.5).

Proposicao 5.6. Seja F'(M, x) um operador eliptico. As seguintes afirmagées sdo vdlidas:
(i) Se F*(M,z) = lir% F.(M,x) existe, entdo F* é homogénea de grau um para um

E—
muiltiplo positivo. Além disso, a convergéncia é uniforme em qualquer subconjunto

compacto de S(N).

(ii) Sob a hipdtese (5.1.5), o limite F*(M,z) = lil% F.(M, x) existe e
e—
F*(M,z) = tr(F};(x)M).

(iii) Se F' é convexo ou concavo,a condicdo (5.1.5) é satisfeita.

Demonstracdo. Com efeito, (i) segue da Proposi¢ao 5.3 e do Teorema 5.1. A propriedade
(77) segue do teorema da convergéncia dominada. De fato, se

hm Fi;(M,x) = F(z
Jim Fy(M,0) = Fya)

entao,
1

F(M,z) — F (M x) _5/0 diF(tM 2t

M
— / Z tM T mzjdt / (%,l') mide.
1

i,7=1 1=
Fazendo € — 0, temos que, paracada,j =1,... N

1 M 1 )
/(; Fij (T,l’) mijdz—>/0 E](m) mUdt

(M, x) Z/ x) my; = tr(F7(x)M).

i,7=1

Portanto,

Finalmente, se F' é convexo (ou cOncavo), entdo D?F deve ir a zero quando |M| — oo,
pois DF' é limitada . O resultado segue por consideragdes cléssicas. ]
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5.1.2 Controle pontual de solu¢coes minimais

Para a prova do teorema principal do trabalho, necessitamos de alguns resultados que
conectam a questdo da homogeneizagdo com o nosso problema de fronteira livre quando
¢ — 0. Heuristicamente, o operador governado sente a oscilacdo préximo a fronteira livre
e passa por um processo de homogeneizacao. O proximo resultado foi o ponto chave para
o desenvolvimento dessa conexdo. Necessitamos de um fino controle assint6tico pontual
de solucdes minimais sobre pontos da fronteira livre.

Lema 5.1. Sejam u. uma familia de solu¢des minimais para a equagdo (E.), ug seu limite
uniforme e xo um ponto da fronteira livre, isto é, xo € d{ug > 0} N Q. Entdo

B (uc () — +o0, (5.1.6)

quando € — 0. Mais precisamente, temos o seguinte controle pontual: existem constantes
universais 0 < 11 < 75 < 1 de modo que

71 <

S T2,

para e < 1.

Demonstragdo. Vamos inicialmente verificar que

ue (o)

lim inf >11 > 0. (5.1.7)
e—0

Para isto, suponha por contradi¢do que, @ =0(1),quando ¢ — 0. Definav.: B; — R
como

1
ve(Y) = gug(sY + x9).

Por hipétese de contradi¢ao
v:(0) = o(1). (5.1.8)

Pela ndo-degenerescéncia, para todo r > 0, vale

sup v. > cr,
B

para uma constante universal ¢ > 0. Em particular,

V0. (0)] = [Vue(zo)| > ¢ > 0. (5.1.9)
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Por defini¢do de v, verificamos que
F.(D*.,Y) = B(v.),

onde F.(M,Y) := eF (e ' M, zo + €Y’). Pela desigualdade de Harnack,
v(Y) < C, in Byj,.

Agora a teoria de regularidade 1W?® de Caffarelli assegura que, a menos de subsequéncia,
v. — V na topologia C1®, para todo o < 1. Em particular, de (5.1.9) temos

IVV(0)| = |Vv.(0)] + o(1) > 0. (5.1.10)

Contudo, V' > 0 em B; e de (5.1.8), V(0) = 0, isto é, 0 é um ponto de minimo interior
para V, portanto
VvV (0) =0,

o que contradiz a ndo-degenerescéncia declarada em (5.1.10).

Vamos agora voltar nossa aten¢ao para a estimativa por cima. Inicialmente, vamos
verificar que, para qualquer ponto da fronteira livre £, vale

u(€) <e, (5.1.11)
para ¢ < 1. Vamos provar que para todo 6 > 0 fixado,

inf u, < e. (5.1.12)
Bs(€)

A estimativa (5.1.11) segue de (5.1.12) e da continuidade uniforme de u.. Para mostrar
(5.1.12) vamos assumir por contradi¢do que u. > ¢ em Bj(). Se assim for, terfamos

F(D?*u.,z) =0 in Bs(¢).
Pela ndo-degenerescéncia, existiria um ponto Y, € Bj;/4(x) tal que
us(Yz) > co.
Pela convergéncia uniforme u. — uq (note uo(§) = 0) e desigualdade de Harnack,
o(1) = u(§) > o,

que levaria a uma contradi¢do, se ¢ < 1.
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Agora, vamos considerar novamente a sequéncia blow-up v.: B; — R como

1
ve(Y) = gus(gY + x9).

Como argumentado antes, v. — V' na topologia C1<, e
FX(D*V,z) = 3(V), inB. (5.1.13)

Pela regularidade Lipschitz e (5.1.11), obtemos que u.(eY + z¢) < O(e). Se aplicarmos
0s mesmos argumentos acima para os pontos €Y + x(, concluimos que

V(Y)<1, inB. (5.1.14)

Se V(0) = 1, V atingiria seu ponto maximo no interior. Como V' satisfaz (5.1.13), conclui-
se do principio do maximo que
V=1,

e, novamente, contradiz a ndo-degenerescéncia, como
0 <c<|Vu(0)] = |VV(0)] +o(1).
Isto finaliza a prova. Portanto, devemos ter V' (0) < 1 e paraec < 1, @ <m<l O

Estamos agora em condi¢des de estabelecer o principal resultado acerca da condi¢ao
de fronteira livre. Como veremos na proxima se¢do, uma tal condicdo de fronteira livre
deverad ser forte suficiente para assegurar suavidade da fronteira livre. Antes faremos uma
observacao util para o desenvolvimento do trabalho.

Observacao 5.3 (Regularidade). Seja F(M,x) satisfazendo as condi¢ées (H1),(H2) e
(H3). Entdo, F(D?*ug,x) = 0 em Qy no sentido cldssico. De fato, seja yo € Qq satis-
fazendo ug(yo) = 0 > 0. Como g é continua, ug > g > cem B = B,(yo) € Q. Desta
forma,

F(D*u.,z) =0 em B.

Pela regularidade C** de Caffarelli, U5H02,a( B) < C, onde C independe de €. Segue daf,
que, a menos de subsequéncia, D*u. — D?ug uniformemente em B e, portanto,

F(D*ug,7) =0 em B.

Isto conclui a observagdo.

74



Lema 5.2. Suponha F satisfazendo (H1), (H2), (H3) e (5.1.5). Seja a5; uma familia de
matrizes uniformenete elipticas

1
@) = [ Fy(tDPulo),a)at,
0

onde u. sdo solugdes minimais para a equagdo (E.). Entdo a matriz aj;(x) converge,
pontualmente, para uma matriz uniformemente eliptica b;;(x), com

1
Fyj(tD*ug(z),x)dt se x € Qg

() se x € F(uo),

onde Qg = {ug > 0} e F(uo) € a fronteira livre. Além disso, a convergéncia em )y vale
na topologia C\\. .

bij(x) = /0

Demonstracdo. Seja 1y, um ponto arbitrario no conjunto de positividade €2, digamos
uo(yo) = 6 > 0. Pela continuidade Lipschitz, existe um p > 0 pequeno tal que para
ek 1,

inf u, > 0 >
1mn u — E.
Bo(wo) 3

Em particular,
F(D?u.,x) =0 em B,(y).

Como F satisfaz (H1), (H2) e (H3), por estimativa a priori C*“, podemos assegurar, da
teoria cldssica de regularidade de Schauder, que D3u. converge uniformemente para D>uy
em B,(yo) e, portanto,

1 1
)= [ Fy(tDun) )it~ [ B ) 2
0 0

localmente na topologia C'* ().

Vejamos agora o que ocorre com a convergéncia ao longo da fronteira livre. Para
isto, seja xp um ponto arbitrdrio da fronteira livre. Do Lema 5.1 e elipticidade, temos a
estimativa

||| 2 [[[Dew)] || > £ F o, Duclmo)) ~ filue(mn)) — +oo. (5115

Portanto, para todo 0 < ¢ < 1, |[tD*u.(zg)|| — +oo. Usando a hipétese (5.1.5) € o
teorema da convergéncia dominada, obtemos

aiy(@) = /0 Fy(tD*ue(x), x)dt — /0 Fjlaydt = Fj ().

A prova do lema esta completada. U
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Observacao 5.4. Como vimos, operadores convexos ou concavos satisfazem a condi¢do
(5.1.5). Portanto, tais operadores constituem uma classe de exemplos para a teoria a ser
desenvolvida.

Para justificar ainda mais nossa abordagem, ressaltamos que se u. resolve
2
F(D uaax) = Ba(%s)»
entdo podemos escrever

1
B.(u.) = F(D*u.,x) :/ %F(tDQ%(x),x)dt = a5;(z)Djjue. =: L°u..  (5.1.16)
0

isto é, uma solugdo para F(z, D*u.) = B.(u.) satisfaz L°u. = 3.(u®). Em geral, as ma-
trizes a;; sdo meramente limitadas, mensuraveis e elipticas, nenhuma suavidade adicional
dos coeficientes pode ser assegurada em . Contudo, usando as hipdteses (H1), (H2),
(H3) e ateoria de regularidade (veja [7]), obtemos mais regularidade nos coeficientes. O
sucesso da teoria que aqui apresentamos baseia-se no fato de que, ao longo da fronteira
livre, as matrizes a;; se aproximam de um operador eliptico Holder continuo. Lembramos
que queremos utilizar a condi¢@o de fronteira livre no sentido da viscosidade de Caffarelli
para dar uma interpretacdo de solucdo fraca para nosso problema de fronteira livre. A
grande vantagem dessa teoria baseia-se em seu carater nao-variacional, portanto, € apro-
priado para os nossos propositos. Lembre-se que o principal resultado deste trabalho é
mostrar que o limite uniforme u, das solugdes minimais u. possui o seguinte desenvolvi-
mento assintotico:

2T
ug(x) = m(x — 20, V)T + 0|z — x0]),

préximo a um ponto da fronteira livre zy € F(up). Aqui v é a normal unitdria a 95,(yo)
apontando para dentro de € = {ug > 0}, e B,(yo) C Q0. B,(y0) N F(ug) = {xo}-
De acordo com a teoria de viscosidade de Caffarelli (veja Secdo 6.1), tal desenvolvimento
assintotico so precisa ser verificado para pontos regulares da fronteira livre, isto €, pontos
na fronteira livre que pode tocar a bola por dentro de €2y. O operador F* € dado pelo limite
assintético

F*(M,z) :=limeF(¢™'M, ).

e—0

Agora observe que, por linearizagdo, F*(v ®@ v, zo)(x) = tr(b;;(xo)v;v;), onde a matriz b,
¢ dada como no Lema 5.2.
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Para finalizarmos nossos comentarios, notemos que em qualquer parte C'! da fronteira
livre, temos
VUO ® VUO
Zo
Y
‘V’U/o‘ |VU0’

1
F*(v®@uv,zg) = F* ( ) = F*(Vug ® Vug, o)

|V’U/0‘2
Portanto, ao longo de uma parte suave da fronteira livre, teremos
F*(VUO & VUO, l‘o) = ]Vu0|2(B(x0)l/, V>.

e o problema de fronteira livre (5.0.2) pode ser representado como

F(D?*up,z) = 0 em {up>0}NQ
Ug = em Of) (5.1.17)
Vug|> = (B(i)TV 5 oem O{ug >0} N

5.2 Resultados técnicos de convergéncia

Nesta secdo, iremos incorporar os principais instrumentos técnicos de que precisamos
para nossa andlise assintdtica. A seguir, F' serd um operador concavo, u. denota a familia
de solugdes minimais para (F.) e ug seu limite uniforme.

Lema 5.3. Seja F satisfazendo (H1), (H2) e (H3). Para qualquer subconjunto fixado
V€O, u. — g forte em H ().

Demonstrag¢do. Fixe um subconjunto {2 € 2. Com a notag¢@o acima, segue de (5.1.16)
que cada u, satisfaz
Lu. = aj;(z) Diju. = B (u.). (5.2.1)

Pela regularidade Lipschitz, a menos de subsequéncia, u. converge fraco para u, em
H'(£Y'). Para notag¢iio conveniente, vamos escrever v para representar u.. Vamos mostrar
que

e—0

¢ := lim sup (/ ag;(z) - [Vv @ V] dx) < / bij(z) - [Vug ® Vugldr.  (5.2.2)
Q/ ’

Multiplicando a equagdo (5.2.1) por v, integrando sobre €2’ e usando o fato de que o pro-
duto v, > 0, ficamos com

OS/ afjvvijdx:/ vafjvmjdﬂf”_l—/ Dj(asv)vidr,
' oq 0%
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de onde obtemos a seguinte estimativa

/afjvivjdxg/ vafjvmjdﬂfnl—/ vDj(ag;)vidr,
o o% '

onde 7); denota o vetor normal unitdrio exterior a 92, o qual podemos assumir ser suave.
Fazendo ¢ — 0, vemos que o lado direito converge para

j Z—/ Uobw(l’)(Uo)ﬂh‘dJ‘Cn—l —/ UQD](bZ](.T))DZUOd.T (523)
Q' N{up>0} Q'N{up>0}

Agora, para todo 6 > 0 fixado, seja u® := max{uy — §,0}. Combinando o Teorema
de Green e o fato de que Lug := tr(b;j(x)Dijug) = 0 sobre Qy := {ug > 0} (veja
Observagao 5.5), concluimos que

0= / U(SLOUO dl‘ = / U(sz‘j<U0)i7’1j dS — / bij(uo)i(uo)j dI
Q' N{up>d} OV N{up>d} Q' N{up>d}

— / U(;Dj(bij)(’tbo)i d.?f
'N{up>5}
Fazendo 6 — 0 achamos
L b)) =3,
Q' N{up>0}
e (5.2.2) esté verificada. Claramente, do Lemma 5.2 e da regularidade Lipschitz,
/ (a;(x) — bij(2)) Vue(z) ® Vue(x)dz = o(1). (5.2.4)

Finalmente, combinando (5.2.2) e (5.2.4) concluimos

e—0

lim sup ( / bis(@) - [V () ® Vo ()] dm) < / bis () - [Vuo (&) ® Vo ()] da
Elipticidade dos b;; e consideragdes de andlise funcional cldssicas finalmente implicam
Us — U

forte em H'(') e 0 lema esté provado. O
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Observacao 5.5. Pela Observagdo 5.3 e F nas hipéteses do lema acima, segue que ugy é
solugdo de tr(b;;(z) D*ug) = 0 em {ug > 0}. De fato,

1 1
0= F(D2UO, ZL‘) = / %[F(tDQUU,I)]dt = Z (/ Fw(tDZUO,I‘)dt) DijU,()
0 0

1]

= tl"(bz‘j (ZE)D2U0)

Nosso proximo lema estabelece convergéncias do blow-Up. A prova € classica, sendo
apresentada a seguir

Lema 5.4. Seja {u.,} familia de solugées do problema (E.) em Q tal que u.; — ug
uniformemente em subconjuntos compactos de Q e €; — 0. Sejam x¢, x, € QNI{uy > 0}

pontos da fronteira livre com x,, — ¥y quando n — oo. Para toda sequéncia positiva
An — 0, defina

1 1
(uo)a, () = )\—uo(xn + A\x)  and (Uej)xn (x) = )\—ugj (Tp + AnT).

Suponha (ug)y, — U quando n — oo uniformemente em subconjuntos compactos de RY.
Entdo, existe j(n) — oo tal que para todo j, > j(n) vale que €; \,;' — O e

1. (ue)x, — U uniformemente em subconjuntos compactos de R™;

2. V(u.)y, — VU em L (RN);

loc

3. V(ug)y, — VU em L} _(RY).

loc

Demonstragdo. Para simplificar vamos assumir que x,, = x,. A prova no caso geral é
analoga. Vamos achar a sequéncia j(n). Temos que

(um)(z) = U(z) = (%nuej (o + A\pz) — )\inu(xo + )\M)) + (un, (z) = U(z))
= I+1I

Fixe r > 0 tal que B, (z) € €. Seja k > 0 fixado e 6 > 0 arbitrdria. Temos inicialmente
que |II| < 6 em Bg(0) se n > n(k,d). Vamos limitar

1
I = )\—[u% (o + M) — u(wo + Ap)]

n

Para cada n, existe j(n) tal que se j > j(n),
An
[(un) () — u(x)| < - paa @ € B, (xp).
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Portanto, se j > j(n) com n grande de modo que A, < 7, entdo,

1
|| < ~ para z € By (0).

portanto, se j > j(n) e n grande,
1
|(un)y, () = U(z)| < d+ - para x € By(0).

Portanto, se j, > j(n), entdo (u“»),, — U uniformemente em conjuntos compactos de
RY, e o item (1) estd provado.

Para provar (2), observe que (un), sdo solugdes de (E o ) em By, onde k é um
numero positivo fixado. Pelo Lema 5.3, existe subsequencia, a q&al vamos denotar por j,,
tal que V(uSn)y — VU em L2 (RY). Para (3), seja § > 0 e considere

loc
Vuy, — VU2, < [Vuy, — V(u9)x, |22, + [V(W9)s, = VU|r2,y) =1 + 11

Por (2), temos que I < 0 se j > j, e n suficientemente grande. Além disso, em virtude
do Lema 5.3 vale:

1
P [ 19 Pao e = 55 [ [Vu- Vi) de < 8
By, An B, k(z0)

se j e n forem suficientemente grandes. Isto prova (3). O]
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Em seguida, provaremos um resultado de convergéncia para

Bu(uw) = [ " Buls)ds = / " b()ds

dentro da fase zero.

Figura 5.1: Grafico

Lema 5.5. Seja u. familia de soluces minimais do problema (E.) e suponha que u.
converge para v em H\. (). Seja o C Q uma hipersuperficie suave (conexa) contendo
0, onde v se anula, e tal que em B,, v é positiva de uma lado de o, e zero do outro lado.
Sejam G = B, N{v > 0} e B-(u.) — M(z) fraco em L*(B,). Entdo,

M(z) = Txgusoy + TX{U<0},
onde T € {0, T}.

Demonstragdo. Seja W € C2°(§2) (vamos escrever u para u. e ag;(r) para a;;(x)). Além
disso, iremos omitir os indices do somatdrio). Multiplicando a equagdo (E.) por Oyu¥ e
integrando, obtemos

/(\I@kuaij@ju) dxz/@@kugg(u)dx: —/@\I/Bg(u)dx.
Q Q

Q
Aplicando o Teorema de Green no lado direito da expressdo acima obtemos a seguinte
identidade:

—/\I/aij(a:)(‘?iuajkudx — /(8j\11)aij(x)8iu8kuda:—/\Ifaj(aij)aiuﬁkudx
Q Q Q
= —/Gk\IfBa(u) dx (5.2.5)
Q
8
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Da simetria assegurada por (5.0.1), a;; = aj;; portanto

—/aij(:v)ﬁiuﬁjku\lldx = —%/ (a;;(x)Oiud;u¥ + a;;(z)Og;ud;uV) dx
Q Q

1

_ ! / 013 (2) O (Opuu) U
2 Ja

1

2 Ja
1

Q

Substituindo (5.2.6) em (5.2.5), achamos
1 1

0ja;;(x)0;udiu¥)dr = —/Bs(u)ﬁk\lfdx. (5.2.7)
Q

Quando ¢ — 0, a menos de subsequéncia, podemos supor que B.(u) — M (z) fraco
em L?(B,), 0 < M(z) < T. Usando o fato de que B.(u.) = T para u. > &, temos que
M(z) = T em G. Agora, fazendo ¢ — 0 e usando u. — vem H'(B,) e a;j(x) — b;j(x)
pontualmente, teremos

/Q(%sz(:p)&vajv@kllf + %(%b”(x)@,v@]vlll - bw(x)&v@kv@j\lf
—  0;bij(x)0v0v¥)dr = —/M(:c)ak\lfdx. (5.2.8)
Q

Usando novamente o Teorema de Green e o fato de que tr(b;;(x)D*v) = 0 em {v > 0},
achamos

1
0 = / \I/vkbijvij dr = / (qfl)kbijl)ﬂ’]j - 5‘“&%’%) dsS
Bn{v>0} ocNB
+ Lado esquerdo de (5.2.8) (5.2.9)
Agora em o, onde v = 0 temos, como v > 0 em G,
v; = —v;| V.

Portanto, de (5.2.8) e (5.2.9) conclui-se que
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1

—/ \Ifbijyiuj|VU|21/de:/M(:E)\I/kdx. (5.2.10)
2 /Bnfv>0} B

Em (5.2.10), se tomarmos ¥ para ser suportado no interior de B, \ G, entdo, para
k=1,...,N

M(z)¥, =0,
BA\G

e, portanto, VM (z) = 0 em D’'(B, \ G). Concluimos, assim, que existe T € [0, T] tal que
M (x) =T em B, \ G. Para finalizar, vamos mostrar a seguinte afirmagao:

Afirmacdo 2. Nas condigdes acima, T € {0, T}.
De fato, argumentamos como segue: mostraremos que para todo zy € {uo = O}°
B.(u(z0)) = 0 (ou T).

e, portanto, por unicidade, T e {0, T}. Com efeito, pelo Teorema 4.3-(a) Q2. — Qy na
métrica Hausdorff, isto €, dado § > 0, para ¢ suficientemente pequeno,

Q. C Ns(Q)

Qo C Ns(£2)
Com isso, se o € {v = 0}°, entdo existe § > 0 tal que xy ¢ N;(£2.). Portanto,
ue(zo) < €. Defina v, : B; — R como
1
ve(y) == gug(a:o + €y).

Entdo, para ¢ < 1, zy + ey € {v = 0}°. Portanto, v.(y) < 1 em By, v. — V uniforme-
mente em subconjuntos compactos de RV, 0 <V < 1e F.(D?v., z) = B3(v.) em Bj. Pela
teoria de regularidade C'\® de Caffarelli, a menos de subsequéncia, v. — V na topologia
Cl paratodoar < 1e
FX(D*V,z) = B(V) em B. (5.2.11)
Em particular, Vv.(y) — VV (y). Por outro lado, pelo Lema 5.4,
Vu.(y) = Vuc(zg +ey) =0 em L7 (RY)

Segue que V' = C para alguma constante C' > 0. Além disso, por (5.2.11), ((V) = 0e,
portanto, V =0ouV = 1. Se V = 1, teriamos @ —1le

ue (zq)
e

B.(uc(xg)) = /0 B(s)ds — T.
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( 0)

Neste caso, teremos T = T. Agora, se V = 0, terfamos “ — 0 e, como consequéncia,

us(ﬂio)

Bg(us(xo)):/o " B(s)ds — 0.

Neste caso, T = 0. Assim fica provado o lema. U

Em seguida, vamos estimar a inclinacdo das solu¢des de um lado de um hiperplano.
Mais precisamente, vamos mostrar que no caso da fase negativa ser degenerada, a inclina-
cdo da parte positiva é, no maximo, o valor determinado pela esperada condicao de fron-
teira livre.

Proposicao 5.7. Seja u. familia de solucées minimais de (E.) num dominio Q) C R™.
Suponha que u. converge uniformemente em subconjuntos compactos de ) para

ug = alr — xo, V)"

bl

coma >0, zg € QN {ug > 0} quando ¢ — 0. Entdo, existe um operador eliptico F*
tal que

2T
F*(V®V71’O)'

o =

Demonstragdo. Vamos supor, sem perda de generalidade, que zp = 0 e v = e;. Seja
U € C2°(£2) (vamos escrever u para u., € a; () para a;;(x)). Multiplicando a equagdo
(5.1.16) por O;uV e integrando, obtemos

/(\I/alualjawu) dx:/\llﬁlucs /81\I/B
Q

Aplicando o Teorema de Green no lado direito da expressdao acima, obtemos a seguinte
identidade:

—/\Ifa”(m)@u@jlud:l: — /(8]\Ij)a”($)8ZU81U,d$—/\Ijaj(alj)aZU81Ud$
Q Q

Q

— / "V B (u)dx (5.2.12)
Q
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Da simetria assegurada por (5.0.1), a;; = aj;; portanto

_/aw(x)&uaﬂullldx == —%/ (aw(x)@luﬁjuﬁ/—|—a”(x)8lju81u\11) dx
Q Q

1

= ——/azj(a:)al(&u@]u)\lldx
2 Q

2 Q

Q

Substituindo (5.2.13) em (5.2.12), achamos

/Q(%(lij (x)@zuﬁjuallll -+ %8law(x)8lu8]u\11 — Q4 (x)@lualuaj\ll - aj(lij (x)@,ualulll)dx

= — /Q B.(u)0,Vdz. (5.2.14)
Agora, pelo Lemma 5.3
Vu = ax,sope1 in Li (). (5.2.15)
e pelo Lema 5.5
Be(u) = TXfay50) + Txgaicoy  em L), (5.2.16)

onde T € {0, T} (Aqui - significa convergéncia na topologia fraca-). Passando o limite
quando € — 0 em (5.2.14), levando em conta (5.2.15), (5.2.16) e Lema 5.2, teremos

N

2
@ _ 22: (b
/{'x1>0} [ 9 81,1 (bll\I/) [0 8](171]\1/)

J=1

dr = (T—T)/ U dx'.
{z1=0}
Portanto, usando o teorema da divergéncia na expressao acima, obtemos,

—5 (Ffer,e))Wdr = —(T - T) / U dx'.
{z1=0} {z1=0}

Como V¥ € C2°(12) é arbitrario,

_ 2T-T)
F*(ey ® e1,0)

85



Agora, como o > 0 segue que T # T e, portanto, T = 0. Logo
2T
o=\
F*(@l X €1, O)

Observacao 5.6. Heuristicamente, a proposi¢cdo anterior nos diz que a fungdo limite uy
atinge o conjunto de nivel zero com um declive preescrito e positivo.

]

5.3 Condicao de fronteira livre

Esta secdo € dedicada ao estudo da condicdo de fronteira livre. Provaremos que a
condicdo vale em dois sentidos e, no préximo capitulo, provaremos a regularidade C'*
da fronteira livre. A saber, provaremos a condi¢@o de fronteira livre no sentido da teoria
geométrica da medida e no sentido da viscosidade introduzida por Caffarelli nos célebres
e agora classicos artigos [3], [4] e [S].

5.3.1 Condicao no sentido da teoria geométrica da medida
Comecgamos a se¢do com algumas defini¢des cldssicas

Defini¢io 5.2. Um vetor unitdrio v € RY é dito ser normal unitdrio interior no sentido da
teoria geométrica da medida para a fronteira livre O{uy > 0} em um ponto da fronteira
livre xy € 0{ug > 0} se

o1
lim _/ |X{uo>0} - X{x\(az—xo,u>>0}| dx = 0. (531)
By (zo)

r—0 TN

Definicao 5.3. Seja v uma fungdo continua no dominio Q@ C RY. Diremos que v é néo-
degenerado num ponto xy € Q2N {v = 0} se existem c,ry > 0 tal que

1

— vdx > cr  paratodo 1T € (0,710). (5.3.2)
,

Br(x())
Observacao 5.7. Pelo Teorema 4.3-(e), uy satisfaz (5.3.2).

Definicdo 5.4. Sejam E,I" C RY. Diremos que E possui densidade positiva uniforme em
I se existem c,ry > 0 tais que

|E N B (x)|

>c¢, para 0<r<rg,xel.
| B, (z)]
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Vamos, agora, estabelecer a condicao de fronteira livre, no sentido da teoria geométrica
da medida, sob a hipétese natural de densidade positiva uniforme da fase zero, dada pelo
conjunto €2 := {uo = 0}. Em particular, ao longo da fronteira livre reduzida. Na verdade,
€ bem estabelecido que, a fim de investigar as propriedades de suavidade da fronteira livre,
deve-se evitar comportamentos como |x| préximo a fronteira livre.

Observacao 5.8. Vale a pena mencionar que, para problemas com estruturas variacional,
argumentos baseados em perturbacoes de energia garantem densidade positiva uniforme
da fase zero (veja, por exemplo, o Teorema 5.5 em [21]). Mais precisamente, para proble-
mas variacionais, por exemplo F(D*u, z) = Au(x), mostra-se que ug é um minimo para
o funcional de Euler-Lagrange Ey : H'(2) — R

Bo(6,0) = [ (319607 + xe ) d

e que para cada xo € §(uy), existe constante T > 0 tal que

€26 01 B, (o)
[Bo(zo)|
para todo 0 < p < dist(xg, dQY). Como nosso problema é totalmente ndo-variacional,
uma adaptacdo dessa técnica ndo serd possivel. Mencionamos ainda que, para problemas
regidos por equagdes concavas, provamos que o := {ug > 0} é localmente um conjunto

de perimetro finito; portanto para todo ponto zy da fronteira livre reduzida (veja Lema
5.5.4 pg 236 de [48]), vale que

lim inf —|QOC N By (20|

m i N >c>0.

Observacao 5.9. Lembramos, ainda, que um ponto x pertence a §(ug)y, a fronteira no
sentido da teoria geométrica da medida, se

B, Q B, Q¢
lim —l () 0 €| >0 e lim —| () 0 0|
r—0 rN r—0 rN

> 0.

Pelo Lema A.4, temos que

HY T (Feuo) \ (o) rea) = 0.

Porém, sob a hipdtese de que o conjunto {uy = 0} possui densidade positiva uniforme,
temos que §,(uo) = §(uo) e, portanto,

HYH(F (o) \ F(10)rea) = 0.
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Figura 5.2: Densidade positiva da fase zero

Este resultado serd extremamente importante para a teoria de regularidade para a fron-
teira livre. Vale a pena observar que é possivel obter tal resultado para operadores com
coeficientes constantes da forma F (M) (veja Teorema 4.2 abaixo). Na auséncia de fun-
cionais de Euler-Lagrange, é evidente que uma nova técnica deverd ser desenvolvida para
lidar com a densidade positiva uniforme do conjunto {uy = 0}. Este problema continua
em aberto e é muito tentador para o desenvolvimento da teoria.

Teorema 5.2. Suponha F (M) concavo em M. Dado um subdominio Q) € ), existe uma
constante positiva universal C = C (), tal que para qualquer bola B,(x) centrada num
ponto da fronteira livre xo € §(uy), vale

C_le_l S %N_l(g(u())red N Bp(x())) S CPN_I-

Em particular,

HYH(F (o) \ F(10)rea) = 0.

Demonstracdo. A estimativa por cima ja foi estabelecida, em grande generalidade, no
Teorema 4.3, item (d). Vamos verificar a estimativa por baixo. Por uma argumento de
escalonamento, podemos tomar p = 1 e xy = 0. Sejam u. solu¢des aproximadas de wuy
satisfazendo F'(D?u.) = f.(u.). Defina o operador uniformemente eliptico

Lv:=tr (F’L](O)D’L]U> s

onde F}; representa a derivada de F' com relagdo a (7, j)-ésima dire¢do no espago S(IV).
Por conveniéncia de notacao, vamos escrever F,;j(O) =: a;;. Como antes, € simples veri-
ficar que AId < a;; < Ald. Por concavidade, Lu. > 0. Vamos construir uma fungdo
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barreira especial. Para isto, seja v uma funcio suave ndo-negativa em B, com ¢ = 1 em
By 5 e ¢ = 0 fora de By /4. Considere ¢ solugdo de

L = —¢ em DBy
d® = 0 em O0B;.

Segue da teoria de regularidade eliptica que ¢ é suave e,
[®][ca(B,,,) < C, (5.3.3)

para uma constante universal C. Além disso, pelo principio do maximo ® > 0 em B; e
pelo principio do maximo de Hopf,

a;j0;®v; > ¢ >0, aolongode dB, (5.3.4)

onde v; € a j-ésima coordenada do vetor normal exterior a 3;. Lembre que o conjunto
Qo := {up > 0} e F(up)rea € a fronteira livre reduzida. Aplicando a férmula generalizada
Gauss-Green, obtemos

/ {®Lu, — u.L®}dr = / {®a;;0u. — u.a;;0;P} njdeN_l
QoNB1 T(uo)reaNB1

- uaaijﬁiCI)deﬂ'CN_l.
QoNoB1

(5.3.5)
Como ®Lu, > 0, temos
lim inf/ {®Lu. — u.LP} dx > / Yuodr > / ugdx. (5.3.6)
=0 JaunB, Bi By

Além disso, da limitacdo uniforme do gradiente de wu., elipticidade e (5.3.3), temos a
estimativa

< CHNH(F (10)rea N By) (5.3.7)

/ @aij&ugnjdﬂ'(Nfl
S(uo)redel
para uma constante universal C' independente de . Em adi¢ao
/ ugaijaiq)nj dg{N_l = 0(1), (538)
F*(uo)NB1
quando € — 0 e por (5.3.4)

li 00, Pv;dHN T = / i 0i v dFHN !
1m Uy V; o, Uy Vj (5.3.9)

e—0 QoNOB,
> 0.
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Combinando (5.3.5), (5.3.6), (5.3.7), (5.3.8) € (5.3.9), deduzimos
/ updz < CHNH(F(uo)rea N By). (5.3.10)
Byys
Por outro lado, pela ndo-degenerescéncia (item (c) do Teorema 4.3),
][ updx > cy. (5.3.11)
By /s

para uma constante universal cy. Finalmente, de (5.3.10) e (5.3.11), concluimos
:H:Nil(%(uO)red M Bl) Z 70,

para uma constante universal 7y € a estimativa por baixo estd provada.
[]

Antes de obtermos o resultado principal, precisamos de dois resultados preliminares.
O primeiro resultado € o seguinte lema:

Lema 5.6. Seja U € Lip(B;") e suponha que U é ndo negativa em By,
F(D*U,z)=0 em {U >0}
eU =0em 0B} N{z, = 0}. Entdo, em By, U possui desenvolvimento assintético
U(x) = ax; + o(|z|)
coma >0

Demonstracdo. Seja

O, :=inf{l:U(z) < lx;y em BJ,}.

Como ¢} € uma sequéncia ndo-crescente de nimeros finitos ndo-negativos, existe

o= lim /.
k—o0

Entdo
U(z) < az; +o(lz]) em Bf.

Se a = 0, a conclusao do lema segue. Suponha portanto que o > 0. Entdo existe sequéncia
xx € Bf com g = |2¥| — 0 tal que

U(z®) < axh — sory,
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para algum dy > 0. Note que a® pertence ao cone C = {|z| < %ml} e, portanto, podemos
assumir que vy := % converge para algum vy € 9B; N C. Agora, seja

U(ryzx) .

Tk

Uk(z) =

Como {U*} sdo uniformemente Lipschitz, podemos assumir que U* converge uniforme-
mente em Bfr para uma fun¢do nao-negativa V. Por constru¢do, temos

V(r) <ar; em B

em adicao

V(z) < azy — %0 e U(x) < lyx) — % em 0B] N B.(»)

para ¢ > ( suficientemente pequeno e k grande.
Seja agora w : B] — R, tal que

F(D*w,z)=0 em By
w=uxz in 9B — B.j(vp)
w =Ty — S cm anr N Bg/4(V0)
T — j—g <w<z em OB N B.()

Entdo w anula-se na fronteira flat {z; = 0} N By, é C17 até {x; = 0}N By, e pelo principio
do maximo de Hopf
w(z) < (1—p)zy em BF
para alguns p, 7y .
Agora, do principio de comparagdo, teremos U* < (,w em B para k grande, e,
consequentemente, U* < £;,(1— p)z1 em B Isto implica v < (1 —p)ev, 0 qual contradiz
a hipétese de que o > 0. O lema esta provado. [

A prova do Teorema 5.4 usa fortemente o seguinte resultado.

Teorema 5.3. Suponha F satisfazendo (H1), (H2) e (H3) e (5.1.5). Seja {u. }-~o familia
de solugées minimais de (E.) num dominio Q C RY tal que u. — uq uniformemente em
subconjuntos compactos de ) quando ¢ — 0. Suponha que {uq = 0} possui densidade
positiva uniforme positiva proximo a xy. Entdo, existe operador eliptico F'* tal que

2T
limsup |Vug(z)| < | =—/——,
x%azop| 0( )‘ B F*(V & v, 1'0)

se o € QN {ug > 0}, onde v é a normal unitdria a Q2 N 0{uy > 0}.

91



Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, que o = 0 e v = ¢e;. Seja

a = limsup |Vug(x)|.

z—0

Como ugy € Lip(2), claramente o < co. Se a = 0, o resultado segue. Assuma, portanto,
a > 0. Existe uma sequéncia x,, — 0 tal que |Vug(z,)| = a e ug(x,) > 0. Seja
z, € QN O{up > 0} tal que d,, = |z, — x,| = dist(x,,, O{uy > 0}). Defina

(wo)a, () = diuo(zn + d,x).
Como uy € Lip(Q2) e (ug)q,(0) = 0 para todo n, {(ug)g,} € uniformemente limitada
em subconjuntos compactos de R e, portanto, a menos de subsequéncia (a qual vamos
continuar denotando por d,,), (ug)4, — v uniformemente em subconjuntos compactos de
RY, onde v € Lip(RY). Além disso, v(0) = 0 e F(D?v,z) = 0in {v > 0}.
Agora, seja T,, := *= d_nz" € 0B;. Podemos escolher a subsequéncia d,, de modo que

T, — T € 0By. Entdo v satisfaz F'(D?*v, z) = 0 em By (Z), além disso, é ndo-negativa em
By (Z). Considere agora a sequéncia

Lo V(ug)a, (Zn) _ Vug(zy,)
" V(u0)a, (@)l [Vuo(w)|
Passando a uma subsequéncia e apds uma rotagao, podemos assumir que v, — e;. Neste
ponto, observe que By/3(Z) C B1(%,) paran suficientemente grande e, portanto, a fungéo
(uo)a, satisfaz F'(D*(ug)q,,x) = 0 em By/3(Z). Como F satisfaz (H1) — (H3), pela
estimativa interior do gradiente,

(uo)a, —v em CY(By(2))

para algum o > 0. Isto é suficiente para mostrar que V(ug)g, — Vv uniformemente em
Bi/3(Z) e, portanto, como Vug(x,) = V(ug)a, (Tn) = Vu(Z) e Vug(z,) = [Vug(zn)|es,
segue que |Vug(x,,)| — 0, v(Z). Em particular,

O, v(Z) = .

Vuo(zn)
[Vuo(zn)]

V()

o b

De fato, usando o fato de que v, — e e — temos que Vo (Z) = ae; e,

portanto, 0,,v(Z) = a.

Afirmagio 2. |Vo| < a em RY.
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De fato, seja R > 1, 6 > 0. Entdo existe 7o > 0 tal que

|Vug(z)] <a+0 paratodo x € B gr(0).

Note que |z,| < 2E e d, < 2 implica By, g(z,) C Brr(0) e, portanto,
[V(uo)a, (@) Sa+6 em Bg
para n suficientemente grande. Em particular,
V(up)a, = Vv *—fraco em L*(Bg).
Assim, [Vv| < o+ § em Bg. Como ¢ e R sdo arbitrarios, temos
Vu|<a em RY.

Seja w = 0,,v. Vemos que w é uma solugido de uma equagio eliptica em B;(Z), pois v
€ uma solucao de uma equacao eliptica neste conjunto. De fato, diferenciando com relagao
a varidvel z; a equagdo F(D%v,x) = 0 em B;(Z), temos

Ej(')vxlxlxixj + Ej,kl(')vmimjxluxkzgz1 + QEj,xl (')U:cizjml + leam () = 0.
Portanto, v € solucdo da equagdo

Ej(')wx1wixj + Ej,kl(')wxixjwwkxe + 2F’ij,x1 (')wxix]‘ + Fx1x1(') =0,

onde F;;(M,z) = %(M, x)e Fiju(M,z) = 8m?j2§mkl' Seja agora w = o — w. Entdo,
w > 0em By(z), isto é, w < o em By(z), w(z) = 0. Pelo pricipio do mdximo, con-
cluimos que w = 0. Portanto, w = « em B4 ().

Com isso, Vv = ae; e temos, v(z) = a(z; — y1) em Bi(Z) para algum y € RY.
Como v(0) =0, valeque y; =0¢e

v(z) =ax; em {x; >0}

Por outro lado, como v > 0, F(D?v,z) = 0 em {v > 0}, e v = 0 em {z; = 0}, temos,
pelo Lema 5.6, que
v(z) = —yx; +o(|z]) em {z; <0}
para algum v > 0. Defina, para A > 0,
1

ux(z) = Xv(/\x).

Existem uma sequéncia )\, — 0 € uma fungfo ugy € Lip(RY) tais que vy, — wugo uni-
formemente em subconjuntos compactos de R"V. Além disso, temos

ugo(z) = azf +~yzy em RN
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Afirmacao 3. Nas condigcées acima, v = 0.
De fato, denote por B, (0) := Bs(0) N {z; < 0}. Como o conjunto {uy = 0} possui
densidade localmente uniforme positiva em I' N B;(0), segue que
=0tNB; (z,
)< =010 8L, ()
By, (2n)]

para r > 0 e n suficientemente grande. Uma mudancga de varidveis nos fornece

{(uo)a, =0} N B |

c<
1B, |
e, portanto, passando o limite quando n — oo, obtemos
< ’{UEO}QB;|‘
1B

Reescalonando e fazendo £ — oo, temos

1By |

Isto implica que v = 0.

Pelo Lema 5.4, existe sequéncia ) — 0 tal que u* é uma solugdo para (Egg)
e ust — v uniformemente em subconjuntos compactos de B;. Aplicando o Lema 5.4
mais uma vez, achamos sequéncia ° — 0 e solugdes ur para (Esgo) convergindo uni-
formemente em subconjuntos compactos de B; para ug(x) = ax; . Finalmente, podemos
aplicar a Proposi¢do 5.7, para concluir que existe operador uniformemente eliptico F™* tal

_ 2T
que o = 4 /—F*(el®el,0)' OJ

Finalmente, provaremos o resultado principal do capitulo, que € o seguinte teorema:

Teorema 5.4. Suponha F satisfazendo as condigoes (H1)—(H3) e (5.1.5). Seja u. familia
de solugées minimais de (E.) num dominio Q C RY tal que u. — ugy uniformemente em
subconjuntos compactos de ) quando € — 0. Seja xy € QNO{ug > 0} tal que d{uy > 0}
possui uma normal unitdria interior v no sentido da teoria da medida em x(. Suponha que
{up = 0} possui densidade uniforme positiva proximo a xo. Entdo existe um operador
eliptico F” tal que

2T
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Demonstragdo. Sem perda de generalidade, vamos supor que zp = 0 e v = e;. Defina,

para A > 0,
1

(uo)r(7) = Xuo(/\l’),

esejap > Otal que B, € 2. Como (ug)» € Lip(Be) uniforme em A e (up)»(0) = 0, exis-

v

A
tem subsequéncia Ay, — 0 e uma fungdo U € Lip(R") tal que (ug)y, — U uniformemente
em subconjuntos compactos de R". Dos Lemas 5.3 e 5.4, segue que

F(D2(UO))\,$) =0 em {(UO))\ > O}
Agora, relembrando (5.3.1), vemos que, para todo k£ > 0 fixado,
{(up)x >0} N{zy <0} NBx] — 0, quando A — 0.

Portanto, U é ndo negativa em {z; > 0}, F(D?*U,x) = 0 em {U > 0}, e anula-se em
{z1 < 0}. Pelo Lema 5.6, existe « > 0 tais que

U(z) = axf +o(jz]) em {z; > 0}.

Pelo Lema 5.4, podemos encontrar uma sequéncia €, — 0 e solu¢des u°* para (E;) tais
que u* — U uniformemente em subconjuntos compactos de RV quando k& — oo.
Por outro lado, se definirmos

Uy () = %U(Ax),

Uy — ax] uniformemente em subconjuntos compactos de R quando A — 0. Aplicando
o Lema 5.4 novamente, obtemos sequéncia o, — 0 e solugdes u’* de (E,, ) tais que

u’t — ax]

uniformemente em subconjuntos compactos de R" e pelo Lema 5.3,

Vu™ = axgsoper em  Li (RY). (5.3.12)

loc

Procedendo como na prova da Proposicao 5.7, obtemos a seguinte convergéncia:
B, (u™) = Txz>0p + TX{m<oy fraco—+ em L®(Q).

Além disso, a? = %. Agora note que « > (. De fato, pela ndo-degenerescéncia

de uo em 0, para todo > 0 e k suficientemente grande,



e passando o limite quando k£ — oo,

1
—~ U > cr.

r B,

Certamente, isto forca o > 0 e, como consequéncia, T # T. Portanto, pelo Lema 5.5,

T _ 2T
T = O e, finalmente, o = , /m. Temos, portanto, demonstrado que

Ulz) = Fresan® to(lz]) em {z; >0}
0, em {z; <0}

Agora, segue do Teorema 5.3 que

2T
limsup |Vug(z)| < | =————.
xﬁxop’ O( )‘ N F*<V®V7x0)

Seja R, o > 0 fixo entdo,

2T
[Vuo(z)] <

L 4o, V2 € B A<\

Fazendo um reescalonamento, obtemos

1V (o) ()] < 2L

- = 4o, ze€Bp k>>1.
—\/ F*(e1 ® e1,0) "

Portanto, V(ug)y, — VU em L>(Bg). Concluimos assim que

2T
VU <\| 57— Vx € Bp.
’ ‘_\/F*(61®€1,0)+0—’ o R

Como o e R sado arbitrdrios, obtemos que

2T
VU| < | 57——, VzeRY
| | o \/F*(61®61,0) ‘

Neste ponto, basta observar que U = 0 em {z; = 0} para concluir que

2T
U<,z em {x; >0}
“\ Frley@e,0)" tor > 0F
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Aplicando o principio da fronteira de Hopf para a funcao

S
F*(e; ® e1,0) !

vemos necessariamente que

2T
Ulz) = \/F*(e1 ® 61,0)x1 em {1 > 0}

Como consequéncia, obtemos finalmente

2T
uo(ir) = \/ Fe gy el

e a prova esta completa.

5.3.2 Solucao no sentido da viscosidade

Nesta se¢do, provaremos a condi¢do de fronteira livre no sentido da viscosidade. Esta
nocao € formulada em termos do desenvolvimento assint6tico em torno de pontos regulares
da fronteira livre, isto €, pontos nos quais a fronteira livre possui uma bola que toca a partir
de ambos os lados (fases) da fungdo ug (veja secao 6.1). No nosso caso, em que a funcdo
limite uy > 0, a condicdo de fronteira livre €, portanto, interpretada da seguinte forma:
Préximo a qualquer ponto regular zy € §(ug), uo possui o comportamento linear

2M
up(z) = m (x — x0, )" + 0|z — x0]),

onde v é a normal a 9B em xz, interior a ¢2,. Por esta razdo, precisamos da proposi¢ao a
seguir, que descreve o comportamento assintédtico das funcdes que sao solugdes de equaco-
es diferenciais da forma F'(D?u,z) = 0 em (2.
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Proposi¢io 5.8. Suponha u fungdo ndo-negativa, Lipschitz satisfazendo F(D?*u,x) = 0
no sentido da viscosidade num dominio <) tal que v = 0 em B,.(xq) N 0S) para algum
To€O0er >0

(1) Se existe uma bola B = B,(yy) C Q tal que B N 0Q = {x,}, entdo o seguinte
desenvolvimento assintotico vale em B

u(z) = 0{x — xo, )" + o]z — x¢])
com 0 > 0, onde v é a normal unitdria a OB interior a €.

(2) Se existe uma bola B = B,(yo) C Q° tal que B N 0 = {x,}, entdo estendendo u
como sendo zero fora de (), vale o seguinte desenvolvimento assintotico

u(z) = 0(x — 20, )" + o(|z — x0]),

com 0 > 0, onde v é a normal unitdria a OB interior a €). Além disso, se 6 > 0,
entdo B ¢ tangente a 0S) em x.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, vamos supor que o = 0 e ¥ = e;. Vamos
comegar provando (1). Seja B = B,(yy) uma bola tocante. Defina indutivamente a
sequéncia {oy,} por

ap = sup{l : u(z) > lzy, em B;NB}

ag = sup{l : u(x) > lzr;, em By N B}.

A sequéncia {ay } é ndo-decrescente e limitada pela norma Lipschitz de u. Portanto, existe

o = lim «y.
k—o0

Entao, da defini¢do de o, temos
u(zr) > ax;+o(|z]) em B.

Se a = 0, a conclusdo do resultado € direta. Admita o > 0. Suponha, por contradi¢cdo
que u(z) # ax; + o(|z|) em B. Em outras palavras, existe sequéncia ¥ € B com
e = |z¥| — 0 tal que

u(z®) > axk + sy,
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para algum d; > 0. Note que cada z* estd no conjunto C' := {|z| > 51} Podemos
assumir, a menos de subsequéncia, que
k
x
— —syesSind.
Tk

Considere a sequéncia blow-up

Pela continuidade Lipschitz, u* converge uniformemente para a fungio positiva

v:Bf >R
tal que F'(D?v, ) = 0 no sentido da viscosidade em B;". Claramente, v(0) = 0 e, por
construgio de o, v(x) > ax; em B, Além disso,

)
v(z) > ax; + 50 em OB NB.(y), para €>0 pequeno.

Seja ¥ : B — R solugdo de

F(D*V,z) =0 em By
Y = 1 €m an — Be/g(Vo)
U =ux + ;;—g em OB N Be/a()
T < U <z + ﬁ cm (‘331+ N B€/2<I/0).
Note que tal barreira € suave até a fronteira. Aplicando o principio de comparacdo duas
vezes, obtemos
v(z) > a¥(z) > a(l+2u)z1 em B,

para ;1 > 0 universal. Entdo, se tomarmos £ suficientemente grande,
uF(z) > a(l + )z, em B;L/4,

e isto implica que oy, > (1 4 p)a, o qual nos leva uma contradi¢ao pela definicéo de .
Para (2), estenda u por zero fora de €2. Entdo u € subsolugdo no sentido da viscosidade
de F*(D*u,z) = 0 em B, onde F*(M,z) = —F(—M, ). Defina

B :={m :mxy > u(x), em By N B}
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Como a sequéncia € decrescente, existe 0 nimero nao-negativo
£ := lim .
k—o0

De modo que, préximo de 0,
u(z) < Brf + of|z)).

Para mostrar a igualdade, ao longo de qualquer regido néo-tangencial, proceda como (1).
O

Antes de indicar o teorema principal, vamos introduzir o conceito de pontos regulares
para o nosso problema de fronteira livre.

Definicao 5.5. Seja xy € F(ug) := 0{up > 0} N Q. Dizemos que xy é um ponto regular
a direita (ou do lado ndo-negativo) se existe uma bola B,(yo) C Qo = {uy > 0} e
B,(yo) N Flug) = {ao}. Se B,(yo) C % e B,(yo) N F(uo) = {0}, dizemos que o é
regular a esquerda (ou do lado ndo-positivo). Diremos que x, é ponto regular se ambas
as condi¢des acima valem, isto é, um ponto xo € §(uo) € dito regular se existe uma bola
B,(yo), o € 0B,(yo) e B,(yo) estd contida ou em )y ou em (€2 \ £p)°.

A condig¢do de fronteira livre no sentido da viscosidade deve ser entendida como

2M
(UO)?’:W ao longode F(uo)
, T0

onde v é a norma unitdria a 0B,(y,) apontando para dentro de €.

Teorema 5.5 (Condigao de fronteira livre no sentido da viscosidade). Suponha que o op-
erador totalmente ndo-linear I’ satisfaz as condigdes (H1) — (H3) e (5.1.5). Assuma que
zo € §(uo) € um ponto regular e B = B,(yo) a bola tocante correspondente, entdo existe
um operador eliptico F* tal que

2M
ug(r) = m (x —20,v)" + o]z — x0))

onde v é a normal unitdria a 0B, (yo) apontando para o interior de §). Isto é,

2M

2
(W) = Tl @ vay)

ao longo de  §(uy)

vale no sentido da viscosidade de Caffarelli.
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Demonstragdo. Seja B,(yo) C Qo (ou £2§), tal que §(uo)NB,(yo) = {xo}. Pela Proposigao
5.8, concluimos que

ug(x) = Op{x — 20, v)" + o(|x — 20])

com 6y > 0. Isto implica, em particular, que qualquer sequéncia blow-up W, com
pr — 0, converge uniformemente em subconjuntos compactos para

Uso(z) = Oo(z, V).

Agora, pela Proposicado 5.4,

2T 4
wol) =\ g ey @
concluimos:
p 2T
o F*<V®V7ZL‘O).
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Capitulo 6

Regularidade da fronteira livre

Neste capitulo, mostraremos que a fronteira livre reduzida Oreq{uo > 0} := F(tg)red €
localmente o grafico de uma fungdo C'*. Em particular, para os pontos da fronteira livre,
vale a seguinte condi¢do de fronteira livre

no sentido classico. Iniciaremos o capitulo fazendo um apanhado dos principais resultados
sobre a teoria de regularidade para operadores totalmente nao-lineares obtidos por Roberto
Argiolas e Fausto Ferrari em [27], e Fausto Ferrari em [28] que utilizaremos para obter a
regularidade desejada da fronteira livre.

6.1 Teoria de viscosidade da fronteira livre

Nesta secdo, faremos um apanhado dos principais resultados a respeito da regulari-
dade da fronteira livre. Vale a pena observar que os argumentos utilizados obtidos neste
trabalho seguem com algumas alteragdes para problemas de duas fases, com excecdo da
continuidade Lipschitz. Iremos seguir as referéncias [27] e [28]. Um problema de fronteira
livre de duas fases geral que gostariamos de resolver € o seguinte:

Problema de fronteira livre 2. Dado um dominio D em R” e uma funcio ¢ definida
em 0D, achar uma fungdo u : D — R, tomando ¢ como dado de fronteira e satisfazendo:

(1) F(D*u,z) =0em Q" (u) := {u >0} eem Q (u) := Int({u < 0}).
2) G(uf,u;,z,v) =0em F(u) := 0{u >0} N D.

v v
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Aqui u e u;, denotam as derivadas normais a QO (u) e Q™ (u), respectivamente. Em par-
ticular, esses valores sdo nio negativos. A condi¢do (2) representa um fluxo de equlibrio
ou uma condicao de transi¢do de uma fase para outra. A teoria de viscosidade para prob-
lemas de fronteira livre consiste de um programa bem posto. Descrevemos o programa a
seguir:

e construcdo de um conceito bastante fraco de solugdes generalizadas,
e mostrar que a fronteira livre de tais solu¢cdes possui a geometria fraca apropriada,

e provar que, proximo a pontos “planos”, a fronteira livre € grafico de uma funcao
Lipschitz,

e estabelecer um resultado que diz que fronteiras livres lipschitz sio na realidade C'*°.

Esta teoria foi criada para operadores da forma F'(D?u, z) = tr(D?u) e desenvolvida
em torno de trés artigos de Luis A. Caffarelli [3], [4] e [S5]. Porém, Fausto Ferrari e
Robeto Argiolas (veja [27] e [28]), generalizaram para operadores totalmente nao-lineares
F(D?u,z). No que segue, faremos um levantamento das principais caracteristicas para
obtencdo da regularidade do nosso problema de fronteira livre e para futura condi¢do de
fronteira livre para problema de duas fases.

Antes de definirmos formalmente a solucdo no sentido da viscosidade de Caffarelli
para nosso problema de fronteira livre, diremos que a condicdo de fronteira livre

Gul,u,,x,v)=0
é eliptica, se GG é estritamente crescente com relac@o a u; e estritamente decrescente com
relagdo a u;,. Por causa do principio do mdximo de Hopf, estas hipéteses em G previnem
que a fronteira livre §(u) e §(v) de duas solu¢des do problema de fronteira livre (problema
2) a tocar em um ponto da fronteira livre. Vamos, daqui por diante, sempre assumir,
que G é continuamente Lipschitz com rela¢do a todos os argumentos e que o operador
F :8(N) x Q — R satisfaca a seguinte hipdtese:

(H2) Paratodo M, N € 8(N)ex,y € )

MM =N AN = w(le—y(IM] +|[N]) < F(M, z) = F(M,y)
< MIN =N AA) +w(fz =y (IMI]+ [[IN])

onde w(s) = Cs® coma € (0,1] e C > 0.

juntamente com as hipoteses
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(H4) O operador F' € homogéneo positivo de grau 1, i,e,
F(aM,z) = aF (M, x)
para todo o > 0, M € §(N) e todo = € (.

(H5) F possui estimativa C''!': existe constante positiva c, tal que para todo zq € €,
todo r > 0 tal que a bola B,(zg) C €2, e toda w € C(9B, (7)), existe solugdo
h € C?*(B,(x)) N C(B,(x)) do problema de Dirichlet

{F(Dzﬁ(x)lxg) = 0 em B.(x)
h(z) = w em 0B, (x)

que satisfaz a estimativa
1Pl s, ooy < e 1P| oo (B, (a0)) -

Observe que a hipétese (H5) pode ser trocada pela hipétese de convexidade (ou con-
cavidade) do operador F', com a hipdtese adicional de regularidade (Lipschitz) da fronteira
de € e dependéncia (C'*) em x. Assumindo elipticidade de G, a saber, a monotonicidade
acima explicada, a definicdo de soluc¢do no sentido da viscosidade para nosso problema
de fronteira livre €, entdo, baseado no comportamento assint6tico de funcdes u tais que
F(D?u, x) = 0 proximos a pontos regulares do seguinte modo:

Definicao 6.1. Seja u : D — R satisfazendo

F(D*u,z) =0 em Q" (u):={u>0} eem Q (u):=Int({u<0}).

Dizemos que u satisfaz a condi¢do de fronteira livre G(u},u;,x,v) = 0 no conjunto
§(u) := d{u > 0} N D no sentido da viscosidade se, dado xy € §(u) N D existir uma
bola B tal que xy € 0B e B C Q% (u) (ou em Q= (u)), entdo u possui o desenvolvimento
assintotico

u(x) = oz — zo, V)" — Bl — 20, v)” + o(|z — xo)) 6.1.1)
e vale a relacdo G(«, B, xg,v) = 0.

A ideia chave na definicdo acima € que os coeficientes a e 3 que aparecem no desen-
volvimento assintético (6.1.1) possam ser trocados naturalmente pelas derivadas normais
u} e u;, , respectivamente.
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6.1.1 Fronteira livre Lipschitz sao C1©

Vamos assumir que a fronteira livre §(u), no Problema 2 seja localmente um grafico
Lipschitz, digamos, com relagdo a direcdo ey. Em outras palavras, se 0 € §(u) entdo,

S(u) N (B, x (=1,1)) = (', f(2"))

para alguma fungdo Lipschitz f : B, — R. Aqui B, C R¥"' ez = (2/,25) € R".
Iremos denotar por L a norma Lipschitz de f. O primeiro resultado nessa direcdo é o
seguinte lema:

Lema 6.1 (Veja [28], Lema 2.8). Seja u € C'(B;) ndo-negativa satisfazendo
F(D*u,2) =0 em {u>0}.

Suponha que Bz N 0{u > 0} € grdfico de uma fungdo continuamente Lipschitz f, na
direcdo ey, com norma Lipschitz L. Entdo, existem J e 0 dependendo da dimensdo N e
de L, tais que, para todo T € I'(0, ey) (cone com eixo ey e abertura 6 )

Dyu>0 em Q5 :={|2'|<1/2, f(2') <an <dL}.

E interessante notar que o lema acima, em particular, diz que todos os conjuntos de
nivel de u sao uniformemente continuamente Lipschitz durante todo o percurso até a fron-
teira livre. Vamos denotar

1 N
GN Z:{|$/|§2—N, ([E/)<.I'N<6 L}
A estratégia € mostrar que, em correspondéncia com €, existem cones de monotoni-
cidade I'y = I'(fn, vy ), satisfazendo
I. 'n CT'ypa

2. Se oy = 5= Oy, entdo existem constantes C' > 0 e 0 < A < 1, dependendo
somente da dimensdo e de L, tal que oy < CAN € |uny1 — vn| < 0n — Ong1e

Uma vez estabelecidas as condi¢des acima, a regularidade C* de F(u) segue. O proced-
imento para estabelecer a existéncia destes cones de monotonicidade € o seguinte:

(i) melhorar a norma Lipschitz de f fora da fronteira livre. Isto é obtido através da
utilizacdo da desigualdade de Harnack.
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(i1) transportar parte desse ganho para a fronteira livre. Para isso, uma deformacao

(iii)

continua do lema é necessdria. Mais precisamente, se uma funcdo positiva ¢ de
classe C? satisfaz

o o) =

entdao
w(zx) := sup u(z + ¢(z)o)

|lo|=1

é subsolugdo no sentido da viscosidade de F'(D*w(z),z) = 0 em {w > 0} (veja
[28], Teorema 3.1).

Reescalonamento e aplicando-se os resultados (i) e (¢7) indutivamente segue o re-
sultado.

O Teorema pode ser precisamente demonstrado como se segue

Teorema 6.1 (Lipschitz implica C*%). Seja u solugdo no sentido da viscosidade do nosso
problema de fronteira livre (problema 2) e considere que 0 € F(u) e:

1.
2.
3.

as condicoes estruturais (H2) e (H4) sdo satisfeitas com w(s) = Cs® a € (0,1];
a condigdo (H5) tamém seja vdlida;

Ot (u) = {(«/,xn) : xn > f(2)} onde f é uma funcdo continuamente Lipschitz
comLip(f) =L

G = G(z) € continua, estritamente crescente e para algum r > 0, 27"G(z) é
decrescente em (0, 00).

Entdo, em B, C RN=L f é uma funcdo de classe C* com o = a(N, k, L, \, A, a).

6.1.2 Flatness implica Lipschitz

O pricipio heuristico explorado no artigo [27] pode ser vagamente descrito da seguinte
forma: se a fronteira livre € uniformemente fechada o suficiente para um bom perfil
assintotico, entdo ela € suave. Esta estratégia € motivada pela teoria das superficies minimas.

A hipétese de estar perto de uma “boa configuragdo assintética” € garantida quando a
dilatacdo

ux(z) = %u(xo + A\x) (6.1.2)
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em torno de um ponto diferencidvel da fronteira livre z( converge para uma solug¢ao
ur(z) — oz, vyt — Bz, V)~ (6.1.3)

para constantes nao-negativas « e 3, e vetor normal unitdrio v (recordo que estamos estu-
dando aqui problema de duas fases). Para a teoria de viscosidade para problema de fron-
teira livre, a nogdo de “planeza” € agradavelmente expressada pela ideia de e-vizinhanga
ao longo de cones de direcdo suficientemente grandes I'(6y, ). Mais precisamente

Definicao 6.2. Uma funcdo u é dita ser c-mondtona na direcdo v se
u(z + Av) > u(z)

para todo A\ > ¢. Diremos também que uma fungdo positiva u é e-monotona crescente
com constante \ > 0 num dominio D, ao longo da direcdo v, se

u(x +e'v) —u(x) > Aeu(x)
para todo x € D e todo &' > «.

Note que, se u é e-mondtona em toda direcio v € I'(6, e), entdo as superficies de nivel
de u, O{u > t}, estdo todas contidas numa (1 — sen(f))e vizinhanga do grafico de uma
fungdo Lipschitz, com constante Lipschitz cotg(f). De fato, se V' for a unido dos cones
r+ee+1(0,¢e),parax € O{u > t}, entdo V C {u >t} e IV € o grifico de uma fungio
Lipschitz com constante Lipschitz cotg(6). Além disso, dist(y, 0{u > t}) < (1—sen(0))e
quando y € OV

Vamos agora enunciar um lema interessante relativo a funcdes v solucdes de

F(D*u,z) =0

e a no¢do de e-monotonicidade.
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Lema 6.2 (veja Lema 3.3 de [27] ). Seja u solugdo positiva no sentido da viscosidade de
F(D?u,z) = 0 em Byr. = Byr.(0) tal que

u(x +e'v) —u(z) > eu(x)

em Byg., para algum A > 0 e todo €' > ¢. Existe constante positiva m = m(N,a) tal
que para todo m > m + 4, existe R = R(N) e constantes positivas C, ¢ tais que, se
6(m—2)/(m+2) < e
lw(lz))]l < Ce™,
entdo 0
u(ev) —u
D,u(0) > C)\M.
€
Note que o lema acima diz que para fungdes u tais que F'(D*u, x) = 0, e-monotonicida-
de implica monotonicidade total. No nosso problema de fronteira livre, supondo 0 ponto da
fronteira livre, caso tenha €xito na obten¢@o da conclusdo do lema acima para toda dire¢ao
v € T'(0, e), entdo, em particular, a fronteira livre é continuamente Lipschitz em torno de
0. Portanto, o Teorema 6.1 se aplica. Sendo assim, enunciamos o seguinte resultado:

Teorema 6.2. Sejam 7§ < 0y < 5 dado e u uma solugdo no sentido da viscosidade para
nosso problema 2 de fronteira livre. Suponha G(z) continuamente Lipschitz, estritamente
crescente e z~"(G(z) decrescente em (0, +00) para algum r > 0. Entdo, existe g = £o(6p)
tal que, se u é estritamente c-mondtona ao longo do cone de dire¢oes I'(0, ey ), para algum
e < ggel > 0y entdo em Cys3, §(u) é o grdfico de uma fungdo de classe Cha, com

a=a(N,a,\ A, b, k).

Observacao 6.1. Uma outra forma de expressar e-monotonicidade é como segue: u é
go-mondtona no cone I'(0, e), quando

sup u(y — ze) < u(x),
Basen(@)
para todo € > &y.

Um caso similar ao Teorema 6.2 € o seguinte resultado:

Teorema 6.3. Seja u solugcdo do nosso problema de fronteira livre (veja Problema 2) tal
que F'(M, x) satisfaz as condigoes estruturais (H2), (H4), (H5) e suponha que w(s) =
Cs®coma € (0,1] e C' > 0 fixado. Suponha, além disso, que:

(i) existem constantes oy, vp tais que

u'(x)

%= stz (0)

Sala
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(ii) G (0) > 0, G é uma funcdo continuamente Lipschitz, estritamente crescente em R
e, para uma constante k. > 0, suficientemente grande, s~ "G(s) € decrescente.

Entdo, existem 6y € (0,7/2) e € > 0 tais que, se para algum € € (0, ) o conjunto F(u)
estd contido numa e-vizinhanga do grdfico de uma fungdo Lipschitz h, xy = h(z'), com
norma Lipschitz

Lip(h) <tg(m/2 — o)

entdo, em 31/2 C RN~ existe constante o = o(N, a,C, ag, o, \, A, k, Lip(h)) tal que
h é uma fungdo de classe CY com

6.2 Resultados fracos

Vamos agora voltar ao nosso problema de fronteira livre geral (0.0.3) e examinar a
regularidade da fronteira livre. Mostraremos inicialmente que H™1-q.t.p. z € F(uo) e,
em particular, em todo ponto x, da fronteira livre reduzida §(ug)red, uo possui um desen-
volvimento assintético adequado. Em primeiro lugar, observe que, se {2 é um conjunto
de perimetro finito e se J,q2 € sua fronteira reduzida, o seguinte teorema estrutural vale (
veja [32]).

Teorema 6.4. Seja () um conjunto de perimetro finito. Entdo para todo ponto x € 0,,45),
existe um vetor normal unitdrio v(x) no sentido da teoria geométrica da medida.

Concluimos, usando os Teoremas 5.4 e 6.4, o seguinte resultado:

Teorema 6.5. Suponha F satisfazendo (H1) — (H3), (5.1.5) e que o conjunto {uy =
0} possua densidade positiva uniforme. Se xo € §(Ug)weq, entdo uy possui, em xgy, 0
desenvolvimento assintotico

2T
ug(r) = m (x — w0, )" + 0|z — o)),

onde v = v(xy). Em particular, em torno de tais pontos, a fronteira livre §(ug) € flat.

Demonstragdo. De fato, pelo Teorema 5.4, como em z temos vetor normal no sentido da
medida, temos que
up(x) = 0(x — 20, )" + o(|z — x0}),

2T

onde 6 = m

. Para A > 0, considere a sequéncia

(wo)a(z) == %uo(xo + A\z),
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temos que

(ug)x — O{x — mg, ).

Assim, u satisfaz (6.1.2) e (6.1.3) e, portanto, a propriedade “flatness” segue agora por
argumentos contidos em [5] ou [27]. Isto finaliza a prova. ]

Entao, recapitulando o que vimos nos capitulos anteriores, obtemos propriedades geométricas

fracas da fronteira livre provadas até agora

1. Equagdo totalmente ndo-linear satisfeita em 25: Em Qg := {uy > 0}, vale

F(D*ug, Dug, ) = 0.

2. Crescimento linear ao longo da fronteira livre e continuidade Lipschitz:

cdist(z, §(ug)) < up(z) < Cdist(x, F(uo)).

3. Nao-degenerescéncia:
sup ug = cp.

By

4. Se F estiver nas condi¢des do Capitulo 3.3, vale a propriedade da estimativa da
medida de Hausdorff " ~' da fronteira livre: para toda bola B,(z) centrada em
"S(uO)9

HYH(By(2) NF(uo)) < CpN !

5. Desenvolvimento assintético: Para todo xg € §(ug)req, Uo pOssui o seguinte desen-
volvimento assintotico

2T
up(x) = m(aj —x0, V)T + o(|z — x0|)

onde v = v(xg) é o vetor normal unitdrio no sentido da medida teérica em .

6. Condigao de fronteira livre no sentido da viscosidade: se zy € §(ug) é ponto regular,
e B € a bola tocante correspondente, entao

2T
up(z) = m<$—$oaV>++0<’$_x0’)

onde v € a normal unitdria a 0B, interior a ().

110



A listagem dos resultados acima (propriedades da geometria fraca relevantes ao nosso
problema) nos coloca em posicao favoravel para a investigacao da regularidade da fronteira
livre. Vale a pena lembrar a observacdo 5.9 sob a hipdtese do conjunto {uy = 0} possuir
densidade positiva uniforme, H = (F(uo) \ F(to)rea) = 0 € que para operadores concavos
(convexos) sem dependéncia de z, isto é, da forma F'(M ), ndo precisamos dessa hipdtese
de densidade para obtermos tal resultado (veja Teorema 4.2).

Segue do Teoremas 6.5 o seguinte resultado

Teorema 6.6 (Condi¢do de fronteira livre-sentido pontual). Suponha F satisfazendo (H1)—
(H3), (5.1.5) e que o conjunto {ug = 0} possua densidade positiva uniforme. Entdo para
HNL-q.t.p. 2y € F(ug), vale o seguinte desenvolvimento assintético

2T
uo(z) = m(w — 20, V)T + o(|z — x¢|)

onde v é o vetor normal unitdrio interior a {uy > 0} em x.

Demonstracdo. De fato, seja xg € F(up)req tal que

HN=1(0{up > 0} N B,(x0))
I <1 2.1
P a(N —1)rN-1 = (2D

Temos, pelo Teorema 6.5 que

up(A(x — x9))
A

(uo)a (7 — x0) = — 0(x — x9,v)t quando X — 0

onde 6 = %. Como o conjunto {uo = 0} possui densidade positiva uniforme,
HV=Y(F(ug) \ §*(up)) = 0 e a densidade superior (6.2.1) para HY~1-q.s em F(ug), a
prova esta completa. ]

6.3 Regularidade C''® da fronteira livre

Nesta secdo, sob a hipdtese natural de homogeneidade de F', mostraremos que a fron-
teira livre reduzida O,eq{to > 0} := F(ug)req € localmente o grifico de uma fungdo C1<,
Em particular, para os pontos da fronteira livre, vale a seguinte condi¢do de fronteira livre

vale no sentido cldssico. Vamos agora obter regularidade da fronteira livre.
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Teorema 6.7 (Primeiro Teorema de Regularidade). Suponha F' satisfazendo as condigoes
(H1)—(H5), e que F(M,-) € Lip. Seja ug o limite uniforme das solu¢des minimais para
a equagdo (E.) e que {uy = 0} possui densidade positiva uniforme. Entdo a fronteira
livre F(uo) = 0{ug > 0} NQ é uma superficie de classe C1* numa vizinhanga de HN -
q.t.p o € F(Uo)ea- Em particular, §(ug) é uma superficie de classe C** numa vizinhanga
de HN"1-q.t.p de F(uo). Além disso, ao longo da parte suave de §(uq) temos a condigao
de fronteira livre
F(Vup ® Vug, z) = 2T.

Demonstragcdo. A prova deste teorema segue do célebre programa desenvolvido por Luis
Caffarelli: “Flat free boundaries are Lipschitz’e “Lipschitz free boundaries are superfaces
C1”. Estes resultados foram recentemente desenvolvida em grande generalidade para
equagoes totalmente nao-lineares com coeficientes varidveis por Ferrari e Argiolas-Ferrari
em [27] ou [28], como visto na secdo anterior. Veja também [29], [36] e [46, 47] para
futuros detalhes. Pequenas adaptacdes nos argumentos em [27] e [28] provam o Teorema
6.7. De fato, basta observar que a funcao limite uy € uma solu¢do admissivel no sentido

da viscosidade com
2T
G = __—
(z,v,7) \/z F (v & v.10)

De fato, ela € localmente Lipschitz e possui crescimento linear ao longo da fronteira livre
$(up). Contudo, como o conjunto {uy = 0} possui densidade positiva uniforme, segue
que HY"1(F(ug) \ F(uo)ea) = 0 entdo, ug €, para HV~1-q.t.p., um 1-plano de solugdo.
Em particular, em qualquer tal ponto x, a dilatacdo

(uo)r(x — 20) = M, para T pequeno,
T

satisfaz as hipéteses do Teorema 6.3. [

Conclusdao: Tomando-se u, o limite das solu¢des minimais, €' = {ug = 0} e con-
sidere I" = 0{up > 0}, up resolve o problema de cavidade (0.0.3),

F(D*u,z) = 0 em Q\

U v em Of) (6.3.1)
u=0,F(Vuy® Vug,z) = 2T em o

em toda parte suave da fronteira livre.

Um importante caso particular diz respeito as equagdes concavas com coeficientes
constantes, onde uma condi¢do de fronteira livre constante € esperado, sob a condicao de
o operador ser invariante por rotacdes. Neste caso, o Teorema 5.2 nos dd medida total
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da fronteira livre reduzida, a qual é provado ser localmente uma superficie C1* . Mais
precisamente temos o seguinte resultado:

Teorema 6.8 (Segundo Teorema de Regularidade). Seja F': S(N) — R operador concavo
uniformemente eliptico. Suponha que F' é invariante por rotagaes, i.e.,

F(M) = f(A1, A2, An),

onde (A < Xy < -+ < \,) sdo autovalores de M. Seja uq o limite das solu¢does minimas
para a equagdo (2). Entdo a fronteira livre 0{uy > 0} é localmente uma superficie suave
Cle para HN1-g.s. em F(uy) . Além disso,

|Vug(z)| = Const.

ao longo da parte suave da fronteira livre.

6.4 Exemplos

Nesta secdo, iremos aplicar a teoria desenvolvida para alguns casos particulares, por
exemplo as abordadas pela Teoria de Alt-Caffarelli.

Exemplo 6.1 (Teoria de Alt-Caffarelli). Suponha F(D?*u) = tr(D?u). Neste caso, obte-
mos pela teoria desenvolvida que, ao longo da parte suave da fronteira livre §(ug), temos
F(Vuy ® Vug) = 2T. Por outro lado,

F(Vuy ® Vug) = tr(Vug @ Vug) = [V .
Portanto, ug resolve o problema de Cavidade

Aug = 0 em Q\
u = ¢ em Of)
u=0,|Vuy| = V2T em 0O
Exemplo 6.2 (Operadores da forma ndo-divergente). Seja A(x) uma matriz N x N simétrica

e eliptica. Considere o operador F(D?u,z) = tr(A(z)D?u). Neste caso, ao longo da
parte suave da fronteira livre, F(Vug ® Vug, z) = 2T. Por outro lado,

F(Vuy ® Vug, z) = tr(A(z) Vuy ® Vug) = (A(2) Vg, Vug).
Portanto, ug resolve o problema de Cavidade
tr(A(x)D?*u) = 0 em Q\
u = ¢ em 0f)

u=0,|Vuy| = <Aé)TV’V> em OV
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Exemplo 6.3 (Operadores de Pucci). Para operadores de Pucci

F(D*u) = inf tr(AD%u),
AEANA

obtemos a seguinte condicdo de fronteira livre

inf yeq, , tr(AD?ug) = 0 em Q\
u w em 0f)

o _ 2T
u—O,\Vuo‘ - \/ianeA)\’A<A(z)V,V> em oY

Exemplo 6.4. Um operador muito importante em geometria é o seguinte: Considere uma
matriz M € 8(N) diagonalizada da forma

A 0 0
0 X 0
M = : :
0 0 AN
e defina o operador
MO - 0
0 Xo --- 0
e a0
0 0 -+ An

E facil verificar que F*(M) = A\ + Xy + ... + Ay = tr(M). Assim, para operadores
dessa forma, temos uma condigdo de fronteira livre bastante simples que coincide com a
condigdo da Teoria de Alt-Caffarelli, isto é,

|VUO| = v2T.
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Apéndice A

Elementos da teoria geométrica da
medida

Nesta secdo, iremos destacar algumas defini¢des e resultados da teoria geométrica da
medida. No decorrer do texto, iremos omitir algumas demonstra¢des, mas sempre citando
as referéncias sobre o assunto.

A.1 Medida de Hausdorff

Vamos agora introduzir a chamada medida de Hausdorff, a qual sera utilizada durante
o texto. No que segue, usaremos a ordem de [19] ou [48].

Definiciio A.1. Seja E C RN, 0 < v < 00, 0 < § < c0. Defina

0 . N\
HJ(E) := inf {Z a(y) <d1ar2nA]> | ECUZ 4, diamA; < 5}

j=1

/2 . o —x — s ~
onde a(0) = 1 eparay > 1, a(y) = @ AquiT'(y) = [;7 e "2 dx é a fungdo
gama usual. Definimos a medida de Hausdorff y-dimensional em R como

FO(A) = lim H(A),

Note que se vy for um inteiro positivo, entdo () representa precisamente o volume
da bola unitdria em R”. Por essa, razao incluimos a constante normalizada na Defini¢ao
A.1 de modo que H* coincida com a drea da superficie k-dimensional de certos conjun-
tos. Vamos agora listar algumas propriedades da medida de Hausdorff importantes cujas
demonstracdes encontram-se em [32].
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(i) 7 é uma medida de Borel regular. Note que J{” nao é medida de Radon para
0 <7 < N. Além disso HN*¢ = 0, para todo £ > 0.

(i) H € a medida de contagem ¢ H™(E) = |E| (medida de Lebesgue de F ). Este
ultimo é uma conseqiiéncia da desigualdade chamada isodiamétrica: para todo con-
junto mensuravel A C RY,

. N
4l < ) (F52)
(iii) HY(NA) = MHY(A) e se f: RY — RM € Lipschitz, entdo
H(f(A)) < [Lip(f)]H(A).
(iv) Se E C RY, HV(FE) < oo, entdo
39(B,(x) N E)

Ii =0, H"—qt e RV\ E,
TILI(I) a(r-)/)r’Y Qtp \
© 1 H'(B E
— < limsup (B,(z) N E) <1l, H" —qtp z€k.

2 =S T el
Estes correspondem a propriedade densidade que podemos derivar do teorema de
diferenciac@o de Lebesgue, i.e., se |E| < oo,

fimy 0, paragtp z € RV\E

. |B(x)NE| [ 1, paraqtp z€F
=0 a(N)rN

(v) Se f € LL (RY,dx), 0 <~ < N,entdo H"(A,(f)) = 0, onde

loc

A(f) = {xERN :limsupl ]f(y)|dy>0}

r—0 17 B, (z)

(vi) Para todo conjunto £ C RY, existe um tinico nimero nao-negativo Hyin (F), tal

que:
fH:’Y(E) = O, se v > j’(:dim(E),
g’(ﬁ(E) =00, se v < :H:dim(E)

O nimero Hyi (F) é chamado dimensdo Hausdorff de E. Podemos calcular esse
nimero da seguinte forma:

Haim(E) = inf{y : H7(E) = 0}.
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A.2 Conjuntos de perimetro finito

Funcdes de Sobolev aparecem naturalmente em formulagdes fracas de certas equacgodes
diferenciais parciais. Lembre que uma funcdo pertence ao espaco de Sobolev quando
suas derivadas distribucionais sdo p-integraveis para algum p > 1. E importante resaltar
que a teoria de fungdes de Sobolev € inadequada para estudar propriedades geométricas
e re-gularidade sobre fronteiras de conjuntos. Isto porque a fun¢do caracteristica x p nao
pertende ao espago de Sobolev W11 (RY), independente de quio suave seja . Para solu-
cionar este problema, vamos trabalhar com funcdes cuja a primeira derivada parcial fraca
sao medidas de Radon. Estas sdo as chamadas funcéoes de variacdo limitada.

Defini¢ao A.2. Seja U conjunto aberto de RY. Uma fungdo f € LY(U) é dita ter variacdo
limitada se

sup {/ fdivpdr|p € CHU;RY), |p| < 1} < o0.
U
Vamos denotar BV (U) como sendo o espago das fun¢des de variagdo limitada. Uma
fungdo f pertence a BV),.(U), se f € BV (K) paratodo K € U.

Defini¢ao A.3. Seja U conjunto aberto de RN . Diremos que um conjunto E C RY possui
perimetro finito em U se
xe € BV(U).

Note que, pelo Teorema da Representacdo de Riesz (veja se¢do 1.8-Teorema 1 de [32]),
se f € BV(U), existe uma tnica medida de Radon 1 € U, e uma fungo p-mensuravel
o:U — RY com |o(x)| = 1 para p-q.t.p. z € U tal que

/fdivgpdx:—/cp-adu (A.2.1)
U U

para toda ¢ € C}(U;RY). A ideia chave da Defini¢io A.3 é formalizar o uso do Teorema
da Divergéncia para dizer D f = odp.

No que segue, vamos escrever || D f|| para indicar a medida ;¢ em (A.2.1). Quando um
conjunto £ possui perimetro finito em U, escrevemos ||0FE || para a medida i, e vg = —o.
Portanto, podemos escrever

/ divgpdm:/ - v d||0E|. (A.2.2)
E U
Em seguida, definimos o perimetro total de £ em U, por
Per(E,U) = / d||0F].
U
O perimetro total de E, Per(E, U), é simplesmente denotado por Per(FE).
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Exemplo 3. Se f € WY (U), entdo odp = V f dx. Portanto, W' (U) C BV (U). Se E
for subconjunto aberto, suave com H "1 (OE N K) < oo para todo compacto K, entdo

Per(E,U) = HN"YOENU).

A partir da perspectiva de andlise funcional, perimetro é semicontinuo inferiormente.
Mais precisamente

Teorema A.1. Seja U C RY conjunto aberto e { f;} uma sequencia de fungées em BV (U)

o qual converge em L}, (U) para f. Entdo

IDAIU) < liminf [ Df;[(U).

Demonstragdo. Seja ¢ € CH(U;RY), |¢| < 1. Temos,

Jj—00

< liminf [ Df;|(©).
Jj—o0

/fdivgpdx = lim/fjdivcpdx:—lim/g0~ajd|]ij||
U U Iz Ju

Tomando o supremo sobre todas as ¢ € C}(U RN, || < 1, concluimos a prova do
teorema. ]

Outra caracteristica importante da teoria é que os conjuntos de perimetro finito podem
ser aproximados por conjuntos suave

Teorema A.2. Sejam U C RY conjunto aberto e f € BV (U). Existe sequéncia de
fungoes {f;} C BV(U)NC>(U), tal que

fi=f em LYU) e [DfITU) = IDIIU) quando j — oc.

Demonstragdo. Seja e > 0 dado e {U;} sequencia de conjuntos abetos e limitados com
U; C U. Podemos supor que || D f[|(U \ U;) < . Defina

Vi=U e V;:=Ujn\Uj

e seja &; uma particdo da unidade subordinada a {V}}, i.e.,

GECT(V;), 06 <L) =1 em U
j=1
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Agora, escolha funcdes mollifiers da forma

1 x
o) = (£

J

de modo que supp(pie, * (f&;)) C Vj, e

[l # (£) = 161+ by (PDE) ~ PGNP < 5. (A23)

Defina f. := 372 pie; * (f€;) € C=(U). Tendo em conta que f = > 72, f¢;.segue que
f- — fem LY(U). Agora, para p € C}(U;RY), |¢| < 1 temos

[ aiiepts = fj [ i« o

_ i [ ot = (108 - 1DE )

De (A.2.3), o segundo termo do lado direito da expressao acima tende a zero quando ¢ — 0
e como cada ponto em U pertence no maximo a trés dos conjuntos {V; }, podemos estimar
o primeiro termo do lado direito como

S [ sl = ods| < IDAI@)+ 3 1D7105)

< [IDFIW) +3|DFIUNT)
< |IDIIU) +e.

Do Teorema A.1, podemos concluir que lim._q | Df.|[(U) = || Df]|(U), e o teorema esta
provado. [

O préximo teorema mostra compacidade em L. Mais precisamente:

Teorema A.3. Seja U C RY aberto e {f;} C BV (U) satisfazendo

Ifillsvw) == fillrwy + IDSIIU) < oo
Entdo existe subsequencia { f;, } e uma funcao f € BV (U), tal que

fi. = [ em LYU).
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Demonstragdo. Para cada f;, escolha fungdes g; € C*°(U), de modo que

1
sup/|Dg] Jdr < oo e /|fj ]dm<;

Como WH(U) estd imerso compactamente em L' (U), existe uma fungio f € L*(U) de
modo que g;, — f em L*(U). Do Teorema A.1, f € BV (U)e f;, — fem LY(U). [

Vale a pena observar que se f € BV (RY), entdo a sequencia provada no Teorema
A.2 pode ser construida de modo que cada f; possuem suporte compacto. Portanto, as
desigualdades de Sobolev e Poincaré podem ser derivadas como usual para funcdes BV .
Mais precisamente, existem constantes universais C; e C tais que

11l 57 gy < CHIDFI(RY) (A2.4)
paratoda f € BV (RY), e também
lr-f s , <capsis) (a25)
B LN-T(RN)

para toda bola B = B,.(z) C RN e toda f € BVjo.(RY).

Uma consequéncia imediata e muito importante da desigualdade de Sobolev (A.2.4)
¢ a desigualdade isoperimétrica para conjuntos de perimetro finito. O préximo resultado
€ uma importante ferramenta quando queremos comparar a medida de Lebesgue com a
medida de Hausdorff.

Teorema A.4 (Desigualdade Isoperimétrica). Seja F conjunto de perimetro finito em RY.
Entdo

|E|'"~ < CPer(E)
para alguma constante C. Além disso, para toda bola B = B,(z) C RY,
min{|E N B|,|B\ E|}'"~ < 2C,Per(E, B),
para alguma constante C.

A segunda desigualdade no Teorema A.4, conhecida como relagdo isoperimétrica,
segue da desigualdade de Poincaré (A.2.5). Vamos finalizar a se¢do enunciando um im-
portante resultado para fungdes de variacdo limitada.
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Teorema A.5 (Traco). Seja U um dominio limitado Lipschitz. Existe uma aplicacdo linear
limitada T : BV (U) — LY(0U, dHN=1) tal que

/fdivgodx:—/go-ad,u+/ (o -v)TfdH N1,
U U oU

onde o e | sdo como em (A.2.1), v é a normal exterior definidaq.t.p. em OU e considere
o € CHRYN;RY). Além disso,

Tiw) =tm{  fay.
r—0 B, (z)nU
para g.t.p. v € OU.

A fungio T'f, a qual é H¥~1-q.t.p. unicamente definida, é chamada o trago de f em

OU: uma espécie de “valor de fronteira” de f em OU. Note que se f € C(U) N BV (U),
entdo T'f = f,, -

A.3 Fronteira reduzida

Vamos agora introduzir um conceito muito importante para investigacdo sobre pro-
priedades de suavidade para problemas de fronteira livre. Em toda essa subse¢do, £ in-
dicard um conjunto de perimetro localmente finito em RY ie.,xg € B VlOC(IRN ).

Defini¢ao A.4. Um ponto x € RY é dito pertencer a fronteira livre de E, © € O,cq E, se

(i) |OE||(B,(x)) > 0 para todo r > 0,
(i) ] vel)dlOB| () = vi()
r=9JoB, (z)

(iii) [vp(x)] = 1.

Note que, como ||OE || é uma medida de Radon em RY, segue do Teorema de Diferencia-
¢do de medida de Lebesgue-Besicovitch que || OE||(RY \ O,caE) = 0 (Veja [19]).

Exemplo 4. Seja E dominio limitado de classe C'. Entdo, pelo Teorema 2.2.9 e (2.6) de
[19], temos
Dyxp = vdHN™' paratodo x € OF,

onde v é a normal exterior de OFE. Em particular, vy = v e O, = OF. Se E for
dominio limitado Lipschitz, ainda temos Dxr = vdHN"! para HN"'-gqtp x € OF, e
HNLOFE \ OreaE) = 0.
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O proximo lema € uma versao preliminar do teorema da divergéncia:

Lema A.1. Seja ¢ € C}(RY;RM). Entdo, para quase todo r > 0,

/ divgody:/ ¢ - vpd||OF]| +/ @ - vdHN !
ENBy(z) By () ENOBr(x)

onde v denota o vetor normal exterior a 0B, ().

Demonstragdo. Para simplificar a notagdo, assuma x = (. Seja 7). funcao linear por partes
satisfazendo:
n=1 em [0,r], n.=0 em [r+4¢e,00)

e denote h. := n.(|z|). De (A.2.2) e do teorema da divergéncia cléssico, obtemos
/ div(hep)dy = / hepvpd||0E|
E RN
= / hedivepdy + / Dh. - pdy. (A.3.1)
E E
Note que Dh. =0em 0 < |y| <reemr + ¢ < |y|, enquanto

1
Dh.(y) = 2 Y em A= {y:r <yl <r+e}.

e |yl
Portanto, (A.3.1) torna-se
. 1 y
hepvgd||OF| = | h.divedy — — - —dy. (A.3.2)
RN E € JEnA Y
Fazendo ¢ — 0 em (A.3.2), levando em conta que para toda ¢ € L',
0, ( / §dx) = EdHN L,
Id aB’I‘
para quase todo r > 0, concluimos a prova do lema. []

O proximo lema aborda o comportamento com relacido a densidade de £ proximo a
fronteira reduzida.
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Lema A.2 (Veja [19]-Lema 2.3.4). Existem constantes positivas c e C, dependendo so-
mente da dimensdo e F, tais que para todo x € OoqF,

B,(x) N B

— N ¢

]

(1) liminf
r—0

. |Be(x) \ E|
(2) llgl}glf N > ¢,
OFE||(B,
(3) hgl_)lglfw > C,
. OF|(B,(x
(4) llfiljélp Hl’]s—l()) <C,

10(E N B (x)|RY) _

(5) limsup o <

r—0

Demonstracdo. Inicialmente tomando o supremo sobre todas ¢ € Ca(RY;RY), satis-
fazendo || < 1 no Lema A.1, concluimos para q.t. > 0, que

|0(E N B, (2))||(RY) < ||0E||(B,(x)) + HN"HE N OB, (). (A.3.3)

Agora, tomando ¢ = vg(x) em B,(x) no Lema A.1 obtemos

/ vp(x) - vpd||0F| = — / vp(x) - vdHN (A.3.4)
Br(x)

ENOBr(x)

Como x € OeaF,

lim vp(z) - vd||0E||(y) = vp(2)]* = 1.
r—0 aBT(I)

Portanto, segue de (A.3.3) que, para quase todo r > 0 suficientemente pequeno
SIOE|(B,(x)) < 37 (B 1 B, (). (A35)
Combinando (A.3.3) e (A.3.5), obtemos
10(E N B,(2))||(RY) < 3HN"YE N B,(v)). (A.3.6)
Defina g(r) := |E N B,(z)|. Paraq.t. r > 0,

Jd(r)=H""YENOB,(x)).

123



Combinando agora a desigualdade isoperimétrica, Teorema A .4, e (A.3.6), deduzimos que,
para g.t. 7 > 0 suficientemente pequeno,

Isto nos diz que
1

& <9V g () =nlg"N ()

A desigualdade acima implica imediatamente que, para q.t. r > 0 suficientemente pe-

queno
|EN By(x)] =g(r) > er™Y.

Isto prova (1). Como

loE] = lo@®RY \ B)]

evp = —Upn\ g, (2) segue de (1). A afirmagao (3) segue agora de (1), (2) e da desigualdade
isoperimétrica (a segunda desigualdadedo TeoremaA.4). O item (4) segue de (A.3.5) e (5)
¢é obtido combinando (4) e (A.3.3). O

Agora voltamos nossa atencao para uma técnica fundamental no que diz respeito a
“blow-up” em torno de pontos da fronteira livre.

Definicao A.5. Seja x € O..q . Definimos o plano tangente no sentido da teoria geométrica
da medida para E em x como

H(z) = {y € R" |vp(z) - (y — 2) = 0},
Definimos também os semi-espagos no sentido da teoria geométrica da medida como
H*(x) == {y € R |vg(x) - (y — x) = 0}

H™(z) = {y € RY |vp(x) - (y — x) < 0}

e para r > 0, chamamos
E, ={ycR|r(y—z)+z€E}.

O préximo resultado diz que, para r suficientemente pequeno, £ N B,.(z) estd se apro-
ximando do conjunto H~(z) N B,(x). Mais precisamente
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Teorema A.6 (Veja [19]). Seja © € OieaE. Entdo Xp, — Xu-(z) in L

1OC(RN ), quando
r — 0.

Demonstracdo. Para simplificar as notacdes, vamos supor que © = 0 e v = ey. Fixe
R > Oeseja D, := E, N Bg, ¢ g;(x) := £ Dado qualquer ¢ € Cj(RY;R"), com
|¢] < 1, usando o teorema da mudanga de varidvel temos,

: 1 }
/ divp(2)dZ = 5= / div(y o g,(y))dy
r r ENB,g
1
- TN—l /]RN (SO © gT‘) ’ VEﬂBerHa(E N B'I'R)H
< (C < oo,

do Lema A.2, item (5). Portanto, ||0D,|[(RY) < C < oo, para0 < r < 1, ie., D, é
um conjunto de perimetro finito. Certamente, ||xp, || < wyRY, pois D, C Bp. Portanto,
Ixp, |lsv < C' e, portanto, pelo Teorema A.3, a menos de subsequencia, xg. — f em

L} (RY), para alguma f € BVi..(R"). Passando a uma subsequéncia, se necessério,

podemos assumir que xz, — f q.t.p, portanto, para algum conjunto de perimetro local-
mente finito F, f = xr q.t.p. O objetivo agora é provar que F' = H~(0). Sejam ||OF| e
v como em (A.2.1). Para toda ¢ € C}(RY;RY),

/ cp-i/ETdHE)ErH:/ divgadx—)/divgpdx:/ @ - vpd||OF .
RN - F RN

Isto mostra que vg, ||0E,|| — vr|[0F| no sentido de medida. Sabemos que para quase
todo R > 0, ||0F||(0Bg) = 0. Assim, para quase todo R > 0,

/ v d|OE| — | ved|OF]. (A3.7)
Br

Br

Contudo, para toda ¢ € C}(RY; RY), podemos escrever

1
/ o v, d|OE]| = —— / (909 - vud|OE|.
RN T RN

Segue que ||0F, ||(Br) = ——||0E||(B:r) e, portanto,

1
/ ve, d|OE, || = N—l/ ved||OE||.
Br r Brr

Dividindo a expressdo acima por R e fazendo 7 — 0, obtemos, pois 0 € O,.qF, que

limf ve, d||OE, || = en.
r—0 Br
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Para R > 0 de modo que ||0F|[(0Bg) = 0, temos, do Teorema A.1,

|0F[(Br) < liminf |0, (Bz) = lim /B exvi, dIOF|

= / 6NI/Fd||8FH,
Bgr

por (A.3.7). Como |vr| = 1, ||0F|| q.s., da desigualdade acima, concluimos que
vr = ep, ||OF] g.s.

Em particular, para toda ¢ € C}(RY; RY),

/divcpdx:/ @ - end||OF]|.
F RN

Agora, seja 7). fun¢do mollifier, e defina f. := 7. x xr. Entdo

fedivpdr = / div(ne x p)dz = / Ne x (¢ - en)d||OF]|.
RN F RN
Além disso, aplicando o Teorema da Divergéncia,

fedivpdr = — Df. - pdx.
RN RN
A conclusdo é que 0;f, = 0,paraj = 1,2,--- N — 1 e dyf. < 0. Portanto, quando
e — 0, a menos de um conjunto 3" negligente,

F={Y eRY:Yy <a}, paraalgum nimero real .

Finalmente, devemos mostrar que o = 0. Isto é consequéncia da propriedade de densidade
listada no Lema (A.2). De fato, assuma que o > 0, entdo, como g, — xr em Li (RY),

loc
teriamos
|Bor N E|

wya¥ = |F N By| = lim|E, N B,| = lim —"—
r—0 T—

r
Mas o item (2) no Lema (A.2) nos levaria a
wna™ Y = |Bar \ E| + |Bay N E| > cr™a 4+ wya®.

Fazendo r — 0, obtemos uma contradi¢do. Similarmente, se « for negativo, o item (1) do
mesmo lema nos leva a uma contradicao. O]
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Note que, da prova do Teorema A.6, obtemos

10EI(B:)

rN-1

= [[0E,|[(By).

Como ||0H~(0)|[(0B;) = HN=Y(B, N H(0)) = 0, deduzimos que

. I9EI(B,)

r—0 TN_l

= [0H~(0)(B1) = HY"H(Bi N H(0)) = a(N — 1).

Isto €,

L 19EB,)
r—0 a(N — 1)7"N_1

A proxima etapa é mostrar que a fronteira reduzida, O,.q &/, de um conjunto de perimetro

localmente finito £ é uma hipersuperficie de casse C'!, a menos de um conjunto ||OF||

negligente. O proximo teorema fornece uma descri¢do completa da estrutura da fronteira
reduzida, mas primeiro mostraremos um interessante lema:

= 1. (A.3.8)

Lema A.3. Dado um conjunto de perimetro localmente finito E, existe uma constante
C, dependendo somente de E e dimensdo N, tal que, para qualquer conjunto de Borel
B C 0.eqF, vale

HYHB) < C|OE||(B).

Demonstragdo. Fixe €,d > 0. Como ||OF|| é uma medida de Radon
[0E((U) < [|0E|(B) + e,
para algum conjunto aberto U C B. Do Lema A.2, item (3), se © € Oyeq F,

1o OB, (@)

r—0 rN-1 ’

(A.3.9)

onde c s6 depende de NV e E. Defina
)
A= {Br(w) cx € B, B(x) CU, r< g °© |IOE|(B,(z)) > crN_l}.

Segue do Teorema da convergéncia de Vitali que existe uma familia de bolas disjuntas
{B,;(x)}3, C A, satisfazendo B C |J7Z, Bs,,(2;). Como diamBj,, () < 0, temos

HTHB) S a(N ~1) Y (5m) Y = 0D ()"
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Assim, tendo em vista (A.3.9), podemos escrever
Hz H(B) < Ci 10E|[(By,(x;)) < ClOE|(U) < C{|[OE|(B) + €}
j=1
Fazendo € — 0 e depois 6 — 0, obtemos o resultado desejado. [
Teorema A.7. Seja E conjunto de perimetro localmente finito em RY. Entdo
Dl — ([j cj> U,
j=1

onde cada C; é subconjunto compacto de uma hipersuperficie S; de classe C* e com
as notagoes anteriores, ||OE|(N) = 0. Além disso, vg|s, é normal ao conjunto S; e
|OE| = HN | 0req E, ie., para todo abeto A,

Per(E, A) := ||0E|(A) = HY 1 (0,ea E N A).

Demonstracdo. Com as notacdes introduzidas, segue do Teorema ?? que para todo z €
a1fedE1,

i [Br@NENH (@) . |(B(@) \ B) N H ()]

= 0. (A.3.10)

Pelo Teorema de Egorov, podemos achar conjuntos ||J||-mensuraveis disjuntos
{F}Z C Oreals,
tais que,
(i) [0E[|(F) < oo, |OE| (Grea B\ UZ, Fi) = 0,
(i1) a convergéncia em (A.3.10) é uniforme sobre F;, paracadai = 1,2,---.

Agora, para cada i, pelo Teorema de Lusin, existem conjuntos compactos disjuntos { £ }5°; C
F;, tal que

A . .
lIOE|| (E\HEZ)—O e V‘E? ¢ continua.

Por reindexago dos conjuntos, podemos dizer que { E}' }35_, = {C;}52,. Pelas informagdes
que temos até agora temos,
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@ DhaB+ (U4 ;) UN. OE]() =0,

(b) a convergéncia em (A.3.10) € uniforme em C;, e v| € continua .
G

Nossa estratégia agora é construir fungdes C', f; : RV — R, tais que f; = 0 em C; e
V f; = vg em C};. uma vez conseguidas essas funcdes, a familia de hipersuperficies

Sj={z €RY: fi(2) =0, [V f(2)| > 1/2}

satisfaz as condi¢des do Teorema. Em vista do teorema de extensdo de Whitney (veja por
exemplo [26], pagina 225), tudo que precisamos fazer € verificar que

pj(0) := sup { ‘VE(T) iU |_ ?)| 0<|ly—x| <0, z,y € Cj} — 0, (A.3.11)
y—x

quando o — 0. Para este fim, fixe j eum 0 < ¢ < 1. De (A.3.10) e das informagdes em

(a) e (b),existe0 <0 < 1,talqueparaz € Cjer < 2§

N 1 N

€ N
2 2N+2
(A.3.12)
Agora, sejam z,y € Cj e k= |r—y| < 6. Suponha inicialmente que vg(z)-(y—2) < ek.
Como € < 1,

|[ENB,.(2) NH"(2)| <

WMNTN e \EﬂBr(z)ﬂH_(z)|<wN(

Baw(y) C H" (z) N Bay(x). (A3.13)

De fato, para todo z = y + 2/, com |2/| < ek, vg(x) - (2 — x) > ex — |Z/| > 0. Contudo, a
primeira desigualdade em (A.3.12), com z = z,

|EN Bog(x) N HY (2)] < — (A.3.14)
Por outro lado, pela segunda desigualdade de (A.3.12) com z = y, temos
1 &N eNw
- N _N N N
|EN Be(y) N H (y)| > wne K (5 — 2N+2) > K (A.3.15)

Combinando (A.3.13), (A.3.14) e (A.3.15), chegamos a uma contradi¢do. O caso onde
ve(z) - (y— ) < —elx — y| é similar.

Estas observagdes mostram que ||OE| = HY!'|0,.qE. Para qualquer conjunto de
Borel B C 0,..qF, temos, de acordo com o Lema A.3,

HY"HBNN) < C|OE|(BNN) =0.
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Portanto, a menos de um conjunto "~ ! inegligente, podemos supor B C Uj’;l C;. Seja
B;:=BNC; CS;ep; :=HV S, e, puj(A) = HYN (AN S;), para todo conjunto
de Borel A. Como S; é uma superficie C*, dada qualquer bola B,.(x) centradaem z € B,

temos B

Lo 1i(Be(@)

r—0 (N — 1)rN-1
Combinando a condi¢ao acima com (A.3.8), achamos que

o m(Bi@)
P OEN(B () ~

=1.

e como cada p e ||OE|| sdo medidas de Radon, o Teorema da diferenciacdo para medidas
de Radon implica que ||0F|| = HN 71| 0,eq F.
L

Vamos finalizar enunciando um resultado sobre a validade do Teorema da Divergéncia
para conjuntos de perimetro localmente finito. Para isso, precisamos considerar um con-
junto maior que a fronteira reduzida: o qual é chamado fronteira no sentido da teoria
geométrica da medida 0, F

Definicao A.6. Um ponto x é dito pertencer a O0,F, a fronteira no sentido da teoria
geométrica da medida, de E, quando

B E B FE
lingvml>0 e limL]w>O.
r—0 r r—0 r

Uma outra maneira de ver € a seguinte: = € 0, F se ambos F e E° possuem densidade
positiva em torno de z. Como veremos, esta € uma informacao importante quando se
estudam problemas de fronteira livre. O proximo lema relaciona a fronteira reduzida com
a fronteira no sentido da medida tedrica.

Lema A.4. Seja E conjunto de perimetro localmente finito. Entdo O..qF C O, F e
HN"HOE\ OreaE) = 0.

Demonstragdo. O fato de que O,eq ¥ C O, F segue imediatamente de Lema A.2. Vamos
provar que HY Y9, E \ OreaE) = 0. Seja0 < a < 1

B, E
a = lim —| (z) 0 |7’N.
r—0 WN
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|Br(z)\E|

wnrN

Certamente, lim, _, = 1 — «. Portanto

min {|B,(z) N E|,|B,(z) \ E|} = min{a, (1 — a)}wyr™ + o(1).

Combinando a expressdo acima com a desigualdade isoperimétrica e a segunda desigual-
dade do Teorema A.4, obtemos

[9E1I(B,(z)) > c{min{a, 1 — a}wyr™ + o(1)}/V.
|OE|(B,(x))

Portanto, concluimos lim sup N1
N=—

r—0

> (. Finalmente, lembrando que

IOE([(RY \ 8reaE) = 0,
basta aplicar um argumento de cobertura para concluir que HY "1 (0,F \ 0,caF) = 0. [

Lembre de (A.2.2) que se E possui perimetro localmente finito € p € C}(RY; RY),

/E dive(y)dy = / () vp(a)d]OF]|(x). (A3.16)

Entretanto, ||OE||(RY \ d;q F) = 0 e do Teorema A.7,
10| = H" " [drea B

Contudo, do Lema A.4, HN1(0,FE \ 0,.qF) = 0. Concluimos, portanto, que
|0E|| = HN ' 0,E.

Em particular, H"~1(9, N K) < oo para todo compacto K C R™. Assim, (A.3.16) pode
ser reescrito em termos do Teorema da Divergéncia:

/E dive(u)dy = [ pla) vela)dd* (o),

O« E

Provamos assim que o Teorema da Divergéncia € valido para conjuntos de perimetro finito.
Mais precisamente:

Teorema A.8. Seja E conjunto localmente de perimetro finito. Entdo, para HN~1-q.t.p.
x € 0,F, existe uma tinico “vetor normal no sentido da medida tedrica”, v (z), tal que

/E divip(y)dy = /a o) vs(a)ds ),

para toda p € C{(RY;RY).
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Apéndice B
Direcoes futuras

Este apéndice é devotado ao estudo do problema de fronteira livre de duas fases (isto
€, quando ¢ muda de sinal) e o caso parabdlico. A similaridade de problemas de fronteira
livre elipticos e sua versdo parabdlica nos permitem fazer algumas adaptagdes.

B.1 Problema eliptico de duas fases

Nesta secdo, estamos interessados em discutir algumas ideias com relacao ao problema
de perturbacdo singular

{F(Dzu,x) = C(u) emQ (B.1.1)

u = em OS2,

em que ¢ muda de sinal e, portanto, se trata de um problema de duas fases. Como vimos
neste trabalho, a maior dificuldade em estudar o problema de fronteira livre para equagdes
totalmente nao-lineares € a falta de caracterizacdo variacional. Inspirado por este trabalho,
gostariamos de estender esses resultados para problemas de duas fases para equacdes total-
mente ndo-lineares. Iniciaremos nossa jornada observando alguns pontos principais deste
projeto. A primeira observagdo é o fato de que a existéncia de solu¢cdes minimais inde-
pende do sinal da fung@o ¢ na fronteira 02 e, portanto, o Teorema 2.1 continua vélido para
tais problemas. Entdo, com certeza, a primeira dificuldade diz respeito ao Teorema 2.3,
o qual fornece regularidade Lipschitz para as solu¢des. A priori, quando as solucdes .
de (B.1.1) mudam de sinal, em geral, é necessario uma férmula de monotonicidade para
equagoes totalmente ndo-lineares, como em [1]. Em um recente trabalho, E. Teixeira e
M. Montenegro em [20] provaram regularidade Lipschitz sem a utilizacdo da férmula de
monotonicidade. Eles obtiveram o seguinte resultado:
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Teorema B.1. Seja Q) C RY dominio limitado, G funcdo positiva de classe C*, F uni-
formemente eliptico com estimativa a priori C*' e u. familia de solucdes para

F(D*u) = G(z)C(u) em S

Suponha que exista 1 < \. < C tal que {u. = \.c} é localmente superficie de classe
Y com norma CY® uniformemente limitada. Entdo, dado subdominio ) € ), existe
constante K dependendo da dimensao, elipticidade, ( e GG, mas independe de ¢, tal que

max |Vu.(z)| < K.
ze)

A estratégia para demonstrar o teorema consiste em analisar o comportamento do gra-
diente em duas regides. Inicialmente na regido ). := {y € ' : |u.(y)| > €}, u. satisfaz
uma EDP homogénea e, portanto, temos um controle sobre o gradiente. A parte compli-
cada surge quando analisamos o gradiente sobre a area de transicao

Fe:={yeQ:|uly) <e}

Acredito que seja possivel provar o mesmo resultado retirando a hip6tese de regularidade
sobre as superficies de nivel {u. = A.c}. O resultado esperado é o seguinte:

Teorema B.2 (Em progresso). Seja u. uma familia de solucdes para a equagdo (B.1.1)
num dominio Q@ C RY tal que ||u.|| =@y < A, para algum A > 0. Sejam K C
conjunto compacto e T > 0 tal que B,(xo) C §), para todo vy € K. Entdo, existe
constante L = L(1, A) tal que

|\Vue(z)| < L para z € K.

Em seguida, com regularidade Lipschitz obtemos os mesmos resultados deste trabalho,
a qual listamos abaixo para problema de duas fases.

e A familia u. € uniformemente fortemente ndo-degenerada, ou seja, supg u. > cr.
Tal degenerescéncia € 6tima.

e A menos de subsequéncia, u. converge localmente uniforme para uma funcio no
espaco ug € Cp'}(Q) que satisfaz F(D?ug, z) = 0em QF := {ug > 0} eem Q~ :=
(2\ 20)° no sentido da viscosidade. Além disso, ug (z) < Cdist(x, d{uy < 0}),
para todo = € €' com dist(z, {up < 0}) < 1dist(Q,RY \ Q).

e A medida de Hausdorff HY = (0{ug > 0} N B) ~ rN 1,

e A fronteira livre reduzida possui medida total.
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Uma informagao fundamental na elaboracdo desse futuro projeto € a condicao de fron-
teira livre. O resultado esperado para a condicao de fronteira livre € a seguinte:

Teorema B.3 (Duas Fases). Seja u. familia de solucées minimais para (B.1.1) num dominio
Q C RY tal que u. — wug uniformemente em subconjuntos compactos de ), quando
e = 0. Sejam xy € QN {ug > 0} e n vetor normal a Q2 N 0{uy > 0} no sentido da
medida teorica. Suponha, além disso, que u~ é ndo-degenerada em x(. Entdo existem
operador eliptico F* e constantes o,y > 0 tais que

ug(z) = ax — zo,m)" — y(x — 20,m) ™ + 0| — T0|) (B.1.2)
com o
I Y B L
! F*(x(bn@n)

Vale a pena observar que, supondo F' invariante por rotagdes, o processo de homogeneizagao
descrito neste trabalho continua valido para problemas de duas fases. Por exemplo, o Teo-
rema 5.1 independe do sinal da solu¢do wu.. Esperamos ainda poder verificar a condi¢do
de fronteira livre em um sentido fraco, que ndo exija regularidade da fronteira livre. Uma
vez verificada tal condicdo, ja sabemos como empregar ferramentas da teoria geométrica
da medida para provarmos que, de fato, a fronteira livre sera de classe C''"7 e, portanto, a
condicdo (B.1.2) € satisfeita no sentido cldssico. O projeto € factivel, porém serd necessario
bastante esforco a fim de obter uma descri¢ao completa da condicao de fronteira livre. Um
entendimento da condi¢do de fronteira livre que possa aparecer neste processo teria um im-
pacto sobre o desenvolvimento de novas técnicas para estudar problemas de regularidade
da fronteira livre ainda ndo acessiveis através da teoria atual.

B.2 Caso parabdlico

O estudo da versao parabdlica

guE = C(ue) (B.2.1)

F(D?*u.,x) — T

¢ também uma importante linha de pesquisa. Este tipo de equacdo foi estudado inicial-
mente por Caffarelli e Vazquez em [6], Caffarelli, Lederman e Wolanski em [12] e [13],
entre outros. Novamente, a principal contribui¢cao deste projeto € achar uma condicdo
de fronteira livre no sentido da viscosidade. Nao € verdade, em geral, que fronteiras
livres parabdlicas Lipschitz sdo C'1® (veja, por exemplo, [2]) contradizendo o que ocorre
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no caso eliptico. A similaridade dos problemas de fronteira livre elipticos e suas versoes
parabdlicas nos leva a elaborar estratégias filoséficas para o problema. Vamos aqui estudar
algumas propriedades uniformes no parametro € e o limite, quando £ — 0, das solucdes
u(z,t) da equagdo

0
F(D?u.,x) — 5l = C(ue) (B.2.2)
onde ¢ > 0 e (. é como em (0.0.2).
Assim como no caso eliptico, o teorema de existéncia de solu¢des minimais para o

problema parabdlico

F(D*u,z) —u; = g(u)em Q x (0,7)
u(z,t) = 0 em 092 x[0,7T) (B.2.3)
u(0,2) = ¢(r)emQ.

ndo € barreira para a teoria. O problema surge novamente em obter estimativa uniforme
em ¢ com relacdo ao gradiente. O teorema esperado € o seguinte:

Teorema B.4 (Regularidade Lipschitz). Seja D € D C R, Existe constante C de-
pendendo de, |||l ||51]lces D, dimensdo, elipticidade e norma C" de F(M,-), mas
independente de ¢, tal que, para qualquer familia de solugcdes {u.}.~o de (B.2.2)

sup. [Vus(e, )] < C
(z,t)eD

e como Corolario

Colorario B.1. Seja u. familia de solugdes tal que ||u.|| L~ < A no sentido da viscosidade
de (B.2.2) num dominio D C RN*'. Seja K C D conjunto compacto e T > 0 tal que
NZ(K) C D. Existe constante L = L(1, A), tal que

|\Vue(z,t)| < L for (x,t) € K.

Considere agora uma familia de solucdes minimais u. para (B.2.2) definidas num
dominio D C RM*!, as quais sdo uniformemente limitadas na norma L> em D. Va-
mos mostrar que as funcdes u. sdo localmente uniformemente limitadas na semi-norma
Lip (1, %) , isto €, para todo compacto K C D, existe uma constante L, independente de ¢,
tal que

|Vue(z,t)| <L, e |uc(z,t) —u(z,t+ At)] < LAtV

para (z,t), (z,t + At) € K. Temos a seguinte defini¢o:
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Definicao B.1. Uma fungdo v pertence a classe Lipy.(1,1/2) num dominio D C RN+
se para todo K € D existe constante L = L(K) tal que

[o(x,t) = v(y, s)| < L(le —y| + |t = 5'/?)
para todo (z,t), (y,s) € K.
Para provarmos regularidade Lip(1, 1/2), precisamos do seguinte resultado.
Proposi¢do B.1. Sejau € C(B1(0) x [0,1/(4N + My)]) tal que
|u; — F(D*u,z)| < My no sentido da viscosidade
em {u < 0} U{u > 1}, para algum M, > 0. Suponho que |Vu| < L, para algum L > 0.

Existe uma constante C' = C(L) tal que

T) — < ] <T< — .
u(0.7) (0.0 SC i 0T < o

Demonstragdo. Suponha sem perda de generalidade que L > 1.
Parte I: Primeiro vamos provar o seguinte fato geral: se o cilindro

Qo = B1(0) X (to,t1) C {u <0} U{u > 1}

ety —tp < temos

4N—i1-M0’

De fato, seja
i 2L, ,

Entao, considerando

MF(D?*u, A\, A) == AZ e; + )\Z e

e; >0 e; <0
€
M~ (D*u, A\, A) = )\Z e + AZ e
e; >0 e; <0

onde €}s sdo autovalores de D?u, temos:

hi — F(D*h*",2) > hf —M" (D2h+, %A)

= (ANL+ Mo) — A== = M.
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h; — F(D*h~,z) < h; —M"~ (Dzh‘, %A)
- (AT
t N 7 7
e; >0 e; <0
—4LN
= —(ANL+ M) — A 0 = —M,.

Entao,
h} — F(D*h",x) > My and h; — F(D*h™,2) < —M,.

Sejaty <ty < t; tal que
|u(0,t) — u(0,tg)| < 2L para t € [ty,ta).

Vamos comparar u com h™ e h~ em @y, +,. De fato, pela continuidade Lipschitz no espago
com constante Lipschitz L, deduzimos que

h™ <u<h®™ 0,Quu-
Por outro lado,
h; — F(D*h™,x) < =My < u; — F(D*u,z) < My < bt — F(D*h™, )
no sentido da viscosidade. Portanto,
h™<u<h® em Q-
Em particular, como ty — tg < t; — to < m el >1,
|u(0,t2) — u(0,to)| < 2L.
Da desigualdade estrita, deduzimos que podemos tomar ¢, = ¢; e portanto,
|u(0,t1) — u(0,t)| < 2L.

1

Parte II: Vamos considerar agora o cilindro (g com 0 < 7' < NG

(@) Se Qo1 C {u <0} U{u > 1} podemos aplicar a parte I para concluir que

(0, T) — u(0,0)| < 2L
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(®) Se Qor € {u<0tU{u>1},seja0 <t; <ty <Texjas€ B,(0) tal que

0 <u(zy,t1) < 1,0 <z, ts) <1

(B1(0) x (0,4)) U (B1(0) x (t2,T)) € ({u < 0} U {u > 1}).

Entdo, pela parte I e continuidade Lipschitz no espago, temos

w(0,T) —u(0,0)] < |u(0,T) —u(0,t2)] + |u(0,t2) — ulza, t2)| + |u(w2, t2)|
+  |u(zq, t)] + |u(zy, 1) — w(0,t1)| + |u(0,t1) — u(0,0)]
< 202L+L+1)

€ a proposi¢ao estd provada.

Como consequéncia da Proposicao B.1 temos o seguinte teorema
Teorema B.S. Seja u. familia de solu¢des no sentido da viscosidade de
F(D*u,x) — u; = C.(u)

num dominio D C RN, Seja K C D compacto e T > 0 tal que No,(K) C D. Existem
constantes L = L(1) e C = C(L, 7) tais que

|Vue(z,t)| < L

luc(z,t + At) — u(z,t)| < C|AY?
para (x,t), (x,t + At) € K.

Demonstracdo. Aplicando o Corolario B.1, segue a existéncia de um L = L(7,A) > 0
tal que
\Vue(z,t)| < L for (x,t) € N, (K). (B.2.4)

Vamos agora provar regularidade Holder 1/2. Seja (zg,ty) € K e defina
1
(w.),(z,t) = —uc(xg + 1, to + 1°1).
r

Entao, se 0 < r < 7, segue que

o(w.),
ot

- Fr(DZ(wa)mx) = 68/r((w€>r)
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no sentido da viscosidade e
|V(w€)r(x, t)| = |VU€(ZE0 +rx,to + T’2t)| <L

para (z,t) € B1(0)x[0,1/(4N+B)], onde B = max,c| 1 3(s) (aqui usamos a estimativa
(B.2.4)).

Portanto, podemos aplicar a Proposi¢ao B.1 com M, = B para a fun¢io (w.), para
concluir que

[(10.),(0,8) = (w.),(0,0)] < C(L) para 0 <t <

T 4N+ B
Portanto,
|ug (0, to + 72t) — uc(z0,t0)| < O(L)r para 0 <t < 4N1—|— 5
Em particular, para0 < r < 7,
2
Us (xo,to + IN T B> — us(zo,t0)| < C(L)r. (B.2.5)

Finalmente, seja (zo,t + At) € K. Se 0 < At <
r = At'/2\/4AN + B in (B.2.5), ficando

luc (o, to + At) — ue (20, t0)| < C(L)VAN + BAtY?,

B 5 podemos tomar o nimero

Se, por outro lado, At > 4N +B, temos

2A
|uc (o, to + AL) — uc(xo, to)| < 24 < ==VAN + BAt'/?,
T

e o teorema esta provado. [

Com regularidade Lipschitz, acredito que podemos avancar na geometria fraca da
solug@o limite uy. Com relagdo a condi¢do de fronteira livre, o resultado esperado é
andlogo ao problema eliptico.

Teorema B.6 (Em progresso). Seja u. familia de solu¢oes minimais para o problema

F(D*u, ) —u; = C(u)
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num dominio D C RN*! tal que u. — uo uniformemente em subconjuntos compactos de
D, ec — 0. Seja (xg,tg) € DN O{uy > 0} e n vetor normal espacial unitdrio em (xg, to)
no sentido da medida parabdlica. Se u~ é ndo-degenerada em (x, ) entdo

uo(2,t) = af — wo, )" —y{w — w0, 1)” + ol — wo| + [t — to]'/?)

com
9 9 2T

o =y = .
T T Fmen, xo)

Até o momento, obtemos condi¢do de fronteira livre para a versao parabodlica de uma
fase. Esperamos ainda poder empregar ferramentas da teoria geométrica da medida para
obter regularidade C''" da fronteira livre. Seria, sem divida, uma grande conquista para a
teoria das equagdes elipticas parabdlicas nao-lineares.
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