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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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Tese submetida à Coordenação do Curso
de Pós-Graduação em Matemática, da Uni-
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Tese (doutorado)- Universidade Federal do Ceará;
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Resumo

Nosso trabalho tem como objetivo desenvolver uma nova técnica para pro-blema de
fronteira livre para equações totalmente não-lineares

F (D2u", Du", x) = �"(u") (0.0.1)

obtida quando "→ 0, onde �" → �0

∫
�, �0 função Delta Dirac.

Sobre o problema (0.0.1), inicialmente utilizamos o método da menor supersolução
para construir soluções adequadas para obtenção de algumas propriedades geométricas,
uniformes em ", das superfı́cies de nı́vel. Isto permite provar que a fronteira livre tem a
geometria fraca (no sentido da teoria geométrica da medida) adequada para nossos obje-
tivos. Dentre elas, citamos a estimativa uniforme e ótima do gradiente das soluções de
(0.0.1) e não-degenerescência.

Para problema governado por operadores côncavos, estabelecemos importantes pro-
priedades geométricas fracas, uniforme em ", das superfı́cies de nı́vel aproximadas. Es-
tudamos também uma análise aprofundada do problema de fronteira livre limite quando
"→ 0. Provamos que a função limite u0 = lim"→0 u" é solução de

F (D2u(x), Du(x), u(x), x) = 0

no conjunto de positividade Ω0 := {u0 > 0} e que u0 satisfaz as condições geométricas
adequadas. Neste caso, a função u0 é forte candidata para a solução do nosso problema de
fronteira livre. Finalmente, provaremos que a condição de fronteira livre vale no sentido
da viscosidade de Caffarelli, o qual envolve uma hipótese natural de homogeneização do
operador totalmente não-linear F . Em particular, para operadores invariantes por rotações,
F (D2u), vamos mostrar que a derivada normal da função limite u0 é constante ao longo
da fronteira livre. Provamos que, para operadores com coeficientes constantes, a fronteira
livre é de classe C1,�.
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Abstract

In this work we develop a fully nonlinear theory for singularly perturbed elliptic equa-
tions problems with high energy activation potentials, �"(u) with �" → �0 ⋅

∫
�. We esta-

blish uniform and optimal gradient estimates of solutions and prove that minimal solutions
are non-degenerated. For problems governed by concave equations, we establish uniform
weak geometric properties of approximating level surfaces. We also provide a thorough
analysis of the free boundary problem obtained as a limit as the "-parameter term goes
to zero. We find the precise jumping condition of limiting solutions through the phase
transi-tion, which involves a subtle homogenization process of the governing fully nonlin-
ear operator. In particular, for rotational invariant operators, F (D2u), we show the normal
derivative of limiting function is constant along the interface. Smoothness properties of
the free boundary are also addressed.

2



NOTAÇÕES:
Em todo trabalho N denotará a dimensão do espaço ℝN ,

∙ Ω é um domı́nio, isto é, um conjunto aberto, limitado, conexo de ℝN .

∙ Ω′ ⋐ Ω significa que o fecho do conjunto Ω′ ⊂ Ω′ ⊂ Ω e Ω′ é compacto.

∙ "≪ 1 significa que " é suficientemente pequeno ("≫ 1 é suficientemente grande).

∙ ∣S∣ representa a medida N -dimensional de Lebesgue do conjunto S.

∙ ℋN−1 indica a medida (N − 1)-dimensional de Hausdorff.

∙ N�(E) := {x ∈ ℝN : dist(x,E) < �}, E ⊂ ℝN .

∙ Br(x0) := {x ∈ ℝN ; ∣x− x0∣ < r}.

∙ ⟨., .⟩ produto escalar de ℝN .

∙ u+ = max(u, 0), u− = max(−u, 0).

∙ �S função caracterı́stica de um conjunto S.

∙ 
 ⊗ 
 representa a matriz (
i
j)i,j .

∙
∫
Br(x0)

u(x)dx =
1

∣Br(x0)∣

∫
Br(x0)

u(x) dx.

∙ Como usual Du = ( ∂u
∂xi

) e D2u = ( ∂2u
∂xi∂xj

) denotam o gradiente e a Hessiana de u,
respectivamente.

∙ ⎧⎨⎩
A perturbação {�"}">0 é uma aproximação da Delta Dirac �0

medida no seguinte sentido: �"(s) = 1
"
�
(
s
"

)
, onde o suporte de

� está em [0, 1], � é positiva em (0, 1) e
∫ 1

0
�(s)ds = T.

(0.0.2)

∙ A expressão aij(x)Diju(x)+bi(x)Diu+c(x)u representará o operador linear elı́ptico

N∑
i,j=1

aij(x)Diju(x) +
N∑
i=1

bi(x)Diu+ c(x)u.

1



Introdução

Sejam Ω ⊂ ℝN domı́nio limitado com ∂Ω uma hipersuperfı́cie compacta suave em ℝN ,
' : ∂Ω→ ℝ função não-negativa e Q : Ω̄→ ℝ função positiva. Uma questão importante
em Matemática Aplicada é saber se podemos encontrar outro domı́nio Ω′ com ∂Ω′ ⊂ Ω,
hipersuperfı́cie compacta, tal que seja possı́vel resolver o problema superdeterminado⎧⎨⎩

F (D2u, x) = 0 em Ω ∖ Ω′

u = ' em ∂Ω
u = 0, u� = Q em ∂Ω′

(0.0.3)

onde � é o fetor normal interior a ∂Ω′, F : S(N)× Ω→ ℝ é um operador totalmente não
linear e S(N) denota o espaço das matrizes simétricas de ordem N .

Versões variacionais do problema acima estão em conexão com o trabalho monumental
de Alt e Caffarelli [30]. De fato, para problemas regidos pelo Laplaciano, soluções de
(0.0.3) podem ser obtidas como mı́nimos do funcional

J(v) :=

∫
Ω

(∣∇v∣2 +Q2(x)�{x1>0})dx, (0.0.4)

dentre funções H1(Ω) com v = ' em ∂Ω. De fato é possı́vel mostrar (vide [30]) que
um mı́nimo do funcional (0.0.4) satisfaz u� = Q no conjunto ∂{u > 0} (veja Figura 1).
Inicialmente a equação é entendida em um sentido bastante fraco. Isto se deve ao fato
de não ser possı́vel, em princı́pio, garantir regularidade suficiente para u (observe que o
potencial J é descontı́nuo: portanto a teoria do cálculo das variações não se aplica) muito
menos suavidade da fronteira livre ∂{u > 0}.

Infelizmente, para problemas governados por operadores que não admitem um fun-
cional de Euler-Lagrange, por exemplo, operadores da forma não divergentes ou total-
mente não-lineares, ou ainda equações com termos de transporte, Δu+⟨b(x),∇u⟩, a teoria
variacional de Alt-Caffarelli não pode ser empregada neste caso e, portanto, foi necessário
desenvolver novas técnicas para solucionar o problema de fronteira livre (0.0.3) para op-
eradores não-variacionais.
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Figura 1: Motivação para o Laplaciano

Uma possı́vel abordagem para tais problemas na ausência de uma caracterização varia-
cional baseia-se em técnicas de perturbação singulare. A ideia básica é a seguinte: uma
possı́vel solução para o problema de fronteira livre (0.0.3) será obtida como limite de
soluções do problema regularizado{

F (D2u, x) = �"(u) em Ω
u = ' em ∂Ω,

(0.0.5)

onde �" é uma aproximação da função �0 de Dirac. Para cada " > 0 fixado, (0.0.5)
mo-dela problemas de difusão com ativação de alta energia. São importantes para este
campo de pesquisa, obtermos estimativas e propriedades geométricas uniformes em ".
Com relação ao nosso problema superdeterminado acima, (0.0.3), estimativas uniformes
em " são, então, transportadas para o problema de fronteira livre original.

Métodos regularizantes de perturbação singular para estudar (0.0.4), sua equação de
Euler-Lagrange, bem como versões parabólica têm recebido grande atenção nas duas
últimas décadas, veja por exemplo [6, 11, 12, 13, 31] entre outros. A equação da forma
F (D2u", x) = Δu" = �"(u") foi estudada nos anos 80 por Lawy-Stampacchia, Niren-
berg, Caffarelli, dentre outros. O estudo da equação (0.0.5) para operadores elı́pticos
mais gerais é, hoje em dia, um tópico de grande interesse cientı́fico. De fato, Berestycki,
Caffarelli e Nirenberg, em [31], iniciaram o estudo da equação (0.0.5) para operadores
lineares da forma Lu = aij(x)Diju + biDiu + cu, com coeficientes C1. Eduardo Teix-
eira em [21] (veja também [37]) fornece uma análise detalhada do problema aproximado
(0.0.5) governado pelo operador Lu = div(aij(x)Du) + biui + cu, com coeficientes mer-
amente Hölder contı́nuos. Permita-nos ainda citar os trabalhos de Caffarelli, Lederman e
Wolanski [12] e [13], para problemas com duas fases, e o trabalho de Danielli, Petrosyan e
Shahgholian, que estuda o problema (0.0.5) governado pelo p-Laplaciano (veja [16]). Com

3



a analogia sugerida acima, métodos de perturbação singular proporcionam uma abordagem
alternativa para a teoria Alt-Caffarelli. Ela permite o desenvolvimento de uma teoria não-
variacional através de uma análise assintótica da equação regularizada não-variacional.
Embora os trabalhos citados contemplem uma variedade grande de problemas elı́pticos
não-variacionais de relevância fı́sica, as técnicas desenvolvidas nestes trabalhos ainda são
de cunho variacional e dificilmente seriam adaptáveis a problemas totalmente não-lineares
e não-variacionais. De fato, a análise de problemas inevitavelmente não-variacionais ex-
igem novas abordagens em praticamente todas as etapas do trabalho. O desenvolvimento
destas soluções foi o tema central desta Tese de doutorado.

No Capı́tulo 2, obteremos para cada " > 0 fixado, resultados de existência e reg-
ularidade Lipschitz de soluções minimais para a equação (0.0.5). No capı́tulo 3, será
provado que a famı́lia de soluções minimais {u"}">0 possui crescimento linear e é uni-
formemente não-degenerada. Vale a pena observar que essas propriedades não são válidas
para qualquer tipo de solução do problema (0.0.5). No Capı́tulo 4, mostraremos que, a
menos de subsequencia, u" → u0 localmente uniforme e a função limite satisfaz a equação
diferencial F (D2u0, Du0, x) = 0 no conjunto de positividade Ω0 := {u0 > 0}, no sen-
tido da viscosidade. Ademais, u0 possui crescimento linear ao longo da fronteira livre
F(u0) := ∂{u0 > 0} e será fortemente não-degenerada. Mostraremos também uma es-
timativa local para a medida de Hausdorff da fronteira livre. Em seguida, listamos todos
resultados obtidos nessa primeira parte do trabalho.

∙ Para cada " > 0 fixado, a equação (0.0.5) possui uma solução minimal.

∙ Fixado um subdomı́nio Ω′ ⋐ Ω, existe constante C = C(Ω′) > 0, independente
de " > 0, tal que ∣∇u"∣ < C em Ω′. Ou seja, u" são localmente uniformemente
Lipschitz contı́nuas. Esta regularidade é ótima.

∙ A famı́lia {u"}">0 é uniformemente fortemente não-degenerada, ou seja, vale a
seguinte estimativa por baixo: supBr u" ≥ Cr. Tal degenerescência é ótima.

∙ A menos de subsequencia, u" converge local uniformemente para uma função Lips-
chitz contı́nua u0 que satisfaz F (D2u0, Du0, x) = 0 no conjunto Ω0, no sentido da
viscosidade. Ademais, u0(x) ∼ dist(x, ∂{u0 > 0}), para todo x ∈ {u0 > 0}.

∙ Para qualquer bola B centrada na fronteira livre, vale ℋN−1(B ∩∂{u0 > 0}) ∼ rN .

A listagem dos resultados acima (propriedades da geometria fraca relevantes ao pro-
blema) nos coloca em posição favorável para a investigação da regularidade da fronteira
livre. Neste tocante, destacamos a necessidade de provarmos condições de fronteira livre
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adequadas. Neste caso, demonstramos com sucesso a regularidade C1,� da fronteira livre
∂{u0 > 0}, a menos de um conjunto de medida de Hausdorff N − 1 nulo.

No Capı́tulo 5, trataremos da condição de fronteira livre, isto é, o comportamento
do gradiente ao longo da fronteira livre F(u0), o qual é uma questão bastante delicada.
Foi conjecturado que a condição de fronteira livre do problema F (D2u) = �"(u) está
intrinsecamente relacionada com a homogeneização do operador totalmente não-linear:

F ★(M) := lim
"→0

"F

(
1

"
M

)
. (0.0.6)

O resultado que obtivemos foi o seguinte: suponhamos que o operador F : S(N) → ℝ
seja invariante por rotações, isto é,

F (OTMO) = F (M),

para qualquer transformação ortogonal O ∈ O(N) (geometricamente isto significa que F
depende apenas dos autovalores da Hessiana), então, se u0 = lim"→0 u",

(u0)� ≡ �, em qualquer parte C1 da fronteira livre ∂{u0 > 0}, (0.0.7)

para alguma constante � a ser determinado. A prova destes resultados foi dividida em duas
etapas:

1. Inicialmente provamos que a condição de fronteira livre (0.0.7) é válida num sentido
fraco, que não exija regularidade a priori da fronteira livre (neste ponto obtemos tal
condição para operadores que possuem dependência na variável x, isto é, operadores
da forma F (M,x)). A estratégia foi considerar a homogenização

F ★(M,x) := lim
"→0

"F

(
1

"
M, x

)
. (0.0.8)

Com isso, obtemos condições necessárias e suficientes para a existência de homoge-
neização de operadores elı́pticos totalmente não-lineares (veja Proposição 5.6).

Nosso principal objetivo é o seguinte: para problemas isotrópicos governados por
operadores invariantes por rotações, existe um operador elı́pticos F ★ para o qual a
seguinte condição de fronteira livre é válida:

F ★(∇u0(z)⊗∇u0(z), z) = 2

∫
�, para z ∈ F(u0).

Nossa abordagem envolve uma análise crı́tica e linearização da equação acima.
Provamos que a equação acima vale no sentido da teoria geométrica da medida, bem

5



como no sentido da viscosidade de Caffarelli. Este último garante que u0 possui o
seguinte desenvolvimento assintótico

u0(x) =

√
2
∫
�

F ★(� ⊗ �, x0)
⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣),

próximo a pontos da fronteira livre. Observe que existem duas informações impor-
tantes sobre a afirmação acima. Primeiro é o comportamento linear assintótico das
soluções Lipschitz e não-degeneradas em torno de pontos regulares. Segundo é o
valor exato do coeficiente linear, a saber, u0 comporta-se linearmente em torno de
pontos regulares da fronteira livre e seu coeficiente é dado pela expressão

� =

√
2
∫
�

F ★(� ⊗ �, x0)
.

2. Uma vez provado isto, nos restringimos a operadores da forma F (D2u) e, usando
ferramentas da teoria geométrica da medida, provamos que, de fato, a fronteira livre
será de classe C1,
 e, portanto, a condição (0.0.7) será válida num sentido clássico.

Esta tese possui ainda dois apêndices. No Apêndice A, estudaremos alguns fatos rele-
vantes sobre a Teoria Geométrica da Medida. No Apêndice B, trataremos do problema de
duas fases e a versão evolutiva do problema de perturbação singular.
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Capı́tulo 1

Resultados preliminares

Neste capı́tulo, faremos uma breve descrição dos resultados básicos necessários para o
desenvolvimento dos capı́tulos subsequentes. Embora não incluamos detalhes das provas
desses resultados, colocamos as referências onde esses detalhes podem ser encontradas.
A principal dificuldade em definir solução fraca de equações totalmente não-lineares é
a ausência de estrutura divergente. O procedimento usual para definir solução fraca de
equações não-lineares em forma divergente consiste de multiplicar a equação por uma
função teste suave e integrar por partes (esta é a ideia de solução distribucional). Veremos
que, na definição de solução no sentido da viscosidade, também faremos uso de funções
teste suaves e de um procedimento para fazer as derivadas que aparecem na equação in-
cidirem sobre as funções teste. Entretanto, este procedimento será não-linear, em contraste
com o procedimento linear de integração por partes. A definição de solução no sentido da
viscosidade é inspirada no princı́pio do máximo para equações elı́pticas.

1.1 Soluções no sentido da viscosidade
A noção de solução de viscosidade foi introduzida por M. Crandall e P.L. Lions em

1983 [35], tendo sido colocada na forma atual por M. Crandall, L.C. Evans e P.L. Lions em
1984 [33]. Posteriormente, esta noção foi estendida a problemas fortemente não-lineares
de segunda ordem por R. Jensen [39] em 1988. Desde então, esta idéia de solução no sen-
tido da viscosidade teve impacto marcante na literatura recente em equações diferenciais
parciais não-lineares, especialmente no que tange a problemas totalmente não-lineares de
natureza elı́ptica e parabólica.O leitor pode consultar [34], que contém uma descrição do
desenvolvimento recente desta teoria.
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1.1.1 Definições básicas e apresentação de resultados
Para efeito da teoria a ser desenvolvida nos próximos capı́tulos, é conveniente tratar

equações diferenciais parciais mais gerais do que equações lineares. Nesta seção vamos
seguir as ideias do artigo [42] e do célebre livro [7]. Estudaremos resultados relacionados à
teoria de existência e regularidade para soluçoes “fracas”de equações elı́pticas totalmente
não-lineares da forma{

G(D2u(x), Du(x), u(x), x) = 0 em Ω
u = g em ∂Ω,

(1.1.1)

onde G(M, p, z, x) é uma função a valores reais definida em Γ = S(N) × ℝN × ℝ × Ω.
Vamos assumir que G é um operador uniformemente elı́ptico, isto é, existem constantes
positivas � ≤ Λ, tais que

G(M + P, p, z, x) ≤ G(M, p, z, x) + Λ∥P+∥ − �∥P−∥

para todo (M, p, z, x) ∈ Γ, e M,P ∈ S(N), onde ∥P+∥ representa máximo da parte
positiva dos autovalores de P , e ∥P−∥ = ∥(−P )+∥. Agora vamos definir o que vem a ser
uma solução fraca da equação.

Definição 1.1. Uma função contı́nua u : Ω → ℝ é chamada uma subsolução no sentido
da viscosidade da equação

G(D2u(x), Du(x), u(x), x) = 0

se para toda função ' ∈ C2(Ω) e para todo máximo local x0 de u− ', temos

G(D2'(x0), D'(x0), u(x0), x0) ≥ 0. (1.1.2)

A função u é chamada uma supersolução no sentido da viscosidade de (1.1.1) se para toda
' ∈ C2(Ω) e para todo mı́nimo local x0 de u− ', temos

G(D2'(x0), D'(x0), u(x0), x0) ≤ 0. (1.1.3)

Uma função u é uma solução no sentido da viscosidade (ou solução de Perron) de (1.1.1)
se for uma subsolução e uma supersolução.

Diremos que G(D2u(x), Du(x), u(x), x) ≥ 0 (respec. ≤,=) no sentido da viscosi-
dade em Ω quando u é subsolução (respec. supersolução, solução) no sentido da viscosi-
dader do problema (1.1.3).
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∙ O operador G é positivamente homogêneo de grau 1, se para todo (M, p, z, x) ∈ Γ

G(�M, p, z, x) = �G(M, p, z, x), para todo � > 0.

Definição 1.2. Dizemos que P é um paraboloide de abertura M quando

P (x) = ℓ0 + ℓ(x)± M

2
∣x∣2

ondeM é uma constante positiva, ℓ0 é uma constante e ℓ é uma função linear. O paraboloide
é convexo (ou côncavo) quando for + (ou −).

Definição 1.3. Dados duas funções contı́nuas u e v definidas num aberto A ⊂ ℝN e um
ponto x0 ∈ A, diremos que v toca u por cima em x0 em A quando

u(x) ≤ v(x) ∀x ∈ A

u(x0) = v(x0).

O próximo resultado estabelece uma forma alternativa para definir solução no sentido da
viscosidade para o problema (1.1.3). Ao leitor interessado na prova, sugerimos [7].

Proposição 1.1. As seguintes condições são equivalentes:

(1) u é subsolução no sentido da viscosidade de (1.1.3) em Ω;

(2) Se x0 ∈ Ω, A é vizinhança aberta de x0, ' ∈ C2(A),

u ≤ ' em A e u(x0) = '(x0), (1.1.4)

então G(D2'(x0), D'(x0), u(x0), x0) ≥ 0;

(3) Vale a mesma conclusão que (2) trocando ' por um paraboloide.

A terminologia adotada é a seguinte: dizemos que ' toca u por cima em x0 se existe
uma vizinhança aberta A de x0 tal que (1.1.4) vale.

Antes de continuarmos a seção, vale a pena observar que esta nova noção de solução
no sentido da viscosidade é compatı́vel com o conceito de solução clássica. De fato, se u
for solução clássica e u − ' possui um máximo local em x0, então D2u(x0) ≤ D2'(x0)
e, portanto, pela monotonicidade de G, segue que

G(D2'(x0), D'(x0), u(x0), x0) ≥ G(D2u(x0), Du(x0), u(x0), x0) = 0.

Reciprocamente, se uma solução no sentido da viscosidade u é de classe C2, então ela é
solução clássica. Portanto, podemos enunciar o seguinte resultado:
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Proposição 1.2 (veja [7]). Suponha u ∈ C2(Ω). u é uma subsolução de (1.1.3) em Ω se,
e somente se, G(D2u(x), Du(x), u(x), x) ≥ 0, para todo x ∈ Ω.

Observação 1.1. Note que se u é uma supersolução no sentido da viscosidade de (1.1.3)
em Ω, então v = −u é uma subsolução no sentido da viscosidade de

L(D2v(x), Dv(x), v(x), x) = 0 em Ω,

onde L(M, q, p, x) := −G(−M,−q,−p, x). Note que L possui mesmas constantes de
elipticidade de G. Portanto, todos os resultados que valem para supersoluções serão
válidos para subsolução e vice-versa.

O próximo resultado segue imediatamente da definição de subsoluções no sentido da
viscosidade. Deixamos a prova para o leitor.

Proposição 1.3. Suponha que u e v são subsoluções no sentido da viscosidade de (1.1.3)
em Ω. Então sup(u, v) é também uma subsolução no sentido da viscosidade de (1.1.3) em
Ω.

Soluções no sentido da viscosidade são estáveis com respeito à convergência uniforme
no seguinte sentido: se {um} ⊂ C0(Ω), {Gm} ⊂ C0(Γ) convergem uniformemente para
u e G, respectivamente, e Gm(um) ≥ 0, (≤ 0), no sentido da viscosidade, então G(u) ≥
0 (≤ 0), no sentido da viscosidade. Temos assim o seguinte resultado:

Proposição 1.4 (veja [7]). Seja {Gm}m≥1 sequência de operadores uniformemente elı́pticos
com constantes � e Λ, e seja {um}m≥1 ⊂ C(Ω) tal que

Gm(D2um(x), Dum(x), um(x), x) ≥ 0

no sentido da viscosidade em Ω. Suponha queGm converge uniformemente em subconjun-
tos compactos de Γ paraG, e que um converge uniformemente em subconjuntos compactos
de Ω para u. Então

G(D2u(x), Du(x), u(x), x) ≥ 0

no sentido da viscosidade em Ω.
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1.1.2 Operadores extremais de Pucci e estimativa ABP
Nesta seção, vamos definir de uma forma fraca a classe de “todas soluções para equações

elı́pticas”. Para isto, vamos introduzir os operadores extremais de Pucci. A ideia é
substituir qualquer equação particular por certas desigualdades dadas pelas constantes de
elipticidade.

Para todo M ∈ S(N) denotaremos os operadores minimal e maximal respectivamente
de Pucci:

M+(M,�,Λ) := Λ
∑
ei>0

ei + �
∑
ei<0

ei

e
M−(M,�,Λ) := �

∑
ei>0

ei + Λ
∑
ei<0

ei

onde e′is são os autovalores de M .
Seja agoraA uma matriz simétrica cujos autovalores pertencem ao intervalo [�,Λ], isto

é, �∣�∣2 ≤ Aij�i�j ≤ Λ∣�∣2 para todo � ∈ ℝN . Usaremos a seguinte notação A ∈ A�,Λ.
Defina um funcional linear ℒA por

ℒAM := AijMij = tr(AM), M ∈ S(N).

Como M = ODOt, onde Dij = ei�ij (ei são os autovalores de M ) e O é uma matriz
ortogonal, é possı́vel mostrar que

M−(M,�,Λ) = inf
A∈A�,Λ

ℒAM

M+(M,�,Λ) = sup
A∈A�,Λ

ℒAM

Os operadores extremais de Pucci satisfazem as seguintes propriedades:

Lema 1.1 (Veja [7]).

(1) M−(M,�,Λ) ≤M+(M,�,Λ);

(2) se �′ ≤ � ≤ Λ ≤ Λ′ então,

M−(M,�′,Λ′) ≤M−(M,�,Λ) e M+(M,�′,Λ′) ≥M+(M,�,Λ);

(3) M−(M,�,Λ) = −M+(−M,�,Λ);

(4) M±(�M, �,Λ) = �M±(M,�,Λ), se � ≥ 0;
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(5) M+(M) + M−(N) ≤M+(M +N) ≤M+(M) + M+(N);

(6) M−(M) + M−(N) ≤M−(M +N) ≤M−(M) + M+(N);

(7) N ≥ 0 então, �∥P∥ ≤M−(P ) ≤M+(P ) ≤ NΛ∥P∥;

(8) M+ e M− são uniformemente elı́pticas com constantes de elipticidades � e NΛ.

Definição 1.4. Sejam � ≤ Λ duas constantes positivas. Vamos denotar S(�,Λ) o espaço
das funções contı́nuas u em Ω tais que M+(D2u, �,Λ) ≥ 0 no sentido da viscosidade.
Similarmente, S(�,Λ) denota o espaço das funções contı́nuas u em Ω tal que M−(D2u, �,Λ) ≤
0 no sentido da viscosidade em Ω. Definimos também

S(�,Λ) := S(�,Λ) ∩ S(�,Λ).

Um ponto bastante importante diz respeito à relação entre operadores de Pucci com
soluções no sentido da viscosidade para (1.1.3)

Proposição 1.5. Suponha que u satisfaça

G(D2u(x), Du(x), u(x), x) ≥ 0 [respec. G(D2u(x), Du(x), u(x), x) ≤ 0]

no sentido da viscosidade em Ω e que G(0, p, z, x) = 0. Então

M+

(
D2u

�

N
,Λ

)
≥ 0

[
respec. M−

(
D2u

�

N
,Λ

)
≤ 0

]
.

Demonstração. De fato, seja ' ∈ C2 tocando u por cima em x0. Então,

0 ≤ G(D2'(x0), D'(x0), '(x0), x0)

≤ G(0, 0, 0, x0) + Λ∥[D2'(x0)]+∥ − �∥[D2'(x0)]−∥

≤ Λ
∑
ei>0

ei +
�

N

∑
ei<0

ei

= M+

(
D2'(x0),

�

N
,Λ

)
.

Vamos enunciar agora a versão geral do Princı́pio do Máximo de Aleksandrov-Bakelman-
Pucci (ABP) [45] para soluções no sentido da viscosidade.
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Definição 1.5. Seja v função contı́nua num aberto convexo A. O envelope convexo de v
em A é definido por

Γ(v)(x) := sup
w
{w(x) : w ≤ v em A, w convexa em A}

= sup
L
{L(x) : L ≤ v em A,L é função afim}.

para x ∈ A.

Temos que Γ(v) é uma função convexa em A. O conjunto {v = Γ(v)} é chamado de
conjunto contato de v.

Teorema 1.1 (veja [45]). Seja u subsolução de

G(D2u(x), Du(x), u(x), x) = f(x)

em Bd, onde Bd é uma bola aberta de raio d em ℝN com u ≥ 0 em ∂Bd. Então

sup
Bd

(u−) ≤ Cd

(∫
Bd∩{u=Γu}

(f+)N
) 1

N

onde C só depende das constantes de elipticidade �,Λ. Aqui estendemos u como sendo
zero fora de Bd, e portanto −u− é contı́nua em B2d; Γu é o envelope convexo em B2d de
−u−.

O próximo resultado é baseado na decomposição de Caldéron-Zygmund. Vamos de-
notar por Qℓ(x0) o cubo aberto de ℝN centrado em x0, de aresta ℓ, isto é,

Qℓ(x0) :=
N∏
i=1

(
xi0 −

ℓ

2
, xi0 +

ℓ

2

)
e Qℓ = Qℓ(0). Seja Q1 o cubo unitário. Começe dividindo Q1 em 2N cubos adjacentes de
lado 1/2. Cada subcubo, dividimos sobre 2N cubos, e assim por diante. Os cubos obtidos
nesses processos são chamados cubos diáticos. No que segue Q1 é um cubo unitário e Q
um cubo diático (veja [7]).

Lema 1.2. Sejam A ⊂ B ⊂ Q1 conjuntos mensuráveis e 0 < � < 1 tais que

(a) ∣A∣ ≤ � e

(b) Se Q é um cubo diático tal que ∣A ∩Q∣ > �∣Q∣, então Q̃ ⊂ B.
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Então ∣A∣ ≤ �∣B∣.

Com o Teorema 1.1 e lema 1.2, obtemos a desigualdade de Harnack (veja [7])

Teorema 1.2. Seja u solução do problema

G(D2u(x), Du(x), u(x), x) = f(x) em B1,

onde f é contı́nua e limitada em Q1. Então

sup
B1/2

u ≤ C( inf
B1/2

u+ ∥f∥LN (B1))

onde C é universal.

1.1.3 Regularidade de soluções
Nosso objetivo aqui é verificar que soluções no sentido da viscosidade de equações

totalmente não-lineares são continuamente diferenciáveis com derivadas primeiras Hölder
contı́nuas. Utilizando a abordagem de Perron de Ishii [23, 24, 25], seremos capazes de
inferir teoremas de existência para soluções continuamente diferenciáveis do problema de
Dirichlet. O operador G está sujeito inicialmente às seguintes condições:

(F1) (Elipticidade uniforme)

�tr(N) ≤ G(M +N, p, z, x)−G(M, p, z, x) ≤ Λtr(N)

(F2) ∣G(0, p, z, x)∣ ≤ �0 + �1∣p∣

(F3) ∣G(M, p, z, x)−G(M, q, t, y)∣ ≤ �0 + �1(∣p∣+ ∣q∣) + !(∣x− y∣+ ∣z − t∣)∥M∥

para todo x, y ∈ Ω, ∣z∣, ∣t∣ ≤ K0, p, q ∈ ℝN , M,N ∈ S(N) com N ≥ 0, K0 > 0,
onde �,Λ, �0, �1, são constantes positivas (dependendo possivelmente de K0), e ! é uma
função não-decrescente em ℝ+ com !(a) → 0 quando a → 0. Para as afirmações sobre
regularidade vamos exigir que ! seja uma função potência, isto é

!(a) = �2a
� (1.1.5)

para constantes positivas �2 e � . Observe que a condição (F1) implica continuidade
Lipschitz de G com respeito a M e, portanto, podemos expressá-la equivalentemente da
seguinte forma:

�I ≤ GM ≤ ΛI.

As condições estruturais (F1), (F2) e (F3) devem ser vistas em conexão com um exemplo
importante, a Equação de Isaac da teoria dos jogos estocásticos.
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Exemplo 1. Seja {L��} famı́lia de operadores lineares, indexada por dois parâmetros
� ∈ A, � ∈ ℬ, dados por

L��u := aij��Diju+ bi��Diu+ c��u (1.1.6)

onde aij�� , bi�� , c�� , f�� ∈ C0(Ω). A equação de Isaac correspondente e,

G[u] := inf
�∈A

sup
�∈ℬ

(L��u− f��) (1.1.7)

satisfará as condições (F1), (F2) e (F3) se o operador for uniformemente elı́ptico com
relação a � e �, isto é,

�I ≤ [aij��] ≤ ΛI.

para todo � ∈ A, � ∈ ℬ para constantes fixadas � e Λ, e os coeficientes aij�� são uniforme-
mente contı́nua (Hölder contı́nua também para satisfazer (1.1.5)) com os coeficientes bi�� ,
c�� e f�� uniformemente limitados. Quando os conjuntos A e ℬ coincidem, obtemos os
chamados operadores de Bellman.

Podemos agora enunciar um resultado de regularidade.

Teorema 1.3 ([42], Teorema 2.1). Seja u solução no sentido da viscosidade da equação
(1.1.1) num domı́nio Ω, onde G satisfaz as condições estruturais (F1), (F2) e (F3), jun-
tamente com (1.1.5). Então u é continuamente diferenciável em Ω, com primeira derivada
localmente Hölder contı́nua com expoente � dependendo somente de N, Λ

�
e � .

Teorema 1.4 ([42], Teorema 2.3). Seja u ∈ C0(Ω̄) solução no sentido da viscosidade do
problema de Dirichlet {

G(D2u,Du, u, x) = 0 em Ω
u = g em ∂Ω,

(1.1.8)

onde G satisfaz as condições estruturais (F1), (F2) e (F3), ∂Ω ∈ C1,� e g ∈ C1,� (Ω̄),
para algum � > 0. Então u ∈ C1,�(Ω̄) para alguma constante positiva � dependendo
somente de N,Λ/� e � , e temos a seguinte estimativa

∣u∣1,�;Ω ≤ C

onde C depende de N,Λ/�, �, �0/�, �1/�, �2/�, ∣g∣1,� , ∣u∣0;Ω e Ω.
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Observação 1.2. Se apenas as condições (F1) e (F2) são satisfeitas e u é uma solução
no sentido da viscosidade da equação (1.1.1) num domı́nio Ω, segue que u é duas vezes
diferenciável para quase todo ponto de Ω, veja [43]. Agora, se adicionarmos a (F1),
(F2) e (F3), a hipótese de convexidade ou concavidade do operador G com respeito à
variável M , então segue que u ∈ C1,�(Ω) para todo � < 1. Finalmente, se assumirmos
também que:

(F4) ∣G(M, p, z, x)−G(M, q, t, y)∣ ≤ ! (∣x− y∣+ ∣z − t∣+ ∣p− q∣) (1 + ∥M∥),

para todo x, y ∈ Ω, ∣z∣, ∣t∣, ∣p∣, ∣q∣ ≤ K0, M ∈ S(N), onde ! é como (1.1.5), então u ∈
C2,�(Ω) para algum � > 0 dependendo somente de N, Λ

�
, � . Se ∂Ω ∈ C2,� , g ∈ C2,� (Ω̄)

e u solução de viscosidade de (1.1.8), então u ∈ C2,�(Ω̄); (C1,�(Ω̄) para todo � < 1 se
(F4) não for assumido). Estas últimas afirmações seguem por considerações de quociente
diferencial de segunda ordem; (veja [44]).

1.1.4 Existência de soluções viscosas
Esta seção tem como objetivo ampliar a discussão sobre a questão de existência de

soluções no sentido da viscosidade para equações totalmente não-lineares. Existem várias
abordagens utilizadas na literatura para obter resultados de existência de soluções no
sentido da viscosidade para os problemas, principalmente o problema de Dirichlet, para
equações elı́pticas totalmente não-lineares da forma (1.1.1) (veja [42] ou [25]).

Um desses métodos é o chamado método de Perron, que consiste em encontrar soluções
de viscosidade como supremos de famı́lias de subsoluções. A ideia é baseada no método de
Perron clássico para obter existência de solução para a equação de Laplace. A formulação
deste método para equações totalmente não-lineares é devida a H. Ishii [23], [24] e [25].
Sob as hipóteses (F1), (F2) e (F3), vários teoremas de existência podem ser formulados
dependendo do tipo de comportamento da fronteira e limitação a priori das soluções. Uma
condição padrão é a seguinte:

�tr(N) ≤ G(M +N, p, z, x)−G(M, p, z, x)

(sign(z))G(0, p, z, x) ≤ �0 + �1∣p∣. (1.1.9)

para todo (M, p, z, x) ∈ Γ, N ∈ S(N), N ≥ 0, onde agora �, �0, �1 são constantes
fixadas. Para dados de fronteira suave, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.5 ([42], Teorema 3.1). Seja G ∈ C0(Γ) satisfazendo as condições estruturais
(F1), (F2), (F3) juntamente com (1.1.9). Então, se ∂Ω ∈ C1,� , g ∈ C1,� (Ω̄) para algum
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� > 0, existe uma solução no sentido da viscosidade u ∈ C1,�(Ω̄) do seguinte problema
de Dirichlet {

G(D2u,Du, u, x) = 0 em Ω
u = g em ∂Ω,

para algum � > 0, dependendo somente de N,Λ/� e � .

A prova do teorema anterior combina a existência de soluções contı́nuas de Ishii
[25] com a regularidade comentada na observação 1.2. O trabalho de Ishii envolve dois
estágios, ou seja, uma abordagem do método de Perron para soluções de viscosidade e um
princı́pio de comparação para inferir sua continuidade. Como indicado acima, o primeiro
estágio requer hipóteses mı́nimas. Para qualquer função u : Ω → ℝ definimos seu enve-
lope semicontı́nuo superior (inferior) u★ : Ω̄→ ℝ ∪ {−∞,∞} por

u★(x) := lim sup
r↓0

{u(y) : y ∈ Br(x) ∩ Ω} para x ∈ Ω̄,

e u★ : Ω̄→ ℝ ∪ {−∞,∞} por

u★(x) := lim sup
r↓0

{u(y) : y ∈ Br(x) ∩ Ω} para x ∈ Ω̄.

Obviamente que u★ ≥ u ≥ u★ em Ω e que u★ = (−u)★. Vamos descrever rapidamente
aqui o método de Perron de Ishii. Segundo Ishii, uma função u em Ω é chamada uma
subsolução de viscosidade (supersolução) de (1.1.1) em Ω se u★(y) < ∞, para x ∈ Ω̄
(resp. u★(x) > −∞) e se seu envelope semicontı́nuo superior (inferior) u★(u★), cor-
responde à definição de solução de viscosidade dada anteriormente, isto é, para toda
' ∈ C2(Ω), y ∈ Ω e (u★ − ')(y) = maxΩ(u★ − '),

G(D2'(y), D'(y), u★(y), y) ≤ 0

(para toda ' ∈ C2(Ω), y ∈ Ω e (u★ − ')(y) = minΩ(u★ − '),

G(D2'(y), D'(y), u★(y), y) ≥ 0).

Como antes, u é uma solução de viscosidade, se for tanto subsolução e supersolução. A
existência de tais soluções de viscosidade generalizada é garantida pelos resultados abaixo

Proposição 1.6 (Veja [25]). Seja G função contı́nua em Γ. Seja S famı́lia não-vazia de
subsolução de viscosidade de (1.1.1). Defina uma função u em Ω por

u(x) := sup
v∈S

v(x), x ∈ Ω.

Suponha que u★(x) < ∞ para x ∈ Ω̄. Então u é uma subsolução de viscosidade de
(1.1.1).
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Proposição 1.7 (Veja [25]). Seja G ∈ C0(Γ) elı́ptica não-degenerada e suponha que
existam uma supersolução de viscosidade u1 e subsolução de viscosidade u2 de (1.1.1) em
Ω com u1, u2 ∈ C0(Ω̄) e u1 ≤ u2. Então existe uma solução no sentido da viscosidade de
(1.1.1) em Ω satisfazendo u1 ≤ u ≤ u2.

Para o princı́pio de comparação, devemos trocar a condição (F3) por

(F5)

{
G é monótona crescente com respeito a variável z
∣G(M, p, z, x)−G(M, q, z, y)∣ ≤ !(∣x− y∣) + �(∣x− y∣∥M∥+ ∣q − p∣),

(1.1.10)
para x, y ∈ Ω, ∣z∣ ≤ K0, p, q ∈ ℝN , M ∈ S(N), onde ! é como em (F3) e � é uma
constante positiva. Então temos,

Lema 1.3 (veja [25]). Seja u, v ∈ L∞(Ω) respectivamente subsolução e supersolução de
viscosidade da equação (1.1.1) em Ω com u★ ≤ v★ em ∂Ω, e suponha G satisfazendo (F1)
(ou pelo menos a primeira desigualdade) e (F5). Então u★ ≤ v★ em Ω.

Combinando os Lemas 1.7 e 1.3, deduzimos existência de uma única solução de vis-
cosidade do problema de Dirichlet{

G(D2u,Du, u, x) = 0 em Ω
u = g em ∂Ω,

quando (1.1.9) e (F5) são válidos, g ∈ C0(Ω̄) e ∂Ω satisfaz, por exemplo, a condição
de barreira. Se juntarmos as condições (F1), (F2) e (F3), obtemos uma única solução
u ∈ C1,�(Ω) ∩ C0(Ω̄), como consequência do Teorema 1.5. A remoção da condição
(F5) pode ser obtida por aproximação e utilização do Teorema de Leray-Schauder, ([17],
Capı́tulo 11).

Destacamos que a solução do problema de Dirichlet no Teorema 1.5 será única se (F5)
vale com ∣x− y∣ trocada por ∣x− y∣1/2, bem como o princı́pio de comparação, Lema 1.3,
pode ser estendida se as funções u, v ∈ C0,1(Ω), [41].

Exemplo 2. Considere a equação de Isaac (1.1.6) com conjuntos de ı́ndices enumeráveis
A e ℬ tal que c�� ≤ 0 ∀� ∈ A, � ∈ ℬ. Nestes termos, a condição (1.1.9) é satisfeita,
além disso também são válidas elipticidade uniforme e continuidade dos coeficientes como
formulado na seção anterior. Sob estas condições, podemos enunciar o seguinte resultado
de existência: Para ∂Ω ∈ C1,� existe uma solução de viscosidade u ∈ C1,�(Ω̄) para
algum � > 0, do problema de Dirichlet para a equação de Isaac (1.1.7){

inf�∈A sup�∈ℬ(L��u− f��) = 0 em Ω
u = g em ∂Ω,

a qual é única se aij�� ∈ C1/2(Ω), uniforme com relação a A, ℬ.
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Vamos agora nos concentrar nas estimativas W 2,p para soluções no sentido da viscosi-
dade para equações da forma (veja [45] ou [7])

F (D2u, x) = f(x),

e estimativas C1,� (segundo Caffarelli) para equações mais gerais da forma

G(D2u(x), Du(x), u(x), x) = f(x),

num domı́nio Ω (veja [45]). Com relação à estimativa W 2,p, segue o seguinte resultado.

Teorema 1.6. Seja u solução no sentido da viscosidade de

G(D2u(x), x) = f(x)

com ∣u∣ < 1, e seja

S(x) = sup
M

∣G(M,x)−G(M, 0)∣
∥M∥+ 1

onde o supremo é tomado no espaço das matrizes simétricas S(N). Se a equação

G(D2v +M, 0) = P,

para M,P na superfı́cie G(M, 0) = P , possui estimativa C1,1:

∥D2v∥L∞(Br) ≤
C

r2
∥v∥L∞(B2r) (1.1.11)

e
∥S(x)∥L∞(B1) ≤ �0(�,Λ),

então, para p > N , u ∈ W 2,p(B1/2) e

∥u∥W 2,p(B1/2) ≤ C(∥u∥L∞(B1) + ∥f∥Lp(B1)).

Temos o seguinte lema, cuja prova baseia-se num argumento de compacidade. Esse
resultado desempenha um papel central e é a verdadeira razão pela qual somos capazes de
desenvolver um método totalmente não-linear, sem linearização.

Lema 1.4 (veja [45]). Seja u solução no sentido da viscosidade de

F (D2u(x), Du(x), x) = f(x) em B1
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com ∣u∣ ≤ 1. Seja

Sℎ(x) := sup
∣q∣≤ℎ

∣F (M, p+ q, x)−G(M, p, 0)∣
∥M∥+ 1

onde o supremo é tomado sobre M, p, q. Então, para todo " > 0, existe �(", �,Λ) e
ℎ(", �,Λ) tal que, se {

G(D2v, 0, 0) = 0 em B1/2

v = u em ∂B1/2,

então
∥u− v∥L∞(B1/2) ≤ ",

desde que a condição de pequena oscilação

∥Sℎ∥Ln(B1) + ∥f∥LN (B1) ≤ �(", �,Λ),

para ℎ ≥ ℎ(", �,Λ), seja satisfeita.

Vamos comentar agora resultados sobre estimativas C1,� para soluções no sentido da
viscosidade. Em adição ao argumento de compacidade descrito acima, a prova deste lema
depende do teorema de unicidade de Jensen [40] e do teorema 1.6 para operadores max-
imais de Pucci [15]. Deste lema, obtemos estimativas de Schauder C1,� e W 2,p para
equações totalmente não-lineares gerais. Por exemplo, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.7. Seja u solução no sentido da viscosidade de

F (D2u,Du, x) = f(x) em B1.

(a) Suponha que a equação
F (D2v, P, 0) = 0

possui estimativa C1,� (similar a (1.1.11)). Então existe �0 = �0(�, �,Λ) tal que, se

limr→0

(
limℎ→0

(∫
Br

∣Sℎ∣Ndx
)1/N

)
+ ∥u∥∞ ≤ �0,

então u é C1,� em x = 0 para � < �, quando(∫
Br

∣f ∣Ndx
)1/N

≤ Cr−1+�
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(b) Suponha que a equação
F (D2v,Dv + P, 0) = 0

possui estimativa C1,� . Então existe �0 = �0(�, �,Λ) tal que, se

limr→0

(∫
Br

∣S∞∣Ndx
)1/N

≤ �0,

então u é C1,� em x = 0 para � < �, quando(∫
Br

∣f ∣Ndx
)1/N

≤ Cr−1+�.

Teorema 1.8. Seja u solução de

F (D2u, x) = f(x).

Se a equação
F (D2v + C, 0) = D,

para C,D na superfı́cie F (C, 0) = D, possui estimativa C2,� (similar a (1.1.11)),(∫
Br

∣S∣Ndx
)1/N

≤ Cr�

e (∫
Br

∣f(x)− f(0)∣Ndx
)1/N

≤ Cr�,

então u ∈ C2,� em 0 para � < �.

Observação 1.3. Com uma combinação dos resultados acima, é possı́vel obter teoria de
regularidade para operadores da forma

G(D2u(x), Du(x), u(x), x) = f(x)

Por exemplo, veja em [45].
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Capı́tulo 2

Existência e regularidade

Neste capı́tulo estudaremos existência e regularidade de solução para a equação

F (D2u,Du, x) = �"(u)

onde F : S(N)×ℝN ×Ω→ ℝ é um operador totalmente não-linear, S(N) é o espaço das
matrizes simétricas N ×N , e F satisfaz as seguintes condições estruturais:

(C1) (Elipticidade uniforme) Existem constantes 0 < � ≤ Λ tais que

F (M+P, p, x) ≤ F (M, p, x)+Λ∥P+∥−�∥P−∥, ∀M,P ∈ S(N), ∀(p, x) ∈ ℝN×Ω.

(C2) (Hölder continuidade) Existem constantes �1 > 0, �2 > 0 e módulo de Hölder
continuidade !(r) = �0r

� tais que

∣F (M, p, x)− F (M, q, y)∣ ≤ min
(
!(∣x− y∣) + �1(∣x− y∣∣∣M ∣∣+ ∣q − p∣),

�1 + �2(∣p∣+ ∣q∣) + !(∣x− y∣)∣∣M ∣∣
)

(C3) (Normalização) Para todo (p, x) ∈ ℝN × Ω, vale

F (0, p, x) = 0.

Vamos considerar também o problema de Dirichlet associado

(E")

{
F (D2u,Du, x) = �"(u) em Ω

u = ' em ∂Ω,

no qual a condição de fronteira ' é não-negativa num domı́nio Lipschitz Ω ⊂ ℝN . Neste
caso, diremos que o problema é de uma fase. Caso ' mude de sinal, diremos que o
problema é de duas fases. O termo de perturbação �" é construı́do da seguinte forma:
fixado uma função suave não-negativa � satisfazendo
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(�1) � > 0 em (0, 1) e o suporte de � está contido em [0, 1].

(�2) � é crescente em [0, 1/2) e decrescente em (1/2, 1].

O termo de perturbação é definido da seguinte forma:

�"(u) :=
1

"
�
(u
"

)
.

Note que, se chamarmos

T :=

∫ 1

0

�(s)ds,

então �" aproxima-se de T vezes a massa Dirac �0. O objetivo principal deste trabalho é
analisar o comportamento das soluções quando fazemos "→ 0+.

1

b

1e

be

Figura 2.1: Gráfico das funções �"

2.1 Existência de soluções minimais
Um desafio tı́pico no estudo de problemas de fronteira livre para operadores não-

lineares consiste em escolher uma solução para o problema (E") que seja ampla o bastante
para permitir certas propriedades geométricas para o problema. Nosso primeiro objetivo
é mostrar que a equação (E") possui pelo menos uma solução no sentido da viscosidade.
De fato, nós não só provamos a existência de solução, mas também proporcionamos uma
técnica para selecionar soluções especiais (as quais chamaremos de soluções minimais) da
equação (E"). Essas soluções selecionadas nos proporcionarão, nos capı́tulos seguintes,
importantes propriedades geométricas, por exemplo, propriedade de crescimento linear,
para esta famı́lia de soluções.
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Observe que, devido à falta de monotonicidade da equação (E") com relação à variável
u, o método de Perron clássico não pode ser diretamente empregado. Nosso primeiro
resultado de cunho não-variacional que provamos foi uma adaptação do método de Perron
para soluções no sentido da viscosidade. Vamos mostrá-lo de uma forma um pouco mais
geral para futuras referências.

Teorema 2.1. Seja g uma função limitada, Lipschitz definida na reta real ℝ. Suponha F
satisfazendo as condições estruturais (C1), (C2) e que a equação

F (D2u,Du, x) = g(u)

admita uma subsolução Lipschitz no sentido da viscosidade u★ e uma supersolução Lips-
chitz no sentido da viscosidade u★ tais que u★ = u★ = ' ∈ C(∂Ω). Defina o conjunto de
funções,

S :=
{
w ∈ C(Ω); u★ ≤ w ≤ u★ e w supersolução de F (D2u,Du, x) = g(u)

}
.

Então,
v(x) := inf

w∈S
w(x)

é uma solução contı́nua no sentido da viscosidade de{
F (D2u,Du, x) = g(u) em Ω

u = ' em ∂Ω.

Demonstração. Seja � > 0 tal que ∣Dg∣ < �/2 e ℎ(z) = �z − g(z). Para f ∈ C0,1(Ω),
defina o seguinte operador uniformemente elı́ptico,

Gf [u] = Gf (D
2u,Du, u, x) = F (D2u,Du, x)− �u+ f(x).

Então o operador Gf satisfaz as condições (F1), (F2), (F3), (1.1.9) e (F5) do capı́tulo
1, com constantes dependendo de f . Portanto, satisfaz o princı́pio de comparação. O
método de Perron clássico fornece uma solução contı́nua no sentido da viscosidade para o
problema de Dirichlet: {

Gf (D
2u,Du, u, x) = 0 em Ω

u = ' em ∂Ω.
(2.1.1)

Além disso, essa solução é única e, pela teoria clássica de regularidade elı́ptica, existe
uma constante universal 
 = 
(�,N, �,Λ) ∈ (0, 1) tal que

u ∈ C1,
(Ω) e ∣∣u∣∣C1,
(Ω) ≤ C
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onde C = C(Ω, N,Γ/
, �, �0/�, �2/�, ∣∣'∣∣C1,
(Ω), ∣∣u∣∣L∞(Ω), ∣∣f ∣∣C0,1(Ω)).
Vamos agora reproduzir um argumento iterativo como segue: sejam u0 := u★ e uk+1

única solução para o problema{
Gfk(D

2u,Du, u, x) = 0 em Ω
u = ' em ∂Ω.

(2.1.2)

onde fk(x) = ℎ(uk(x)). O princı́pio de comparação produz a seguinte cadeia de desigual-
dades:

u★ = u0 ≤ u1 ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ uk ≤ uk+1 ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ u★ (2.1.3)

De fato, observe inicialmente que

Gf0 [u] = F (D2u,Du, x)−�u+ℎ(u0) = F (D2u,Du, x)−ℎ(u)+ℎ(u0)−g(u) (2.1.4)

Gfk [u] = F (D2u,Du, x)− �u+ ℎ(uk) = Gfk−1
[u] + ℎ(uk)− ℎ(uk−1), k ≥ 1 (2.1.5)

G★[u] := F (D2u,Du, x)−�u+ℎ(u★) = F (D2u,Du, x)−ℎ(u) +ℎ(u★)− g(u) (2.1.6)

G★[u] := F (D2u,Du, x)− �u+ ℎ(u★) = Gfk [u] + ℎ(u★)− ℎ(uk), k ≥ 0 (2.1.7)

Portanto, de (2.1.4), Gf0 [u1] = 0 ≤ Gf0 [u0] no sentido da viscosidade. Pelo princı́pio
de comparação, temos que u0 ≤ u1 em Ω. Suponha indutivamente que uk−1 ≤ uk em
Ω. Como ℎ é crescente, por (2.1.5), Gfk [uk+1] = 0 ≤ Gfk [uk] no sentido da viscosidade.
Portanto, aplicando novamente o princı́pio de comparação, obtemos uk ≤ uk+1 em Ω. Por
(2.1.6) e (2.1.7) com k = 0, G★[u1] ≥ 0 ≥ G★[u★] no sentido da viscosidade, também
u1 ≤ u★ em Ω. Suponha verificado que uk ≤ u★ em Ω por (2.1.7), G★[uk+1] ≥ 0 ≥ G★[u★]
no sentido da viscosidade. Portanto, pelo princı́pio de comparação uk+1 ≤ u★ em Ω.

De (2.1.3), podemos definir o limite pontual

v(x) := lim
k→∞

uk(x).

Segue de (2.1.5) que existe uma constante C = C(�, ∣∣u★∣∣L∞(Ω), ∣∣u★∣∣L∞(Ω)) tal que
∣F (D2uk, Duk, x)∣ ≤ C, no sentido da viscosidade, para todo k ≥ 1. Pela teoria de
regularidade elı́ptica, esta sequência é localmente uniformemente Hölder contı́nua. Pelo
teorema de Ascoli-Arzela, a menos de subsequência, ela converge localmente uniforme
em Ω. Passando para uma subsequência se necessário, podemos assumir que Gfk con-
verge localmente uniforme para G[u] = F (D2u,Du, x) − �u + ℎ(u). Conclusão, v é
solução no sentido da viscosidade de

F (D2u,Du, x) = g(u)
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Para finalizar, vamos verificar que v é a menor supersolução entre u★ and u★. Para isto,
seja w ∈ S. Temos,

Gfk [u] = F (D2u,Du, x)− �u− ℎ(uk)

= F (D2u,Du, x)− ℎ(w) + ℎ(uk)− g(w), k ≥ 0 (2.1.8)

Tomando k = 0 em (2.1.8), obtemos Gf0 [u1] = 0 ≥ Gf0 [w] no sentido da viscosidade.
Aplicando o princı́pio de comparação obtemos w ≥ u1 em Ω. Verificado que w ≥ uk,
temos por (2.1.8), Gfk [uk+1] = 0 ≥ Gfk [w] no sentido da viscosidade, o qual implica
w ≥ uk+1 em Ω. Passando o limite quando k →∞, concluı́mos que

v(x) = inf
w∈S

w(x),

e a prova do Teorema 2.1 está concluı́da.

Vamos agora retornar ao problema de existência de soluções (minimais) para o pro-
blema de Dirichlet (E"). Escolha u★ = u★(") e u★ = u★(") soluções para os seguintes
problemas de Dirichlet{

F (D2u★, Du★, x) = ℘ em Ω
u★ = ' em ∂Ω

{
F (D2u★, Du★, x) = 0 em Ω

u★ = ' em ∂Ω

onde ℘ := sup ��. A existência de tais soluções é consequência padrão do método de
Perron (veja, por exemplo [25]). Por construção, u★ é subsolução no sentido da viscosidade
de (E") e u★ é uma supersolução no sentido da viscosidade de (E"). Além disso, u★, u★ ∈
C0,1(Ω̄). Portanto, uma aplicação direta do teorema 2.1 assegura o seguinte Teorema de
existência:

Teorema 2.2 (Existência de Soluções Mı́nimas). Seja Ω ⊂ ℝN domı́nio Lipschitz e ' ∈
C(∂Ω) condição de fronteira não-negativa. Então, para cada " > 0, o problema{

F (D2u�, Du", x) = ��(u�) em Ω
u� = ' em ∂Ω.

possui pelo menos uma solução mı́nima (no sentido da viscosidade) u� ∈ C(Ω̄) tal que

u★ ≤ u" ≤ u★.

Como mencionado anteriormente, mais importante do que garantir a existência de
uma solução para (E"), o Teorema 2.2 fornece uma escolha particular dessas soluções.
Em comparação com problemas variacionais de perturbações singular, esta escolha é um
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substituto para a escolha de minimizantes do funcional de Euler-Lagrange (ver, por e-
xemplo, [37] para mais detalhes). Portanto, salvo indicação em contrário, sempre que
falarmos solução no sentido da viscosidade para (E"), queremos dizer soluções mini-
mais fornecida pelo Teorema 2.2. A abordagem pelo método da menor supersolução é
usado para construir soluções para (E"), cujos conjuntos de nı́vel satisfazem algumas pro-
priedades geométricas que são preservadas por passagem ao limite.

2.2 Regularidade Lipschitz
Nosso objetivo nesta seção é provar que, se u" são soluções do problema (E"), então

Du" são uniformemente limitados em ". Veremos que essa é a regularidade ótima que
podemos esperar (uniforme no parâmetro "). Nossa estratégia é inspirada por um argu-
mento devido a Caffarelli. Inicialmente, vamos mostrar que a famı́lia de soluções mini-
mais são uniformemente limitadas.

Lema 2.1. Seja u" qualquer solução (no sentido da viscosidade) da Equação (E"). Então
0 ≤ u" ≤ ∥'∥∞ em Ω.

Demonstração. Observe inicialmente que �" ≥ 0. Defina ũ" := u" − ∥'∥∞. Note que
ũ" ≤ 0 em ∂Ω e

F (D2ũ", Dũ", x) = F (D2u", Du", x) ≥ 0.

A estimativa por cima segue imediatamente aplicando a estimativa ABP (Alexandroff-
Bakelman-Pucci) adaptada para soluções de viscosidade (veja, [3] ou [7]). Vamos provar
agora a não-negatividade de u". Suponha, por contradição, que a região

A" := {x ∈ Ω : u"(x) < 0}

é não vazia. Como �" possui suporte em [0, "],

F (D2u", Du", x) = 0 em A",

no sentido da viscosidade. Contudo, como u" ≥ 0 em ∂Ω, temos u" ≥ 0 em ∂A", portanto,
aplicando novamente a estimativa Alexandroff-Bakelman-Pucci adaptada para soluções de
viscosidade, concluı́mos u" ≥ 0 em A", levando a uma contradição.

Vamos agora mostrar que as soluções do problema (E") são localmente uniformemente
Lipschitz, isto é, as soluções u" são localmente Lipschitz e a constante Lipschitz independe
de ". Uma observação importante é que a mesma técnica mostra que, no caso de problemas
de duas fases (veja [12]-[13]) podemos deduzir limitação do gradiente para a parte não-
negativa da solução, se já sabemos que a parte não-positiva da solução é Lipschitz.
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Observação 2.1. Em [14], L. Caffarelli aplica as fórmulas de monotonicidade para de-
duzir limitação do gradiente para a solução do problema de perturbação singular de duas
fases para o Laplaciano; veja também [8]. Na ausência da fórmula de monotonicidade,
não somos capazes de provar um resultado semelhante ao que está em [14]. É evidente
que uma nova técnica deverá ser desenvolvida para lidar com a mudança de sinal da
solução u" no caso de problemas de perturbação singular para operadores totalmente
não-lineares. Este problema continua em aberto e é muito tentador para o desenvolvi-
mento da teoria.

Lema 2.2 (Renormalização Lipschitz). Seja u ∈ C(Br(x0)) solução de viscosidade de

F (D2u,Du, x) = �"(u). (2.2.1)

Defina w : Br/"(0)→ ℝ, como

w(y) :=
1

"
u(x0 + "y).

Então, w ∈ C(Br/"(0)) é solução de viscosidade de

F"(D
2w,Dw, x) = �(w),

onde os operadores F"(M, p, x) := "F
(

1
"
M, p, x

)
são uniformemente elı́pticos com as

mesmas constantes de elipticidade de F . Além disso, se u é diferenciável em 0, então
∇w(0) = ∇u(x0).

Demonstração. De fato, seja P (y) um paraboloide tocando w, em algum ponto z0, por
baixo. Defina

P̃ (x) := "P

(
x− x0

"

)
.

Então, P̃ toca u por baixo em x1 := x0 + "z0. Como u é uma solução de viscosidade de
(2.2.1), temos que

F
(
D2P̃ (x1), DP̃ (x1), x1

)
≤ �"(u"(x1)). (2.2.2)

Além disso, cálculos diretos nos mostram que

∂iP̃ (x1) = ∂iP (z0)

∂ijP̃ (x1) =
1

"
∂ijP (z0)

�"(u"(x1)) = 1
"
�(v(z0)).

(2.2.3)

Combinando (2.2.2) e (2.2.3), ficamos com
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"F

(
1

"
D2P (z0), DP (z0), x0 + "z0

)
≤ �(v(z0)).

Tomando agora um paraboloide tocando w por cima e argumentando de forma similar,
concluı́mos que w é uma solução de viscosidade de

"F

(
1

"
D2w,Dw, x0 + "x

)
= �(w) em Br/". (2.2.4)

Se definirmos, como acima,

F" (M, p, x) := "F

(
1

"
M, p, x

)
,

temos que F" é uniformemente elı́ptico com mesma constante de elipticidade de F . De
fato,

F"(M + P, p, x) = "F

(
1

"
M +

1

"
P, p, x

)
≤ "

[
F

(
1

"
M, p, x

)
+ Λ

∥∥∥∥∥
(
P

"

)+
∥∥∥∥∥− �

∥∥∥∥∥
(
P

"

)−∥∥∥∥∥
]

= F"(M, p, x) + Λ∥P+∥ − �∥P−∥.

É interessante observar que a renormalização acima não altera as constantes de elipti-
cidade de F . Isto significa que esta renormalização não afeta as constantes que aparecem
nas estimativas, bem como nas desigualdades de Harnack. A famı́lia de operadores F"
pode ser considerada como um só operador F .

Lema 2.3. Seja w ∈ C1,�(B1(0)) solução de viscosidade de

F (D2w,Dw, x) = g(x), ∥g∥L∞(B1(0)) ≤ D.

Se w(0) ≤ 1, então existe uma constante universal C0 > 0 tal que:

∣∇w(0)∣ ≤ C0.

Demonstração. De fato, da estimativa C1,� de Caffarelli para soluções de viscosidade
(veja Capı́tulo 1 ou [3]), existe constante C, dependendo somente de �, Λ e da dimensão
N , tal que

∣∇w(0)∣ ≤ C
{
∥w∥L∞(B1/2) + ∥g∥Ln(B1/2)

}
. (2.2.5)
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Usando a desigualdade de Harnack (veja, por exemplo, [7] ou capı́tulo 1) existe uma con-
stante universal C̄ tal que

∥v∥L∞(B1/2) ≤ C̄. (2.2.6)

Combinando (2.2.5) e (2.2.6), temos finalmente a seguinte estimativa:

∣∇w(0)∣ ≤ C0.

Agora, podemos afirmar e provar um lema interessante por si só, que pode ser aplicado
em muitas situações

Lema 2.4. Seja 0 ∈ ∂Ω, e v ∈ C1,�(Ω ∩B1(0)) solução de viscosidade não-negativa de

F (D2v,Dv, x) = 0 em Ω ∩B1(0).

Suponha também que em Υ = ∂Ω ∩ B1(0), v = 0 e ∣∇v∣ é limitada. Então, existe uma
constante universal C > 0 tal que:

(1) ∥v∥L∞(B1/2(0)∩Ω) ≤ Cdist(x, ∂Ω) sup
Υ
∣∇v∣;

(2) ∥∇v∥L∞(B1/2(0)∩Ω) ≤ C sup
Υ
∣∇v∣.

Demonstração. Vamos começar provando (1). Considere x0 ∈ B1/2(0) ∩ Ω. Considere
os números ℎ := dist(x0, ∂Ω), A := sup

Υ
∣∇v∣, v(x0) = �ℎ. Vamos mostrar que � ≤ C A,

para alguma constante universal C > 0. Considere a renormalizando de v com relação à
distância ℎ, isto é,

w(y) :=
1

ℎ
u"(x0 + ℎy).

Então, w(0) = � e do Lema 2.2, w é solução de viscosidade de

Fℎ(D
2w,Dw, x) = 0 em B1(0).

Como ℎ = dist(x0, ∂Ω), existe y1 ∈ ∂B1(0), tal que w(y1) = 0. Além disso, como

∇w(y) = ∇v(x0 + ℎy), y ∈ B1(0),

temos que ∣∇w(y1)∣ ≤ A. Agora, pela desigualdade de Harnack em B1/2(0), existe uma
constante universal c > 0 tal que:

w(y) ≥ c� em B1/2(0).
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1

1/2

z

w

Y

Figura 2.2: Barreira

A ideia agora é construir uma barreira tocando w por baixo em y1. Seja z solução do
seguinte problema: ⎧⎨⎩ Fℎ(D

2z,Dz, y) = 0 em R = B1 ∖B1/2

z
∣∣∣
∂B1

= 0, z
∣∣∣
∂B1/2

= 1. (2.2.7)

Tal solução pode ser obtida usando o método de Perron de Ishii discutido no Capı́tulo
1. Temos que, z ≥ 0, z ∈ C1,�(R̄). Definindo agora

Zℎ(y) = c�z(y), y ∈ R̄,

então
Zℎ = 0 ≤ w em ∂B1(0) em Zℎ ≤ c� ≤ w em ∂B1/2(0).

Isto diz que,

Fℎ(D
2w,Dw, y) = Fℎ(D

2Zℎ, DZℎ, y) em R, e w ≥ Zℎ em ∂R,

pelo princı́pio do máximo para soluções de viscosidade,

w ≥ Zℎ em R e w(y1) = Zℎ(y1).

Em particular,
∂�w(y1) ≥ ∂�Zℎ(y1),

onde � é a normal unitária interior aB1(0) em y1. Aplicando o Lema de Hopf, se tomarmos
�ℎ := inf

∂B1(0)
∂�z,

∂�Zℎ ≥ c��ℎ > 0.
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A função z é C1,� até a fronteira, donde concluı́mos que

inf
0≤ℎ≤1/2

�ℎ ≥ � > 0,

onde � independe de ℎ. Então

A ≥ ∣∇w(y1)∣ ≥ ∂�w(y1) ≥ c��,

provando a primeira parte do Lema. A segunda parte segue da estimativa C1,� e aplicando
a desigualdade de Harnack,

∣∇w(0)∣ ≤ C̄
1

dist(x0, ∂Ω)
∥u∥L∞(B1/2(0)) ≤

C̄C

dist(x0, ∂Ω)
w(0) ≤ C̄CA.

Vamos agora provar a regularidade Lipschitz das soluções de (E"). Antes, é conve-
niente introduzirmos algumas notações que serão úteis para simplificar as demonstrações
dos teoremas no decorrer do trabalho

Ω� :=
{
x ∈ Ω

∣∣ 0 ≤ u�(x) ≤ �
}
.

Ω+
� :=

{
x ∈ Ω

∣∣ u�(x) > �
}
.

d�(x) := dist(x,Ω�).

Daqui por diante, vamos considerar Ω′ ⋐ Ω, Δ = dist(Ω′, ∂Ω).

Teorema 2.3 (Regularidade Lipschitz). Dado um subconjunto Ω′ ⋐ Ω, existe uma constan-
teC dependendo de ∥'∥∞, ∥�∥∞, Ω′, dimensão, elipticidade e da normaC� deF (M, p, ⋅),
mas independente de ", tal que, qualquer famı́lia de soluções de viscosidade, {u"}">0, da
Equação (E") é C-Lipschitz contı́nua em Ω′, isto é

sup
x∈Ω′
∣∇u"(x)∣ ≤ C.

Em particular, a famı́lia {u"}">0 é localmente uniformemente Lipschitz.

Demonstração. Seja x0 ∈ Ω′ e considere " < Δ = dist(Ω′, ∂Ω). A prova se baseia na
obtenção de estimativas pontuais do gradiente dependendo de onde x0 está localizado.

(A) Caso 1: x0 ∈ Ω".
Como B"(x0) ⊂ Ω podemos considerar a renormalização Lipschitz w = w" de u"
nesta bola,

w(y) =
1

"
u"(x0 + "y), y ∈ B1(0).
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Pelo Lema 2.2,∇w(0) = ∇u"(x0), e w é uma solução de viscosidade de

F"(D
2w,Dw, x) = �(w) em B1(0).

Segue agora do Lema 2.3 que

∣∇w(0)∣ ≤ C0

onde C0 é universal.

(B) Caso 2: x0 ∈ Ω+
" e d"(x0) < Δ

3
.

Da hipótese, temos que 3d"(x0) < dist(x0, ∂Ω). Seja y0 ∈ ∂Ω" satisfazendo as
seguintes condições: d"(x0) = ∣x0 − y0∣ e d = dist(y0, ∂Ω). Agora, vamos definir a
renormalização Lipschitz de u" em Ω+

" ∩Bd(x0), isto é,

w(y) =
u"(y0 + dy)− "

d
, y ∈ B1(0) ∩D",

onde D" = T−1(Ω+
" ), T (y) = y0 + dy.

{u <e}e

G := {u =e}e e

W := {u >e}e e

Lu undere 

control

u  is harmonice

in W  e

X0

h

u (X )= lh e 0  

Figura 2.3: Limitação do Gradiente

Como w = 0 e ∣∇w∣ é limitada ao longo de B1(0) ∩ ∂D", usando o Caso 1, e o fato
de que

Fd(D
2w,Dw, x) = 0 em B1(0) ∩D"

concluı́mos, usando o Lema 2.4, que

∥∇w∥L∞(B1/2(0)∩D") ≤ C.
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A estimativa acima, traduzida em termos de u", é equivalente a:

∥∇u"∥L∞(Bd/2(y0)∩Ω+
" ) ≤ C.

Para concluir este caso, é suficiente mostrar que, x0 ∈ Bd/2(y0). De fato,

2∣x0 − y0∣ = 2d"(x0) < dist(x0, ∂Ω)− d"(x0) ≤ dist(y0, ∂Ω) = d.

(C) Caso 3: x0 ∈ Ω+
" e d"(x0) ≥ Δ

3
.

Temos
F (D2u,Du, x) = 0 em Ω+

"

e
Ω′′ = Ω′ ∩ {x ∈ Ω : d"(x) ≥ Δ

3
} ⋐ Ω+

" , com dist(Ω′′, ∂Ω+
" ) ≥ Δ

3
.

Então usando estimativa C1,�, existe constante universal C > 0 tal que:

∥∇u"∥L∞(Ω′′) ≤ C

onde C = C(Δ/3), concluindo assim a prova do Teorema.

Observação 2.2. Vale a pena destacar que a prova da regularidade Lipschitz é válida
para qualquer solução do problema (E") (não necessariamente soluções minimais).

Observação 2.3. Como ∣∇u"∣ é localmente limitada por uma constante que independe de
", temos que o conjunto {u"} é equicontı́nuo e totalmente limitado. Portanto, pelo teorema
de Ascoli-Arzelá, existe uma função u0 ∈ Liploc(Ω), tal que, a menos de subsequencia,
u" → u0 uniformemente em subconjuntos compactos de Ω, quando "→ 0. Nosso objetivo
é mostrar que u0 é a solução do nosso problema de fronteira livre citado na introdução do
trabalho.
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Capı́tulo 3

Crescimento linear e
não-degenerescência

Neste capı́tulo, iremos destacar algumas propriedade geométricas importantes dos con-
juntos de nı́vel {u" = �"}, das soluções minimais do problema

(E")

{
F (D2u�, Du", x) = ��(u�) em Ω

u� = ' em ∂Ω.

A primeira informação geométrica importante que queremos é a não-degenerescência uni-
forme, a qual permite uma compreensão mais profunda da regularidade da fronteira livre.

O método da menor supersolução possui uma propriedade bastante interessante, ele
nos permite provar que soluções minimais u" de (E") possuem uma taxa de crescimento
linear e uniforme ao longo das "-superfı́cies de nı́vel. Versões variacionais dessa pro-
priedade estão em conexão com vários trabalhos recentes, por exemplo, em um recente ar-
tigo (veja [37]), E. Teixeira e D. Moreira provaram que solução para equações da forma di-
vergente (abordagem variacional) ℒ[u] = div(A(x)Du) possuem a propriedade de cresci-
mento linear. Neste capı́tulo generalizamos este resultado para operadores totalmente não-
lineares e, portanto, uma abordagem não-variacional.

3.1 Crescimento linear
Nesta seção, discutiremos alguns aspectos geométricos das soluções minimais para o

problema (E"). Provaremos que soluções minimais deste problema possuem crescimento
linear ao longo das superfı́cies de nı́vel ". Devido à limitação do gradiente, provada no
capı́tulo anterior, o crescimento linear é a taxa ideal de crescimento uniforme no parâmetro
".
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Em geral, essas propriedades não são válidas para qualquer tipo de solução da equação
(E"). De fato, para equações variacionais, essas propriedades são válidas para mini-
mizantes do funcional de Euler-Lagrange (veja [21]). A abordagem utilizada nesta seção
é puramente não-variacional e pode ser usadas para lidar com classes mais gerais de prob-
lemas de EDPs elı́pticas singulares da forma variacional ou não variacional.

Para simplificar a afirmação dos resultados, usaremos as notações do capı́tulo anterior.
Dado um número positivo �, denote

B★
� := B�"(x"), onde u"(x") = � e �" = 1

2
dist(x", ∂Ω)

Ω� :=
{
x ∈ Ω

∣∣ 0 ≤ u�(x) ≤ �
}
.

Ω+
� :=

{
x ∈ Ω

∣∣ u�(x) > �
}
.

d�(x) := dist(x,Ω�).

Nossa estratégia para provar o crescimento linear é baseada no princı́pio de comparação.
De fato, a ideia da prova é construir uma supersolução no sentido da viscosidade para a
equação (E"), cujos valores num disco rı́gido interno são menores que seus valores na
fronteira. Depois, vamos provar que, se compararmos essa função com a nossa solução
(mı́nima), obtemos um crescimento linear limitando por baixo u" em termos da distância
do ponto a "-superfı́cie de nı́vel ∂Ω+

" ∩ Ω.

Proposição 3.1. Suponha que 0 ∈ Ω. Dado 0 < � < dist(0, ∂Ω), existem uma função
simétrica radial Θ� ∈ C1,1(Ω) e constantes universais 0 < �2 e 0 < �1 < 1 tais que

i) Θ" ≡ "
4

em B�1�

ii) Θ" ≥ �2� em Ω ∖B�

iii) Para "≪ 1, Θ" é uma supersolução no sentido da viscosidade para

F (D2u,Du, x) = �"(u) em Ω.

Demonstração. Vamos inicialmente estudar o caso " = 1. A supersolução simétrica radial
(no sentido da viscosidade) Θ" será construı́da, baseado num argumento de reescalona-
mento, a partir de Θ1. Observe inicialmente que existe constante �0 > 0 tal que

�(t) ≥ �0 para t ∈ [1/4, 3/4], (3.1.1)

portanto, daqui em diante, vamos denotar a seguinte constante universal

A0 :=
�0

4NΛ
. (3.1.2)
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Começaremos nossa construção escolhendo um número L ≥ 8√
2A0

. Considere a constante
universal

� := max

{
1, (N − 1)

Λ

�
− 1

}
(3.1.3)

e defina

Θ̄(r) =

⎧⎨⎩
1
4
, para 0 ≤ r ≤ L

G(r) = A0(r − L)2 + 1
4
, para L ≤ r ≤ L+ 1√

2A0

�(r) := M1 −M2r
−�, para r ≥ L+ 1√

2A0
.

(3.1.4)

As constantes positivas M1 e M2 são escolhidas de tal modo que

�

(
L+

1√
2A0

)
=

3

4
e �r

(
L+

1√
2A0

)
=
√

2A0.

De fato, podemos escolher

�(r) =
3

4
+

√
2A0

�

(
L+

1√
2A0

)
−
√

2A0

�

(
L+

1√
2A0

)�+1

r−�

:= KL − f(r).

Observe que para todo � > 0 satisfazendo

�−� <
1

2

(
8

9

)�+1

,

vale √
2A0

�

(
9

8

)�+1

�−�L ≤ 1

2

√
2A0

�

(
L+

1√
2A0

)
Em termos de KL e f(r), temos

f(�3L) ≤ 1

2
KL, para �−�3 =

1

4

(
8

9

)�+1

< 1.

Em particular, como � é crescente

�(r) >
1

2
KL ≥ �4L

para r ≥ �3L, onde

�4 =

√
2A0

2�L
.

37



Definimos, então, a seguinte função simétrica

Θ(x) := Θ̄(∣x∣).

Podemos calcular a hessiana de Θ dentro da faixa L ≤ ∣x∣ ≤ L + 1√
2A0

e estimar em
termos da ordem da matriz da seguinte forma:

0 ≤ DijΘ(x) = 2A0

(
1− L

∣x∣

)
�ij + 2A0L

xixj
∣x∣3

≤ 4A0�ij.

Lembre-se que dentro da faixa L ≤ ∣x∣ ≤ L+ 1√
2A0

, temos 1
4
≤ Θ(x) ≤ 3

4
. Portanto, pela

elipticidade e (3.1.1), estimamos

F (D2Θ, DΘ, x) ≤ 4NA0 = �0 ≤ �(Θ(x)).

Isto é, Θ é supersolução na faixa L ≤ ∣x∣ ≤ L + 1√
2A0

. Vamos, agora, nos concentrar na
região ∣x∣ ≥ L+ 1√

2A0
. Nos pontos da forma x = (∣x∣, 0, . . . , 0), obtemos

DijΘ(x) = 0 se i ∕= j
D11Θ(x) = −M2�(1 + �)∣x∣−�−2

DiiΘ(x) = M2�∣x∣−�−2 para i > 1.

Por simetria rotacional e definição de �, temos, para ∣x∣ ≥ L+ 1√
2A0

, que

F (D2Θ, DΘ, x) ≤ M+

(
D2�,

�

N
,Λ

)
= M2�

[
Λ(N − 1)− �

N
(� + 1)

]
∣x∣−�−2

≤ 0

≤ �(Θ),

devido à nossa escolha conveniente do expoente � em (3.1.3). Agora, note que, pela
renormalização do operador, F (D2Θ, DΘ, x) = 0 ≤ �(Θ) para 0 ≤ ∣x∣ ≤ L. Verifi-
camos, assim, que Θ é uma supersolução da equação totalmente não-linear

F (D2 ,D , x) = �( ).

Além disso, por construção, Θ(x) := Θ̄(∣x∣) ∈ C1,1(Ω). Note que as constantes acima são
universais, isto é, nosso argumento fornece uma supersolução Θ para qualquer equação
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elı́ptica totalmente não-linear G(D2 ,D , x) = �( ), quando G possui a mesma con-
stante de elipticidade de F .

Para fornecer a supersolução desejada para qualquer " pequeno, argumentamos da
seguinte forma: dado � > 0, para " < �

�3L
, achamos, como acima, uma função Θ, a qual

satisfaz, para q.t.p. x ∈ B�, a desigualdade diferencial

"F ("−1D2Θ(x), DΘ, x) ≤ �(Θ(x)).

Vale a pena observar que o operador escalonado F"(M, p, x) := "F ("−1M, p, x) possui a
mesma constante de elipticidade de F . Defina

Θ"(x) :=
1

"
Θ ("x) .

Assim Θ" ∈ C1,1(ℝN) e ela é uma supersolução para a equação F (D2 ,DΨ, x) = �"( ).
As condições desejadas i) e ii) estão satisfeitas tomando �1 = 1

�3
e �2 = �4

�3
. A prova está

completa.

Finalmente, usando a construção da função simétrica radial e a existência de soluções
minimais de (E"), obtemos

Teorema 3.1 (Crescimento Linear). Seja {u"} famı́lia de soluções minimais de (E").
Dado C1 > 1, existe uma constante universal c2 > 0, dependendo de C1, tal que, se
x0 ∈ B★

" e u"(x0) ≥ C1", então

u"(x0) ≥ c2d"(x0).

Fre
e B

oun
dar

y

u

Distance to the Free Boundary

Figura 3.1: Crescimento Linear
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Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade, que x0 = 0. Vamos denotar

d"(0) = dist(0, {u" ≤ "}) =: 2
.

Em B2
 , u" satisfaz F (D2u", Du", x) = 0 portanto, pela desigualdade de Harnack, temos

u" ≤ Cu"(0) in B
,

para alguma constante universal C. Seja Θ" a supersolução, no sentido da viscosidade,
dada pela Proposição 3.1 em B
 . Portanto

a) Θ" = 1
4
" < u"(0) em B�1
 ,

b) Θ" ≥ �2
 em Ω ∖B
 ,

c) Para " suficientemente pequeno, Θ" é uma supersolução de viscosidade para

F (D2u,Du, x) = �"(u) em Ω.

Afirmação 1. Existe um ponto z ∈ ∂B
 tal que

Θ"(z) < u"(z).

De fato, suponha que Θ" ≥ u" em ∂B
 . Defina a seguinte função

w̄" =

{
min{u",Θ"}, em B


u", em Ω ∖B
.

Então, por b) e c), w̄" ∈ S. Além disso por a), temos que

w̄" ≡ Θ" ≡
"

4
< " < u" em B�1
,

e B�1
 ⊂ B
 , uma contradição, pois u" é solução minimal para a Equação (E"). Portanto,
para algum z ∈ ∂B
 ,

�
 ≤ Θ"(z) < u"(z) ≤ Cu"(0),

e a prova está completa.

Uma consequência imediata do teorema 3.1 é o seguinte corolário.

Colorário 3.1 (Crescimento linear ao longo das superfı́cies de nı́vel). Dado um sub-
domı́nio Ω′ ⋐ Ω, existe constante universal C = C(Ω′), independente de ", tal que,
se x0 ∈ Ω′ ∩ {u" ≥ C1"}, d"(x0) ≤ Δ

4
,

c2d"(x0) ≤ u"(x0) ≤ Cd"(x0).

Demonstração. A primeira desigualdade segue do teorema 3.1, apenas observando que
se d"(x0) < Δ

3
, então x0 ∈ B★

" , como no caso 2 do teorema 2.3. Aplicando o mesmo
Teorema, estimativa uniformemnte Lipschitz, deduzimos a outra desigualdade.
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3.2 Propriedade de não-degenerescência forte
Vamos provar agora que soluções minimais são fortemente não-degeneradas ao longo

das "-superfı́cies de nı́vel ∂Ω" ∩ Ω. Ser fortemente não-degenerada significa que maxu"
na fronteira de uma bola Br contida em Ω+

" é da ordem de r. É um controle mais preciso
sobre a taxa de crescimento de u" ao longo das "-superfı́cies de nı́vel. É uma caracterı́stica
geométrica importante que vai nos permitir investigar corretamente, via análise blow-up,
o problema de fronteira livre limite obtido fazendo "↘ 0+.

Em analogia com os trabalhos [19], [21], [30] ou [37], a falta de funcional de Euler-
Lagrange para operadores totalmente não-lineares nos impede de adaptar a prova da pro-
priedade de não-degenerescência forte para o caso aqui estudado. Em [21], Teixeira
fornece uma propriedade de não-degenerescência forte para operadores com termos de
transporte. A equação é não-variacional, porém, ele fornece um princı́pio variacional para
resolver tal problema. Nesta seção desenvolvemos uma técnica não-variacional para o
problema acima citado. O próximo lema é um passo fundamental no nosso esquema de
iteração. Vamos escrever de uma forma geral para futuras referências.

Lema 3.1. Seja v função contı́nua e lipschitziana em Ω satisfazendo

F (D2v,Dv, x) = 0 em {v > "}

no sentido da viscosidade, para um número fixado " > 0. Suponha que existam constantes
positivas c > 0 e C̄ > 1 tais que

v(x) ≥ c ⋅ dist(x, ∂{v > "}),

quando v(x) > C̄" e d(x) := dist(x, ∂{v > "}) < 1
2
dist(x, ∂Ω). Então existe �0 > 0,

dependendo somente de c e C̄, tal que

sup
Bd(x)(x)

v ≥ (1 + �0)v(x).

para todo x ∈ {v > C̄"} com d(x) < 1
2
dist(x, ∂Ω).

Demonstração. Suponha, por contradição, que existam sequências �k → 0 e pontos no
conjunto xk ∈ {v > C̄"} com dk := dist(xk, ∂{v > "}) < 1

2
dist(xk, ∂Ω) e

sup
Bdk (xk)

v ≤ (1 + �k)v(xk).

Considere a função wk : B2 → ℝ, definida por

wk(x) :=
v(xk + dkx)

v(xk)
.

Segue da definição de wk que
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1. max
B̄1

wk ≤ (1 + �k);

2. wk > 0 e wk(0) = 1,

3. Para algum operador uniformemente elı́ptico Fk, com mesmas constantes de elipti-
cidade que F , temos que

Fk
(
D2wk, Dwk, x

)
= 0 em B1

no sentido da viscosidade.

Podemos estimar a norma Lipschitz de wk em B2 como segue

∥∇wk∥L∞(B2) ≤ ∥∇v∥L∞(Ω)
dk

v(xk)
≤ L

c
.

Aqui usamos o fato de que xk ∈ {v > C̄"} e, portanto, por hipótese, v(xk) ≥ Cdk.
Por equicontinuidade de {wk}, podemos assumir que, a menos de subsequência, wk → w
localmente uniforme em B2. Aplicando a desigualdade de Harnack para a função positiva
(1 + �k)− wk em B1, obtemos

0 ≤ (1 + �k)− wk ≤ Cr(1 + �k)− wk(0) = Cr�k, para ∣x∣ ≤ r < 1.

A constante Cr depende somente da elipticidade e de r. Passando ao limite, achamos

w ≡ 1 em B̄1.

Finalmente, seja yk ∈ ∂{uk > "k} tal que ∣xk − yk∣ = dk e defina zk = yk−xk
dk

. Agora,
usando argumento de compacidade, podemos supor que zk → z̄ ∈ ∂B1. Como wk → 1
uniformemente, sabemos wk(zk)→ 1. Portanto,

1 + o(1) = wk(zk) =
"

v(xk)
≤ 1

C̄
< 1,

o que nos leva a uma contradição e o lema está provado.

Provaremos agora que soluções minimais da Equação (E") são fortemente não-degene-
radas. Nossa estratégia é utilizar o Lema 3.1 e seguir o raciocı́nio feito em [5].
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Teorema 3.2. Seja Ω′ ⋐ Ω fixado e suponha v ≥ 0 uma função localmente Lipschitz em
Ω satisfazendo

F (D2v,Dv, x) = 0 em Ω ∩BR(�)

no sentido da viscosidade tal que v ≡ � em ∂Ω ∩ BR(�), 0 ∈ ∂Ω. Suponha que existam
constantes c > 0 e C̄ > 1 tais que

v(x) ≥ c ⋅ dist(x, ∂{v > "}),

quando x ∈ {v > C̄"} ∩ BR/2(�). Então, existe constante positiva c0 = c0(C̄,Lip(v)) tal
que, para todo 0 < r ≤ R

4
, vale

sup
Br(x0)

v ≥ c0r,

com x0 ∈ BR/2(�) e v(x0) ≥ C̄� > 0.

Demonstração. Seja B�(x) a maior bola contida {v > �}. Considere y ∈ ∂B�(x0) tal que
� = ∣x − y∣, com v(y) = �. Por hipótese, B�(x) ⊂ Ω ∩ BR(�). O Lema 3.1 assegura a
existência de um número positivo �0 e um ponto x1 ∈ ∂B�(x) tais que

v(x1) ≥ (1 + �0)v(x).

A ideia agora é construir uma poligonal ao longo da qual v cresce linearmente, começando
de x0 (veja figura). Iterando esse processo, obtemos uma sequencia de pontos {xn}n≥0 tal
que:

A1) v(xn) ≥ (1 + �0)nv(x0)

A2) ∣xn − xn−1∣ = dist(xn−1, ∂{v > "})

A3) v(xn)− v(x0) ≥ c∣xn − x0∣ e v(xn)− v(xn−1) ≥ c∣xn − xn−1∣.

Como v(xn)→∞ quando n→∞ (por (A1)), o processo é, no máximo finito, isto é,
∃n0 ∈ ℕ tal que xn0 ∈ Br(x0) e xn0+1 ∕∈ Br(x0).

Afirmação 1. Existe constante 
 > 0 (sob controle) tal que

∣xn0 − x0∣ ≥ 
r.

De fato, por (A3)

∣xn0 − x0∣ ≥
1

Lip(v)
(v(xn0)− v(x0)) ≥

n0∑
k=1

c∣xk − xk−1∣ ≥ c∣xn0 − xn0−1∣.
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Figura 3.2: Conjunto de figuras

Usando (A2), concluı́mos que

dist(xn0 , ∂Ω) ≤ 2∣xn0 − xn0−1∣ ≤
2Lip(v)

c
∣xn0 − x0∣.

Finalmente

r ≤ ∣xn0+1 − x0∣ ≤ ∣xn0+1 − xn0∣+ ∣xn0 − x0∣ ≤ dist(xn0 , ∂Ω) + ∣xn0 − x0∣

≤
(

1 +
2Lip(v)

c

)
∣xn0 − x0∣.

Segue daı́ que
sup
Br(x0)

v ≥ v(xn0) ≥ v(x0) + c∣xn0 − x0∣ ≥ 
r,

e a prova está completa.

Usando, portanto, o Teorema 3.1 e Teorema 3.2, temos finalmente o seguinte resultado
de não-degenerescência forte para soluções minimais {u"}.
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Teorema 3.3 (Não-degenerescência forte). Seja {u"}">0 famı́lia de soluções minimais de
(E"). Existe constante C = C(Ω′) tal que:

sup
Br(x0)

u" ≥ c0r para 0 < r ≤ Δ

12

se x0 ∈ Ω′ ∩ {u" ≥ C1"} com dist(x0, ∂{u" ≤ "}) < Δ
6

, C1 ≫ 1.

Demonstração. Devemos verificar as configurações do Teorema 3.2. De fato, seja x0

ponto satisfazendo as condições acima e x" ∈ Ω" tal que d"(x0) = ∣x0−x"∣. Se denotarmos
�" = dist(x", ∂Ω), temos,

2Δ

3
= Δ− Δ

3
< dist(x0, ∂Ω)− d"(x0) ≤ �".

Portanto,

x0 ∈
1

2
BΔ

3
(x") ⊂ BΔ

3
(x") ⊂

1

2
B�"(x") = B★

" . (3.2.1)

Além disso, ∪
BΔ

3
(x") ⊂ NΔ

2
(Ω′) ⋐ Ω (3.2.2)

A inclusão (3.2.1), juntamente com Teorema 3.2.2, nos diz que podemos finalmente
aplicar o Teorema 3.1, e a inclusão (3.2.2) nos diz que podemos tomar constante uniforme-
mente Lipschitz para todas as bolas, provando o Teorema.

Notação: No que segue, vamos assumir C1 ≫ 1 tal que vale a propriedade de não-
degenerescência forte.

Como usual, regularidade ótima e não-degenerescência forte implica pequenas restrições
na oscilação das superfı́cies de nı́vel. Em particular, podemos obter densidade positiva
uniforme ao longo dos conjuntos de nı́vel de soluções minimais para a Equação (E").

Colorário 3.2 (Densidade positiva uniforme ao longo das superfı́cies de nı́vel). Dado um
subdomı́nio Ω′ ⋐ Ω, existem constantes C3 = C3(Ω′) > 1, C4 = C4(Ω′) tais que, se
x0 ∈ Ω′, d"(x0) ≤ Δ

6
, com

u"(x0) = � ≥ C1", C3� ≤ � ≤ Δ

6
,

então, para �, " > 0 suficientemente pequenos,

∣B�(x0) ∩ {u" > �}∣
∣B�(x0)∣

≥ C4.
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Demonstração. Pela propriedade de não-degenerecência forte, temos

sup
B�/2(x0)

u" ≥ C�.

Assim, existe y0 ∈ B�/2(x0), tal que

u"(y0) ≥ C

2
�.

Pela regularidade Lipschitz, para " suficientemente pequeno,

d"(y0) ≥ C̃

2
�,

Portanto, podemos escolher C4 > 0 suficientemente pequeno, tal que

B�C4(y0) ⊂ B C̃�
2

(y0) ∩B�(x0).

Agora, pela desigualdade de Harnack

u"(x) ≥ C̄u"(y0) ≥ C̄C
�

2
≥ C̄CC3�

2
> � em BC4�(y0),

desde que C3 > 1 seja suficientemente grande, de modo que C̄CC3

2
> 1. Como conse-

quência,
BC4�(y0) ⊂ B�(x0) ∩ {u" > �}.

Portanto,
∣B�(x0) ∩ {u" > �}∣ ≥ ∣B��(y0)∣ = c�N ,

para uma constante c > 0 sob controle.
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3.3 Propriedades geométricas para operadores côncavos
Nesta seção, provaremos algumas propriedades geométricas adicionais sobre soluções

minimais das "-superfı́cies de nı́vel. Tais propriedades serão úteis futuramente para obter-
mos regula-ridade da fronteira livre. Iremos explorar algumas propriedades da teoria
geométrica da medida para a fronteira livre que, em última análise, implica finitude da
sua medida de Hausdorff ℋN−1 (veja Apêndice A). De agora em diante, em toda seção,
assumiremos as seguintes hipóteses padrão sobre o operador totalmente linear F :

(C1) (Elipticidade Uniforme) Existem constantes 0 < � ≤ Λ, tais que

F (M+P, p, x) ≤ F (M, p, x)+Λ∥P+∥−�∥P−∥, ∀M,P ∈ S(N), ∀(p, x) ∈ ℝN×Ω.

(C2) (Transporte linear e continuidade) F (M, p, x) = F (M,x) + b(x) ⋅ p, para uma
limitação C� do campo vetorial b. A aplicação M 7→ F (M,x) é C1, e a aplicação
x 7→ D2F (0, x) pertence a C� ∩W 1,N .

(C3) (Normalização) Para todo (p, x) ∈ ℝN × Ω, vale F (0, p, x) = 0.

(C4) (Concavidade) Para cada (p, x) fixada, o operador totalmente não-linear

M 7→ F (M, p, x)

é côncavo.

Vale a pena destacar que, com as hipóteses (C1)-(C4), segue do teorema de Evans-
Krylov e da teoria regularidade de Caffarelli, que cada solução mı́nima u" para Equação
(E") é duas vezes diferenciável e resolve a equação totalmente não-linear pontualmente.

3.3.1 Estimativa para a medida de Hausdorff
Vamos agora estimar a medida dos conjuntos de nı́vel ∂Ω+

C1"
, onde Ω+

C1"
:= {u" >

C1"}. Para isto, precisamos de dois lemas.

Lema 3.2. Fixado um subdomı́nio Ω′ ⋐ Ω, existe constante universal C = C(Ω′) > 0 tal
que, se x0 ∈ Ω′ ∩ ∂Ω+

C1"
e � > 3C1", com C1 > 1 escolhida universalmente, então∫
{C1"<u"<�}∩B�(x0)

∣∇u"∣2 dx ≤ C��N−1,

para q.t.p. 0 < � ≤ Δ
6

.
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Demonstração. Recorde que u" é solução mı́nima para a equação

F (D2u", Du", x) = �"(u")

e F satisfaz (C1)-(C4). Por concavidade, o operador linear

Lv := tr (Fij(0, x)Dijv) ≥ F (D2v, x).

Na expressão acima, Fij representa a derivada de F com respeito a (i, j)-ésima direção no
espaço S(N). Vamos denotar Fij(0, x) = aij(x). É simples verificar que

�Id ≤ aij ≤ ΛId.

Além disso, por hipótese, aij(x) ∈ C� ∩ W 1,N . Vamos considerar a seguinte função
truncamento

� = C1"+ min{(u" − C1")
+, �− C1"}.

Por elipticidade e não-negatividade do termo de reação �", temos, para q.t.p., � > 0 e

0 ≤
∫
B�(x0)

�Lu"dx =
1

�

∫
∂B�(x0)

�aij(x)Dju" ⋅ (xi − xi0) dℋn−1

−
∫
B�(x0)

aij(x)Diu"Dju"dx−
∫
B�(x0)

� [Dj(aij(x))− bi(x)]Diu"dx

Usando elipticidade uniforme, estimativa Lipschitz de u" e controle W 1,N de aij , da de-
sigualdade acima, temos a seguinte estimativa∫

B�(x0)∩{C1"<u"<�}

aij(x)Diu"Dju"dx ≤ C��N−1 + C��N ≤ C��N−1,

para uma constante universal C. Da elipticidade novamente, obtemos

�

∫
B�(x0)∩{C1"<u"<�}

∣∇u"∣2dx ≤
∫

B�(x0)∩{C1"<u"<�}

aij(x)Diu"Dju"dx ≤ C��N−1,

e o lema está provado.

Vamos relembrar a seguinte notação: para qualquer conjunto E ⊂ ℝN ,

N�(E) := {x ∈ ℝN
∣∣ dist(x,E) < �}.

Vamos agora estabelecer uma estimativa chave no estudo da limitação uniforme para a
medida de Hausdorff ℋN−1 das "-superfı́cies de nı́vel.
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Lema 3.3. Fixado um subdomı́nio Ω′ ⋐ Ω, seja x0 ∈ Ω′ ∩ ∂Ω+
C1"

, d"(x0) ≤ Δ
6

e � >

3C1". Existe constante C∗ = C∗(Ω′), tal que, se C∗� ≤ 2� ≤ Δ
16

então, para �, " > 0
suficientemente pequenos, 3C1" < �≪ �, temos

∣{C1" < u" < �} ∩B�(x0)∣ ≤ C̄��N−1

onde C̄ = C̄(Ω′) é uma constante universal.

Demonstração. Seja {Bj} uma cobertura finita por bolas de centro em pontos do conjunto
∂Ω+

C1"
∩ B2�(x0) e raios C★�. Vamos escolher uma constante universal suficientemente

grande C★ a posteriori. Do Lema de Heine-Borel existe uma constante dimensional m tal
que ∑

�Bj ≤ m.

Vamos definir
w" = min{(u" − C1")

+, �− C1"}+ C1",

isto é,

w"(x) =

⎧⎨⎩
C1" in 0 ≤ u"(x) ≤ C1"

u"(x) in C1" < u"(x) < �
� in u"(x) ≥ �.

(3.3.1)

Vamos denotar � := dist(Ω′, ∂Ω). Note que∪
j

Bj ⊂ N�/8(Ω′) ∩B4�(x0).

Afirmamos que é possı́vel encontrar uma famı́lia de bolas
{
B1
j

}
e
{
B2
j

}
, ambas contidas

em {Bj}, satisfazendo as seguintes condições:

(1) Os raios de B1
j , B

2
j ∼ � (por constantes dependendo de Ω′)

(2) w" ≥ 3
4
� em B1

j e w" ≤ 2
3
� em B2

j

Para provarmos esta afirmação, observe inicialmente que, pela não-degenerescência forte,
podemos encontrar um ponto x1 ∈ 1

4
B̄j tal que

u"(x1) = sup
1
4
Bj

u" ≥ C
C★�

4
,

para uma constante universal C = C(Ω′). Agora, se � é suficientemente pequeno, pode-
mos escolher C★ suficientemente grande de modo que

C★C > 4, e K := sup
N �

8
(Ω′)

∣∇u"∣ >
1

C★
.
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Tomando r1
j = 1

8K
� e r2

j = 1
3K
� temos,

u" ≥
3

4
� > C1" em B1

j = Br1
j
(x1)

e
u" ≤

2

3
� < � em B2

j = Br2
j
(x0)

e a afirmação está provada.
Vamos agora definir a seguinte quantidade:

mj =
1

∣Bj∣

∫
Bj

w".

Da construção acima, ∣w" − mj∣ > �� em pelo menos uma das sub-bolas B1
j , B

2
j , com

� > 0 universal. De fato, caso contrário, existiria sequência xn ∈ B1
j , yn ∈ B2

j tal que,

∣w"(xn)−mj∣
�

<
1

n

∣w"(yn)−mj∣
�

<
1

n
∀n.

Portanto,
∣w"(xn)− w"(yn)∣

�
→ 0,

o que gera uma contradição com a propriedade (2) acima. Agora, pela deisgualdade de
Poincaré clássica

�2�2 ≤ 1

∣Bj∣

∫
Bj

∣w" −mj∣2dx ≤ C�2 1

∣Bj∣

∫
Bj

∣∇u"∣2dx.

Segue da estimativa acima, que∫
Bj∩{C1"<u"<�}

∣∇u"∣2dx =

∫
Bj

∣∇w"∣2dx ≥ c∣Bj∣.

Pela não-degenerescência, como �≪ �, podemos escrever

B�(x0) ∩ {C1" < u" < �} ⊂ N�/C2(∂Ω+
C1"
∩B2�(x0)),

para constantes universais. Portanto, se C∗ é tomado suficientemente grande,

B�(x0) ∩ {C1" < u" < �} ⊂
∪

2Bj ⊂ B4�(x0)
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Finalmente, aplicando o Lema 3.2, temos a estimativa

C��N−1 ≥
∫

B4�(x0)∩{C1"<u"<�}

∣∇u"∣2dx ≥
∫

∪
2Bj∩{C1"<u"<�}

∣∇u"∣2dx

≥ 1

m

∑ ∫
2Bj∩{C1"<u"<�}

∣∇u"∣2dx

≥ c

m

∑
∣Bj∣

≥ c

m
∣B�(x0) ∩ {C1" < u" < �}∣,

e a prova do lema está completa.

Vamos agora discutir a propriedade de �-densidade das superfı́cies de nı́vel das soluções
minimais u" da Equação (E"). Para este fim, lembramos a seguinte definição:

Definição 3.1. Seja A um subconjunto de um domı́nio Ω. Diremos que A possui a pro-
priedade de �-densida-de (0 < � < 1) se existe � > 0 tal que

∣B�(x) ∩ A∣
∣B�(x)∣

≥ �, ∀x ∈ ∂A ∩ Ω. (3.3.2)

Se (3.3.2) vale para todo 0 < � < 1, diremos que A possui densidade uniforme em Ω
ao longo de ∂A.

Abaixo, provaremos um lema que fornece informações sobre propriedades de �-densidade.
A prova segue por argumentos padrões e será omitida.

Lema 3.4 (Propriedade de Densidade). Seja A ⋐ Ω. Então,

(a) Se existe � tal que A possui a propriedade de �-densidade, então existe uma con-
stante C = C(�,N) de modo que:

∣N�(∂A) ∩B�(x0)∣ ≤ 1

2n�
∣N�(∂A) ∩B�(x0) ∩ A∣+ C��N−1

quando x0 ∈ ∂A ∩ Ω e � ≪ �.

(b) Se A possui densidade uniforme em Ω ao longo de ∂A então ∣∂A ∩ Ω∣ = 0.

Um comentário sobre a prova do lema anterior: a propriedade (a) segue por argumento
de cobertura, e (b) é consequência do teorema de diferenciação de Lebesgue. Vamos agora
provar um importante resultado sobre a geometria fraca das "-superfı́cies de nı́vel.
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Teorema 3.4. Dado um subdomı́nio Ω′ ⋐ Ω, existe constante universal C5 = C5(Ω′) tal
que

∣N�(∂Ω+
C1"

) ∩B�(x0)∣ ≤ C��n−1,

quando x0 ∈ Ω′ ∩ ∂Ω+
C1"

, d"(x0) ≤ Δ
16

e �≫ � > 3C1" e C★� ≤ 2� ≤ Δ
16

. Em particular,

ℋn−1(∂Ω+
C1"
∩B�(x0)) ≤ C�n−1.

Demonstração. Como C3 > 1 (C3 como no Corolário 3.2), temos

N�(∂Ω+
C1"
∩B�(x0)) ⊂ NC3�(∂Ω+

C1"
∩B�(x0))

Tomando � = C3� no Corolário 3.2

∣B�(x) ∩ Ω+
C1"
∣

∣B�(x)∣
≥ C4 se x ∈ ∂Ω+

C1"
.

Além disso, para C > 1 como no Corolário 3.2,
Pelo Lema 3.3, existe constante M = M(C4, N) tal que

∣N�(∂Ω+
C1"

) ∩B�(x0)∣ ≤ 1

2NC4

∣N�(∂Ω+
C1"

) ∩B�(x0) ∩ Ω+
C1"
∣+M��n−1

Pela continuidade Lipschitz, existe D = D(C3,Lip(u"∣NΔ/8(Ω′))) tal que

N�(∂Ω+
C1"

) ∩B�(x0) ∩ Ω+
C1"
⊂ {C1" < u" < D�} ∩B�(x0)

Para �≪ �, invocamos o Lema 3.3 mais uma vez para concluir que

∣N�(∂Ω+
C1"

) ∩B�(x0) ∩ Ω+
C1"
∣ ≤ C̄D��n−1,

e o teorema está provado.
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Capı́tulo 4

O problema de fronteira livre limite

Neste capı́tulo, iniciaremos a análise do problema de fronteira livre obtida fazendo o
parâmetro "→ 0 no problema de Dirichlet

(E")

{
F (D2u,Du, x) = �"(u) em Ω

u = ' em ∂Ω,

com ' ≥ 0 em ∂Ω. Empiricamente, iremos encontrar

F (D2u,Du, x) = �0(u)
u� = f(x) ao longo ∂{u > 0},

para uma função f a ser determinada. Contudo, como estamos trabalhando com ope-
radores não-variacionais, não está disponı́vel na literatura a linguagem teórica adequada
para interpretar a equação acima. Retornaremos com esta questão nas seções posteriores.

4.1 Problema limite
Dedicamos esta seção para estabelecer os primeiros resultados sobre a função limite

u0 := lim"→0 u", onde u" são soluções minimais para o problema (E"). Em particular,
estamos interessados nas propriedades geométricas fracas da fronteira livre ∂{u0 > 0}∩Ω.

Inicialmente, como ∥u"∥L∞(Ω̄) ≤ supΩ̄ ' e Du" é uniformemente limitado (Teorema
2.3), existe função localmente Lipschitz u0 tal que, a menos de subsequência,

(1) u" → u0 localmente na topologia C� para todo � < 1;

(2) u" ⇀ u0 fraco em H1(Ω).
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A função u0 é nossa candidata natural para resolver o problema (0.0.3). Vamos intro-
duzir as seguintes notações:

Ω0 := {x ∈ Ω
∣∣ u0(x) > 0} e F(u0) := ∂Ω0 ∩ Ω.

Em toda a seção, vamos fixar um subdomı́nio Ω′ ⋐ Ω e denotar Δ := dist(Ω′,Ω).

Teorema 4.1. Seja {u"}">0 famı́lia de soluções minimais para o problema (E") e u0 seu
limite. Então u0 ∈ C0,1

loc (Ω) e satisfaz

F (D2u0, Du0, x) = 0 em Ω0 (4.1.1)

no sentido da viscosidade. Além disso, existe constante universal C̄ dependendo de Ω′, tal
que, para todo x ∈ Ω′ ∩ Ω0 com dist(x, {u0 = 0}) ≤ Δ

4
vale

C2dist(x0, {u0 ≡ 0}) ≤ u0(x) ≤ C̄dist(x0, {u0 ≡ 0}),

onde C2 é a constante universal que aparece no Corolário 3.1.
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Figura 4.1: Crescimento Linear (linear Growth)

Demonstração. Da convergência uniforme e continuidade uniformemente Lipschitz de u",
concluı́mos que u0 é localmente Lipschitz em Ω. Fixe um ponto x0 ∈ Ω0 e considere o
seguinte número u0(x0) = 
 > 0. Por continuidade, u0 ≥ 1

2

 em B�(x0) para algum raio

suficientemente pequeno � > 0. Como u" → u0 uniformemente sobre compactos, para
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"≪ 1, u" ≥ 1
4

 em B�(x0). Portanto, como o termo de reação �" está suportado em [0, "],

se " ≤ 1
8

, as soluções minimais u" para a Equação (E") resolve

F (D2u", Du", x) = 0 em B 1
2
�(x0).

Portanto, segue da estabilidade de soluções de viscosidade sob limites uniformes (veja
Capı́tulo 1 ou Proposição 2.9 em [7]), que u0 é solução de (4.1.1) .

Quanto ao crescimento linear, segue da seguinte forma: nas condições acima, seja
u0(x0) = �. Para " ≪ 1, u"(x0) ≥ �

2
≥ C1". Portanto, d"(x0) ≤ Δ

8
e, pelo crescimento

linear ao longo das superfı́cies de nı́vel (Corolário 3.1), temos que

u"(x0) ≥ C2d"(x0). (4.1.2)

Seja y" ∈ ∂Ω" tal que ∣y" − x0∣ = d"(x0). Passando a uma subsequência se necessário,
podemos assumir que y" → y0. Como u"(y") = ", então u0(y0) = 0. Tomando o limite
em (4.1.2), concluı́mos que:

u0(x0) ≥ C2∣x0 − y0∣ ≥ C2dist(x, {u0 ≡ 0}).

A estimativa por cima segue da regularidade Lipschitz de u0.

Vamos agora estabelecer propriedade de não-degenerescência forte para u0 ao longo
do conjunto de positividade.

Teorema 4.2 (Não-degenerescência forte). A função limite u0 é fortemente não-degenerada,
isto é, para qualquer ponto x0 ∈ Ω′ ∩ (Ω0 ∪ F(u0)), dist(x0,F(u0)) ≤ Δ

6
existe constante

universal c0 = c0(Ω′) tal que

sup
Br(x0)

u0 ≥ c0r, r ≤ Δ

12
.

Demonstração.

(1) Sejam x0 ∈ Ω′ ∩ Ω0 e y0 ∈ F(u0), tais que

∣x0 − y0∣ = dist(x0,F(u0)) ≤ Δ

6
.

Assuma que u0(x0) = �. Como " → 0, para " ≪ 1, u"(x0) ≥ �
2
≥ C1". Usando

o fato de que u0(y0) = 0 e convergência pontual, para " ≪ 1, u"(y0) < ". Por
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continuidade, existe y" ∈ (x0, y0) tal que u"(y") = ". Assim, d"(x0) < Δ
6

. Agora,
pelo Teorema 3.3, existe constante c0 = c0(Ω′) (independe de ") tal que:

sup
Br(x0)

u" ≥ c0r para r ≤ Δ

12
.

Como u" → u0 uniformemente em Br(x0), obtemos:

sup
Br(x0)

u0 ≥ c0r para r ≤ Δ

12
.

(2) Se x0 ∈ F(u0), usaremos o resultado anterior. Seja r a especificar. Tomando y0 ∈
∂Br/4(x0) ∩ Ω0, K = NΔ/12(Ω′) e aplicando (1) a K, garantimos a existência de
uma constante universal c0 = c0(Ω′) tal que:

sup
Br(x0)

u0 ≥ sup
Br/4(y0)

u0 ≥ c0
r

4
.
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4.2 Propriedades geométricas da solução limite
Listamos agora propriedades geométricas adicionais que u0 herda das funções aproxi-

madas u", as soluções minimais do problema (E").

Definição 4.1. Dizemos que uma sequência de conjuntos {Ak}k≥1 converge (localmente)
para um conjunto A na distância Hausdorff se, dado um compacto K e um � > 0, existe
um �0 = �0(�,K) ∈ ℕ tal que, para todo � > �0, vale

K ∩ Ak ⊂ N�(A) ∩K

K ∩ A ⊂ N�(Ak) ∩K.

Teorema 4.3 (Propriedades geométricas da função limite). Seja u0 o limite das soluções
minimais para o problema (E"). Então vale o seguinte:

a) O conjunto de positividade Ω0 := {u0 > 0} é limite, na métrica Hausdorff, do
conjunto ΩC1" := {u" > C1"}, para todo C1 > 1. Isto é, dado � > 0, para "
suficientemente pequeno,

Ω′ ∩ ΩC1" ⊂ N�(Ω0) ∩ Ω′

e
Ω′ ∩ Ω0 ⊂ N�(ΩC1") ∩ Ω′

b) O conjunto de positividade Ω0 possui densidade positiva uniforme ao longo da
fronteira livre F(u0), isto é, existe constante universal � = �(Ω′) tal que para
x0 ∈ F(u0) ∩ Ω′ vale

∣B�(x0) ∩ Ω0∣
∣B�(x0)∣

≥ �.

Em particular, ∣F(u0)∣ = 0.

c) Existe constante universal C = C(Ω′) > 0 tal que para todo x0 ∈ F(u0),

C−1� ≤
∫
∂B�(x0)

u0(y)dℋN−1(y) ≤ C�.

Demonstração. Para verificar a), suponha por contradição que a primeira inclusão não
seja satisfeita. Assim, existiriam uma sequência de pontos {x"} e um número real positivo
� > 0, satisfazendo
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(1) dist (x",Ω0) ≥ �;

(2) x" ∈ ΩC1" ∩ Ω′;

(3) x" → x0 com dist (x0,Ω0) ≥ �.

De (3) e convergência uniforme, concluı́mos que u0(x0) = 0. De fato, por (2) temos
que, u"(x") ≥ C1" portanto, fazendo " → 0, u0(x0) ≥ 0. Se fosse u0(x0) > 0, então
x0 ∈ Ω0 e portanto dist(x0,Ω0) = 0 o que não ocorre por (3). Assim u0(x0) = 0. Pela
não-degenerescência forte, podemos encontrar z" ∈ B�(x") com

u"(z") = sup
B�(x")

u" ≥ C�,

para uma constante C independente de " > 0. Quando ∣x" − x0∣ < �
8
, para � = �

8
,

B�(x") ⊂ B�/2(x0) e (a menos de subsequência) z" → z★ ∈ B�(x0). Como vale a
convergência u"(z")→ u0(z★), concluı́mos que

0 = sup
B �

2
(x0)

u0 ≥ u0(z★) = limu"(z") ≥ C
�

2
,

levando a uma contradição. Logo

Ω′ ∩ ΩC1" ⊂ N�(Ω0) ∩ Ω′.

Para a outra inclusão, suponha que

Ω′ ∩ Ω0 ⊊ N�(ΩC1") ∩ Ω′.

Então existiria sequência {z"} ⊂ Ω0 ∩ Ω′ tal que dist(x",ΩC1" ∩ Ω′) ≥ �. Isto implica
que u"(x) ≤ C1" para x ∈ B�/2(z"). Suponha z" → z★, então quando ∣z" − z★∣ < �/8,
B�/8(z★) ⊂ B�/2(z") e portanto, B�/8(z★) ⊂ Ω ∖ Ω0 o que é um absurdo.
Para provarmos b), densidade uniforme do conjunto de positividade Ω0, usaremos a mesma
ideia feita no Corolário 3.2. De fato, pela não-degenerescência (teorema anterior), temos

sup
B�/2(x0)

u0 ≥ C�.

De modo que existe y0 ∈ B�/2(x0), tal que

u0(y0) ≥ C�

2
.
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Então, pela continuidade Lipschitz,

dist(y0, {u0 ≡ 0}) ≥ C̄�

2
.

Isto diz que, se tomarmos � suficientemente pequeno de modo que

B��(y0) ⊂ BC̄�/2(y0) ∩B�(x0),

pela desigualdade de Harnack, achamos:

u0(x) ≥ C★u0(y0) ≥ C★C�

2
> 0 em B��(y0).

Isto nos permite concluir que B��(y0) ⊂ B�(x0) ∩ Ω0 e isto finaliza a prova do item.
Para a propriedade c), seja Δ := dist(Ω′,ℝN ∖ Ω) e defina o conjunto K = NΔ

4
(Ω′)

então, B�(x0) ⊂ K para � ≤ Δ
12

. Pela continuidade Lipschitz,

u0(x) ≤
(
Lip(u0∣K)

12

)
� em B�(x0).

segue imediatamente que ∫
B�(x0)

u0dx ≤ C1�.

Para provarmos a outra desigualdade, observe inicialmente que pela propriedade de
não-degenerescência e continuidade Lipschitz verificamos imediatamente essa estimativa
para a média de volume, ou seja, existem constantes C1 = C1(Ω

′
) > 0 tal que,∫

B�(x0)

u0dx ≥ C−1
1 �. (4.2.1)

De fato, como u0 é fortemente não-degenerada, existe x1 ∈ B�/2(x0) tal que

u0(x1) ≥ C�

4
.

Pela regularidade Lipschitz, se � ≤ 1
3
, como B�� (x1) ⊂⊂ B�(x0) ⊂ K

u0 ≥
(
C

4
− Lip(u0∣K)�

)
� em B�� (x1).
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Tomando � suficientemente pequeno, u0 ≥ C�
8
> 0 em B�� (x1) e portanto,∫

B�(x0)

u0dx ≥
∫
B�� (x1)

u0dx ≥
�NC

8
�.

Vamos mostrar que vale a mesma conclusão para média da área. De fato, suponha por
contradição, que este não é o caso. Então, existiria sequência {xm}m≥1 ⊂ F(u0) ∩ Ω′ tal
que

1

�m

∫
∂B�m (xm)

u0dℋ
N−1 = o(1) quando m→∞. (4.2.2)

Vamos agora considerar a sequência de funções reescalonada,

vm(x) :=
1

�m
u0(xm + �mx),

a qual, a menos de subsequencia, converge uniformemente em subconjuntos compactos de
ℝN , para uma função Lipschitz V ≥ 0. Além disso, F (D2V,DV, x) = 0 em {V > 0}.
Note que para todo 0 < r < 1,

1

�m

∫
∂Br�m (xm)

u0(x)dℋN−1 = o(1).

Por outro lado

1

�m

∫
∂Br�m (xm)

u0(x)dℋN−1 =

∫
∂Br(0)

vm(y)dℋN−1

Portanto, quando m→∞, obtemos para todo 0 < r ≤ 1 fixado∫
∂Br(0)

V (y)dℋN−1(y) = lim
m→∞

∫
∂Br(0)

vm(y)dℋN−1(y)

= lim
m→∞

1

�m

∫
∂Br�m (xm)

u0(x)dℋN−1(x)

= 0.

Portanto, ∫
∂Br(0)

V (y)dℋN−1 = 0, ∀ r ∈ (0, 1].

Integrando a expressão acima de r = 0 até r = 1 obtemos∫
B1(0)

V (x)dx = 0.
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Além disso, da não-degenerescência,∫
B1(0)

V (x)dx =

∫
B1(0)

vm(x)dx+ o(1) ≥ c > 0,

o que gera uma contradição.

Observação 4.1. Observe que a constante Lipschitz é invariante sob reescalonamentos
vm(x) = 1

�m
u0(xm + �mx). Além disso, vm(0) = 0 para todo m ≥ 1. Assim, obtemos a

função V descrita na prova do teorema anterior pelo teorema de Ascoli-Arzelá. Como as
vm resolvem uma EDP homogênea, a mesma conclusão vale para a função limite V .

4.3 Estimativas para a medida de Hausdorff
Nesta seção mostraremos estimativas da medida de Hausdorff para operadores côncavos.

O resultado central é uma estimativa local para a medida de Hausdorff do conjunto ∂{u0 >
0}.

Teorema 4.4. Suponha F satisfazendo as condições (C1)-(C4) da seção 3.3 e seja u0

o limite das soluções mı́nimas para a Equação (E"). Então, existe constante universal
C = C(Ω′) > 0 tal que

∣N�(F(u0)) ∩B�(x0)∣ ≤ C��N−1

para todo x0 ∈ F(u0) ∩ Ω′ e � > 0 suficientemente pequeno. Em particular,

ℋN−1(F(u0) ∩B�(x0)) ≤ C�N−1.

Demonstração. O resultado segue do item a) do Teorema 4.3 combinado com o Teorema
3.4. De fato, da convergência na distância Hausdorff, para " suficientemente pequeno,
temos (assumindo usualmente, "≪ � ≪ �≪ dist(Ω′, ∂Ω))

N�(F(u0)) ∩B�(x0) ⊂ N4�(∂Ω+
C1"

) ∩B2�(x0).

Estamos, portanto, nas hipóteses do Teorema 3.4, o qual prova a estimativa apropriada
para medida de Lebesgue da �−vizinhança. Vamos provar agora a estimativa da medida
de Hausdorff ℋn−1. Seja {Bj} cobertura de F(u0)∩B�(x0) por bolas centradas em F(u0)∩
B�(x0) e raio �. Certamente∪

Bj ⊂ N�(F (u0)) ∩B�+�(x0).
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Portanto, existe C̄ = C̄(N) tal que:

ℋN−1
� (F (u0) ∩B�(x0)) ≤ C̄

∑
Area(∂Bj) =

C̄

�

∑
∣Bj∣ ≤

C̄

�
∣N�(F (u0)) ∩B�+�(x0)∣

≤ C̄C(�+ �)n−1 = C̄C�n−1 + o(1).

Fazendo � → 0, finalizamos a prova do teorema.

Colorário 4.1. Suponha F satisfazendo as condições (C1)-(C4) da seção 3.3 e seja u0 o
limite das soluções mı́nimas para a Equação (E"). Então

ℋN−1(Ω′ ∩ ∂{u0 > 0}) <∞

para qualquer Ω′ ⋐ Ω.

Demonstração. De fato, pelo Teorema 4.4 e pelo Teorema 4.5.11 de [26], o conjunto
F(u0) := Ω ∩ ∂{u0 > 0} possui perı́metro localmente finito.

Observação 4.2. Como vimos, o conjunto F(u0) := Ω ∩ ∂{u0 > 0} possui perı́metro
localmente finito. Isto significa que

�u0 = −∇�D

é uma medida de Borel, e a variação total ∣�u0 ∣ é uma medida de Radon. Além disso, os
resultados do Capı́tulo 4 de [26] nos dão uma caracterização de �u0 . Para exibirmos essa
caracterização, definimos a fronteira livre reduzida de A ⊂ RN como sendo o conjunto

∂redA := {x ∈ Ω : ∣�u0(x)∣ = 1},

onde �u0(x) é o vetor unitário tal que∫
Br(x)

∣�A − �{y ∣ ⟨y−y,�u0 (x)⟩<0}∣dy = o(rN).

Então os resultados do Capı́tulo 4 de [26] implicam que

�u0 = �u0ℋ
N−1⌊∂red{u0 > 0},

onde ℋN−1⌊A(B) := ℋN−1(A∩B), para todo B ⊂ ℝN . Em [38], o autor prova que, no
caso da fronteira livre originada por mı́nimos de um funcional, tem-se

ℋN−1(F(u0) ∖ F(u0)red) = 0.

Entretanto, no caso de uma soluções minimais, não sabemos ainda dizer se isto é verdade.
Veremos mais adiante como obter tal resultado.
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Capı́tulo 5

Condição de fronteira livre

Nos capı́tulos anteriores, provamos algumas propriedades acerca da função limite u0

do problema

(E")

{
F (D2u,Du, x) = �"(u) em Ω

u = ' em ∂Ω

as quais são: u0 é não-negativa, F (D2u0, Du0, x) = 0 no seu conjunto de positividade,
u0 é localmente Lipschitz, possui crescimento linear ao longo da fronteira livre F(u0) e
é fortemente não-degenerada. Surge, portanto, uma questão interessante: que condição é
válida ao longo da fronteira livre? Estamos interessados em encontrar um certo tipo de
“fluxo de equilı́brio” que envolve a derivada normal ao longo da fronteira livre. O ponto
principal neste caso é que a função limite u0 é apenas Lipschitz e, portanto, ∂{u0 > 0} não
é, necessariamente, uma superfı́cie. Para solucionar esse problema, devemos interpretar
em que sentido tal condição será satisfeita. Esta condição é conhecida como condição
de fronteira livre. A compreensão dessa condição de fronteira livre é fundamental para
futuras investigações sobre a regularidade do conjunto F(u0). Na lite-ratura, temos, por
exemplo, os artigos de Berestycki, Caffarelli e Niremberg (veja [31]), que analisaram a
condição de fronteira livre para operadores elı́pticos lineares da forma não-divergente

ℒu = aij(x)Diju+ bi(x)Diu+ c(x)u

com coeficientes C1. Em um trabalho recente, [37] D. Moreira e E. Teixeira obtiveram
uma descrição completa da condição de fronteira livre, para equações lineares na forma
divergente

ℒu = div(aij(x)∇u) = g2(x)�"(u),
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com coeficientes Hölder contı́nuos. Ficou demonstrado que a função limite u0, obtida
como o limite de minimizantes da equação de Euler-Lagrange

E"(v) :=

∫
Ω

1

2
⟨aij(x)∇v,∇v⟩+ g2(x)B"(v)dx,

onde B"(s) =
∫ s

0
�"(s) ds, satisfaz ℒu0 = 0 no conjunto {u0 > 0} e

(u0)� = g

√
2T

⟨aij�, �⟩

ao longo de ∂{u0 > 0} ∩ Ω. Por outro lado, E. Teixeira em [21] obteve uma condição de
fronteira livre para equações não-variacionais com termos de transporte,

ℒu =
∑
i,j

∂j(aij(x)Diu) +
∑
i

bi(x)Diu+ c(x)u = �"(u).

Permita-nos ainda citar os trabalhos de Caffarelli, Lederman e Wolanski [12], [13] para
problemas com duas fases, e o trabalho de Danielli, Petrosyan e Shahgholian [16], que
estudaram o problema de fronteira livre pelo operador p-laplaciano.

Nosso objetivo neste capı́tulo é estender esses resultados para operadores totalmente
não-lineares. Vamos determinar precisamente o comportamento linear da função limite u0

próximo à fronteira livre F(u0). Nosso objetivo principal é verificar, em algum sentido,
essa condição de fronteira livre. Na realidade, provaremos que a condição de fronteira livre
vale no sentido da viscosidade introduzido por Caffarelli nos célebres artigos [3], [4] e [5].
Esta noção é formulada em termos do desenvolvimento assintótico em torno de pontos
regulares da fronteira livre, isto é, pontos onde a fronteira livre tem uma bola que toca um
dos dois lados (fases) da função u0. Foi conjecturado que a condição de fronteira livre do
problema F (D2u, x) = �"(u) está intrinsecamente relacionado com a homogeneização do
operador totalmente não-linear:

F ★(M,x) := lim
"→0

"F

(
1

"
M, x

)
.

Em um recente artigo, E. Teixeira em [18] obteve uma condição de fronteira livre para
operadores elı́pticos totalmente não-lineares em dimensão 1. No presente trabalho, obte-
mos uma extensão dos resultados obtidos por E. Teixeira para operadores totalmente não-
lineares em dimensões arbitrárias. Em resumo, o resultado que obtemos nesse trabalho é
o seguinte: suponha que o operador F : S(N) × Ω → ℝ é invariante por rotações com
respeito a M . Isto é uma condição geométrica bastante natural e se lê da seguinte forma

F (M,x) = F (OMO−1, x), para todoO ∈ O(N). (5.0.1)
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Isso significa que F depende apenas dos autovalores da hessiana, e a equação pode ser
escrita como

f(�1, �2, ⋅ ⋅ ⋅�n, x) = �"(u).

Então, provaremos a existência de um operador elı́ptico F ★ para o qual a seguinte condição
de fronteira livre é satisfeita, em algum sentido apropriado a ser especificado

F ★(∇u0(z)⊗∇u0(z), z) = 2T, z ∈ F(u0).

Lembre que T denota a massa total de �. Utilizaremos a teoria de viscosidade de Caffarelli
para dar uma interpretação de solução fraca para nosso problema descrita da seguinte
forma: seja u0 o limite uniforme das soluções minimais u". Então, u0 possui desenvolvi-
mento assintótico

u0(x) =

√
2T

F ★(� ⊗ �, x0)
⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣),

próximo a um ponto regular da fronteira livre x0 ∈ F(u0). Aqui � é a normal unitária a
∂B�(y0) apontando para dentro de Ω0 := {u0 > 0}, B�(y0) ⊂ Ω0 e além disso B�(y0) ∩
F(u0) = {x0}. No último capı́tulo, iremos abordar a questão da regularidade da fronteira
livre. Uma vez estabelecida a suavidade C1,� da fronteira livre, mostraremos que soluções
limite (mı́nimas) resolvem o problema de fronteira livre proposto no inı́cio do trabalho⎧⎨⎩

F (D2u, x) = 0 in {u0 > 0} ∩ Ω
u = ' on ∂Ω

F ★(∇u0(z)⊗∇u0(z), z) = 2T on ∂{u0 > 0} ∩ Ω,
(5.0.2)

no sentido clássico. Em todo o capı́tulo, iremos assumir as seguintes hipóteses sobre o
operador F : S(N)× Ω→ ℝ:

(H1) (Hölder continuidade) Existem constante �1 > 0 e módulo de Hölder continuidade
!(r) = �0r

� , � ∈ (0, 1], tais que

∣F (M,x)− F (M, y)∣ ≤ min
(
!(∣x− y∣) + �1(∣x− y∣∣∣M ∣∣),

�1 + !(∣x− y∣)∣∣M ∣∣
)

(H2) Para toda M,N ∈ S(N) e x, y ∈ Ω

M−(M −N, �,Λ) − !(∣x− y∣)(∥M∥+ ∥N∥) ≤ F (M,x)− F (N, y)

≤ M+(M −N, �,Λ) + !(∣x− y∣)(∥M∥+ ∥N∥),

onde ! é uma função contı́nua não-decrescente satisfazendo !(0) = 0, e ∥M∥ de-
nota a norma-(L2, L2) de M (i.e. ∥M∥ = sup∣x∣=1 ∣Mx∣). Em particular, F é um
operador uniformemente elı́ptico.

65



(H3) F possui estimativa a priori C2,�, isto é, existem constantes 0 < �̄ < 1 e ce > 0 tais
que para toda matriz simétrica M com F (M, 0) = 0 e toda w0 ∈ C(∂B1), existe
w ∈ C2(B1) ∩ C(B̄1) ∩ C2,�̄(B1/2) que satisfaz{

F (D2w(x) +M, 0) = 0 in B1

w = w0 on ∂B1

e
∥w∥C2,�̄(B1/2) ≤ ce∥w∥L∞(B1).

Observação 5.1. No capı́tulo 8 de [7], os autores consideram a função

�̃(x) = �̃F (x) = sup
M∈S(N)

∣F (M,x)− F (M, 0)∣
∥M∥+ 1

,

a qual mede a oscilação de F em x próximo a origem. Além disso, no Teorema 8.1 de [7]
eles assumem a seguinte hipótese para regularidade: Suponha que 0 < � < �̄, r0 > 0,
C1 > 0, C2 > 0, (

1

rN

∫
Br(0)

�̃N
)1/N

≤ C1r
−�
0 r�. (5.0.3)

No nosso caso

�̃(x) ≤ sup
M∈S(N)∖{0}

∣F (M,x)− F (M, 0)∣
∥M∥

≤ 2!(∣x∣).

Portanto, a condição (5.0.3) é satisfeita.

Observação 5.2. Pelo Teorema 6.6 de [7], qualquer operador F : S(N)×Ω→ ℝ côncavo
(ou convexo) em S(N) satisfaz a hipótese de estimativa C2,�̄.

5.1 Processo de homogeneização
Nesta seção, estamos interessados em tomar o limite de operadores elı́pticos de maneira

semelhante feita na aproximação para uma função �0. Para fazer isso, nós definimos a
seguinte notação

Definição 5.1. Seja F : S(n)×Ω→ ℝ um operador totalmente não-linear uniformemente
elı́ptico, e defina para cada " > 0,

F"(M,x) := "F

(
1

"
M, x

)
∀ x ∈ Ω.
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Além disso, defina
F ★(M,x) := lim

"→0+
F"(M,x),

caso o limite exista.

As próximas proposições mostram propriedades elementares de {F"}">0 e F ★. Em
particular, mostraremos que {F"}">0 possui as mesmas constantes de elipticidade de F ,
que se F é homogênea então F ★ existe e de fato, F ★ = F e uma espécie de recı́proca que
se F ★ existe, então ela é positivamente homogênea de grau 1.

Proposição 5.1. F" é uniformemente elı́ptico com as mesmas constantes de elipticidade
de F .

Demonstração. Para matrizes M,N como acima, temos:

F"(M +N, x)− F"(M,x) = "F

(
1

"
(M +N), x

)
− "F

(
1

"
M, x

)
= "

[
F

(
1

"
(M +N), x

)
− F

(
1

"
M, x

)]
≤ "

[
Λ

∥∥∥∥1

"
N+

∥∥∥∥− �∥∥∥∥1

"
N−
∥∥∥∥]

= Λ∥N+∥ − �∥N−∥.

Proposição 5.2. Suponha que F é homogênea de grau 1 para múltiplos positivos em S(n),
isto é, F (kM, x) = kF (M,x) para todo k ∈ ℝ+. Então F ★ existe e, de fato, F ★ = F .

Demonstração. Considere F" para todo " > 0. Usando o fato de que F é homogênea
temos:

F�(M,x) = "F

(
1

"
M, x

)
= F (M,x).

Portanto, como isso vale para todo " temos

lim
"→0+

F"(M,x) = F ★(M,x).
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Proposição 5.3. Se F ★ existe, então F ★ é homogênea de grau 1 para múltiplos positivos

Demonstração. Seja M ∈ S(n) e fixe � ≥ 0. Como F"(M,x) → F ★(M,x) quando
"→ 0+, segue que

F�"(M,x)→ F ★(M,x) quando �"→ 0+. (5.1.1)

Agora, aplicando F" em M
�

, temos:

F"

(
1

�
M, x

)
→ F ★

(
1

�
M, x

)
quando "→ 0+.

Assim,

�F"

(
1

�
M, x

)
→ �F ★

(
1

�
M, x

)
quando "→ 0+.

Agora, observe que:

�F"

(
1

�
M, x

)
= �"F

(
1

�"
M, x

)
= F�"(M,x)→ �F ★

(
1

�
M, x

)
quando �"→ 0+ (5.1.2)

Comparando (5.1.1) e (5.1.2), temos, pela unicidade do limite, que

F ★(M,x) = �F ★

(
1

�
M, x

)
.

Isto mostra que F ★ é homogênea de grau 1.

Proposição 5.4. F e F" são continuamente Lipschitz com constante Lipschitz Λ.

Demonstração. Pela Proposição 5.1, temos que F" é uniformemente elı́ptica com cons-
tantes � ≤ Λ. Isto implica que, para duas matrizes simétricas quaisquer M,P ,

∥F"(M,x)− F"(P, x)∥ ≤ Λ∥M − P∥.

De fato, sejam M,P,Q ∈ S(N) tais que M = P + Q, além disso ∥M − P∥ = ∥Q∥.
Então,

F (P +Q, x)− F (P, x) ≤ Λ∥Q+∥ − �∥Q−∥
≤ Λ∥Q+∥
≤ Λ∥Q∥. (5.1.3)
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Similarmente,

F (P, x)− F (P +Q, x) = F ((P +Q)−Q, x)− F (P +Q, x)

≤ Λ∥Q−∥ − �∥Q+∥
≤ Λ∥Q−∥
≤ Λ∥Q∥ (5.1.4)

Por (5.1.3) e (5.1.4), segue que ∥F (M,x)− F (P, x)∥ ≤ Λ∥M − P∥.

Proposição 5.5. Se F é convexa em S(N), então existe F ★ tal que F" → F ★ quando
"→ 0+.

Demonstração. De fato, fixado M ∈ S(N), como F é convexa, F (�M, x) ≤ �F (M,x)
para todo � ∈ [0, 1]. Se "1 ≤ "2, então

F"2(M,x) = "2F

(
1

"2

M,x

)
= "2F

(
"1

"2

1

"1

M,x

)
≤ "1F

(
1

"1

M,x

)
= F"1(M,x).

Portanto, a sequência {F"}">0 é não-decrescente quando "→ 0+. Além disso, o conjunto
{F"(M,x)} é limitado, pois F é continuamente lipschitz:

∥F"(M,x)∥ = ∥F"(M,x)− F"(0, x)∥ ≤ K∥M∥.

Concluı́mos que F"(M,x) é uma sequência monótona e limitada e, portanto, convergente.

Podemos agora enunciar o resultado principal:

Teorema 5.1. Se F"(M,x) → F ★(M,x) pontualmente quando " → 0+, então F" → F ★

uniformemente em subconjuntos compactos.

Demonstração. Seja K ⊂ S(N) um compacto e S = {F"n}. Pela Proposição 5.1, temos
que S é equicontı́nua e pontualmente limitada em K. De fato, para toda M ∈ S(N) e
um dado � > 0, considere B�(M) = {X ∈ S(N) : ∥X −M∥ < �}. Então, para toda
B ∈ B�(M)

∥F"(M,x)− F"(B, x)∥ ≤ Λ∥M −B∥,

para todo " > 0. Isto prova a equicontinuidade, e a mesma desigualdade com B = 0
mostra que {F"} é pontualmente limitada. Agora, pelo Teorema de Ascoli-Arzelá, toda
sequência {Fn} ⊂ S possui subsequência que converge uniformemente em K. Mas con-
vergência uniforme garante convergência pontual, e como Fn → F ★, o limite de qualquer
subsequência ainda deve ser F ★.
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Para concluir a prova, devemos mostrar que qualquer sequência {Fn} ⊂ S converge
uniformemente para F ★ em K. Seja Fn uma sequência e suponha, por contradição, que
ela não converge uniformemente para F ★ em K. Então existe � > 0, tal que

∥Fn − F ★∥ > �

para todo � > 0, onde a norma acima é ∥F∥ := supM∈K ∥F (M,x)∥. Mas {Fn} possui
subsequência convergente para F ★, e portanto existe n0 tal que para todo n ≥ n0

∥Fn − F ★∥ < �

o que contradiz o fato acima.

5.1.1 Homogeneização do problema
Iniciaremos a seção discutindo o problema de homogeneização envolvido no problema

(E")

{
F (D2u,Du, x) = �"(u) em Ω

u = ' em ∂Ω.

Sejam {u"}">0 famı́lia de soluções minimais do problema (E") e x0 um ponto interior
de Ω. Se definirmos

�"(y) :=
1

"
u"(x0 + "y),

verifica-se, como temos feito anteriormente, que �" satisfaz a seguinte equação elı́ptica
totalmente não-linear

F"(D
2�", y) = �(�"),

onde
F"(M, y) = "F ("−1M, y).

Vale a pena observar que F" é uma famı́la de operadores uniformemente elı́pticos com
mesma constante de elipticidade de F . Nesta seção, estamos interessados em mostrar a
existência de um operador elı́ptico “homogeneizado” F ★, obtido como limite pontual de
F" quando "→ 0, isto é

F ★(M,x) = lim
"→0

F"(M,x).

Ressaltamos que esse limite pode deixar de existir para alguns operadores elipticos, como
mostra um exemplo simples em 1D. Veremos ainda que esse limite sempre existe para
uma classe muito especial de operadores elı́pticos totalmente não-lineares. De fato, vamos
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olhar um pouco mais atentamente para a hipótese, a qual assumiremos a partir de agora,
de que para cada i, j = 1, . . . , N ,

∃ lim
∥M∥→∞

Fij(M,x) := F ★
ij(x). (5.1.5)

Aqui Fij(M,x) = ∂F
∂mij

(M,x). A próxima proposição desempenha um papel funda-
mental no que diz respeito à condição de fronteira livre que será estabelecida. Vamos agora
listar algumas propriedades dos operadores elı́pticos totalmente não-linear que satisfazem
a hipótese (5.1.5).

Proposição 5.6. Seja F (M,x) um operador elı́ptico. As seguintes afirmações são válidas:

(i) Se F ★(M,x) = lim
"→0

F"(M,x) existe, então F ★ é homogênea de grau um para um
múltiplo positivo. Além disso, a convergência é uniforme em qualquer subconjunto
compacto de S(N).

(ii) Sob a hipótese (5.1.5), o limite F ★(M,x) = lim
"→0

F"(M,x) existe e

F ★(M,x) = tr(F ★
ij(x)M).

(iii) Se F é convexo ou côncavo,a condição (5.1.5) é satisfeita.

Demonstração. Com efeito, (i) segue da Proposição 5.3 e do Teorema 5.1. A propriedade
(ii) segue do teorema da convergência dominada. De fato, se

lim
∥M∥→∞

Fij(M,x) = F ★
ij(x)

então,

F"(M,x) = "F

(
M

"
, x

)
= "

∫ 1
"

0

d

dt
F (tM, x)dt

= "

∫ 1
"

0

N∑
i,j=1

Fij(tM, x)mijdt =

∫ 1

0

N∑
i,j=1

Fij

(
zM

"
, x

)
mijdz.

Fazendo "→ 0, temos que, para cada i, j = 1, . . . N∫ 1

0

Fij

(
zM

"
, x

)
mijdz →

∫ 1

0

F ★
ij(x)mijdt.

Portanto,

F ★(M,x) =
N∑

i,j=1

∫ 1

0

F ★
ij(x)mij = tr(F ★

ij(x)M).

Finalmente, se F é convexo (ou côncavo), então D2F deve ir a zero quando ∣M ∣ → ∞,
pois DF é limitada . O resultado segue por considerações clássicas.
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5.1.2 Controle pontual de soluções minimais
Para a prova do teorema principal do trabalho, necessitamos de alguns resultados que

conectam a questão da homogeneização com o nosso problema de fronteira livre quando
"→ 0. Heuristicamente, o operador governado sente a oscilação próximo à fronteira livre
e passa por um processo de homogeneização. O próximo resultado foi o ponto chave para
o desenvolvimento dessa conexão. Necessitamos de um fino controle assintótico pontual
de soluções minimais sobre pontos da fronteira livre.

Lema 5.1. Sejam u" uma famı́lia de soluções minimais para a equação (E"), u0 seu limite
uniforme e x0 um ponto da fronteira livre, isto é, x0 ∈ ∂{u0 > 0} ∩ Ω. Então

�"(u"(x0))→ +∞, (5.1.6)

quando "→ 0. Mais precisamente, temos o seguinte controle pontual: existem constantes
universais 0 < �1 ≤ �2 < 1 de modo que

�1 ≤
u"(x0)

"
≤ �2,

para "≪ 1.

Demonstração. Vamos inicialmente verificar que

lim inf
"→0

u"(x0)

"
≥ �1 > 0. (5.1.7)

Para isto, suponha por contradição que, u"(x0)
"

= o(1), quando "→ 0. Defina v" : B1 → ℝ
como

v"(Y ) :=
1

"
u"("Y + x0).

Por hipótese de contradição
v"(0) = o(1). (5.1.8)

Pela não-degenerescência, para todo r > 0, vale

sup
Br

v" ≥ cr,

para uma constante universal c > 0. Em particular,

∣∇v"(0)∣ = ∣∇u"(x0)∣ ≥ c > 0. (5.1.9)
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Por definição de v", verificamos que

F"(D
2v", Y ) = �(v"),

onde F"(M,Y ) := "F ("−1M,x0 + "Y ). Pela desigualdade de Harnack,

v"(Y ) ≤ C, in B1/2.

Agora a teoria de regularidade W 2,p de Caffarelli assegura que, a menos de subsequência,
v" → V na topologia C1,�, para todo � < 1. Em particular, de (5.1.9) temos

∣∇V (0)∣ = ∣∇v"(0)∣+ o(1) > 0. (5.1.10)

Contudo, V ≥ 0 em B1 e de (5.1.8), V (0) = 0, isto é, 0 é um ponto de mı́nimo interior
para V , portanto

∇V (0) = 0,

o que contradiz a não-degenerescência declarada em (5.1.10).

Vamos agora voltar nossa atenção para a estimativa por cima. Inicialmente, vamos
verificar que, para qualquer ponto da fronteira livre �, vale

u"(�) ≤ ", (5.1.11)

para "≪ 1. Vamos provar que para todo � > 0 fixado,

inf
B�(�)

u" < ". (5.1.12)

A estimativa (5.1.11) segue de (5.1.12) e da continuidade uniforme de u". Para mostrar
(5.1.12) vamos assumir por contradição que u" ≥ " em B�(�). Se assim for, terı́amos

F (D2u", x) = 0 in B�(�).

Pela não-degenerescência, existiria um ponto Y" ∈ B�/4(x0) tal que

u"(Y") ≥ c�.

Pela convergência uniforme u" → u0 (note u0(�) = 0) e desigualdade de Harnack,

o(1) = u"(�) ≥ c′�,

que levaria a uma contradição, se "≪ 1.

73



Agora, vamos considerar novamente a sequência blow-up v" : B1 → ℝ como

v"(Y ) :=
1

"
u"("Y + x0).

Como argumentado antes, v" → V na topologia C1,�, e

F ★(D2V, x) = �(V ), in B1. (5.1.13)

Pela regularidade Lipschitz e (5.1.11), obtemos que u"("Y + x0) ≤ O("). Se aplicarmos
os mesmos argumentos acima para os pontos "Y + x0, concluı́mos que

V (Y ) ≤ 1, in B1. (5.1.14)

Se V (0) = 1, V atingiria seu ponto máximo no interior. Como V satisfaz (5.1.13), conclui-
se do princı́pio do máximo que

V ≡ 1,

e, novamente, contradiz a não-degenerescência, como

0 < c ≤ ∣∇v"(0)∣ = ∣∇V (0)∣+ o(1).

Isto finaliza a prova. Portanto, devemos ter V (0) < 1 e para "≪ 1, u"(x0)
"
≤ �2 < 1.

Estamos agora em condições de estabelecer o principal resultado acerca da condição
de fronteira livre. Como veremos na próxima seção, uma tal condição de fronteira livre
deverá ser forte suficiente para assegurar suavidade da fronteira livre. Antes faremos uma
observação útil para o desenvolvimento do trabalho.

Observação 5.3 (Regularidade). Seja F (M,x) satisfazendo as condições (H1), (H2) e
(H3). Então, F (D2u0, x) = 0 em Ω0 no sentido clássico. De fato, seja y0 ∈ Ω0 satis-
fazendo u0(y0) = � > 0. Como u0 é contı́nua, u0 ≥ �

2
≥ " em B = B�(y0) ⋐ Ω0. Desta

forma,
F (D2u", x) = 0 em B.

Pela regularidade C2,� de Caffarelli, ∥u"∥C2,�(B) ≤ C, onde C independe de ". Segue daı́,
que, a menos de subsequência, D2u" → D2u0 uniformemente em B e, portanto,

F (D2u0, x) = 0 em B.

Isto conclui a observação.
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Lema 5.2. Suponha F satisfazendo (H1), (H2), (H3) e (5.1.5). Seja a"ij uma famı́lia de
matrizes uniformenete elı́pticas

a"ij(x) :=

∫ 1

0

Fij(tD
2u"(x), x)dt,

onde u" são soluções minimais para a equação (E"). Então a matriz a"ij(x) converge,
pontualmente, para uma matriz uniformemente elı́ptica bij(x), com

bij(x) =

⎧⎨⎩
∫ 1

0

Fij(tD
2u0(x), x)dt se x ∈ Ω0

F ★
ij(x) se x ∈ F(u0),

onde Ω0 = {u0 > 0} e F(u0) é a fronteira livre. Além disso, a convergência em Ω0 vale
na topologia C1

loc.

Demonstração. Seja y0 um ponto arbitrário no conjunto de positividade Ω0, digamos
u0(y0) = � > 0. Pela continuidade Lipschitz, existe um � > 0 pequeno tal que para
"≪ 1,

inf
B�(y0)

u" >
�

3
≫ ".

Em particular,
F (D2u", x) = 0 em B�(y0).

Como F satisfaz (H1), (H2) e (H3), por estimativa a priori C2,�, podemos assegurar, da
teoria clássica de regularidade de Schauder, queD3u" converge uniformemente paraD3u0

em B�(y0) e, portanto,

a"ij(x) :=

∫ 1

0

Fij(tD
2u"(x), x)dt→

∫ 1

0

Fij(tD
2u0(x), x)dt

localmente na topologia C1(Ω0).

Vejamos agora o que ocorre com a convergência ao longo da fronteira livre. Para
isto, seja x0 um ponto arbitrário da fronteira livre. Do Lema 5.1 e elipticidade, temos a
estimativa∥∥D2u"(x0)

∥∥ ≥ ∥∥∥[D2u"(x0)
]+∥∥∥ ≥ 1

Λ
F (x0, D

2u"(x0)) ∼ �"(u"(x0))→ +∞. (5.1.15)

Portanto, para todo 0 < t ≤ 1, ∥tD2u"(x0)∥ → +∞. Usando a hipótese (5.1.5) e o
teorema da convergência dominada, obtemos

a"ij(x) :=

∫ 1

0

Fij(tD
2u"(x), x)dt→

∫ 1

0

F ★
ij(x)dt = F ★

ij(x).

A prova do lema está completada.
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Observação 5.4. Como vimos, operadores convexos ou côncavos satisfazem a condição
(5.1.5). Portanto, tais operadores constituem uma classe de exemplos para a teoria a ser
desenvolvida.

Para justificar ainda mais nossa abordagem, ressaltamos que se u" resolve

F (D2u", x) = �"(u"),

então podemos escrever

�"(u") = F (D2u", x) =

∫ 1

0

d

dt
F (tD2u"(x), x)dt = a"ij(x)Diju" =: L"u". (5.1.16)

isto é, uma solução para F (x,D2u") = �"(u") satisfaz L"u" = �"(u
"). Em geral, as ma-

trizes aij são meramente limitadas, mensuráveis e elı́pticas, nenhuma suavidade adicional
dos coeficientes pode ser assegurada em ". Contudo, usando as hipóteses (H1), (H2),
(H3) e a teoria de regularidade (veja [7]), obtemos mais regularidade nos coeficientes. O
sucesso da teoria que aqui apresentamos baseia-se no fato de que, ao longo da fronteira
livre, as matrizes a"ij se aproximam de um operador elı́ptico Hölder contı́nuo. Lembramos
que queremos utilizar a condição de fronteira livre no sentido da viscosidade de Caffarelli
para dar uma interpretação de solução fraca para nosso problema de fronteira livre. A
grande vantagem dessa teoria baseia-se em seu caráter não-variacional, portanto, é apro-
priado para os nossos propósitos. Lembre-se que o principal resultado deste trabalho é
mostrar que o limite uniforme u0 das soluções minimais u" possui o seguinte desenvolvi-
mento assintótico:

u0(x) =

√
2T

F ★(� ⊗ �, x0)
⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣),

próximo a um ponto da fronteira livre x0 ∈ F(u0). Aqui � é a normal unitária a ∂B�(y0)
apontando para dentro de Ω0 := {u0 > 0}, e B�(y0) ⊂ Ω0, B�(y0) ∩ F(u0) = {x0}.
De acordo com a teoria de viscosidade de Caffarelli (veja Seção 6.1), tal desenvolvimento
assintótico só precisa ser verificado para pontos regulares da fronteira livre, isto é, pontos
na fronteira livre que pode tocar a bola por dentro de Ω0. O operador F ★ é dado pelo limite
assintótico

F ★(M,x) := lim
"→0

"F ("−1M,x).

Agora observe que, por linearização, F ★(�⊗ �, x0)(x) = tr(bij(x0)�i�j), onde a matriz bij
é dada como no Lema 5.2.
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Para finalizarmos nossos comentários, notemos que em qualquer parte C1 da fronteira
livre, temos

F ★(� ⊗ �, x0) = F ★

(
∇u0

∣∇u0∣
⊗ ∇u0

∣∇u0∣
, x0

)
=

1

∣∇u0∣2
F ★(∇u0 ⊗∇u0, x0)

Portanto, ao longo de uma parte suave da fronteira livre, teremos

F ★(∇u0 ⊗∇u0, x0) = ∣∇u0∣2⟨B(x0)�, �⟩.

e o problema de fronteira livre (5.0.2) pode ser representado como⎧⎨⎩
F (D2u0, x) = 0 em {u0 > 0} ∩ Ω

u0 = ' em ∂Ω
∣∇u0∣2 = 2T

⟨B(z)�,�⟩ em ∂{u0 > 0} ∩ Ω.
(5.1.17)

5.2 Resultados técnicos de convergência
Nesta seção, iremos incorporar os principais instrumentos técnicos de que precisamos

para nossa análise assintótica. A seguir, F será um operador côncavo, u" denota a famı́lia
de soluções minimais para (E") e u0 seu limite uniforme.

Lema 5.3. Seja F satisfazendo (H1), (H2) e (H3). Para qualquer subconjunto fixado
Ω′ ⋐ Ω, u" → u0 forte em H1(Ω′).

Demonstração. Fixe um subconjunto Ω′ ⋐ Ω. Com a notação acima, segue de (5.1.16)
que cada u" satisfaz

L"u" = a"ij(x)Diju" = �"(u"). (5.2.1)

Pela regularidade Lipschitz, a menos de subsequência, u" converge fraco para u0 em
H1(Ω′). Para notação conveniente, vamos escrever v para representar u". Vamos mostrar
que

ℓ := lim
"→0

sup

(∫
Ω′
a"ij(x) ⋅ [∇v ⊗∇v] dx

)
≤
∫

Ω′
bij(x) ⋅ [∇u0 ⊗∇u0] dx. (5.2.2)

Multiplicando a equação (5.2.1) por v, integrando sobre Ω′ e usando o fato de que o pro-
duto v�" ≥ 0, ficamos com

0 ≤
∫

Ω′
a"ijv vijdx =

∫
∂Ω′

va"ijvi�jdℋ
n−1 −

∫
Ω′
Dj(a

"
ijv)vidx,
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de onde obtemos a seguinte estimativa∫
Ω′
a"ijvivjdx ≤

∫
∂Ω′

va"ijvi�jdℋ
n−1 −

∫
Ω′
vDj(a

"
ij)vidx,

onde �j denota o vetor normal unitário exterior a ∂Ω′, o qual podemos assumir ser suave.
Fazendo "→ 0, vemos que o lado direito converge para

ℐ :=

∫
∂Ω′∩{u0>0}

u0bij(x)(u0)i�jdℋ
n−1 −

∫
Ω′∩{u0>0}

u0Dj(bij(x))Diu0dx. (5.2.3)

Agora, para todo � > 0 fixado, seja u� := max{u0 − �, 0}. Combinando o Teorema
de Green e o fato de que L0u0 := tr(bij(x)Diju0) = 0 sobre Ω0 := {u0 > 0} (veja
Observação 5.5), concluı́mos que

0 =

∫
Ω′∩{u0>�}

u�L0u0 dx =

∫
∂Ω′∩{u0>�}

u�bij(u0)i�j dS −
∫

Ω′∩{u0>�}
bij(u0)i(u0)j dx

−
∫

Ω′∩{u0>�}
u�Dj(bij)(u0)i dx.

Fazendo � → 0 achamos ∫
Ω′∩{u0>0}

bij(x)(u0)i(u0)jdx = ℐ,

e (5.2.2) está verificada. Claramente, do Lemma 5.2 e da regularidade Lipschitz,∫
Ω′

(
a"ij(x)− bij(x)

)
∇u"(x)⊗∇u"(x)dx = o(1). (5.2.4)

Finalmente, combinando (5.2.2) e (5.2.4) concluı́mos

lim
"→0

sup

(∫
Ω′
bij(x) ⋅ [∇u"(x)⊗∇u"(x)] dx

)
≤
∫

Ω′
bij(x) ⋅ [∇u0(x)⊗∇u0(x)] dx.

Elipticidade dos bij e considerações de análise funcional clássicas finalmente implicam

u" → u

forte em H1(Ω′) e o lema está provado.
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Observação 5.5. Pela Observação 5.3 e F nas hipóteses do lema acima, segue que u0 é
solução de tr(bij(x)D2u0) = 0 em {u0 > 0}. De fato,

0 = F (D2u0, x) =

∫ 1

0

d

dt
[F (tD2u0, x)]dt =

∑
i,j

(∫ 1

0

Fij(tD
2u0, x)dt

)
Diju0

= tr(bij(x)D2u0).

Nosso próximo lema estabelece convergências do blow-Up. A prova é clássica, sendo
apresentada a seguir

Lema 5.4. Seja {u"j} famı́lia de soluções do problema (E") em Ω tal que u"j → u0

uniformemente em subconjuntos compactos de Ω e "j → 0. Sejam x0, xn ∈ Ω∩∂{u0 > 0}
pontos da fronteira livre com xn → x0 quando n → ∞. Para toda sequência positiva
�n → 0, defina

(u0)�n(x) :=
1

�n
u0(xn + �nx) and (u"j)�n(x) :=

1

�n
u"j(xn + �nx).

Suponha (u0)�n → U quando n→∞ uniformemente em subconjuntos compactos de ℝN .
Então, existe j(n)→∞ tal que para todo jn ≥ j(n) vale que "jn�−1

n → 0 e

1. (u")�n → U uniformemente em subconjuntos compactos de ℝn;

2. ∇(u")�n → ∇U em L2
loc(ℝN);

3. ∇(u0)�n → ∇U em L2
loc(ℝN).

Demonstração. Para simplificar vamos assumir que xn = x0. A prova no caso geral é
análoga. Vamos achar a sequência j(n). Temos que

(u�jn )(x)− U(x) =

(
1

�n
u�j(x0 + �nx)− 1

�n
u(x0 + �nx)

)
+ (u�n(x)− U(x))

= I + II

Fixe r > 0 tal que Br(x0) ⋐ Ω. Seja k > 0 fixado e � > 0 arbitrária. Temos inicialmente
que ∣II∣ < � em Bk(0) se n ≥ n(k, �). Vamos limitar

∣I∣ =
∣∣∣∣ 1

�n
[u�jn (x0 + �nx)− u(x0 + �nx)]

∣∣∣∣ .
Para cada n, existe j(n) tal que se j ≥ j(n),

∣(u�jn )(x)− u(x)∣ ≤ �n
n

para x ∈ Br(x0).
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Portanto, se j ≥ j(n) com n grande de modo que �n ≤ r
k
, então,

∣I∣ ≤ 1

n
para x ∈ Bk(0).

portanto, se j ≥ j(n) e n grande,

∣(u�jn )�n(x)− U(x)∣ < � +
1

n
para x ∈ Bk(0).

Portanto, se jn ≥ j(n), então (u�jn )�n → U uniformemente em conjuntos compactos de
ℝN , e o item (1) está provado.

Para provar (2), observe que (u�jn )�n são soluções de (E �j
�n

) em Bk, onde k é um
número positivo fixado. Pelo Lema 5.3, existe subsequencia, a qual vamos denotar por jn,
tal que ∇(u�jn )�n → ∇U em L2

loc(ℝN). Para (3), seja � > 0 e considere

∣∇u�n −∇U ∣L2(Bk) ≤ ∣∇u�n −∇(u�j)�n∣L2(Bk) + ∣∇(u�j)�n −∇U ∣L2(Bk) = I + II.

Por (2), temos que II < � se j ≥ jn e n suficientemente grande. Além disso, em virtude
do Lema 5.3 vale:

I2 =

∫
Bk

∣∇u−∇u�j ∣2(x0 + �nx)dx =
1

�Nn

∫
B�nk(x0)

∣∇u−∇u�j ∣2(x) dx < �2

se j e n forem suficientemente grandes. Isto prova (3).
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Em seguida, provaremos um resultado de convergência para

B"(u") :=

∫ u"

0

�"(s)ds =

∫ u"/"

0

�(s)ds

dentro da fase zero.

e

Be1

Figura 5.1: Gráfico

Lema 5.5. Seja u" famı́lia de soluções minimais do problema (E") e suponha que u"
converge para v em H1

loc(Ω). Seja � ⊂ Ω uma hipersuperfı́cie suave (conexa) contendo
0, onde v se anula, e tal que em Br, v é positiva de uma lado de �, e zero do outro lado.
Sejam G = Br ∩ {v > 0} e B"(u")→M(x) fraco em L2(Br). Então,

M(x) = T�{v>0} + T̄�{v<0},

onde T̄ ∈ {0,T}.
Demonstração. Seja Ψ ∈ C∞c (Ω) (vamos escrever u para u" e a"ij(x) para aij(x)). Além
disso, iremos omitir os ı́ndices do somatório). Multiplicando a equação (E") por ∂kuΨ e
integrando, obtemos∫

Ω

(Ψ∂kuaij∂iju) dx =

∫
Ω

Ψ∂ku�"(u)dx = −
∫

Ω

∂kΨB"(u)dx.

Aplicando o Teorema de Green no lado direito da expressão acima obtemos a seguinte
identidade:

−
∫

Ω

Ψaij(x)∂iu∂jku dx −
∫

Ω

(∂jΨ)aij(x)∂iu∂ku dx−
∫

Ω

Ψ∂j(aij)∂iu∂kudx

= −
∫

Ω

∂kΨB"(u) dx (5.2.5)
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Da simetria assegurada por (5.0.1), aij = aji; portanto

−
∫

Ω

aij(x)∂iu∂jkuΨdx = −1

2

∫
Ω

(aij(x)∂iku∂juΨ + aij(x)∂kju∂iuΨ) dx

= −1

2

∫
Ω

aij(x)∂k(∂iu∂ju)Ψdx

=
1

2

∫
Ω

∂k(Ψaij(x))∂iu∂ju dx

=

∫
Ω

1

2
(aij(x)∂iu∂ju∂kΨ + ∂kaij(x)∂iu∂juΨ) . (5.2.6)

Substituindo (5.2.6) em (5.2.5), achamos∫
Ω

(
1

2
aij(x)∂iu∂ju∂kΨ +

1

2
∂k(aij(x))∂iu∂juΨ− aij(x)∂iu∂ku∂jΨ

− ∂jaij(x)∂iu∂kuΨ)dx = −
∫

Ω

B"(u)∂kΨdx. (5.2.7)

Quando " → 0, a menos de subsequência, podemos supor que B"(u) ⇀ M(x) fraco
em L2(Br), 0 ≤ M(x) ≤ T. Usando o fato de que B"(u") = T para u" ≥ ", temos que
M(x) = T em G. Agora, fazendo "→ 0 e usando u" → v em H1(Br) e aij(x)→ bij(x)
pontualmente, teremos∫

Ω

(
1

2
bij(x)∂iv∂jv∂kΨ +

1

2
∂kbij(x)∂iv∂jvΨ− bij(x)∂iv∂kv∂jΨ

− ∂jbij(x)∂iv∂kvΨ)dx = −
∫

Ω

M(x)∂kΨdx. (5.2.8)

Usando novamente o Teorema de Green e o fato de que tr(bij(x)D2v) = 0 em {v > 0},
achamos

0 =

∫
B∩{v>0}

Ψvkbijvij dx =

∫
�∩B

(
Ψvkbijvi�j −

1

2
Ψvivj�k

)
dS

+ Lado esquerdo de (5.2.8) (5.2.9)

Agora em �, onde v = 0 temos, como v > 0 em G,

vi = −�i∣∇v∣.

Portanto, de (5.2.8) e (5.2.9) conclui-se que
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1

2

∫
B∩{v>0}

Ψbij�i�j∣∇v∣2�k dS =

∫
B

M(x)Ψk dx. (5.2.10)

Em (5.2.10), se tomarmos Ψ para ser suportado no interior de Br ∖ G, então, para
k = 1, . . . , N ∫

Br∖G
M(x)Ψk = 0,

e, portanto,∇M(x) ≡ 0 em D′(Br ∖G). Concluı́mos, assim, que existe T̄ ∈ [0,T] tal que
M(x) = T̄ em Br ∖G. Para finalizar, vamos mostrar a seguinte afirmação:

Afirmação 2. Nas condições acima, T̄ ∈ {0,T}.

De fato, argumentamos como segue: mostraremos que para todo x0 ∈ {u0 ≡ 0}∘

B"(u"(x0))→ 0 (ou T).

e, portanto, por unicidade, T̄ ∈ {0,T}. Com efeito, pelo Teorema 4.3-(a) Ω" → Ω0 na
métrica Hausdorff, isto é, dado � > 0, para " suficientemente pequeno,

Ω" ⊂ N�(Ω0)

e
Ω0 ⊂ N�(Ω")

Com isso, se x0 ∈ {v ≡ 0}∘, então existe � > 0 tal que x0 ∕∈ N�(Ω"). Portanto,
u"(x0) ≤ ". Defina v" : B1 → ℝ como

v"(y) :=
1

"
u"(x0 + "y).

Então, para " ≪ 1, x0 + "y ∈ {v ≡ 0}∘. Portanto, v"(y) ≤ 1 em B1, v" → V uniforme-
mente em subconjuntos compactos de ℝN , 0 ≤ V ≤ 1 e F"(D2v", x) = �(v") emB1. Pela
teoria de regularidade C1,� de Caffarelli, a menos de subsequência, v" → V na topologia
C1,� para todo � < 1 e

F ★(D2V, x) = �(V ) em B1. (5.2.11)

Em particular,∇v"(y)→ ∇V (y). Por outro lado, pelo Lema 5.4,

∇v"(y) = ∇u"(x0 + "y)→ 0 em L2
loc(ℝN)

Segue que V = C para alguma constante C ≥ 0. Além disso, por (5.2.11), �(V ) = 0 e,
portanto, V ≡ 0 ou V ≡ 1. Se V ≡ 1, terı́amos u"(x0)

"
→ 1 e

B"(u"(x0)) =

∫ u"(x0)
"

0

�(s)ds→ T.
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Neste caso, teremos T̄ = T. Agora, se V ≡ 0, terı́amos u"(x0)
"
→ 0 e, como consequência,

B"(u"(x0)) =

∫ u"(x0)
"

0

�(s)ds→ 0.

Neste caso, T̄ = 0. Assim fica provado o lema.

Em seguida, vamos estimar a inclinação das soluções de um lado de um hiperplano.
Mais precisamente, vamos mostrar que no caso da fase negativa ser degenerada, a inclina-
ção da parte positiva é, no máximo, o valor determinado pela esperada condição de fron-
teira livre.

Proposição 5.7. Seja u" famı́lia de soluções minimais de (E") num domı́nio Ω ⊂ ℝn.
Suponha que u" converge uniformemente em subconjuntos compactos de Ω para

u0 = �⟨x− x0, �⟩+,

com � > 0, x0 ∈ Ω ∩ ∂{u0 > 0} quando " → 0. Então, existe um operador elı́ptico F ★

tal que

� =

√
2T

F ★(� ⊗ �, x0)
.

Demonstração. Vamos supor, sem perda de generalidade, que x0 = 0 e � = e1. Seja
Ψ ∈ C∞c (Ω) (vamos escrever u para u", e a"ij(x) para aij(x)). Multiplicando a equação
(5.1.16) por ∂1uΨ e integrando, obtemos∫

Ω

(Ψ∂1uaij∂iju) dx =

∫
Ω

Ψ∂1u�"(u)dx = −
∫

Ω

∂1ΨB"(u)dx.

Aplicando o Teorema de Green no lado direito da expressão acima, obtemos a seguinte
identidade:

−
∫

Ω

Ψaij(x)∂iu∂j1u dx −
∫

Ω

(∂jΨ)aij(x)∂iu∂1u dx−
∫

Ω

Ψ∂j(aij)∂iu∂1udx

= −
∫

Ω

∂1ΨB"(u) dx (5.2.12)
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Da simetria assegurada por (5.0.1), aij = aji; portanto

−
∫

Ω

aij(x)∂iu∂j1uΨdx = −1

2

∫
Ω

(aij(x)∂i1u∂juΨ + aij(x)∂1ju∂iuΨ) dx

= −1

2

∫
Ω

aij(x)∂1(∂iu∂ju)Ψdx

=
1

2

∫
Ω

∂1(Ψaij(x))∂iu∂ju dx

=

∫
Ω

1

2
(aij(x)∂iu∂ju∂1Ψ + ∂1aij(x)∂iu∂juΨ) .(5.2.13)

Substituindo (5.2.13) em (5.2.12), achamos∫
Ω

(
1

2
aij(x)∂iu∂ju∂1Ψ +

1

2
∂1aij(x)∂iu∂juΨ − aij(x)∂iu∂1u∂jΨ− ∂jaij(x)∂iu∂1uΨ)dx

= −
∫

Ω

B"(u)∂1Ψdx. (5.2.14)

Agora, pelo Lemma 5.3

∇u→ ��{x1>0}e1 in L2
loc(Ω). (5.2.15)

e pelo Lema 5.5

B"(u)
★
⇀ T�{x1>0} + T̄�{x1<0} em L∞(Ω), (5.2.16)

onde T̄ ∈ {0,T} (Aqui ★
⇀ significa convergência na topologia fraca-★). Passando o limite

quando "→ 0 em (5.2.14), levando em conta (5.2.15), (5.2.16) e Lema 5.2, teremos∫
{x1>0}

[
�2

2
∂x1(b11Ψ)− �2

N∑
j=1

∂j(b1jΨ)

]
dx = (T̄− T)

∫
{x1=0}

Ψ dx′.

Portanto, usando o teorema da divergência na expressão acima, obtemos,

−�
2

2

∫
{x1=0}

⟨F ★
11e1, e1⟩Ψdx = −(T− T̄)

∫
{x1=0}

Ψ dx′.

Como Ψ ∈ C∞c (Ω) é arbitrário,

�2 =
2(T− T̄)

F ★(e1 ⊗ e1, 0)
.
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Agora, como � > 0 segue que T ∕= T̄ e, portanto, T̄ ≡ 0. Logo

� =

√
2T

F ★(e1 ⊗ e1, 0)
.

Observação 5.6. Heuristicamente, a proposição anterior nos diz que a função limite u0

atinge o conjunto de nı́vel zero com um declive preescrito e positivo.

5.3 Condição de fronteira livre
Esta seção é dedicada ao estudo da condição de fronteira livre. Provaremos que a

condição vale em dois sentidos e, no próximo capı́tulo, provaremos a regularidade C1,


da fronteira livre. A saber, provaremos a condição de fronteira livre no sentido da teoria
geométrica da medida e no sentido da viscosidade introduzida por Caffarelli nos célebres
e agora clássicos artigos [3], [4] e [5].

5.3.1 Condição no sentido da teoria geométrica da medida
Começamos a seção com algumas definições clássicas

Definição 5.2. Um vetor unitário � ∈ ℝN é dito ser normal unitário interior no sentido da
teoria geométrica da medida para a fronteira livre ∂{u0 > 0} em um ponto da fronteira
livre x0 ∈ ∂{u0 > 0} se

lim
r→0

1

rN

∫
Br(x0)

∣�{u0>0} − �{x∣⟨x−x0,�⟩>0}∣ dx = 0. (5.3.1)

Definição 5.3. Seja v uma função contı́nua no domı́nio Ω ⊂ ℝN . Diremos que v é não-
degenerado num ponto x0 ∈ Ω ∩ {v = 0} se existem c, r0 > 0 tal que

1

rN

∫
Br(x0)

vdx ≥ cr para todo r ∈ (0, r0). (5.3.2)

Observação 5.7. Pelo Teorema 4.3-(e), u0 satisfaz (5.3.2).

Definição 5.4. Sejam E,Γ ⊂ ℝN . Diremos que E possui densidade positiva uniforme em
Γ se existem c, r0 > 0 tais que

∣E ∩Br(x)∣
∣Br(x)∣

≥ c, para 0 < r < r0, x ∈ Γ.
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Vamos, agora, estabelecer a condição de fronteira livre, no sentido da teoria geométrica
da medida, sob a hipótese natural de densidade positiva uniforme da fase zero, dada pelo
conjunto Ωc

0 := {u0 ≡ 0}. Em particular, ao longo da fronteira livre reduzida. Na verdade,
é bem estabelecido que, a fim de investigar as propriedades de suavidade da fronteira livre,
deve-se evitar comportamentos como ∣x∣ próximo à fronteira livre.

Observação 5.8. Vale a pena mencionar que, para problemas com estruturas variacional,
argumentos baseados em perturbações de energia garantem densidade positiva uniforme
da fase zero (veja, por exemplo, o Teorema 5.5 em [21]). Mais precisamente, para proble-
mas variacionais, por exemplo F (D2u, x) = Δu(x), mostra-se que u0 é um mı́nimo para
o funcional de Euler-Lagrange E0 : H1(Ω)→ ℝ

E0(�,O) :=

∫
O

(
1

2
∣∇�(x)∣2 + ��>0

)
dx.

e que para cada x0 ∈ F(u0), existe constante � > 0 tal que

∣Ωc
0 ∩B�(x0)∣
∣B�(x0)∣

≥ �

para todo 0 < � < dist(x0, ∂Ω). Como nosso problema é totalmente não-variacional,
uma adaptação dessa técnica não será possı́vel. Mencionamos ainda que, para problemas
regidos por equações côncavas, provamos que Ω0 := {u0 > 0} é localmente um conjunto
de perı́metro finito; portanto para todo ponto z0 da fronteira livre reduzida (veja Lema
5.5.4 pg 236 de [48]), vale que

lim inf
r↘0

∣ΩC
0 ∩Br(z0)∣

rN
≥ c > 0.

Observação 5.9. Lembramos, ainda, que um ponto x pertence a F(u0)★, a fronteira no
sentido da teoria geométrica da medida, se

lim
r→0

∣Br(x) ∩ Ω0∣
rN

> 0 e lim
r→0

∣Br(x) ∩ Ωc
0∣

rN
> 0.

Pelo Lema A.4, temos que

ℋN−1(F★(u0) ∖ F(u0)red) = 0.

Porém, sob a hipótese de que o conjunto {u0 ≡ 0} possui densidade positiva uniforme,
temos que F★(u0) = F(u0) e, portanto,

ℋN−1(F(u0) ∖ F(u0)red) = 0.
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Figura 5.2: Densidade positiva da fase zero

Este resultado será extremamente importante para a teoria de regularidade para a fron-
teira livre. Vale a pena observar que é possı́vel obter tal resultado para operadores com
coeficientes constantes da forma F (M) (veja Teorema 4.2 abaixo). Na ausência de fun-
cionais de Euler-Lagrange, é evidente que uma nova técnica deverá ser desenvolvida para
lidar com a densidade positiva uniforme do conjunto {u0 ≡ 0}. Este problema continua
em aberto e é muito tentador para o desenvolvimento da teoria.

Teorema 5.2. Suponha F (M) côncavo em M . Dado um subdomı́nio Ω′ ⋐ Ω, existe uma
constante positiva universal C = C(Ω′), tal que para qualquer bolaB�(x0) centrada num
ponto da fronteira livre x0 ∈ F(u0), vale

C−1�N−1 ≤ ℋN−1(F(u0)red ∩B�(x0)) ≤ C�N−1.

Em particular,
ℋN−1(F(u0) ∖ F(u0)red) = 0.

Demonstração. A estimativa por cima já foi estabelecida, em grande generalidade, no
Teorema 4.3, item (d). Vamos verificar a estimativa por baixo. Por uma argumento de
escalonamento, podemos tomar � = 1 e x0 = 0. Sejam u" soluções aproximadas de u0

satisfazendo F (D2u") = �"(u"). Defina o operador uniformemente elı́ptico

Lv := tr (Fij(0)Dijv) ,

onde Fij representa a derivada de F com relação à (i, j)-ésima direção no espaço S(N).
Por conveniência de notação, vamos escrever Fij(0) =: aij . Como antes, é simples veri-
ficar que �Id ≤ aij ≤ ΛId. Por concavidade, Lu" ≥ 0. Vamos construir uma função

88



barreira especial. Para isto, seja  uma função suave não-negativa em B1, com  ≡ 1 em
B1/5 e  ≡ 0 fora de B1/4. Considere Φ solução de{

LΦ = − em B1

Φ = 0 em ∂B1.

Segue da teoria de regularidade elı́ptica que Φ é suave e,

∥Φ∥C�(B1/2) ≤ C, (5.3.3)

para uma constante universal C. Além disso, pelo princı́pio do máximo Φ > 0 em B1 e
pelo princı́pio do máximo de Hopf,

aij∂iΦ�j ≥ c > 0, ao longo de ∂B1, (5.3.4)

onde �j é a j-ésima coordenada do vetor normal exterior a ∂B1. Lembre que o conjunto
Ω0 := {u0 > 0} e F(u0)red é a fronteira livre reduzida. Aplicando a fórmula generalizada
Gauss-Green, obtemos∫

Ω0∩B1

{ΦLu" − u"LΦ} dx =

∫
F(u0)red∩B1

{Φaij∂iu" − u"aij∂iΦ} �jdℋN−1

−
∫

Ω0∩∂B1

u"aij∂iΦ�jdℋ
N−1.

(5.3.5)
Como ΦLu" ≥ 0, temos

lim inf
"→0

∫
Ω0∩B1

{ΦLu" − u"LΦ} dx ≥
∫
B1

 u0dx ≥
∫
B1/5

u0dx. (5.3.6)

Além disso, da limitação uniforme do gradiente de u", elipticidade e (5.3.3), temos a
estimativa ∣∣∣∣∫

F(u0)red∩B1

Φaij∂iu"�jdℋ
N−1

∣∣∣∣ ≤ CℋN−1(F(u0)red ∩B1) (5.3.7)

para uma constante universal C independente de ". Em adição∫
F∗(u0)∩B1

u"aij∂iΦ�j dℋ
N−1 = o(1), (5.3.8)

quando "→ 0 e por (5.3.4)

lim
"→0

∫
Ω0∩∂B1

u"aij∂iΦ�jdℋ
N−1 =

∫
∂B1

u0aij∂iΦ�jdℋ
N−1

≥ 0.
(5.3.9)
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Combinando (5.3.5), (5.3.6), (5.3.7), (5.3.8) e (5.3.9), deduzimos∫
B1/5

u0dx ≤ CℋN−1(F(u0)red ∩B1). (5.3.10)

Por outro lado, pela não-degenerescência (item (c) do Teorema 4.3),∫
B1/5

u0dx ≥ c0. (5.3.11)

para uma constante universal c0. Finalmente, de (5.3.10) e (5.3.11), concluı́mos

ℋN−1(F(u0)red ∩B1) ≥ �0,

para uma constante universal �0 e a estimativa por baixo está provada.

Antes de obtermos o resultado principal, precisamos de dois resultados preliminares.
O primeiro resultado é o seguinte lema:

Lema 5.6. Seja U ∈ Lip(B̄+
1 ) e suponha que U é não negativa em B+

1 ,

F (D2U, x) = 0 em {U > 0}

e U ≡ 0 em ∂B+
1 ∩ {x1 = 0}. Então, em B+

1 , U possui desenvolvimento assintótico

U(x) = �x1 + o(∣x∣)

com � ≥ 0

Demonstração. Seja

ℓk := inf{ℓ : U(x) ≤ ℓx1 em B+
2−k
}.

Como ℓk é uma sequência não-crescente de números finitos não-negativos, existe

� = lim
k→∞

ℓk.

Então
U(x) ≤ �x1 + o(∣x∣) em B+

1 .

Se � = 0, a conclusão do lema segue. Suponha portanto que � > 0. Então existe sequência
xk ∈ B+

1 com rk = ∣xk∣ → 0 tal que

U(xk) ≤ �xk1 − �0rk,
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para algum �0 > 0. Note que xk pertence ao cone C = {∣x∣ ≤ �
�0
x1} e, portanto, podemos

assumir que �k := xk

rk
converge para algum �0 ∈ ∂B+

1 ∩ C. Agora, seja

Uk(x) :=
U(rkx)

rk
.

Como {Uk} são uniformemente Lipschitz, podemos assumir que Uk converge uniforme-
mente em B̄+

1 para uma função não-negativa V . Por construção, temos

V (x) ≤ �x1 em B+
1

em adição

V (x) ≤ �x1 −
�0

2
e Uk(x) ≤ ℓkx1 −

�0

2
em ∂B+

1 ∩B"(�0)

para " > 0 suficientemente pequeno e k grande.
Seja agora w : B+

1 → ℝ, tal que⎧⎨⎩
F (D2w, x) = 0 em B+

1

w = x1 in ∂B+
1 −B"/2(�0)

w = x1 − �0
4�

em ∂B+
1 ∩B"/4(�0)

x1 − �0
4�
≤ w ≤ x1 em ∂B+

1 ∩B"/2(�0)

Entãow anula-se na fronteira flat {x1 = 0}∩B1, éC1,� até {x1 = 0}∩B1, e pelo princı́pio
do máximo de Hopf

w(x) ≤ (1− �)x1 em B+



para alguns �, 
 .
Agora, do princı́pio de comparação, teremos Uk ≤ ℓkw em B+

1 para k grande, e,
consequentemente, Uk ≤ ℓk(1−�)x1 emB+


 . Isto implica � ≤ (1−�)�, o qual contradiz
a hipótese de que � > 0. O lema está provado.

A prova do Teorema 5.4 usa fortemente o seguinte resultado.

Teorema 5.3. Suponha F satisfazendo (H1), (H2) e (H3) e (5.1.5). Seja {u"}">0 famı́lia
de soluções minimais de (E") num domı́nio Ω ⊂ ℝN tal que u" → u0 uniformemente em
subconjuntos compactos de Ω quando " → 0. Suponha que {u0 ≡ 0} possui densidade
positiva uniforme positiva próximo à x0. Então, existe operador elı́ptico F ★ tal que

lim sup
x→x0

∣∇u0(x)∣ ≤

√
2T

F ★(� ⊗ �, x0)
,

se x0 ∈ Ω ∩ ∂{u0 > 0}, onde � é a normal unitária a Ω ∩ ∂{u0 > 0}.
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Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade, que x0 = 0 e � = e1. Seja

� := lim sup
x→0

∣∇u0(x)∣.

Como u0 ∈ Lip(Ω), claramente � < ∞. Se � = 0, o resultado segue. Assuma, portanto,
� > 0. Existe uma sequência xn → 0 tal que ∣∇u0(xn)∣ → � e u0(xn) > 0. Seja
zn ∈ Ω ∩ ∂{u0 > 0} tal que dn = ∣zn − xn∣ = dist(xn, ∂{u0 > 0}). Defina

(u0)dn(x) :=
1

dn
u0(zn + dnx).

Como u0 ∈ Lip(Ω) e (u0)dn(0) = 0 para todo n, {(u0)dn} é uniformemente limitada
em subconjuntos compactos de ℝN e, portanto, a menos de subsequência (a qual vamos
continuar denotando por dn), (u0)dn → v uniformemente em subconjuntos compactos de
ℝN , onde v ∈ Lip(ℝN). Além disso, v(0) = 0 e F (D2v, x) = 0 in {v > 0}.

Agora, seja x̄n := xn−zn
dn
∈ ∂B1. Podemos escolher a subsequência dn de modo que

x̄n → x̄ ∈ ∂B1. Então v satisfaz F (D2v, x) = 0 em B1(x̄), além disso, é não-negativa em
B1(x̄). Considere agora a sequência

�n =
∇(u0)dn(x̄n)

∣∇(u0)dn(x̄n)∣
=
∇u0(xn)

∣∇u0(xn)∣
.

Passando a uma subsequência e após uma rotação, podemos assumir que �n → e1. Neste
ponto, observe que B2/3(x̄) ⊂ B1(x̄n) para n suficientemente grande e, portanto, a função
(u0)dn satisfaz F (D2(u0)dn , x) = 0 em B2/3(x̄). Como F satisfaz (H1) − (H3), pela
estimativa interior do gradiente,

(u0)dn → v em C1,�(B1/2(x̄))

para algum � > 0. Isto é suficiente para mostrar que ∇(u0)dn → ∇v uniformemente em
B1/3(x̄) e, portanto, como∇u0(xn) = ∇(u0)dn(x̄n)→ ∇v(x̄) e∇u0(xn)→ ∣∇u0(xn)∣e1,
segue que ∣∇u0(xn)∣ → ∂x1v(x̄). Em particular,

∂x1v(x̄) = �.

De fato, usando o fato de que �n → e1 e ∇u0(xn)
∣∇u0(xn)∣ →

∇v(x̄)
�

, temos que ∇v(x̄) = �e1 e,
portanto, ∂x1v(x̄) = �.

Afirmação 2. ∣∇v∣ ≤ � em ℝN .
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De fato, seja R > 1, � > 0. Então existe �0 > 0 tal que

∣∇u0(x)∣ ≤ � + � para todo x ∈ B�0R(0).

Note que ∣xn∣ < �0R
2

e dn < �0
2

implica BdnR(xn) ⊂ B�0R(0) e, portanto,

∣∇(u0)dn(x)∣ ≤ � + � em BR

para n suficientemente grande. Em particular,

∇(u0)dn → ∇v ★−fraco em L∞(BR).

Assim, ∣∇v∣ ≤ � + � em BR. Como � e R são arbitrários, temos

∣∇v∣ ≤ � em ℝN .

Seja w = ∂x1v. Vemos que w é uma solução de uma equação elı́ptica em B1(x̄), pois v
é uma solução de uma equação elı́ptica neste conjunto. De fato, diferenciando com relação
à variável x1 a equação F (D2v, x) = 0 em B1(x̄), temos

Fij(⋅)vx1x1xixj + Fij,kl(⋅)vxixjx1uxkxℓx1 + 2Fij,x1(⋅)vxixjx1 + Fx1x1(⋅) = 0.

Portanto, v é solução da equação

Fij(⋅)wx1xixj + Fij,kl(⋅)wxixjwxkxℓ + 2Fij,x1(⋅)wxixj + Fx1x1(⋅) = 0,

onde Fij(M,x) = ∂F
∂mij

(M,x) e Fij,kl(M,x) = ∂2F
∂mij∂mkl

. Seja agora w̄ = � − w. Então,
w̄ ≥ 0 em B1(x̄), isto é, w ≤ � em B1(x̄), w̄(x̄) = 0. Pelo pricı́pio do máximo, con-
cluı́mos que w̄ ≡ 0. Portanto, w ≡ � em B1(x̄).

Com isso, ∇v = �e1 e temos, v(x) = �(x1 − y1) em B1(x̄) para algum y ∈ ℝN .
Como v(0) = 0, vale que y1 = 0 e

v(x) = �x1 em {x1 ≥ 0}.

Por outro lado, como v ≥ 0, F (D2v, x) = 0 em {v > 0}, e v = 0 em {x1 = 0}, temos,
pelo Lema 5.6, que

v(x) = −
x1 + o(∣x∣) em {x1 < 0}
para algum 
 ≥ 0. Defina, para � > 0,

v�(x) =
1

�
v(�x).

Existem uma sequência �n → 0 e uma função u00 ∈ Lip(ℝN) tais que v�n → u00 uni-
formemente em subconjuntos compactos de ℝN . Além disso, temos

u00(x) = �x+
1 + 
x−1 em ℝN .
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Afirmação 3. Nas condições acima, 
 = 0.

De fato, denote por B−� (0) := B�(0) ∩ {x1 < 0}. Como o conjunto {u0 = 0} possui
densidade localmente uniforme positiva em Γ ∩B�(0), segue que

0 < c ≤
∣{u0 ≡ 0} ∩B−dnr(zn)∣

∣B−dnr(zn)∣

para r > 0 e n suficientemente grande. Uma mudança de variáveis nos fornece

c ≤ ∣{(u0)dn ≡ 0} ∩B−r ∣
∣B−r ∣

e, portanto, passando o limite quando n→∞, obtemos

c ≤ ∣{v ≡ 0} ∩B−r ∣
∣B−r ∣

.

Reescalonando e fazendo k →∞, temos

c ≤ ∣{u00 ≡ 0} ∩B−1 ∣
∣B−1 ∣

.

Isto implica que 
 = 0.
Pelo Lema 5.4, existe sequência "0

k → 0 tal que u"0k é uma solução para (E"0k)

e u"0k → v uniformemente em subconjuntos compactos de B1. Aplicando o Lema 5.4
mais uma vez, achamos sequência "00

k → 0 e soluções u"00
k para (E"00

k
) convergindo uni-

formemente em subconjuntos compactos de B1 para u00(x) = �x+
1 . Finalmente, podemos

aplicar a Proposição 5.7, para concluir que existe operador uniformemente elı́ptico F ★ tal
que � =

√
2T

F ★(e1⊗e1,0)
.

Finalmente, provaremos o resultado principal do capı́tulo, que é o seguinte teorema:

Teorema 5.4. Suponha F satisfazendo as condições (H1)−(H3) e (5.1.5). Seja u" famı́lia
de soluções minimais de (E") num domı́nio Ω ⊂ ℝN tal que u" → u0 uniformemente em
subconjuntos compactos de Ω quando "→ 0. Seja x0 ∈ Ω∩∂{u0 > 0} tal que ∂{u0 > 0}
possui uma normal unitária interior � no sentido da teoria da medida em x0. Suponha que
{u0 ≡ 0} possui densidade uniforme positiva próximo a x0. Então existe um operador
elı́ptico F ★ tal que

u0(x) =

√
2T

F ★(� ⊗ �, x0)
⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣).
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Demonstração. Sem perda de generalidade, vamos supor que x0 = 0 e � = e1. Defina,
para � > 0,

(u0)�(x) =
1

�
u0(�x),

e seja � > 0 tal queB� ⋐ Ω. Como (u0)� ∈ Lip(B �
�
) uniforme em � e (u0)�(0) = 0, exis-

tem subsequência �k → 0 e uma função U ∈ Lip(ℝN) tal que (u0)�k → U uniformemente
em subconjuntos compactos de ℝN . Dos Lemas 5.3 e 5.4, segue que

F (D2(u0)�, x) = 0 em {(u0)� > 0}.

Agora, relembrando (5.3.1), vemos que, para todo k > 0 fixado,

∣{(u0)� > 0} ∩ {x1 < 0} ∩Bk∣ → 0, quando �→ 0.

Portanto, U é não negativa em {x1 > 0}, F (D2U, x) = 0 em {U > 0}, e anula-se em
{x1 ≤ 0}. Pelo Lema 5.6, existe � ≥ 0 tais que

U(x) = �x+
1 + o(∣x∣) em {x1 > 0}.

Pelo Lema 5.4, podemos encontrar uma sequência "k → 0 e soluções u"k para (E") tais
que u"k → U uniformemente em subconjuntos compactos de ℝN quando k →∞.

Por outro lado, se definirmos

U�(x) :=
1

�
U(�x),

U� → �x+
1 uniformemente em subconjuntos compactos de ℝN quando �→ 0. Aplicando

o Lema 5.4 novamente, obtemos sequência �k → 0 e soluções u�k de (E�k) tais que

u�k → �x+
1

uniformemente em subconjuntos compactos de ℝN e pelo Lema 5.3,

∇u�k → ��{x1>0}e1 em L2
loc(ℝN). (5.3.12)

Procedendo como na prova da Proposição 5.7, obtemos a seguinte convergência:

B�k(u
�k)→ T�{x1>0} + T̄�{x1<0} fraco− ★ em L∞(Ω).

Além disso, �2 = 2(T−T̄)
F ★(e1⊗e1,0)

. Agora note que � > 0. De fato, pela não-degenerescência
de u0 em 0, para todo r > 0 e k suficientemente grande,

1

rN

∫
Br

(u0)�k ≥ cr,
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e passando o limite quando k →∞,

1

rN

∫
Br

U ≥ cr.

Certamente, isto força � > 0 e, como consequência, T ∕= T̄. Portanto, pelo Lema 5.5,
T̄ = 0 e, finalmente, � =

√
2T

F ★(e1⊗e1,0)
. Temos, portanto, demonstrado que

U(x) =

{ √
2T

F ★(e1⊗e1,0)
x+

1 + o(∣x∣) em {x1 > 0}
0, em {x1 ≤ 0}

(5.3.13)

Agora, segue do Teorema 5.3 que

lim sup
x→x0

∣∇u0(x)∣ ≤

√
2T

F ★(� ⊗ �, x0)
.

Seja R, � > 0 fixo então,

∣∇u0(x)∣ ≤

√
2T

F ★(e1 ⊗ e1, 0)
+ �, ∀x ∈ B�R, � ≤ �0.

Fazendo um reescalonamento, obtemos

∣∇(u0)�(x)∣ ≤

√
2T

F ★(e1 ⊗ e1, 0)
+ �, x ∈ BR k >> 1.

Portanto,∇(u0)�k
★
⇀ ∇U em L∞(BR). Concluı́mos assim que

∣∇U ∣ ≤

√
2T

F ★(e1 ⊗ e1, 0)
+ �, ∀x ∈ BR.

Como � e R são arbitrários, obtemos que

∣∇U ∣ ≤

√
2T

F ★(e1 ⊗ e1, 0)
, ∀x ∈ ℝN .

Neste ponto, basta observar que U ≡ 0 em {x1 = 0} para concluir que

U ≤

√
2T

F ★(e1 ⊗ e1, 0)
x1 em {x1 > 0}.

96



Aplicando o princı́pio da fronteira de Hopf para a função

v(x) = U(x)−

√
2T

F ★(e1 ⊗ e1, 0)
x1

vemos necessariamente que

U(x) =

√
2T

F ★(e1 ⊗ e1, 0)
x1 em {x1 > 0}.

Como consequência, obtemos finalmente

u0(x) =

√
2T

F ★(e1 ⊗ e1, 0)
x+

1 + o(∣x∣)

e a prova está completa.

5.3.2 Solução no sentido da viscosidade
Nesta seção, provaremos a condição de fronteira livre no sentido da viscosidade. Esta

noção é formulada em termos do desenvolvimento assintótico em torno de pontos regulares
da fronteira livre, isto é, pontos nos quais a fronteira livre possui uma bola que toca a partir
de ambos os lados (fases) da função u0 (veja seção 6.1). No nosso caso, em que a função
limite u0 ≥ 0, a condição de fronteira livre é, portanto, interpretada da seguinte forma:
Próximo a qualquer ponto regular x0 ∈ F(u0), u0 possui o comportamento linear

u0(x) =

√
2M

F ★(� ⊗ �, x0)
⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣),

onde � é a normal a ∂B em x0, interior a Ω0. Por esta razão, precisamos da proposição a
seguir, que descreve o comportamento assintótico das funções que são soluções de equaçõ-
es diferenciais da forma F (D2u, x) = 0 em Ω.
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Proposição 5.8. Suponha u função não-negativa, Lipschitz satisfazendo F (D2u, x) = 0
no sentido da viscosidade num domı́nio Ω tal que u ≡ 0 em Br(x0) ∩ ∂Ω para algum
x0 ∈ ∂Ω e r > 0

(1) Se existe uma bola B = B�(y0) ⊂ Ω tal que B ∩ ∂Ω = {x0}, então o seguinte
desenvolvimento assintótico vale em B

u(x) = �⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣)

com � ≥ 0, onde � é a normal unitária a ∂B interior a Ω.

(2) Se existe uma bola B = B�(y0) ⊂ Ωc tal que B ∩ ∂Ω = {x0}, então estendendo u
como sendo zero fora de Ω, vale o seguinte desenvolvimento assintótico

u(x) = �⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣),

com � ≥ 0, onde � é a normal unitária a ∂B interior a Ω. Além disso, se � > 0,
então B é tangente a ∂Ω em x0.

Demonstração. Sem perda de generalidade, vamos supor que x0 = 0 e � = e1. Vamos
começar provando (1). Seja B = B�(y0) uma bola tocante. Defina indutivamente a
sequência {�k} por

�0 := sup{l : u(x) ≥ lx1, em B1 ∩B}

e
�k := sup{l : u(x) ≥ lx1, em B2−k ∩B}.

A sequência {�k} é não-decrescente e limitada pela norma Lipschitz de u. Portanto, existe

� := lim
k→∞

�k.

Então, da definição de �, temos

u(x) ≥ �x1 + o(∣x∣) em B.

Se � = 0, a conclusão do resultado é direta. Admita � > 0. Suponha, por contradição
que u(x) ∕= �x1 + o(∣x∣) em B. Em outras palavras, existe sequência xk ∈ B com
rk = ∣xk∣ → 0 tal que

u(xk) ≥ �xk1 + �0rk
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para algum �0 > 0. Note que cada xk está no conjunto C := {∣x∣ ≥ �
�0
x1}. Podemos

assumir, a menos de subsequência, que

xk

rk
→ �0 ∈ Sn−1 ∩ C.

Considere a sequência blow-up

uk(x) :=
u(rkx)

rk
.

Pela continuidade Lipschitz, uk converge uniformemente para a função positiva

v : B+
1 → ℝ

tal que F (D2v, x) = 0 no sentido da viscosidade em B+
1 . Claramente, v(0) = 0 e, por

construção de �, v(x) ≥ �x1 em B+
1 . Além disso,

v(x) ≥ �x1 +
�0

2
em ∂B+

1 ∩B�(�0), para � > 0 pequeno.

Seja Ψ : B+
1 → ℝ solução de⎧⎨⎩

F (D2Ψ, x) = 0 em B+
1

Ψ = x1 em ∂B+
1 −B�/2(�0)

Ψ = x1 + �0
4�

em ∂B+
1 ∩B�/4(�0)

x1 ≤ Ψ ≤ x1 + �0
4�

em ∂B+
1 ∩B�/2(�0).

Note que tal barreira é suave até a fronteira. Aplicando o princı́pio de comparação duas
vezes, obtemos

v(x) ≥ �Ψ(x) ≥ �(1 + 2�)x1 em B+
1/2

para � > 0 universal. Então, se tomarmos k suficientemente grande,

uk(x) ≥ �(1 + �)x1 em B+
1/4,

e isto implica que �k > (1 + �)�, o qual nos leva uma contradição pela definição de �.
Para (2), estenda u por zero fora de Ω. Então u é subsolução no sentido da viscosidade

de F ∗(D2u, x) = 0 em B+
1 , onde F ∗(M,x) = −F (−M,x). Defina

�k := {m : mx1 ≥ u(x), em B2−k ∩Bc}.
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Como a sequência é decrescente, existe o número não-negativo

� := lim
k→∞

�k.

De modo que, próximo de 0,
u(x) ≤ �x+

1 + o(∣x∣).

Para mostrar a igualdade, ao longo de qualquer região não-tangencial, proceda como (1).

Antes de indicar o teorema principal, vamos introduzir o conceito de pontos regulares
para o nosso problema de fronteira livre.

Definição 5.5. Seja x0 ∈ F (u0) := ∂{u0 > 0} ∩ Ω. Dizemos que x0 é um ponto regular
a direita (ou do lado não-negativo) se existe uma bola B�(y0) ⊂ Ω0 := {u0 > 0} e
B�(y0) ∩ F (u0) = {x0}. Se B�(y0) ⊂ Ωc

0 e B�(y0) ∩ F (u0) = {x0}, dizemos que x0 é
regular à esquerda (ou do lado não-positivo). Diremos que x0 é ponto regular se ambas
as condições acima valem, isto é, um ponto x0 ∈ F(u0) é dito regular se existe uma bola
B�(y0), x0 ∈ ∂B�(y0) e B�(y0) está contida ou em Ω0 ou em (Ω ∖ Ω0)∘.

A condição de fronteira livre no sentido da viscosidade deve ser entendida como

(u0)2
� =

2M

F ★(� ⊗ �, x0)
ao longo de F(u0)

onde � é a norma unitária a ∂B�(y0) apontando para dentro de Ω0.

Teorema 5.5 (Condição de fronteira livre no sentido da viscosidade). Suponha que o op-
erador totalmente não-linear F satisfaz as condições (H1)− (H3) e (5.1.5). Assuma que
x0 ∈ F(u0) é um ponto regular e B = B�(y0) a bola tocante correspondente, então existe
um operador elı́ptico F ★ tal que

u0(x) =

√
2M

F ★(� ⊗ �, x0)
⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣)

onde � é a normal unitária a ∂B�(y0) apontando para o interior de Ω0. Isto é,

(u0)2
� =

2M

F ★(� ⊗ �, x0)
ao longo de F(u0)

vale no sentido da viscosidade de Caffarelli.
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Demonstração. SejaB�(y0) ⊂ Ω0 (ou Ωc
0), tal que F(u0)∩B�(y0) = {x0}. Pela Proposição

5.8, concluı́mos que
u0(x) = �0⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣)

com �0 ≥ 0. Isto implica, em particular, que qualquer sequência blow-up u0(x0+�kx)
�k

, com
�k → 0, converge uniformemente em subconjuntos compactos para

u∞(x) = �0⟨x, �⟩+.

Agora, pela Proposição 5.4,

u∞(x) =

√
2T

F ★(� ⊗ �, x0)
⟨x, �⟩+,

concluı́mos:

�0 =

√
2T

F ★(� ⊗ �, x0)
.
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Capı́tulo 6

Regularidade da fronteira livre

Neste capı́tulo, mostraremos que a fronteira livre reduzida ∂red{u0 > 0} := F(u0)red é
localmente o gráfico de uma função C1,�. Em particular, para os pontos da fronteira livre,
vale a seguinte condição de fronteira livre

F (∇u0 ⊗∇u0) = 2

∫
�

no sentido clássico. Iniciaremos o capı́tulo fazendo um apanhado dos principais resultados
sobre a teoria de regularidade para operadores totalmente não-lineares obtidos por Roberto
Argiolas e Fausto Ferrari em [27], e Fausto Ferrari em [28] que utilizaremos para obter a
regularidade desejada da fronteira livre.

6.1 Teoria de viscosidade da fronteira livre
Nesta seção, faremos um apanhado dos principais resultados a respeito da regulari-

dade da fronteira livre. Vale a pena observar que os argumentos utilizados obtidos neste
trabalho seguem com algumas alterações para problemas de duas fases, com exceção da
continuidade Lipschitz. Iremos seguir as referências [27] e [28]. Um problema de fronteira
livre de duas fases geral que gostarı́amos de resolver é o seguinte:

Problema de fronteira livre 2. Dado um domı́nio D em ℝN e uma função ' definida
em ∂D, achar uma função u : D → ℝ, tomando ' como dado de fronteira e satisfazendo:

(1) F (D2u, x) = 0 em Ω+(u) := {u > 0} e em Ω−(u) := Int({u < 0}).

(2) G(u+
� , u

−
� , x, �) = 0 em F(u) := ∂{u > 0} ∩D.
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Aqui u+
� e u−� denotam as derivadas normais a Ω+(u) e Ω−(u), respectivamente. Em par-

ticular, esses valores são não negativos. A condição (2) representa um fluxo de equlı́brio
ou uma condição de transição de uma fase para outra. A teoria de viscosidade para prob-
lemas de fronteira livre consiste de um programa bem posto. Descrevemos o programa a
seguir:

∙ construção de um conceito bastante fraco de soluções generalizadas,

∙ mostrar que a fronteira livre de tais soluções possui a geometria fraca apropriada,

∙ provar que, próximo a pontos ”planos”, a fronteira livre é gráfico de uma função
Lipschitz,

∙ estabelecer um resultado que diz que fronteiras livres lipschitz são na realidadeC1,�.

Esta teoria foi criada para operadores da forma F (D2u, x) = tr(D2u) e desenvolvida
em torno de três artigos de Luis A. Caffarelli [3], [4] e [5]. Porém, Fausto Ferrari e
Robeto Argiolas (veja [27] e [28]), generalizaram para operadores totalmente não-lineares
F (D2u, x). No que segue, faremos um levantamento das principais caracterı́sticas para
obtenção da regularidade do nosso problema de fronteira livre e para futura condição de
fronteira livre para problema de duas fases.

Antes de definirmos formalmente a solução no sentido da viscosidade de Caffarelli
para nosso problema de fronteira livre, diremos que a condição de fronteira livre

G(u+
� , u

−
� , x, �) = 0

é elı́ptica, se G é estritamente crescente com relação a u+
� e estritamente decrescente com

relação a u−� . Por causa do princı́pio do máximo de Hopf, estas hipóteses em G previnem
que a fronteira livre F(u) e F(v) de duas soluções do problema de fronteira livre (problema
2) a tocar em um ponto da fronteira livre. Vamos, daqui por diante, sempre assumir,
que G é continuamente Lipschitz com relação a todos os argumentos e que o operador
F : S(N)× Ω→ ℝ satisfaça a seguinte hipótese:

(H2) Para todo M,N ∈ S(N) e x, y ∈ Ω

ℳ−(M −N, �,Λ) − !(∣x− y∣)(∥M∥+ ∥N∥) ≤ F (M,x)− F (M, y)

≤ ℳ+(N −N, �,Λ) + !(∣x− y∣)(∥M∥+ ∥N∥)

onde !(s) = C̄sa com a ∈ (0, 1] e C̄ > 0.

juntamente com as hipóteses
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(H4) O operador F é homogêneo positivo de grau 1, i,e,

F (�M, x) = �F (M,x)

para todo � > 0, M ∈ S(N) e todo x ∈ Ω.

(H5) F possui estimativa C1,1: existe constante positiva ce tal que para todo x0 ∈ Ω,
todo r > 0 tal que a bola Br(x0) ⊂ Ω, e toda w ∈ C(∂Br(x0)), existe solução
ℎ̃ ∈ C2(Br(x0)) ∩ C(B̄r(x0)) do problema de Dirichlet{

F (D2ℎ̃(x), x0) = 0 em Br(x0)

ℎ̃(x) = w em ∂Br(x0)

que satisfaz a estimativa

∥ℎ̃∥C1,1(Br/2(x0)) ≤ cer
−2∥ℎ̃∥L∞(Br(x0)).

Observe que a hipótese (H5) pode ser trocada pela hipótese de convexidade (ou con-
cavidade) do operador F , com a hipótese adicional de regularidade (Lipschitz) da fronteira
de Ω e dependência (C�) em x. Assumindo elipticidade de G, a saber, a monotonicidade
acima explicada, a definição de solução no sentido da viscosidade para nosso problema
de fronteira livre é, então, baseado no comportamento assintótico de funções u tais que
F (D2u, x) = 0 próximos a pontos regulares do seguinte modo:

Definição 6.1. Seja u : D → ℝ satisfazendo

F (D2u, x) = 0 em Ω+(u) := {u > 0} e em Ω−(u) := Int({u < 0}).

Dizemos que u satisfaz a condição de fronteira livre G(u+
� , u

−
� , x, �) = 0 no conjunto

F(u) := ∂{u > 0} ∩ D no sentido da viscosidade se, dado x0 ∈ F(u) ∩ D existir uma
bola B tal que x0 ∈ ∂B e B ⊂ Ω+(u) (ou em Ω−(u)), então u possui o desenvolvimento
assintótico

u(x) = �⟨x− x0, �⟩+ − �⟨x− x0, �⟩− + o(∣x− x0∣) (6.1.1)

e vale a relação G(�, �, x0, �) = 0.

A ideia chave na definição acima é que os coeficientes � e � que aparecem no desen-
volvimento assintótico (6.1.1) possam ser trocados naturalmente pelas derivadas normais
u+
� e u−� , respectivamente.
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6.1.1 Fronteira livre Lipschitz são C1,�

Vamos assumir que a fronteira livre F(u), no Problema 2 seja localmente um gráfico
Lipschitz, digamos, com relação a direção eN . Em outras palavras, se 0 ∈ F(u) então,

F(u) ∩ (B′� × (−1, 1)) = (x′, f(x′))

para alguma função Lipschitz f : B′� → ℝ. Aqui B′� ⊂ ℝN−1 e x = (x′, xN) ∈ ℝN .
Iremos denotar por L a norma Lipschitz de f . O primeiro resultado nessa direção é o
seguinte lema:

Lema 6.1 (Veja [28], Lema 2.8). Seja u ∈ C(B1) não-negativa satisfazendo

F (D2u, x) = 0 em {u > 0}.

Suponha que B3/4 ∩ ∂{u > 0} é gráfico de uma função continuamente Lipschitz f , na
direção eN , com norma Lipschitz L. Então, existem � e � dependendo da dimensão N e
de L, tais que, para todo � ∈ Γ(�, eN) (cone com eixo eN e abertura � )

D�u ≥ 0 em Ω� := {∣x′∣ ≤ 1/2, f(x′) < xN < �L} .

É interessante notar que o lema acima, em particular, diz que todos os conjuntos de
nı́vel de u são uniformemente continuamente Lipschitz durante todo o percurso até a fron-
teira livre. Vamos denotar

CN :=

{
∣x′∣ ≤ 1

2N
, f(x′) < xN < �NL

}
.

A estratégia é mostrar que, em correspondência com CN , existem cones de monotoni-
cidade ΓN = Γ(�N , �N), satisfazendo

1. ΓN ⊂ ΓN+1

2. Se �N := �
2
− �N , então existem constantes C > 0 e 0 < � < 1, dependendo

somente da dimensão e de L, tal que �N ≤ C�N e ∣�N+1 − �N ∣ ≤ �N − �N+1.

Uma vez estabelecidas as condições acima, a regularidade C1,� de F(u) segue. O proced-
imento para estabelecer a existência destes cones de monotonicidade é o seguinte:

(i) melhorar a norma Lipschitz de f fora da fronteira livre. Isto é obtido através da
utilização da desigualdade de Harnack.
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(ii) transportar parte desse ganho para a fronteira livre. Para isso, uma deformação
contı́nua do lema é necessária. Mais precisamente, se uma função positiva � de
classe C2 satisfaz

M−(D2�, �,Λ)− C (∣∇�(x)∣+ !(�(x)))2

�(x)
≥ 0,

então
w(x) := sup

∣�∣=1

u(x+ �(x)�)

é subsolução no sentido da viscosidade de F (D2w(x), x) = 0 em {w > 0} (veja
[28], Teorema 3.1).

(iii) Reescalonamento e aplicando-se os resultados (i) e (ii) indutivamente segue o re-
sultado.

O Teorema pode ser precisamente demonstrado como se segue

Teorema 6.1 (Lipschitz implica C1,�). Seja u solução no sentido da viscosidade do nosso
problema de fronteira livre (problema 2) e considere que 0 ∈ F(u) e:

1. as condições estruturais (H2) e (H4) são satisfeitas com !(s) = Csa, a ∈ (0, 1];

2. a condição (H5) tamém seja válida;

3. Ω+(u) = {(x′, xN) : xN > f(x′)} onde f é uma função continuamente Lipschitz
com Lip(f) = L

4. G = G(z) é contı́nua, estritamente crescente e para algum � > 0, z−�G(z) é
decrescente em (0,∞).

Então, em B′1/2 ⊂ ℝN−1, f é uma função de classe C1,� com � = �(N, �, L, �,Λ, a).

6.1.2 Flatness implica Lipschitz
O pricı́pio heurı́stico explorado no artigo [27] pode ser vagamente descrito da seguinte

forma: se a fronteira livre é uniformemente fechada o suficiente para um bom perfil
assintótico, então ela é suave. Esta estratégia é motivada pela teoria das superfı́cies mı́nimas.

A hipótese de estar perto de uma “boa configuração assintótica” é garantida quando a
dilatação

u�(x) :=
1

�
u(x0 + �x) (6.1.2)

106



em torno de um ponto diferenciável da fronteira livre x0 converge para uma solução

u�(x)→ �⟨x, �⟩+ − �⟨x, �⟩− (6.1.3)

para constantes não-negativas � e �, e vetor normal unitário � (recordo que estamos estu-
dando aqui problema de duas fases). Para a teoria de viscosidade para problema de fron-
teira livre, a noção de “planeza” é agradavelmente expressada pela ideia de "-vizinhança
ao longo de cones de direção suficientemente grandes Γ(�0, e). Mais precisamente

Definição 6.2. Uma função u é dita ser "-monótona na direção � se

u(x+ ��) ≥ u(x)

para todo � ≥ ". Diremos também que uma função positiva u é "-monótona crescente
com constante � > 0 num domı́nio D, ao longo da direção �, se

u(x+ "′�)− u(x) ≥ �"u(x)

para todo x ∈ D e todo "′ ≥ ".

Note que, se u é "-monótona em toda direção � ∈ Γ(�, e), então as superfı́cies de nı́vel
de u, ∂{u > t}, estão todas contidas numa (1 − sen(�))" vizinhança do gráfico de uma
função Lipschitz, com constante Lipschitz cotg(�). De fato, se V for a união dos cones
x+ "e+ Γ(�, e), para x ∈ ∂{u > t}, então V ⊂ {u > t} e ∂V é o gráfico de uma função
Lipschitz com constante Lipschitz cotg(�). Além disso, dist(y, ∂{u > t}) ≤ (1−sen(�))"
quando y ∈ ∂V .

Vamos agora enunciar um lema interessante relativo a funções u soluções de

F (D2u, x) = 0

e a noção de "-monotonicidade.
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Lema 6.2 (veja Lema 3.3 de [27] ). Seja u solução positiva no sentido da viscosidade de
F (D2u, x) = 0 em B4R" = B4R"(0) tal que

u(x+ "′�)− u(x) ≥ �"u(x)

em B4R", para algum � > 0 e todo "′ ≥ ". Existe constante positiva m̃ = m̃(N, a) tal
que para todo m ≥ m̃ + 4, existe R = R(N) e constantes positivas C, c tais que, se
"(m−2)/(m+2) ≤ c� e

∥!(∣x∣)∥ ≤ C"m,

então

D�u(0) ≥ c�
u("�)− u(0)

"
.

Note que o lema acima diz que para funções u tais queF (D2u, x) = 0, "-monotonicida-
de implica monotonicidade total. No nosso problema de fronteira livre, supondo 0 ponto da
fronteira livre, caso tenha êxito na obtenção da conclusão do lema acima para toda direção
� ∈ Γ(�, e), então, em particular, a fronteira livre é continuamente Lipschitz em torno de
0. Portanto, o Teorema 6.1 se aplica. Sendo assim, enunciamos o seguinte resultado:

Teorema 6.2. Sejam �
4
< �0 <

�
2

dado e u uma solução no sentido da viscosidade para
nosso problema 2 de fronteira livre. SuponhaG(z) continuamente Lipschitz, estritamente
crescente e z−�G(z) decrescente em (0,+∞) para algum � > 0. Então, existe "0 = "0(�0)
tal que, se u é estritamente "-monótona ao longo do cone de direções Γ(�, eN), para algum
" ≤ "0 e � ≥ �0, então em C1/3, F(u) é o gráfico de uma função de classe C1,�, com
� = �(N, a, �,Λ, �0, �).

Observação 6.1. Uma outra forma de expressar "-monotonicidade é como segue: u é
"0-monótona no cone Γ(�, e), quando

sup
B"sen(�)

u(y − "e) ≤ u(x),

para todo " > "0.

Um caso similar ao Teorema 6.2 é o seguinte resultado:

Teorema 6.3. Seja u solução do nosso problema de fronteira livre (veja Problema 2) tal
que F (M,x) satisfaz as condições estruturais (H2), (H4), (H5) e suponha que !(s) =
C̄sa com a ∈ (0, 1] e C̄ > 0 fixado. Suponha, além disso, que:

(i) existem constantes �0, �1 tais que

�0 ≤
u+(x)

dist(x,F(u))
≤ �1,
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(ii) G(0) > 0, G é uma função continuamente Lipschitz, estritamente crescente em ℝ+

e, para uma constante � > 0, suficientemente grande, s−�G(s) é decrescente.

Então, existem �0 ∈ (0, �/2) e "̄ > 0 tais que, se para algum " ∈ (0, "̄) o conjunto F(u)
está contido numa "-vizinhança do gráfico de uma função Lipschitz ℎ, xN = ℎ(x′), com
norma Lipschitz

Lip(ℎ) ≤ tg(�/2− �0)

então, em B′1/2 ⊂ ℝN−1, existe constante � = �(N, a, C̄, �0, �1, �,Λ, �,Lip(ℎ)) tal que
ℎ é uma função de classe C1,� com

6.2 Resultados fracos
Vamos agora voltar ao nosso problema de fronteira livre geral (0.0.3) e examinar a

regularidade da fronteira livre. Mostraremos inicialmente que ℋN−1-q.t.p. x ∈ F(u0) e,
em particular, em todo ponto x0 da fronteira livre reduzida F(u0)red, u0 possui um desen-
volvimento assintótico adequado. Em primeiro lugar, observe que, se Ω é um conjunto
de perı́metro finito e se ∂redΩ é sua fronteira reduzida, o seguinte teorema estrutural vale (
veja [32]).

Teorema 6.4. Seja Ω um conjunto de perı́metro finito. Então para todo ponto x ∈ ∂redΩ,
existe um vetor normal unitário �(x) no sentido da teoria geométrica da medida.

Concluı́mos, usando os Teoremas 5.4 e 6.4, o seguinte resultado:

Teorema 6.5. Suponha F satisfazendo (H1) − (H3), (5.1.5) e que o conjunto {u0 ≡
0} possua densidade positiva uniforme. Se x0 ∈ F(u0)red, então u0 possui, em x0, o
desenvolvimento assintótico

u0(x) =

√
2T

F ★(� ⊗ �, x0)
⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣),

onde � = �(x0). Em particular, em torno de tais pontos, a fronteira livre F(u0) é flat.

Demonstração. De fato, pelo Teorema 5.4, como em x0 temos vetor normal no sentido da
medida, temos que

u0(x) = �⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣),

onde � =
√

2T
F ★(�⊗�,x0)

. Para � > 0, considere a sequência

(u0)�(x) :=
1

�
u0(x0 + �x),
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temos que
(u0)� → �⟨x− x0, �⟩+.

Assim, u0 satisfaz (6.1.2) e (6.1.3) e, portanto, a propriedade “flatness” segue agora por
argumentos contidos em [5] ou [27]. Isto finaliza a prova.

Então, recapitulando o que vimos nos capı́tulos anteriores, obtemos propriedades geométricas
fracas da fronteira livre provadas até agora

1. Equação totalmente não-linear satisfeita em Ω0: Em Ω0 := {u0 > 0}, vale

F (D2u0, Du0, x) = 0.

2. Crescimento linear ao longo da fronteira livre e continuidade Lipschitz:

cdist(x,F(u0)) ≤ u0(x) ≤ Cdist(x,F(u0)).

3. Não-degenerescência:
sup
B�

u0 ≥ c�.

4. Se F estiver nas condições do Capı́tulo 3.3, vale a propriedade da estimativa da
medida de Hausdorff ℋN−1 da fronteira livre: para toda bola B�(x) centrada em
F(u0),

ℋN−1(B�(x) ∩ F(u0)) ≤ C�N−1

5. Desenvolvimento assintótico: Para todo x0 ∈ F(u0)red, u0 possui o seguinte desen-
volvimento assintótico

u0(x) =

√
2T

F ★(� ⊗ �, x0)
⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣)

onde � = �(x0) é o vetor normal unitário no sentido da medida teórica em x0.

6. Condição de fronteira livre no sentido da viscosidade: se x0 ∈ F(u0) é ponto regular,
e B é a bola tocante correspondente, então

u0(x) =

√
2T

F ★(� ⊗ �, x0)
⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣)

onde � é a normal unitária a ∂B, interior a Ω0.
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A listagem dos resultados acima (propriedades da geometria fraca relevantes ao nosso
problema) nos coloca em posição favorável para a investigação da regularidade da fronteira
livre. Vale a pena lembrar a observação 5.9 sob a hipótese do conjunto {u0 ≡ 0} possuir
densidade positiva uniforme, ℋN−1(F(u0)∖F(u0)red) = 0 e que para operadores côncavos
(convexos) sem dependência de x, isto é, da forma F (M), não precisamos dessa hipótese
de densidade para obtermos tal resultado (veja Teorema 4.2).

Segue do Teoremas 6.5 o seguinte resultado

Teorema 6.6 (Condição de fronteira livre-sentido pontual). SuponhaF satisfazendo (H1)−
(H3), (5.1.5) e que o conjunto {u0 ≡ 0} possua densidade positiva uniforme. Então para
ℋN−1-q.t.p. x0 ∈ F(u0), vale o seguinte desenvolvimento assintótico

u0(x) =

√
2T

F ★(� ⊗ �, x0)
⟨x− x0, �⟩+ + o(∣x− x0∣)

onde � é o vetor normal unitário interior a {u0 > 0} em x0.

Demonstração. De fato, seja x0 ∈ F(u0)red tal que

lim sup
r→0

ℋN−1(∂{u0 > 0} ∩Br(x0))

�(N − 1)rN−1
≤ 1. (6.2.1)

Temos, pelo Teorema 6.5 que

(u0)�(x− x0) =
u0(�(x− x0))

�
→ �⟨x− x0, �⟩+ quando �→ 0

onde � =
√

2T
F ★(�⊗�,x0)

. Como o conjunto {u0 ≡ 0} possui densidade positiva uniforme,

ℋN−1(F(u0) ∖ F★(u0)) = 0 e a densidade superior (6.2.1) para ℋN−1-q.s em F(u0), a
prova está completa.

6.3 Regularidade C1,� da fronteira livre
Nesta seção, sob a hipótese natural de homogeneidade de F , mostraremos que a fron-

teira livre reduzida ∂red{u0 > 0} := F(u0)red é localmente o gráfico de uma função C1,�.
Em particular, para os pontos da fronteira livre, vale a seguinte condição de fronteira livre

F (∇u0 ⊗∇u0) = 2

∫
�

vale no sentido clássico. Vamos agora obter regularidade da fronteira livre.
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Teorema 6.7 (Primeiro Teorema de Regularidade). Suponha F satisfazendo as condições
(H1)− (H5), e que F (M, ⋅) ∈ Lip. Seja u0 o limite uniforme das soluções minimais para
a equação (E") e que {u0 = 0} possui densidade positiva uniforme. Então a fronteira
livre F(u0) = ∂{u0 > 0} ∩Ω é uma superfı́cie de classe C1,� numa vizinhança de ℋN−1-
q.t.p x0 ∈ F(u0)red. Em particular, F(u0) é uma superfı́cie de classe C1,� numa vizinhança
de ℋN−1-q.t.p de F(u0). Além disso, ao longo da parte suave de F(u0) temos a condição
de fronteira livre

F (∇u0 ⊗∇u0, z) = 2T.

Demonstração. A prova deste teorema segue do célebre programa desenvolvido por Luı́s
Caffarelli: “Flat free boundaries are Lipschitz”e “Lipschitz free boundaries are superfaces
C1,�”. Estes resultados foram recentemente desenvolvida em grande generalidade para
equações totalmente não-lineares com coeficientes variáveis por Ferrari e Argiolas-Ferrari
em [27] ou [28], como visto na seção anterior. Veja também [29], [36] e [46, 47] para
futuros detalhes. Pequenas adaptações nos argumentos em [27] e [28] provam o Teorema
6.7. De fato, basta observar que a função limite u0 é uma solução admissı́vel no sentido
da viscosidade com

G(z, �, x) :=

√
z − 2T

F ★(� ⊗ �, x0)

De fato, ela é localmente Lipschitz e possui crescimento linear ao longo da fronteira livre
F(u0). Contudo, como o conjunto {u0 ≡ 0} possui densidade positiva uniforme, segue
que ℋN−1(F(u0) ∖ F(u0)red) = 0 então, u0 é, para ℋN−1-q.t.p., um 1-plano de solução.
Em particular, em qualquer tal ponto x0, a dilatação

(u0)� (x− x0) =
u0(�(x− x0))

�
, para � pequeno,

satisfaz as hipóteses do Teorema 6.3.

Conclusão: Tomando-se u0 o limite das soluções minimais, Ω′ = {u0 = 0} e con-
sidere Γ = ∂{u0 > 0}, u0 resolve o problema de cavidade (0.0.3),⎧⎨⎩

F (D2u, x) = 0 em Ω ∖ Ω′

u = ' em ∂Ω
u = 0, F (∇u0 ⊗∇u0, z) = 2T em ∂Ω′

(6.3.1)

em toda parte suave da fronteira livre.
Um importante caso particular diz respeito às equações côncavas com coeficientes

constantes, onde uma condição de fronteira livre constante é esperado, sob a condição de
o operador ser invariante por rotacões. Neste caso, o Teorema 5.2 nos dá medida total
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da fronteira livre reduzida, a qual é provado ser localmente uma superfı́cie C1,� . Mais
precisamente temos o seguinte resultado:

Teorema 6.8 (Segundo Teorema de Regularidade). Seja F : S(N)→ ℝ operador côncavo
uniformemente eliptico. Suponha que F é invariante por rotações, i.e.,

F (M) = f(�1, �2, ⋅ ⋅ ⋅ , �n),

onde (�1 ≤ �2 ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ �n) são autovalores de M . Seja u0 o limite das soluções mı́nimas
para a equação (2). Então a fronteira livre ∂{u0 > 0} é localmente uma superfı́cie suave
C1,�, para ℋN−1-q.s. em F(u0) . Além disso,

∣∇u0(z)∣ ≡ Const.

ao longo da parte suave da fronteira livre.

6.4 Exemplos
Nesta seção, iremos aplicar a teoria desenvolvida para alguns casos particulares, por

exemplo as abordadas pela Teoria de Alt-Caffarelli.

Exemplo 6.1 (Teoria de Alt-Caffarelli). Suponha F (D2u) = tr(D2u). Neste caso, obte-
mos pela teoria desenvolvida que, ao longo da parte suave da fronteira livre F(u0), temos
F (∇u0 ⊗∇u0) = 2T. Por outro lado,

F (∇u0 ⊗∇u0) = tr(∇u0 ⊗∇u0) = ∣∇u0∣2.

Portanto, u0 resolve o problema de Cavidade⎧⎨⎩
Δu0 = 0 em Ω ∖ Ω′

u = ' em ∂Ω

u = 0, ∣∇u0∣ =
√

2T em ∂Ω′

Exemplo 6.2 (Operadores da forma não-divergente). SejaA(x) uma matrizN×N simétrica
e elı́ptica. Considere o operador F (D2u, x) = tr(A(x)D2u). Neste caso, ao longo da
parte suave da fronteira livre, F (∇u0 ⊗∇u0, z) = 2T. Por outro lado,

F (∇u0 ⊗∇u0, z) = tr(A(z)∇u0 ⊗∇u0) = ⟨A(z)∇u0,∇u0⟩.

Portanto, u0 resolve o problema de Cavidade⎧⎨⎩
tr(A(x)D2u) = 0 em Ω ∖ Ω′

u = ' em ∂Ω

u = 0, ∣∇u0∣ =
√

2T
⟨A(z)�,�⟩ em ∂Ω′
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Exemplo 6.3 (Operadores de Pucci). Para operadores de Pucci

F (D2u) = inf
A∈A�,Λ

tr(AD2u),

obtemos a seguinte condição de fronteira livre⎧⎨⎩
infA∈A�,Λ tr(AD2u0) = 0 em Ω ∖ Ω′

u = ' em ∂Ω

u = 0, ∣∇u0∣ =
√

2T
infA∈A�,Λ ⟨A(z)�,�⟩ em ∂Ω′

Exemplo 6.4. Um operador muito importante em geometria é o seguinte: Considere uma
matriz M ∈ S(N) diagonalizada da forma

M =

⎛⎜⎜⎜⎝
�1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
0 �2 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

... . . . ...
0 0 ⋅ ⋅ ⋅ �N

⎞⎟⎟⎟⎠
e defina o operador

F

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎝

�1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
0 �2 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

... . . . ...
0 0 ⋅ ⋅ ⋅ �N

⎞⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎠ = (1 + �3

1)1/3 + (1 + �3
2)1/3 + . . .+ (1 + �3

N)1/3.

É fácil verificar que F ★(M) = �1 + �2 + . . . + �N = tr(M). Assim, para operadores
dessa forma, temos uma condição de fronteira livre bastante simples que coincide com a
condição da Teoria de Alt-Caffarelli, isto é,

∣∇u0∣ =
√

2T.
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Apêndice A

Elementos da teoria geométrica da
medida

Nesta seção, iremos destacar algumas definições e resultados da teoria geométrica da
medida. No decorrer do texto, iremos omitir algumas demonstrações, mas sempre citando
as referências sobre o assunto.

A.1 Medida de Hausdorff
Vamos agora introduzir a chamada medida de Hausdorff, a qual será utilizada durante

o texto. No que segue, usaremos a ordem de [19] ou [48].

Definição A.1. Seja E ⊂ ℝN , 0 ≤ 
 <∞, 0 < � ≤ ∞. Defina

ℋ


� (E) := inf

{
∞∑
j=1

�(
)

(
diamAj

2

)

∣ E ⊂ ∪∞j=1Aj, diamAj ≤ �

}

onde �(0) = 1 e para 
 > 1, �(
) := �
/2

Γ( 
2 +1)
. Aqui Γ(
) =

∫∞
0
e−xx
−1dx é a função

gama usual. Definimos a medida de Hausdorff 
-dimensional em ℝN como

ℋ
(A) := lim
�→0

ℋ


� (A).

Note que se 
 for um inteiro positivo, então �(
) representa precisamente o volume
da bola unitária em ℝ
 . Por essa, razão incluı́mos a constante normalizada na Definição
A.1 de modo que ℋk coincida com a área da superfı́cie k-dimensional de certos conjun-
tos. Vamos agora listar algumas propriedades da medida de Hausdorff importantes cujas
demonstrações encontram-se em [32].
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(i) ℋ
 é uma medida de Borel regular. Note que ℋ
 não é medida de Radon para
0 ≤ 
 < N . Além disso ℋN+" ≡ 0, para todo " > 0.

(ii) ℋ0 é a medida de contagem e ℋN(E) = ∣E∣ (medida de Lebesgue de E ). Este
último é uma conseqüência da desigualdade chamada isodiamétrica: para todo con-
junto mensurável A ⊂ ℝN ,

∣A∣ ≤ �(N)

(
diamA

2

)N
.

(iii) ℋ
(�A) = �
ℋ
(A) e se f : ℝN → ℝM é Lipschitz, então

ℋ
(f(A)) ≤ [Lip(f)]
ℋ
(A).

(iv) Se E ⊂ ℝN , ℋ
(E) <∞, então

lim
r→0

ℋ
(Br(x) ∩ E)

�(
)r

= 0, ℋ
 − q.t.p x ∈ ℝN ∖ E,

e
1

2

≤ lim sup

r→0

ℋ
(Br(x) ∩ E)

�(
)r

≤ 1, ℋ
 − q.t.p x ∈ E.

Estes correspondem a propriedade densidade que podemos derivar do teorema de
diferenciação de Lebesgue, i.e., se ∣E∣ <∞,

lim
r→0

∣Br(x) ∩ E∣
�(N)rN

=

{
1, para q.t.p x ∈ E
0, para q.t.p x ∈ ℝN ∖ E

(v) Se f ∈ L1
loc(ℝN , dx), 0 ≤ 
 < N , então ℋ
(Λ
(f)) = 0, onde

Λ
(f) :=

{
x ∈ ℝN : lim sup

r→0

1

r


∫
Br(x)

∣f(y)∣dy > 0

}
(vi) Para todo conjunto E ⊂ ℝN , existe um único número não-negativo ℋdim(E), tal

que: {
ℋ
(E) = 0, se 
 > ℋdim(E),

ℋ
(E) =∞, se 
 < ℋdim(E)

O número ℋdim(E) é chamado dimensão Hausdorff de E. Podemos calcular esse
número da seguinte forma:

ℋdim(E) = inf{
 : ℋ
(E) = 0}.
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A.2 Conjuntos de perı́metro finito
Funções de Sobolev aparecem naturalmente em formulações fracas de certas equações

diferenciais parciais. Lembre que uma função pertence ao espaço de Sobolev quando
suas derivadas distribucionais são p-integráveis para algum p ≥ 1. É importante resaltar
que a teoria de funções de Sobolev é inadequada para estudar propriedades geométricas
e re-gularidade sobre fronteiras de conjuntos. Isto porque a função caracterı́stica �E não
pertende ao espaço de Sobolev W 1,1(ℝN), independente de quão suave seja E. Para solu-
cionar este problema, vamos trabalhar com funções cuja a primeira derivada parcial fraca
são medidas de Radon. Estas são as chamadas funções de variação limitada.

Definição A.2. Seja U conjunto aberto de ℝN . Uma função f ∈ L1(U) é dita ter variação
limitada se

sup

{∫
U

fdiv'dx ∣' ∈ C1
0(U ;ℝN), ∣'∣ ≤ 1

}
<∞.

Vamos denotar BV (U) como sendo o espaço das funções de variação limitada. Uma
função f pertence a BVloc(U), se f ∈ BV (K) para todo K ⋐ U .

Definição A.3. Seja U conjunto aberto de ℝN . Diremos que um conjunto E ⊂ ℝN possui
perı́metro finito em U se

�E ∈ BV (U).

Note que, pelo Teorema da Representação de Riesz (veja seção 1.8-Teorema 1 de [32]),
se f ∈ BV (U), existe uma única medida de Radon � ∈ U , e uma função �-mensurável
� : U → ℝN com ∣�(x)∣ = 1 para �-q.t.p. x ∈ U tal que∫

U

fdiv'dx = −
∫
U

' ⋅ � d� (A.2.1)

para toda ' ∈ C1
0(U ;ℝN). A ideia chave da Definição A.3 é formalizar o uso do Teorema

da Divergência para dizer Df = �d�.
No que segue, vamos escrever ∥Df∥ para indicar a medida � em (A.2.1). Quando um

conjunto E possui perı́metro finito em U , escrevemos ∥∂E∥ para a medida �, e �E = −�.
Portanto, podemos escrever ∫

E

div'dx =

∫
U

' ⋅ �E d∥∂E∥. (A.2.2)

Em seguida, definimos o perı́metro total de E em U , por

Per(E,U) :=

∫
U

d ∥∂E∥.

O perı́metro total de E, Per(E,U), é simplesmente denotado por Per(E).
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Exemplo 3. Se f ∈ W 1,1(U), então �d� = ∇f dx. Portanto, W 1,1(U) ⊂ BV (U). Se E
for subconjunto aberto, suave com ℋN−1(∂E ∩K) <∞ para todo compacto K, então

Per(E,U) = ℋN−1(∂E ∩ U).

A partir da perspectiva de análise funcional, perı́metro é semicontı́nuo inferiormente.
Mais precisamente

Teorema A.1. Seja U ⊂ ℝN conjunto aberto e {fj} uma sequencia de funções emBV (U)
o qual converge em L1

loc(U) para f . Então

∥Df∥(U) ≤ lim inf
j→∞

∥Dfj∥(U).

Demonstração. Seja ' ∈ C1
0(U ;ℝN), ∣'∣ ≤ 1. Temos,∫

U

fdiv'dx = lim
j→∞

∫
U

fjdiv'dx = − lim
j→∞

∫
U

' ⋅ �jd∥Dfj∥

≤ lim inf
j→∞

∥Dfj∥(U).

Tomando o supremo sobre todas as ' ∈ C1
0(U ;ℝN), ∣'∣ ≤ 1, concluı́mos a prova do

teorema.

Outra caracterı́stica importante da teoria é que os conjuntos de perı́metro finito podem
ser aproximados por conjuntos suave

Teorema A.2. Sejam U ⊂ ℝN conjunto aberto e f ∈ BV (U). Existe sequência de
funções {fj} ⊂ BV (U) ∩ C∞(U), tal que

fj → f em L1(U) e ∥Dfj∥(U)→ ∥Df∥(U) quando j →∞.

Demonstração. Seja " > 0 dado e {Uj} sequencia de conjuntos abetos e limitados com
Ūj ⊂ U . Podemos supor que ∥Df∥(U ∖ U1) < "

3
. Defina

V1 = U1 e Vj := Uj+1 ∖ Uj

e seja �j uma partição da unidade subordinada a {Vj}, i.e.,

�j ∈ C∞0 (Vj), 0 ≤ �j ≤ 1,
∞∑
j=1

�j ≡ 1 em U.
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Agora, escolha funções mollifiers da forma

�"j(x) :=
1

"nj
�

(
x

"j

)
,

de modo que supp(�"j ★ (f�j)) ⊂ Vj , e∫
U

∣�"j ★ (f�j)− f�j∣+ ∣�"j ★ (fD�j)− fD�j∣dx ≤
"

2j
. (A.2.3)

Defina f" :=
∑∞

j=1 �"j ★ (f�j) ∈ C∞(U). Tendo em conta que f =
∑∞

j=1 f�j ,segue que
f" → f em L1(U). Agora, para ' ∈ C1

0(U ;ℝN), ∣'∣ ≤ 1 temos∫
U

f"div(')dx =
∞∑
j=1

∫
U

fdiv(�j(�"j ★ '))dx

−
∞∑
j=1

∫
U

'(�"j ★ (fD�j)− fD�j)dx.

De (A.2.3), o segundo termo do lado direito da expressão acima tende a zero quando "→ 0
e como cada ponto em U pertence no máximo a três dos conjuntos {Vj}, podemos estimar
o primeiro termo do lado direito como∣∣∣∣∣

∞∑
j=1

∫
U

fdiv(�j(�"j ★ '))dx

∣∣∣∣∣ ≤ ∥Df∥(U) +
∞∑
j=2

∥Df∥(Vj)

≤ ∥Df∥(U) + 3∥Df∥(U ∖ U1)

< ∥Df∥(U) + ".

Do Teorema A.1, podemos concluir que lim"→0 ∥Df"∥(U) = ∥Df∥(U), e o teorema está
provado.

O próximo teorema mostra compacidade em L1. Mais precisamente:

Teorema A.3. Seja U ⊂ ℝN aberto e {fj} ⊂ BV (U) satisfazendo

∥fj∥BV (U) := ∥fj∥L1(U) + ∥Dfj∥(U) <∞.

Então existe subsequencia {fjk} e uma função f ∈ BV (U), tal que

fjk → f em L1(U).

119



Demonstração. Para cada fj , escolha funções gj ∈ C∞(U), de modo que

sup
j

∫
U

∣Dgj(x)∣dx <∞ e
∫
U

∣fj(x)− gj(x)∣dx < 1

j
.

Como W 1,1(U) está imerso compactamente em L1(U), existe uma função f ∈ L1(U) de
modo que gjk → f em L1(U). Do Teorema A.1, f ∈ BV (U) e fjk → f em L1(U).

Vale a pena observar que se f ∈ BV (ℝN), então a sequencia provada no Teorema
A.2 pode ser construı́da de modo que cada fj possuem suporte compacto. Portanto, as
desigualdades de Sobolev e Poincaré podem ser derivadas como usual para funções BV .
Mais precisamente, existem constantes universais C1 e C2 tais que

∥f∥
L

N
N−1 (ℝN )

≤ C1∥Df∥(ℝN) (A.2.4)

para toda f ∈ BV (ℝN), e também∥∥∥∥f −∫
B

fdy

∥∥∥∥
L

N
N−1 (ℝN )

≤ C2∥Df∥(B) (A.2.5)

para toda bola B = Br(x) ⊂ ℝN e toda f ∈ BVloc(ℝN).
Uma consequência imediata e muito importante da desigualdade de Sobolev (A.2.4)

é a desigualdade isoperimétrica para conjuntos de perı́metro finito. O próximo resultado
é uma importante ferramenta quando queremos comparar a medida de Lebesgue com a
medida de Hausdorff.

Teorema A.4 (Desigualdade Isoperimétrica). Seja E conjunto de perı́metro finito em ℝN .
Então

∥E∥1− 1
N ≤ CPer(E)

para alguma constante C. Além disso, para toda bola B = Br(x) ⊂ ℝN ,

min{∣E ∩B∣, ∣B ∖ E∣}1− 1
N ≤ 2C1Per(E,B),

para alguma constante C1.

A segunda desigualdade no Teorema A.4, conhecida como relação isoperimétrica,
segue da desigualdade de Poincaré (A.2.5). Vamos finalizar a seção enunciando um im-
portante resultado para funções de variação limitada.
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Teorema A.5 (Traço). Seja U um domı́nio limitado Lipschitz. Existe uma aplicação linear
limitada T : BV (U)→ L1(∂U, dℋN−1) tal que∫

U

fdiv'dx = −
∫
U

' ⋅ �d�+

∫
∂U

(' ⋅ �)Tf dℋN−1,

onde � e � são como em (A.2.1), � é a normal exterior definidaq.t.p. em ∂U e considere
' ∈ C1(ℝN ;ℝN). Além disso,

Tf(x) = lim
r→0

∫
Br(x)∩U

fdy,

para q.t.p. x ∈ ∂U .

A função Tf , a qual é ℋN−1-q.t.p. unicamente definida, é chamada o traço de f em
∂U : uma espécie de “valor de fronteira” de f em ∂U . Note que se f ∈ C(Ū) ∩ BV (U),
então Tf = f∣∂U .

A.3 Fronteira reduzida
Vamos agora introduzir um conceito muito importante para investigação sobre pro-

priedades de suavidade para problemas de fronteira livre. Em toda essa subseção, E in-
dicará um conjunto de perı́metro localmente finito em ℝN , i.e. , �E ∈ BVloc(ℝN).

Definição A.4. Um ponto x ∈ ℝN é dito pertencer a fronteira livre de E, x ∈ ∂redE, se

(i) ∥∂E∥(Br(x)) > 0 para todo r > 0,

(ii) lim
r→0

∫
∂Br(x)

�E(y)d∥∂E∥(y) = �E(y), e

(iii) ∣�E(x)∣ = 1.

Note que, como ∥∂E∥ é uma medida de Radon em ℝN , segue do Teorema de Diferencia-
ção de medida de Lebesgue-Besicovitch que ∥∂E∥(ℝN ∖ ∂redE) = 0 (Veja [19]).

Exemplo 4. Seja E domı́nio limitado de classe C1. Então, pelo Teorema 2.2.9 e (2.6) de
[19], temos

D�E = �dℋN−1 para todo x ∈ ∂E,
onde � é a normal exterior de ∂E. Em particular, �E = � e ∂redE = ∂E. Se E for
domı́nio limitado Lipschitz, ainda temos D�E = �dℋN−1 para ℋN−1-q.t.p x ∈ ∂E, e
ℋN−1(∂E ∖ ∂redE) = 0.
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O próximo lema é uma versão preliminar do teorema da divergência:

Lema A.1. Seja ' ∈ C1
0(ℝN ;ℝM). Então, para quase todo r > 0,∫

E∩Br(x)

div'dy =

∫
Br(x)

' ⋅ �Ed∥∂E∥+

∫
E∩∂Br(x)

' ⋅ �dℋN−1

onde � denota o vetor normal exterior a ∂Br(x).

Demonstração. Para simplificar a notação, assuma x = 0. Seja �" função linear por partes
satisfazendo:

�" ≡ 1 em [0, r], �" ≡ 0 em [r + ",∞)

e denote ℎ" := �"(∣x∣). De (A.2.2) e do teorema da divergência clássico, obtemos∫
E

div(ℎ"')dy =

∫
ℝN
ℎ"'�Ed∥∂E∥

=

∫
E

ℎ"div'dy +

∫
E

Dℎ" ⋅ 'dy. (A.3.1)

Note que Dℎ" ≡ 0 em 0 < ∣y∣ < r e em r + " < ∣y∣, enquanto

Dℎ"(y) = −1

"

y

∣y∣
em A := {y : r < ∣y∣ < r + "}.

Portanto, (A.3.1) torna-se∫
ℝN
ℎ"'�Ed∥∂E∥ =

∫
E

ℎ"div'dy − 1

"

∫
E∩A

' ⋅ y
∣y∣
dy. (A.3.2)

Fazendo "→ 0 em (A.3.2), levando em conta que para toda � ∈ L1,

∂r

(∫
Br

�dx

)
=

∫
∂Br

�dℋN−1,

para quase todo r > 0, concluı́mos a prova do lema.

O próximo lema aborda o comportamento com relação à densidade de E próximo à
fronteira reduzida.
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Lema A.2 (Veja [19]-Lema 2.3.4). Existem constantes positivas c e C, dependendo so-
mente da dimensão e E, tais que para todo x ∈ ∂redE,

(1) lim inf
r→0

∣Br(x) ∩ E∣
rN

> c,

(2) lim inf
r→0

∣Br(x) ∖ E∣
rN

> c,

(3) lim inf
r→0

∥∂E∥(Br(x))

rN−1
> c,

(4) lim sup
r→0

∥∂E∥(Br(x))

rN−1
≤ C,

(5) lim sup
r→0

∥∂(E ∩Br(x))∥(ℝN)

rN−1
≤ C.

Demonstração. Inicialmente tomando o supremo sobre todas ' ∈ C1
0(ℝN ;ℝN), satis-

fazendo ∣'∣ ≤ 1 no Lema A.1, concluı́mos para q.t. r > 0, que

∥∂(E ∩Br(x))∥(ℝN) ≤ ∥∂E∥(Br(x)) + ℋN−1(E ∩ ∂Br(x)). (A.3.3)

Agora, tomando ' ≡ �E(x) em Br(x) no Lema A.1 obtemos∫
Br(x)

�E(x) ⋅ �Ed∥∂E∥ = −
∫
E∩∂Br(x)

�E(x) ⋅ �dℋN−1. (A.3.4)

Como x ∈ ∂redE,

lim
r→0

∫
∂Br(x)

�E(x) ⋅ �d∥∂E∥(y) = ∣�E(x)∣2 = 1.

Portanto, segue de (A.3.3) que, para quase todo r > 0 suficientemente pequeno

1

2
∥∂E∥(Br(x)) ≤ ℋN−1(E ∩Br(x)). (A.3.5)

Combinando (A.3.3) e (A.3.5), obtemos

∥∂(E ∩Br(x))∥(ℝN) ≤ 3ℋN−1(E ∩Br(x)). (A.3.6)

Defina g(r) := ∣E ∩Br(x)∣. Para q.t. r > 0,

g′(r) = ℋN−1(E ∩ ∂Br(x)).
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Combinando agora a desigualdade isoperimétrica, Teorema A.4, e (A.3.6), deduzimos que,
para q.t. r > 0 suficientemente pequeno,

g(r)1− 1
N ≤ Cg′(r).

Isto nos diz que
1

C
≤ g(r)

1−N
N g′(r) = n(g1/N(r))′.

A desigualdade acima implica imediatamente que, para q.t. r > 0 suficientemente pe-
queno

∣E ∩Br(x)∣ = g(r) ≥ crN .

Isto prova (1). Como
∥∂E∥ = ∥∂(ℝN ∖ E)∥

e �E = −�ℝN∖E , (2) segue de (1). A afirmação (3) segue agora de (1), (2) e da desigualdade
isoperimétrica (a segunda desigualdadedo TeoremaA.4). O item (4) segue de (A.3.5) e (5)
é obtido combinando (4) e (A.3.3).

Agora voltamos nossa atenção para uma técnica fundamental no que diz respeito a
“blow-up” em torno de pontos da fronteira livre.

Definição A.5. Seja x ∈ ∂redE. Definimos o plano tangente no sentido da teoria geométrica
da medida para E em x como

H(x) := {y ∈ ℝN ∣ �E(x) ⋅ (y − x) = 0}.

Definimos também os semi-espaços no sentido da teoria geométrica da medida como

H+(x) := {y ∈ ℝN ∣ �E(x) ⋅ (y − x) ≥ 0}

H−(x) := {y ∈ ℝN ∣ �E(x) ⋅ (y − x) ≤ 0}

e para r > 0, chamamos

Er := {y ∈ ℝN ∣ r(y − x) + x ∈ E}.

O próximo resultado diz que, para r suficientemente pequeno, E ∩Br(x) está se apro-
ximando do conjunto H−(x) ∩Br(x). Mais precisamente
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Teorema A.6 (Veja [19]). Seja x ∈ ∂redE. Então �Er → �H−(x) in L1
loc(ℝN), quando

r → 0.

Demonstração. Para simplificar as notações, vamos supor que x = 0 e � = eN . Fixe
R > 0 e seja Dr := Er ∩ BR, e gr(x) := y

r
. Dado qualquer ' ∈ C1

0(ℝN ;ℝN), com
∣'∣ ≤ 1, usando o teorema da mudança de variável temos,∫

Dr

div'(Z)dZ =
1

rN−1

∫
E∩BrR

div(' ∘ gr(y))dy

=
1

rN−1

∫
ℝN

(' ∘ gr) ⋅ �E∩BrRd∥∂(E ∩BrR)∥

≤ C <∞,

do Lema A.2, item (5). Portanto, ∥∂Dr∥(ℝN) ≤ C < ∞, para 0 < r ≤ 1, i.e., Dr é
um conjunto de perı́metro finito. Certamente, ∥�Dr∥ < !NR

N , pois Dr ⊂ BR. Portanto,
∥�Dr∥BV < C e, portanto, pelo Teorema A.3, a menos de subsequencia, �Er → f em
L1

loc(ℝN), para alguma f ∈ BVloc(ℝN). Passando a uma subsequência, se necessário,
podemos assumir que �Er → f q.t.p, portanto, para algum conjunto de perı́metro local-
mente finito F , f = �F q.t.p. O objetivo agora é provar que F = H−(0). Sejam ∥∂F∥ e
�F como em (A.2.1). Para toda ' ∈ C1

0(ℝN ;ℝN),∫
ℝN
' ⋅ �Erd∥∂Er∥ =

∫
Er

div'dx→
∫
F

div'dx =

∫
ℝN
' ⋅ �Fd∥∂F∥.

Isto mostra que �Er∥∂Er∥ → �F∥∂F∥ no sentido de medida. Sabemos que para quase
todo R > 0, ∥∂F∥(∂BR) = 0. Assim, para quase todo R > 0,∫

BR

�Erd∥∂Er∥ →
∫
BR

�Fd∥∂F∥. (A.3.7)

Contudo, para toda ' ∈ C1
0(ℝN ;ℝN), podemos escrever∫

ℝN
' ⋅ �Erd∥∂Er∥ =

1

rN−1

∫
ℝN

(' ∘ gr) ⋅ �Ed∥∂E∥.

Segue que ∥∂Er∥(BR) = 1
rN−1∥∂E∥(BrR) e, portanto,∫
BR

�Erd∥∂Er∥ =
1

rN−1

∫
BrR

�Ed∥∂E∥.

Dividindo a expressão acima por RN e fazendo r → 0, obtemos, pois 0 ∈ ∂redE, que

lim
r→0

∫
BR

�Erd∥∂Er∥ = eN .
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Para R > 0 de modo que ∥∂F∥(∂BR) = 0, temos, do Teorema A.1,

∥∂F∥(∂BR) ≤ lim inf
r→0

∥∂Er∥(BR) = lim
r→0

∫
BR

eN�Erd∥∂Er∥

=

∫
BR

eN�Fd∥∂F∥,

por (A.3.7). Como ∣�F ∣ = 1, ∥∂F∥ q.s., da desigualdade acima, concluı́mos que

�F ≡ eN , ∥∂F∥ q.s.

Em particular, para toda ' ∈ C1
0(ℝN ;ℝN),∫

F

div'dx =

∫
ℝN
' ⋅ eNd∥∂F∥.

Agora, seja �" função mollifier, e defina f" := �" ★ �F . Então∫
ℝN
f"div'dx =

∫
F

div(�" ★ ')dx =

∫
ℝN
�" ★ (' ⋅ eN)d∥∂F∥.

Além disso, aplicando o Teorema da Divergência,∫
ℝN
f"div'dx = −

∫
ℝN
Df" ⋅ 'dx.

A conclusão é que ∂jf" = 0, para j = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , N − 1 e ∂Nf" ≤ 0. Portanto, quando
"→ 0, a menos de um conjunto ℋN negligente,

F = {Y ∈ ℝN : YN ≤ �}, para algum número real�.

Finalmente, devemos mostrar que � = 0. Isto é consequência da propriedade de densidade
listada no Lema (A.2). De fato, assuma que � > 0, então, como �Er → �F em L1

loc(ℝN),
terı́amos

!N�
N = ∣F ∩B�∣ = lim

r→0
∣Er ∩B�∣ = lim

r→0

∣B�r ∩ E∣
rN

.

Mas o item (2) no Lema (A.2) nos levaria a

!N�
NrN = ∣B�r ∖ E∣+ ∣B�r ∩ E∣ ≥ crN�N + !N�

N .

Fazendo r → 0, obtemos uma contradição. Similarmente, se � for negativo, o item (1) do
mesmo lema nos leva a uma contradição.
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Note que, da prova do Teorema A.6, obtemos

∥∂E∥(Br)

rN−1
= ∥∂Er∥(B1).

Como ∥∂H−(0)∥(∂B1) = ℋN−1(B1 ∩H(0)) = 0, deduzimos que

lim
r→0

∥∂E∥(Br)

rN−1
= ∥∂H−(0)∥(B1) = ℋN−1(B1 ∩H(0)) = �(N − 1).

Isto é,

lim
r→0

∥∂E∥(Br)

�(N − 1)rN−1
= 1. (A.3.8)

A próxima etapa é mostrar que a fronteira reduzida, ∂redE, de um conjunto de perı́metro
localmente finito E é uma hipersuperfı́cie de casse C1, a menos de um conjunto ∥∂E∥
negligente. O próximo teorema fornece uma descrição completa da estrutura da fronteira
reduzida, mas primeiro mostraremos um interessante lema:

Lema A.3. Dado um conjunto de perı́metro localmente finito E, existe uma constante
C, dependendo somente de E e dimensão N , tal que, para qualquer conjunto de Borel
ℬ ⊂ ∂redE, vale

ℋN−1(ℬ) ≤ C∥∂E∥(ℬ).

Demonstração. Fixe �, � > 0. Como ∥∂E∥ é uma medida de Radon

∥∂E∥(U) ≤ ∥∂E∥(B) + �,

para algum conjunto aberto U ⊂ B. Do Lema A.2, item (3), se x ∈ ∂redE,

lim
r→0

∥∂E∥(Br(x))

rN−1
> c, (A.3.9)

onde c só depende de N e E. Defina

Λ :=

{
Br(x) : x ∈ ℬ, Br(x) ⊂ U, r <

�

8
e ∥∂E∥(Br(x)) > crN−1

}
.

Segue do Teorema da convergência de Vitali que existe uma famı́lia de bolas disjuntas
{Brj(x)}∞j=1 ⊂ Λ, satisfazendo ℬ ⊂

∪∞
j=1 B5rj(xj). Como diamB5rj(x) ≤ �, temos

ℋN−1
� (ℬ) ≤ �(N − 1)

∞∑
j=1

(5rj)
N−1 = C

∞∑
j=1

(rj)
N−1.
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Assim, tendo em vista (A.3.9), podemos escrever

ℋN−1
� (ℬ) ≤ C

∞∑
j=1

∥∂E∥(Brj(xj)) ≤ C∥∂E∥(U) ≤ C{∥∂E∥(ℬ) + �}.

Fazendo �→ 0 e depois � → 0, obtemos o resultado desejado.

Teorema A.7. Seja E conjunto de perı́metro localmente finito em ℝN . Então

∂redE =

(
∞∪
j=1

Cj

)
∪N,

onde cada Cj é subconjunto compacto de uma hipersuperfı́cie Sj de classe C1 e com
as notações anteriores, ∥∂E∥(N) = 0. Além disso, �E∣Sj é normal ao conjunto Sj e
∥∂E∥ = ℋN−1⌊∂redE, i.e., para todo abeto A,

Per(E,A) := ∥∂E∥(A) = ℋN−1(∂redE ∩ A).

Demonstração. Com as notações introduzidas, segue do Teorema ?? que para todo x ∈
∂redE,

lim
r→0

∣Br(x) ∩ E ∩H+(x)∣
rN

= lim
r→0

∣(Br(x) ∖ E) ∩H−(x)∣
rN

= 0. (A.3.10)

Pelo Teorema de Egorov, podemos achar conjuntos ∥∂∥-mensuráveis disjuntos

{Fi}∞i=1 ⊂ ∂redE,

tais que,

(i) ∥∂E∥(Fi) <∞, ∥∂E∥ (∂redE ∖
∪∞
i=1 Fi) = 0,

(ii) a convergência em (A.3.10) é uniforme sobre Fi, para cada i = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ .

Agora, para cada i, pelo Teorema de Lusin, existem conjuntos compactos disjuntos {E�
i }∞�=1 ⊂

Fi, tal que

∥∂E∥

(
Fi ∖

∞∪
�=1

E�
i

)
= 0 e �

∣∣∣
E�i

é contı́nua.

Por reindexação dos conjuntos, podemos dizer que {E�
i }∞i,�=1 = {Cj}∞j=1. Pelas informações

que temos até agora temos,
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(a) ∂redE +
(∪∞

j=1Cj

)
∪N, ∥∂E∥(N) = 0,

(b) a convergência em (A.3.10) é uniforme em Cj , e �
∣∣∣
Cj

é contı́nua .

Nossa estratégia agora é construir funções C1, fj : ℝN → ℝ, tais que fj = 0 em Cj e
∇fj = �E em Cj . uma vez conseguidas essas funções, a famı́lia de hipersuperfı́cies

Sj := {x ∈ ℝN : fj(x) = 0, ∣∇fj(x)∣ > 1/2}

satisfaz as condições do Teorema. Em vista do teorema de extensão de Whitney (veja por
exemplo [26], página 225), tudo que precisamos fazer é verificar que

�j(�) := sup

{
∣�E(x) ⋅ (y − x)∣
∣y − x∣

: 0 < ∣y − x∣ ≤ �, x, y ∈ Cj
}
→ 0, (A.3.11)

quando � → 0. Para este fim, fixe j e um 0 < � < 1. De (A.3.10) e das informações em
(a) e (b), existe 0 < � < 1, tal que para z ∈ Cj e r < 2�

∣E ∩Br(z) ∩H+(z)∣ < �N

2N+2
!Nr

N e ∣E ∩Br(z) ∩H−(z)∣ < !N

(
1

2
− �N

2N+2

)
rN .

(A.3.12)
Agora, sejam x, y ∈ Cj e � := ∣x−y∣ ≤ �. Suponha inicialmente que �E(x)⋅(y−x) ≤ ��.
Como � < 1,

B�k(y) ⊂ H+(x) ∩B2�(x). (A.3.13)

De fato, para todo z = y + z′, com ∣z′∣ ≤ ��, �E(x) ⋅ (z − x) > ��− ∣z′∣ ≥ 0. Contudo, a
primeira desigualdade em (A.3.12), com z = x,

∣E ∩B2�(x) ∩H+(x)∣ ≤ �N!N
4

�N . (A.3.14)

Por outro lado, pela segunda desigualdade de (A.3.12) com z = y, temos

∣E ∩B��(y) ∩H−(y)∣ > !N�
N�N

(
1

2
− �N

2N+2

)
>
�N!N

4
�N . (A.3.15)

Combinando (A.3.13), (A.3.14) e (A.3.15), chegamos a uma contradição. O caso onde
�E(x) ⋅ (y − x) ≤ −�∣x− y∣ é similar.

Estas observações mostram que ∥∂E∥ = ℋN−1⌊∂redE. Para qualquer conjunto de
Borel ℬ ⊂ ∂redE, temos, de acordo com o Lema A.3,

ℋN−1(ℬ ∩N) ≤ C∥∂E∥(ℬ ∩N) = 0.
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Portanto, a menos de um conjunto ℋn−1 inegligente, podemos supor ℬ ⊂
∪∞
j=1Cj . Seja

ℬj := ℬ ∩ Cj ⊂ Sj e �j := ℋN−1⌊Sj , i.e., �j(A) = ℋN−1(A ∩ Sj), para todo conjunto
de Borel A. Como Sj é uma superfı́cie C1, dada qualquer bola Br(x) centrada em x ∈ ℬj ,
temos

lim
r→0

�j(Br(x))

�(N − 1)rN−1
= 1.

Combinando a condição acima com (A.3.8), achamos que

lim
r→0

�j(Br(x))

∥∂E∥(Br(x))
= 1,

e como cada � e ∥∂E∥ são medidas de Radon, o Teorema da diferenciação para medidas
de Radon implica que ∥∂E∥ = ℋN−1⌊∂redE.

Vamos finalizar enunciando um resultado sobre a validade do Teorema da Divergência
para conjuntos de perı́metro localmente finito. Para isso, precisamos considerar um con-
junto maior que a fronteira reduzida: o qual é chamado fronteira no sentido da teoria
geométrica da medida ∂★E

Definição A.6. Um ponto x é dito pertencer a ∂★E, a fronteira no sentido da teoria
geométrica da medida, de E, quando

lim
r→0

∣Br(x) ∩ E∣
rN

> 0 e lim
r→0

∣Br(x) ∖ E∣
rN

> 0.

Uma outra maneira de ver é a seguinte: x ∈ ∂★E se ambos E e Ec possuem densidade
positiva em torno de x. Como veremos, esta é uma informação importante quando se
estudam problemas de fronteira livre. O próximo lema relaciona a fronteira reduzida com
a fronteira no sentido da medida teórica.

Lema A.4. Seja E conjunto de perı́metro localmente finito. Então ∂redE ⊂ ∂★E e

ℋN−1(∂★E ∖ ∂redE) = 0.

Demonstração. O fato de que ∂redE ⊂ ∂★E segue imediatamente de Lema A.2. Vamos
provar que ℋN−1(∂★E ∖ ∂redE) = 0. Seja 0 < � < 1

� := lim
r→0

∣Br(x) ∩ E∣
!N

rN .
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Certamente, limr→0
∣Br(x)∖E∣
!NrN

= 1− �. Portanto

min {∣Br(x) ∩ E∣, ∣Br(x) ∖ E∣} = min{�, (1− �)}!NrN + o(1).

Combinando a expressão acima com a desigualdade isoperimétrica e a segunda desigual-
dade do Teorema A.4, obtemos

∥∂E∥(Br(x))

rN−1
≥ c{min{�, 1− �}!NrN + o(1)}1/N .

Portanto, concluı́mos lim sup
r→0

∥∂E∥(Br(x))

rN−1
> 0. Finalmente, lembrando que

∥∂E∥(ℝN ∖ ∂redE) = 0,

basta aplicar um argumento de cobertura para concluir que ℋN−1(∂★E ∖ ∂redE) = 0.

Lembre de (A.2.2) que se E possui perı́metro localmente finito e ' ∈ C1
0(ℝN ;ℝN),∫

E

div'(y)dy =

∫
ℝN
'(x) ⋅ �E(x)d∥∂E∥(x). (A.3.16)

Entretanto, ∥∂E∥(ℝN ∖ ∂redE) = 0 e do Teorema A.7,

∥∂E∥ = ℋN−1⌊∂redE.

Contudo, do Lema A.4, ℋN−1(∂★E ∖ ∂redE) = 0. Concluı́mos, portanto, que

∥∂E∥ = ℋN−1⌊∂★E.

Em particular, ℋN−1(∂★ ∩K) <∞ para todo compacto K ⊂ ℝN . Assim, (A.3.16) pode
ser reescrito em termos do Teorema da Divergência:∫

E

div'(y)dy =

∫
∂★E

'(x) ⋅ �E(x)dℋN−1(x),

Provamos assim que o Teorema da Divergência é válido para conjuntos de perı́metro finito.
Mais precisamente:

Teorema A.8. Seja E conjunto localmente de perı́metro finito. Então, para ℋN−1-q.t.p.
x ∈ ∂★E, existe uma único “vetor normal no sentido da medida teórica”, �E(x), tal que∫

E

div'(y)dy =

∫
∂★E

'(x) ⋅ �E(x)dℋN−1(x),

para toda ' ∈ C1
0(ℝN ;ℝN).
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Apêndice B

Direções futuras

Este apêndice é devotado ao estudo do problema de fronteira livre de duas fases (isto
é, quando ' muda de sinal) e o caso parabólico. A similaridade de problemas de fronteira
livre elı́pticos e sua versão parabólica nos permitem fazer algumas adaptações.

B.1 Problema elı́ptico de duas fases
Nesta seção, estamos interessados em discutir algumas ideias com relação ao problema

de perturbação singular {
F (D2u, x) = �"(u) em Ω

u = ' em ∂Ω,
(B.1.1)

em que ' muda de sinal e, portanto, se trata de um problema de duas fases. Como vimos
neste trabalho, a maior dificuldade em estudar o problema de fronteira livre para equações
totalmente não-lineares é a falta de caracterização variacional. Inspirado por este trabalho,
gostarı́amos de estender esses resultados para problemas de duas fases para equações total-
mente não-lineares. Iniciaremos nossa jornada observando alguns pontos principais deste
projeto. A primeira observação é o fato de que a existência de soluções minimais inde-
pende do sinal da função ' na fronteira ∂Ω e, portanto, o Teorema 2.1 continua válido para
tais problemas. Então, com certeza, a primeira dificuldade diz respeito ao Teorema 2.3,
o qual fornece regularidade Lipschitz para as soluções. A priori, quando as soluções u"
de (B.1.1) mudam de sinal, em geral, é necessário uma fórmula de monotonicidade para
equações totalmente não-lineares, como em [1]. Em um recente trabalho, E. Teixeira e
M. Montenegro em [20] provaram regularidade Lipschitz sem a utilização da fórmula de
monotonicidade. Eles obtiveram o seguinte resultado:
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Teorema B.1. Seja Ω ⊂ ℝN domı́nio limitado, G função positiva de classe C1, F uni-
formemente elı́ptico com estimativa a priori C1,1 e u" famı́lia de soluções para

F (D2u) = G(x)�"(u) em Ω.

Suponha que exista 1 < �" < C tal que {u" = �""} é localmente superfı́cie de classe
C1,�, com norma C1,� uniformemente limitada. Então, dado subdomı́nio Ω′ ⋐ Ω, existe
constante K dependendo da dimensão, elipticidade, � e G, mas independe de ", tal que

max
x∈Ω′
∣∇u"(x)∣ ≤ K.

A estratégia para demonstrar o teorema consiste em analisar o comportamento do gra-
diente em duas regiões. Inicialmente na região Ω′" := {y ∈ Ω′ : ∣u"(y)∣ > "}, u" satisfaz
uma EDP homogênea e, portanto, temos um controle sobre o gradiente. A parte compli-
cada surge quando analisamos o gradiente sobre a área de transição

Γ" := {y ∈ Ω′ : ∣u"(y)∣ ≤ "}.

Acredito que seja possı́vel provar o mesmo resultado retirando a hipótese de regularidade
sobre as superfı́cies de nı́vel {u" = �""}. O resultado esperado é o seguinte:

Teorema B.2 (Em progresso). Seja u" uma famı́lia de soluções para a equação (B.1.1)
num domı́nio Ω ⊂ ℝN tal que ∥u"∥L∞(Ω) ≤ A, para algum A > 0. Sejam K ⊂ Ω
conjunto compacto e � > 0 tal que B� (x0) ⊂ Ω, para todo x0 ∈ K. Então, existe
constante L = L(�,A) tal que

∣∇u"(x)∣ ≤ L para x ∈ K.

Em seguida, com regularidade Lipschitz obtemos os mesmos resultados deste trabalho,
a qual listamos abaixo para problema de duas fases.

∙ A famı́lia u" é uniformemente fortemente não-degenerada, ou seja, supBr u" ≥ cr.
Tal degenerescência é ótima.

∙ A menos de subsequência, u" converge localmente uniforme para uma função no
espaço u0 ∈ C0,1

loc (Ω) que satisfaz F (D2u0, x) = 0 em Ω+ := {u0 > 0} e em Ω− :=
(Ω ∖ Ω0)∘ no sentido da viscosidade. Além disso, u+

0 (x) ≤ Cdist(x, ∂{u0 ≤ 0}),
para todo x ∈ Ω′ com dist(x, {u0 ≤ 0}) ≤ 1

4
dist(Ω′,ℝN ∖ Ω).

∙ A medida de Hausdorff ℋN−1(∂{u0 > 0} ∩B) ∼ rN−1.

∙ A fronteira livre reduzida possui medida total.
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Uma informação fundamental na elaboração desse futuro projeto é a condição de fron-
teira livre. O resultado esperado para a condição de fronteira livre é a seguinte:

Teorema B.3 (Duas Fases). Seja u" famı́lia de soluções minimais para (B.1.1) num domı́nio
Ω ⊂ ℝN tal que u" → u0 uniformemente em subconjuntos compactos de Ω, quando
" → 0. Sejam x0 ∈ Ω ∩ ∂{u0 > 0} e � vetor normal a Ω ∩ ∂{u0 > 0} no sentido da
medida teórica. Suponha, além disso, que u− é não-degenerada em x0. Então existem
operador elı́ptico F ★ e constantes �, 
 > 0 tais que

u0(x) = �⟨x− x0, �⟩+ − 
⟨x− x0, �⟩− + o(∣x− x0∣) (B.1.2)

com
�2 − 
2 =

2T

F ★(x0, � ⊗ �)
.

Vale a pena observar que, supondoF invariante por rotações, o processo de homogeneização
descrito neste trabalho continua válido para problemas de duas fases. Por exemplo, o Teo-
rema 5.1 independe do sinal da solução u". Esperamos ainda poder verificar a condição
de fronteira livre em um sentido fraco, que não exija regularidade da fronteira livre. Uma
vez verificada tal condição, já sabemos como empregar ferramentas da teoria geométrica
da medida para provarmos que, de fato, a fronteira livre será de classe C1,
 e, portanto, a
condição (B.1.2) é satisfeita no sentido clássico. O projeto é factı́vel, porém será necessário
bastante esforço a fim de obter uma descrição completa da condição de fronteira livre. Um
entendimento da condição de fronteira livre que possa aparecer neste processo teria um im-
pacto sobre o desenvolvimento de novas técnicas para estudar problemas de regularidade
da fronteira livre ainda não acessı́veis através da teoria atual.

B.2 Caso parabólico

O estudo da versão parabólica

F (D2u", x)− ∂

∂t
u" = �"(u") (B.2.1)

é também uma importante linha de pesquisa. Este tipo de equação foi estudado inicial-
mente por Caffarelli e Vázquez em [6], Caffarelli, Lederman e Wolanski em [12] e [13],
entre outros. Novamente, a principal contribuição deste projeto é achar uma condição
de fronteira livre no sentido da viscosidade. Não é verdade, em geral, que fronteiras
livres parabólicas Lipschitz são C1,� (veja, por exemplo, [2]) contradizendo o que ocorre
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no caso elı́ptico. A similaridade dos problemas de fronteira livre elı́pticos e suas versões
parabólicas nos leva a elaborar estratégias filosóficas para o problema. Vamos aqui estudar
algumas propriedades uniformes no parâmetro " e o limite, quando " → 0, das soluções
u"(x, t) da equação

F (D2u", x)− ∂

∂t
u" = �"(u") (B.2.2)

onde " > 0 e �" é como em (0.0.2).
Assim como no caso elı́ptico, o teorema de existência de soluções minimais para o

problema parabólico⎧⎨⎩
F (D2u, x)− ut = g(u) em Ω× (0, T )

u(x, t) = 0 em ∂Ω× [0, T )
u(0, x) = '(x) em Ω̄.

(B.2.3)

não é barreira para a teoria. O problema surge novamente em obter estimativa uniforme
em " com relação ao gradiente. O teorema esperado é o seguinte:

Teorema B.4 (Regularidade Lipschitz). Seja D̃ ⋐ D ⊂ ℝn+1. Existe constante C de-
pendendo de, ∥'∥∞, ∥�1∥∞, D̃, dimensão, elipticidade e norma C� de F (M, ⋅), mas
independente de ", tal que, para qualquer famı́lia de soluções {u"}">0 de (B.2.2)

sup
(x,t)∈D̃

∣∇u"(x, t)∣ ≤ C

e como Corolário

Colorário B.1. Seja u" famı́lia de soluções tal que ∥u"∥L∞ ≤ A no sentido da viscosidade
de (B.2.2) num domı́nio D ⊂ ℝN+1. Seja K ⊂ D conjunto compacto e � > 0 tal que
N−� (K) ⊂ D. Existe constante L = L(�,A), tal que

∣∇u"(x, t)∣ ≤ L for (x, t) ∈ K.

Considere agora uma famı́lia de soluções minimais u" para (B.2.2) definidas num
domı́nio D ⊂ ℝN+1, as quais são uniformemente limitadas na norma L∞ em D. Va-
mos mostrar que as funções u" são localmente uniformemente limitadas na semi-norma
Lip
(
1, 1

2

)
, isto é, para todo compacto K ⊂ D, existe uma constante L, independente de ",

tal que
∣∇u"(x, t)∣ ≤ L, e ∣u"(x, t)− u"(x, t+ Δt)∣ ≤ L∣Δt∣1/2,

para (x, t), (x, t+ Δt) ∈ K. Temos a seguinte definição:
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Definição B.1. Uma função v pertence à classe Liploc(1, 1/2) num domı́nio D ⊂ ℝN+1

se para todo K ⋐ D existe constante L = L(K) tal que

∣v(x, t)− v(y, s)∣ ≤ L(∣x− y∣+ ∣t− s∣1/2)

para todo (x, t), (y, s) ∈ K.

Para provarmos regularidade Lip(1, 1/2), precisamos do seguinte resultado.

Proposição B.1. Seja u ∈ C(B1(0)× [0, 1/(4N +M0)]) tal que

∣ut − F (D2u, x)∣ ≤M0 no sentido da viscosidade

em {u < 0} ∪ {u > 1}, para algum M0 > 0. Suponho que ∣∇u∣ ≤ L, para algum L > 0.
Existe uma constante C = C(L) tal que

∣u(0, T )− u(0, 0)∣ ≤ C if 0 ≤ T ≤ 1

4N +M0

.

Demonstração. Suponha sem perda de generalidade que L > 1.
Parte I: Primeiro vamos provar o seguinte fato geral: se o cilindro

Qt0,t1 := B1(0)× (t0, t1) ⊂ {u < 0} ∪ {u > 1}

e t1 − t0 ≤ 1
4N+M0

, temos
∣u(0, t1)− u(0, t0)∣ ≤ 2L.

De fato, seja

ℎ±(x, t) = u(0, t0)± L± 2L

Λ
∣x∣2 ± (4NL+M0)(t− t0).

Então, considerando
ℳ+(D2u, �,Λ) := Λ

∑
ei>0

ei + �
∑
ei<0

ei

e
ℳ−(D2u, �,Λ) := �

∑
ei>0

ei + Λ
∑
ei<0

ei

onde e′is são autovalores de D2u, temos:

ℎ+
t − F (D2ℎ+, x) ≥ ℎ+

t −ℳ+

(
D2ℎ+,

�

N
,Λ

)
= ℎ+

t −

(
Λ
∑
ei>0

ei +
�

N

∑
ei<0

ei

)

= (4NL+M0)− Λ
4LN

Λ
= M0.
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e

ℎ−t − F (D2ℎ−, x) ≤ ℎ−t −ℳ−
(
D2ℎ−,

�

N
,Λ

)
= ℎ+

t −

(
�

N

∑
ei>0

ei + Λ
∑
ei<0

ei

)

= −(4NL+M0)− Λ
−4LN

Λ
= −M0.

Então,
ℎ+
t − F (D2ℎ+, x) ≥M0 and ℎ−t − F (D2ℎ−, x) ≤ −M0.

Seja t0 < t2 ≤ t1 tal que

∣u(0, t)− u(0, t0)∣ ≤ 2L para t ∈ [t0, t2).

Vamos comparar u com ℎ+ e ℎ− emQt0,t2 . De fato, pela continuidade Lipschitz no espaço
com constante Lipschitz L, deduzimos que

ℎ− ≤ u ≤ ℎ+ ∂pQt0,t2 .

Por outro lado,

ℎ−t − F (D2ℎ−, x) ≤ −M0 ≤ ut − F (D2u, x) ≤M0 ≤ ℎ+
t − F (D2ℎ+, x)

no sentido da viscosidade. Portanto,

ℎ− ≤ u ≤ ℎ+ em Qt0,t2 .

Em particular, como t2 − t0 ≤ t1 − t0 ≤ 1
4N+M0

e L > 1,

∣u(0, t2)− u(0, t0)∣ < 2L.

Da desigualdade estrita, deduzimos que podemos tomar t2 = t1 e portanto,

∣u(0, t1)− u(0, t0)∣ ≤ 2L.

Parte II: Vamos considerar agora o cilindro Q0,T com 0 < T ≤ 1
4N+M0

.

(a) Se Q0,T ⊂ {u < 0} ∪ {u > 1} podemos aplicar a parte I para concluir que

∣u(0, T )− u(0, 0)∣ ≤ 2L.
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(b) Se Q0,T ⊈ {u < 0} ∪ {u > 1}, seja 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T e x1, x2 ∈ B1(0) tal que

0 ≤ u(x1, t1) ≤ 1, 0 ≤ u(x2, t2) ≤ 1

e
(B1(0)× (0, t1)) ∪ (B1(0)× (t2, T )) ⊂ ({u < 0} ∪ {u > 1}).

Então, pela parte I e continuidade Lipschitz no espaço, temos

∣u(0, T )− u(0, 0)∣ ≤ ∣u(0, T )− u(0, t2)∣+ ∣u(0, t2)− u(x2, t2)∣+ ∣u(x2, t2)∣
+ ∣u(x1, t1)∣+ ∣u(x1, t1)− u(0, t1)∣+ ∣u(0, t1)− u(0, 0)∣
≤ 2(2L+ L+ 1)

e a proposição está provada.

Como consequência da Proposição B.1 temos o seguinte teorema

Teorema B.5. Seja u" famı́lia de soluções no sentido da viscosidade de

F (D2u, x)− ut = �"(u)

num domı́nio D ⊂ ℝN+1. Seja K ⊂ D compacto e � > 0 tal que N2� (K) ⊂ D. Existem
constantes L = L(�) e C = C(L, �) tais que

∣∇u"(x, t)∣ ≤ L

e
∣u"(x, t+ Δt)− u"(x, t)∣ ≤ C∣Δt∣1/2

para (x, t), (x, t+ Δt) ∈ K.

Demonstração. Aplicando o Corolário B.1, segue a existência de um L = L(�,A) > 0
tal que

∣∇u"(x, t)∣ ≤ L for (x, t) ∈ N� (K). (B.2.4)

Vamos agora provar regularidade Hölder 1/2. Seja (x0, t0) ∈ K e defina

(w")r(x, t) :=
1

r
u"(x0 + rx, t0 + r2t).

Então, se 0 < r < � , segue que

∂(w")r
∂t

− Fr(D2(w")r, x) = �"/r((w")r)
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no sentido da viscosidade e

∣∇(w")r(x, t)∣ = ∣∇u"(x0 + rx, t0 + r2t)∣ ≤ L

para (x, t) ∈ B1(0)×[0, 1/(4N+B)], ondeB = maxs∈[0,1] �(s) (aqui usamos a estimativa
(B.2.4)).

Portanto, podemos aplicar a Proposição B.1 com M0 = B para a função (w")r para
concluir que

∣(w")r(0, t)− (w")r(0, 0)∣ ≤ C(L) para 0 ≤ t ≤ 1

4N +B
.

Portanto,

∣u"(x0, t0 + r2t)− u"(x0, t0)∣ ≤ C(L)r para 0 ≤ t ≤ 1

4N +B
.

Em particular, para 0 < r < � ,∣∣∣∣u"(x0, t0 +
r2

4N +B

)
− u"(x0, t0)

∣∣∣∣ ≤ C(L)r. (B.2.5)

Finalmente, seja (x0, t0 + Δt) ∈ K. Se 0 < Δt < r2

4N+B
, podemos tomar o número

r = Δt1/2
√

4N +B in (B.2.5), ficando

∣u"(x0, t0 + Δt)− u"(x0, t0)∣ ≤ C(L)
√

4N +BΔt1/2.

Se, por outro lado, Δt ≥ r2

4N+B
, temos

∣u"(x0, t0 + Δt)− u"(x0, t0)∣ ≤ 2A ≤ 2A

�

√
4N +BΔt1/2,

e o teorema está provado.

Com regularidade Lipschitz, acredito que podemos avançar na geometria fraca da
solução limite u0. Com relação à condição de fronteira livre, o resultado esperado é
análogo ao problema elı́ptico.

Teorema B.6 (Em progresso). Seja u" famı́lia de soluções minimais para o problema

F (D2u, x)− ut = �"(u)
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num domı́nio D ⊂ ℝN+1 tal que u" → u0 uniformemente em subconjuntos compactos de
D, e "→ 0. Seja (x0, t0) ∈ D∩ ∂{u0 > 0} e � vetor normal espacial unitário em (x0, t0)
no sentido da medida parabólica. Se u− é não-degenerada em (x0, t0) então

u0(x, t) = �⟨x− x0, �⟩+ − 
⟨x− x0, �⟩− + o(∣x− x0∣+ ∣t− t0∣1/2)

com
�2 − 
2 =

2T

F ★(� ⊗ �, x0)
.

Até o momento, obtemos condição de fronteira livre para a versão parabólica de uma
fase. Esperamos ainda poder empregar ferramentas da teoria geométrica da medida para
obter regularidade C1,
 da fronteira livre. Seria, sem dúvida, uma grande conquista para a
teoria das equações elı́pticas parabólicas não-lineares.
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