UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Marcos Ferreira de Melo

IMERSOES ISOMETRICAS EM GRUPOS DE LIE
NILPOTENTES E SOLUVEIS

Fortaleza-Ce
2008



Marcos Ferreira de Melo

IMERSOES ISOMETRICAS EM GRUPOS DE LIE
NILPOTENTES E SOLUVEIS

Tese submetida a Coordenacdo do Curso
de Poés-Graduagdo em Matematica, da
Universidade Federal do Ceard, como
requisito parcial para obten¢do do grau

de Doutor em Matematica.

Area de concentracdo:

Geometria diferencial.

Orientador:

Prof. Dr. Jorge Herbert Soares de Lira.

Fortaleza-Ce
2008



Melo, Marcos Ferreira de

M486i  Imersdes isométricas em grupos de Lie nilpotentes e soltiveis.

Marcos Ferreira de Melo — Fortaleza: 2008.

104f.

Orientador: Prof. Dr. Jorge Herbert Soares de Lira.

Area de concentracdo: Geometria Diferencial

Tese (doutorado)- Universidade Federal do Cearg;

Departamento de Matematica, 2008

CDD 516.36




Dedico este trabalho a minha esposa Rebeca de Lima Leite

Melo.



Agradecimentos

Agradeco, primeiramente, a Jeovd Deus pelo dom da vida e por todas as béncaos a

mim concedidas.

Agradeco a minha esposa, Rebeca Melo, pelo amor, carinho e compreensdo em todos

esses anos.

Agradeco a minha mde, Aurea e minha irma Joyce pelo afeto e incentivo durante a

minha vida.

Agradeco ao meu irmdo Marcelo Melo pela cumplicidade, apoio e companheirismo

em toda a minha vida.

Agradecgo aos meus sogros Joaquim Ibiapina e Neusa Bezerra por toda a consideragdo,
assisténcia, arrimo e desvelo em todos esses anos. Agradeco aos meus cunhados

André, Débora, Tiago e Priscila pela estima e boa convivéncia.

Agradeco ao meu orientador, Jorge Herbert, pelo perito trabalho de orientacdo e por

todo o imprescindivel suporte que proporcionou a realizagdo desta tese de doutorado.

Agradecgo aos professores Abdénago Barros e Gervasio Colares pelas pertinentes e
valiosas sugestdes em adendo a este trabalho, por aquiescerem em participar da banca
de defesa desta tese e por todo o apoio nestes anos em que participei deste programa
de pos-graduagdo. Agradego ao professores Paolo Piccione e Pedro Roitman por suas
apropriadas e ponderadas consideragdes e admoesta¢des e por assentirem em tomar

parte da comissdo julgadora deste trabalho.

11



iii

Agradeco aos professores Fabio Montenegro, Alexandre Fernandes, Lucas Barbosa e
Cleon Barroso pelo valoroso ensino e aprendizado que angariei nas disciplinas por

eles ministradas neste programa de doutorado.

Agradeco a todos os meus colegas de pds-graduagdo em matematica da UFC, em es-
pecial, a Francisco Andrade, Jorge Hinojosa, Joseilson Lima, Juscelino Pereira e Paulo

Alexandre por terem me ajudado nas disciplinas que cursaram comigo.

Agradeco a secretdria da pds-graduacdo, Andréia Dantas, pela assiduidade e com-
peténcia em executar suas atribui¢cdes que, em particular, me beneficiaram. Agradeco
aos demais secretarios, Antonia Catarina, Carlos Adriano e Mércio Pereira pelo proveito

que obtive em virtude do bom trabalho desempenhado por eles.
Agradeco a bibliotecaria da matematica, Rocilda Sales, e aos seus auxiliares, Francisca
Fernanda e Erivan Carneiro pelo beneficio que me trouxeram através bom desem-

penho de suas atividades.

Agradeco aos meus colegas da UFC no campus do Cariri por todo amparo e auxilio

que recebi para concluir a minha tese doutorado.

Agradego a CAPES e ao CNPq pelo apoio financeiro.

Enfim, agradeco a todos que de maneira direta ou indireta contribuiram para que este

trabalho se concretizasse.



iv

“Semeia de manha a tua semente, e ndo
descanses a tua mdo até a noitinha; pois
ndo sabes onde esta terd bom éxito , quer
aqui quer ali, ou se ambas serdo igual-
mente boas.”

Eclesiastes 11:6



Sumario

Agradecimentos

Resumo

Abstract

Introducgao

1 Nogoes Preliminares

1.1

1.2

Grupos de Lie Nilpotentes . . . . . .. ... ... ... . .........
1.1.1  Conexdo e Curvatura para Campos Arbitrdrios . .. .. ... ..
GruposdeLieSolaveis . . . . . ... ... .. ... .. L L.

121 Conexdo e Curvatura para Campos Arbitrdrios . .. .. ... ..

2 Imersoes Isométricas em Grupos de Lie Nilpotentes

2.1

2.2
2.3
24

Alguns Tensores Auxiliares . . . .. ... ... ... ... .....
2.1.1 Definicdo Alternativado Tensor L . . . . . . ... .. ... ....
Existéncia de um Referencial Adaptado . . . . ... ... ... ......
Existéncia de Imersoes Isométricas em Grupos de Lie Nilpotentes . . . .

Apéndice . . . . ...

3 Imersoes Isométricas em Grupos de Lie Solaveis

3.1

3.2
3.3

Alguns Tensores Auxiliares . . . . ... ... ... ... .. ... ..., .
3.1.1 Definigdo Alternativado Tensor L . . . . . ... ... ... ....
Existéncia de um Referencial Adaptado . . . . . ... ... ... .. ...

Existéncia de Imersdes Isométricas em Grupos de Lie Solaveis . . . . . .

ii

10
10
12
13
17



Sumario Vi
4 Imersdes Isométricas no Espaco Hiperbélico Complexo 78
41 O Espaco Hiperbodlico ComplexoCH, . . .. ... ............. 79
41.1 Conexdo Riemannianaem CH, . . ... .. ... .. ........ 80

412 ACurvaturadeCH, . . ... ... .. ... .. ... 82

42 As Equagdes de Compatibilidadeem CH, . . . . . ... ... .. .. .. 91
4.3 Existéncia de Imersdes Isométricasem CH, . . . . .. ... ... .. ... 100
Referéncias Bibliogréficas 101



Resumo

Neste trabalho, demonstramos teoremas estabelecendo condi¢des suficientes para a
existéncia de imersdes isométricas com curvatura extrinseca prescrita em grupos de
Lie nilpotentes e soltveis, isto é, grupos de Lie N, S cujas respectivas algebras de Lie

n,s sdo da forman = 3 @ v com

[070] C 3 [5’0] = {0}7 [373] = {O}a

es = 3®v®a, onde 3 ® v énilpotente, a = RH é um fator unidimensional, com o

colchete de lie estendido a a através das relacdes

1
[H,E] = §E, [H,Z] =7
para E € v e Z € 3. Obtemos assim uma generalizagdo do Teorema Fundamental da
Teoria de Subvariedades em R" e, em particular, obtemos resultados de imersao em

todos os grupos tipo-Heisenberg e em todos os espacos de Damek-Ricci.



Abstract

In this paper, we prove theorems establishing sufficient conditions to existence for iso-
metric immersions with prescribed extrinsic curvature in two-step nilpotent Lie groups

and solvmanifolds.

We obtain a generalization of the Fundamental Theorem of Submanifold Theory in
R™ and, in particular, we one has immersion results in the generally Heisenberg type

groups and Damek-Ricci spaces.



Introducao

Atribui-se ao gedmetra O. Bonnet o usualmente denominado Teorema Fundamental
da Teoria de Superficies, cujo teor pode ser resumido como a prova de que, caso
satisfacam formalmente as equacdes de Gauss e Codazzi, duas formas quadréticas
dadas em um aberto simplesmente conexo do plano, uma das quais positiva-definida,
podem ser realizadas como a métrica induzida e a curvatura extrinseca de uma su-
perficie imersa no espago euclidiano. O mérito incontestdvel do teorema é estabelecer
um prolifico enlace entre a teoria de superficies e a andlise de equagdes diferenciais par-
ciais. Isto gracas ao fato de que, apresentadas em termos de componentes locais, as for-
mas quadréticas satisfazem a um sistema sobre-determinado de equagdes de primeira
ordem, cujas condi¢des de compatibilidade sdo justamente as equagdes fundamentais
de Gauss e Codazzi.

A linguagem de fibrados principais presta-se exemplarmente ao enunciado preciso
de extensdes naturais do Teorema de Bonnet a teoria de subvariedades em formas es-
paciais, como demonstradas segundo uma notével variedade de formas na literatura,
a exemplo de [9], [22], [28], [34] e [36]. A despeito da diversidade de formulagdes, o
Teorema Fundamental da Teoria de Subvariedades em formas espaciais assenta-se na
possibilidade de construir-se sobre a variedade a ser imersa um fibrado vetorial com
curvatura nula. As equagdes de Gauss, Codazzi, acrescidas da equagdo de Ricci, que
regula a curvatura do fibrado normal, sdo vistas como condi¢Ges suficientes para a e-
xisténcia de um referencial ortonormal paralelo no fibrado, o qual mimetiza o referen-
cial canonico no espago euclidiano. Naturalmente, o fibrado passa a ser representado
como o ambiente euclidiano em que imergimos a variedade. Uma variante interessante
desta idéia, com curiosas interpretacdes em termos da Teoria de Elasticidade, pode ser
lida em [7] e [8].

Embora constituam um sistema de equacgdes diferenciais sobejamente dificil de ma-
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nipular, as equagdes fundamentais de Gauss, Codazzi e Ricci sdo ferramentas indis-
penséveis ao estudo de existéncia e unicidade (rigidez) de subvariedades em espagos
de curvatura constante. Surpreendentemente, em casos de notdrio interesse geométrico,
como o estudo de superficies minimas e, mais geralmente, de superficies de curvatura
média constante, as equagdes de Gauss e Codazzi correspondem a equagdes ampla-
mente estudadas via ferramentas de sistemas integraveis. Este é o caso da precursora
representacdo de Weierstrass para superficies minimas, que relaciona o teorema funda-
mental a equagdes de Cauchy-Riemann e cuja formulagdo recente, baseada em textos
classicos, vincula tais superficies a analise do operador de Dirac em superficies de Rie-
mann. Nestes exemplos, e em tantos outros cuja enumeragdo ndo é o nosso enfoque
presentemente, o teorema fundamental é o arcabougo derradeiro para validar teoremas
de representagdo ou teoremas de equivaléncia.

Estas consideracdes per si talvez justifiquem por que, recentemente, assiste-se a um
consideravel esfor¢o de pesquisa sobre teoremas de existéncia de imersdes isométricas
em espagos mais gerais. A toOnica de diversos artigos na literatura pertinente é a
investigacdo das condicdes de integrabilidade para superficies em espagos homogéneos
de dimensdo trés, entre os quais as formas espaciais tridimensionais figuram como
os exemplos com quantidade maxima de movimentos rigidos independentes. A lista
completa destes espagos é ja amplamente conhecida, em fun¢do dos primeiros esforcos
na direcdo da geometrizagdo do Teorema de Poincaré, e inclui, como exemplo, o grupo
de Heisenberg de dimensao trés. A propdsito, referimos o leitor a [33] e [37].

Os artigos [14] e [15] sdo, do nosso conhecimento, 0s primeiros trabalhos em que sao
descritas versdes do teorema fundamental para, respectivamente, imersdes isométricas
em produtos riemannianos de um espago de curvatura constante por uma cépia da
reta real e nos espacos homogéneos com grupos de isometrias de dimensdo quatro.
Posteriormente, resultados similares sobre imersdes em produtos semi-riemannianos
de formas espaciais foram demonstrados em [23] e [38], adaptando as idéias apresen-
tadas em [14]. Em [26], formula-se um teorema de existéncia de imersdes isométricas
no modelo soltvel de um espaco homogéneo de dimensdo trés com grupo de isome-
trias também tridimensional.

A estratégia adotada por B. Daniel é impor, ao lado das equacdes usuais de Gauss

e Codazzi, condi¢des adicionais que, de certo modo, prescrevem a posicdo relativa da
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superficie imersa com respeito as linhas de fluxo de um campo de Killing distinguido
do ambiente. Observamos que, em todos os casos tratados em [14] e [15], o ambi-
ente submerge em um espago de curvatura constante e as fibras da submersao podem
ser parametrizadas como linhas de fluxo de um campo gerando uma translacdo am-
biente. A propriedade exemplar destes espacgos é que a conexdo riemanniana e o ten-
sor de curvatura podem, ao longo da superficie imersa, ser completamente descritos
em termos da curvatura da base da submersao e das projecées do campo de Killing
tangentes e normais a superficie. Ilustrando a vinculagdo do Teorema de Bonnet a teo-
ria de superficies de curvatura média constante, sobre que discorremos acima, men-
cionamos que diversos trabalhos posteriores combinaram os teoremas demonstrados
por Daniel a existéncia de uma forma quadrética holomorfa, como asegurada em [1]
e [2], para produzir uma consistente gama de exemplos e resultados de estrutura so-
bre superficies minimas, de curvatura média ou intrinseca constante nestes espacos.
Desincumbidos da pretensdo de sermos exaustivos, citamos, da enorme quantidade
de contribui¢des de que tomamos noticia, os artigos [3], [16], [17], [20] e [35].
Instigados, certamente, pela necessidade de descrever os diversos resultados desta
natureza, classicos e contemporaneos, sob a égide de uma teoria geral, Paolo Piccione
e Daniel Tausk, inicialmente em [29] e, em seguida, de modo condensado, em [30],
utilizaram um formidavel aparato envolvendo a nogdo de homogeneidade infinitesimal
que lhes permite recobrar de maneira unificada as variagdes conhecidas do Teorema
de Bonnet e propor umas tantas outras em diversos contextos. O tema central em
[29] e [30] é enunciar, a partir de uma laboriosa formulagdo do conceito de espacos in-
finitesimalmente homogéneos em termos de G-estruturas em fibrados principais, um
teorema geral sobre a existéncia de imersdes afins em tais espacos. A homogeneidade
infinite-simal é, grosso modo, concebida como a constancia da conexdo afim, do tensor
de curvatura e da torgdo interna da G-estrutura, quando expressos em uma classe de
refe-renciais dstinguidos no fibrado de referenciais do ambiente. Distinguidos justa-
mente pelo fato de serem referenciais na G-estrutura, em que G pode ser entendido
como o grupo estrutural de uma redugdo conveniente do fibrado de referenciais. Ilus-
trando o resultado geral, os teoremas em [14] e [15] sdo recuperados tomando-se como
referenciais distinguidos aqueles contendo o campo de Killing. A “constancia” da

torcdo interna corresponde ao elenco de condic¢des adicionais postas por Daniel.
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Destacamos que teoremas de existéncia de imersdes isométricas em grupos de Lie
dotados de uma métrica invariante a esquerda estdo entre os diversos coroldrios do
teorema geral em [29] - v. também [26] - a que aludimos anteriormente. Dito de modo
algo impreciso, os autores tomam como G-estrutura a trivializacdo do fibrado tangente
do grupo de Lie ambiente obtida pela escolha de um referencial global, ortonormal e
invariante a esquerda. Com isto, tornam constante o tensor de Christoffel e o tensor
de curvatura. Mimetizam, entdo, estas escolhas em um fibrado sobre a variedade a
ser imersa, considerando a existéncia de secgdes neste fibrado em que a derivada co-
variante é inteiramente descrita pelo tensor de Christoffel do grupo. Na linguagem de
B. Daniel, isto corresponderia a tomar condigdes adicionais envolvendo derivadas de
primeira ordem das proje¢des tangentes e normais de fodos 0s campos nos referenciais
distinguidos do fibrado.

Nos capitulos a seguir, empreendemos uma constru¢do a meio caminho entre as
apresentados por Daniel e por Piccione e Tausk. Lidamos com uma classe especifica
de espagos ambiente, a saber, grupos de Lie nilpotentes e soltiveis munidos de uma
métrica invariante a esquerda, sem, contudo, impor o mesmo género de condi¢des adi-
cionais requeridas em [29]. Mais precisamente, utilizando o fato de que, neste grupos,
destaca-se uma subdlgebra de campos de Killing conformes invariantes a esquerda,
pretendemos descrever inteiramente a derivada covariante e, por conseguinte, a cur-
vatura destes espacos unicamente em termos da métrica, de proje¢des na dire¢ao destes
campos e de suas derivadas covariantes, as quais consideramos em conjunto como ten-
sores distinguidos. Pretendendo evitar antecipar uma embaragosa lista de notagdes e
nogodes, dirigimos o leitor diretamente para o exame dos seguintes teoremas, demons-
trados no corpo do texto. O primeiro destes trata de imersdes isométricas em um grupo

de Lie N nilpotente a dois passos.

Teorema 1. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada, simplesmente conexa e seja €
um fibrado vetorial Riemanniano real com posto m’ de modo que § = T'M & € é um fibrado
vetorial trivial. Fixamos um referencial ortonormal global {Fy}*™ em 8. Sejam V e R,
nesta ordem, a conexio compativel e o tensor curvatura de 8 e V, V¢ as conexdes compativeis
induzidas em T M e &, respectivamente. Definimos jk, Le Q como em (2.20), (2.22) e (2.23),

respectivamente. Supomos que estes campos satisfacam as equagoes

~ ~

R=Q 1)
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A A 1.
VEn+k = —§Jk, k= 1, ‘e ,n/. (2)

Entdo, existem uma imersdo isométrica f : M — N e um isomorfismo f*: & — TM*, onde
T M~ denota o fibrado normal ao longo de f, de modo que f+ é uma isometria, quando restrito

as fibras, e satisfaz

FHIX,Y) = Vi fY, XY €T(TM), @)

onde V- denota a conexdo normal em T M. A imersdo isométrica é tinica, a menos de escolhas

de um referencial global em & e movimentos rigidos em N.

Os tensores jk reproduzem, no fibrado 8§, as derivadas covariantes dos campos de
Killing na subélgebra 3 = [n,n] da dlgebra de Lie n de N. Os tensores LeQ provém
das expressoes, deduzidas no Capitulo 2, da conexdo riemanniana e da curvatura de
N em termos dos campos de Killing nesta subélgebra e de suas derivadas covariantes.

O teorema correspondente para imersdes isométricas em um grupo de Lie S soltvel
a trés passos é obtido igualmente descrevendo-se a conexdo e a curvatura ambientes
em termos de campos vetoriais nas duas tltimas parcelas da soma diretas =v© 3D a
em que se decompoe a algebra de Lie s de S. Novamente, desempenham papel crucial
estes campos e suas derivadas covariantes, embutidas na defini¢do dos tensores J , Le

() do enunciado.

Teorema 2. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada, simplesmente conexa e seja € um
fibrado vetorial Riemanniano real com posto m’ de modo que & = T M & &€ é um fibrado vetorial
trivial. Fixamos um referencial ortonormal global { £} em 8. Sejam V e R, nesta ordem,
a conexiio compativel e o tensor curvatura de 8 e V, V¢ as conexdes compativeis induzidas em
TM e &, respectivamente. Definimos fk, jn/—i-l/ Le Q como em (3.18), (3.19), (3.24) e (3.25),

respectivamente. Supomos que estes campos satisfacam as equagoes

~

R=Q ()

A A 1.
VEn—I—k = _EJI“ k= 1, ce ,n’,n' + 1. (6)

Entdo, existem uma imersdo isométrica f : M — S e um isomorfismo f*L - & = TM*, onde

T M denota o fibrado normal ao longo de f, de modo que f;- é uma isometria, quando restrito
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as fibras, e satisfaz

f VSV =VixfiV. X eD(TM), Vel(e), (7)
fAII(X,Y) =Vix LY, XY eT(TM), (8)

onde V+ denota a conexdo normal em T M. A imersio isométrica é tinica, a menos de escolhas

de um referencial global em § e movimentos rigidos em S.

A restricdo de nossa caminhada e grupos nilpotentes a dois ou trés passos torna-se
justificada em parte por razdes técnicas, dada a crescente dificuldade de determinar
expressOes manipuldveis dos tensores fundamentais em uma situagdo absolutamente
geral. Um outro motivo, de cardter geométrico, que nos fez circunscrever a andlise a
estas classes de grupos, é o fato de que incluem os afamados grupos tipo-Heisenberg
e espagos de Damek-Ricci tdo vastamente estudados em vérias dreas de Geometria
Riemanniana e da Andlise Geométrica. Uma pequena amostra de textos pioneiros no
campo pode ser encabecada por [4], [5], [10], [11], [12], [13], [18], [19], [21], [24] e [25].
Como ilustracdo do alcance dos resultados que obtivemos, apresentamos a parte uma
versdo do teorema fundamental para imersdes isométricas no espago hiperbdlico com-

plexo, cujo enunciado denota proximidade com os resultados de B. Daniel.

Teorema 3. Sejam M uma variedade Riemanniana orientada e simplesmente conexa de di-
mensdo 3, (-, -) a métrica em M, V a conexdo compativel correspondente e J; os endomorfismos
em T M dados por

JX=XxT, xv, i=1,2,

onde T e T; sdo campos vetoriais em M e v é uma secgio global no fibrado trivial M x R. Seja
S um campo simétrico de operadores S, : T,M — T, M e sejam f, e fo funcdes suaves em M
tais que ||T;||*> + f? = 1, para i = 1,2. Entdo, existe uma imersio isométrica f : M — CHy,
se, e somente se, ({.,.), S, T1, Ts, f1, f2) satisfazem as equagdes de Gauss e Codazzi para CHj e,

para todo campo vetorial X em M, as sequintes equagoes sio satisfeitas

1 1
VxT' = fiSX — §f2J1X + §f1J2X — (X, 1h)T5, )

AR(X) = ~(SX.T)— S(X. ) Z{X x Ty x Ty, ) (10)



Sumario 9

e
1 1 1
VXTQ — fQSX - §X - §<X, T1>T1 + §<X, T2>T2, (11)
ARX) = —(SX.To) = ST+ (X Tab o, 12)

ouseja, ({.,.), 5,11, Ts, f1, f) satisfazem as equagdes de compatibilidade para CH,.

Investigagdo corrente nos leva a crer que, restringindo-nos ao estudo de superficies
e hipersuperficies no espacgo hiperbdlico complexo, podemos interpretar o resultado
acima em termos de solugdes de certas equagdes de Dirac com potencial. Esta pers-
pectiva de trabalho tem sido levada a cabo por autores como Taimanov e J. Roth em
artigos tais como [31] e [35]. Esta seria uma ocasido de lidar especificamente com a
representacdo de subvariedades minimas neste espaco, configurando o Teorema 3 em

termos de existéncia de aplica¢des harmonicas, por exemplo.



Capitulo 1

Noc¢oes Preliminares

Neste capitulo, apresentamos os grupos de Lie objeto de nosso estudo e estabelecemos

alguns fatos geométricos basicos nesses espacos.

1.1 Grupos de Lie Nilpotentes

Seja N um grupo de Lie com &lgebra de Lie n e forma de Maurer-Cartan w,. A conexdo

de Levi-Civita para uma dada métrica invariante a esquerda (-,-) em N é

VpF = [E,F]—adj,- F —ad} - E, (1.1)
para campos invariantes a esquerda £, F em n,onde adg = [E, - | e
(ady - F,G) = (F,adg - G) = (F,[E,G]), E,F,Gen.

Supomos que n admite a decomposi¢do n = 3 @ v com
[o,0] C5, [3,0] = {0}, [3,3] = {0}, (12)
0 que obviamente implica que
m,n] C3, [n [nn]] ={0}. (1.3)

Desse modo, N é um grupo de Lie nilpotente (a dois passos). Vamos denotar por n e
n’ as dimensdes de v and 3, respectivamente. Podemos, sem perda de generalidade,
supor que a métrica invariante a esquerda (-, -) em NN é escolhida de modo que a soma

direta n = 3 @ v é ortogonal.

10
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As relagdes (1.2) implicam que

ViF = %[E, F (1.4)

para campos invariantes a esquerda em v. Também obtemos de (1.2) que V2’ = 0
para quaisquer campos invariantes a esquerda 7, Z’ em ;.

Dado um campo de vetores Z € 3, é facil ver que (1.4) é equivalente ao fato de que
vZ gera uma transformacdo linear anti-simétrica em v. Com efeito, para E, F € v,
tem-se que

(VpZ, F) = —%([E, Fl,7) = —%(ad*EZ, ), (1.5)

para Z € 3e E, F € v. Denotamos Jz : v — v, J;E = adj;Z. Verifica-se imediatamente

que os campos de vetores em 3 sdo campos de Killing. De fato,
(Vz2',7"y =0, (VpZ,7Z')=0, (1.6)
para £ € vand Z, Z', Z" € ;. Finalmente, uma vez que [3,v] = {0}, segue-se que
VzE=VzE = —%JZE, Eeov. (1.7)

Assim, concluimos que a derivada covariante para campos invariantes a esquerda em

(N, (-,-)) é dada por

; 1
ViF = [E.F|, E,Fev, (1.8)
_ 1 1

ViZ = —3JzE=—zadyZ, Ecv, 7€, (1.9)
V22 =0, 2.7 €;. (1.10)

O operador Jz, associado a um campo de vetores Z € 3, pode ser estendido a n como
Jy; = —2VZ. (1.11)

E também apropriado considerar o campo tensorial do tipo (0, 2), igualmente denotado
por Jz, definido por J;(E, F) = (JzE, F).

A partir das equagdes (1.8)-(1.10), podemos obter facilmente o tensor curvatura de
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N, o qual admite a seguinte decomposicdo (veja [18])

R(E,F)G = —EJ[E,G}F + iJ[F,G]E - %J[E,F]G, (1.12)
R(E,F)Z = —%(VFJZ)E + %(VEJZ)F, (1.13)
R(E,2)F = %(?EJZ)F, (1.14)
R(E,Z)7' = EJZJZ/E, (1.15)
R(Z,Z"\E = iJZ/ JzE — iJZJZ/E, (1.16)
R(Z,7"Z" =0, (1.17)

para E,F.G € ve Z,Z', 7" € ;. E possivel reescrever (1.13) e (1.14) em termos do

colchete de Lie e dos tensores J. De fato, temos, para £, F' cve Z € 3,
(VeJz)F =Vg(JzF) — J;VgF =Vg(JzF) = %[E, J2F),
onde estamos usando o fato que JzF' € v. Assim, obtemos
(VeJz)F = %[E, J,F). (1.18)
E também util observar que, dado Z’ € 3, vale
(Vedz)F,Z') = (Vp(JzF), 2"y = E(J;F,Z"y — (J;F,NpZ')
= —(JzF,VpZ')
_ %(JZF, I E).
Assim, podemos concluir que

(Vgdz)F, 7'y = %(JZF, Jz E). (1.19)

1.1.1 Conexao e Curvatura para Campos Arbitrarios

Dado um campo de vetores X em N, denotamos por X° e X3 suas projegdes sobre os
subespacos v e 3, respectivamente.

Usando as férmulas obtidas em (1.8)-(1.10) para campos invariantes a esquerda,
obtemos a seguinte expressdo para a derivada covariante ambiente em termos de cam-

pos de vetores X, Y,V arbitririos em N:
?XY = vxuyn -+ vxuyﬁ + @XzY" + vsz?’

1 1 1
Y] = Sl XT = ST Y™ (1.20)
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O tensor curvatura se decompde do seguinte modo:
R(X,Y)V = R(X°,Y")V"®
+ R(X°,Y°)Vi+ R(X°, YH)V° — R(Y®, X3)V?®
+ R(X°, V)V — R(Y®, X)V?3 4+ R(X3 YHVP. (1.21)

Dai, usando as expressodes (1.12)-(1.17) e contraindo (1.21) com um quarto campo veto-

rial W € I'(T'N), segue-se que

_ 1 1
<R(X, Y)V, W> - —4—1<J[XU7VU]YU, WU> + Z<J[yu}vu]XU, WU>
1
- SV W)
1/, = _
- L@ enar ) — @

(Ve Jys VO, WY — (Vye Js )V, W?’))
1
+ Z((Jw Tys X, WP — (Txs Jys YO, W)
by Jxs VOV — (s Jys V°, W“)).
Note que
(oo Y°, W) = ([X°, V°, [Y°, W), (1.22)

Usando (1.22) e a anti-simetria do tensor J, conclui-se que

(ROCY)VW) = = (X% VLY W0 (VS V[, W)
XYL [V, W)

%( (Vxo Jys )Y, W) — (Vyu Jys ) X, W)
(Ve By ) VO, W) = (Ve Ja )V, W)
%( (Jvs X, Jys WP — (Jys Y, Jxs W)

(T VO, Ty W) — (s VP, JX5W">>. (1.23)

1.2 Grupos de Lie Soluveis

Seja S um grupo de Lie com dlgebra de Lie s e forma de Maurer-Cartan w,. A conexao

de Levi-Civita para uma dada métrica invariante a esquerda (-, -) em S é

oVpF =[E,F|—ady - F —ad} - E, (1.24)



Capitulo 1. Noc¢des Preliminares 14

para campos de vetores invariantes a esquerda E, F ' em s, onde adp = [E, - | e
(adj, - F,G) = (F,adp - G) = (F,|E,G]), E,F,GEcs.

Supomos que s admite a decomposigdo s = 3 © v © a, onde a = RH é um fator unidi-

mensional, com
lo,0] €3, [3,0] = {0}, [3,3] = {0}, (1.25)
e o colchete de Lie é estendido a a pelas relagdes

[H,E] = %E [H,Z)=Z (1.26)

para I/ € vand Z € 3, 0 que obviamente implica que
[s,8] C3@o=n, [nn]=3 [3n]={0}. (1.27)

Assim, S é um grupo de Lie soltivel (ou nilpotente a trés passos). Denotamos por n e n’
as dimensdes de v e 3, respectivamente. Podemos assumir, sem perda de generalidade,
que a métrica invariante a esquerda (-, -) em S é escolhida de modo que a soma direta

s =3 @ v ® a éortogonal. As relagdes (1.25) e (1.26) implicam que

Vi =0, (1.28)
_ 1 1
VeF = §(E, FYH + 5[E, F, (1.29)
_ 1
VeH = =5 F, (1.30)
VieZ = —%ad*EZ (1.31)
e
VzH = -7, (1.32)
_ 1
VzE = —Ead*EZ, (1.33)
VzZ' =(Z Z'\H, (1.34)

paraE. Fev, Z, 7' c3eH € a.
Dado um campo vetorial Z € 3, observamos que (1.31) é equivalente ao fato de
que VZ gera uma transformagao linear anti-simétrica em v. Com efeito, para £, F €

v, Z' € 3e H € a, temos

(VpZ HY = E(Z,H) — (Z,V yX) =0, (1.35)
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UVpZ, F) = (B, Z|F,) — (|Z,F|,E) — ([Z,F],E) = —(adpF, Z) = —(ad’,Z, F) (1.36)

e, finalmente,

2VpZ, 2"y =(E,2),2"Y - (|E,Z"),Z) - {|Z,Z'], E) = 0, (1.37)

para E.F €v, Z,Z' € 3e H € a. Denotamos Jz : v — v, J;F = ad,Z.

Considerando o campo vetorial H € a, observamos que (1.30) e (1.32) sdo equiva-
lentes ao fato de que VH gera uma transformagao linear simétrica em 3 & v tal que 3
e v sdo subespagos invariantes. Escrevemos Jy : v — v, JyE = —%E eJy 3 — 3
JyZ = —7.

Os operadores J, Jy, associados aos campos Z € 3e H € a, podem ser estendidos

a s pondo
Jy = —2VZ, Jg:=—2VH. (1.38)

E util considerar os campos tensoriais do tipo (0,2), também denotados por Jz, Ju,
dados por J;(E, F) = (JzE,F), Ju(E,F) = (JgE, F).

Usando as equacgoes (1.28)-(1.34), obtemos facilmente a seguinte decomposicdo do
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tensor curvatura de S:
R(E,H)H = EE, (1.39)
R(Z,H)H = Z, (1.40)
R(E,F)G = —i(E, G)F + }L<F, G\E — EJ[E,G}F (1.41)
—%J[Rg]E — %J[E7F]G,
R(E,F)H = —%[E,F], (1.42)
R(E,H)F = —i(E,F>H - %[E, F1, (1.43)
R(E,F)Z = %(JZE, FYH + i[E, Ty F] — i[F, J2E), (1.44)
R(Z,E)F = %(E, F)H — i[E, JzF] — i(JZE, F)H, (1.45)
R(E,2)7Z' = iJZJZ/E + %(Z, ZNE, (1.46)
R(Z,Z"E = %l[JZ/, J7|E, (1.47)
R(Z,2N2" =(Z2',2"YZ —(Z,2") 7', (1.48)
R(Z,Z"YH =0, (1.49)
R(Z, H\Z' = —{(Z,Z'"\H, (1.50)
R(H,E)Z = —iJZE, (1.51)
R(H,Z)X = —%JZX, (1.52)
R(E,Z)H = —iJZE, (1.53)
paraE, F,Gev, Z,7',Z" € 3e H € a. E também util observar que,
(VeJz)F = Vg(JzF) — Jz(VgF)
_ %(E, T, FVH + %[E, T, F] — JZ(%UE, FVH + %[E, F))
= SUBLJ2F)H + 5B, J2F) = SJ5(8, F)
ou seja,
B, J;F) =2(VgJz)F —(E,J;FYH + Jz|E, F] (1.54)
e, consequentemente,
([E,JzF),Z") = 2((VgJy)F, Z). (1.55)

para campos E, F c ve Z, Z' € 3 quaisquer.
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1.2.1 Conexao e Curvatura para Campos Arbitrarios

Dado um campo vetorial X em S, denotamos por X°, X3 e X* suas proje¢des sobre os
subespacos v, 3 e a, respectivamente.

Usando as férmulas obtidas em (1.28)-(1.34) para campos invariantes a esquerda,
obtemos a seguinte expressdo para a derivada covariante ambiente em termos de cam-

pos de vetores X, Y,V arbitririos em S:

vXY - vqu"+vXuY3+@XUYa+vX3YU+vX3Y?’—l—vX;Ya
1 1
— <X° YOH + = [X" YO = Sy YS = (Y H) X"+ XY, H)H

- §JYUX5 — (X3, YH — (Y,H)X? + X3(Y, H)H.

O tensor curvatura se decompde do seguinte modo:

RX,Y)V = RX“Y° )V 4+ R(X%Y")V®+ R(XY")V?

+ R(X®YHVE+ R(X®YHV® + R(X, Y)V?

+ RX°,YHVO 4+ R(X°, YOV + R(X°, Y*)V?

+ R(X°Y")Vo4 R(X°,Y°)V° + R(X®, Y°)V?

+ R(X",YHVO+ R(X°, YHV° + R(X°, Y3)V?

+ R(XL,YHVO+ R(X3L YV + R(XA YH)V?

+ R(X3Y" )V 4+ R(X3,Y")V° + R(X3,Y")V?

+ R(XLYHVE+ R(X3YHV® + R(X3, YHV3,

ou seja,

RX,Y)V = HYV,HYR(H,Y°)H + (X, HYR(H,Y")V° + (X, HYR(H,Y")V?
X, HY(V,HYR(H,Y*H + (X, HYR(H,Y3V® 4+ (X, HYR(H, Y3 V?
Y, H)(V,HYR(X°, H)H + (Y, HYR(X"°, H)V° + (Y, HYR(X", H)V?

R(X°)Y°)H + R(X°, Y°)V° + R(X®, Y°)V3

R(X°, Y)H + R(X°, Y3)V® + R(X®, Y?)V?
(V,HYR(X? H)H + (Y, HYR(X? H)V° + (Y, H)R(X? H)V?
R(X3,Y°)H + R(X3,Y°)V° 4+ R(X3,Y°)V?

+ 4+ + + o+ o+ o+

R(X*,Y)H + R(X3, Y)V® + R(X?, YY)V,
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Dai, usando as expressdes (1.39)-(1.53), obtemos

RX,Y)WV = —i(X, H)(V, HYY® + }l<x, HY((Y®, VOV H + [Y°, V]) — %(X, H)Jys Y

— (X, HWV,HY? — =(X, H)Jys V° + (X, H)(Y? V) H

l\'>|’—‘

(YL H)(V, H)X® — SOV H) (X0 V) H 4 (X V) 4 L, H) X

1

1

4
1

< >YU + Z<YU VU>XU — ZJ[Xuyh]YU

(V. H)[X*, Y*] -

>J>I>—‘

1
4
1
2
1 1 1

+ Zj[yn Vn]X - —J[XU yn]v + <<]V5XU YU>H —|— 4[XU, JV@YU] - Z[Yt], (]VzXn]

1 1 1 1 1
= G VH) Iy X® = (X VO H = (X Jya V) = 2 (Bys X5 VO H o+ ys Jus X°

1 1
+ SR VAXT+ (Y HNV, H)X + (Y, H) 5 Jx VP = (Y, H)(XE, VO H

1 1 1 1
bV L v e v - Sy v a
1 1 1
— ZJ)QJ\/;YU — §<X3, VHY?® + Z[Jyz, Jxs|V°.

Contraindo essa expressdo com um quarto campo vetorial W € I'(T'S) e usando a

equacdo (1.55), segue-se que
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ny

(ROCYIV.IW) = = (X YV HYYS W)+ (X)) (Y, V) (W, H) + (VS V], 179))

S OXH) (Y. W) — (X, H)(VH) (Y, W) — £ (X H) (s Vo, W)
+(X, H)Y(W, H)(Y?3 V3) + i(Y, H)Y(V, H){X", W?)
OV HY (X, VYW, HY (X, VO], W9) 4 2 (Y, H) (s XO W)

1 1 1

— (VR H)([XP YL, WE) = (X0, VYR, W) 4 (Y2, VO XE, WP
1 1 1

_Z<J[X°,VU]Y07 W0> "— Z<J[YU,V"]XU7 WU> - §<J[Xu7yu}vn, WU>

1 1, = 1, -
S XYW, H) (T Ty )Y W) = (Ve Jys) X0, )
1 1 1, =
V) s X7 W) = S(X0 V) W, H) = (T Jys )V, W)

1
(Srs X0 VEHW H) = 2 {Jys WP, Jys X°) 4 S (V3 VA {XE WP)

! 1
1 1

1
VL)V, AV, W) S (Y ) (T Vo W

~

- <Y7 H><VV> H><X3,V5>

1 1 _
(VL H) (T YO W) 4 S (WL HY Y, V®) = (Ve Ja )V, W)

—_ DN =

1 1
3 W HN Y VE) + 2 (Lo WP Jys Y7) = S (X3, VIS, W)

—

+Z([Jy5,JX5]V“,W°>.



Capitulo 2

Imersoes Isométricas em Grupos de Lie

Nilpotentes

Neste capitulo, apresentamos um teorema que estabelece condi¢des suficientes para
a existéncia de subvariedades com curvatura extrinseca prescrita em grupos de Lie
nilpotentes.

Fazemos reiterado uso de alguns tensores auxiliares que sdo apresentados a seguir.

2.1 Alguns Tensores Auxiliares

Considerando a decomposigdo n = 3 @ v, escolhemos um referencial ortonormal local

invariante a esquerda

Elw'wEn-‘rTL’a (21)

tal que os primeiros n campos vetoriais estdo em v e os tltimos n’ campos vetoriais

estdo em 3. Definimos em N o campo tensorial

n’ n’

—2L(X, Y, V) = Y (V, XNY, Eng) = Y (Y, X)(V, )
k=1 k=1

n

Y Y VX, B,

k=1
onde X,Y e V sdo campos de vetoresem N e J;, := Jg, , paral < k <n/.

Nosso objetivo agora é derivar uma expressdo local para o tensor L. Com esse

n+n’
a=1

proposito, consideramos um referencial {e,} definido num subconjunto aberto O

20
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de N por
€q = Eb AZ,

para alguma aplicagdo A: O C N — SO,,4,y. Para 1 < k < n/, definimos as fung¢des

UY = (eq, Bpyp) = A"

a

. / / ~ . .
Assim, se (w)!1" e (W2)'™ sdo, respectivamente, as formas duais e as formas de

a= a/a,b=1

~ . . ’
conexdo associadas ao referencial {¢,}"*]", temos

_ 1
(V Bk €a) = AU = > Ulw = =5 > o (2.2)
b

c

Ademais, obtemos
(Jrep, €a) = —2({V e, Enir, €a) = up,.

Considerando .J, como um tensor do tipo (0, 2), podemos escrever

n+n’
Je= > ubw' @’ (2.3)
a,b=1
Note que
n+n’ n+n’

SRV = S (T B W) = — (V. B W, E) (Vi By, B

l,r=1 l,r=1

= — Z <‘/, El> <W, Er> <vElET7 En+k>

l,r=1
= % <[El 7Er} 7En+k:>

n  n+n’
=Y Y (ViE) W, E,) (Vi By, By
= ot —
n+n’ n
- Z Z<V7 El><m/7 ET) <VE1E7"7 En+k>
o —
n+n’
— Y (V,E)W,E,) (Vi,E,, Eo)
e —

1 — .
= 3 Z<V,Ez><WEr>Uzﬁ'“

lr=1

Em termos de coordenadas locais, isto ¢, fixando-se V' = ¢,, W = ¢, temos

ufy, = > AL Ayt (2.4)

I,r=1
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Voltando nossa atengado para o tensor L definido acima, temos

’ ’

_QL(Xa €a, eb) = Z(Jkeba X><ea7 En-l—k) - Z<Jk€aa X><6b7 En+k>
k=1 k=1

nl

+ Z<Jk€a’ 6(,><X, En+k>

k=1

3\

= (Ufu]ljc - Ulfulcjc + U ab) (X>

c
k=1

Considere a matriz de 1-formas diferenciais A = (Ag)ZI21 definidas por
A =L(-,eq6p). (2.5)
Isto significa que
A= ==Y (Ukup, — Uful, + UM, 0. (2.6)

k=1

n+n’

Considere agora a matriz de 2-formas diferenciais @ = (Q3); ", onde
Qi=—(AAN+AAw+wAX=AAN) G

Observe, inicialmente, que

_2)\2 = Z (U(fulljc - Ulfu Uc ab)

k
Assim
22X AWE = — Z (Ukubcwd Upwbul, — Uku abwd) A WS,
k
—2f AN = —Z (U whub — UkGbuf — UFWP ugy) Awe
k
e

22X ANy = =) (Ukug Ny — UP Nk, — UFul \o) A w”.
k

Finalmente, calculamos
—2d)\; = — Z (Ukuly, — USul, — Uful ) AWl Awe
Z de b — AUSuE, — dURGE, + UFdul, — Ukduf, — Ukdub)) Aot
Z (U Fubywl — Uhuly,w? — Ufwlul ) Aw
k

k
+ (dUkudc —dU, — dUE, + Urdut, — Uk dut, — deufjd) AW
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Portanto,

—2(AX+ AN WHWAA=AAN)
= (AU, — dUful, — dUFul, + Ulduf, — Ufduf, — Uldu},
k
—Ufu'jbwi’ + U¥ uabw + Uk b k
—Ubupwhy + Uy wiul, + Ukulwf
k, b,k b, k

k k
—UFwbul, + Ukwbul, + UFwbuf,

+USw Ny — UFASul, — Ukul \)) Aw
Agrupando alguns termos, obtemos

—2(dA+FAAWFWAN=ANAN)
= ((dUk U )Udc (dUd Ub Wd) (dUk Ulfwg)u];d
+UR (dug, — ufhyw? — upwh)
—Uj(dup, — ubyw? — up.wy)

krq k E b E b
—UZ (dugg — Ugywy — Upgw,)

+UFup Ny — U Nl — UFul, N5) A (2.7)

a

Ademais, da defini¢do do tensor .J, temos a equacao

1
AUy = Ujwh = -3 > ub (2.8)
b c

A derivada covariante do tensor J,(X,Y) = (J;X,Y) é dada, em termos do referencial

adaptado, por

= k kood ok

VJi(€as e5) = dugy, — ugy — tgewy =: Vg,
Usando as expressdes acima, concluimos que

—2(dA+AAWFWAN=AAN)§

1 1 1
— ( B udc + 2ueduaC + QU};C“];d)W A w°

+(vauf§c — Ubvaul, — vau];d) A w*
+(Ulu

a

b kyb, k k, k \b c
bC)\ Ub )\duac - UC uab)\d) /\ w-.



Capitulo 2. Imersoes Isométricas em Grupos de Lie Nilpotentes 24

Deste modo, obtém-se

1 1 1
2Q(X7 Yv? €a, ed) = Z ( - _uk udc + 2ueduac + 2u]e€cu];d)('u (X)wC(Y)
k

1 1 e .
- Z - 2 eaudc 2 lzduac + Qulzcu];d) (Y>w (X>

+ Z Uc]fvudc( ) = UiVug.(X) - vaUSd(X))WC(Y)
k
- Z (UsVuge(Y) = U Vug,(Y) = U Vugy(Y))w (X)
+ Z (U NY(X) — UFNS(X )k, — UFub N (X)) wl(Y)
_Z Uk“bc Ub)‘b( ) Uk kb/\b( )) “(X)
de onde decorre que

2Q(X,Y, ey, €4q)
— (- ! > (X, ea)(Juea, Y) + % > (X, ea)(Jeea, Y) + % > (T X, Y)(Jkea: €a))

2
k k k

(= S STUY, ) (e X) + % D (Y, eq) (e, X) + % D (Y X)(reas ea))

2 k k k
+Z (vaxjk(ed,Y) — vaXJk(ea,Y) - <§/, En+k>vxjk(6a,€d))
k

- Z (Utfvy‘]lﬂ(eda X) - Uc]igvy‘]k(eaaX) - <X7 En+k>vYJk(eaa ed))
k

n+n’ n’

+ Z Z Jkelh (X7 €b7ed) - UiL(X, eb7ed)<Jke(l7Y>
b=1 k=1

_<Y7 En+k:> <Jk€aa eb>L(X7 b, ed))
n+n’ n’

=Y (Uk(Jwen, X)L(Y, ey, €a) — UFL(Y, €3, €a)(Jpea, X)

b=1 k=1

—(X, Epii) (Jueas ) L(Y, €5, €q)).
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Sendo assim, resulta que

2Q(X, Y, V,W)
1

= (-3 ijukx, V)W, Y) + % Ekjukx, W)(JV,Y) + % ;W(, V) (V. W)

(= S Y VYW X) + % §<JkYa W)V, X) + % ;UkY, X) (V. W)

2
k

+ 3 (VB Vx (W, Y) = (W, Ei) Vi Ju(V,Y) = (Y, By i) Ve Ji(V, W)
- i (V) Bni) Vy Je(W, X ) = (W, Enii) Vy (V. X) = (X, Epir) Vy (VW)
+ i > (V2 Ene) (Jrew, YYL(X, ey, W) — UFL(X, e, W)(JiV,Y)
—<;, E:+k><ka, en) L(X, e, W)
= > (Vi Busw) (e, X) LY, €0, W) = UF LY, €5, W)(JV, X)

G

—(X, Ens)(JiV, e) L(Y, ey, W)).
Todavia, usando o fato de que (J; X, F,,;;) = 0, observamos que
=2 (V, Enyi)(Jren, Y)L(X, &, W)
b

= Z(V, Erii)(Jrep, Y) Z (W, X) (s, Epsa)

_<Jl6bv X> <VV7 En+l> + <Jl€ba W> <X7 En+l>)

= (ViEwii)(WYoen) Y (= (AW, X) (ew, Enya) = (X, e0) (W, En)

(AW, ep) (X, Enir))

==Y (ViEoui) (WY, (ew, Bnii)ey) (W, X)

= (Ve By (W, Ent) Y (Y, e0) (X, )

Y AV By (X, Engd) Y (kY en) (I, )

= —<‘/’ En+k> Z(JkY, En+l><<]lVVa X>

= AV Ewii) (W, En) (Y, JiX) + ) (Vs Eni) (X, Epit) (Y, W)

=~ (Vi Eni) D (W, Engd) (Y, iX) = (X, Enyd) (Y, W)
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Analogamente, obtemos
—2 Z<Y, En+k> <JkVa eb>L(X7 €b, W)
b

= <Yv En+k> Z ((Wv En+l><‘]kv7 JlX) - <X’ En+l><‘]k‘/a JZW>)7

=2 (V. Epi) (i X, ) L(Y, €4, W)
b

= (V. Eir) Y (W, Enit) (i X, LY ) = (Y, Buya) (X, W)

=2 (X, B} (JiV,es) L(Y, e, W)
b

= (X, Bngi) D (W, End) (Vo JY) = (Y, By ) (LV, JW)).

Finalmente, calculamos

—2) UFL(X, e, W){(LV,Y) =D US>~ (AW, X) ey, Engr) — (Jiey, X)(W, Epya)
b b l
+(Tiey, WX, En ) (V. Y)
=Y ((IW, X) > (ew, Envr){es, Bnst) + (X, Eni) (W, Byia)
l b
(AW, By ) (X, Epit) ) (S V) Y)
= (JiW, X){(JkV,Y)

e, de modo anélogo, obtemos

—2) "UFL(Y, e, W)(JiV, X) = (JW, Y )(JiV, X).
b
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Utilizando essas expressdes, podemos escrever

2Q0(X, Y, V, W)

— _% zk:ukx, VIWLW,Y) + % zk}JkX, WV, Y) + % Xk:UkX, Y)(JV, W)

+% ;<Jk}/, VLW, X) — % ;UkY, WYLV, X)) — % ;(JkY, XV (T V, W)
+ 3 ((Vy Bast) Vx Je(W,Y) = (W, Bsi) Vx J(V, Y) = (Y, By} Vi Ju(V, W)
> (Vi Est) Vy Je(W, X) = (W, B i) Vy Jo(V, X) = (X, En i) Vy J(V, W)
k
237 (Vi Bk W B Y. JX) — (V. B (X, B (Y- JW))
k,l

o LRI X) RV Y)

"‘% Z (Y, Epii) (W, Epst) (JeV, JX) = (Y, B (X, Eng) (JeV, JIW))

_% ; ((V, Bue) (W, En) (X, JY) = (Z, Buei ) (Y, Eni) (X, JV))
_%ukw, VY (Y, X)
_% ; (X, Buci (W, Enit) (Vs 1Y) = (X, B (Y, Ensa) (JiV, JW))
Note que
Vv do(X,Y) = (Vy )X, Y), (2.9)

onde no lado direito indicamos a derivada de um tensor do tipo (1,1). Ap6s cancelar
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alguns termos na expressdo anterior de (), deduzimos que

2QX, Y, VW) = (X, Y)YV W)+ (Y VIRV, X) — (Y, W) (ALY, X)

+ Z ((V, Bni) (Vx J)W,Y) = (W, Ep i) (Vx J) VY ) = (Y, Eni) (Vx Ji)V, W)

= (Vi Ewsr)(Vy J)W, X) = (W, By i) (Vy Jo)V, X) = (X, Ep i) (Vy Je)V, W)

"‘% Z ((V, Enii) (W, En ) (JeY, X)) =V, B ) (X, Ep) (1Y, W)

"‘% Zl (Y, Eny)(W, Enst)(JiV, JiX) = Y, By ) (X, Eny) (JeV, JIW))
-3 S (- B W Bl X, ) = V. B}V B} (X 1)

—= Z (X, Bt (W, B (Vo TY ) = (X, B} (Y, B )V, IW)).

2.1.1 Definicao Alternativa do Tensor L

A partir da escolha do referencial ortonormal local invariante a esquerda em (2.1),
definimos as constantes de estrutura em N por

n+n’

[Ey, By = Z onE,. (2.10)

/ . / ~ ~
Se {#*}71" denota o co-referencial dual a { E;}}1}, entdo as formas de conexdo em N

sdo dadas por

n+n
Z e (2.11)
onde
T =08 + oy + ol (2.12)

De acordo com essa notagdo, as primeiras equagdes de estrutura sdo
doF +0rng =0, OF =—0.. (2.13)
A relacdo (1.4) pode ser reescrita como
=0, 1<kl<n 1<r<n+n (2.14)
Dai, para 1 < k,1 < n, vale a relacdo

! r r /
O =0y, = —04, 1<r<n-+n,
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Em termos das constantes de estrutura temos, a partir de (1.8)-(1.10),
TI:Z = 2<?E1Ek7 ET> - _O-l]jna (2.15)

paral <[ r<nandn+1<k<n+n.

A 2-forma de curvatura © = {©F}"1" de N, associada ao referencial { £}, }7<", é dada

por
n+n’
af + Y ok a6 = ef. (2.16)
r=1
Verifica-se facilmente que
1 n+n’
of = r;qzl (rierly + TR T,) 0P A 6 (2.17)

Recordamos que as duas expressdes distintas para J;, obtidas acima estao relacionadas
pela equagdo

ufy, = > AL Ayt (2.18)

Ir
l,r=1
Utilizamos a equagdo (2.18) para deduzir uma expressdo alternativa para )\, a ser usada

posteriormente.

Proposicdo 1. A 1-forma \ = ()\Z)ngﬁll definida em (2.5) satisfaz
A= AT104,

onde § = (0f )i

Prova. Como calculado acima, as constantes de estrutura de N satisfazem, em termos

n+n’

do referencial ortonormal {E} } ], as equagdes

071§TSn7
op=1% 0,1<k<n, n+1<li<n+n,

0,n+1<kl<n+n.

ob 1<lir<mek>n+1,
T = o, 1<k l<ner>n+1,

Ufw 1<kr<nel>n+1
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Assim, obtemos

nJrn n’
)\z = 5 Z Z Ukubc Uc ab)
c=1 k=1
n+n n’ n+n n'
- _ - Z Z Z UkAlArO.lV;Jrkwc 4= Z Z Z AkUbArO_Z;rl c
c=1 k=11lr=1 c=1 [=1 k,r=1

n+n’

1 n’
+ §ZZZAkAlUrO_ZZ+T c

c=1 r=1 k=1

n—i—n n+n’ n+n n+n’
= = § Y § :AkAlATTlTWw >Ny § " ARAL AT
c=1 k=n+11l,r=1 c=1 l=n+1k,r=1

n+n n+n'

+ _Z Z ZAkAlArTlT c

c=1 r=n+1k,l=1

n+n’ n+n’ n-+n’
- Z AkAlAZ z’f~ ‘=3 Z AkAb 7,0" = Z AﬁAéﬁf
ck:,l,r 1 k,l,r 1 k=1
n+n’
= D (A4,
k=1
— (A7'9A).
Isso encerra a prova da proposigao. O

Observacao 1. Podemos ainda demonstrar que
—Q =A"'0A. (2.19)

Uma formula andloga é provada posteriormente na Proposigio 4.

2.2 Existéncia de um Referencial Adaptado

Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional. Definimos m’ por m+m' = n+n'.
Consideramos um fibrado vetorial real Riemanniano € sobre M com posto m’ e a soma
de Whitney 8 = TM @ &, de modo que § é um fibrado vetorial trivial. Podemos,
portanto, fixar um referencial ortonormal globalmente definido El, e E’Mn/ em 8.
Denotamos por (-, -) o tensor métrico em 8. Sejam V e R a conexao compativel com
a métrica e o tensor curvatura em §, respectivamente. Entdo, definimos o tensor

Ak s = ,Al ,A ol s =1,...,n, .
SV, W V, E)Y(W, Eyop ) k=1 ! (2.20)

lr
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onde V, W sdo secc¢des arbitrarias de 8. Em virtude da defini¢do de Ji., temos

A A

(JkV, Epy1) =0 (2.21)
posto que UML — 0. Definimos em termos de .J;, 0s tensores L e () em 8 por
—2LX,YV) = ”Z'gk‘/’ XNV, i) — nzl(jkY, XNV, Enr)
k=1 k=1
+ f}JLY, VX, Enir) (2.22)
k=1

~

2Q0(X,Y, V., W)
= (X, Y)(JV, W) + %<jkY, VW, X) — _<JkY7 WYLV, X)

+ Y (Vi Ewi) (Vx J)W,Y) = Y (Y, E,LM)((@Xjk)X/, W)

— Y Vo Ewii) (Vy J)W, X) + ) (X, En ) (Vy Jp)V, W)

- Z(W B (VxJ)V,Y) + Y (W, By {(Vy Ji)V, X)

+5 Z Eni) (W, Byt (1Y, JiX) = (V, Eni) (X, Eni) (JeY, JW))
+5 Z B (W, En i) (VXY = (Y, B} (X, Byt (JeV, W)
-5 Z B (W, En i) (X, JY) =V, B ) (Y, Enya) (e X, W)

—3 Z (X, Engi) (W, Eng ) (L V, JiY) = (X, En i )Y, Eng) (LV, W) (2.23)
k,l

onde X.Y e ['(TM)e V,IW € I'(8).

Supomos, entdo, que
(RX,Y)V,W) =Q(X,Y,V,IW), XY eT(TM), V,iWeT(8). (2.24)
Além disso, supomos que a condicdo
VB, = —%jkx, Xel(TM), k=1,...,n (2.25)

é satisfeita.
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A conexdo em § induz conexdes V em M e V& em €. Mais precisamente, definindo-

sell c'(T"M ®T*M ® €) por
ViV =VxY +1I(X,Y), X,Y e I(TM)

e denotando-se

<SV(X)7Y> =<]](X,Y),V>, V€F<8)7

obtemos

VxV = -5, X + ViV

Em termos da decomposic¢ao En+k =T+ Ny, T, € I'(TM), Ny, € I'(€), a condigdo (2.25)

€ expressa por
1.
VxTy — Sp(X) + VEN, + 1Ty, X) = —5(X), X eT(TM), (2.26)
onde Sj, = Sy,.

Defini¢ado 1. Dado um aberto simplesmente conexo M' C M, fixamos uma aplicagio U €

O (M',R" (")), Um referencial ortonormal e : M' — F(8) com componentes

€1+ 6m; Cm41y - -+ Emym/

¢ admissivel se as primeiras m secgdes sdo campos vetoriais em M e as 1iltimas m' sdo seccoes

em & e, ainda, se satisfizer
(Bnsp,ea) =UF, 1<k<n

Em particular, isso implica que

~

(T, €;) = (Epip, e;) = UF (2.27)

parat=1,...,me
(Ni,ea) = (Bnsp,eq) = UF, (2.28)
para o = m+1,...,m+ m'. A aplicacdo de transi¢io de um referencial ortonormal Ey para

um referencial ortonormal admissivel e, é dada por uma aplicacdo admissivel, isto é, se
Ak
€a = EkAau

entdo A é da forma

Az) = . (2.29)
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Denotamos por

wh oWt T (2.30)

. . . / ~ . . Z

as 1-formas reais sobre 8§ duais ao referencial {e,}"f". A conexdo riemanniana V
2 . . / . . .

é dada, em termos deste referencial, pela matriz w = (w{)"}",. Assim, a primeira

equacdo de estrutura é escrita como

do +wiAwb =0, wi=-wb (2.31)

a
A expressdo local para J, em termos de um referencial ortonormal admissivel é
7 k
(Jrep, €q) = ug,. (2.32)

Entdo, considerando J; como um tensor do tipo (0,2) dado por

~

Ji(€a,€p) = (Jxea, ), (2.33)
podemos escrever
Jy = Z uf W @ WP (2.34)
a,b

Assim, a equacdo (2.25) é reescrita como

o (dup = Ukwg) = —% > uf, (2.35)
k

k c

As derivadas covariantes do campo tensorial .J, sdo dadas por
VJp(eq, €) = duf, — ubywd — uf wi =: Vuk,.
A expressao local para L é dada, em termos de 1-formas, por
M= L(-,eq,ep). (2.36)

Assim, do mesmo modo como foi calculado na Sec¢ao 2.1, obtemos a identidade
. 1
A = -3 Z (Ukup, — Uful, + Ulug,)w” (2.37)
k=1

A expressao local para Q é dada pela 2-forma

~

QZ = Q(: " €as €d>'
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Podemos verificar que
QZ::Q(-,-,ea,ed):—(d;\—i—j\/\w—i—w/\;\—jx/\;\)g. (2.38)

Com efeito, a verificagdo de (2.38) é andloga aquela feita na Secdo 2.1, dessa vez uti-
lizando a expressao (2.21).

Observemos agora que a hipotese (2.24) é refraseada, em termos dessas formas,
como

do+wAw= —(Qd). (2.39)

a

Podemos provar o seguinte resultado.

Proposicdo 2. Suponhamos que os dados definidos acima satisfacam (2.24) e (2.25). Seja M' C
M um subconjunto aberto e simplesmente conexo. Entdo, existe uma aplicacio admissivel
A e C®°(M',SO,,1,) tal que

AMdA =w — ) (2.40)

com a condigdo inicial A(x) = 1d, para xo € M’ dado.

Prova. E suficiente mostrar que as hipéteses em consideragdo implicam nas hipéteses
da Proposi¢do 5 do Apéndice 2.4. Isso assegura a existéncia de uma aplicacdo ad-

missivel tal que

A71dA = @, (2.41)
onde estamos considerando
O=w—A\ (2.42)
Denotando
T =0 A1dA, (2.43)
calculamos
—dT = —A'dAAAT'AA - do

= —(T-)A(T-0)—do

= TAT+TA0+OAY —do —wAw.
Assim, em vista da expressdo & = w — A, obtemos a seguinte equagdo médulo T

dY = do+wAw

= dwtwAw—dAFAAN—wWAN—AAw.
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Entdo, a partir de (2.38) e (2.39), concluimos que a equacdo, médulo T,
dY =do+wAw=0

é verdadeira. Para satisfazer a condigdo (2.65) da Proposi¢do 5 no Apéndice 2.4, resta

provar que os dados definidos acima satisfazem
AU — Uw + U = 0. (2.44)

Para provar isso, calculamos

~

Ufj‘g = Uégf/('aemea) = [A/(v Ufecaea) = [A/(a <En+k’a ec>€ca ea)

= L(' En—Hca ea)

= __Z ( Jl@a,' n+k7En+l> - <leA1n+k7‘><ea7EA1n+l>

+ <J1En+k,ea><-,En+l>)

1, - A
= _§<<Jk€a7 > - Z(JlEn—Hg, : 6(17 n+l Z Jl nd-ks ea En+l>)-
l l

Entretanto,

| QPP 7 7 n n
_<J1En+k7 €a> - Z(En—i—k? Eq><ell7 P>O-q;_l - <6&7

2
Pya

Dj >

N
s
t
I

o

Similarmente, dado V' € I'(§)

1 -~ A A A~
—§<J1En+k,V):Z<En+k,E><VE) o = (V,E,)o™ Il =0.

n+k,p
b,q
Portanto, concluimos que
kyc L,
Uc)\a = __<Jk€a7.>
2
Lok b
= —ZUyW
2 ab
= —(dU} — Ukwy),

como desejado.
A existéncia de uma aplicagdo satisfazendo (2.41) segue diretamente da Proposigao

5 no Apéndice 2.4. Isto encerra a prova. O

Dada uma aplicacdo admissivel A : M’ — SO, resolvendo (2.40), definimos um

n+n’

referencial ortonormal {e,},"|" em 8 ao longo de M’ a partir do referencial E,, isto
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é, satisfazendo (2.27) e (2.28). Os conjuntos correspondentes de 1-formas duais estao

relacionados por
gk = AFut (2.45)
Segue-se de (2.20) que a expressao local para .J;, no referencial ortonormal {e, }"+"" é

1 1 . X
—Eu’;b = —§(Jkea,eb> = (eq, B ey, B, ol tF = AL AT HF,

Entao, definimos

or = —Tl,ﬁr = —TITAT e (2.46)

onde 72 = oF + o, + of,. Em virtude desses fatos, podemos reobter a Proposigdo 1 no

atual contexto.

Proposicdo 3. O referencial ortonormal admissivel obtido acima como solugdo da equagio
(2.40) satisfaz
A= A"194, (2.47)

onde 0 = (0F)71™, estd definido em (2.46).
Prova: E suficiente imitar a prova da Proposigao 1 na Secdo 2.1. 0
Finalmente, definimos as seguintes 2-formas

oF = (rhrr 4+ 7E ) AR Afw® A WP (2.48)

B~ =

(Tl,, + 7, qu)ﬁp AG1 =

»J>IH

Entdo, podemos provar o seguinte resultado.

Proposicao 4. O referencial admissivel definido acima como solugdo da equagdo (2.40) satisfaz

—Q =A"'6A, (2.49)
onde © = (Of )1, é definido em (2.48).
Prova. Temos
ATMdA=w — A (2.50)
e
AA=AAA+wAA+AAw=—0Q (2.51)

A= A"10A. (2.52)
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Assim
d\ = dATAA+ A NdOA — A0 A dA
= —AMAANATOA + ATNAOA — ATHOAN ATLdA
= —(W=AAAFATAIA - AN (w—]N)
— DAAN—WAN—AAw+ A 1dOA
Entretanto,

—Q = A -AA+WAA+FAAW=AANF+ A1dIA
= A Y9ANATOA+ AT'dAA
= AN (dd+0N0)A

Deste modo, calculando-se diretamente, tendo em vista as defini¢Ges, a primeira equagao

de estrutura (2.31) e a equacgao (2.40) na forma dA = Aw — A), obtém-se:

. 1 1
dgr = éTz]f«(dAZ Aw® + A dw®) = éfl’f,(dAg Awb — ATwl A W)
1 b

= §Tl',f(dAZ —Alw) ANw
1 N
= —57}’;(/1/\); A wb

Todavia, AN = AA~'A = §A. Assim, obtemos

doF = -5 FOA; AW = — ;; A Abwb = ;; N
1 .
= —Z—LTﬁquQq A 0P
e
N e N
Portanto, concluimos que
dd+0n0=0 (2.53)

e deduzimos, como afirmado, que
—Q=d\ = AA+wAIA+FAANw=ATOA.

Isto completa a prova da proposigao. 0
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2.3 Existéncia de Imersoes Isométricas em Grupos de Lie

Nilpotentes

Escolhemos ntimeros naturais tais que n +n’ = m + m’. Estamos, agora, em condig¢des

de enunciar e demonstrar o principal resultado desse capitulo.

Teorema 1. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada, simplesmente conexa e seja &
um fibrado vetorial Riemanniano real com posto m' de modo que § = TM & € é um fibrado
vetorial trivial. Fixamos um referencial ortonormal global {E}"=" em 8. Sejam V e R,
nesta ordem, a conexio compativel e o tensor curvatura de 8 e V, V¢ as conexdes compativeis
induzidas em T'M e &, respectivamente. Definimos jk, Le Q como em (2.20), (2.22) e (2.23),

respectivamente. Supomos que estes campos satisfacam as equagoes

~

R=0Q (2.54)

R 1 .
VEn+k = —§Jk, k= 1,...,n/. (255)

Entdo, existem uma imersdo isométrica f : M — N e um isomorfismo f,} & = TM*, onde
T M~ denota o fibrado normal ao longo de f, de modo que f;- é uma isometria, quando restrito

as fibras, e satisfaz

LVSV =VigflV, X el(TM),VeT(E), (2.56)
[AI(X,Y) =V LY, XY eT(TM), (2.57)

onde V+ denota a conexdo normal em T M~L. A imersio isométrica é iinica, a menos de escolhas

de um referencial global em & e movimentos rigidos em N.

A hipétese (2.54) corresponde a uma formulagdo das equacgdes cléssicas de Gauss, Co-
dazzi e Ricci. As condi¢des adicionais a que nos referimos estao abreviadas em (2.55) e
podem ser reescritas como em (2.26).

Impor a trivilizagdo global de § é o sucedaneo, em nosso caso, do fato de que,
utilizando as equagdes fundamentais no Teorema de Bonnet cldssico, demonstra-se
que o fibrado 8 tem curvatura nula. Este é o ingrediente fundamental da prova, que
conduz diretamente a aplicacdo do Teorema de Frobenius a uma equagdo de curvatura

zero.
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Observamos que a unicidade da imersdo pode ser verificada, a menos da escolha

do referencial global em 8 e de transla¢bes a esquerda em V.

Prova. Em virtude das hipéteses, a Proposi¢do 2 implica que, dado um aberto sim-
plesmente conexo M’ C M, existe uma aplicagdo admissivel A : M’ — SO,,,» que
resolve a equagdo (2.40) e satisfaz as equagdes (2.47), (2.48) e (2.49), respectivamente.
Seja {;}7<" um referencial ortonormal em n = R"*"*. Definimos, entéo, a seguinte

1-forma em M x N com valores em n
IT = 7} wy — Ex(AY o mp )i W, (2.58)

ondemy : M x N — Nemy : M x N — M sdo as projegdes candnicas. De modo
sucinto, podemos escrever

Il = 7 wy — e, 6F, (2.59)

onde estamos usando (2.45). Consideramos, deste modo, a distribuicdo D = ker Il

sobre M x N. Assim, em vista de (2.31) e (2.40), calculamos (omitindo projecdes)

dll = dw, —éepdAF Aw® — e, AY dw”

1
= —Slwnwi] - dAF A w + g AR W A wh
1
= _§[W“’ wa] — & (AD)F A w4 g AP W A we
1 L = Nl = ~\k a ~ Ak a c
= _§[H+€k9 JL+60') — e (Aw)p Aw® + e Al wi Aw
1 1 A 1. 1. . R
= —§[H, I — §[H> end"] — §[ézel, 1] — §[ék9k, ']

— & (Aw)F Aw® + &g, (ANF A w® + e, AP w? A W

Portanto, considerando a igualdade médulo 1I, segue-se que

1

dil = —§[ékék, 0" — e (Aw)E A w® + E(AN)F A w® + e AF W A Wwe
1. .
= —59"3 A0 [er, &) — & ARWE AW + & ARNE A w® + & AR A W
1

= _iék A6 [er, &1 + erAFXE A w?
Entretanto, usando (2.45) e (2.47), obtemos
dim = —%éra};l 0% A0 + e, AFNG(ATHPAL A W
_ _%e,,a;;l 65 A6 + e (ARAY)E A

1 . s e
= —§éko—fleTA0l+ék0§“Ael:ék(el’“—§a,’fle7")/\el.
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Assim D é involutiva, uma vez que (2.46) garante que

A .
0 = 5 om0 + 6", (2.60)
onde uf. = o}, + o}, satisfaz
f = (2.61)
Dai, (2.61) implica que
> (Or—sokf) N = z)mmAel > kb Ag=o0.
r,l r,l

Podemos verificar que a folha integral ao longo da identidade ¢y em N é um grafico
sobre M'. A fungdo que define este grafico é uma imersdo isométrica f : M’ — N com

condicdo inicial, digamos, f(zo) = e, para um ponto z, € M’ dado. De fato, dado
(v,w) c D(Le),

com e = f(z), temos w = f.(z) - v. Assim, aplicando-se L., a II(v,w) = 0, obtemos,
utilizando (2.58),

=33 Eul(f(2) Ak (w)w(v),

1 a=1
onde {£}}"*" é o referencial invariante & esquerda em N definido por w,(E)) = &.
Desta expressdo, uma vez que A é uma matriz ortogonal, segue-se imediatamente que
f é uma imersao isométrica.

Ademais, utilizando a expressdo (2.59), inferimos que

ful@)-v =" E(f(x))0*(v),
k=1
donde concluimos que {#*}7*" é o co-referencial dual a { £}, }7+™ nos pontos de f (M) C
n+n’

N. Sendo assim, (2.46) assegura que (6F)? - sdo as formas de conexdo correspondentes

ao referencial { £} } ”*" ao longo de f. Portanto, a equacao
& q

= A MA — )

m~+m/

juntamente com a expressio A = A7'A garantem que (w{)",”"" sdo as formas de
. . / ~
conexdo em f(M) associadas ao referencial adaptado {e,}*/™. Portanto, a equagdo

(2.39) implica que —() é a forma de curvatura em N em pontos de f()M) em termos do
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referencial adaptado. Deste modo, (2.49) garante que © sio as formas de curvatura em
N ao longo de f relativamente ao referencial invariante a esquerda.

A escolha da condicdo inicial f(x¢) = ey ndo é uma restri¢ao séria, visto que uma
imersdo isométrica com condigdo inicial e € N pode ser obtida aplicando a folha ao
longo de ¢, a isometria L, de N.

Um argumento convencional envolvendo monodromia permite enunciarmos o re-
sultado para a variedade inteira, visto que M é simplesmente conexa. Para duas abor-
dagens distintas da técnica empregada, nos referimos a [29] e [32]. Isto conclui a prova

do teorema.

24 Apéndice

Dada uma aplicagdo U € C*(M’,R" (")), recordamos que A € C=(M’,SO, ) é

uma aplicagdo dita admissivel quando é da forma

A= 7 . (2.62)
U(x)

Denotando por i1 : M,;,R — R (n4n) g projecdo nas udltimas n' linhas, a condigdo
(2.62) significa que p(A(z)) = U(x).
O conjunto das aplica¢des admissiveis define uma subvariedade em M x SO, de

dimensdo m + n(n — 1)/2 dada por

U= (2, 4): 4= . (2.63)
U(x)

O espago tangente a U num ponto (z, A) é

Tl =< (v,B) : B = | (2.64)
dU(z) - v

Seja w € AY(SO,.4p, 50, 1) @ forma de Maurer-Cartan em SO, .. Apresentamos a

seguir condigdes suficientes (e de fato necessdrias) para resolver o seguinte problema.

Proposicao 5. Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional e simplesmente conexa.

Dada uma 1-forma & € A (M, 50,1, e uma aplicacio U € C>(M', R" ")) satisfazendo

dU — Uéy = 0, (2.65)
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existe uma aplicagdo admissivel A € C>°(M',SO,,1,) tal que
o=A"1dA (2.66)
ou w = A*w. Em outras palavras, existe uma primitiva A para a derivada de Darboux .

Prova. Definimos a 1-forma T em M x SO,,,» com valores em so,,,, por
T = niw — my, (2.67)

onde m; : M x SO, — M emy : M x SO,,1, — SO,,4, sd0 as proje¢des naturais. Por
brevidade escrevemos

T =0w-— A 'dA.

Definimos entdo a distribui¢do D = ker T em U. Mais precisamente
(v,B) € D(;4) se,esomentese, w(v)=w(B) (2.68)

Equivalentemente, podemos definir D como uma distribuicdo em todo o espago M x
SO, escrevendo

@(x7,4) = ker T(%A) N ker 19(35,,4),
onde ¥ é a 1-forma em M x SO,,.,» com valores em R ("*") dada por
Vpay(v,B) = dU(z) -v—du(A)-B

= dU(z) -v—p(B)

Para mostrar que (2.68) define uma distribuigdo, precisamos mostrar que ker T tem

posto constante. Inicialmente, provamos que a diferencial de 7 restrita a Dy, 4)

1, ¢ Dg,ay — T M

*

é um isomorfismo. De fato, se 7, (v,B) = 0 para algum (v,B) € D, 1) entdo v = 0.

Uma vez que 0 = @w(v) = w(B), segue-se que B = 0. Assim,
dimker T, 4y < m.
Agora, dado (v, B) € T(,; 4)U, temos

(AT ay(v,B)) = p(Ad,(v) — Awa(B)) = p(Ad(v) — AA™! - B)
= p(A)o(v) — p(B) = Ud(v) — dU,(v) = 0.



Capitulo 2. Imersoes Isométricas em Grupos de Lie Nilpotentes 43

Verificamos, assim, que
ImT(x,A) C {B € 50,4n - /L(AB) = 0}

Desta forma, se B € ImY(, 4), entdo B = w4(B), para algum B tangente a A tal que

p(B) = 0. Isto significa que
ImY, 4 C @A(ker ,uA),

onde ker piy = {B € T4SO,,4,y : u(B) = 0} é, como dito acima, um espaco n(n — 1)/2-
dimensional. Posto que w4 é um isomorfismo, segue-se que w4 ( ker p A) tem a mesma
dimensdo. Assim,

dimker T, 4y > m.

Logo, D, 4y é m-dimensional:
dimker T, 4) = dim M

para todo (z, A) € M x SO, 1.

Verificamos, por fim, a integrabilidade de D. Observando que
do+w AL =0, (2.69)
temos

dY = do—do=-0A0+0Awo=—(w+T)A(w+T)+0Aw®

= AT+ T A

Assim, se calculando dT em algum vetor (v, B) € D, 1) obtemos Y(v,B) = 0 e, conse-
quentemente, dY (v, B) = 0 também. Entdo, a distribuicdo D é integravel.

Portanto, seja (2, A) uma variedade integral da distribui¢do passando por (zo, Id).
Mostra-se que esta folha pode ser escrita como um gréfico + — A(x) sobre M. Com
efeito, m, é um isomorfismo entre os espagos tangentes as folhas e os espagos tangentes
a M em pontos correspondentes. Assim 7 é um difeomorfismo local. Dado que M é
simplesmente conexa, 7 é um difeomorfismo global. Seja x — A(z) a aplicagdo inversa.
A partir disso, verifica-se facilmente que A*w = & como desejado. Isto completa a

prova da proposicao. O



Capitulo 3

Imersoes Isométricas em Grupos de Lie

Soltaveis

Neste capitulo, apresentamos um teorema que estabelece condi¢des suficientes para
a existéncia de subvariedades com curvatura extrinseca prescrita em grupos de Lie

solavies.

3.1 Alguns Tensores Auxiliares

Tendo em vista a decomposi¢do s = 3 @ v @ a, escolhemos um referencial ortonormal

local invariante a esquerda
E117 ce ey En, PP ,En+n/, n+n’+1 (3.1)

tal que os primeiros n campos vetoriais estdo em v, 0s proximos n' vetoriais estdo em 3

e o tltimo campo vetorial estd em a. Definimos em S o campo

LIX,Y,V) = - Z ( (Y, By ) TV, X) + (X, Ep ) (LY, V) 4+ (V, En+k><JkY,X>>

- <V7 EnJrn +1> <Jn +1Y7 X> + <Y, En+n’+1><Jn’+1V7 X)

n/

+ Z(2<X> En+k> <Y7 En+k> <V7 En+n/+1>

k=1
+ <Y7 En+k> <V7 En+k> <X7 En+n’+1>)a

onde X,Y e V sdo campos de vetoresem S e J, := Jg, , paral <k <n' + 1.
Nosso objetivo agora é derivar uma expressao local para o tensor L. Com esse

proposito, consideramos um referencial {e,}"*7*! definido num subconjunto aberto

44
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O de S por
€a = Eb AZ;

para alguma aplicacdo A : O C S — SO, 4p41. Paral < k < n’ + 1, definimos as
funcoes

UF = (eq, Enyp) = AMTE.

a

. ’ / - . .
Assim, se (w®)" 7" e (wb)T™ 1 540, respectivamente, as formas duais e as formas de
~ . . ’
conexdo associadas ao referencial {e,}"*!" ™!, temos
VE = dU» Ukt = L by w’ 3.2
(VE, ik, €q) = dU; — cWa =15 ) W (3.2)
c b

Ademais, obtemos
(Jpeps €q) = —2({Ve, Enii, €a) = up,.

Considerando .J, como um tensor do tipo (0, 2), podemos escrever

n+n’+1
Je= Y ubu' @ (33)

a,b=1



Capitulo 3. Imersdes Isométricas em Grupos de Lie Soluveis 46
Observamos que, para 1 < k < n/, temos
~ n4+n'+1 - n+n’+1 -
VeBure = ), AVeFBuw= ) AlVe B B)E
=1 l,r=1
n+n/+1 -
> AUVEE, Ey)E,
l,r=1
n n4n'+1
- Z ANV B E, By Er =Y > AV E,, En)E,
lr=1 =1 r=n+1
n+n’+1 n n+n’+1
= > Y AVRE, B )E— Y AVEE, E.)E,
l=n+1 r=1 l,r=n+1
1
= - Z Al 5 l7 En+n’+1 + §[Ely Er]a En+k> E,
lr=1 7;,n+k -
lr
n4n'
Z Al El7 EnJrn +1aEn+kZEr
l,r=n+1 70
n+n’ ~
- Z A£L<VE1En+n’+17En+k>En+n’+1
l=n+1
n+n’
= =5 Z Aa lnrJrkET + Z A2<E17En+k>En+n’+1
lr 1 l=n+1
- 75 Z Aa Zn—i—kET + AZ+kEn+n’+1‘
lr 1
Assim,
<vea En—i—ka eb _ - Z Al AZUZ«—HC AZ+kAZ+n/+1-
l?“ 1
Ademais,
~ n+n'+1 ~ n+n’
vea-E'n—&—n’—&—l = Z AZkaEn—i-n’—l-l ZA ka nt+n/+1 + Z A VEk n+n’+1
k=1 k=n+1
n+n’
- Y AR S An.
k=n+1
Portanto,

n+n’

> A

k=n+1

___ZAkAk

<vea En+n’+17 6b
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Constatamos, ainda, que, para 1 < k <17/,

1 - n+n’'+1 -
— (VW) = (Vv B, W) = > V. E)(W, BNV, By, Br)

l,r=1

= =Y (V,E)(W,E,) (Vg,E,, Enyi)

l,r=1

_lo_n+k
—271r
n n+n’+1 -

> > (V.E)W.E,) (Vi E,, Ensr)
=1 r=n-+1 \16_/
n+n'+1 n -

— > > V.E)W.E,) (Vi,Er, Enir)
l=n+1 r=1 T
n+n’+1 -

— > VoEYW, By 1) (V5 Enii1, Eng)
l=n+1

1 n
D) Z (V, Ep)(W, Er>a{;+’“ + (V, By i)W, By 1)

l,r=1
e
1 - n+n’+1 -
— S waVoW) = (VvBiwr, Wy = 3 (V.ENW, E )V By, By)
lr=1
= Z<‘/7 El><W7 Er>\<vElEn+n’+laEr>
lr=1 7;61,
n n+n’+1 ~
+ Z Z <Vv7 El> <W7 E?“> SvEl En—l—n’—i—la ET>J
=1 r=n+1 ;’0
n+n'+1 n -
+ Y Y AV.E)W,E) (Ve By, Br)
l=n+1 =1 :0
n+n’+1 ~
+ Y (V,E)YW,E,) (Vi Enpwin, Ey)
Lr=n+1 =63 L <ntn!
1 n n+n’
= —5 D (V.E)W.E) = ) (V.E)(W,E).
=1 l=n+1
Em termos locais, isto €, fixando-se V = e,, W = ¢, temos
uly = > AL Aropth — 2ATTEARTYH para 1<k <n (3.4)
l,r=1
e !
up ™= 0oy — UZ U YUY (3.5)

k=1
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Voltando nossa atengado para o tensor L definido acima, temos
L(X, o €)
:=-j£: ( (€a, n+k><Jk(€w7)(>—F<)(rE%+k><Jk(€a%f%>-%<€brE%+k><Jk(&J7)(>)
=1
<€b7 Erinwi1) (T y1(€a), X) + (€as Enpnr1) (Jurga(es), X)

+ Z Xa En+k> <ea7 En+k> <€ba En+n’+1> + <€a7 En+k> <€b7 En+k> <X7 En+n’+1>)'

k=1
Consideramos a matriz de 1-formas diferenciais A\ = (A“);”g”l“ definidas por
Ap = L(-,eq6p). (3.6)
Isto significa que
n+n'+1 1 n’
)\ICJL _ Z (22 Ukubc—i—Uk k Uécul;) Un+1 n+1+Un+1 n—l—l)w
n+n’+1 n’

+ 33 (2U§U§Ug’“ + U,ngUg’H)w
c=1 k=1
Definimos, desta vez, a matriz de 2-formas diferenciais @) = (Q d)”+” 1 por
Qi=—(AA+AAw+wAX=AAN)G. (3.7)
Observe, inicialmente, que

—2X¢ = (Ukup, —Ulu

k 1 1 1 1
kb, — Uk 4 U7 T — U Tyt

—AUFULU T = 2UFURU )"

Assim,
a b k k b n+1 n+1 b
n'+1, n'+1, b kyrkrm/+1 b krrkrm/+1 b c
=207 Ty wg — AU USUY T wy = 20U, U] wd) A we,
b k b k bk 41 b 1
2wy AN, = (Ubw ub, — Ukwbul, — Ukbul + 2Um H byt
n'+1 b n/+1 k brrkrrm/+1 kyrk, brrm/+1
20 P wbul M — AU UR UL = 2US U wlUZ ) Aw
e

20 AN = —(URuf Ny — URuE NG — Uful NG 4 207 T N,
—2U Tl TN — AURURUF TN — 2UFURUZ TN A w
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Finalmente, calculamos

—2d\y = —(Ukul, — Ufub, — Ufulb, + 207 P up ™ — 207 g, ™
— AUFUFUF™ = U UFUT ) wh A w°
+ (dUFuk, — dUFul, — AUSul, + 2407 it — 24U+ g
+ Urduf, — Urdup, — Usduf, + 207 " dup, ™ — 207+ dugy
— AAUFUFUT — aUFdUiUy Tt — aUkUEAUy

— 2dUSUFUY T — 2URAUFUY T — 2UKURAUT ) A W
Portanto,

“2dA+AANwFWAX=AAN)G
= (AUkE, — AUME, — dUbE, + 24Uy Tt — 24U gy
+URAuE, — URdul, — Urduf, + 2U§L/+1du2;+1 — 2U§/+1dugé+1
—Urub,wb 4+ UFuk Wb 4 Ubuk, b — 2Um T Hlwl 4 207 10t

k. k b k. k b k. k b n'+1, n'+1, b n'+1, n'+1, b
_Ua UpcWq + Uc UapWq + Ub UgeWqg — 2Uvb Uge Wy + 2Ua Upe Wy

fwbudc Ukwbubd + U w? ubc - 2U} "+l 2 ZCH + 20U, "+l bugcﬂ
FURug Ny — URulb Ny — Ufulb N 4 207 Tt PNy = 207 Tt L) A
+( - 4dUSUFU T — aUkauUy T — aUfURAUY
—2dUkUkUr Tt — oukdukuTHt — 2UkURAUY

HAUFUF UL b + U5 U U MWl + AUFUS U 'l + 205 UR U )

FAUFWRURUS Y 4 2UEUF LU — AUFUFUP N, — 2UFURUZ N Aw
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Agrupando alguns termos, obtemos

“2dA+ANwFWwAX=AAN)G
= (AU = Uywp)ug, — (AUF = Uyw))ugy — (AU} — Upwg)ug,
+2(AUF = U wgug = 2(a0 " — U eug
+ U (dug, — wfyy, — upwy) — Uf (dugy — gy — )
U (dug, — gy — ) + 207 (duge ™ — gyl — up o

n/4+1 n'/+1 n'4+1 b n'+1 b
=20, " (dug,” —ug " w — up T wy)

k, k b k, k \b k, k b n/+1, n'+1yb n/4+1, n/+1yb c
+Ua ubCAd - UC uabAd - Ub uacAd + 2Ub uac Ad - 2Ua ubc )\d) /\ w

—(4(dUF — UF)UFUY T + 4(dUF — UFW)UF U
+4(AUTH — Ur LB URUE 4 2(dUk — Uk URUT
+2(AUY — Uk LY UEUT T 420U — U W URUE

FAUFURUP TN, 4 2UFUFUZFIN) A W

Todavia, a partir da defini¢do do tensor J, temos a equagao

AUk — Z Usw! = —% Zuﬁawc
b c

paral < k < n’ 4+ 1. A derivada covariante do tensor do tipo (0,2), Ji(X,Y) =

(JkX,Y), é dada, em termos do referencial adaptado, por

k ko od_ ok d_. 5k
VI(Epir)(€as €5) = dugy, — ugwy — Uggwh =1 Vg,
Usando essas expressdes acima, concluimos que

“2(dAFANWFWAX=AAN)G

1kk 1kk lkk n'+1, n'+1

o n'+1 n'+1

- ( - §ueaudc + §uecuad + §ueduac T Ugqg Uge + Ueq  Uge
kymm/+1, k kymm/+1, k krrk, n'+1

LU U] " ug, +2U0,U7 " ug, + 20U, U ul,

k '+1, k k '+1, k krrk, n'+1
+Ua Ucn+ Ueq + Ud Ugl+ Ugg, + Ua Udugc+ )we A w*

+(UFVE, — UFVUE, — UFVUE, + 207 F1vum - UM IVl 1) A wh

k_ k \b k. k \b k. k \b n'+1 n/4+1\b n'+1_ n'+1\b
+(Ubup NG — Ukug Ay — Upue Ny + 207 P NG — 207 gl PG

a “be

—AUFUFUP TN, — 2U0FUF U2 NG A W
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Calcula-se, portanto,

QQ(X, Y7 €a, ed)

1k: 1kk:

= (= Juate + St + %Uifdu’;c —ul Pt gt
FURUT Pk, 4 2UR Uk, 4 2U R U

+URUY T E 4 UR U R+ UijuZ;H)We(XWC(Y)

—(- %u’éauéc + %Ui?cu’;d + %U’Sdu’;c —ugy Mt g g
F2URUL Ik, 4 2URUR T, + 2URU R

+USUT Ml + URU ad, + USUul ™ )w (V)" (X)
+H(UsVug(X) = UrVugy(X) — Uy Vul,(X)

F2U IV (X)) = 20T IV (X)) we(Y)
—(UsVul(Y) = USNui,(Y) = UsVui(Y)

UL TVl T (V) = 207 T Vg T (Y ) Jwt (X)
H(URug AG(X) = Ubulg My(X) = Upug AG(X)

20 g PIAG(X) = 207 P (X)
—4ULUSUIN(X) = U5 UR U NG (X)) (Y)
—(Usug AG(Y) = Uk uf Ay(Y) = Ugug Ay(Y)
207 T PING(Y) = 207 FL(Y)

—AUZUEUR XY ) = 205 UG U NG (Y ))w(X)
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Sendo assim, deduzimos que

2Q(X,Y, eq, €q)
= LX), o) Uile). V) + 5 ((X), V) Uien). a) + 5 ((X), ea) (ilea), V)
—(Jw1(X), ea)(Jws1(€a), Y) + (Jw41(X), €a) (Jw+1(€a), Y)
LU TNY, By o) (Je X, eq) + 2UFUTTH X, Y)Y + 2UR (Y, Ep i) (1 X, €4)
+UMY, By 1) (T X, eq) + UMY, By ) (T X, €0) + UPUN (T XY
— (= U adtilea), X) + S X) lea).ea) + (Y ea) lea), X)
~(Tusr (V) ea) (i (ea)s X) + (Tt (V) €ad (s (eq), X)
20U X, Engi) (WY, €a) + 20505 1LY, X) 4 208X, Bnyi)(Jwr 1Y, €q)
FUGX, B 1) (Y €a) + Ug (X, Bppr1) (I, €a) + Ui Ug (T Y, X>>
+UMN x Ji(ea,Y) = (Y, Enii) Vx Ji(ea, €d) — UV x Ji(eq, Y)
LUV x Ty (eq, Y) = 20N IV x i1 (e, Y)
- (vayjk(ed, X) = (X, Bt Vy Ji(€a, eq) — Uy Ji(ea, X)
U Iy T i1 (€0, X) — 20 'V y T (€0, X))
+UR(T(ey), YVL(X, en, €q) — (Y, Epii) (Ji(ea), e5) L(X, €3, €q)
—Uf(Ji(ea), YYL(X, €5, €a) + 205 (T (€a), VI L(X, €3, €q)
—2U2 (T (es), YYL(X, ey, €q) — AUEUZ Y, By 1) L(X, e, €4)
—2ULUY, Enyw41) L(X, €4, €4) — (Uka(@b)u X)L(Y, e, €q)
—(X, Epik) (Jk(eq), en) L(Y, ey, €4) — Ulf(Jk(ea), X)L(Y, ey, eq)
LU (T ir(ea), XVL(Y, €4, €q) — 207 T (i1 (en), XVL(Y, 4, €q)

_4U5Ul?l+1 <X7 En+k>L(K €b, ed) - 2U5Ulf <X7 En+n’+1>L(K €b, €d>) :

Desta expressdo, segue-se que
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2Q(X,Y, Z, W)
- _%<Jk(X), ZY(Je(W),Y) + %(Jk(X),YXJk(Z),W) + %<Jk(X), W){Jk(2),Y)
—( w1 (X), W (S 11(2), Y) + (Jw11(X), Z) (S (W), Y)
+2(W, By )Y, Bngie) (Je X, Z) + 2(Z, By (W, By 11) (T X, Y)
+2(Z, Eni) (Y, Eniie) (w1 X, W) +(Z, Engee) (Y, B 1) (T X, W)
H0 Erea) ¥ Bt a) e, 2+ (2 B OV B X.)
—( - %Uk(Y)? Z) (W), X) + —< W(Y), X)(Ju(Z2), W) + §<Jk(Y)7W>(Jk(Z),X>
(w1 (V) W) {Jw11(2), X) + (S 1 (Y), Z)(Jpr-2 (W), X)
F2W, Eng s (X, Eno)(NY, Z) + 2{Z, Engoe) (W, B 1) (JkY, X)
+2(Z, Eps 1) (X, Enre) (St Y, W) + (Z, Epi) (X, Enpr1) (JeY, W)
W, B} (X, Bnears) (WY, Z) + (2, B i)W, B, X))
HZ, Bei )V x oW, Y) = (Y, Bl )V x Jo(Z, W) — (W, Enai)Vx Ju(Z,Y)
+2(W, Epyr1)Vx I 1(Z2,Y) = 20 Z, Brr 1)V x Ty 11 (W, Y)
— ({2, Buscid Uy (W, X) = (X, Buci)Vy (2, W) = (W, By 1) Vy Jy(Z, X)
FAW, By 1) Vy Jurs1(Z, X) = 22, B 1) Vy Jura (W, X) )
HZ, Eniu)(Ji(e), Y ) L(X, e5, W) = (Y, Eny)(Ji(Z), €4) L(X, €, W)
—UF(J(2),Y)L(X, e, W) 42U (T 11(Z), YVL(X, €, W)
—2(Z, Enyw 1) (1 (e0), YYL(X, €5, W) = &Y, Epi)(Z, Enyi)Up T L(X, €, €q)
22, BV, Bnvar s1)UEL(X, €3, €0) = ({2, i) {iler), X)L(Y, €3, W)
(X, B ) (Je(2), ) L(Y, ey, W) — UF(Ju(2), X VL(Y, ey, W)
R a1 (2), X)L(Y, 0, W) = 207, B2} (a1 (e0), X)L(Y, e, W)

(X, Enik)(Z, En) U LY, 0,60) = 27, Busi) (X, Bngr ) UEL(Y, €0, €0) ).
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Assim, ap6s o cancelamento de alguns termos, obtemos

QQ(X, Y, Z, W)
—(Je(X), Z2)(J(W),Y) + (Jp(X), Y)Y J(Z), W) + (Jp(X), W){JK(Z),Y)
2Tt (0, W) Jra(2),Y) + 2(Jrs1(X), Z) (Jorsa (W), Y)

n’ n’

2W, Enii) Y Y Ensi) (i X, Z) + AW, Boywi1) Y _(Z, Enei) (e X, Y)
k=1 k=1

(Jws1 X, W) (Z, Enii)(Y, Busi)) + (Y, By Z (Z, Enir) (X, W)

k=1 k=1
Y, Engnrs1) ) (W, Enpi) (e X, Z) + (Jwian X, Y) Y (2, Enyi) (W, Enr)
k=1 k=1

—2(W, Bpnri1 Z (X, Busi) (JiY, Z) = 2(Ja Y, W) Y (Z, Epii}(X, Enir)

=1 k=1

,n/

X En+n '+1 Z Z En+k JkYa W> - <X7 En+n’+1> Z<W> En+k><JkY7 Z>
k=1 k=1
~(Jur1Y, X) Y AZ, i) (W, Eng) + > (Z, Enst) Vx u(W,Y)
k=1 k=1

n’ n’

> Y Buii)VxJ(Z,W) =Y (W, Ent)Vx Ju(Z,Y)
k=1 k=1
+2<VV7 En+n’+1>vXJn’+l<Za Y) - 2<Z7 En+n’+1>vXJn’+l(VV7 Y)

S,

3

n’ n’

> AZ, Enit)Vy Je(W, X) + > (X, Eni)Vy Ju(Z,W) + HZ<W, Boii)Vy Ju(Z, X)

—2(W, By 1)y Ji1(Z, X) + 2(Z, By 11)Vy T (W, X)
n' n4n’+1

+ Z Z < Z En+k Jk(eb), Y>L(X, €p, W) — <Y, En+k><Jk(Z), 6(,>L(X, €p, W)
k=1 b=1

—UF(J(2),Y)L(X, e, W) = &Y, By i )(Z, B UZ TYL(X, €4, W)

~2Z, Epii) (Y, B 1)Uy L(X, €4, W) = (Z, i) (), X)L(Y, €, W)

(X, By (Je(2), ) L(Y, €0, W) + UF(Ju(2), X VL(Y, ey, W)

41X, By Z, By U LY, €4, W) 4 2(Z, Ep i) (X, B 11 UFL(Y, €, W))

n+n’+1

+ Z <2U”+1 T (Z2), YVL(X, e, W) — 2Z, Ensrsst) {Twsa(€3), YYL(X, €5, W)

2 e s1(Z), X) LAY, 0, W) + 27, B ) Tarsa(e), XOL(Y, @0, 17) ),
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para X.Y, Z W € I'(TS).
Note que

<Z, En+k><<]k(eb)7 Y)L(X, €p, W)
= (2, Bt ilen), V) = e, B (20, X) 4 (X, Bus)hfes), W)

1
+ 5 W, Bt (Jiler), X) = (W, Bnwrr1) (Jwa(es), X)
+ <eb7 En+n’+1> <Jn’+1W7 X> + 2<X> En+l> <6b7 En+l> <I/V, En+n’+1>

+ (00, Bust) (W, Ent) (X, B}

1

= §<Z, Epik) (<J1W7X> (Y, Enyt) HX, En ) (Y, IW) + (W, En) (LY, Ji X))
=0

=+ 2<VV; En+n’+1><JkY7 Jn/+1X> - 2<Jn’+1VV; X) <JkY7 En+n/+1>
~—_——

=—2(Y,Ep1k)

- 4<X7 En+l> <I/V7 En+n’+1> <Jk’Ya En+l> _2<W> En+l> <X7 En+n’+1> <JkY> En+l> )
=0 =0

1
= S{Z.But) (X B Y. W) + (W, By} (Y, JiX)

+ 2(W, B ) (Y, o X) + 4{Y, B (Jwa W, X))
e, similarmente,

(Y, Ensr)(JuZ, e0) L(X, €, W)
1
= —S V. Bt (X, Bt (e Ze AW + (W, Buya) (I Z, JiX)

+ 2<VV7 En+n’+1><JkZ) Jn’+1X> + 4<Z, En+k><‘]n’+lvva X>>7

<Z7 En+k><‘]k‘(eb)7 X>L(Y’ €b, W)
= %<Z7 Enik) ((Y, En ) (e X, IW) + (W, Eny) (I X, 1Y)

+ 2<VV7 En+n’+1><JkX> Jn’+1Y> + 4<X> En+k> <Jn’+1W7 Y>>

<X7 En+k><JkZ7 €b>L(Ya €b, W)

1
— (X, Bt (Y, Bt 2, W) + (W, Euid) (7, Y )

4 2W, B I 2y JrrY) + 42, B ) T W, Y>> .
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Observamos, ainda, que
U Z,YYL(X, ey, W)
1 1
= UHIZY) (= 5en Busd) LW, X) 45X, Buyd) (Jies), W)

(W, Epny){Ji(es), X) — (W, Epgrgr) (Jurga(es), X)

N —

€p, En+n'+1> <Jn’+1W7 X> + 2<X> En+l> <€b7 En+l> <VV, En+n’+1>
€, Bt (W, B, Bugrs1) )

1 1
= (JkZ,Y) < 3 (Entky Eny) (W, X) — §(X, Epy) (MW, Enyr)

Okt =0

1
- §<VV7 En+l> <J1Xa En+k> _<VV7 En+n’+1> <Jn’+1X7 En+k>

N

+
+
_|_

o~ o~

=0 :2<XT,En+k>
+ 20X, Eni)(W, Epywg1) (Bngies Enga)
~—— ——

=08k

+ <W> En+l> <X7 En+n’+1> <En+k7 En+l> )
————

=61

— —%<sz, Y) <<JkVV, X> — 2<W, En+k><Xa En+n/+1>>

e, de maneira analoga,

1

U (I Z, X)L(Y, ey, W) = -3

(T 2), X) (BT ) = 20, B (Y. Bura) ).
<Z> En+l<:> <Y> En+n’+1>Ulch(Xa €b, W)

1
= _§<Za En+k><Ya En+n’+1> ((‘]kVVa X> - 2<VVa En+k><X7 En+n’+1>>

(Z, Enii)(X, Engnr 1) UFL(Y, €4, W)

1
— {2, B} (X, B ) (WY} = 20W, B i)Y, Buors1) ).
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E vélido ademais que

U T 1 Z, Y YL(X, ey, W)
= 2U"’+1<Jn,+1z, Y) ( - %(eb, Eo ) (W, X) + %(X, En)(Ji(ey), W)
+5 (W Eni)(Jilen), X) — (W, Eprnr1)(Jw+1(€), X)
+ <€b, i1 (T aW, X) + 20X, Enga) (e, En) (W, Epgnrt1)
+(evs En) (W, Ena) (X, En+n’+1>>
= (Jw12,Y) ( = (Enini1, En) (IW, X) = (X, Epyt) (IW, Erjor 1)

g

=0 :_2<W7En+l>
- <VV7 En+l> <JlX7 En+n’+1> —2<VV, En+n’+1> <Jn’+1X7 En+n’+1> +2<Jn’+1W7 X>
—_—— ~ ~ v/
:_2<X7En+l> =0

+4X, Enp) \<En+n'+17 En+lZ<W7 Ernig1)

-0
+ 2\<En+n'+17 En+l>j<W7 En)(X, En+n’+1>)
-0

= 2001 Z,Y) (X, Bret) (W, Enc) + (Jursa W, X))

e, analogamente,
2Ul?/+1<<]n’+127 X>L(Y7 €b, W) = 2<Jn’+1Za X> ((K En+k><I/V7 En+k> + <Jn’+1VVa Y)) )
2Y, Ensi)(Z, Enir)U T L(X, €4, W)

= 2<Y7 En+k> <Zv En+k> (<X7 En+k> <W7 En+k> + <Jn’+1VVJ X))

2X, By i) Z, Enin) Uy P L(Y €, W)
= X, B i) Z, Eui) (Vs B (W, Eny) + (T a W, Y)).
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Finalmente, observamos que

2<Z7 En+n’+1><‘]n/+1(eb)7 Y>L(Xa €b, W)

= 27, Buwa) a0, V) = e Busa) (W X) + 50X Bui)ien), W)

43OV B () X) = (W, Burr) s (ea), X)

+ (e, Bngnr1) (S W, X))
= (Z, Epynig1) ( — (S 1Y, En ) (W, X) — (X, B ) (S 1Y, W)
~— —

:2<Y7En+l>

_<W7 En+l><Jn’+1Y> JZX> - 2<W> En+n’+1><Jn’+1X7 Jn/JrlY)

=+, 2 <Jn’+1l/a En+n’+1><Jn’+1I/V7 X>>

.

~
=0

= {2, Bur1) (20Y, But) (AW, X) (X, B JuraY, W)
(W, Bat) (oo ¥, JiX) + 20, B ) (Jursa X, S V)

e, segundo o mesmo padrao,

2<Za En+n’+1><Jn’+1 (Gb), X>L<Ya €y, W)
= (2, Busr2) (20X, But) (W, V) + (Y, B (e X, JW)
+ <VV7 En+l><Jn’+1X7 JZY> + 2<VV7 En+n’+1><Jn’+1}/> Jn’+1X>> .
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Utilizando essas expressdes, podemos escrever
2Q(X,Y, Z,W)
(T X, ZYIW, YY) + (X YV Z, W + (X, WYL Z,Y)
T r X, W Twr Z,Y) + 201 X, Z) (Tt W, Y)
+2(W, By )Y, B ) (Ie X, Z) + AW, Bpgwr )2, Eng ) (T X, Y)
21 X, WHZ, B Y, B+ (Y B2 B )X, W)
Y, Enge1) (W, Engi) (e X, Z) + (S X, Y)(Z, B ) (W, Enr)
=2(W, Eniw i (X, Enii) (Y, Z) = 2(Jw 1Y, W) Z, Eni (X, Enr)
—(X, Enpn i (2, Eng o) (Y, W) = (X, En i) (W, En ) (Y, Z)
~(Jw 1Y, X)(Z, Eng i) (W, Enyi) +(Z, Eng ) Vx Jy(W,Y)
~(Y, Epsi) Vx J(Z, W) — (W, Epy ) Vx Ji(Z,Y)
2(W, Enyn 1)V Jw1(Z,Y) = 2(Z, By 1)V Sy (W, Y)
—~(Z, Epni i )Vy (W, X) + (X, Ep i )Vy I (Z, W) + (W, B, 1) Vy Ji(Z, X)
—2W, By 1) Vy Jw11(Z, X) + 2Z, Bpyn 1) Vy T a (W, X)
+%<Z, Epir) (<X, B i) (JeY, W) + (W, By ) (1Y, i X)
L2, Byt 1) (Y, Jura X) + AV, By (Jua W, X))
+%<Y, Eir) (<X, B} (i Z, W + (W, By Z, JX)
AW, Bt 1) (i 2, i1 X) + 42, Bryi) (o1 W, X))
g R (LRIV,X) = 2000, By )X, By)
Y, Bpsi)(Z, Bpsr) ((X, Eng) (W, Bpgi) + (T W, X))
(2, B (Y, B 1) (W, X) = 2W, Bl XX, Burn) )
(2 B (Y B X TV + (W, By X Y
FAW, By 1) (X, Juria Y+ 40X, Eui ) aW,Y))
—%(X, Eir) <<Y, B (i Z, W) + (W, Eni) (1 Z, JiY)
W, Erpprr s W Iu Zy Ty d YY) + 47, i) (T i1 W, Y>>
S (2), X) (AW, Y) = 2000, BV, By

+A4(X, Eni1)(Z, Bogi) (Y, Bngr) (W, Engi) + (JwaW,Y))
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(2, Btk (X, B 1) ((JeW,Y) = 2W, B i) (Y, B 1))
12001 2,V Y (X, BuidW, Bs) + (W, X))

2 B 1) (20Y, But) (W, X) + (X, Bt) (Juria ¥, W)
W, Eni) (Jw41Y, JX) + 2(W, By 1) (Jwr 1 X Jn’+1y>>
=21 2, X) (V) Bt (W, B + (aW,Y))

(2, ) (20, Bt (W, Y) (Y, Bt} (o1 X, W)
W, B} 1 X, JY ) + 2W, B ria) Jura Vs Jursa X) )

Observamos que

Vv k(X Y) = (Vv )X, Y), (3.8)

onde no lado direito indicamos a derivada de um tensor do tipo (1,1). Finalmente,
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apo6s cancelar alguns termos, escrevemos

2Q(X,Y, Z,W)

— (WX, YW I Z, W) — %<ka, ZV(JW,Y) + %(JkX, WYL Z,Y)

F2(W, Ep i)Y, Eniie) (i X, Z) + AW, By 11)(Z, By ) (S X, Y)
+2( S 1 X, WHZ, Eny i) (Y, Engi) — 2W, By 1)(X, B ) (LY, Z)
~2(Jw1 Y, WHZ, By ) (X, Eniie) + (Z, Epi) ((Vx )W, Y)

~(Y, Enii) (Vx Ji) Z, W) — (W, B ) (Vx k) Z,Y)

H2(W, By -t (VT 1) 2, Y ) = 2Z, B2 ) (Vi 1) W, Y)

~(Z, By ) (Vy )W, X) + (X, By ) (Vy ) Z, W) + (W, Enei)((Vy Ji) Z, X)
=2(W, Bpnrs1)((Vy Jw1) 2, X) + 2(Z, Ens11){(Vy i)W, X)

1 1
+§<Z7 En+k><Xv En+l><JkY7 J1W> + §<Zv En+k><W7 En+l> (<J/€K ‘]lX> - <‘]ka JlY))
1
+2(Z, Enei) (W, Enrid) (Y T X) 4 5V, B (X, ) (D2, V)

W, SZ)) = (2, B (Y, Ba) (X, V) = £(X, Bk (W, Boi) (12, JY )
)

(X, Bnit) W, B 1) (Je Z, S 2 V) + 26X, En) (W, B (Jr1 Z,Y
n+k><27 En+n’+1><Jn’+1Y7 JkW>
2<K En+k‘><W7 En+k><Jn’+1zvX>

+2<Y7 En+k><Za En+n’+1><JkW7 X> <

+<W7 En+k><Z7 En+n’+1>< n+1Y Jk > -

_2<X> En+k><Za En+n’+1><JkW Y> <Y> En+k><Z En+n +1><Jn/+1X> Jk’W>
).

_<VV’ En+k><Z7 En+n’+1><‘]n +1X Jk

3.1.1 Definicao Alternativa do Tensor L

A partir da escolha do referencial ortonormal local invariante a esquerda em (3.1),

definimos as constantes de estrutura em S por

n+n'+1

[Ey, E)] = Z onE,. (3.9)

Se {#*}"+""*+1 denota o co-referencial dual a { F; }727'*!, entéo as formas de conexdo em

S sdo dadas por

0f == > 7o, (3.10)
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onde
k

_ -k l T
Ty = Op + Opp + Oy (3.11)
De acordo com essa notagdo, as primeiras equagdes de estrutura sdo

doF +0F NO' =0, 0 = —0L. (3.12)

’ . . / 2
A 2-forma de curvatura © = {OF}71" ™ de 9, associada ao referencial {E},} 17", é

dada por
n+n/+1
gy + > 0F G =6y (3.13)
r=1
Verifica-se facilmente que
1 n+n’+1
o =1 %;1 (ol +TE ) 0r A6, (3.14)

Recordamos que as duas expressdes distintas para .J;, obtidas acima estdo relacionadas

pelas equagdes

up, = AL Aol — 2UkUy (3.15)
lr=1
e ’
up ™ =g — U U Y URUY. (3.16)
k=1

Utilizamos as equagdes (3.15) e (3.16) para deduzir uma expressdo alternativa para A,

a ser usada posteriormente. Inicialmente, enumeramos as constantes de estrutura.

Lema 1. As constantes de estrutura satisfazem as relacoes

(

0, 1<r<n, 1<klIl<n
0, 1<k<n,n+1<i<n+n
=94 0,n+1<kil<n+n
s k=n+n'+1,1<ri<ner=I
| Lk=n+n+1,n+1<ri<n+ner=I,
affl, 1<lr<nen+1<k<n+n
T = oy L<kl<nen+1<r<n+n
ol 1<kr<nen+1<Il<n-+n/,
. -1, 1<kr<nek=r
Tntn/+1,r =

2, n+1<kr<n+nek=r,
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k _
Tl,n—i—n/—i-l - 07 v l7 k

2 n+1<lr<n+nel=r.

Prova. Consideramos os indices
a,b=1,....n e a,f=n+1,....,n+n.

Desta forma,

n+n’
Ea:Eb Z UabEra
r=n-+1
[Ew Eﬂ] =0,
[Eu, Eg) =0

1
[En+n’+17 Ea] = §Ea

[En+n’+17 Ea] = E,.

Assim,
0, 1<r<n, 1<kl<n

o

J1<k<n,n+1<Ii<n+n

ou=94 0,n+1<kl<n+n

—

shk=n+n"+1, 1<rl<ner=I

Lk=n+n+1,n+1<ri<n+ner=1L
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Usando estas expressdes e (3.11), concluimos que

N of se n+1<k<n+n

k b
Tab = Opa + Oy + Ofy =
0 se 1<k<n

s 1<k<
ko k 8 Uka se < SN
Taﬁ - O-ﬁa_{—o-l?ﬁ_}—gka - p
0 se n+1<k<n-+n

o se 1<k<n
k k b kb S
Tab = Opo T Opy + Opo =
0 se n+1<k<n+n

Tjﬁzaga%—agﬁ—i—afazo se l1<k<n+n

1 se a=0b
+n'4+1 _ _n+n'+1 b _
T;Lb " - O-I?a " + O-Z+n’+1,b + Un+n/+1,a - 0 7& b
se a
+n'+1 +n'+1 — 0 = + +1
Tgbn _O-l?an +0n+n+lb+0n+n+la_0 n "
, , 2 se a=p
+n/+1 _ _ntn/+1
gﬁn _O-Zan +0n+n+16+0n+n+1a {O #ﬁ
se «
ok k b+l -1 se b=Fk
n+n +1,b6 — Ub n+n’+1 +o + O-k n+n’ —|—1 - b 7& k;
se
k k + '+1
an+n+1_an+n+1a+akn+n+l+ n " =0= an+n+1
k i n+n+1+ _ -2 se f=k
n+n+15_aﬁn+n+1 O-k,nJrn’Jrl_ 0 ﬁ#k
se )
Logo,
ok, 1<lr<nen+1<k<n+n
Tl’fn: o, L<kl<nen+1<r<n+n
ol 1<kr<nen+1<I<n+n
) -1, 1<kr<nek=r
Tn+n’+1,r: ,
2. n+1<kr<n+4+nek=r,
k
Tl,n—l—n’—l—l = 07VZ7k
e
41 _ L1<l,r<nel=r
Ir
2 n+1<lr<n+nel=r.
Isto finaliza a prova do lema. O

Com esse lema em mente, apresentamos a seguinte expressdo alternativa para \.
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Proposicdo 6. A 1-forma A = (\¢)" 5" ™" definida em (2.5) satisfaz
A= A"94,
onde 0 = (6F)p 1.

Prova. Com efeito, utilizando as relagdes entre as constantes de estrutura apresentadas

no lema 3.1.1 juntamente com as equagdes (3.15) e (3.16), obtemos diretamente

n+n’+1 1 n’
a k k k n'+1 n'+1 n'4+1. n'+1 c
)\b - § (55 Uubc+ c ab+Ubuac)_Ub Uge +Ua Upe >w
c=1

n+n'+1 n'
3 Sentt i
c=1
n+n +1

_ k k k. k c n'+1. n'4+1 ¢ n/4+1 u” '+1 ¢
- E § : U, ubc c Ugp + Ub uac)w - Ub Uge W + U Upe W
c=1 k=1

n+n'+1 n'
b3S QU U

c=1 k=1

n+n +1 n'

= Z Z Ukubc c ab U )
c=1

_yp (5ac —UrHUrT ey Ufo)w

k=1
n/
n’41 n'+17rn/+1 Irrl
LU <5bc—Ub Urt gy UbUc>w
=1
n+n'+1 n'

+ > Z IUFUY ™ + UFUSUY ),

c=1
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donde,

1
5 O > (Uduly+ Ubuy + Upul, + 2U5USUR ™ + 20 U0 ™
c=1 k=1

+2Ub UkUn +1) Un —HZUkUkwc—f-Un +IZUbUl c
k=1 =1
U (B = U U ) 4 U (e = U102 )
n+n +1 n’

Z (ZUk (b, + 20U+
—1

/

+> Ul (up, + 2050 +ZU,, (Wl + 20 U™+
r=1

Uy S kAl Z ULUF )t = U S Uk Uk
k=1 k=1 k=1

+u Z AL+ Z UL ) + Uz 41 S UlUkr)
=1 =1 =1

n+n’+1 n’

! > > (X Z UEALATTH En: zn: UL AL Af Tt zn: zn: UL AR ALopH!
c=1 k=1 l,r=1 kl=1r=1 =1 k,r=1

- Zn: Uyt AEAE 2y URU T UE + Zn: Uy ALAL + 2 i U;“““U,ﬁUi)w

k=1

n+n +1 n+n’ n n—l—n +1 n+n’ n
§ S Y ATt +— YN Y Al Aol
c=1 k=n+1lr=1 c=1 r=n+1k,|l=1
1 n+n'+1 n4n’ n 1 n+n'+1 n
!
5 2: 2: E:AkAl ckrc 2 E: E:A];Ag+n+lf4]c€wc
c=1 I=n+1k,;r=1 c=1 k=1
n+n'+1 n+n’ 1 n+n’+1 n
! !
= 0 Y ATl 4 o ST S A A Al
c=1 k=n+1 c=1 I=1
n+n'+1 n+n’
n+n'+1 gl Al, c
+ 5N arialaly
c=1 I=n+1
n+n'+1 n+n'+1
1 1
- Ak:Al AT k,c_ — AkA 97"
) cTir 2 b7y
c,k,l,r=1 k,lr=1
n+n'+1 n+n'+1
k,l=1 k=1
—1 a
(A~10A)2.

Isso finaliza a prova da proposicao.
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Observacao 2. Podemos ainda demonstrar que
—Q =A"'0A. (3.17)

Uma formula andloga é provada posteriormente na Proposigdo 9.

3.2 Existéncia de um Referencial Adaptado

Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional. Definimos m' por m +m’ = n +
n’+1. Consideramos um fibrado vetorial Riemanniano real € sobre M com postom’ e a
soma de Whitney § = T'M @ £, de modo que § é um fibrado vetorial trivial. Podemos,
portanto fixar um referencial ortonormal globalmente definido El, e ,En+n/, An+n/+1
em 8. Denotamos por (-, -) o tensor métrico em 8. Sejam V e R a conexdo compativel

com a métrica e o tensor curvatura em §, respectivamente. Entdo definimos os tensores

n

(VW) = (V,E)(W,E)op™ = 2V, Epi)(W, Engs1), k=1,....n', (3.18)

l,r=1
e
A A A n+nl A A
(St V.W) = (VW) =V, B 1) (W, By i) + Z (V. E)(W, Ey), (3.19)
I=n+1

onde V, W sdo seccdes arbitrarias de 8. Em virtude da definicdo de J, e J, .1, onde

1<k <n+n/,temos

(JoV, Epst) =0, (3.20)
(JeV, Enrrs1) = =20V, Enyi), (3.21)
(Jor i1V, Enii) = 2(V, Epys) (3.22)
e
(Jys1V, B 1) = 0. (3.23)

Definimos em termos de .J;, 0s tensores L e Q) em $ por
LxXY,v) = 3 Z (= 0, Bt (Vi X) + (X, B (WY, V) + (V, B (Y, X))
<V Broirri1) (T 1Y, X) + Y, B 1) (S V, X)
+ Z 2(X, En+k><Y En+k><V B +1)

<Yv En+k> <Vv En+k> <X7 En+n’+1>)‘ (3-24)
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e
2Q(X,Y,V,W)
~ ~ 1 ~ ~
= (LX YNV, W) — §< VYW, Y) + <Jan WH(JV.Y)
A2(W, By )Y, B i) (e X, V) + AW, By )V, B i) (X, Y)
+2( Sy X, WV, En+k>< ) = 2(W, Enpr ) )X, i) (Y, V)

—2( S 1Y, WV, B i) (X, Bngi) + (Vs En i) (Vx )W, Y)

~ (Y, Ent)(Vx )V, W) — (W, En+k><(@xjk)V7 Y)

F2W, B 1) (Vi L))V, Y) = 2V, By i1 ) (VxS ) W, Y)

—(V, Eni) (Vy JOW, X) + (X, Enii) (Vy OV, W) + (W, B ) (Vy )V, X)

—2(W, B 1) {(Vy T )V, X) + 2(V, B 1) ((Vy T )W, X)

+%<v, B} (X, En VY, W) + %W, By (W, En ) (LY, JX) — (T X, JY))

2V, B OV, B )Y, Jar i X) 3, B (X, Bu) (V1)

W, TVY) = 2V Bk (Y B (X, JIV) — (X, B W, BV, JiY)

(X, Enst) (W, Epsr1) IV, Jwa YY) + 2(X, B} (W, Bg) (Jura V. Y)

+2(Y, Epiik ) (V, Enr-i1 (W, X) + (X, Bt )V, Ergr1) (Jra Vs S W)

(W, Epi)(V, B 1) (1 Y I X) = 2(Y, B YW, i) (T 1V, X)

~2X, Enii)(V, B 1) (JW, YY) = (Y, BV, Bt ) (Jw 1 X, W)
)-

—~(W, Bt XV Brer1) (S 1 X, JY (3.25)

onde X,Y e I'(TM),V,W € I'(§) e omitimos, por brevidade, assomasem k = 1,...,n/.

Supomos que
(RIX,Y)V,W)=Q(X,Y,V,IW), XY eD(TM), V,W eT(S). (3.26)
Além disso, supomos que a condicdo
VB, = —%jkx, Xel(TM), k=1,...,n +1. (3.27)

é satisfeita.
A conexdo em § induz conexdes V em M e V& em €. Mais precisamente, definindo-

se [l eI'(T"M @ T*M ® &) por

VxY =VxY +1I(X,Y), X,Y e I(TM)
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e denotando-se

(Sv(X),Y) = (II(X,Y),V),

obtemos

VxV = =Sy X + V§V.

Em termos da decomposic¢ao En+k =T+ Ny, T, € T'(TM), Ny € I'(€), a condigdo (3.27)

€ expressa por
VxTy — Sp(X) + VEN, + T1(T,, X) = Ju(X), X eD(TM), (3.28)
onde S, =Sy, ek=1,...,n + 1

Defini¢ao 2. Dado um aberto simplesmente conexo M' C M, fixamos uma aplicagio U €

O (M, ROFNO+7"1)) Um referencial ortonormal e : M' — F(8) com componentes

€1y Cmy Emt1y .- Emtm/

¢ admissivel se as primeiras m secgdes sdo campos vetoriais em M e as 1iltimas m' sdo seccoes

em & e, ainda, se satisfizer
(Bnyprea) =UF 1<k<n+1.

Em particular, isso implica que

~

<Tk7 ei> - <En+k7 6i> - Uik (329)
parat=1,...,me

(Ni, €a) = (Enip, ea) = Ut (3.30)
para o = m+1,...,m +m'. A aplicagio de transicdo de um referencial ortonormal Ej, para

um referencial ortonormal admissivel e, é dada por uma aplicacdo admissivel, isto ¢, se
A Ak
€q = EkAau

entdio A é da forma

A(z) = . (3.31)
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Denotamos por
W w (3.32)

n+n +1

as 1-formas reais sobre 8§ duais ao referencial {e,}. " A conexdo riemanniana V

é dada, em termos deste referencial, pela matriz w = (wb)ZJg" 1. Assim, a primeira

equacdo de estrutura é escrita como

dw® +wi AW’ =0, wi=—-wb (3.33)

a

A expressao local para .J, em termos de um referencial ortonormal admissivel é
(Jxers€a) = . (334)

Entdo, considerando J;, como um tensor do tipo (0,2) dado por

~

Je(eq, ep) == (jkea, €p), (3.35)
podemos escrever
Je = Z ufw® @ Wb (3.36)
a,b

Assim, a equacdo (3.27) é reescrita como

> o(Aup = Ukwg) = —% > uf, (3.37)
k

k c

As derivadas covariantes do campo tensorial .J, sdo dadas por

A k kod_ ok
VJi(eq, e5) = dul, — ubywd — uf i =: Vuk,.
A expressdo local para L é dada, em termos de 1-formas, por

Ny = L(-, eq, ). (3.38)

Assim, do mesmo modo como foi calculado na Secéo 3.1, obtemos a identidade

n+n’+1

I IC z (~Ukuf + Uty + Uful) — Uy 4 U+ Yo
n+n’+1 n’
+ > QUEURUY T + USURUN T
c=1 k=1

A expressao local para @ é dada pela 2-forma

QZ = Q(a "y €a, €d).
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Podemos verificar que
Q% =Q(+,  emeq) =—(AA+FAAwH+WwAN=AAN) G (3.39)

Com efeito, a verificagdo de (3.39) é andloga aquela feita na Sec¢do 3.1, dessa vez uti-
lizando as expressoes (3.20)-(3.23).

Observemos agora que a hipdtese (3.26) é refraseada, em termos dessas formas,
como

dw +wAw = —(Q%). (3.40)

a

Podemos, entdo, provar o seguinte resultado.

Proposicao 7. Suponhamos que os dados definidos acima satisfacam (3.26) e (3.27). Seja
M'" C M um subconjunto aberto e simplesmente conexo. Entdo existe uma aplicacdo admissivel
A e C®(M', SO, 4 41) tal que

ATMdA =w — A (3.41)

com a condigdo inicial A(x) = 1d, para xy € M’ dado.

Prova: E suficiente mostrar que as hipdteses em consideragdo implicam nas hipéteses
de uma versdo adequada da Proposi¢do 5 do Apéndice 2.4. Isso assegura a existéncia

de uma aplicacdo admissivel tal que

A7'dA = &, (3.42)
onde estamos considerando
O=w-—\ (3.43)
Denotando
T=0—A1dA, (3.44)
calculamos
—dY = —A'dAAATNdA — dO

= —(T-)A(T-0)—do
= “TAT+TAL+OAT —db— DA,

~

Assim, em vista da expressdo w = w — A, obtemos a seguinte equagdo médulo T

dY = do+wAw

= dwtwAw—dAFAAN—wWAN—AAw.
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Entdo, de (3.39) e (3.40), concluimos que a equacdo, médulo T,
dY =do+wAw=0

é verdadeira. Para que a condicdo (2.65) da Proposi¢do 5 no Apéndice 2.4 seja satisfeita,

resta provar que os dados definidos acima satisfazem

AU — Uw +UX = 0. (3.45)
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Para provar isso, calculamos para 1 < k < n/

n+n'+1 n+n'+1 n+n/+1
E kyc __ E k E E /‘ l 1,1 n'+1, n/+1
Uc )\a - Uc ( < Uc ab + Ubuca + Uaucb) - Ua Uep
c=1 c=1
n+n'/+1 n'
n'+1, n'+1 b Irrlyn/+1 lrrlyn/+1y\ b
LUy >w + 3 S euiviurtt + uiuly; )w)
=1 I=1
n+n +1 1n+n/+1 n’
_ k krrl, 1 b
= — E UrU P, w® —|—§ E E U Upugw
b,c=1 be=1 I=1
n+n +1 n' n+n'+1
k krrn/+1 n+1 b
+ N S URUldet - Y Uk
be=1 I[=1 b,c=1
n+n'+1 n+n'+1 n'
I ! !
-3 vtur et 2 S S URTiur e
b,c=1 be=1 I=1
n+n'+1 n'
+ E E UkUl Un +1
b,c=1
n+n +1 n—i—n +1 n’
be=1 I=1 s,t=1
n+n +1 n'
_2UZUTL/+1 UkUl ASA n+l
c“a w b0 st
be=1 I=1 s,t=1
n+n’+1
lrrn'+1 b kymn/+1 n'+1rm/+1
—oUlU )w - Y vt (50,)—Uc Ul
b,c=1
n+n'+1 n+n'+1
I
+§ UlUb)w + 20 § Ubel + UE Y Up i’
b=1
1 n+n’+1 n+n’ +1 n+n'+1
!
= —3 uf, Wb U"Jrl E kb —UF g Ug““lwb
b=1 b=1
n+n'+1 n+n'+1 n+n'+1
I I
—UFHE Y U+ 207 §j Ui +UF > Ut
b=1 —
n+n +1 n+n +1 n+n/+1

o D IR S R SR
c=1

donde obtemos,
n+n'+1 n+n’'+1

Ay — > Ukt + Y URM =0
c=1 c=1
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e, calculando

n+n/+1
n'+13c
R
c=1
n+n’+1 n+n'+1 1 n’
_ n'+1 l l n'4+1, n'+1
- § Uc < § <§ ( U b + Ubuca + Ua cb) - Ua Uep
c=1 b=1 =1
n+n'+1 n'
n'+1, n'+1 b lyrlym/+1 Ilyrlyrn/+1N, b
LU )w + QUIUIUY T + UUUY w )
b=1 I[=1
n+n +1 n' n+n +1 n/
_ n'+177l n'+1
=—= E E Urttulyt, wb +— E E Urttult w®
be=1 I[=1 be=1 I=1
n+n +1 n’ n+n'+1
n'+177l n'+1 n'+1, n'+1, b
—|— E E Urtiylyt,o® — Ur g Ul uy ™ w
be=1 I= b,c=1
n+n’+1 n+n’+1 n’
§ : n'+1rmm/+1, n'+1, b § 2 n'+1rrlyrlym/+1 b
+ Uc Uc uab w” A+ 2 Uc Uc Ub Ua w
b,c=1 be=1 I[=1
n+n'+1 n'
n'+1rrlrrlyn’+1, b
+ 3 S urtuiviuy e
be=1 I[=1
1 n+n'+1 n+n +1 n/
_ E n'4+1 b E : § : n/4+1 § s n+l
- _5 Ugp W U Ub( A A(z Ot
b=1 be=1 I=1 s,t=1
n+n +1 n/
! !
—2ULU ) + § oy § ALAL = UL ot
be=1 I=1 s,t=1
n+n'+1 n' n+n’+1
n/4+1 n/+1 n'+1ym/+1 lr7l b n'+1 b
—urtt N w (5d, —Urp 4y jUCUb>w + 3wt
b,c=1 =1 b=1
n+n'+1 n+n'+1
I ! ! i
+2U: +1 § : UgL +1wb 4 U: +1 § ’ ng +1wb
b=1 b=1
n+n'+1 n+n'+1 n+n’+1
i i ! !
2 : u b_U:—H § : Ubn+1wb_UCTLL+1 § : UgL—i—lwb
n+n'+1 n+n'+1 n+n'+1
! ! ! ! / !
_U: +1 § ng +1wb + U;L +1 § Ul')n +1wb o Ul’;l +1 § ng —|—1wb
b=1 b=1 b=1
n+n'+1 1 n+n'+1 n+n'+1
I !
+3U(§L +1 E : ng +1wb — § : ugLa—Hw dUk § : Uk
2
b=1 b=1
obtemos também,
n+n’+1 n+n’+1

Ayt = > Ur e+ >0 UM = 0.

c=1 c=1
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A existéncia de uma aplicacdo satisfazendo (3.42) segue, portanto, diretamente de uma

versdo adequada da Proposicdo 5 no Apéndice 2.4. Isto encerra a prova. O

Dada uma aplicacdo admissivel A : M' — SO,,4,+1 resolvendo (3.41), definimos um
referencial ortonormal {ea}”+” tlem $ ao longo de M" a partir do referencial E,, isto
é, satisfazendo (3.29) e (3.30). Os conjuntos correspondentes de 1-formas duais estdo
relacionados por

o8 = Ak (3.46)

Segue-se de (3.18) e (3.19) que a expressdo local para J; no referencial ortonormal

{ea}n—HL —|—1

kK _ /7 Al AT _n+k krrn/+1 _ /
Upy = (Ji€a, ep) = A Ay =2U0U) ™, k=1,...,n

!

n+1 _ /7 - n'+1yrn/+1 krrk
ul, ™ = (Jn1€as ) =0 — Uy U T+ E U U .
k=1
Entdo, definimos

R 1 , 4
0 = 50" = TlTAT ¢ (3.47)
onde 72 = ok + ol + o},

Em virtude desses fatos, podemos reobter a Proposicdo 6 no atual contexto.

Proposicdo 8. O referencial ortonormal admissivel obtido acima como solugdo da equagio
(3.41) satisfaz
A= A"10A, (3.48)
onde 0 = (0 i, é definida em (3.47).
Prova. E suficiente imitar a prova da Proposigdo 6 na Secao 3.1.1. 0
Finalmente, definimos as seguintes 2-formas
of =

(rhr, + 7, qu)ﬁp AT = (rherr, + Thm) AR Alw® AW, (3.49)

»J>IH
R

Entdo, podemos provar o seguinte resultado.

Proposicao 9. O referencial admisstvel definido acima como solugdo da equagdo (3.41) satisfaz
—Q =A"'0A4, (3.50)

onde © = (Of )i & definida em (3.49).
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Prova. Temos

ATMdA=w — A (3.51)
e
AN AAA+wAA+FAAw = -0 (3.52)
e, como ja foi provado,
A= A"10A. (3.53)
Assim
dA = dAT'AGA+ ATIAAA — ATTOAdA
— —A'dAANATYGA+ ATTAIA — ATVGAN ATNAA
= —(W=AAA+ATAIA - AN (w—]N)
= DAAAN—wWAA—AAw+ A'dIA.
Entretanto,

—Q = A= AA+WAA+FAAWw=AAN+ A1dFA
= A 9ANAT9A+ AT'dAA
= AN (dd+0N0)A.

Deste modo, calculando diretamente, tendo em vista as defini¢des, a primeira equagao

de estrutura (3.33) e a equacgdo (3.41) na forma dA = Aw — A), obtém-se:

- 1 1
iy = S (dA AW+ Aldw”) = o7y (dAf AW’ — Al AW’
1
= STin(dAp — AGef) Ao
1

= —57'[’;(14/\)2 Awb.

Todavia, AN = AA~1A = A. Assim, obtemos

N 1 A oNr 1 Nr 1 N
doy = —57'1]:«(914)1; A = _57'1}:"01@ N AW’ = _57—!]:"017 A 6P
1 o
— —Z—LTZI:,T;qu A ep

1 ~ ~
k _rnp q
— T Tig0" N 07

0F A O7 =
r ! 4
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Portanto, concluimos que

dd+0n0=6 (3.54)
e deduzimos, como afirmado, que
—Q=d\—AAA+WAAFAAw=ATOA.

Isto completa a prova da proposigao. 0

3.3 Existéncia de Imersdes Isométricas em Grupos de Lie

Soluaveis

Vamos escolher ntimeros naturais tais que n +n' +1 = m + m/. Estamos, deste modo,

em condicdo de enunciar e demonstrar o principal resultado desse capitulo.

Teorema 2. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada, simplesmente conexa e seja €
um fibrado vetorial Riemanniano real com posto m' de modo que & = TM & & é um fibrado
vetorial trivial. Fixamos um referencial ortonormal global {E, )77+ em 8. Sejam V e R,
nesta ordem, a conexio compativel e o tensor curvatura de 8 e V, V¢ as conexdes compativeis
induzidas em T'M e &, respectivamente. Definimos jk, jn’+1/ Le Q como em (3.18), (3.19),
(3.24) e (3.25), respectivamente. Supomos que estes campos satisfacam as equagoes

~

R=0 (3.55)

VE, .= —%jk, k=1,....n'n +1. (3.56)

Entdo, existem uma imersdo isométrica f : M — S e um isomorfismo f+ : & — TM*, onde

TM+* denota o fibrado normal ao longo de f, de modo que f+ é uma isometria, quando restrito
as fibras, e satisfaz

LVSV =VigflV, X eT(TM),V eT(E), (3.57)

SAII(X,Y) =V Y, XY el(TM), (3.58)

onde V- denota a conexdo normal em T M. A imersdo isométrica é tinica, a menos de escolhas

de um referencial global em § e movimentos rigidos em S.

Prova. A demonstragao segue as mesmas linhas da prova do Teorema 1.



Capitulo 4

Imersdes Isométricas no Espaco

Hiperbolico Complexo

No capitulo 2 apresentamos e demonstramos um teorema de imersdes isométricas em
grupos de Lie nilpotentes. Esse teorema, em particular, é verdadeiro para todos os
grupos tipo-Heisenberg (v. [24]). Em [14], Bendit Daniel demonstra um teorema de
imersdes isométricas em variedades homogeéneas, o que inclui, em particular, o espago
de Heisenberg 3-dimensional. No artigo mencionado, sdo apresentadas, de maneira
explicita, as equagdes de Gauss e Codazzi e certas condi¢des adicionais, as quais, em
conjunto, facultam a existéncia de imersdes isométricas. A saber, é provado o seguinte

resultado.

Teorema (B. Daniel em [14]) Seja M uma variedade Riemanniana orientada e simplesmente
conexa de dimensdo 2, ds* sua métrica (que também pode ser denotada por (-, -)), V sua conexio
Riemanniana e .J a rotagdo de dngulo 5 em T M. Sejam S um campo simétrico de operadores
S, : T,M — T,M, T um campo vetorial em M e f uma fungio suave em M tais que ||T||* +
ff=1.

Sejam E uma variedade homogénea 3-dimensional com um grupo de isometria 4-dimensional
e & seu campo vertical. Sejam k a curvatura da base e T a curvatura do seu fibrado. Entdo, existe
uma imersdo isométrica f : M — E tal que o operador de forma com respeito ao campo normal
unitdrio v associado a f é

dfoSodf!

78



Capitulo 4. Imersoes Isométricas no Espaco Hiperbélico Complexo 79

e tal que

E=T+ fv

se, e somente se, (ds?, S, T, f) satisfaz as equagdes de Gauss e Codazzi para E e, para todo

campo vetorial X em M, as seguintes equagdes sio satisfeitas:
VxT = f(SX —7JX), df(X)+(SX —-7JX,T)=0. (4.1)

Neste caso, a imersdo é tinica, a menos de isometrias globais de E que preservam as orientagoes

de ambas as fibras e a base da fibragio.

Essas tultimas equagdes sdo, efetivamente, as condi¢des adicionais suficientes e também
necessdrias para garantir a existéncia da imersdo. As equag¢des de Gauss e Codazzi
aparecem explicitamente nesse trabalho pelo simples fato de que o tensor curvatura de

E é dado por
<R(Xa Y)Zv W> = (/{ - 37—2)<R0(X7 Y)Zv W> + (li - 47—2)<R1(€a Xa Y)27 W> (42)
onde X,Y, Z, W sdo campos vetoriais em E e, por definicdo,
RO(X7 Y)Z = <X> Z>Y - <}/7 Z>X7
Bi(&XY)Z = (Y OZ, X + (Y, Z)(X,§)¢

Quando k = 0 e 7 # 0, obtém-se uma versdo do Teorema de Bonnet no grupo de
Heisenberg Nil3 que, em particular, € um grupo de Lie nilpotente de dimensao 3.

Entretanto, nesse capitulo apresentamos um teorema de imersdes isométricas no
espaco hiperbdlico complexo como um caso particular do Teorema 2.

Como no caso Nils mencionado acima, listamos explicitamente as equagdes de
Gauss e Codazzi e as condigdes adicionais pertinentes ao espago hiperbélico complexo

CH, em termos de campos distinguidos & e A, e tensores J; e J; a serem definidos e

interpretados geometricamente.

4.1 O Espaco Hiperbdlico Complexo CH

O espago hiperbdlico complexo é o grupo de Lie CHy, cuja dlgebra de Lie s é tal que

s=n®a=003;Da=[E,E]®[E]®[E,
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onde a = RA, n = v @ 3 é uma 4lgebra nilpotente e
{Elu E27 E27 E4}

é um referencial ortonormal invariante a esquerda. O colchete de Lie satisfaz as rela¢des
de Heisenberg
[Ela El] - [EQa EQ] - 07

[Ela EQ] = E3

e é estendido a a através das relacdes
1
[A, V] = EV, A, Z] =7
paraV € ve Z € 3. Denotamos

f::E3eA::E4.

4.1.1 Conexao Riemanniana em CH,

Definimos as constantes de estrutura de CH, por

4
[Ev, B =Y o}E;. (4.3)
r=1

Pelas relacdes de Heisenberg do colchete de Lie, temos, em particular, que as con-
stantes de estrutura de CH, sdo dadas por

(
L, i=1,7j=2 k=3

1 i=2 =1 k=3
i=k=1,2,j=4
=4 j=k=1,2
—1; i=k=3j=4
1, =4, j=k=3

| 0; nos outros casos.

Como vimos na Secdo 1.2, a conexdo de Levi-Civita CH, é dada por

_ _ 1 1 B 1
Va=0, Vx¥V=o(X,Y)A+ [X,Y], Vxd=-2X

_ 1 - = 1 c
VxZ=—gadyZ, VzA=-Z VX =-zadyZ, V;Z'=-(2,7)A
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para X,Y eve Z, 7' €.
Usando as expressdes para as constantes de estrutura e a conexdo acima, concluimos

que os simbolos de Christoffel de CH, sdo dados por

. - 1 1 3 k=4
I‘11 = <VE1E1aEk> = <_<E17E1>A+ _[EhEl]aEk) -
2 2 0; k4
mk — 1 1 %, l{j =
[y = (Vi B, Ey) = <§<E17E2>A + §[E1,E2],Ek> = 0 ks
fk_‘EE_ld*E_lEE_—%;k’:2
13— <VE1 3 k> o <_§a Elg’ k> - _§<£7[ 1) k]> - 0 & 7& 5
ok = 1 —%; k=1
Fl4 = <VE1A7 Ek) = <_§E1,Ek> = N " 7& .
1. _
— _ 1 1 -5 k=
5 = <VE2E17EI<:> = <—<E27EI>A+ —[E27E1],Ek> =
2 2 0: k+3
=k = 1 1 %; k=14
1—‘22 = <VE2E2aEk> = <_<E27E2>A+ _[E27E2]7Ek> -
2 2 0; k4
k N [ 3 k=1
Iy = (Vi Es Ey) = <_§adE2€, Ey) = —5(§, [Ba, Ei]) = 0 k41
=k = 1 —%; k=2
F24 = <VE2A7EI€> = <_§E2,Ek> = 0. By # )
b = (VeBr, Bi) = (—5ady, &, B) = =5 (&, [B By = 7
31 < gL, Ly 2 E.S) Pk o \S 1, Lk 0. k%Q
F32 - <V5E27Ek> = <_§adE'2£7Ek> = _§<§7 [E27Ek]> — - # )
=k = —1; k=4
I'ss = (V& Ey) = (—(§, A Ey) = 0 hsd
ik - -1, k=3
I's, = (VA Ey) = (=€ Ey) = 0 b3

I, = (VeE; E) =0.

Com essas expressdes para os simbolos de Christoffel, podemos calcular explicita-

mente o tensor curvatura de CHs.



Capitulo 4. Imersoes Isométricas no Espaco Hiperbélico Complexo 82

4.1.2 A Curvatura de CH,

Usando os simbolos de Christoffel de CH calculados na secdo anterior, vamos deter-
minar uma expressdo geral para o tensor curvatura de CHl, assim como em (4.2). Para

isso calculamos, inicialmente, todas as curvaturas seccionais de CHs.
Lema 2. As curvaturas seccionais de CH, siio dadas pelas constantes 1, —1 ¢ 5.

Prova. Consideramos o referencial invariante a esquerda { £y, Es, E5 = ¢, B4 = A}. Para
1<14,5 <4, temos
Rii; = (R(E;,E;)E;, E;) = (Vg Vg, Ei —Vg N5 E — Vg g Ei, E;)

_ <?Ei<§:rk Ek) Vi, <ZI‘”E;§> Vg, e Ei, Ej >

Assim, obtemos

Rigs = <?E1(f31E3) — Vi, (THE) — Vi, 5 B, E2>

SvEQAa E2>1_ SvEEla E2> - 17

1 - 1 -
= _§SVE1€27E3> _ESVEg,éa E3> - L_l’
] =2
2
_ _ 1 - 1
Riyy = —(Vig,egEr, Ey) = 3 (Ve B, A) = —,
———

Raps = (Via(ThB) = Vi (ChB) = Vi, B, Fs)
1
2

v v 47
=1 =—1
_ _ 1 = 1
R2424 - _<V[E2,E4]E27 E4> == <VE2E27 E4> = 7
-
Raszs = —(Vig,p)Es, Es) = (Vg,Es, By) = —1.
Isto encerra a prova do lema. O

Podemos agora apresentar o tensor curvatura de CH,.
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Proposic¢do 10. Para XY, 7 € X(CH,), tem-se

RX,Y)Z = —S({(X, (Y. 4) = (Y.EN(X, 4)) ((Z, ) A + (2, A)¢)

FHX ) (V08 + (¥, 4)4) = 1V 2) (X, 06 + (X, 4)4)

— |

FHUZE(V,6 X~ (X,67) — {Z A (Y. 4) X — (X, 4)Y)

+
AN SN FSCITN

(X x € A, Z) (3, A+ (Y, A)E) + 1(Z x € x A,Y)(3(X,6) A

_|_

—~

X, A)¢) + i(X x Ex AY)(3(Z,§) A+ (Z, A)¢)

F(IV.(Z,4) — (2,9, )X x € x 4
+1(12,6(X,4) — (X, (2, A)Y x € x 4
5 (V01X 4) = (X, 60V, A) +2(X x £ AY))Z x € x A

onde x denota o produto vetorial de CHy, tal que Ey x Ey x £ = A.

Prova. Todo campo vetorial X de CH, se decompde como X = Z?Zl z;FE;, onde x; =

(X, E;). Entdo, por trilinearidade,

Ademais,

R(E;,E))E, = VgVgEi— Vg Ve Ey — Vg, 5 Er

= vEi (f;kEu) - ij (f‘?kEM) - v[EivEg‘]Ek'

Em particular, temos

R(E),B)E, = Vi, (T5E,) — Vi, (T%EL) — Vi, 5 Ex

( —

Ve 3VRA-VE, = B, k=1

—— ——

=—15, =—3E; =-1E,
évE1A %VEQS_VgEQ = _Ela k=2

_ e e )
%vElEl +% Vi, Es — vgﬁ = %Av k=3

—— —— =

:%A :%A =—A
3V Es+3VpE = VeA = 36 k=4,

1 1 é‘

=3¢ =—35¢ ==
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R(ElyEB)Ek = vE1 (fngu) - VE’s (FTkE#) - v[El:ES]Ek

VR B-LTA - e b1
—— ~—~—
-1 ¢
T T
—— ~—
_ YU
—vElA‘i‘%ngg = %El, k’:?)
=—1F =1p
— Vel +5 VB, = 1By, k=4,
=—3E =—1E>

R(Ey\,E)E, = Vg, (T'WE,) — Ve, (T"E.) — Vg, gy Er

N |+
<}
- Eﬂ
&
Il
=
A
ol
I
[\]

N~
<
&=
as
I
|
=
5
w
Il
w

ol
53|
[

_%Ela k = 47

2
&
s

|

R(Es, E5)E, = Vi, (I4E,) — Vi, (T5EL) — Vie, p) B

AVnE 4L Vel = —3A, k=
:%A =—A
19nB VA = d6 k=2
_ ) e
~VpA—IVE, = 3B, k=3
Z*%Eé Z—%Ez
~Vpl+iVeE, = —1BE, k=4,
L =1E :%E1
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R(EQaEzL)Ek = vEz (kaEu) - ?sz (fngu) - ?[E27E4]Ek

Ve,By = -3 k=1
——

R(Es, E0)Ey = Vi (ThE.) — Vi, (T5Eu) — Vig.z) Er

VeEB, = —3E,, k=1
B VeE, = LB, k=2
N Ve = A k=3
VeA = —=¢ k=4

\
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Usando estas expressdes, obtemos

R(X,Y)Z

4
> wiyaR(E;, Ej) By

i.jk=1
4 4
Z inijk-R(Ei,Ej)Ek + Z Zl’iyjsz(Ei,Ej)Ek
1<i<j<d k=1 1<j<i<4 k=1
4
Y D (wwys —ay)aR(E, E)E;
1<i<j<d k=1

4

4
(12 — T2lh Z 2 R(Ey, Ey) By + (21y3 — x301) Z ZkR(Eh E3)Ey
— k=1

k=1
4 4
+H@1ys — zayn) Y 2 R(Ey, Ea) By + (w2ys — 23y2) > 2 R(Ea, E3) By
h=1 k=1

e~
e

+(Toys — Tay2) Y 2k R(Fa, Ey)Ex + (w3ys — 24y3) Y 2k R(Es, Ey) Ey
=1 1

3 1
(951?J2 - x2y1) (21E2 — b + 52314 + §z4§>

1 3 3 1
+(x1y3 — x3Y1) (—215 + ZZZA + ZZ3E1 + ZZ4E2)

+(r1ys — xa0n) | =
4 4 4 4
+(T2ys — T4Y2)

3 1 3 1
+(ways — x3y2)< — =21 A+ —28 + —23Fy — —Z4E1)
sy — ways)
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ou

ou

3 1
VZ = x12192Es — yazex By + 53313/22314 + §x1y224§

3 1
—y1 2129y + Tozoy1 By — 59@22314 — 591952&15

1 3 3 1
+71x121y3£ + Zﬂhzzy?)A + Zy323$1E1 + Z$1y324E2

1 3 3
—Z?lelesf - ZylzﬂsA - Z$323y1E1 - 191933Z4E2
1 1 1 1
+Z$1Z1y414 + Z$122y4§ — Z$1Z3?/4E2 — 1y424$1E1
1 1 1 1
—Z%Zﬂwfl - Zy1221’45 + 1y123$4E2 + Z$4Z491E1
S Eas At o mays + Syszata B — ~wayszall
421$2y3 4x222y3 4?J3Z3$2 2 4$2y32‘4 1
+3 A L & 3 Esy + L FE
—21Y2Z3 A — —Yo2ox3E — — 232 —YaX3%
41y23 4y223 4333/22 43/2341

1 1 1 1
—ZZ1$2?/45 + Z$222y4A + Z$22394E1 — 19424962532

1 1 1 1
+121y2$€4§ - Zszﬂ‘*A — 1y223$4E1 + 13642492E2

1
—521953?/4]52 + 522563244/?1 — T323Ys A — Yazawsé

1 1
+§Zly3$4Ez — §Z2y3$4E1 + Y3234 A + T424y3E

—2323Ya A — Yaza03E + Y32304 A 4 T424Y3E

1 1
+Z<I121 + 229) (ys€ + yaA) — Z—l(ylzl + Yo22)(23€ + 24 A)

3 3 1
+Zysz3($1E1 +29Fy) — 1-1323(3/15’1 + Yo Eo) + 1(3192 — 29y1)x4€

1 1 3
—Zy424(x1E1 + x9Fs) + Z$4Z4(91E1 + yo o) + 1(%22 — 21X9)Yys A

3 1 1
——(y122 — 21Y2)x3A + —(T120 — 2102)Ya€ + = (T1Y2 — Y172) 24€

4 4 2
1 1 1

—ZZ3y4($1E2 —zoBy) + ZZ3$4(91E2 — Yo F) + 5903594(22571 — 21 E5)
1 1 1

+§y31‘4(2’1E2 — 2F) + 1y3Z4($1E2 —x9Fy) — Z$3Z4(3/1E2 —y2 Fy)
3

+§(:v1y2 — 1122)23A + y122(22 B — 21 E) + 21ya(21 By — 22 E1).
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ou, ainda,

RIXY)Z = —(X.E)/(Z.E)(Y, AYA — (Y, A)(Z, A)(X, €)¢
LY, ENZ,E)(X, A)A 4 (X, A)(Z, AVY.€)¢
L0, 2) - (X(Z.6) — (X, ANZ A (Y )6 + (V. A) A)

4
‘i“y’ Z) — (Y, E)(2,&) — (Y, AN(Z, A)((X, )€ + (X, A) A)
+Z@¢foxX—<X£ﬁ—¢&Awﬂ
X ENZ Y~ V.06~ (¥, A)A)

_}La/, ANZ, AY(X — (X, €)€ — (X, A)A)

+&¢&AMZANY—KKQ§—G®®A)

3

FHX X Ex A Z)YVOA -2V x £x 4, Z)(X, )

+i<x x & x A, Z)Y, A + %(X x & x A, YNZ, A)§

2O, AX X € x At UZEX,AY x € x A

HXOWAZ X Ex At LV.E(X.A)Z X Ex A

FRVENZAX X Ex A= (X,{Z,A)Y x £ x A

+;XxngYxZQA+EMX§XAYNKAK

HX XEXAY)ZXEx A
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e, consequentemente,

RXY)Z = —(XE(Z,O, A4 (Y, 4)(Z, A)(X, £)¢
HY,EZEX, A+ (X, 4)(Z, A)(Y, €)¢
F2UX, 200,006~ LK, 02,6V, 68 — 1{X, A2, A)(Y e)e

F (X Z) Y, AV A — (X ENZ, )Y, AVA = (X, A)(Z, A)Y, A)A

V2N X006 + LUV E (26X, 06 + (Y, A)(Z, AN (X, £)¢

Y2 X, A A+ LY ENZ,(X, A A+ (Y, A)Z, A)X, A

w

FAVZ,6X — HY.OZ, (X6~ HV,E(Z,6)(X, 4)4

SV AN(Z, VX + (Y, AN(Z, ANX, €06 + (Y, ANZ, A)(X, ) A

Qo >~

FHXANZ AN — (X, ANZ, AY Y, )6~ T{X, A)(Z, A)Y, A)A
+Z<X X & x A, Z)Y,E)A — Z<Y X Ex A, Z)(X, §)A
%(x x & x A, Z)Y, A + %<X x Ex A Y)(Z, A)§

+g<x X EX A YNZ A+ i(z x & x A Y )X, A)

_i<z,g><y, AVX xEx At i<z,5><x, AY x € x A
X O AVZ X € x At (V€)X A)Z x £ x A

P2, A)X X Ex A— (X2, A x & x A

HX X EXA YV xE XA
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Finalmente, eliminando alguns termos, obtemos

RXY)Z = —(X.O0Z,6(Y, A= SV, ANZ AN (X6 + (¥, ENZ,6)(X, A)A

(X ANZ, A, €6+ 11X, )Y, €6 + (X, 2)(Y, A)A

— V2N X606 — LY. 20X A+ LY. ENZ.X - (X.E(Z,6Y
Y, 6)A

>

_i<y,A><Z,A)X+ i(X,A><Z,A)Y+ Z(X X EX A Z)

—~

_Za/ X EX A, ZNX, E)A + i<X X Ex A, Z)(Y, A)E
+%<X x € x A, YWZ, A + §<X X EXAY)(Z,6)A
P02 X Ex AYYX, A)E — 1(Z,E)(Y, A)X x € x A
P2 AY X Ex A (XY, A)Z x £ x A
PO (X AZ X € x A+ L(V.E)(Z,A)X x € x A

_i<X7§><Z7A>Y><§><A+<X><§><A,Y)Z><£><A

e, portanto

RIXYIZ =~ (1,00, A) — (VX 4) (7,64 + (7, A))
F D) (V08 + (¥, 4)4) = 1Y 2) (X6 + (X, 4)4)
FHZO((Y,0 X~ (X,0Y) - 1(Z A (¥, 4) X — (X, A)Y)
+i<X x Ex A, Z)(3(Y,§) A+ (Y, A)E) + i(z x Ex A Y)(3(X,6)A
+(X, A)¢) + }1<X x & X AY)Y(3(Z,§) A+ (Z, A)¢)
+i(<Y, ENZ,A) —(Z,E)(Y,A)) X x Ex A
FH{Z.6(X.4) — (X Z.A)Y x & x A
+%(<Y,§>(X, Ay — (X, (Y, A) + 2(X x EX AY))Z x € x A

Com isto, demonstramos a proposicao. O

Utilizamos a seguir esta expressdo explicita do tensor de curvatura, a fim de obter

as equacdes de Gauss e Codazzi apresentadas na proxima secéo.
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4.2 As Equacdes de Compatibilidade em CH

Seja (M3, (-,-)) uma hipersuperficie orientavel em CHj,, orientada pelo campo normal
unitario v. Seja T} a projecdo do campo vetorial £ sobre o fibrado tangente 7M. Ade-

mais, podemos considerar a funcdo f; definida por:

fl = <V7€>'

E claro que

=T+ fiv. (4.4)

Uma vezque ¢ € um campo de vetores unitarios, temos
1T3]]* + f7 = 1.

Similarmente, seja 7> a projegdo do campo vetorial A sobre o fibrado tangente 7M.

Ademais, podemos considerar a fungdo f> definida por:

f2 = <I/7 A)

E claro que

A= T2 + fQV. (45)

Dado que A é um campo de vetores unitarios, temos

1Ta|* + f5 = 1.
Estamos considerando em s o produto vetorial x tal que

EixFEy,x¢E=A
ou seja, estamos supondo que

det(Ey, B, &, A) = 1.
Deste modo, temos
Ei1xEéEXA=Fy, e Eax&{x A=—E).

Interessa-nos, agora, apresentar as condi¢des adicionais para o teorema de imersao

isométrica em CH,. Inicialmente, calculamos o seguinte.
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Lema 3. Para X € X(M), temos
— 1
Vx§ = —§X x{xA—(X,§A

Prova. Observamos que

3 3
_ B o 1
vElg - § :<VE1§7 EZ>E7, - E le3_E'z = —§E2,

i=1

vEQé- =

3
_ . 1
<VE2£7E1'>E1' = ;FBEi = §E17

i=1
3

(VA& E)E; =Y TiuE; =0.
=1

=1
3
)
i=1
— 3 — 3 — .
Vel = Y (V& E)E; =) ThEi=—-Ae
i=1
3
Vil = )
i=1

Assim,

Vxé = (X, B)VEE+ (X, E) Vi, + (X, §) Vel + (X, A)V 4¢
= X BB + 5 (X, B E — (X, )4

2

= —%(X, E)E; x Ex A— %(X, Ep)Ey x § x A—(X,§)A

1
= _§X X 5 X A— <Xa§>Aa
(6] que encerra a prova. ]

Estamos agora aptos a apresentar as condi¢des adicionais.

Proposicdo 11. Para X € X(M), temos

ViTi = fiSX — % P X + % FDbX — (X, TV, e (4.6)
dfi(X) = —(SX,T)) — %(X, ) — %(X X< Ty x Ty, ) (4.7)
e
VxT, = foS5X — %X — %(X, )T, + %<X, )Ty, e (4.8)
dfy(X) = —(SX,T) — %(X, T fi+ %(X, ) fo, (49)

onde S é o operador de forma de M e

JX =X xT, xv, parai =1,2. (4.10)
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Prova. Por um lado, temos

Vx¢é = Vx(Ti + fiv)
= ?XTl—Fdfl(X)V—Fflﬁxl/
= VxTi — f15X + ((SX,T1) + df1(X))v.

Por outro lado, deduzimos que

Vxé = —%X XEXA—(X,6)A
= —%X x (Ty + fiv) x (Ty + fov) — (X, T1 + fiv)(Ty + fov)
— —%X x Ty x Ty — %ng x Ty X v— %le xvxTy— (X, T1)Ty — fo( X, Th)v
— —%fgle + %flng — (X, T\)T, — (%(X x Ty x To,v) — fo( X, Th))v.

Assim, concluimos a primeira parte igualando as partes tangentes e normais destas

expressoes. Para concluir a segunda parte, ressaltamos que, por um lado,

VxA = VX +[X, Al = [X + (X, 1)) + (X, Ty)A, Al

= (X, A+ (X, Tl A] - AQX, T = 2% — (X, Ti)e
1

= —5 (X — (X, T)¢ — (X, D) A) — (X, Th)¢

— _%X—%(X,T1)§+%<X,T2>A

_ _%X—%(X,TI)(TlJrflV)Jr%<X7T2>(T2+f2y)

= X XTI A (X4 (— (X TR+ 5 (X T )

onde X := (X, Er)Ey + (X, Ey) Ey. Por outro lado, obervamos que

va = vx(Tz‘f‘sz):vXT2+f2vXV+df2<X)V
= VxTQ—fQSX+ (<SX,T2>+df2<X))I/
Agora, igualando as partes tangentes e normais dessas expressées, concluimos a prova

da proposigéo. O

Vamos agora, efetivamente, apresentar as equacgdes de Gauss e Codazzi para a imersdo

M3 — CHQ
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Proposi¢ido 12. Para X, Y, Z W € X(M), temos

(RIX,Y)Z,W) = —

(R(X,Y)v, Z)

(X, T)(Y. To) = (Y TO(X, 1) ((Z, TW, Ta) + (2, To) (W, Th)
+=(X, 2) (Y, TO(W, T) + (Y, To)(W, T))
(Y 2) (X, (W, Th) + (X, To) (W, T))
+H{Z,T) (V. T) (X, W) = (X, (Y, W)

——(Z, To) ((Y, Te) (X, W) — (X, To)(Y, W))

+

— [lI X, Z) + [2( X, Z)) (3(Y, Th) (W, To) + (Y, To) (W, Th))

+

— [i(hZY) + o S Z,Y ) B(X, T1) (W, Ta) + (X, To) (W, T1))

+

— fUlBXY) + ol LX) (3(Z, T (W, Ty) + (Z, To) (W, T1))

_|_

(Y, T01)(Z,To) — (Z, T\)(Y, T3)) (= fi{oX, W) + fo{ 1 X, W)

+

(- )
(Z, )X, Ta) — (X, T1){Z, To)) (= fr{LY, W) + fo( 1Y, W))
)) )

_l_

YV, T\N(X, Ty) — (X, TINY, o)) ( — fi{ o Z, W) + fo L Z, W)

e e e e e T

— l\DI}—‘p-JkIH%IH#IH%IH%IP—H&li—‘%IWH&IH% el

_|_

— WX Y) + fo{ o X, Y)) (= fi{ 22 W) + fo( L Z, W),

- —%((X, T, Ta) — (Y, TO)(X, T2)) (f1{Z, To) + f2{Z,T))

+2f1(<Y, ) (X, Z) — (X, Ti)(Y, Z))

LRI (X, Z) — (X, Tu)Y. 2))

+

(X x Ty x Ty, v)(3(Y, T1){Z, Tz) + (Y, Tu)(Z, T1))

—— (Y x T} x Ty, >(3<X, T)(Z,Ts) + (X, To)(Z, Tl))

+

— filhX,Y) + (W X.Y))) (3/1{Z,T2) + f2(Z,T1))

+

LY. T) = [V To) (= (X, Z) + {1 X, Z))

+
[\3|»—>J>|>—w-l>|i—>-lkl>—w>liﬂrl>|’—‘4>

N /N N

FUX. To) — o X, T0)) (= fi{ Y, Z) + fo( 1Y, Z))

(Y, T1)(X, To) — (X, T0)(Y, To))(Z x Ty x Ty, v)
f1<J2X7 Y> - f2<J1X,Y>)<Z x T X T27U>.

=
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Prova. Dado X € X(M), temos (X,§) = (X, T7) e (X, A) = (X, T3), em virtude das

decomposicoes (4.4) e (4.5). Da Proposicao 10, inferimos

ROXCYIZ =~ (1,00, A) — (VX 4) (7,64 + (7, A))
%&(X, ZY((Y, )¢+ (Y, A)A) — i(Y, Z)((X,6)¢ + (X, A)A)
FUZOVE) X~ (X,0Y) — (2 A, 4) X ~ (X, A)Y)
+i<X x Ex A ZY(3(Y, ) A+ (Y, A)E) + i(z x &x A Y)(3(X,6)A
+(X, A)¢) + i(X x & X AYY(3(Z,§) A+ (Z, A)¢)
+i(<Y, ENZ,A) —(Z,E)(YV,A)) X x Ex A
F1(IZ.6(X,4) — (X, 67, A))Y x £ x A
+%(<Y,§>(X, A) — (X, (Y, A) + 2(X x EX A Y))Z x € x A

Ademais, podemos observar que, para todo X € X(M),

XXgXA = XX(T1+f1V)X(T1+f2V>
= XX(T1+f1V)XT2+f2XX(T1+f1V)XV
= XXTlXT2+f1XXVXT2+f2XXT1XV

= <X X Tl X Tg, l/>l/ — flJZX + fleX.

Assim, obtemos

(X xExAY) =—-[i(1iX,Y) + fo{X,Y),
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para quaiquer X,Y € X(M). Usando essas expressdes, obtemos

RX,Y)Z = —((X, T\, To) — (Y, TI(X, To)) ((Z, T\) A + (Z, T»)¢€)

(X2 (VT + (Y, T} 4) = 0, 2) (X TE + (X, ) A)

2T (T X — (XL T)Y) - %(Z, T (Y. Ty) X — (X, T)Y)

+

— [N X, Z) + fo( X, Z)) (3(Y, T1) A + (Y, T2)€)

_|_

— [I{WZ,Y) + [o{ 12 Z,Y)) (3(X, T1) A+ (X, T5)€)

_I_

— [{LXY) + [ LX,Y)) (3(Z, TV A+ (Z,Ty)€)

<Y, T1><Z, T2> <Z T1 Y TQ ) X X T1 X T2 >V — f1J2X —|—f2J1X)

+

(«
)

+
— wl»—wbln—phlH»bl}—l.hl»—qkh—whlw%lr—twlr—\

<Z, T1><X, T2> X Tl Z T2 ( Y X Tl X TQ, V)V — f1J2Y —+ f2J1Y>

+

—_—~ o~ o~ o~ o~~~

YV, T\NX, To) — (X, T\NY, T0)) ((Z X Ty x Ty,v)v — frJaZ + fo]1 Z)

_|_

— [l X)Y) + ol X, Y))((Z x Ty x To,v)v — filoZ + f2 )1 2).
Finalmente, temos

(RX,Y)Z,W) = —s (X, i) (Y, To) — (Y, Ti)(X, T2)) ((Z, T))(A, W) + (2, T2) (€, W)
+ (X, Z) (Y ) (€ W) + (Y. T2) (A, W)
—2 (Y, Z) (X, T0)(€, W) + (X, To)(A, W)
+{2, 1) (Y. Tn) (X, W) = (X, Ty)(Y, W)

<Zv T2> (<Y> T2> <X> W> - <X> T2><Y> W>)

— [l X, Z) + fol X, Z)) (3(Y, Th) (A, W) + (Y, To)(E, W)

_|_

_|_

— (W2, Y) + o J2Z,Y)) (3(X, Ti) (A, W) + (X, To) (€, W)

+

+

(Y, T0)(Z, ) — (Z, TL){Y, Ts))

+

(

( ))
(= fi{hX,Y) + f2( X, Y)) (B(Z, T0) (A, W) + (Z, To) (£, W))
( FULX, W) + fo( i X, W))
( )
( )

(-
(Z,T) (X, Ts) — (X, Ti)(Z, T5)) (= fi (Y, W) + fo LY, W)
))

+
AN R R IR RRIERERIERERIEREARIRRIWORI RN

(Y, T1)(X, To) — (X, )Y, T2)) (= fi{Z, W) + fo( 1 Z, W)

+

— [i{h X)Y) + fol o X, Y))(— fildeZ, W) + fo W Z, W))
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Da Proposicdo 10, também temos

RX, Yy = —o((X, (Y, A) — (Y, E)(X, 4)) ((n, HA + (v, A)¢)

P (V.08 + (Y, A)A) = LV (X068 + (X, 4)4)

P2 O(V.6 X~ (X,07) — 1 AV 4) X — (X, )
(X X Ex A1) (3(Y, A + (Y, A)¢)
+= (v x Ex AY)(3(X, A+ (X, A)E)

+(X X EX AY) (3, &) A+ (v, A)¢)

+

(YV.E) (v, A) — (n, )(V, A)) X x £ x A

_I_

(v, (X, A) = (X, ), A))Y x ¢ x A

+

(Y, E/(X,A) = (X, )V, A) + 2(X x EX A Y))r x Ex A

e N e N N N

(X, T )Y, Ta) — (Y, T1)(X, T2>) (flA + f2§)

_I._
S~

(YT X — (X T)Y) — {A(YT) X — (X, T)Y)

+= (X x Ty x Ty, v) (3(Y, T1) A + (Y, T5)¢)

_I_

(v X Ty % To, V) (3(X, T1) A + (X, To)€)

+

— fi{ DX, Y) + [, iX,Y))) (BFLA + f2€)

+
_ l\JIi—rblH%IH%I»—H&I)—H&ID—*»lklool\al»—wl»—whlb—%l»—ubll—uhlb—qklr—uh W — N

f2<Y T1> f1<Y T2>) (<X X T1 X TQ, V>I/ — f1J2X + fQJlX)

+

f1<X TQ) f2<X T1>) (<Y X T1 X TQ, I/>l/ — f1J2Y + f2J1Y>

_|_

(Y, 1) (X, To) — (X, T0)(Y, To))v x Ty x Ty

_I_

f1<J2X, Y) + f2<J1X, Y))V X Tl X TQ.
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Finalmente, concluimos que

_ 1

(ROCYIZ) = =5 (T T) = (VT ) (F1(Z.To) + o2, T3)
F2R(YT) (X, 2) — (X, TV, 2)

_ih((Y, T) (X, Z) — (X, T){Y. Z))

+i(X x Ty x T, v) (3(Y, T1)(Z, To) + (Y, To)(Z,Th))

_I_

(v x Ty x T5,Y) (3(X, Th){Z, Tz) + (X, To)(Z,T1))

+

— [i{ X, Y) + fo( /1 X, Y>)>(3f1<Z, Ts) + f2lZ, T1>)

_|_

LY, Th) = A, To) (= filX, Z) + fo{ 1 X, Z))

_|_

f(X, To) = foAX, T0)) (= f1( Y, Z) + fal 1LY, Z))

+

(Y, T\ (X, Ty) — (X, TI)Y, T5)) (v x Ty x Ty, Z)

N e e N e N e e e

_I_

— [1(LX,Y) + fo(hX,Y)) (v x Ty X Ty, Z),

encerrando a demonstracao. OJ

Sejam V a conexdo riemanniana de M, R o tensor curvatura de M, i.e.,
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —Vxy|Z,

e S o operador de forma de M, associado ao campo normal unitédrio v, ie., SX =
—Vxv. A partir da Proposi¢do 12, obtemos as equagdes de Gauss e Codazzi. Mais

precisamente, concluimos que:
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Corolario 1. As seguintes equagdes sdo verdadeiras para quaisquer X,Y, Z em M — CHy:

R(X.Y)Z = (SX,2)SY —(SY,Z)SX

_%(<X, 1Y, To) — (Y, T1){X, T3))

+1 (X, Z)((Y, T0) Ty + (Y, To)T) —

(Z,T)Ty + (Z, T)T)

Y, Z)((X, )Ty + (X, T5)T3)

Qo |
=~

<Z T1>(<Y> T1> X - <X7 T1>Y) - Z(Za T2>(<Yv T2> X - <X7 T2>Y)

— [Ul(hX, Z) + fo( X, Z)) (3(Y, T\) Ty + (Y, T2)T)

_|_

+

— Il Z,Y) + fo( 12, Y)) (3(X, T1) T + (X, T»)T1)

— [UDLXY) + o X, Y)(3(Z. TW)Ta + (Z,T2)Th)

+

+
— [\3|H4>|>—w>|»—u>lr—w>li—u>l>—w>l

Y, TWW(Z,Ta) — (Z, T)){Y,T3)) (= fiJoX + f2/1X)

_l_

—_—~ o~ o~ o~ o~ o~

(-
(Z,Ti)(X,T) — (X, Th){Z,T3) )( JioY + foiY )
Y, T\)(X, To) — (X, TW)(Y,15)) (= i Z + fo 1 Z)

— (L X)Y) + fo 2 X, Y>)(— fidaZ + f2J1Z)

—

VxSY —VySX - S[X,Y] = _%«X, )Y, To) = (Y, T1)(X, To)) (1iT2 + f2Th)

+o AT X — (X, T)Y) — }lfz(ﬂ/, ) X = (X, T)Y)

+ (X x Ty x Ty, v) (3(Y, T1) Tz + (Y, T5)T})

+

AN N R R RR PR R R ERW

(v x Ty x T, Y) (3(X, 1) T + (X, T5)T)

= [i{X,Y) + (WX, Y))) BAT: + foT1)

+

+

LYV, T) = (Y, To) (= fihoX + fo i X)

JUX. To) — fo(X,T0)) (= frleY + f2 1Y)

_l_

YV, T\NX, Ty) — (X, TI)(Y, To))v x Ty x T

+

— f1<J2X, Y> + f2<J1X, Y>)l/ X T1 X TQ.
Estas sdo, respectivamente, as equagdes de Gauss e Codazzi.

Definicdo 3. (Equagdes de Compatibilidade) Dizemos que os dados ({.,.), S, T1,Ts, f1, f2)

em M satisfazem as equagoes de compatibilidade para CH, se, e somente se, para quaiquer
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X.,Y,Z € I'(T'M), as equagoes de Gauss e Codazzi e as equacdes (4.6), (4.7), (4.8) e (4.9) sdo

satisfeitas.

4.3 Existéncia de Imersoes Isométricas em CHj

Tendo em vista essas consideragdes e o teorema geral de imersdes isométricas para gru-
pos de Lie soltveis apresentado no capitulo 3, podemos enunciar agora um teorema

de imersdes isométricas para o espaco hiperbélico complexo CH.

Teorema 3. Sejam M uma variedade Riemanniana orientada e simplesmente conexa de di-
mensdo 3, (-, -) a métrica em M, V a conexdo compativel correspondente e J; os endomorfismos
em T M dados por

JX=XxT;,xv, i=1,2,

onde T e T; sdo campos vetoriais em M e v é uma secgio global no fibrado trivial M x R. Seja
S um campo simétrico de operadores S, : T,M — T, M e sejam f, e fo funcoes suaves em M
tais que ||T;||*> + f? = 1, para i = 1,2. Entdo, existe uma imersio isométrica f : M — CH,
se, e somente se, ({.,.), S, T1,Ts, f1, f2) satisfazem as equagdes de Gauss e Codazzi para CHj e,

para todo campo vetorial X em M, as seguintes equagdes sdo satisfeitas

ViTi = fSX - % FiX + % FbX — (X, T\, (4.11)
df(X) = —(SX,T}) — %(X, ) — %(X < Ty x Ty, v) (4.12)
e
ViTy — fSX — %X - %(X, TOT, + %(X, T, (4.13)
dfp(X) = —(SX,Tp) — %(X, T fi+ %(X, ) fo, (4.14)

ouseja, ({.,.), S, 11, Ty, f1, f2) satisfazem as equagdes de compatibilidade para CHo.

Prova. O Teorema decorre do Teorema 2. Basta obervarmos que a condigdo (3.55) re-
sume as condi¢gdes de Gauss e Codazzi (a equagdo de Ricci sendo, neste caso, trivial).

As condigdes adicionais sdo abreviadas na hipétese (3.56). O
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