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Resumo

Neste trabalho, demonstramos teoremas estabelecendo condições suficientes para a

existência de imersões isométricas com curvatura extrı́nseca prescrita em grupos de

Lie nilpotentes e solúveis, isto é, grupos de Lie N, S cujas respectivas álgebras de Lie

n, s são da forma n = z⊕ v com

[v, v] ⊂ z, [z, v] = {0}, [z, z] = {0},

e s = z ⊕ v ⊕ a, onde z ⊕ v é nilpotente, a = RH é um fator unidimensional, com o

colchete de lie estendido a a através das relações

[H, E] =
1

2
E, [H, Z] = Z

para E ∈ v e Z ∈ z. Obtemos assim uma generalização do Teorema Fundamental da

Teoria de Subvariedades em Rn e, em particular, obtemos resultados de imersão em

todos os grupos tipo-Heisenberg e em todos os espaços de Damek-Ricci.
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Abstract

In this paper, we prove theorems establishing sufficient conditions to existence for iso-

metric immersions with prescribed extrinsic curvature in two-step nilpotent Lie groups

and solvmanifolds.

We obtain a generalization of the Fundamental Theorem of Submanifold Theory in

Rn and, in particular, we one has immersion results in the generally Heisenberg type

groups and Damek-Ricci spaces.
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Introdução

Atribui-se ao geômetra O. Bonnet o usualmente denominado Teorema Fundamental

da Teoria de Superfı́cies, cujo teor pode ser resumido como a prova de que, caso

satisfaçam formalmente as equações de Gauss e Codazzi, duas formas quadráticas

dadas em um aberto simplesmente conexo do plano, uma das quais positiva-definida,

podem ser realizadas como a métrica induzida e a curvatura extrı́nseca de uma su-

perfı́cie imersa no espaço euclidiano. O mérito incontestável do teorema é estabelecer

um prolı́fico enlace entre a teoria de superfı́cies e a análise de equações diferenciais par-

ciais. Isto graças ao fato de que, apresentadas em termos de componentes locais, as for-

mas quadráticas satisfazem a um sistema sobre-determinado de equações de primeira

ordem, cujas condições de compatibilidade são justamente as equações fundamentais

de Gauss e Codazzi.

A linguagem de fibrados principais presta-se exemplarmente ao enunciado preciso

de extensões naturais do Teorema de Bonnet a teoria de subvariedades em formas es-

paciais, como demonstradas segundo uma notável variedade de formas na literatura,

a exemplo de [9], [22], [28], [34] e [36]. A despeito da diversidade de formulações, o

Teorema Fundamental da Teoria de Subvariedades em formas espaciais assenta-se na

possibilidade de construir-se sobre a variedade a ser imersa um fibrado vetorial com

curvatura nula. As equações de Gauss, Codazzi, acrescidas da equação de Ricci, que

regula a curvatura do fibrado normal, são vistas como condições suficientes para a e-

xistência de um referencial ortonormal paralelo no fibrado, o qual mimetiza o referen-

cial canônico no espaço euclidiano. Naturalmente, o fibrado passa a ser representado

como o ambiente euclidiano em que imergimos a variedade. Uma variante interessante

desta idéia, com curiosas interpretações em termos da Teoria de Elasticidade, pode ser

lida em [7] e [8].

Embora constituam um sistema de equações diferenciais sobejamente dı́ficil de ma-

3
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nipular, as equações fundamentais de Gauss, Codazzi e Ricci são ferramentas indis-

pensáveis ao estudo de existência e unicidade (rigidez) de subvariedades em espaços

de curvatura constante. Surpreendentemente, em casos de notório interesse geométrico,

como o estudo de superfı́cies mı́nimas e, mais geralmente, de superfı́cies de curvatura

média constante, as equações de Gauss e Codazzi correspondem a equações ampla-

mente estudadas via ferramentas de sistemas integráveis. Este é o caso da precursora

representação de Weierstrass para superfı́cies mı́nimas, que relaciona o teorema funda-

mental a equações de Cauchy-Riemann e cuja formulação recente, baseada em textos

clássicos, vincula tais superfı́cies a análise do operador de Dirac em superfı́cies de Rie-

mann. Nestes exemplos, e em tantos outros cuja enumeração não é o nosso enfoque

presentemente, o teorema fundamental é o arcabouço derradeiro para validar teoremas

de representação ou teoremas de equivalência.

Estas considerações per si talvez justifiquem por que, recentemente, assiste-se a um

considerável esforço de pesquisa sobre teoremas de existência de imersões isométricas

em espaços mais gerais. A tônica de diversos artigos na literatura pertinente é a

investigação das condições de integrabilidade para superfı́cies em espaços homogêneos

de dimensão três, entre os quais as formas espaciais tridimensionais figuram como

os exemplos com quantidade máxima de movimentos rı́gidos independentes. A lista

completa destes espaços é já amplamente conhecida, em função dos primeiros esforços

na direção da geometrização do Teorema de Poincaré, e inclui, como exemplo, o grupo

de Heisenberg de dimensão três. A propósito, referimos o leitor a [33] e [37].

Os artigos [14] e [15] são, do nosso conhecimento, os primeiros trabalhos em que são

descritas versões do teorema fundamental para, respectivamente, imersões isométricas

em produtos riemannianos de um espaço de curvatura constante por uma cópia da

reta real e nos espaços homogêneos com grupos de isometrias de dimensão quatro.

Posteriormente, resultados similares sobre imersões em produtos semi-riemannianos

de formas espaciais foram demonstrados em [23] e [38], adaptando as idéias apresen-

tadas em [14]. Em [26], formula-se um teorema de existência de imersões isométricas

no modelo solúvel de um espaço homogêneo de dimensão três com grupo de isome-

trias também tridimensional.

A estratégia adotada por B. Daniel é impor, ao lado das equações usuais de Gauss

e Codazzi, condições adicionais que, de certo modo, prescrevem a posição relativa da
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superfı́cie imersa com respeito as linhas de fluxo de um campo de Killing distinguido

do ambiente. Observamos que, em todos os casos tratados em [14] e [15], o ambi-

ente submerge em um espaço de curvatura constante e as fibras da submersão podem

ser parametrizadas como linhas de fluxo de um campo gerando uma translação am-

biente. A propriedade exemplar destes espaços é que a conexão riemanniana e o ten-

sor de curvatura podem, ao longo da superfı́cie imersa, ser completamente descritos

em termos da curvatura da base da submersão e das projeções do campo de Killing

tangentes e normais a superfı́cie. Ilustrando a vinculação do Teorema de Bonnet a teo-

ria de superfı́cies de curvatura média constante, sobre que discorremos acima, men-

cionamos que diversos trabalhos posteriores combinaram os teoremas demonstrados

por Daniel a existência de uma forma quadrática holomorfa, como asegurada em [1]

e [2], para produzir uma consistente gama de exemplos e resultados de estrutura so-

bre superfı́cies mı́nimas, de curvatura média ou intrı́nseca constante nestes espaços.

Desincumbidos da pretensão de sermos exaustivos, citamos, da enorme quantidade

de contribuições de que tomamos notı́cia, os artigos [3], [16], [17], [20] e [35].

Instigados, certamente, pela necessidade de descrever os diversos resultados desta

natureza, clássicos e contemporâneos, sob a égide de uma teoria geral, Paolo Piccione

e Daniel Tausk, inicialmente em [29] e, em seguida, de modo condensado, em [30],

utilizaram um formidável aparato envolvendo a noção de homogeneidade infinitesimal

que lhes permite recobrar de maneira unificada as variações conhecidas do Teorema

de Bonnet e propor umas tantas outras em diversos contextos. O tema central em

[29] e [30] é enunciar, a partir de uma laboriosa formulação do conceito de espaços in-

finitesimalmente homogêneos em termos de G-estruturas em fibrados principais, um

teorema geral sobre a existência de imersões afins em tais espaços. A homogeneidade

infinite-simal é, grosso modo, concebida como a constância da conexão afim, do tensor

de curvatura e da torção interna da G-estrutura, quando expressos em uma classe de

refe-renciais dstinguidos no fibrado de referenciais do ambiente. Distinguidos justa-

mente pelo fato de serem referenciais na G-estrutura, em que G pode ser entendido

como o grupo estrutural de uma redução conveniente do fibrado de referenciais. Ilus-

trando o resultado geral, os teoremas em [14] e [15] são recuperados tomando-se como

referenciais distinguidos aqueles contendo o campo de Killing. A “constância” da

torção interna corresponde ao elenco de condições adicionais postas por Daniel.
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Destacamos que teoremas de existência de imersões isométricas em grupos de Lie

dotados de uma métrica invariante à esquerda estão entre os diversos corolários do

teorema geral em [29] - v. também [26] - a que aludimos anteriormente. Dito de modo

algo impreciso, os autores tomam como G-estrutura a trivialização do fibrado tangente

do grupo de Lie ambiente obtida pela escolha de um referencial global, ortonormal e

invariante à esquerda. Com isto, tornam constante o tensor de Christoffel e o tensor

de curvatura. Mimetizam, então, estas escolhas em um fibrado sobre a variedade a

ser imersa, considerando a existência de secções neste fibrado em que a derivada co-

variante é inteiramente descrita pelo tensor de Christoffel do grupo. Na linguagem de

B. Daniel, isto corresponderia a tomar condições adicionais envolvendo derivadas de

primeira ordem das projeções tangentes e normais de todos os campos nos referenciais

distinguidos do fibrado.

Nos capı́tulos a seguir, empreendemos uma construção a meio caminho entre as

apresentados por Daniel e por Piccione e Tausk. Lidamos com uma classe especı́fica

de espaços ambiente, a saber, grupos de Lie nilpotentes e solúveis munidos de uma

métrica invariante à esquerda, sem, contudo, impor o mesmo gênero de condições adi-

cionais requeridas em [29]. Mais precisamente, utilizando o fato de que, neste grupos,

destaca-se uma subálgebra de campos de Killing conformes invariantes à esquerda,

pretendemos descrever inteiramente a derivada covariante e, por conseguinte, a cur-

vatura destes espaços unicamente em termos da métrica, de projeções na direção destes

campos e de suas derivadas covariantes, as quais consideramos em conjunto como ten-

sores distinguidos. Pretendendo evitar antecipar uma embaraçosa lista de notações e

noções, dirigimos o leitor diretamente para o exame dos seguintes teoremas, demons-

trados no corpo do texto. O primeiro destes trata de imersões isométricas em um grupo

de Lie N nilpotente a dois passos.

Teorema 1. Seja Mm uma variedade Riemanniana orientada, simplesmente conexa e seja E

um fibrado vetorial Riemanniano real com posto m′ de modo que S = TM ⊕ E é um fibrado

vetorial trivial. Fixamos um referencial ortonormal global {Êk}n+n′
k=1 em S. Sejam ∇̂ e R̂,

nesta ordem, a conexão compatı́vel e o tensor curvatura de S e ∇,∇E as conexões compatı́veis

induzidas em TM e E, respectivamente. Definimos Ĵk, L̂ e Q̂ como em (2.20), (2.22) e (2.23),

respectivamente. Supomos que estes campos satisfaçam as equações

R̂ = Q̂ (1)
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e

∇̂Ên+k = −1

2
Ĵk, k = 1, . . . , n′. (2)

Então, existem uma imersão isométrica f : M → N e um isomorfismo f⊥ : E → TM⊥, onde

TM⊥ denota o fibrado normal ao longo de f , de modo que f⊥ é uma isometria, quando restrito

às fibras, e satisfaz

f∗∇E
XV = ∇̄⊥

f∗Xf⊥V, X ∈ Γ(TM), V ∈ Γ(E), (3)

f⊥II(X,Y ) = ∇̄⊥
f∗Xf∗Y, X, Y ∈ Γ(TM), (4)

onde ∇̄⊥ denota a conexão normal em TM⊥. A imersão isométrica é única, a menos de escolhas

de um referencial global em S e movimentos rı́gidos em N .

Os tensores Ĵk reproduzem, no fibrado S, as derivadas covariantes dos campos de

Killing na subálgebra z = [n, n] da álgebra de Lie n de N . Os tensores L̂ e Q̂ provêm

das expressões, deduzidas no Capı́tulo 2, da conexão riemanniana e da curvatura de

N em termos dos campos de Killing nesta subálgebra e de suas derivadas covariantes.

O teorema correspondente para imersões isométricas em um grupo de Lie S solúvel

a três passos é obtido igualmente descrevendo-se a conexão e a curvatura ambientes

em termos de campos vetoriais nas duas últimas parcelas da soma direta s = v⊕ z⊕ a

em que se decompõe a álgebra de Lie s de S. Novamente, desempenham papel crucial

estes campos e suas derivadas covariantes, embutidas na definição dos tensores Ĵ , L̂ e

Q̂ do enunciado.

Teorema 2. Seja Mm uma variedade Riemanniana orientada, simplesmente conexa e seja E um

fibrado vetorial Riemanniano real com posto m′ de modo que S = TM⊕E é um fibrado vetorial

trivial. Fixamos um referencial ortonormal global {Êk}n+n′+1
k=1 em S. Sejam ∇̂ e R̂, nesta ordem,

a conexão compatı́vel e o tensor curvatura de S e ∇,∇E as conexões compatı́veis induzidas em

TM e E, respectivamente. Definimos Ĵk, Ĵn′+1, L̂ e Q̂ como em (3.18), (3.19), (3.24) e (3.25),

respectivamente. Supomos que estes campos satisfaçam as equações

R̂ = Q̂ (5)

e

∇̂Ên+k = −1

2
Ĵk, k = 1, . . . , n′, n′ + 1. (6)

Então, existem uma imersão isométrica f : M → S e um isomorfismo f⊥∗ : E → TM⊥, onde

TM⊥ denota o fibrado normal ao longo de f , de modo que f⊥∗ é uma isometria, quando restrito
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às fibras, e satisfaz

f∗∇E
XV = ∇̄⊥

f∗Xf⊥∗ V, X ∈ Γ(TM), V ∈ Γ(E), (7)

f⊥∗ II(X,Y ) = ∇̄⊥
f∗Xf∗Y, X, Y ∈ Γ(TM), (8)

onde ∇̄⊥ denota a conexão normal em TM⊥. A imersão isométrica é única, a menos de escolhas

de um referencial global em S e movimentos rı́gidos em S.

A restrição de nossa caminhada e grupos nilpotentes a dois ou três passos torna-se

justificada em parte por razões técnicas, dada a crescente dificuldade de determinar

expressões manipuláveis dos tensores fundamentais em uma situação absolutamente

geral. Um outro motivo, de caráter geométrico, que nos fez circunscrever a análise a

estas classes de grupos, é o fato de que incluem os afamados grupos tipo-Heisenberg

e espaços de Damek-Ricci tão vastamente estudados em várias áreas de Geometria

Riemanniana e da Análise Geométrica. Uma pequena amostra de textos pioneiros no

campo pode ser encabeçada por [4], [5], [10], [11], [12], [13], [18], [19], [21], [24] e [25].

Como ilustração do alcance dos resultados que obtivemos, apresentamos à parte uma

versão do teorema fundamental para imersões isométricas no espaço hiperbólico com-

plexo, cujo enunciado denota proximidade com os resultados de B. Daniel.

Teorema 3. Sejam M uma variedade Riemanniana orientada e simplesmente conexa de di-

mensão 3, 〈·, ·〉 a métrica em M , ∇ a conexão compatı́vel correspondente e Ji os endomorfismos

em TM dados por

JiX = X × Ti × ν, i = 1, 2,

onde T1 e T2 são campos vetoriais em M e ν é uma secção global no fibrado trivial M ×R. Seja

S um campo simétrico de operadores Sy : TyM → TyM e sejam f1 e f2 funções suaves em M

tais que ||Ti||2 + f 2
i = 1, para i = 1, 2. Então, existe uma imersão isométrica f : M → CH2

se, e somente se, (〈., .〉, S, T1, T2, f1, f2) satisfazem as equações de Gauss e Codazzi para CH2 e,

para todo campo vetorial X em M , as seguintes equações são satisfeitas

∇XT1 = f1SX − 1

2
f2J1X +

1

2
f1J2X − 〈X, T1〉T2, (9)

df1(X) = −〈SX, T1〉 − 1

2
〈X, T1〉 − 1

2
〈X × T1 × T2, ν〉 (10)
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e

∇XT2 = f2SX − 1

2
X − 1

2
〈X,T1〉T1 +

1

2
〈X, T2〉T2, (11)

df2(X) = −〈SX, T2〉 − 1

2
〈X, T1〉f1 +

1

2
〈X,T2〉f2, (12)

ou seja, (〈., .〉, S, T1, T2, f1, f2) satisfazem as equações de compatibilidade para CH2.

Investigação corrente nos leva a crer que, restringindo-nos ao estudo de superfı́cies

e hipersuperfı́cies no espaço hiperbólico complexo, podemos interpretar o resultado

acima em termos de soluções de certas equações de Dirac com potencial. Esta pers-

pectiva de trabalho tem sido levada a cabo por autores como Taimanov e J. Roth em

artigos tais como [31] e [35]. Esta seria uma ocasião de lidar especificamente com a

representação de subvariedades mı́nimas neste espaço, configurando o Teorema 3 em

termos de existência de aplicações harmônicas, por exemplo.



Capı́tulo 1

Noções Preliminares

Neste capı́tulo, apresentamos os grupos de Lie objeto de nosso estudo e estabelecemos

alguns fatos geométricos básicos nesses espaços.

1.1 Grupos de Lie Nilpotentes

Seja N um grupo de Lie com álgebra de Lie n e forma de Maurer-Cartan ωn. A conexão

de Levi-Cività para uma dada métrica invariante à esquerda 〈·, ·〉 em N é

2∇̄EF = [E,F ]− ad∗E · F − ad∗F · E, (1.1)

para campos invariantes à esquerda E, F em n, onde adE = [E, · ] e

〈ad∗E · F, G〉 = 〈F, adE ·G〉 = 〈F, [E,G]〉, E, F,G ∈ n.

Supomos que n admite a decomposição n = z⊕ v com

[v, v] ⊂ z, [z, v] = {0}, [z, z] = {0}, (1.2)

o que obviamente implica que

[n, n] ⊂ z, [n, [n, n]] = {0}. (1.3)

Desse modo, N é um grupo de Lie nilpotente (a dois passos). Vamos denotar por n e

n′ as dimensões de v and z, respectivamente. Podemos, sem perda de generalidade,

supor que a métrica invariante à esquerda 〈·, ·〉 em N é escolhida de modo que a soma

direta n = z⊕ v é ortogonal.

10
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As relações (1.2) implicam que

∇̄EF =
1

2
[E, F ] (1.4)

para campos invariantes à esquerda em v. Também obtemos de (1.2) que ∇̄ZZ ′ = 0

para quaisquer campos invariantes à esquerda Z,Z ′ em z.

Dado um campo de vetores Z ∈ z, é fácil ver que (1.4) é equivalente ao fato de que

∇̄Z gera uma transformação linear anti-simétrica em v. Com efeito, para E, F ∈ v,

tem-se que

〈∇̄EZ, F 〉 = −1

2
〈[E, F ], Z〉 = −1

2
〈ad∗EZ, F 〉, (1.5)

para Z ∈ z e E, F ∈ v. Denotamos JZ : v → v, JZE = ad∗EZ. Verifica-se imediatamente

que os campos de vetores em z são campos de Killing. De fato,

〈∇̄ZZ ′, Z ′′〉 = 0, 〈∇̄EZ,Z ′〉 = 0, (1.6)

para E ∈ v and Z,Z ′, Z ′′ ∈ z. Finalmente, uma vez que [z, v] = {0}, segue-se que

∇̄ZE = ∇̄ZE = −1

2
JZE, E ∈ v. (1.7)

Assim, concluı́mos que a derivada covariante para campos invariantes à esquerda em

(N, 〈·, ·〉) é dada por

∇̄EF =
1

2
[E,F ], E, F ∈ v, (1.8)

∇̄EZ = −1

2
JZE = −1

2
ad∗EZ, E ∈ v, Z ∈ z, (1.9)

∇̄ZZ ′ = 0, Z, Z ′ ∈ z. (1.10)

O operador JZ , associado a um campo de vetores Z ∈ z, pode ser estendido a n como

JZ := −2∇̄Z. (1.11)

É também apropriado considerar o campo tensorial do tipo (0, 2), igualmente denotado

por JZ , definido por JZ(E, F ) = 〈JZE, F 〉.
A partir das equações (1.8)-(1.10), podemos obter facilmente o tensor curvatura de
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N , o qual admite a seguinte decomposição (veja [18])

R̄(E, F )G = −1

4
J[E,G]F +

1

4
J[F,G]E − 1

2
J[E,F ]G, (1.12)

R̄(E, F )Z = −1

2

(∇̄F JZ

)
E +

1

2

(∇̄EJZ

)
F, (1.13)

R̄(E, Z)F =
1

2

(∇̄EJZ

)
F, (1.14)

R̄(E, Z)Z ′ =
1

4
JZJZ′E, (1.15)

R̄(Z, Z ′)E =
1

4
JZ′JZE − 1

4
JZJZ′E, (1.16)

R̄(Z, Z ′)Z ′′ = 0, (1.17)

para E,F,G ∈ v e Z, Z ′, Z ′′ ∈ z. É possı́vel reescrever (1.13) e (1.14) em termos do

colchete de Lie e dos tensores J . De fato, temos, para E,F ∈ v e Z ∈ z,

(∇̄EJZ)F = ∇̄E(JZF )− JZ∇̄EF = ∇̄E(JZF ) =
1

2
[E, JZF ],

onde estamos usando o fato que JZF ∈ v. Assim, obtemos

(∇̄EJZ)F =
1

2
[E, JZF ]. (1.18)

É também útil observar que, dado Z ′ ∈ z, vale

〈(∇̄EJZ)F,Z ′〉 = 〈∇̄E(JZF ), Z ′〉 = E〈JZF, Z ′〉 − 〈JZF, ∇̄EZ ′〉
= −〈JZF, ∇̄EZ ′〉
=

1

2
〈JZF, JZ′E〉.

Assim, podemos concluir que

〈(∇̄EJZ)F, Z ′〉 =
1

2
〈JZF, JZ′E〉. (1.19)

1.1.1 Conexão e Curvatura para Campos Arbitrários

Dado um campo de vetores X em N , denotamos por Xv e Xz suas projeções sobre os

subespaços v e z, respectivamente.

Usando as fórmulas obtidas em (1.8)-(1.10) para campos invariantes à esquerda,

obtemos a seguinte expressão para a derivada covariante ambiente em termos de cam-

pos de vetores X,Y, V arbitrários em N :

∇̄XY = ∇̄XvY v + ∇̄XvY z + ∇̄XzY v + ∇̄XzY z

=
1

2
[X, Y ]− 1

2
JY zXv − 1

2
JXzY v. (1.20)
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O tensor curvatura se decompõe do seguinte modo:

R̄(X, Y )V = R̄(Xv, Y v)V v

+ R̄(Xv, Y v)V z + R̄(Xv, Y z)V v − R̄(Y v, Xz)V v

+ R̄(Xv, Y z)V z − R̄(Y v, Xz)V z + R̄(Xz, Y z)V v. (1.21)

Daı́, usando as expressões (1.12)-(1.17) e contraindo (1.21) com um quarto campo veto-

rial W ∈ Γ(TN), segue-se que

〈R̄(X,Y )V, W 〉 = −1

4
〈J[Xv,V v]Y

v,W v〉+
1

4
〈J[Y v,V v]X

v, W v〉

− 1

2
〈J[Xv,Y v]V

v, W v〉

+
1

2

(
〈(∇̄XvJV z)Y v,W z〉 − 〈∇̄Y vJV z)Xv,W z〉

+ 〈(∇̄XvJY z)V v,W z〉 − 〈(∇Y vJXz)V v,W z〉
)

+
1

4

(
〈JY zJV zXv,W v〉 − 〈JXzJV zY v,W v〉

+ 〈JY zJXzV v,W v〉 − 〈JXzJY zV v,W v〉
)
.

Note que

〈J[Xv,V v]Y
v,W v〉 = 〈[Xv, V v], [Y v,W v]〉. (1.22)

Usando (1.22) e a anti-simetria do tensor J , concluı́-se que

〈R̄(X,Y )V, W 〉 = −1

4
〈[Xv, V v], [Y v,W v]〉+

1

4
〈[Y v, V v], [Xv,W v]〉

− 1

2
〈[Xv, Y v], [V v, W v]〉

+
1

2

(
〈(∇̄XvJV z)Y v,W z〉 − 〈∇̄Y vJV z)Xv,W z〉

+ 〈(∇̄XvJY z)V v,W z〉 − 〈(∇Y vJXz)V v,W z〉
)

− 1

4

(
〈JV zXv, JY zW v〉 − 〈JV zY v, JXzW v〉

+ 〈JXzV v, JY zW v〉 − 〈JY zV v, JXzW v〉
)
. (1.23)

1.2 Grupos de Lie Solúveis

Seja S um grupo de Lie com álgebra de Lie s e forma de Maurer-Cartan ωs. A conexão

de Levi-Cività para uma dada métrica invariante à esquerda 〈·, ·〉 em S é

2∇̄EF = [E,F ]− ad∗E · F − ad∗F · E, (1.24)
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para campos de vetores invariantes à esquerda E, F em s, onde adE = [E, · ] e

〈ad∗E · F,G〉 = 〈F, adE ·G〉 = 〈F, [E, G]〉, E, F, G ∈ s.

Supomos que s admite a decomposição s = z ⊕ v ⊕ a, onde a = RH é um fator unidi-

mensional, com

[v, v] ⊂ z, [z, v] = {0}, [z, z] = {0}, (1.25)

e o colchete de Lie é estendido a a pelas relações

[H, E] =
1

2
E, [H, Z] = Z (1.26)

para E ∈ v and Z ∈ z, o que obviamente implica que

[s, s] ⊂ z⊕ v =: n, [n, n] = z, [z, n] = {0}. (1.27)

Assim, S é um grupo de Lie solúvel (ou nilpotente a três passos). Denotamos por n e n′

as dimensões de v e z, respectivamente. Podemos assumir, sem perda de generalidade,

que a métrica invariante à esquerda 〈·, ·〉 em S é escolhida de modo que a soma direta

s = z⊕ v⊕ a é ortogonal. As relações (1.25) e (1.26) implicam que

∇̄H = 0, (1.28)

∇̄EF =
1

2
〈E, F 〉H +

1

2
[E,F ], (1.29)

∇̄EH = −1

2
E, (1.30)

∇̄EZ = −1

2
ad∗EZ (1.31)

e

∇̄ZH = −Z, (1.32)

∇̄ZE = −1

2
ad∗EZ, (1.33)

∇̄ZZ ′ = 〈Z, Z ′〉H, (1.34)

para E, F ∈ v, Z,Z ′ ∈ z e H ∈ a.

Dado um campo vetorial Z ∈ z, observamos que (1.31) é equivalente ao fato de

que ∇̄Z gera uma transformação linear anti-simétrica em v. Com efeito, para E, F ∈
v, Z ′ ∈ z e H ∈ a, temos

〈∇̄EZ, H〉 = E〈Z,H〉 − 〈Z, ∇̄HX〉 = 0, (1.35)
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2〈∇̄EZ, F 〉 = 〈[E, Z]F, 〉 − 〈[Z, F ], E〉 − 〈[Z, F ], E〉 = −〈adEF, Z〉 = −〈ad∗EZ, F 〉 (1.36)

e, finalmente,

2〈∇̄EZ, Z ′〉 = 〈[E, Z], Z ′〉 − 〈[E, Z ′], Z〉 − 〈[Z, Z ′], E〉 = 0, (1.37)

para E, F ∈ v, Z, Z ′ ∈ z e H ∈ a. Denotamos JZ : v → v, JZE = ad∗EZ.

Considerando o campo vetorial H ∈ a, observamos que (1.30) e (1.32) são equiva-

lentes ao fato de que ∇̄H gera uma transformação linear simétrica em z ⊕ v tal que z

e v são subespaços invariantes. Escrevemos JH : v → v, JHE = −1
2
E e JH : z → z,

JHZ = −Z.

Os operadores JZ , JH , associados aos campos Z ∈ z e H ∈ a, podem ser estendidos

a s pondo

JZ := −2∇̄Z, JH := −2∇̄H. (1.38)

É útil considerar os campos tensoriais do tipo (0, 2), também denotados por JZ , JH ,

dados por JZ(E, F ) = 〈JZE, F 〉, JH(E, F ) = 〈JHE, F 〉.
Usando as equações (1.28)-(1.34), obtemos facilmente a seguinte decomposição do
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tensor curvatura de S:

R̄(E, H)H =
1

4
E, (1.39)

R̄(Z, H)H = Z, (1.40)

R̄(E, F )G = −1

4
〈E, G〉F +

1

4
〈F,G〉E − 1

4
J[E,G]F (1.41)

+
1

4
J[F,G]E − 1

2
J[E,F ]G,

R̄(E, F )H = −1

2
[E, F ], (1.42)

R̄(E, H)F = −1

4
〈E, F 〉H − 1

4
[E,F ], (1.43)

R̄(E, F )Z =
1

2
〈JZE, F 〉H +

1

4
[E, JZF ]− 1

4
[F, JZE], (1.44)

R̄(Z, E)F =
1

2
〈E, F 〉H − 1

4
[E, JZF ]− 1

4
〈JZE,F 〉H, (1.45)

R(E, Z)Z ′ =
1

4
JZJZ′E +

1

2
〈Z,Z ′〉E, (1.46)

R̄(Z, Z ′)E =
1

4
[JZ′ , JZ ]E, (1.47)

R̄(Z, Z ′)Z ′′ = 〈Z ′, Z ′′〉Z − 〈Z, Z ′′〉Z ′, (1.48)

R̄(Z, Z ′)H = 0, (1.49)

R̄(Z, H)Z ′ = −〈Z, Z ′〉H, (1.50)

R̄(H,E)Z = −1

4
JZE, (1.51)

R̄(H,Z)X = −1

2
JZX, (1.52)

R̄(E, Z)H = −1

4
JZE, (1.53)

para E, F, G ∈ v, Z, Z ′, Z ′′ ∈ z e H ∈ a. É também útil observar que,

(∇̄EJZ)F = ∇̄E(JZF )− JZ(∇̄EF )

=
1

2
〈E, JZF 〉H +

1

2
[E, JZF ]− JZ

(1

2
〈E, F 〉H +

1

2
[E, F ]

)

=
1

2
〈E, JZF 〉H +

1

2
[E, JZF ]− 1

2
JZ([E, F ]),

ou seja,

[E, JZF ] = 2(∇̄EJZ)F − 〈E, JZF 〉H + JZ [E, F ] (1.54)

e, consequentemente,

〈[E, JZF ], Z
′〉 = 2〈(∇̄EJZ)F,Z

′〉. (1.55)

para campos E, F ∈ v e Z, Z ′ ∈ z quaisquer.
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1.2.1 Conexão e Curvatura para Campos Arbitrários

Dado um campo vetorial X em S, denotamos por Xv, Xz e Xa suas projeções sobre os

subespaços v, z e a, respectivamente.

Usando as fórmulas obtidas em (1.28)-(1.34) para campos invariantes à esquerda,

obtemos a seguinte expressão para a derivada covariante ambiente em termos de cam-

pos de vetores X,Y, V arbitrários em S:

∇̄XY = ∇̄XvY v + ∇̄XvY z + ∇̄XvY a + ∇̄XzY v + ∇̄XzY z + ∇̄XzY a

=
1

2
〈Xv, Y v〉H +

1

2
[Xv, Y v]− 1

2
JXvY z − 1

2
〈Y,H〉Xv + Xv〈Y,H〉H

− 1

2
JY vXz − 〈Xz, Y z〉H − 〈Y, H〉Xz + Xz〈Y,H〉H.

O tensor curvatura se decompõe do seguinte modo:

R̄(X, Y )V = R̄(Xa, Y v)V a + R̄(Xa, Y v)V v + R̄(Xa, Y v)V z

+ R̄(Xa, Y z)V a + R̄(Xa, Y z)V v + R̄(Xa, Y z)V z

+ R̄(Xv, Y a)V a + R̄(Xv, Y a)V v + R̄(Xv, Y a)V z

+ R̄(Xv, Y v)V a + R̄(Xv, Y v)V v + R̄(Xv, Y v)V z

+ R̄(Xv, Y z)V a + R̄(Xv, Y z)V v + R̄(Xv, Y z)V z

+ R̄(Xz, Y a)V a + R̄(Xz, Y a)V v + R̄(Xz, Y a)V z

+ R̄(Xz, Y v)V a + R̄(Xz, Y v)V v + R̄(Xz, Y v)V z

+ R̄(Xz, Y z)V a + R̄(Xz, Y z)V v + R̄(Xz, Y z)V z,

ou seja,

R̄(X,Y )V = 〈X,H〉〈V, H〉R̄(H, Y v)H + 〈X,H〉R̄(H, Y v)V v + 〈X,H〉R̄(H, Y v)V z

+ 〈X,H〉〈V, H〉R̄(H, Y z)H + 〈X, H〉R̄(H,Y z)V v + 〈X, H〉R̄(H,Y z)V z

+ 〈Y, H〉〈V,H〉R̄(Xv, H)H + 〈Y,H〉R̄(Xv, H)V v + 〈Y,H〉R̄(Xv, H)V z

+ 〈V, H〉R̄(Xv, Y v)H + R̄(Xv, Y v)V v + R̄(Xv, Y v)V z

+ 〈V, H〉R̄(Xv, Y z)H + R̄(Xv, Y z)V v + R̄(Xv, Y z)V z

+ 〈Y, H〉〈V,H〉R̄(Xz, H)H + 〈Y, H〉R̄(Xz, H)V v + 〈Y, H〉R̄(Xz, H)V z

+ 〈V, H〉R̄(Xz, Y v)H + R̄(Xz, Y v)V v + R̄(Xz, Y v)V z

+ 〈V, H〉R̄(Xz, Y z)H + R̄(Xz, Y z)V v + R̄(Xz, Y z)V z.
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Daı́, usando as expressões (1.39)-(1.53), obtemos

R̄(X, Y )V = −1

4
〈X, H〉〈V, H〉Y v +

1

4
〈X, H〉(〈Y v, V v〉H + [Y v, V v])− 1

2
〈X, H〉JV zY v

− 〈X, H〉〈V,H〉Y z − 1

2
〈X, H〉JY zV v + 〈X,H〉〈Y z, V z〉H

+
1

4
〈Y,H〉〈V,H〉Xv − 1

4
〈Y, H〉(〈Xv, V v〉H + [Xv, V v]) +

1

4
〈Y, H〉JV zXv

− 1

2
〈V,H〉[Xv, Y v]− 1

4
〈Xv, V v〉Y v +

1

4
〈Y v, V v〉Xv − 1

4
J[Xv,V v]Y

v

+
1

4
J[Y v,V v]X

v − 1

2
J[Xv,Y v]V

v +
1

2
〈JV zXv, Y v〉H +

1

4
[Xv, JV zY v]− 1

4
[Y v, JV zXv]

− 1

4
〈V,H〉JY zXv − 1

2
〈Xv, V v〉H − 1

4
[Xv, JY zV v]− 1

4
〈JY zXv, V v〉H +

1

4
JY zJV zXv

+
1

2
〈Y z, V z〉Xv + 〈Y, H〉〈V, H〉Xz + 〈Y,H〉1

2
JXzV v − 〈Y, H〉〈Xz, V z〉H

+
1

4
〈V,H〉JXzY v +

1

2
〈Y v, V v〉H − 1

4
[Y v, JXzV v]− 1

4
〈JXzY v, V v〉H

− 1

4
JXzJV zY v − 1

2
〈Xz, V z〉Y v +

1

4
[JY z , JXz ]V v.

Contraindo essa expressão com um quarto campo vetorial W ∈ Γ(TS) e usando a

equação (1.55), segue-se que
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〈R̄(X,Y )V,W 〉 = −1

4
〈X, H〉〈V, H〉〈Y v, W v〉+

1

4
〈X, H〉〉(〈Y v, V v〉〈W,H〉+ 〈[Y v, V v],W z〉)

−1

2
〈X, H〉〈JV zY v,W v〉 − 〈X, H〉〈V, H〉〈Y z,W z〉 − 1

2
〈X, H〉〈JY zV v,W v〉

+〈X, H〉〈W,H〉〈Y z, V z〉+
1

4
〈Y, H〉〈V, H〉〈Xv,W v〉

−1

4
〈Y, H〉(〈Xv, V v〉〈W,H〉+ 〈[Xv, V v],W z〉) +

1

4
〈Y, H〉〈JV zXv,W v〉

−1

2
〈V, H〉〈[Xv, Y v],W z〉 − 1

4
〈Xv, V v〉〈Y v,W v〉+

1

4
〈Y v, V v〉〈Xv,W v〉

−1

4
〈J[Xv,V v]Y

v,W v〉+
1

4
〈J[Y v,V v]X

v,W v〉 − 1

2
〈J[Xv,Y v]V

v, W v〉

+
1

2
〈JV zXv, Y v〉〈W,H〉+

1

2
〈(∇̄XvJV z)Y v, W z〉 − 1

2
〈(∇̄Y vJV z)Xv,W z〉

−1

4
〈V, H〉〈JY zXv,W v〉 − 1

2
〈Xv, V v〉〈W,H〉 − 1

2
〈(∇̄XvJY z)V v,W z〉

−1

4
〈JY zXv, V v〉〈W,H〉 − 1

4
〈JY zW v, JV zXv〉+

1

2
〈Y z, V z〉〈Xv,W v〉

+〈Y,H〉〈V, A〉〈Xz,W z〉+
1

2
〈Y,H〉〈JXzV v,W v〉 − 〈Y, H〉〈W,H〉〈Xz, V z〉

+
1

4
〈V,H〉〈JXzY v,W v〉+

1

2
〈W,H〉〈Y v, V v〉 − 1

2
〈(∇̄Y vJXz)V v,W z〉

−1

4
〈W,H〉〈JXzY v, V v〉+

1

4
〈JXzW v, JV zY v〉 − 1

2
〈Xz, V z〉〈Y v,W v〉

+
1

4
〈[JY z , JXz ]V v,W v〉.



Capı́tulo 2

Imersões Isométricas em Grupos de Lie

Nilpotentes

Neste capı́tulo, apresentamos um teorema que estabelece condições suficientes para

a existência de subvariedades com curvatura extrı́nseca prescrita em grupos de Lie

nilpotentes.

Fazemos reiterado uso de alguns tensores auxiliares que são apresentados a seguir.

2.1 Alguns Tensores Auxiliares

Considerando a decomposição n = z ⊕ v, escolhemos um referencial ortonormal local

invariante à esquerda

E1, . . . , En+n′ , (2.1)

tal que os primeiros n campos vetoriais estão em v e os últimos n′ campos vetoriais

estão em z. Definimos em N o campo tensorial

−2L(X, Y, V ) =
n′∑

k=1

〈JkV,X〉〈Y, En+k〉 −
n′∑

k=1

〈JkY,X〉〈V, En+k〉

+
n′∑

k=1

〈JkY, V 〉〈X,En+k〉,

onde X, Y e V são campos de vetores em N e Jk := JEn+k
para 1 ≤ k ≤ n′.

Nosso objetivo agora é derivar uma expressão local para o tensor L. Com esse

propósito, consideramos um referencial {ea}n+n′
a=1 definido num subconjunto aberto O

20
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de N por

ea = Eb Ab
a,

para alguma aplicação A : O ⊂ N → SOn+n′ . Para 1 ≤ k ≤ n′, definimos as funções

Uk
a = 〈ea, En+k〉 = An+k

a .

Assim, se (ωa)n+n′
a=1 e (ωb

a)
n+n′
a,b=1 são, respectivamente, as formas duais e as formas de

conexão associadas ao referencial {ea}n+n′
a=1 , temos

〈∇̄En+k, ea〉 = dUk
a −

∑
c

Uk
c ωc

a =: −1

2

∑

b

uk
ba ωb. (2.2)

Ademais, obtemos

〈Jkeb, ea〉 = −2〈∇̄eb
En+k, ea〉 = uk

ba.

Considerando Jk como um tensor do tipo (0, 2), podemos escrever

Jk =
n+n′∑

a,b=1

uk
abω

a ⊗ ωb. (2.3)

Note que

−1

2
〈JkV, W 〉 =

n+n′∑

l,r=1

〈∇̄V En+k,W 〉 = −
n+n′∑

l,r=1

〈V,El〉〈W,Er〉〈∇̄El
Er, En+k〉

= −
n∑

l,r=1

〈V, El〉〈W,Er〉 〈∇̄El
Er, En+k〉︸ ︷︷ ︸

= 1
2
〈[El,Er],En+k〉

−
n∑

l=1

n+n′∑
r=n+1

〈V,El〉〈W,Er〉 〈∇̄El
Er, En+k〉︸ ︷︷ ︸

=0

−
n+n′∑

l=n+1

n∑
r=1

〈V, El〉〈W,Er〉 〈∇̄El
Er, En+k〉︸ ︷︷ ︸

=0

−
n+n′∑

l,r=n+1

〈V,El〉〈W,Er〉 〈∇̄El
Er, En+k〉︸ ︷︷ ︸

=0

= −1

2

n∑

l,r=1

〈V,El〉〈W,Er〉σn+k
lr

Em termos de coordenadas locais, isto é, fixando-se V = ea, W = eb, temos

uk
ab =

n∑

l,r=1

Al
aA

r
bσ

n+k
lr . (2.4)
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Voltando nossa atenção para o tensor L definido acima, temos

−2L(X, ea, eb) =
n′∑

k=1

〈Jkeb, X〉〈ea, En+k〉 −
n′∑

k=1

〈Jkea, X〉〈eb, En+k〉

+
n′∑

k=1

〈Jkea, eb〉〈X, En+k〉

=
n′∑

k=1

(
Uk

a uk
bc − Uk

b uk
ac + Uk

c uk
ab

)
ωc(X).

Considere a matriz de 1-formas diferenciais λ = (λa
b )

n+n′
a,b=1 definidas por

λa
b = L( · , ea, eb). (2.5)

Isto significa que

λa
b = −1

2

n′∑

k=1

(
Uk

a uk
bc − Uk

b uk
ac + Uk

c uk
ba

)
ωc. (2.6)

Considere agora a matriz de 2-formas diferenciais Q = (Qa
d)

n+n′
a,d=1, onde

Qa
d = −(

dλ + λ ∧ ω + ω ∧ λ− λ ∧ λ
)

a
d.

Observe, inicialmente, que

−2λa
b =

∑

k

(
Uk

a uk
bc − Uk

b uk
ac − Uk

c uk
ab

)
ωc.

Assim

−2λa
b ∧ ωb

d = −
∑

k

(
Uk

a uk
bcω

b
d − Uk

b ωb
du

k
ac − Uk

c uk
abω

b
d

) ∧ ωc,

−2ωa
b ∧ λb

d = −
∑

k

(
Uk

b ωb
au

k
dc − Uk

d ωb
au

k
bc − Uk

c ωb
au

k
bd

) ∧ ωc

e

−2λa
b ∧ λb

d = −
∑

k

(
Uk

a uk
bcλ

b
d − Uk

b λb
du

k
ac − Uk

c uk
abλ

b
d

) ∧ ωc.

Finalmente, calculamos

−2dλa
d = −

∑

k

(
Uk

a uk
db − Uk

d uk
ab − Uk

b uk
ad

) ∧ ωb
c ∧ ωc

+
∑

k

(
dUk

a uk
dc − dUk

d uk
ac − dUk

c uk
ad + Uk

a duk
dc − Uk

d duk
ac − Uk

c duk
ad

) ∧ ωc

= −
∑

k

(
Uk

a uk
dbω

b
c − Uk

d uk
abω

b
c − Uk

b ωb
cu

k
ad

) ∧ ωc

+
∑

k

(
dUk

a uk
dc − dUk

d uk
ac − dUk

c uk
ad + Uk

a duk
dc − Uk

d duk
ac − Uk

c duk
ad

) ∧ ωc.
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Portanto,

−2
(
dλ + λ ∧ ω + ω ∧ λ− λ ∧ λ

)
a
d

=
∑

k

(
dUk

a uk
dc − dUk

d uk
ac − dUk

c uk
ad + Uk

a duk
dc − Uk

d duk
ac − Uk

c duk
ad

−Uk
a uk

dbω
b
c + Uk

d uk
abω

b
c + Uk

b ωb
cu

k
ad

−Uk
a uk

bcω
b
d + Uk

b ωb
du

k
ac + Uk

c uk
abω

b
d

−Uk
b ωb

au
k
dc + Uk

d ωb
au

k
bc + Uk

c ωb
au

k
bd

+Uk
a uk

bcλ
b
d − Uk

b λb
du

k
ac − Uk

c uk
abλ

b
d

) ∧ ωc.

Agrupando alguns termos, obtemos

−2
(
dλ + λ ∧ ω + ω ∧ λ− λ ∧ λ

)
a
d

=
(
(dUk

a − Uk
b ωb

a)u
k
dc − (dUk

d − Uk
b ωb

d)u
k
ac − (dUk

c − Uk
b ωb

c)u
k
ad

+Uk
a (duk

dc − uk
dbω

b
c − uk

bcω
b
d)

−Uk
d (duk

ac − uk
abω

b
c − uk

bcω
b
a)

−Uk
c (duk

ad − uk
abω

b
d − uk

bdω
b
a)

+Uk
a uk

bcλ
b
d − Uk

b λb
du

k
ac − Uk

c uk
abλ

b
d

) ∧ ωc (2.7)

Ademais, da definição do tensor J , temos a equação

dUk
a −

∑

b

Uk
b ωb

a = −1

2

∑
c

uk
caω

c. (2.8)

A derivada covariante do tensor Jk(X, Y ) = 〈JkX, Y 〉 é dada, em termos do referencial

adaptado, por

∇̄Jk(ea, eb) = duk
ab − uk

dbω
d
a − uk

adω
d
b =: ∇̄uk

ab.

Usando as expressões acima, concluı́mos que

−2
(
dλ + λ ∧ ω + ω ∧ λ− λ ∧ λ

)
a
d

=
∑

k

(− 1

2
uk

eau
k
dc +

1

2
uk

edu
k
ac +

1

2
uk

ecu
k
ad

)
ωe ∧ ωc

+
(
Uk

a ∇̄uk
dc − Uk

d ∇̄uk
ac − Uk

c ∇̄uk
ad

) ∧ ωc

+
(
Uk

a uk
bcλ

b
d − Uk

b λb
du

k
ac − Uk

c uk
abλ

b
d

) ∧ ωc.
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Deste modo, obtém-se

2Q(X, Y, ea, ed) =
∑

k

(− 1

2
uk

eau
k
dc +

1

2
uk

edu
k
ac +

1

2
uk

ecu
k
ad

)
ωe(X)ωc(Y )

−
∑

k

(− 1

2
uk

eau
k
dc +

1

2
uk

edu
k
ac +

1

2
uk

ecu
k
ad

)
ωe(Y )ωc(X)

+
∑

k

(
Uk

a ∇̄uk
dc(X)− Uk

d ∇̄uk
ac(X)− Uk

c ∇̄uk
ad(X)

)
ωc(Y )

−
∑

k

(
Uk

a ∇̄uk
dc(Y )− Uk

d ∇̄uk
ac(Y )− Uk

c ∇̄uk
ad(Y )

)
ωc(X)

+
∑

k

(
Uk

a uk
bcλ

b
d(X)− Uk

b λb
d(X)uk

ac − Uk
c uk

abλ
b
d(X)

)
ωc(Y )

−
∑

k

(
Uk

a uk
bcλ

b
d(Y )− Uk

b λb
d(Y )uk

ac − Uk
c uk

abλ
b
d(Y )

)
ωc(X)

de onde decorre que

2Q(X, Y, ea, ed)

=
(− 1

2

∑

k

〈JkX, ea〉〈Jked, Y 〉+
1

2

∑

k

〈JkX, ed〉〈Jkea, Y 〉+
1

2

∑

k

〈JkX,Y 〉〈Jkea, ed〉
)

−(− 1

2

∑

k

〈JkY, ea〉〈Jked, X〉+
1

2

∑

k

〈JkY, ed〉〈Jkea, X〉+
1

2

∑

k

〈JkY, X〉〈Jkea, ed〉
)

+
∑

k

(
Uk

a ∇̄XJk(ed, Y )− Uk
d ∇̄XJk(ea, Y )− 〈Y, En+k〉∇̄XJk(ea, ed)

)

−
∑

k

(
Uk

a ∇̄Y Jk(ed, X)− Uk
d ∇̄Y Jk(ea, X)− 〈X, En+k〉∇̄Y Jk(ea, ed)

)

+
n+n′∑

b=1

n′∑

k=1

(
Uk

a 〈Jkeb, Y 〉L(X, eb, ed)− Uk
b L(X, eb, ed)〈Jkea, Y 〉

−〈Y,En+k〉〈Jkea, eb〉L(X, eb, ed)
)

−
n+n′∑

b=1

n′∑

k=1

(
Uk

a 〈Jkeb, X〉L(Y, eb, ed)− Uk
b L(Y, eb, ed)〈Jkea, X〉

−〈X,En+k〉〈Jkea, eb〉L(Y, eb, ed)
)
.
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Sendo assim, resulta que

2Q(X, Y, V,W )

=
(− 1

2

∑

k

〈JkX, V 〉〈JkW,Y 〉+
1

2

∑

k

〈JkX, W 〉〈JkV, Y 〉+
1

2

∑

k

〈JkX,Y 〉〈JkV,W 〉)

−(− 1

2

∑

k

〈JkY, V 〉〈JkW,X〉+
1

2

∑

k

〈JkY, W 〉〈JkV,X〉+
1

2

∑

k

〈JkY, X〉〈JkV,W 〉)

+
∑

k

(〈V, En+k〉∇̄XJk(W,Y )− 〈W,En+k〉∇̄XJk(V, Y )− 〈Y, En+k〉∇̄XJk(V, W )
)

−
∑

k

(〈V, En+k〉∇̄Y Jk(W,X)− 〈W,En+k〉∇̄Y Jk(V, X)− 〈X, En+k〉∇̄Y Jk(V, W )
)

+
∑

b

∑

k

(〈V,En+k〉〈Jkeb, Y 〉L(X, eb,W )− Uk
b L(X, eb,W )〈JkV, Y 〉

−〈Y,En+k〉〈JkV, eb〉L(X, eb,W )
)

−
∑

b

∑

k

(〈V, En+k〉〈Jkeb, X〉L(Y, eb,W )− Uk
b L(Y, eb,W )〈JkV, X〉

−〈X,En+k〉〈JkV, eb〉L(Y, eb,W )
)
.

Todavia, usando o fato de que 〈JkX, En+l〉 = 0, observamos que

−2
∑

b

〈V,En+k〉〈Jkeb, Y 〉L(X, eb, W )

=
∑

b

〈V, En+k〉〈Jkeb, Y 〉
∑

l

(〈JlW,X〉〈eb, En+l〉

−〈Jleb, X〉〈W,En+l〉+ 〈Jleb,W 〉〈X, En+l〉
)

=
∑

b

〈V, En+k〉〈JkY, eb〉
∑

l

(− 〈JlW,X〉〈eb, En+l〉 − 〈JlX, eb〉〈W,En+l〉

+〈JlW, eb〉〈X,En+l〉
)

= −
∑

l

〈V,En+k〉〈JkY,
∑

b

〈eb, En+l〉eb〉〈JlW,X〉

−
∑

l

〈V,En+k〉〈W,En+l〉
∑

b

〈JkY, eb〉〈JlX, eb〉

+
∑

l

〈V, En+k〉〈X, En+l〉
∑

b

〈JkY, eb〉〈JlW, eb〉

= −〈V, En+k〉
∑

l

〈JkY,En+l〉〈JlW,X〉

−
∑

l

〈V,En+k〉〈W,En+l〉〈JkY, JlX〉+
∑

l

〈V, En+k〉〈X, En+l〉〈JkY, JlW 〉

= −〈V, En+k〉
∑

l

(〈W,En+l〉〈JkY, JlX〉 − 〈X,En+l〉〈JkY, JlW 〉)
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Analogamente, obtemos

−2
∑

b

〈Y,En+k〉〈JkV, eb〉L(X, eb,W )

= 〈Y,En+k〉
∑

l

(〈W,En+l〉〈JkV, JlX〉 − 〈X, En+l〉〈JkV, JlW 〉),

−2
∑

b

〈V, En+k〉〈JkX, eb〉L(Y, eb,W )

= 〈V, En+k〉
∑

l

(〈W,En+l〉〈JkX, JlY 〉 − 〈Y,En+l〉〈JkX, JlW 〉)

e

−2
∑

b

〈X,En+k〉〈JkV, eb〉L(Y, eb,W )

= 〈X,En+k〉
∑

l

(〈W,En+l〉〈JkV, JlY 〉 − 〈Y,En+l〉〈JkV, JlW 〉).

Finalmente, calculamos

−2
∑

b

Uk
b L(X, eb,W )〈JkV, Y 〉 =

∑

b

Uk
b

∑

l

(〈JlW,X〉〈eb, En+l〉 − 〈Jleb, X〉〈W,En+l〉

+〈Jleb,W 〉〈X, En+l〉
)〈JkV, Y 〉

=
∑

l

(〈JlW,X〉
∑

b

〈eb, En+k〉〈eb, En+l〉+ 〈JlX, En+k〉〈W,En+l〉

−〈JlW,En+k〉〈X, En+l〉
)〈JkV, Y 〉

= 〈JkW,X〉〈JkV, Y 〉

e, de modo análogo, obtemos

−2
∑

b

Uk
b L(Y, eb,W )〈JkV, X〉 = 〈JkW,Y 〉〈JkV, X〉.
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Utilizando essas expressões, podemos escrever

2Q(X, Y, V, W )

= −1

2

∑

k

〈JkX,V 〉〈JkW,Y 〉+
1

2

∑

k

〈JkX, W 〉〈JkV, Y 〉+
1

2

∑

k

〈JkX, Y 〉〈JkV, W 〉

+
1

2

∑

k

〈JkY, V 〉〈JkW,X〉 − 1

2

∑

k

〈JkY, W 〉〈JkV,X〉 − 1

2

∑

k

〈JkY, X〉〈JkV, W 〉

+
∑

k

(〈V,En+k〉∇̄XJk(W,Y )− 〈W,En+k〉∇̄XJk(V, Y )− 〈Y,En+k〉∇̄XJk(V, W )
)

−
∑

k

(〈V, En+k〉∇̄Y Jk(W,X)− 〈W,En+k〉∇̄Y Jk(V,X)− 〈X,En+k〉∇̄Y Jk(V,W )
)

+
1

2

∑

k,l

(〈V,En+k〉〈W,En+l〉〈JkY, JlX〉 − 〈V, En+k〉〈X, En+l〉〈JkY, JlW 〉)

+
1

2

∑

k

〈JkW,X〉〈JkV, Y 〉

+
1

2

∑

k,l

(〈Y,En+k〉〈W,En+l〉〈JkV, JlX〉 − 〈Y, En+k〉〈X, En+l〉〈JkV, JlW 〉)

−1

2

∑

k,l

(〈V, En+k〉〈W,En+l〉〈JkX, JlY 〉 − 〈Z,En+k〉〈Y, En+l〉〈JkX, JlW 〉)

−1

2
〈JkW,Y 〉〈JkV, X〉

−1

2

∑

k,l

(〈X, En+k〉〈W,En+l〉〈JkV, JlY 〉 − 〈X, En+k〉〈Y,En+l〉〈JkV, JlW 〉).

Note que

∇̄V Jk(X, Y ) = 〈(∇̄V Jk)X,Y 〉, (2.9)

onde no lado direito indicamos a derivada de um tensor do tipo (1, 1). Após cancelar
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alguns termos na expressão anterior de Q, deduzimos que

2Q(X, Y, V,W ) = 〈JkX,Y 〉〈JkV,W 〉+
1

2
〈JkY, V 〉〈JkW,X〉 − 1

2
〈JkY, W 〉〈JkV, X〉

+
∑

k

(〈V, En+k〉〈(∇̄XJk)W,Y 〉 − 〈W,En+k〉〈(∇̄XJk)V, Y 〉 − 〈Y, En+k〉〈(∇̄XJk)V,W 〉)

−
∑

k

(〈V, En+k〉〈(∇̄Y Jk)W,X〉 − 〈W,En+k〉〈(∇̄Y Jk)V, X〉 − 〈X, En+k〉〈(∇̄Y Jk)V, W 〉)

+
1

2

∑

k,l

(〈V, En+k〉〈W,En+l〉〈JkY, JlX〉 − 〈V,En+k〉〈X,En+l〉〈JkY, JlW 〉)

+
1

2

∑

k,l

(〈Y, En+k〉〈W,En+l〉〈JkV, JlX〉 − 〈Y,En+k〉〈X, En+l〉〈JkV, JlW 〉)

−1

2

∑

k,l

(〈V,En+k〉〈W,En+l〉〈JkX, JlY 〉 − 〈V, En+k〉〈Y, En+l〉〈JkX, JlW 〉)

−1

2

∑

k,l

(〈X, En+k〉〈W,En+l〉〈JkV, JlY 〉 − 〈X,En+k〉〈Y, En+l〉〈JkV, JlW 〉).

2.1.1 Definição Alternativa do Tensor L

A partir da escolha do referencial ortonormal local invariante à esquerda em (2.1),

definimos as constantes de estrutura em N por

[Ek, El] =
n+n′∑
r=1

σr
klEr. (2.10)

Se {θk}n+n′
k=1 denota o co-referencial dual a {Ek}n+n′

k=1 , então as formas de conexão em N

são dadas por

θk
l =

1

2

n+n′∑
r=1

τ k
lr θr, (2.11)

onde

τ k
lr = σk

rl + σl
kr + σr

kl. (2.12)

De acordo com essa notação, as primeiras equações de estrutura são

dθk + θk
l ∧ θl = 0, θk

l = −θl
k. (2.13)

A relação (1.4) pode ser reescrita como

τ r
kl = σr

lk, 1 ≤ k, l ≤ n, 1 ≤ r ≤ n + n′. (2.14)

Daı́, para 1 ≤ k, l ≤ n, vale a relação

σl
kr = σr

lk = −σr
kl, 1 ≤ r ≤ n + n′,



Capı́tulo 2. Imersões Isométricas em Grupos de Lie Nilpotentes 29

Em termos das constantes de estrutura temos, a partir de (1.8)-(1.10),

τ r
kl = 2〈∇̄El

Ek, Er〉 = −σk
lr, (2.15)

para 1 ≤ l, r ≤ n and n + 1 ≤ k ≤ n + n′.

A 2-forma de curvatura Θ = {Θk
l }n+n′

k,l=1 de N , associada ao referencial {Ek}n+n′
k=1 , é dada

por

dθk
l +

n+n′∑
r=1

θk
r ∧ θr

l = Θk
l . (2.16)

Verifica-se facilmente que

Θk
l =

1

4

n+n′∑
r,p,q=1

(
τ k
lrτ

r
st + τ k

rsτ
r
lt

)
θp ∧ θq. (2.17)

Recordamos que as duas expressões distintas para Jk obtidas acima estão relacionadas

pela equação

uk
ab =

n∑

l,r=1

Al
aA

r
bσ

n+k
lr . (2.18)

Utilizamos a equação (2.18) para deduzir uma expressão alternativa para λ, a ser usada

posteriormente.

Proposição 1. A 1-forma λ = (λa
b )

n+n′
a,b=1 definida em (2.5) satisfaz

λ = A−1θA,

onde θ = (θk
l )

n+n′
k,l=1.

Prova. Como calculado acima, as constantes de estrutura de N satisfazem, em termos

do referencial ortonormal {Ek}n+n′
k=1 , as equações

σr
kl =





0, 1 ≤ r ≤ n,

0, 1 ≤ k ≤ n, n + 1 ≤ l ≤ n + n′,

0, n + 1 ≤ k, l ≤ n + n′.

e

τ k
lr =





σk
rl, 1 ≤ l, r ≤ n e k ≥ n + 1,

σr
kl, 1 ≤ k, l ≤ n e r ≥ n + 1,

σl
kr, 1 ≤ k, r ≤ n e l ≥ n + 1
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Assim, obtemos

λa
b = −1

2

n+n′∑
c=1

n′∑

k=1

(Uk
a uk

bc − Uk
b uk

ac − Uk
c uk

ab)ω
c

= −1

2

n+n′∑
c=1

n′∑

k=1

n∑

l,r=1

Uk
a Al

bA
r
cσ

n+k
lr ωc +

1

2

n+n′∑
c=1

n′∑

l=1

n∑

k,r=1

Ak
aU

l
bA

r
cσ

n+l
kr ωc

+
1

2

n+n′∑
c=1

n′∑
r=1

n∑

k,l=1

Ak
aA

l
bU

r
c σn+r

kl ωc

=
1

2

n+n′∑
c=1

n+n′∑

k=n+1

n∑

l,r=1

Ak
aA

l
bA

r
cτ

k
lrω

c +
1

2

n+n′∑
c=1

n+n′∑

l=n+1

n∑

k,r=1

Ak
aA

l
bA

r
cτ

k
lrω

c

+
1

2

n+n′∑
c=1

n+n′∑
r=n+1

n∑

k,l=1

Ak
aA

l
bA

r
cτ

k
lrω

c

=
1

2

n+n′∑

c,k,l,r=1

Ak
aA

l
bA

r
cτ

k
lrω

c =
1

2

n+n′∑

k,l,r=1

Ak
aA

l
bτ

k
lrθ

r =
n+n′∑

k,l=1

Ak
aA

l
bθ

k
l

=
n+n′∑

k,l=1

(A−1)a
kθ

k
l A

l
b

= (A−1θA)a
b .

Isso encerra a prova da proposição. ¤

Observação 1. Podemos ainda demonstrar que

−Q = A−1ΘA. (2.19)

Uma fórmula análoga é provada posteriormente na Proposição 4.

2.2 Existência de um Referencial Adaptado

Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional. Definimos m′ por m+m′ = n+n′.

Consideramos um fibrado vetorial real Riemanniano E sobre M com posto m′ e a soma

de Whitney S = TM ⊕ E, de modo que S é um fibrado vetorial trivial. Podemos,

portanto, fixar um referencial ortonormal globalmente definido Ê1, . . . , Ên+n′ em S.

Denotamos por 〈·, ·〉 o tensor métrico em S. Sejam ∇̂ e R̂ a conexão compatı́vel com

a métrica e o tensor curvatura em S, respectivamente. Então, definimos o tensor

〈ĴkV, W 〉 =
∑

l,r

〈V, Êl〉〈W, Êr〉σn+k
lr , k = 1, . . . , n′, (2.20)



Capı́tulo 2. Imersões Isométricas em Grupos de Lie Nilpotentes 31

onde V, W são secções arbitrárias de S. Em virtude da definição de Ĵk, temos

〈ĴkV, Ên+l〉 = 0 (2.21)

posto que σn+k
r,n+l = 0. Definimos em termos de Ĵk os tensores L̂ e Q̂ em S por

−2L̂(X, Y, V ) =
n′∑

k=1

〈ĴkV,X〉〈Y, Ên+k〉 −
n′∑

k=1

〈ĴkY,X〉〈V, Ên+k〉

+
n′∑

k=1

〈ĴkY, V 〉〈X, Ên+k〉 (2.22)

e

2Q̂(X,Y, V, W )

= 〈ĴkX, Y 〉〈ĴkV, W 〉+
1

2
〈ĴkY, V 〉〈ĴkW,X〉 − 1

2
〈ĴkY, W 〉〈ĴkV, X〉

+
∑

k

〈V, Ên+k〉〈(∇̂X Ĵk)W,Y 〉 −
∑

k

〈Y, Ên+k〉〈(∇̂X Ĵk)V,W 〉

−
∑

k

〈V, Ên+k〉〈(∇̂Y Ĵk)W,X〉+
∑

k

〈X, Ên+k〉〈(∇̂Y Ĵk)V,W 〉

−
∑

k

〈W, Ên+k〉〈(∇̂X Ĵk)V, Y 〉+
∑

k

〈W, Ên+k〉〈(∇̂Y Ĵk)V, X〉

+
1

2

∑

k,l

(〈V, Ên+k〉〈W, Ên+l〉〈ĴkY, ĴlX〉 − 〈V, Ên+k〉〈X, En+l〉〈ĴkY, ĴlW 〉)

+
1

2

∑

k,l

(〈Y, Ên+k〉〈W, Ên+l〉〈ĴkV, ĴlX〉 − 〈Y, Ên+k〉〈X, Ên+l〉〈ĴkV, ĴlW 〉)

−1

2

∑

k,l

(〈V, Ên+k〉〈W, Ên+l〉〈ĴkX, ĴlY 〉 − 〈V, Ên+k〉〈Y, Ên+l〉〈ĴkX, ĴlW 〉)

−1

2

∑

k,l

(〈X, Ên+k〉〈W, Ên+l〉〈ĴkV, ĴlY 〉 − 〈X, Ên+k〉〈Y, Ên+l〉〈ĴkV, ĴlW 〉).(2.23)

onde X, Y ∈ Γ(TM) e V,W ∈ Γ(S).

Supomos, então, que

〈R̂(X, Y )V, W 〉 = Q̂(X,Y, V,W ), X, Y ∈ Γ(TM), V, W ∈ Γ(S). (2.24)

Além disso, supomos que a condição

∇̂XÊn+k = −1

2
ĴkX, X ∈ Γ(TM), k = 1, . . . , n′ (2.25)

é satisfeita.
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A conexão em S induz conexões∇ em M e∇E em E. Mais precisamente, definindo-

se II ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ E) por

∇̂XY = ∇XY + II(X,Y ), X, Y ∈ Γ(TM)

e denotando-se

〈SV (X), Y 〉 = 〈II(X, Y ), V 〉, V ∈ Γ(E),

obtemos

∇̂XV = −SV X +∇E
XV.

Em termos da decomposição Ên+k = Tk +Nk, Tk ∈ Γ(TM), Nk ∈ Γ(E), a condição (2.25)

é expressa por

∇XTk − Sk(X) +∇E
XNk + II(Tk, X) = −1

2
Ĵk(X), X ∈ Γ(TM), (2.26)

onde Sk = SNk
.

Definição 1. Dado um aberto simplesmente conexo M ′ ⊂ M , fixamos uma aplicação U ∈
C∞(M ′,Rn′(n+n′)). Um referencial ortonormal e : M ′ → F(S) com componentes

e1, . . . , em, em+1, . . . , em+m′

é admissı́vel se as primeiras m secções são campos vetoriais em M e as últimas m′ são secções

em E e, ainda, se satisfizer

〈Ên+k, ea〉 = Uk
a , 1 ≤ k ≤ n′.

Em particular, isso implica que

〈Tk, ei〉 = 〈Ên+k, ei〉 = Uk
i (2.27)

para i = 1, . . . , m e

〈Nk, eα〉 = 〈Ên+k, eα〉 = Uk
α, (2.28)

para α = m + 1, . . . , m + m′. A aplicação de transição de um referencial ortonormal Êk para

um referencial ortonormal admissı́vel ea é dada por uma aplicação admissı́vel, isto é, se

ea = ÊkA
k
a,

então A é da forma

A(x) =


 ∗

U(x)


 . (2.29)
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Denotamos por

ω1, . . . , ωm, ωm+1, . . . , ωm+m′
(2.30)

as 1-formas reais sobre S duais ao referencial {ea}n+n′
a=1 . A conexão riemanniana ∇̂

é dada, em termos deste referencial, pela matriz ω = (ωa
b )

n+n′
a,b=1. Assim, a primeira

equação de estrutura é escrita como

dωa + ωa
b ∧ ωb = 0, ωa

b = −ωb
a. (2.31)

A expressão local para Ĵk em termos de um referencial ortonormal admissı́vel é

〈Ĵkeb, ea〉 = uk
ba. (2.32)

Então, considerando Jk como um tensor do tipo (0, 2) dado por

Ĵk(ea, eb) := 〈Ĵkea, eb〉, (2.33)

podemos escrever

Ĵk =
∑

a,b

uk
abω

a ⊗ ωb. (2.34)

Assim, a equação (2.25) é reescrita como

∑

k

(
dUk

a −
∑

c

Uk
c ωc

a

)
= −1

2

∑

k

uk
ba ωb. (2.35)

As derivadas covariantes do campo tensorial Ĵk são dadas por

∇̂Ĵk(ea, eb) = duk
ab − uk

dbω
d
a − uk

adω
d
b =: ∇̂uk

ab.

A expressão local para L̂ é dada, em termos de 1-formas, por

λ̂a
b = L̂( · , ea, eb). (2.36)

Assim, do mesmo modo como foi calculado na Seção 2.1, obtemos a identidade

λ̂a
b = −1

2

n′∑

k=1

(
Uk

a uk
bc − Uk

b uk
ac + Uk

c uk
ba

)
ωc. (2.37)

A expressão local para Q̂ é dada pela 2-forma

Q̂d
a = Q̂(·, ·, ea, ed).
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Podemos verificar que

Q̂a
d := Q̂( · , · , ea, ed) = −(

dλ̂ + λ̂ ∧ ω + ω ∧ λ̂− λ̂ ∧ λ̂
)

a
d. (2.38)

Com efeito, a verificação de (2.38) é análoga àquela feita na Seção 2.1, dessa vez uti-

lizando a expressão (2.21).

Observemos agora que a hipótese (2.24) é refraseada, em termos dessas formas,

como

dω + ω ∧ ω = −(Q̂d
a). (2.39)

Podemos provar o seguinte resultado.

Proposição 2. Suponhamos que os dados definidos acima satisfaçam (2.24) e (2.25). Seja M ′ ⊂
M um subconjunto aberto e simplesmente conexo. Então, existe uma aplicação admissı́vel

A ∈ C∞(M ′, SOn+n′) tal que

A−1dA = ω − λ̂ (2.40)

com a condição inicial A(x0) = Id, para x0 ∈ M ′ dado.

Prova. É suficiente mostrar que as hipóteses em consideração implicam nas hipóteses

da Proposição 5 do Apêndice 2.4. Isso assegura a existência de uma aplicação ad-

missı́vel tal que

A−1dA = ω̂, (2.41)

onde estamos considerando

ω̂ = ω − λ̂. (2.42)

Denotando

Υ = ω̂ − A−1dA, (2.43)

calculamos

−dΥ = −A−1dA ∧ A−1dA− dω̂

= −(
Υ− ω̂) ∧ (

Υ− ω̂)− dω̂

= −Υ ∧Υ + Υ ∧ ω̂ + ω̂ ∧Υ− dω̂ − ω̂ ∧ ω̂.

Assim, em vista da expressão ω̂ = ω − λ̂, obtemos a seguinte equação módulo Υ

dΥ = dω̂ + ω̂ ∧ ω̂

= dω + ω ∧ ω − dλ̂ + λ̂ ∧ λ̂− ω ∧ λ̂− λ̂ ∧ ω.
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Então, a partir de (2.38) e (2.39), concluı́mos que a equação, módulo Υ,

dΥ = dω̂ + ω̂ ∧ ω̂ = 0

é verdadeira. Para satisfazer a condição (2.65) da Proposição 5 no Apêndice 2.4, resta

provar que os dados definidos acima satisfazem

dU − Uω + Uλ̂ = 0. (2.44)

Para provar isso, calculamos

Uk
c λ̂c

a = Uk
c L̂(·, ec, ea) = L̂(·, Uk

c ec, ea) = L̂(·, 〈Ên+k, ec〉ec, ea)

= L̂(·, Ên+k, ea)

= −1

2

∑

l

(
〈Ĵlea, ·〉〈Ên+k, Ên+l〉 − 〈ĴlÊn+k, ·〉〈ea, Ên+l〉

+ 〈ĴlÊn+k, ea〉〈·, Ên+l〉
)

= −1

2

(〈Ĵkea, ·〉 −
∑

l

〈ĴlÊn+k, ·〉〈ea, Ên+l〉 −
∑

l

〈ĴlÊn+k, ea〉〈·, Ên+l〉
)
.

Entretanto,

−1

2
〈ĴlÊn+k, ea〉 =

∑
p,q

〈Ên+k, Êq〉〈ea, Êp〉σn+l
qp = 〈ea, Êp〉σn+l

n+k,p = 0.

Similarmente, dado V ∈ Γ(S)

−1

2
〈ĴlÊn+k, V 〉 =

∑
p,q

〈Ên+k, Êq〉〈V, Êp〉σn+l
qp = 〈V, Êp〉σn+l

n+k,p = 0.

Portanto, concluı́mos que

Uk
c λ̂c

a = −1

2
〈Ĵkea, ·〉

= −1

2
uk

abω
b

= −(
dUk

a − Uk
c ωc

a

)
,

como desejado.

A existência de uma aplicação satisfazendo (2.41) segue diretamente da Proposição

5 no Apêndice 2.4. Isto encerra a prova. ¤

Dada uma aplicação admissı́vel A : M ′ → SOn+n′ resolvendo (2.40), definimos um

referencial ortonormal {ea}n+n′
a=1 em S ao longo de M ′ a partir do referencial Êa, isto
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é, satisfazendo (2.27) e (2.28). Os conjuntos correspondentes de 1-formas duais estão

relacionados por

θ̂k = Ak
aω

a. (2.45)

Segue-se de (2.20) que a expressão local para Jk no referencial ortonormal {ea}n+n′
a=1 é

−1

2
uk

ab = −1

2
〈Ĵkea, eb〉 = 〈ea, Êl〉〈eb, Êr〉σn+k

lr = Al
aA

r
bσ

n+k
lr .

Então, definimos

θ̂k
l =

1

2
τ k
lrθ̂

r =
1

2
τ k
lrA

r
aω

a, (2.46)

onde τ k
lr = σk

rl + σl
kr + σr

kl. Em virtude desses fatos, podemos reobter a Proposição 1 no

atual contexto.

Proposição 3. O referencial ortonormal admissı́vel obtido acima como solução da equação

(2.40) satisfaz

λ̂ = A−1θ̂A, (2.47)

onde θ̂ = (θ̂k
l )

n+n′
k,l=1 está definido em (2.46).

Prova: É suficiente imitar a prova da Proposição 1 na Seção 2.1. ¤

Finalmente, definimos as seguintes 2-formas

Θ̂k
l =

1

4

(
τ k
lrτ

r
pq + τ k

rpτ
r
lq

)
θ̂p ∧ θ̂q =

1

4

(
τ k
lrτ

r
pq + τ k

rpτ
r
lq

)
Ap

aA
q
bω

a ∧ ωb. (2.48)

Então, podemos provar o seguinte resultado.

Proposição 4. O referencial admissı́vel definido acima como solução da equação (2.40) satisfaz

−Q̂ = A−1Θ̂A, (2.49)

onde Θ̂ = (Θ̂k
l )

n+n′
k,l=1 é definido em (2.48).

Prova. Temos

A−1dA = ω − λ̂ (2.50)

e

dλ̂− λ̂ ∧ λ̂ + ω ∧ λ̂ + λ̂ ∧ ω = −Q̂ (2.51)

e, como já foi demonstrado,

λ̂ = A−1θ̂A. (2.52)
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Assim

dλ̂ = dA−1 ∧ θ̂A + A−1dθ̂A− A−1θ̂ ∧ dA

= −A−1dA ∧ A−1θ̂A + A−1dθ̂A− A−1θ̂A ∧ A−1dA

= −(ω − λ̂) ∧ λ̂ + A−1dθ̂A− λ̂ ∧ (ω − λ̂)

= 2λ̂ ∧ λ̂− ω ∧ λ̂− λ̂ ∧ ω + A−1dθ̂A.

Entretanto,

−Q̂ = dλ̂− λ̂ ∧ λ̂ + ω ∧ λ̂ + λ̂ ∧ ω = λ̂ ∧ λ̂ + A−1dθ̂A

= A−1θ̂A ∧ A−1θ̂A + A−1dθ̂A

= A−1
(
dθ̂ + θ̂ ∧ θ̂

)
A.

Deste modo, calculando-se diretamente, tendo em vista as definições, a primeira equação

de estrutura (2.31) e a equação (2.40) na forma dA = Aω − Aλ̂, obtém-se:

dθ̂k
l =

1

2
τ k
lr(dAr

a ∧ ωa + Ar
adωa) =

1

2
τ k
lr(dAr

b ∧ ωb − Ar
aω

a
b ∧ ωb)

=
1

2
τ k
lr(dAr

b − Ar
aω

a
b ) ∧ ωb

= −1

2
τ k
lr(Aλ̂)r

b ∧ ωb.

Todavia, Aλ̂ = AA−1θ̂A = θ̂A. Assim, obtemos

dθ̂k
l = −1

2
τ k
lr(θ̂A)r

b ∧ ωb = −1

2
τ k
lrθ̂

r
p ∧ Ap

bω
b = −1

2
τ k
lrθ̂

r
p ∧ θ̂p

= −1

4
τ k
lrτ

r
pqθ̂

q ∧ θ̂p

e

θ̂k
r ∧ θ̂r

l =
1

4
τ k
rpτ

r
lqθ̂

p ∧ θ̂q.

Portanto, concluı́mos que

dθ̂ + θ̂ ∧ θ̂ = Θ̂ (2.53)

e deduzimos, como afirmado, que

−Q̂ = dλ̂− λ̂ ∧ λ̂ + ω ∧ λ̂ + λ̂ ∧ ω = A−1Θ̂A.

Isto completa a prova da proposição. ¤
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2.3 Existência de Imersões Isométricas em Grupos de Lie

Nilpotentes

Escolhemos números naturais tais que n + n′ = m + m′. Estamos, agora, em condições

de enunciar e demonstrar o principal resultado desse capı́tulo.

Teorema 1. Seja Mm uma variedade Riemanniana orientada, simplesmente conexa e seja E

um fibrado vetorial Riemanniano real com posto m′ de modo que S = TM ⊕ E é um fibrado

vetorial trivial. Fixamos um referencial ortonormal global {Êk}n+n′
k=1 em S. Sejam ∇̂ e R̂,

nesta ordem, a conexão compatı́vel e o tensor curvatura de S e ∇,∇E as conexões compatı́veis

induzidas em TM e E, respectivamente. Definimos Ĵk, L̂ e Q̂ como em (2.20), (2.22) e (2.23),

respectivamente. Supomos que estes campos satisfaçam as equações

R̂ = Q̂ (2.54)

e

∇̂Ên+k = −1

2
Ĵk, k = 1, . . . , n′. (2.55)

Então, existem uma imersão isométrica f : M → N e um isomorfismo f⊥∗ : E → TM⊥, onde

TM⊥ denota o fibrado normal ao longo de f , de modo que f⊥∗ é uma isometria, quando restrito

às fibras, e satisfaz

f∗∇E
XV = ∇̄⊥

f∗Xf⊥∗ V, X ∈ Γ(TM), V ∈ Γ(E), (2.56)

f⊥∗ II(X,Y ) = ∇̄⊥
f∗Xf∗Y, X, Y ∈ Γ(TM), (2.57)

onde ∇̄⊥ denota a conexão normal em TM⊥. A imersão isométrica é única, a menos de escolhas

de um referencial global em S e movimentos rı́gidos em N .

A hipótese (2.54) corresponde a uma formulação das equações clássicas de Gauss, Co-

dazzi e Ricci. As condições adicionais a que nos referimos estão abreviadas em (2.55) e

podem ser reescritas como em (2.26).

Impor a trivilização global de S é o sucedâneo, em nosso caso, do fato de que,

utilizando as equações fundamentais no Teorema de Bonnet clássico, demonstra-se

que o fibrado S tem curvatura nula. Este é o ingrediente fundamental da prova, que

conduz diretamente a aplicação do Teorema de Frobenius a uma equação de curvatura

zero.
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Observamos que a unicidade da imersão pode ser verificada, a menos da escolha

do referencial global em S e de translações à esquerda em N .

Prova. Em virtude das hipóteses, a Proposição 2 implica que, dado um aberto sim-

plesmente conexo M ′ ⊂ M , existe uma aplicação admissı́vel A : M ′ → SOn+n′ que

resolve a equação (2.40) e satisfaz as equações (2.47), (2.48) e (2.49), respectivamente.

Seja {ēk}n+n′
k=1 um referencial ortonormal em n = Rn+n′ . Definimos, então, a seguinte

1-forma em M ×N com valores em n

Π = π∗N ωn − ēk(A
k
a ◦ πM)π∗Mωa, (2.58)

onde πN : M × N → N e πM : M × N → M são as projeções canônicas. De modo

sucinto, podemos escrever

Π = π∗N ωn − ēkπ
∗
M θ̂k, (2.59)

onde estamos usando (2.45). Consideramos, deste modo, a distribuição D = ker Π

sobre M ×N . Assim, em vista de (2.31) e (2.40), calculamos (omitindo projeções)

dΠ = dωn − ēk dAk
a ∧ ωa − ēk Ak

a dωa

= −1

2
[ωn, ωn]− ēk dAk

a ∧ ωa + ēkA
k
a ωa

c ∧ ωc

= −1

2
[ωn, ωn]− ēk (Aω̂)k

a ∧ ωa + ēkA
k
a ωa

c ∧ ωc

= −1

2
[Π + ēkθ̂

k, Π + ēlθ̂
l]− ēk (Aω̂)k

a ∧ ωa + ēkA
k
a ωa

c ∧ ωc

= −1

2
[Π, Π]− 1

2
[Π, ēkθ̂

k]− 1

2
[ēlθ̂

l, Π]− 1

2
[ēkθ̂

k, ēlθ̂
l]

− ēk (Aω)k
a ∧ ωa + ēk (Aλ̂)k

a ∧ ωa + ēkA
k
a ωa

c ∧ ωc.

Portanto, considerando a igualdade módulo Π, segue-se que

dΠ = −1

2
[ēkθ̂

k, ēlθ̂
l]− ēk(Aω)k

a ∧ ωa + ēk(Aλ̂)k
a ∧ ωa + ēkA

k
a ωa

c ∧ ωc

= −1

2
θ̂k ∧ θ̂l [ēk, ēl]− ēk Ak

cω
c
a ∧ ωa + ēk Ak

c λ̂
c
a ∧ ωa + ēk Ak

cω
c
a ∧ ωa

= −1

2
θ̂k ∧ θ̂l [ēk, ēl] + ēkA

k
c λ̂

c
a ∧ ωa.

Entretanto, usando (2.45) e (2.47), obtemos

dΠ = −1

2
ērσ

r
kl θ̂

k ∧ θ̂l + ēk Ak
c λ̂

c
b(A

−1)b
lA

l
a ∧ ωa

= −1

2
ērσ

r
kl θ̂

k ∧ θ̂l + ēk (Aλ̂A−1)k
l ∧ θ̂l

= −1

2
ēkσ

k
rl θ̂

r ∧ θ̂l + ēkθ̂
k
l ∧ θ̂l = ēk

(
θ̂k

l −
1

2
σk

rlθ̂
r
) ∧ θ̂l.
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Assim D é involutiva, uma vez que (2.46) garante que

θ̂k
l =

1

2
σk

rlθ̂
r + µk

lrθ̂
r, (2.60)

onde µk
lr = σl

kr + σr
kl satisfaz

µk
lr = µk

rl. (2.61)

Daı́, (2.61) implica que

∑

r,l

(
θ̂k

l −
1

2
σk

rlθ̂
r
) ∧ θl =

∑

r,l

µk
lrθ̂

r ∧ θ̂l = −
∑

r,l

µk
rlθ̂

l ∧ θ̂r = 0.

Podemos verificar que a folha integral ao longo da identidade e0 em N é um gráfico

sobre M ′. A função que define este gráfico é uma imersão isométrica f : M ′ → N com

condição inicial, digamos, f(x0) = e0, para um ponto x0 ∈ M ′ dado. De fato, dado

(v, w) ∈ D(x,e),

com e = f(x), temos w = f∗(x) · v. Assim, aplicando-se Le∗ a Π(v, w) = 0, obtemos,

utilizando (2.58),

f∗(x) · v =
n+n′∑

k=1

m∑
a=1

Ek(f(x))Ak
a(x)ωa(v),

onde {Ek}n+n′
k=1 é o referencial invariante à esquerda em N definido por ωn(Ek) = ēk.

Desta expressão, uma vez que A é uma matriz ortogonal, segue-se imediatamente que

f é uma imersão isométrica.

Ademais, utilizando a expressão (2.59), inferimos que

f∗(x) · v =
n+n′∑

k=1

Ek(f(x))θ̂k(v),

donde concluı́mos que {θ̂k}n+n′
k=1 é o co-referencial dual a {Ek}n+n′

k=1 nos pontos de f(M) ⊂
N . Sendo assim, (2.46) assegura que (θ̂k

l )
n+n′
k,l=1 são as formas de conexão correspondentes

ao referencial {Ek}n+n′
k=1 ao longo de f . Portanto, a equação

ω = A−1dA− λ̂

juntamente com a expressão λ̂ = A−1θ̂A garantem que (ωa
b )

m+m′
a,b=1 são as formas de

conexão em f(M) associadas ao referencial adaptado {ea}m+m′
a=1 . Portanto, a equação

(2.39) implica que −Q é a forma de curvatura em N em pontos de f(M) em termos do
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referencial adaptado. Deste modo, (2.49) garante que Θ̂ são as formas de curvatura em

N ao longo de f relativamente ao referencial invariante à esquerda.

A escolha da condição inicial f(x0) = e0 não é uma restrição séria, visto que uma

imersão isométrica com condição inicial e ∈ N pode ser obtida aplicando à folha ao

longo de e0 a isometria Le de N .

Um argumento convencional envolvendo monodromia permite enunciarmos o re-

sultado para a variedade inteira, visto que M é simplesmente conexa. Para duas abor-

dagens distintas da técnica empregada, nos referimos a [29] e [32]. Isto conclui a prova

do teorema.

2.4 Apêndice

Dada uma aplicação U ∈ C∞(M ′,Rn′(n+n′)), recordamos que A ∈ C∞(M ′, SOn+n′) é

uma aplicação dita admissı́vel quando é da forma

A(x) =


 ∗

U(x)


 . (2.62)

Denotando por µ : Mn+n′R → Rn′(n+n′) a projeção nas últimas n′ linhas, a condição

(2.62) significa que µ(A(x)) = U(x).

O conjunto das aplicações admissı́veis define uma subvariedade em M×SOn+n′ de

dimensão m + n(n− 1)/2 dada por

U =



(x,A) : A =


 ∗

U(x)






 . (2.63)

O espaço tangente a U num ponto (x,A) é

T(x,A)U =



(v, B) : B =


 ∗

dU(x) · v






 . (2.64)

Seja ω̄ ∈ Λ1(SOn+n′ , son+n′) a forma de Maurer-Cartan em SOn+n′ . Apresentamos a

seguir condições suficientes (e de fato necessárias) para resolver o seguinte problema.

Proposição 5. Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional e simplesmente conexa.

Dada uma 1-forma ω̂ ∈ Λ1(M, son+n′) e uma aplicação U ∈ C∞(M ′,Rn′(n+n′)) satisfazendo

dU − Uω̂ = 0, (2.65)
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existe uma aplicação admissı́vel A ∈ C∞(M ′, SOn+n′) tal que

ω̂ = A−1dA (2.66)

ou ω̂ = A∗ω̄. Em outras palavras, existe uma primitiva A para a derivada de Darboux ω̂.

Prova. Definimos a 1-forma Υ em M × SOn+n′ com valores em son+n′ por

Υ = π∗1ω̂ − π∗2ω̄, (2.67)

onde π1 : M × SOn+n′ → M e π2 : M × SOn+n′ → SOn+n′ são as projeções naturais. Por

brevidade escrevemos

Υ = ω̂ − A−1dA.

Definimos então a distribuição D = ker Υ em U. Mais precisamente

(v,B) ∈ D(x,A) se , e somente se, ω̂(v) = ω̄(B) (2.68)

Equivalentemente, podemos definir D como uma distribuição em todo o espaço M ×
SOn+n′ escrevendo

D(x,A) = ker Υ(x,A) ∩ ker ϑ(x,A),

onde ϑ é a 1-forma em M × SOn+n′ com valores em Rn′(n+n′) dada por

ϑ(x,A)(v,B) = dU(x) · v − dµ(A) ·B
= dU(x) · v − µ(B)

Para mostrar que (2.68) define uma distribuição, precisamos mostrar que ker Υ tem

posto constante. Inicialmente, provamos que a diferencial de π1 restrita a D(x,A)

π1∗ : D(x,A) → TxM

é um isomorfismo. De fato, se π1∗(v,B) = 0 para algum (v,B) ∈ D(x,A) então v = 0.

Uma vez que 0 = ω̂(v) = ω̄(B), segue-se que B = 0. Assim,

dim ker Υ(x,A) ≤ m.

Agora, dado (v,B) ∈ T(x,A)U, temos

µ
(
AΥ(x,A)(v,B)

)
= µ

(
Aω̂x(v)− Aω̄A(B)

)
= µ

(
Aω̂(v)− AA−1 ·B)

= µ
(
A

)
ω̂(v)− µ

(
B

)
= Uω̂(v)− dUx(v) = 0.
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Verificamos, assim, que

ImΥ(x,A) ⊂ {B ∈ son+n′ : µ(AB) = 0}

Desta forma, se B ∈ ImΥ(x,A), então B = ω̄A(B), para algum B tangente a A tal que

µ(B) = 0. Isto significa que

ImΥ(x,A) ⊂ ω̄A

(
ker µA

)
,

onde ker µA = {B ∈ TASOn+n′ : µ(B) = 0} é, como dito acima, um espaço n(n − 1)/2-

dimensional. Posto que ω̄A é um isomorfismo, segue-se que ω̄A

(
ker µA

)
tem a mesma

dimensão. Assim,

dim ker Υ(x,A) ≥ m.

Logo, D(x,A) é m-dimensional:

dim ker Υ(x,A) = dim M

para todo (x,A) ∈ M × SOn+n′ .

Verificamos, por fim, a integrabilidade de D. Observando que

dω̂ + ω̂ ∧ ω̂ = 0, (2.69)

temos

dΥ = dω̂ − dω̄ = −ω̂ ∧ ω̂ + ω̄ ∧ ω̄ = −(ω̄ + Υ) ∧ (ω̄ + Υ) + ω̄ ∧ ω̄

= ω̄ ∧Υ + Υ ∧ ω̄.

Assim, se calculando dΥ em algum vetor (v,B) ∈ D(x,A) obtemos Υ(v,B) = 0 e, conse-

quentemente, dΥ(v,B) = 0 também. Então, a distribuição D é integrável.

Portanto, seja (x,A) uma variedade integral da distribuição passando por (x0, Id).

Mostra-se que esta folha pode ser escrita como um gráfico x 7→ A(x) sobre M . Com

efeito, π∗ é um isomorfismo entre os espaços tangentes às folhas e os espaços tangentes

a M em pontos correspondentes. Assim π é um difeomorfismo local. Dado que M é

simplesmente conexa, π é um difeomorfismo global. Seja x 7→ A(x) a aplicação inversa.

A partir disso, verifica-se facilmente que A∗ω̄ = ω̂ como desejado. Isto completa a

prova da proposição. ¤



Capı́tulo 3

Imersões Isométricas em Grupos de Lie

Solúveis

Neste capı́tulo, apresentamos um teorema que estabelece condições suficientes para

a existência de subvariedades com curvatura extrı́nseca prescrita em grupos de Lie

solúvies.

3.1 Alguns Tensores Auxiliares

Tendo em vista a decomposição s = z ⊕ v ⊕ a, escolhemos um referencial ortonormal

local invariante à esquerda

E1, . . . , En, . . . , En+n′ , En+n′+1 (3.1)

tal que os primeiros n campos vetoriais estão em v, os próximos n′ vetoriais estão em z

e o último campo vetorial está em a. Definimos em S o campo

L(X, Y, V ) =
1

2

n′∑

k=1

(
− 〈Y, En+k〉〈JkV, X〉+ 〈X,En+k〉〈JkY, V 〉+ 〈V,En+k〉〈JkY,X〉

)

− 〈V, En+n′+1〉〈Jn′+1Y,X〉+ 〈Y, En+n′+1〉〈Jn′+1V, X〉

+
n′∑

k=1

(2〈X, En+k〉〈Y, En+k〉〈V, En+n′+1〉

+ 〈Y, En+k〉〈V, En+k〉〈X, En+n′+1〉),

onde X, Y e V são campos de vetores em S e Jk := JEn+k
para 1 ≤ k ≤ n′ + 1.

Nosso objetivo agora é derivar uma expressão local para o tensor L. Com esse

propósito, consideramos um referencial {ea}n+n′+1
a=1 definido num subconjunto aberto

44
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O de S por

ea = Eb Ab
a,

para alguma aplicação A : O ⊂ S → SOn+n′+1. Para 1 ≤ k ≤ n′ + 1, definimos as

funções

Uk
a = 〈ea, En+k〉 = An+k

a .

Assim, se (ωa)n+n′+1
a=1 e (ωb

a)
n+n′+1
a,b=1 são, respectivamente, as formas duais e as formas de

conexão associadas ao referencial {ea}n+n′+1
a=1 , temos

〈∇̄En+k, ea〉 = dUk
a −

∑
c

Uk
c ωc

a =: −1

2

∑

b

uk
ba ωb. (3.2)

Ademais, obtemos

〈Jkeb, ea〉 = −2〈∇̄eb
En+k, ea〉 = uk

ba.

Considerando Jk como um tensor do tipo (0, 2), podemos escrever

Jk =
n+n′+1∑

a,b=1

uk
abω

a ⊗ ωb. (3.3)
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Observamos que, para 1 ≤ k ≤ n′, temos

∇̄eaEn+k =
n+n′+1∑

l=1

Al
a∇̄El

En+k =
n+n′+1∑

l,r=1

Al
a〈∇̄El

En+k, Er〉Er

= −
n+n′+1∑

l,r=1

Al
a〈∇̄El

Er, En+k〉Er

= −
n∑

l,r=1

Al
a〈∇̄El

Er, En+k〉Er −
n∑

l=1

n+n′+1∑
r=n+1

Al
a〈∇̄El

Er, En+k〉Er

−
n+n′+1∑

l=n+1

n∑
r=1

Al
a〈∇̄El

Er, En+k〉Er −
n+n′+1∑

l,r=n+1

Al
a〈∇̄El

Er, En+k〉Er

= −
n∑

l,r=1

Al
a 〈

1

2
〈El, Er〉En+n′+1 +

1

2
[El, Er], En+k〉

︸ ︷︷ ︸
= 1

2
σn+k

lr

Er

+
n+n′∑

l,r=n+1

Al
a〈El, Er〉 〈En+n′+1, En+k〉︸ ︷︷ ︸

=0

Er

−
n+n′∑

l=n+1

Al
a〈∇̄El

En+n′+1, En+k〉En+n′+1

= −1

2

n∑

l,r=1

Al
aσ

n+k
lr Er +

n+n′∑

l=n+1

Al
a〈El, En+k〉En+n′+1

= −1

2

n∑

l,r=1

Al
aσ

n+k
lr Er + An+k

a En+n′+1.

Assim,

〈∇̄eaEn+k, eb〉 = −1

2

n∑

l,r=1

Al
aA

r
bσ

n+k
lr + An+k

a An+n′+1
b .

Ademais,

∇̄eaEn+n′+1 =
n+n′+1∑

k=1

Ab
a∇̄Ek

En+n′+1 =
n∑

k=1

Ak
a∇̄Ek

En+n′+1 +
n+n′∑

k=n+1

Ak
a∇̄Ek

En+n′+1

= −1

2

n∑

k=1

Ak
aEk −

n+n′∑

k=n+1

Ak
aEk.

Portanto,

〈∇̄eaEn+n′+1, eb〉 = −1

2

n∑

k=1

Ak
aA

k
b −

n+n′∑

k=n+1

Ak
aA

k
b
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Constatamos, ainda, que, para 1 ≤ k ≤ n′,

−1

2
〈JkV,W 〉 = 〈∇̄V En+k,W 〉 =

n+n′+1∑

l,r=1

〈V, El〉〈W,Er〉〈∇̄El
En+k, Er〉

= −
n∑

l,r=1

〈V,El〉〈W,Er〉 〈∇̄El
Er, En+k〉︸ ︷︷ ︸

= 1
2
σn+k

lr

−
n∑

l=1

n+n′+1∑
r=n+1

〈V,El〉〈W,Er〉 〈∇̄El
Er, En+k〉︸ ︷︷ ︸

=0

−
n+n′+1∑

l=n+1

n∑
r=1

〈V,El〉〈W,Er〉 〈∇̄El
Er, En+k〉︸ ︷︷ ︸

=0

−
n+n′+1∑

l=n+1

〈V, El〉〈W,En+n′+1〉〈∇̄El
En+n′+1, En+k〉

= −1

2

n∑

l,r=1

〈V, El〉〈W,Er〉σn+k
lr + 〈V,En+k〉〈W,En+n′+1〉.

e

−1

2
〈Jn′+1V, W 〉 = 〈∇̄V En+n′+1,W 〉 =

n+n′+1∑

l,r=1

〈V, El〉〈W,Er〉〈∇̄El
En+n′+1, Er〉

=
n∑

l,r=1

〈V,El〉〈W,Er〉 〈∇̄El
En+n′+1, Er〉︸ ︷︷ ︸
− 1

2
δlr

+
n∑

l=1

n+n′+1∑
r=n+1

〈V, El〉〈W,Er〉 〈∇̄El
En+n′+1, Er〉︸ ︷︷ ︸

=0

+
n+n′+1∑

l=n+1

n∑

l=1

〈V, El〉〈W,Er〉 〈∇̄El
En+n′+1, Er〉︸ ︷︷ ︸

=0

+
n+n′+1∑

l,r=n+1

〈V,El〉〈W,Er〉 〈∇̄El
En+n′+1, Er〉︸ ︷︷ ︸

=−δlr; l,r≤n+n′

= −1

2

n∑

l=1

〈V, El〉〈W,El〉 −
n+n′∑

l=n+1

〈V, El〉〈W,El〉.

Em termos locais, isto é, fixando-se V = ea,W = eb, temos

uk
ab =

n∑

l,r=1

Al
aA

r
bσ

n+k
lr − 2An+k

a An+n′+1
b , para 1 ≤ k ≤ n′ (3.4)

e

un′+1
ab = δab − Un′+1

a Un′+1
b +

n′∑

k=1

Uk
a Uk

b . (3.5)
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Voltando nossa atenção para o tensor L definido acima, temos

L(X, ea, eb)

=
1

2

n′∑

k=1

(
− 〈ea, En+k〉〈Jk(eb), X〉+ 〈X,En+k〉〈Jk(ea), eb〉+ 〈eb, En+k〉〈Jk(ea), X〉

)

−〈eb, En+n′+1〉〈Jn′+1(ea), X〉+ 〈ea, En+n′+1〉〈Jn′+1(eb), X〉

+
n′∑

k=1

(2〈X, En+k〉〈ea, En+k〉〈eb, En+n′+1〉+ 〈ea, En+k〉〈eb, En+k〉〈X, En+n′+1〉).

Consideramos a matriz de 1-formas diferenciais λ = (λa
b )

n+n′+1
a,b=1 definidas por

λa
b = L( · , ea, eb). (3.6)

Isto significa que

λa
b =

n+n′+1∑
c=1

(1

2

n′∑

k=1

(−Uk
a uk

bc + Uk
c uk

ab + Uk
b uk

ac)− Un′+1
b un′+1

ac + Un′+1
a un′+1

bc

)
ωc

+
n+n′+1∑

c=1

n′∑

k=1

(
2Uk

a Uk
c Un′+1

b + Uk
b Uk

a Un′+1
c

)
ωc.

Definimos, desta vez, a matriz de 2-formas diferenciais Q = (Qa
d)

n+n′+1
a,d=1 por

Qa
d = −(

dλ + λ ∧ ω + ω ∧ λ− λ ∧ λ
)

a
d. (3.7)

Observe, inicialmente, que

−2λa
b =

(
Uk

a uk
bc − Uk

c uk
ab − Uk

b uk
ac + 2Un′+1

b un′+1
ac − 2Un′+1

a un′+1
bc

−4Uk
a Uk

c Un′+1
b − 2Uk

b Uk
a Un′+1

c

)
ωc.

Assim,

−2λa
b ∧ ωb

d = −(
Uk

a uk
bcω

b
d − Uk

c uk
abω

b
d − Uk

b uk
acω

b
d + 2Un′+1

b un′+1
ac ωb

d

−2Un′+1
a un′+1

bc ωb
d − 4Uk

a Uk
c Un′+1

b ωb
d − 2Uk

b Uk
a Un′+1

c ωb
d

) ∧ ωc,

−2ωa
b ∧ λb

d = −(
Uk

b ωb
au

k
dc − Uk

c ωb
au

k
bd − Uk

d ωb
au

k
bc + 2Un′+1

d ωb
au

n′+1
bc

−2Un′+1
b ωb

au
n′+1
dc − 4Uk

b ωb
aU

k
c Un′+1

d − 2Uk
d Uk

b ωb
aU

n′+1
c

) ∧ ωc

e

−2λa
b ∧ λb

d = −(
Uk

a uk
bcλ

b
d − Uk

c uk
abλ

b
d − Uk

b uk
acλ

b
d + 2Un′+1

b un′+1
ac λb

d

−2Un′+1
a un′+1

bc λb
d − 4Uk

a Uk
c Un′+1

b λb
d − 2Uk

b Uk
a Un′+1

c λb
d

) ∧ ωc.
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Finalmente, calculamos

−2dλa
d = −(

Uk
a uk

db − Uk
b uk

ad − Uk
d uk

ab + 2Un′+1
d un′+1

ab − 2Un′+1
a un′+1

db

− 4Uk
a Uk

b Un′+1
d − 2Uk

d Uk
a Un′+1

b

)
ωb

c ∧ ωc

+
(
dUk

a uk
dc − dUk

c uk
ad − dUk

d uk
ac + 2dUn′+1

d un′+1
ac − 2dUn′+1

a un′+1
dc

+ Uk
a duk

dc − Uk
c duk

ad − Uk
d duk

ac + 2Un′+1
d dun′+1

ac − 2Un′+1
a dun′+1

dc

− 4dUk
a Uk

c Un′+1
d − 4Uk

a dUk
c Un′+1

d − 4Uk
a Uk

c dUn′+1
d

− 2dUk
d Uk

a Un′+1
c − 2Uk

d dUk
a Un′+1

c − 2Uk
d Uk

a dUn′+1
c

) ∧ ωc.

Portanto,

−2(dλ + λ ∧ ω + ω ∧ λ− λ ∧ λ)a
d

=
(
dUk

a uk
dc − dUk

c uk
ad − dUk

d uk
ac + 2dUn′+1

d un′+1
ac − 2dUn′+1

a un′+1
dc

+Uk
a duk

dc − Uk
c duk

ad − Uk
d duk

ac + 2Un′+1
d dun′+1

ac − 2Un′+1
a dun′+1

dc

−Uk
a uk

dbω
b
c + Uk

b uk
adω

b
c + Uk

d uk
abω

b
c − 2Un′+1

d un′+1
ab ωb

c + 2Un′+1
a un′+1

db ωb
c

−Uk
a uk

bcω
b
d + Uk

c uk
abω

b
d + Uk

b uk
acω

b
d − 2Un′+1

b un′+1
ac ωb

d + 2Un′+1
a un′+1

bc ωb
d

−Uk
b ωb

au
k
dc + Uk

c ωb
au

k
bd + Uk

d ωb
au

k
bc − 2Un′+1

d ωb
au

n′+1
bc + 2Un′+1

b ωb
au

n′+1
dc

+Uk
a uk

bcλ
b
d − Uk

c uk
abλ

b
d − Uk

b uk
acλ

b
d + 2Un′+1

b un′+1
ac λb

d − 2Un′+1
a un′+1

bc λb
d

) ∧ ωc

+
(− 4dUk

a Uk
c Un′+1

d − 4Uk
a dUk

c Un′+1
d − 4Uk

a Uk
c dUn′+1

d

−2dUk
d Uk

a Un′+1
c − 2Uk

d dUk
a Un′+1

c − 2Uk
d Uk

a dUn′+1
c

+4Uk
a Uk

b Un′+1
d ωb

c + 2Uk
d Uk

a Un′+1
b ωb

c + 4Uk
a Uk

c Un′+1
b ωb

d + 2Uk
b Uk

a Un′+1
c ωb

d

+4Uk
b ωb

aU
k
c Un′+1

d + 2Uk
d Uk

b ωb
aU

n′+1
c − 4Uk

a Uk
c Un′+1

b λb
d − 2Uk

b Uk
a Un′+1

c λb
d

) ∧ ωc.
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Agrupando alguns termos, obtemos

−2(dλ + λ ∧ ω + ω ∧ λ− λ ∧ λ)a
d

=
(
(dUk

a − Uk
b ωb

a)u
k
dc − (dUk

c − Uk
b ωb

c)u
k
ad − (dUk

d − Uk
b ωb

d)u
k
ac

+2(dUn′+1
d − Un′+1

b ωb
d)u

n′+1
ac − 2(dUn′+1

a − Un′+1
b ωb

a)u
n′+1
dc

+Uk
a (duk

dc − uk
dbω

b
c − uk

bcω
b
d)− Uk

c (duk
ad − uk

abω
b
d − uk

bdω
b
a)

−Uk
d (duk

ac − uk
abω

b
c − uk

bcω
b
a) + 2Un′+1

d (dun′+1
ac − un′+1

ab ωb
c − un′+1

bc ωb
a)

−2Un′+1
a (dun′+1

dc − un′+1
db ωb

c − un′+1
bc ωb

d)

+Uk
a uk

bcλ
b
d − Uk

c uk
abλ

b
d − Uk

b uk
acλ

b
d + 2Un′+1

b un′+1
ac λb

d − 2Un′+1
a un′+1

bc λb
d

) ∧ ωc

−(
4(dUk

a − Uk
b ωb

a)U
k
c Un′+1

d + 4(dUk
c − Uk

b ωb
c)U

k
a Un′+1

d

+4(dUn′+1
d − Un′+1

b ωb
d)U

k
a Uk

c + 2(dUk
d − Uk

b ωb
d)U

k
a Un′+1

c

+2(dUk
a − Uk

b ωb
a)U

k
d Un′+1

c + 2(dUn′+1
c − Un′+1

b ωb
c)U

k
a Uk

d

+4Uk
a Uk

c Un′+1
b λb

d + 2Uk
b Uk

a Un′+1
c λb

d

) ∧ ωc

Todavia, a partir da definição do tensor J , temos a equação

dUk
a −

∑

b

Uk
b ωb

a = −1

2

∑
c

uk
caω

c

para 1 ≤ k ≤ n′ + 1. A derivada covariante do tensor do tipo (0, 2), Jk(X, Y ) =

〈JkX,Y 〉, é dada, em termos do referencial adaptado, por

∇̄J(En+k)(ea, eb) = duk
ab − uk

dbω
d
a − uk

adω
d
b =: ∇̄uk

ab.

Usando essas expressões acima, concluı́mos que

−2(dλ + λ ∧ ω + ω ∧ λ− λ ∧ λ)a
d

=
(− 1

2
uk

eau
k
dc +

1

2
uk

ecu
k
ad +

1

2
uk

edu
k
ac − un′+1

ed un′+1
ac + un′+1

ea un′+1
dc

+2Uk
c Un′+1

d uk
ea + 2Uk

a Un′+1
d uk

ec + 2Uk
a Uk

c un′+1
ed

+Uk
a Un′+1

c uk
ed + Uk

d Un′+1
c uk

ea + Uk
a Uk

d un′+1
ec

)
ωe ∧ ωc

+(Uk
a ∇̄uk

dc − Uk
c ∇̄uk

ad − Uk
d ∇̄uk

ac + 2Un′+1
d ∇̄un′+1

ac − 2Un′+1
a ∇̄un′+1

dc ) ∧ ωc

+
(
Uk

a uk
bcλ

b
d − Uk

c uk
abλ

b
d − Uk

b uk
acλ

b
d + 2Un′+1

b un′+1
ac λb

d − 2Un′+1
a un′+1

bc λb
d

−4Uk
a Uk

c Un′+1
b λb

d − 2Uk
b Uk

a Un′+1
c λb

d

) ∧ ωc
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Calcula-se, portanto,

2Q(X,Y, ea, ed)

=
(− 1

2
uk

eau
k
dc +

1

2
uk

ecu
k
ad +

1

2
uk

edu
k
ac − un′+1

ed un′+1
ac + un′+1

ea un′+1
dc

+2Uk
c Un′+1

d uk
ea + 2Uk

a Un′+1
d uk

ec + 2Uk
a Uk

c un′+1
ed

+Uk
a Un′+1

c uk
ed + Uk

d Un′+1
c uk

ea + Uk
a Uk

d un′+1
ec

)
ωe(X)ωc(Y )

−(− 1

2
uk

eau
k
dc +

1

2
uk

ecu
k
ad +

1

2
uk

edu
k
ac − un′+1

ed un′+1
ac + un′+1

ea un′+1
dc

+2Uk
c Un′+1

d uk
ea + 2Uk

a Un′+1
d uk

ec + 2Uk
a Uk

c un′+1
ed

+Uk
a Un′+1

c uk
ed + Uk

d Un′+1
c uk

ea + Uk
a Uk

d un′+1
ec

)
ωe(Y )ωc(X)

+
(
Uk

a ∇̄uk
dc(X)− Uk

c ∇̄uk
ad(X)− Uk

d ∇̄uk
ac(X)

+2Un′+1
d ∇̄un′+1

ac (X)− 2Un′+1
a ∇̄un′+1

dc (X)
)
ωc(Y )

−(
Uk

a ∇̄uk
dc(Y )− Uk

c ∇̄uk
ad(Y )− Uk

d ∇̄uk
ac(Y )

+2Un′+1
d ∇̄un′+1

ac (Y )− 2Un′+1
a ∇̄un′+1

dc (Y )
)
ωc(X)

+
(
Uk

a uk
bcλ

b
d(X)− Uk

c uk
abλ

b
d(X)− Uk

b uk
acλ

b
d(X)

+2Un′+1
b un′+1

ac λb
d(X)− 2Un′+1

a un′+1
bc λb

d(X)

−4Uk
a Uk

c Un′+1
b λb

d(X)− 2Uk
b Uk

a Un′+1
c λb

d(X)
)
ωc(Y )

−(
Uk

a uk
bcλ

b
d(Y )− Uk

c uk
abλ

b
d(Y )− Uk

b uk
acλ

b
d(Y )

+2Un′+1
b un′+1

ac λb
d(Y )− 2Un′+1

a un′+1
bc λb

d(Y )

−4Uk
a Uk

c Un′+1
b λb

d(Y )− 2Uk
b Uk

a Un′+1
c λb

d(Y )
)
ωc(X)
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Sendo assim, deduzimos que

2Q(X, Y, ea, ed)

= −1

2
〈Jk(X), ea〉〈Jk(ed), Y 〉+

1

2
〈Jk(X), Y 〉〈Jk(ea), ed〉+

1

2
〈Jk(X), ed〉〈Jk(ea), Y 〉

−〈Jn′+1(X), ed〉〈Jn′+1(ea), Y 〉+ 〈Jn′+1(X), ea〉〈Jn′+1(ed), Y 〉
+2Un′+1

d 〈Y, En+k〉〈JkX, ea〉+ 2Uk
a Un′+1

d 〈JkX, Y 〉+ 2Uk
a 〈Y,En+k〉〈Jn′+1X, ed〉

+Uk
a 〈Y, En+n′+1〉〈JkX, ed〉+ Uk

d 〈Y, En+n′+1〉〈JkX, ea〉+ Uk
a Uk

d 〈Jn′+1X, Y 〉
−

(
− 1

2
〈Jk(Y ), ea〉〈Jk(ed), X〉+

1

2
〈Jk(Y ), X〉〈Jk(ea), ed〉+

1

2
〈Jk(Y ), ed〉〈Jk(ea), X〉

−〈Jn′+1(Y ), ed〉〈Jn′+1(ea), X〉+ 〈Jn′+1(Y ), ea〉〈Jn′+1(ed), X〉
+2Un′+1

d 〈X,En+k〉〈JkY, ea〉+ 2Uk
a Un′+1

d 〈JkY,X〉+ 2Uk
a 〈X,En+k〉〈Jn′+1Y, ed〉

+Uk
a 〈X,En+n′+1〉〈JkY, ed〉+ Uk

d 〈X, En+n′+1〉〈JkY, ea〉+ Uk
a Uk

d 〈Jn′+1Y,X〉
)

+Uk
a ∇̄XJk(ed, Y )− 〈Y, En+k〉∇̄XJk(ea, ed)− Uk

d ∇̄XJk(ea, Y )

+2Un′+1
d ∇̄XJn′+1(ea, Y )− 2Un′+1

a ∇̄XJn′+1(ed, Y )

−
(
Uk

a ∇̄Y Jk(ed, X)− 〈X,En+k〉∇̄Y Jk(ea, ed)− Uk
d ∇̄Y Jk(ea, X)

+2Un′+1
d ∇̄Y Jn′+1(ea, X)− 2Un′+1

a ∇̄Y Jn′+1(ed, X)
)

+Uk
a 〈Jk(eb), Y 〉L(X, eb, ed)− 〈Y, En+k〉〈Jk(ea), eb〉L(X, eb, ed)

−Uk
b 〈Jk(ea), Y 〉L(X, eb, ed) + 2Un′+1

b 〈Jn′+1(ea), Y 〉L(X, eb, ed)

−2Un′+1
a 〈Jn′+1(eb), Y 〉L(X, eb, ed)− 4Uk

a Un′+1
b 〈Y, En+k〉L(X, eb, ed)

−2Uk
a Uk

b 〈Y, En+n′+1〉L(X, eb, ed)−
(
Uk

a 〈Jk(eb), X〉L(Y, eb, ed)

−〈X,En+k〉〈Jk(ea), eb〉L(Y, eb, ed)− Uk
b 〈Jk(ea), X〉L(Y, eb, ed)

+2Un′+1
b 〈Jn′+1(ea), X〉L(Y, eb, ed)− 2Un′+1

a 〈Jn′+1(eb), X〉L(Y, eb, ed)

−4Uk
a Un′+1

b 〈X,En+k〉L(Y, eb, ed)− 2Uk
a Uk

b 〈X, En+n′+1〉L(Y, eb, ed)
)
.

Desta expressão, segue-se que
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2Q(X,Y, Z,W )

= −1

2
〈Jk(X), Z〉〈Jk(W ), Y 〉+

1

2
〈Jk(X), Y 〉〈Jk(Z),W 〉+

1

2
〈Jk(X),W 〉〈Jk(Z), Y 〉

−〈Jn′+1(X),W 〉〈Jn′+1(Z), Y 〉+ 〈Jn′+1(X), Z〉〈Jn′+1(W ), Y 〉
+2〈W,En+n′+1〉〈Y, En+k〉〈JkX,Z〉+ 2〈Z, En+k〉〈W,En+n′+1〉〈JkX, Y 〉
+2〈Z,En+k〉〈Y,En+k〉〈Jn′+1X, W 〉+ 〈Z, En+k〉〈Y, En+n′+1〉〈JkX,W 〉
+〈W,En+k〉〈Y, En+n′+1〉〈JkX,Z〉+ 〈Z, En+k〉〈W,En+k〉〈Jn′+1X,Y 〉
−

(
− 1

2
〈Jk(Y ), Z〉〈Jk(W ), X〉+

1

2
〈Jk(Y ), X〉〈Jk(Z),W 〉+

1

2
〈Jk(Y ),W 〉〈Jk(Z), X〉

−〈Jn′+1(Y ),W 〉〈Jn′+1(Z), X〉+ 〈Jn′+1(Y ), Z〉〈Jn′+1(W ), X〉
+2〈W,En+n′+1〉〈X,En+k〉〈JkY, Z〉+ 2〈Z, En+k〉〈W,En+n′+1〉〈JkY, X〉
+2〈Z,En+k〉〈X,En+k〉〈Jn′+1Y,W 〉+ 〈Z, En+k〉〈X, En+n′+1〉〈JkY, W 〉
+〈W,En+k〉〈X, En+n′+1〉〈JkY, Z〉+ 〈Z, En+k〉〈W,En+k〉〈Jn′+1Y, X〉

)

+〈Z,En+k〉∇̄XJk(W,Y )− 〈Y, En+k〉∇̄XJk(Z,W )− 〈W,En+k〉∇̄XJk(Z, Y )

+2〈W,En+n′+1〉∇̄XJn′+1(Z, Y )− 2〈Z, En+n′+1〉∇̄XJn′+1(W,Y )

−
(
〈Z, En+k〉∇̄Y Jk(W,X)− 〈X,En+k〉∇̄Y Jk(Z,W )− 〈W,En+k〉∇̄Y Jk(Z, X)

+2〈W,En+n′+1〉∇̄Y Jn′+1(Z, X)− 2〈Z,En+n′+1〉∇̄Y Jn′+1(W,X)
)

+〈Z,En+k〉〈Jk(eb), Y 〉L(X, eb,W )− 〈Y,En+k〉〈Jk(Z), eb〉L(X, eb,W )

−Uk
b 〈Jk(Z), Y 〉L(X, eb,W ) + 2Un′+1

b 〈Jn′+1(Z), Y 〉L(X, eb,W )

−2〈Z, En+n′+1〉〈Jn′+1(eb), Y 〉L(X, eb,W )− 4〈Y,En+k〉〈Z, En+k〉Un′+1
b L(X, eb, ed)

−2〈Z, En+k〉〈Y, En+n′+1〉Uk
b L(X, eb, ed)−

(
〈Z,En+k〉〈Jk(eb), X〉L(Y, eb,W )

−〈X, En+k〉〈Jk(Z), eb〉L(Y, eb,W )− Uk
b 〈Jk(Z), X〉L(Y, eb,W )

+2Un′+1
b 〈Jn′+1(Z), X〉L(Y, eb,W )− 2〈Z, En+n′+1〉〈Jn′+1(eb), X〉L(Y, eb,W )

−4〈X, En+k〉〈Z,En+k〉Un′+1
b L(Y, eb, ed)− 2〈Z, En+k〉〈X,En+n′+1〉Uk

b L(Y, eb, ed)
)
.
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Assim, após o cancelamento de alguns termos, obtemos

2Q(X, Y, Z,W )

= −〈Jk(X), Z〉〈Jk(W ), Y 〉+ 〈Jk(X), Y 〉〈Jk(Z),W 〉+ 〈Jk(X),W 〉〈Jk(Z), Y 〉
−2〈Jn′+1(X),W 〉〈Jn′+1(Z), Y 〉+ 2〈Jn′+1(X), Z〉〈Jn′+1(W ), Y 〉

+2〈W,En+n′+1〉
n′∑

k=1

〈Y, En+k〉〈JkX, Z〉+ 4〈W,En+n′+1〉
n′∑

k=1

〈Z,En+k〉〈JkX, Y 〉

+2〈Jn′+1X,W 〉
n′∑

k=1

〈Z, En+k〉〈Y, En+k〉+ 〈Y,En+n′+1〉
n′∑

k=1

〈Z, En+k〉〈JkX,W 〉

+〈Y,En+n′+1〉
n′∑

k=1

〈W,En+k〉〈JkX, Z〉+ 〈Jn′+1X,Y 〉
n′∑

k=1

〈Z,En+k〉〈W,En+k〉

−2〈W,En+n′+1〉
n′∑

k=1

〈X,En+k〉〈JkY, Z〉 − 2〈Jn′+1Y, W 〉
n′∑

k=1

〈Z,En+k〉〈X,En+k〉

−〈X,En+n′+1〉
n′∑

k=1

〈Z,En+k〉〈JkY, W 〉 − 〈X, En+n′+1〉
n′∑

k=1

〈W,En+k〉〈JkY, Z〉

−〈Jn′+1Y, X〉
n′∑

k=1

〈Z, En+k〉〈W,En+k〉+
n′∑

k=1

〈Z, En+k〉∇̄XJk(W,Y )

−
n′∑

k=1

〈Y, En+k〉∇̄XJk(Z,W )−
n′∑

k=1

〈W,En+k〉∇̄XJk(Z, Y )

+2〈W,En+n′+1〉∇̄XJn′+1(Z, Y )− 2〈Z, En+n′+1〉∇̄XJn′+1(W,Y )

−
n′∑

k=1

〈Z, En+k〉∇̄Y Jk(W,X) +
n′∑

k=1

〈X, En+k〉∇̄Y Jk(Z, W ) +
n′∑

k=1

〈W,En+k〉∇̄Y Jk(Z,X)

−2〈W,En+n′+1〉∇̄Y Jn′+1(Z,X) + 2〈Z, En+n′+1〉∇̄Y Jn′+1(W,X)

+
n′∑

k=1

n+n′+1∑

b=1

(
〈Z, En+k〉〈Jk(eb), Y 〉L(X, eb,W )− 〈Y, En+k〉〈Jk(Z), eb〉L(X, eb, W )

−Uk
b 〈Jk(Z), Y 〉L(X, eb,W )− 4〈Y,En+k〉〈Z, En+k〉Un′+1

b L(X, eb,W )

−2〈Z, En+k〉〈Y, En+n′+1〉Uk
b L(X, eb,W )− 〈Z, En+k〉〈Jk(eb), X〉L(Y, eb,W )

+〈X, En+k〉〈Jk(Z), eb〉L(Y, eb,W ) + Uk
b 〈Jk(Z), X〉L(Y, eb,W )

+4〈X, En+k〉〈Z, En+k〉Un′+1
b L(Y, eb,W ) + 2〈Z, En+k〉〈X, En+n′+1〉Uk

b L(Y, eb,W )
)

+
n+n′+1∑

b=1

(
2Un′+1

b 〈Jn′+1(Z), Y 〉L(X, eb,W )− 2〈Z, En+n′+1〉〈Jn′+1(eb), Y 〉L(X, eb,W )

−2Un′+1
b 〈Jn′+1(Z), X〉L(Y, eb,W ) + 2〈Z, En+n′+1〉〈Jn′+1(eb), X〉L(Y, eb,W )

)
,



Capı́tulo 3. Imersões Isométricas em Grupos de Lie Solúveis 55

para X,Y, Z,W ∈ Γ(TS).

Note que

〈Z, En+k〉〈Jk(eb), Y 〉L(X, eb,W )

= 〈Z, En+k〉〈Jk(eb), Y 〉
(
− 1

2
〈eb, En+l〉〈JlW,X〉+

1

2
〈X, En+l〉〈Jl(eb),W 〉

+
1

2
〈W,En+l〉〈Jl(eb), X〉 − 〈W,En+n′+1〉〈Jn′+1(eb), X〉

+ 〈eb, En+n′+1〉〈Jn′+1W,X〉+ 2〈X, En+l〉〈eb, En+l〉〈W,En+n′+1〉
+ 〈eb, En+l〉〈W,En+l〉〈X, En+n′+1〉

)

=
1

2
〈Z, En+k〉

(
〈JlW,X〉 〈JkY, En+l〉︸ ︷︷ ︸

=0

+〈X,En+l〉〈JkY, JlW 〉+ 〈W,En+l〉〈JkY, JlX〉

+ 2〈W,En+n′+1〉〈JkY, Jn′+1X〉 − 2〈Jn′+1W,X〉 〈JkY,En+n′+1〉︸ ︷︷ ︸
=−2〈Y,En+k〉

− 4〈X, En+l〉〈W,En+n′+1〉 〈JkY,En+l〉︸ ︷︷ ︸
=0

−2〈W,En+l〉〈X, En+n′+1〉 〈JkY, En+l〉︸ ︷︷ ︸
=0

)

=
1

2
〈Z, En+k〉

(
〈X, En+l〉〈JkY, JlW 〉+ 〈W,En+l〉〈JkY, JlX〉

+ 2〈W,En+n′+1〉〈JkY, Jn′+1X〉+ 4〈Y,En+k〉〈Jn′+1W,X〉
)

e, similarmente,

〈Y, En+k〉〈JkZ, eb〉L(X, eb,W )

= −1

2
〈Y, En+k〉

(
〈X, En+l〉〈JkZ, JlW 〉+ 〈W,En+l〉〈JkZ, JlX〉

+ 2〈W,En+n′+1〉〈JkZ, Jn′+1X〉+ 4〈Z,En+k〉〈Jn′+1W,X〉
)
,

〈Z, En+k〉〈Jk(eb), X〉L(Y, eb, W )

=
1

2
〈Z,En+k〉

(
〈Y, En+l〉〈JkX, JlW 〉+ 〈W,En+l〉〈JkX, JlY 〉

+ 2〈W,En+n′+1〉〈JkX, Jn′+1Y 〉+ 4〈X, En+k〉〈Jn′+1W,Y 〉
)

e

〈X, En+k〉〈JkZ, eb〉L(Y, eb,W )

= −1

2
〈X, En+k〉

(
〈Y, En+l〉〈JkZ, JlW 〉+ 〈W,En+l〉〈JkZ, JlY 〉

+ 2〈W,En+n′+1〉〈JkZ, Jn′+1Y 〉+ 4〈Z, En+k〉〈Jn′+1W,Y 〉
)
.
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Observamos, ainda, que

Uk
b 〈JkZ, Y 〉L(X, eb,W )

= Uk
b 〈JkZ, Y 〉

(
− 1

2
〈eb, En+l〉〈JlW,X〉+

1

2
〈X, En+l〉〈Jl(eb),W 〉

+
1

2
〈W,En+l〉〈Jl(eb), X〉 − 〈W,En+n′+1〉〈Jn′+1(eb), X〉

+ 〈eb, En+n′+1〉〈Jn′+1W,X〉+ 2〈X, En+l〉〈eb, En+l〉〈W,En+n′+1〉
+ 〈eb, En+l〉〈W,En+l〉〈X,En+n′+1〉

)

= 〈JkZ, Y 〉
(
− 1

2
〈En+k, En+l〉︸ ︷︷ ︸

δkl

〈JlW,X〉 − 1

2
〈X, En+l〉 〈JlW,En+k〉︸ ︷︷ ︸

=0

− 1

2
〈W,En+l〉 〈JlX,En+k〉︸ ︷︷ ︸

=0

−〈W,En+n′+1〉 〈Jn′+1X,En+k〉︸ ︷︷ ︸
=2〈X,En+k〉

+ 2〈X,En+l〉〈W,En+n′+1〉 〈En+k, En+l〉︸ ︷︷ ︸
=δkl

+ 〈W,En+l〉〈X, En+n′+1〉 〈En+k, En+l〉︸ ︷︷ ︸
=δkl

)

= −1

2
〈JkZ, Y 〉

(
〈JkW,X〉 − 2〈W,En+k〉〈X,En+n′+1〉

)

e, de maneira análoga,

Uk
b 〈JkZ,X〉L(Y, eb,W ) = −1

2
〈Jk(Z), X〉

(
〈JkW,Y 〉 − 2〈W,En+k〉〈Y, En+n′+1〉

)
,

〈Z,En+k〉〈Y,En+n′+1〉Uk
b L(X, eb,W )

= −1

2
〈Z,En+k〉〈Y,En+n′+1〉

(
〈JkW,X〉 − 2〈W,En+k〉〈X, En+n′+1〉

)

e

〈Z, En+k〉〈X, En+n′+1〉Uk
b L(Y, eb,W )

= −1

2
〈Z, En+k〉〈X,En+n′+1〉

(
〈JkW,Y 〉 − 2〈W,En+k〉〈Y, En+n′+1〉

)
.
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É válido ademais que

2Un′+1
b 〈Jn′+1Z, Y 〉L(X, eb,W )

= 2Un′+1
b 〈Jn′+1Z, Y 〉

(
− 1

2
〈eb, En+l〉〈JlW,X〉+

1

2
〈X, En+l〉〈Jl(eb),W 〉

+
1

2
〈W,En+l〉〈Jl(eb), X〉 − 〈W,En+n′+1〉〈Jn′+1(eb), X〉

+ 〈eb, En+n′+1〉〈Jn′+1W,X〉+ 2〈X, En+l〉〈eb, En+l〉〈W,En+n′+1〉
+ 〈eb, En+l〉〈W,En+l〉〈X,En+n′+1〉

)

= 〈Jn′+1Z, Y 〉
(
− 〈En+n′+1, En+l〉︸ ︷︷ ︸

=0

〈JlW,X〉 − 〈X, En+l〉 〈JlW,En+n′+1〉︸ ︷︷ ︸
=−2〈W,En+l〉

−〈W,En+l〉 〈JlX,En+n′+1〉︸ ︷︷ ︸
=−2〈X,En+l〉

−2〈W,En+n′+1〉 〈Jn′+1X,En+n′+1〉︸ ︷︷ ︸
=0

+2〈Jn′+1W,X〉

+ 4〈X,En+l〉 〈En+n′+1, En+l〉︸ ︷︷ ︸
=0

〈W,En+n′+1〉

+ 2 〈En+n′+1, En+l〉︸ ︷︷ ︸
=0

〈W,En+l〉〈X,En+n′+1〉
)

= 2〈Jn′+1Z, Y 〉
(
〈X, En+k〉〈W,En+k〉+ 〈Jn′+1W,X〉

)

e, analogamente,

2Un′+1
b 〈Jn′+1Z,X〉L(Y, eb,W ) = 2〈Jn′+1Z, X〉

(
〈Y, En+k〉〈W,En+k〉+ 〈Jn′+1W,Y 〉

)
,

2〈Y, En+k〉〈Z,En+k〉Un′+1
b L(X, eb,W )

= 2〈Y, En+k〉〈Z,En+k〉
(〈X, En+k〉〈W,En+k〉+ 〈Jn′+1W,X〉)

e

2〈X,En+k〉〈Z, En+k〉Un′+1
b L(Y, eb,W )

= 2〈X,En+k〉〈Z, En+k〉
(〈Y, En+k〉〈W,En+k〉+ 〈Jn′+1W,Y 〉).
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Finalmente, observamos que

2〈Z, En+n′+1〉〈Jn′+1(eb), Y 〉L(X, eb,W )

= 2〈Z,En+n′+1〉〈Jn′+1(eb), Y 〉
(
− 1

2
〈eb, En+l〉〈JlW,X〉+

1

2
〈X, En+l〉〈Jl(eb),W 〉

+
1

2
〈W,En+l〉〈Jl(eb), X〉 − 〈W,En+n′+1〉〈Jn′+1(eb), X〉

+ 〈eb, En+n′+1〉〈Jn′+1W,X〉
)

= 〈Z, En+n′+1〉
(
− 〈Jn′+1Y, En+l〉︸ ︷︷ ︸

=2〈Y,En+l〉

〈JlW,X〉 − 〈X, En+l〉〈Jn′+1Y, JlW 〉

−〈W,En+l〉〈Jn′+1Y, JlX〉 − 2〈W,En+n′+1〉〈Jn′+1X, Jn′+1Y 〉
+, 2 〈Jn′+1Y,En+n′+1〉︸ ︷︷ ︸

=0

〈Jn′+1W,X〉
)

= −〈Z, En+n′+1〉
(
2〈Y,En+l〉〈JlW,X〉+ 〈X, En+l〉〈Jn′+1Y, JlW 〉

+ 〈W,En+l〉〈Jn′+1Y, JlX〉+ 2〈W,En+n′+1〉〈Jn′+1X, Jn′+1Y 〉
)

e, segundo o mesmo padrão,

2〈Z, En+n′+1〉〈Jn′+1(eb), X〉L(Y, eb,W )

= −〈Z, En+n′+1〉
(
2〈X, En+l〉〈JlW,Y 〉+ 〈Y,En+l〉〈Jn′+1X, JlW 〉

+ 〈W,En+l〉〈Jn′+1X, JlY 〉+ 2〈W,En+n′+1〉〈Jn′+1Y, Jn′+1X〉
)
.
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Utilizando essas expressões, podemos escrever

2Q(X, Y, Z, W )

= −〈JkX, Z〉〈JkW,Y 〉+ 〈JkX, Y 〉〈JkZ, W 〉+ 〈JkX, W 〉〈JkZ, Y 〉
−2〈Jn′+1X, W 〉〈Jn′+1Z, Y 〉+ 2〈Jn′+1X,Z〉〈Jn′+1W,Y 〉
+2〈W,En+n′+1〉〈Y,En+k〉〈JkX, Z〉+ 4〈W,En+n′+1〉〈Z, En+k〉〈JkX,Y 〉
+2〈Jn′+1X,W 〉〈Z, En+k〉〈Y, En+k〉+ 〈Y,En+n′+1〉〈Z,En+k〉〈JkX, W 〉
+〈Y, En+n′+1〉〈W,En+k〉〈JkX, Z〉+ 〈Jn′+1X, Y 〉〈Z, En+k〉〈W,En+k〉
−2〈W,En+n′+1〉〈X,En+k〉〈JkY, Z〉 − 2〈Jn′+1Y, W 〉〈Z, En+k〉〈X, En+k〉
−〈X,En+n′+1〉〈Z,En+k〉〈JkY, W 〉 − 〈X, En+n′+1〉〈W,En+k〉〈JkY, Z〉
−〈Jn′+1Y, X〉〈Z, En+k〉〈W,En+k〉+ 〈Z, En+k〉∇̄XJk(W,Y )

−〈Y,En+k〉∇̄XJk(Z, W )− 〈W,En+k〉∇̄XJk(Z, Y )

+2〈W,En+n′+1〉∇̄XJn′+1(Z, Y )− 2〈Z,En+n′+1〉∇̄XJn′+1(W,Y )

−〈Z,En+k〉∇̄Y Jk(W,X) + 〈X, En+k〉∇̄Y Jk(Z, W ) + 〈W,En+k〉∇̄Y Jk(Z, X)

−2〈W,En+n′+1〉∇̄Y Jn′+1(Z, X) + 2〈Z, En+n′+1〉∇̄Y Jn′+1(W,X)

+
1

2
〈Z,En+k〉

(
〈X, En+l〉〈JkY, JlW 〉+ 〈W,En+l〉〈JkY, JlX〉

+2〈W,En+n′+1〉〈JkY, Jn′+1X〉+ 4〈Y, En+k〉〈Jn′+1W,X〉
)

+
1

2
〈Y,En+k〉

(
〈X, En+l〉〈JkZ, JlW 〉+ 〈W,En+l〉〈JkZ, JlX〉

+2〈W,En+n′+1〉〈JkZ, Jn′+1X〉+ 4〈Z, En+k〉〈Jn′+1W,X〉
)

+
1

2
〈JkZ, Y 〉

(
〈JkW,X〉 − 2〈W,En+k〉〈X, En+n′+1〉

)

−4〈Y,En+k〉〈Z, En+k〉
(〈X,En+k〉〈W,En+k〉+ 〈Jn′+1W,X〉)

+〈Z, En+k〉〈Y, En+n′+1〉
(
〈JkW,X〉 − 2〈W,En+k〉〈X, En+n′+1〉

)

−1

2
〈Z, En+k〉

(
〈Y,En+l〉〈JkX, JlW 〉+ 〈W,En+l〉〈JkX, JlY 〉

+2〈W,En+n′+1〉〈JkX, Jn′+1Y 〉+ 4〈X, En+k〉〈Jn′+1W,Y 〉
)

−1

2
〈X,En+k〉

(
〈Y, En+l〉〈JkZ, JlW 〉+ 〈W,En+l〉〈JkZ, JlY 〉

+2〈W,En+n′+1〉〈JkZ, Jn′+1Y 〉+ 4〈Z, En+k〉〈Jn′+1W,Y 〉
)

−1

2
〈Jk(Z), X〉

(
〈JkW,Y 〉 − 2〈W,En+k〉〈Y,En+n′+1〉

)

+4〈X, En+k〉〈Z,En+k〉
(〈Y,En+k〉〈W,En+k〉+ 〈Jn′+1W,Y 〉)
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−〈Z, En+k〉〈X,En+n′+1〉
(
〈JkW,Y 〉 − 2〈W,En+k〉〈Y, En+n′+1〉

)

+2〈Jn′+1Z, Y 〉
(
〈X,En+k〉〈W,En+k〉+ 〈Jn′+1W,X〉

)

+〈Z,En+n′+1〉
(
2〈Y, En+l〉〈JlW,X〉+ 〈X, En+l〉〈Jn′+1Y, JlW 〉

+〈W,En+l〉〈Jn′+1Y, JlX〉+ 2〈W,En+n′+1〉〈Jn′+1X, Jn′+1Y 〉
)

−2〈Jn′+1Z,X〉
(
〈Y, En+k〉〈W,En+k〉+ 〈Jn′+1W,Y 〉

)

−〈Z, En+n′+1〉
(
2〈X,En+l〉〈JlW,Y 〉+ 〈Y,En+l〉〈Jn′+1X, JlW 〉

+〈W,En+l〉〈Jn′+1X, JlY 〉+ 2〈W,En+n′+1〉〈Jn′+1Y, Jn′+1X〉
)
.

Observamos que

∇̄V Jk(X, Y ) = 〈(∇̄V Jk)X,Y 〉, (3.8)

onde no lado direito indicamos a derivada de um tensor do tipo (1, 1). Finalmente,
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após cancelar alguns termos, escrevemos

2Q(X,Y, Z, W )

= 〈JkX, Y 〉〈JkZ, W 〉 − 1

2
〈JkX,Z〉〈JkW,Y 〉+

1

2
〈JkX, W 〉〈JkZ, Y 〉

+2〈W,En+n′+1〉〈Y, En+k〉〈JkX, Z〉+ 4〈W,En+n′+1〉〈Z,En+k〉〈JkX, Y 〉
+2〈Jn′+1X, W 〉〈Z, En+k〉〈Y, En+k〉 − 2〈W,En+n′+1〉〈X, En+k〉〈JkY, Z〉
−2〈Jn′+1Y,W 〉〈Z, En+k〉〈X,En+k〉+ 〈Z,En+k〉〈(∇̄XJk)W,Y 〉
−〈Y, En+k〉〈(∇̄XJk)Z,W 〉 − 〈W,En+k〉〈(∇̄XJk)Z, Y 〉
+2〈W,En+n′+1〉〈(∇̄XJn′+1)Z, Y 〉 − 2〈Z, En+n′+1〉〈(∇̄XJn′+1)W,Y 〉
−〈Z, En+k〉〈(∇̄Y Jk)W,X〉+ 〈X, En+k〉〈(∇̄Y Jk)Z, W 〉+ 〈W,En+k〉〈(∇̄Y Jk)Z,X〉
−2〈W,En+n′+1〉〈(∇̄Y Jn′+1)Z, X〉+ 2〈Z, En+n′+1〉〈(∇̄Y Jn′+1)W,X〉
+

1

2
〈Z, En+k〉〈X,En+l〉〈JkY, JlW 〉+

1

2
〈Z,En+k〉〈W,En+l〉

(〈JkY, JlX〉 − 〈JkX, JlY 〉
)

+2〈Z, En+k〉〈W,En+n′+1〉〈JkY, Jn′+1X〉+
1

2
〈Y, En+k〉〈X, En+l〉

(〈JkZ, JlW 〉

−〈JkW,JlZ〉
)− 1

2
〈Z,En+k〉〈Y, En+l〉〈JkX, JlW 〉 − 1

2
〈X, En+k〉〈W,En+l〉〈JkZ, JlY 〉

−〈X, En+k〉〈W,En+n′+1〉〈JkZ, Jn′+1Y 〉+ 2〈X, En+k〉〈W,En+k〉〈Jn′+1Z, Y 〉
+2〈Y, En+k〉〈Z, En+n′+1〉〈JkW,X〉+ 〈X, En+k〉〈Z,En+n′+1〉〈Jn′+1Y, JkW 〉
+〈W,En+k〉〈Z, En+n′+1〉〈Jn′+1Y, JkX〉 − 2〈Y, En+k〉〈W,En+k〉〈Jn′+1Z, X〉
−2〈X, En+k〉〈Z,En+n′+1〉〈JkW,Y 〉 − 〈Y, En+k〉〈Z, En+n′+1〉〈Jn′+1X, JkW 〉
−〈W,En+k〉〈Z,En+n′+1〉〈Jn′+1X, JkY 〉.

3.1.1 Definição Alternativa do Tensor L

A partir da escolha do referencial ortonormal local invariante à esquerda em (3.1),

definimos as constantes de estrutura em S por

[Ek, El] =
n+n′+1∑

r=1

σr
klEr. (3.9)

Se {θk}n+n′+1
k=1 denota o co-referencial dual a {Ek}n+n′+1

k=1 , então as formas de conexão em

S são dadas por

θk
l =

1

2

n+n′+1∑
r=1

τ k
lr θr, (3.10)
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onde

τ k
lr = σk

rl + σl
kr + σr

kl. (3.11)

De acordo com essa notação, as primeiras equações de estrutura são

dθk + θk
l ∧ θl = 0, θk

l = −θl
k. (3.12)

A 2-forma de curvatura Θ = {Θk
l }n+n′+1

k,l=1 de S, associada ao referencial {Ek}n+n′+1
k=1 , é

dada por

dθk
l +

n+n′+1∑
r=1

θk
r ∧ θr

l = Θk
l . (3.13)

Verifica-se facilmente que

Θk
l =

1

4

n+n′+1∑
r,p,q=1

(
τ k
lrτ

r
st + τ k

rsτ
r
lt

)
θp ∧ θq. (3.14)

Recordamos que as duas expressões distintas para Jk obtidas acima estão relacionadas

pelas equações

uk
ab =

n∑

l,r=1

Al
aA

r
bσ

n+k
lr − 2Uk

a Un′+1
b . (3.15)

e

un′+1
ab = δab − Un′+1

a Un′+1
b +

n′∑

k=1

Uk
a Uk

b . (3.16)

Utilizamos as equações (3.15) e (3.16) para deduzir uma expressão alternativa para λ,

a ser usada posteriormente. Inicialmente, enumeramos as constantes de estrutura.

Lema 1. As constantes de estrutura satisfazem as relações

σr
kl =





0, 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ k, l ≤ n

0, 1 ≤ k ≤ n, n + 1 ≤ l ≤ n + n′

0, n + 1 ≤ k, l ≤ n + n′

1
2
, k = n + n′ + 1, 1 ≤ r, l ≤ n e r = l

1, k = n + n′ + 1, n + 1 ≤ r, l ≤ n + n′ e r = l,

τ k
lr =





σk
rl, 1 ≤ l, r ≤ n e n + 1 ≤ k ≤ n + n′

σr
kl, 1 ≤ k, l ≤ n e n + 1 ≤ r ≤ n + n′

σl
kr, 1 ≤ k, r ≤ n e n + 1 ≤ l ≤ n + n′,

τ k
n+n′+1,r =




−1, 1 ≤ k, r ≤ n e k = r

−2, n + 1 ≤ k, r ≤ n + n′ e k = r,
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τ k
l,n+n′+1 = 0, ∀ l, k

e

τn+n′+1
lr =





1, 1 ≤ l, r ≤ n e l = r

2, n + 1 ≤ l, r ≤ n + n′ e l = r.

Prova. Consideramos os ı́ndices

a, b = 1, . . . , n e α, β = n + 1, . . . , n + n′.

Desta forma,

[Ea, Eb] =
n+n′∑

r=n+1

σr
abEr,

[Ea, Eβ] = 0,

[Eα, Eβ] = 0

[En+n′+1, Ea] =
1

2
Ea

[En+n′+1, Eα] = Eα.

Assim,

σr
kl =





0, 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ k, l ≤ n

0, 1 ≤ k ≤ n, n + 1 ≤ l ≤ n + n′

0, n + 1 ≤ k, l ≤ n + n′

1
2
, k = n + n′ + 1, 1 ≤ r, l ≤ n e r = l

1, k = n + n′ + 1, n + 1 ≤ r, l ≤ n + n′ e r = l.
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Usando estas expressões e (3.11), concluı́mos que

τ k
ab = σk

ba + σa
kb + σb

ka =





σk
ba se n + 1 ≤ k ≤ n + n′

0 se 1 ≤ k ≤ n

τ k
aβ = σk

βa + σa
kβ + σβ

ka =





σβ
ka se 1 ≤ k ≤ n

0 se n + 1 ≤ k ≤ n + n′

τ k
αb = σk

bα + σα
kb + σb

kα =





σα
kb se 1 ≤ k ≤ n

0 se n + 1 ≤ k ≤ n + n′

τ k
αβ = σk

βα + σα
kβ + σβ

kα = 0 se 1 ≤ k ≤ n + n′

τn+n′+1
ab = σn+n′+1

ba + σa
n+n′+1,b + σb

n+n′+1,a =





1 se a = b

0 se a 6= b

τn+n′+1
αb = σn+n′+1

bα + σα
n+n′+1,b + σb

n+n′+1,α = 0 = τn+n′+1
aβ

τn+n′+1
αβ = σn+n′+1

βα + σα
n+n′+1,β + σβ

n+n′+1,α =





2 se α = β

0 se α 6= β

τ k
n+n′+1,b = σk

b,n+n′+1 + σn+n′+1
kb + σb

k,n+n′+1 =




−1 se b = k

0 se b 6= k

τ k
a,n+n′+1 = σk

n+n′+1,a + σa
k,n+n′+1 + σn+n′+1

ka = 0 = τ k
α,n+n′+1

τ k
n+n′+1,β = σk

β,n+n′+1 + σn+n′+1
kβ + σβ

k,n+n′+1 =




−2 se β = k

0 se β 6= k.

Logo,

τ k
lr =





σk
rl, 1 ≤ l, r ≤ n e n + 1 ≤ k ≤ n + n′

σr
kl, 1 ≤ k, l ≤ n e n + 1 ≤ r ≤ n + n′

σl
kr, 1 ≤ k, r ≤ n e n + 1 ≤ l ≤ n + n′,

τ k
n+n′+1,r =




−1, 1 ≤ k, r ≤ n e k = r

−2, n + 1 ≤ k, r ≤ n + n′ e k = r,

τ k
l,n+n′+1 = 0, ∀ l, k

e

τn+n′+1
lr =





1, 1 ≤ l, r ≤ n e l = r

2, n + 1 ≤ l, r ≤ n + n′ e l = r.

Isto finaliza a prova do lema. ¤
Com esse lema em mente, apresentamos a seguinte expressão alternativa para λ.
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Proposição 6. A 1-forma λ = (λa
b )

n+n′+1
a,b=1 definida em (2.5) satisfaz

λ = A−1θA,

onde θ = (θk
l )

n+n′+1
k,l=1 .

Prova. Com efeito, utilizando as relações entre as constantes de estrutura apresentadas

no lema 3.1.1 juntamente com as equações (3.15) e (3.16), obtemos diretamente

λa
b =

n+n′+1∑
c=1

(1

2

n′∑

k=1

(−Uk
a uk

bc + Uk
c uk

ab + Uk
b uk

ac)− Un′+1
b un′+1

ac + Un′+1
a un′+1

bc

)
ωc

+
n+n′+1∑

c=1

n′∑

k=1

(2Uk
a Uk

c Un′+1
b + Uk

b Uk
a Un′+1

c )ωc

=
1

2

n+n′+1∑
c=1

n′∑

k=1

(−Uk
a uk

bc + Uk
c uk

ab + Uk
b uk

ac)ω
c − Un′+1

b un′+1
ac ωc + Un′+1

a un′+1
bc ωc

+
n+n′+1∑

c=1

n′∑

k=1

(2Uk
a Uk

c Un′+1
b + Uk

b Uk
a Un′+1

c )ωc

=
1

2

n+n′+1∑
c=1

n′∑

k=1

(−Uk
a uk

bc + Uk
c uk

ab + Uk
b uk

ac)ω
c

−Un′+1
b

(
δac − Un′+1

a Un′+1
c +

n′∑

k=1

Uk
a Uk

c

)
ωc

+Un′+1
a

(
δbc − Un′+1

b Un′+1
c +

n′∑

l=1

U l
bU

l
c

)
ωc

+
n+n′+1∑

c=1

n′∑

k=1

(2Uk
a Uk

c Un′+1
b + Uk

b Uk
a Un′+1

c )ωc,
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donde,

λa
b =

1

2

n+n′+1∑
c=1

n′∑

k=1

(Uk
a uk

cb + Uk
c uk

ab + Uk
b uk

ac + 2Uk
a Uk

c Un′+1
b + 2Uk

c Uk
a Un′+1

b

+2Uk
b Uk

a Un′+1
c )ωc − Un′+1

b

n′∑

k=1

Uk
a Uk

c ωc + Un′+1
a

n′∑

l=1

U l
bU

l
cω

c

−Un′+1
b

(
δac − Un′+1

a Un′+1
c

)
ωc + Un′+1

a

(
δbc − Un′+1

b Un′+1
c

)
ωc

=
1

2

n+n′+1∑
c=1

( n′∑

k=1

Uk
a (uk

cb + 2Uk
c Un′+1

b )

+
n′∑

r=1

U r
c (ur

ab + 2U r
aUn′+1

b ) +
n′∑

l=1

U l
b(u

l
ac + 2U l

aU
n′+1
c )

−Un′+1
b

( n∑

k=1

Ak
aA

k
c +

n′∑

k=1

Uk
a Uk

c

)
ωc − Un′+1

b

n′∑

k=1

Uk
a Uk

c ωc

+Un′+1
a

( n∑

l=1

Al
bA

l
c +

n′∑

l=1

U l
bU

l
c

)
ωc + Un′+1

a

n′∑

l=1

U l
bU

l
cω

c
)

=
1

2

n+n′+1∑
c=1

( n′∑

k=1

n∑

l,r=1

Uk
a Al

bA
r
cσ

n+k
rl +

n∑

k,l=1

n′∑
r=1

U r
c Al

bA
k
aσ

n+r
kl +

n′∑

l=1

n∑

k,r=1

U l
bA

k
aA

r
cσ

n+l
kr

−
n∑

k=1

Un′+1
b Ak

aA
k
c − 2

n′∑

k=1

Uk
a Un′+1

b Uk
c +

n∑

l=1

Un′+1
a Al

bA
l
c + 2

n′∑

l=1

Un′+1
a U l

bU
l
c

)
ωc

=
1

2

n+n′+1∑
c=1

n+n′∑

k=n+1

n∑

l,r=1

Ak
aA

l
bA

r
cσ

k
rlω

c +
1

2

n+n′+1∑
c=1

n+n′∑
r=n+1

n∑

k,l=1

Ak
aA

l
bA

r
cσ

r
klω

c

+
1

2

n+n′+1∑
c=1

n+n′∑

l=n+1

n∑

k,r=1

Ak
aA

l
bA

r
cσ

l
krω

c − 1

2

n+n′+1∑
c=1

n∑

k=1

Ak
aA

n+n′+1
b Ak

cω
c

−
n+n′+1∑

c=1

n+n′∑

k=n+1

Ak
aA

n+n′+1
b Ak

cω
c +

1

2

n+n′+1∑
c=1

n∑

l=1

An+n′+1
a Al

bA
l
cω

c

+
n+n′+1∑

c=1

n+n′∑

l=n+1

An+n′+1
a Al

bA
l
cω

c

=
1

2

n+n′+1∑

c,k,l,r=1

Ak
aA

l
bA

r
cτ

k
lrω

c =
1

2

n+n′+1∑

k,l,r=1

Ak
aA

l
bτ

k
lrθ

r

=
n+n′+1∑

k,l=1

(A−1)a
kθ

k
l A

l
b =

n+n′+1∑

k,l=1

Ak
aA

l
bθ

k
l

= (A−1θA)a
b .

Isso finaliza a prova da proposição. ¤
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Observação 2. Podemos ainda demonstrar que

−Q = A−1ΘA. (3.17)

Uma fórmula análoga é provada posteriormente na Proposição 9.

3.2 Existência de um Referencial Adaptado

Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional. Definimos m′ por m + m′ = n +

n′+1. Consideramos um fibrado vetorial Riemanniano real E sobre M com posto m′ e a

soma de Whitney S = TM ⊕ E, de modo que S é um fibrado vetorial trivial. Podemos,

portanto fixar um referencial ortonormal globalmente definido Ê1, . . . , Ên+n′ , Ên+n′+1

em S. Denotamos por 〈·, ·〉 o tensor métrico em S. Sejam ∇̂ e R̂ a conexão compatı́vel

com a métrica e o tensor curvatura em S, respectivamente. Então definimos os tensores

〈ĴkV,W 〉 =
n∑

l,r=1

〈V, Êl〉〈W, Êr〉σn+k
lr − 2〈V, En+k〉〈W,En+n′+1〉, k = 1, . . . , n′, (3.18)

e

〈Ĵn′+1V,W 〉 = 〈V,W 〉 − 〈V, Ên+n′+1〉〈W, Ên+n′+1〉+
n+n′∑

l=n+1

〈V, Êl〉〈W, Êl〉, (3.19)

onde V, W são secções arbitrárias de S. Em virtude da definição de Ĵk e Ĵn′+1, onde

1 ≤ k ≤ n + n′, temos

〈ĴkV, Ên+l〉 = 0, (3.20)

〈ĴkV, Ên+n′+1〉 = −2〈V, En+k〉, (3.21)

〈Ĵn′+1V, Ên+k〉 = 2〈V, En+k〉 (3.22)

e

〈Ĵn′+1V, Ên+n′+1〉 = 0. (3.23)

Definimos em termos de Ĵk os tensores L̂ e Q̂ em S por

L̂(X, Y, V ) =
1

2

n′∑

k=1

(
− 〈Y, Ên+k〉〈ĴkV,X〉+ 〈X, Ên+k〉〈ĴkY, V 〉+ 〈V, Ên+k〉〈ĴkY, X〉

)

−〈V, Ên+n′+1〉〈Ĵn′+1Y, X〉+ 〈Y, Ên+n′+1〉〈Ĵn′+1V, X〉

+
n′∑

k=1

(2〈X, Ên+k〉〈Y, Ên+k〉〈V, Ên+n′+1〉

+〈Y, Ên+k〉〈V, Ên+k〉〈X,En+n′+1〉). (3.24)
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e

2Q̂(X, Y, V,W )

= 〈ĴkX, Y 〉〈ĴkV, W 〉 − 1

2
〈ĴkX,V 〉〈ĴkW,Y 〉+

1

2
〈ĴkX, W 〉〈ĴkV, Y 〉

+2〈W, Ên+n′+1〉〈Y, Ên+k〉〈ĴkX, V 〉+ 4〈W, Ên+n′+1〉〈V, Ên+k〉〈ĴkX,Y 〉
+2〈Ĵn′+1X,W 〉〈V, Ên+k〉〈Y, Ên+k〉 − 2〈W, Ên+n′+1〉〈X, Ên+k〉〈ĴkY, V 〉
−2〈Ĵn′+1Y, W 〉〈V, Ên+k〉〈X, Ên+k〉+ 〈V, Ên+k〉〈(∇̂X Ĵk)W,Y 〉
−〈Y, Ên+k〉〈(∇̂X Ĵk)V, W 〉 − 〈W, Ên+k〉〈(∇̂X Ĵk)V, Y 〉
+2〈W, Ên+n′+1〉〈(∇̂X Ĵn′+1)V, Y 〉 − 2〈V, Ên+n′+1〉〈(∇̂X Ĵn′+1)W,Y 〉
−〈V, Ên+k〉〈(∇̂Y Ĵk)W,X〉+ 〈X, Ên+k〉〈(∇̂Y Ĵk)V, W 〉+ 〈W, Ên+k〉〈(∇̂Y Ĵk)V, X〉
−2〈W, Ên+n′+1〉〈(∇̂Y Ĵn′+1)V, X〉+ 2〈V, Ên+n′+1〉〈(∇̂Y Ĵn′+1)W,X〉
+

1

2
〈V, Ên+k〉〈X, Ên+l〉〈ĴkY, ĴlW 〉+

1

2
〈V, Ên+k〉〈W, Ên+l〉

(〈ĴkY, ĴlX〉 − 〈ĴkX, ĴlY 〉
)

+2〈V, Ên+k〉〈W, Ên+n′+1〉〈ĴkY, Ĵn′+1X〉+
1

2
〈Y, Ên+k〉〈X, Ên+l〉

(〈ĴkV, ĴlW 〉

−〈ĴkW, ĴlV 〉
)− 1

2
〈V, Ên+k〉〈Y, Ên+l〉〈ĴkX, ĴlW 〉 − 1

2
〈X, Ên+k〉〈W, Ên+l〉〈ĴkV, ĴlY 〉

−〈X, Ên+k〉〈W, Ên+n′+1〉〈ĴkV, Ĵn′+1Y 〉+ 2〈X, Ên+k〉〈W, Ên+k〉〈Ĵn′+1V, Y 〉
+2〈Y, Ên+k〉〈V, Ên+n′+1〉〈ĴkW,X〉+ 〈X, Ên+k〉〈V, Ên+n′+1〉〈Ĵn′+1Y, ĴkW 〉
+〈W, Ên+k〉〈V, Ên+n′+1〉〈Ĵn′+1Y, ĴkX〉 − 2〈Y, Ên+k〉〈W, Ên+k〉〈Ĵn′+1V, X〉
−2〈X, Ên+k〉〈V, Ên+n′+1〉〈ĴkW,Y 〉 − 〈Y, Ên+k〉〈V, Ên+n′+1〉〈Ĵn′+1X, ĴkW 〉
−〈W, Ên+k〉〈V, Ên+n′+1〉〈Ĵn′+1X, ĴkY 〉. (3.25)

onde X,Y ∈ Γ(TM), V, W ∈ Γ(S) e omitimos, por brevidade, as somas em k = 1, . . . , n′.

Supomos que

〈R̂(X, Y )V, W 〉 = Q̂(X,Y, V,W ), X, Y ∈ Γ(TM), V, W ∈ Γ(S). (3.26)

Além disso, supomos que a condição

∇̂XÊn+k = −1

2
ĴkX, X ∈ Γ(TM), k = 1, . . . , n′ + 1. (3.27)

é satisfeita.

A conexão em S induz conexões∇ em M e∇E em E. Mais precisamente, definindo-

se II ∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ E) por

∇̂XY = ∇XY + II(X,Y ), X, Y ∈ Γ(TM)
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e denotando-se

〈SV (X), Y 〉 = 〈II(X, Y ), V 〉,

obtemos

∇̂XV = −SV X +∇E
XV.

Em termos da decomposição Ên+k = Tk +Nk, Tk ∈ Γ(TM), Nk ∈ Γ(E), a condição (3.27)

é expressa por

∇XTk − Sk(X) +∇E
XNk + II(Tk, X) = Ĵk(X), X ∈ Γ(TM), (3.28)

onde Sk = SNk
e k = 1, . . . , n′ + 1.

Definição 2. Dado um aberto simplesmente conexo M ′ ⊂ M , fixamos uma aplicação U ∈
C∞(M ′,R(n′+1)(n+n′+1)). Um referencial ortonormal e : M ′ → F(S) com componentes

e1, . . . em, em+1, . . . em+m′

é admissı́vel se as primeiras m secções são campos vetoriais em M e as últimas m′ são secções

em E e, ainda, se satisfizer

〈Ên+k, ea〉 = Uk
a , 1 ≤ k ≤ n′ + 1.

Em particular, isso implica que

〈Tk, ei〉 = 〈Ên+k, ei〉 = Uk
i (3.29)

para i = 1, . . . , m e

〈Nk, eα〉 = 〈Ên+k, eα〉 = Uk
α (3.30)

para α = m + 1, . . . , m + m′. A aplicação de transição de um referencial ortonormal Êk para

um referencial ortonormal admissı́vel ea é dada por uma aplicação admissı́vel, isto é, se

ea = ÊkA
k
a,

então A é da forma

A(x) =


 ∗

U(x)


 . (3.31)
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Denotamos por

ω1, . . . , ωm, ωm+1, . . . , ωm+m′
(3.32)

as 1-formas reais sobre S duais ao referencial {ea}n+n′+1
a=1 . A conexão riemanniana ∇̂

é dada, em termos deste referencial, pela matriz ω = (ωa
b )

n+n′+1
a,b=1 . Assim, a primeira

equação de estrutura é escrita como

dωa + ωa
b ∧ ωb = 0, ωa

b = −ωb
a. (3.33)

A expressão local para Ĵk em termos de um referencial ortonormal admissı́vel é

〈Ĵkeb, ea〉 = uk
ba. (3.34)

Então, considerando Jk como um tensor do tipo (0, 2) dado por

Ĵk(ea, eb) := 〈Ĵkea, eb〉, (3.35)

podemos escrever

Ĵk =
∑

a,b

uk
abω

a ⊗ ωb. (3.36)

Assim, a equação (3.27) é reescrita como

∑

k

(
dUk

a −
∑

c

Uk
c ωc

a

)
= −1

2

∑

k

uk
ba ωb. (3.37)

As derivadas covariantes do campo tensorial Ĵk são dadas por

∇̂Ĵk(ea, eb) = duk
ab − uk

dbω
d
a − uk

adω
d
b =: ∇̂uk

ab.

A expressão local para L̂ é dada, em termos de 1-formas, por

λ̂a
b = L̂( · , ea, eb). (3.38)

Assim, do mesmo modo como foi calculado na Seção 3.1, obtemos a identidade

λ̂a
b =

n+n′+1∑
c=1

(1

2

n′∑

k=1

(−Uk
a uk

bc + Uk
c uk

ab + Uk
b uk

ac)− Un′+1
b un′+1

ac + Un′+1
a un′+1

bc

)
ωc

+
n+n′+1∑

c=1

n′∑

k=1

(2Uk
a Uk

c Un′+1
b + Uk

b Uk
a Un′+1

c )ωc.

A expressão local para Q̂ é dada pela 2-forma

Q̂d
a = Q̂(·, ·, ea, ed).
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Podemos verificar que

Q̂a
d := Q̂( ·, , · , ea, ed) = −(

dλ̂ + λ̂ ∧ ω + ω ∧ λ̂− λ̂ ∧ λ̂
)

a
d. (3.39)

Com efeito, a verificação de (3.39) é análoga àquela feita na Seção 3.1, dessa vez uti-

lizando as expressões (3.20)-(3.23).

Observemos agora que a hipótese (3.26) é refraseada, em termos dessas formas,

como

dω + ω ∧ ω = −(Q̂d
a). (3.40)

Podemos, então, provar o seguinte resultado.

Proposição 7. Suponhamos que os dados definidos acima satisfaçam (3.26) e (3.27). Seja

M ′ ⊂ M um subconjunto aberto e simplesmente conexo. Então existe uma aplicação admissı́vel

A ∈ C∞(M ′, SOn+n′+1) tal que

A−1dA = ω − λ̂ (3.41)

com a condição inicial A(x0) = Id, para x0 ∈ M ′ dado.

Prova: É suficiente mostrar que as hipóteses em consideração implicam nas hipóteses

de uma versão adequada da Proposição 5 do Apêndice 2.4. Isso assegura a existência

de uma aplicação admissı́vel tal que

A−1dA = ω̂, (3.42)

onde estamos considerando

ω̂ = ω − λ̂. (3.43)

Denotando

Υ = ω̂ − A−1dA, (3.44)

calculamos

−dΥ = −A−1dA ∧ A−1dA− dω̂

= −(
Υ− ω̂) ∧ (

Υ− ω̂)− dω̂

= −Υ ∧Υ + Υ ∧ ω̂ + ω̂ ∧Υ− dω̂ − ω̂ ∧ ω̂.

Assim, em vista da expressão ω̂ = ω − λ̂, obtemos a seguinte equação módulo Υ

dΥ = dω̂ + ω̂ ∧ ω̂

= dω + ω ∧ ω − dλ̂ + λ̂ ∧ λ̂− ω ∧ λ̂− λ̂ ∧ ω.
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Então, de (3.39) e (3.40), concluı́mos que a equação, módulo Υ,

dΥ = dω̂ + ω̂ ∧ ω̂ = 0

é verdadeira. Para que a condição (2.65) da Proposição 5 no Apêndice 2.4 seja satisfeita,

resta provar que os dados definidos acima satisfazem

dU − Uω + Uλ̂ = 0. (3.45)
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Para provar isso, calculamos para 1 ≤ k ≤ n′

n+n′+1∑
c=1

Uk
c λ̂c

a =
n+n′+1∑

c=1

Uk
c

( n+n′+1∑

b=1

(1

2

n′∑

l=1

(−U l
cu

l
ab + U l

bu
l
ca + U l

au
l
cb)− Un′+1

a un′+1
cb

+Un′+1
c un′+1

ab

)
ωb +

n+n′+1∑

b=1

n′∑

l=1

(2U l
cU

l
bU

n′+1
a + U l

aU
l
cU

n′+1
b )ωb

)

= −1

2

n+n′+1∑

b,c=1

Uk
c U l

cu
k
abω

b +
1

2

n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Uk
c U l

bu
l
caω

b

+
1

2

n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Uk
c U l

au
l
cbω

b −
n+n′+1∑

b,c=1

Uk
c Un′+1

a un′+1
cb ωb

+
n+n′+1∑

b,c=1

Uk
c Un′+1

c un′+1
ab ωb + 2

n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Uk
c U l

cU
l
bU

n′+1
a ωb

+
n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Uk
c U l

aU
l
cU

n′+1
b ωb

= −1

2

n+n′+1∑

b=1

uk
abω

b +
1

2

n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Uk
c U l

b

( n∑
s,t=1

As
cA

t
aσ

n+l
st

−2U l
cU

n′+1
a

)
ωb +

1

2

n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Uk
c U l

a

( n∑
s,t=1

As
cA

t
bσ

n+l
st

−2U l
cU

n′+1
b

)
ωb −

n+n′+1∑

b,c=1

Uk
c Un′+1

a

(
δcb − Un′+1

c Un′+1
b

+
n′∑

l=1

U l
cU

l
b

)
ωb + 2Un′+1

a

n+n′+1∑

b=1

Uk
b ωb + Uk

a

n+n′+1∑

b=1

Un′+1
b ωb

= −1

2

n+n′+1∑

b=1

uk
abω

b − Un′+1
a

n+n′+1∑

b=1

Uk
b ωb − Uk

a

n+n′+1∑

b=1

Un′+1
b ωb

−Un′+1
a

n+n′+1∑

b=1

Uk
b ωb + 2Un′+1

a

n+n′+1∑

b=1

Uk
b ωb + Uk

a

n+n′+1∑

b=1

Un′+1
b ωb

= −1

2

n+n′+1∑

b=1

uk
abω

b =
1

2

n+n′+1∑

b=1

uk
baω

b = −(
dUk

a −
n+n′+1∑

c=1

Uk
c ωc

a

)
,

donde obtemos,

dUk
a −

n+n′+1∑
c=1

Uk
c ωc

a +
n+n′+1∑

c=1

Uk
c λ̂c

a = 0
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e, calculando

n+n′+1∑
c=1

Un′+1
c λ̂c

a

=
n+n′+1∑

c=1

Un′+1
c

( n+n′+1∑

b=1

(1

2

n′∑

l=1

(−U l
cu

l
ab + U l

bu
l
ca + U l

au
l
cb)− Un′+1

a un′+1
cb

+Un′+1
c un′+1

ab

)
ωb +

n+n′+1∑

b=1

n′∑

l=1

(2U l
cU

l
bU

n′+1
a + U l

aU
l
cU

n′+1
b )ωb

)

= −1

2

n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Un′+1
c U l

cu
l
abω

b +
1

2

n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Un′+1
c U l

bu
l
caω

b

+
1

2

n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Un′+1
c U l

au
l
cbω

b − Un′+1
a

n+n′+1∑

b,c=1

Un′+1
c un′+1

cb ωb

+
n+n′+1∑

b,c=1

Un′+1
c Un′+1

c un′+1
ab ωb + 2

n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Un′+1
c U l

cU
l
bU

n′+1
a ωb

+
n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Un′+1
c U l

aU
l
cU

n′+1
b ωb

= −1

2

n+n′+1∑

b=1

un′+1
ab ωb +

1

2

n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Un′+1
c U l

b

( n∑
s,t=1

As
cA

t
aσ

n+l
st

−2U l
cU

n′+1
a

)
ωb +

1

2

n+n′+1∑

b,c=1

n′∑

l=1

Un′+1
c U l

a

( n∑
s,t=1

As
cA

t
bσ

n+l
st − 2U l

cU
n′+1
b

)
ωb

−Un′+1
a

n+n′+1∑

b,c=1

Un′+1
c

(
δcb − Un′+1

c Un′+1
b +

n′∑

l=1

U l
cU

l
b

)
ωb +

n+n′+1∑

b=1

un′+1
ab ωb

+2Un′+1
a

n+n′+1∑

b=1

Un′+1
b ωb + Un′+1

a

n+n′+1∑

b=1

Un′+1
b ωb

=
1

2

n+n′+1∑

b=1

un′+1
ab ωb − Un′+1

a

n+n′+1∑

b=1

Un′+1
b ωb − Un′+1

a

n+n′+1∑

b=1

Un′+1
b ωb

−Un′+1
a

n+n′+1∑

b=1

Un′+1
b ωb + Un′+1

a

n+n′+1∑

b=1

Un′+1
b ωb − Un′+1

a

n+n′+1∑

b=1

Un′+1
b ωb

+3Un′+1
a

n+n′+1∑

b=1

Un′+1
b ωb =

1

2

n+n′+1∑

b=1

un′+1
ba ωb = −(

dUk
a −

n+n′+1∑
c=1

Uk
c ωc

a

)
,

obtemos também,

dUn′+1
a −

n+n′+1∑
c=1

Un′+1
c ωc

a +
n+n′+1∑

c=1

Un′+1
a λc

a = 0.
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A existência de uma aplicação satisfazendo (3.42) segue, portanto, diretamente de uma

versão adequada da Proposição 5 no Apêndice 2.4. Isto encerra a prova. ¤

Dada uma aplicação admissı́vel A : M ′ → SOn+n′+1 resolvendo (3.41), definimos um

referencial ortonormal {ea}n+n′+1
a=1 em S ao longo de M ′ a partir do referencial Êa, isto

é, satisfazendo (3.29) e (3.30). Os conjuntos correspondentes de 1-formas duais estão

relacionados por

θ̂k = Ak
aω

a. (3.46)

Segue-se de (3.18) e (3.19) que a expressão local para Jk no referencial ortonormal

{ea}n+n′+1
a=1 é

uk
ab = 〈Ĵkea, eb〉 = Al

aA
r
bσ

n+k
lr − 2Uk

a Un′+1
b , k = 1, . . . , n′

e

un′+1
ab = 〈Ĵn′+1ea, eb〉 = δab − Un′+1

a Un′+1
b +

n′∑

k=1

Uk
a Uk

b .

Então, definimos

θ̂k
l =

1

2
τ k
lrθ̂

r =
1

2
τ k
lrA

r
aω

a (3.47)

onde τ k
lr = σk

rl + σl
kr + σr

kl.

Em virtude desses fatos, podemos reobter a Proposição 6 no atual contexto.

Proposição 8. O referencial ortonormal admissı́vel obtido acima como solução da equação

(3.41) satisfaz

λ̂ = A−1θ̂A, (3.48)

onde θ̂ = (θ̂k
l )

n+n′+1
k,l=1 é definida em (3.47).

Prova. É suficiente imitar a prova da Proposição 6 na Seção 3.1.1. ¤

Finalmente, definimos as seguintes 2-formas

Θ̂k
l =

1

4

(
τ k
lrτ

r
pq + τ k

rpτ
r
lq

)
θ̂p ∧ θ̂q =

1

4

(
τ k
lrτ

r
pq + τ k

rpτ
r
lq

)
Ap

aA
q
bω

a ∧ ωb. (3.49)

Então, podemos provar o seguinte resultado.

Proposição 9. O referencial admissı́vel definido acima como solução da equação (3.41) satisfaz

−Q̂ = A−1Θ̂A, (3.50)

onde Θ̂ = (Θ̂k
l )

n+n′+1
k,l=1 é definida em (3.49).
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Prova. Temos

A−1dA = ω − λ̂ (3.51)

e

dλ̂− λ̂ ∧ λ̂ + ω ∧ λ̂ + λ̂ ∧ ω = −Q̂ (3.52)

e, como já foi provado,

λ̂ = A−1θ̂A. (3.53)

Assim

dλ̂ = dA−1 ∧ θ̂A + A−1dθ̂A− A−1θ̂ ∧ dA

= −A−1dA ∧ A−1θ̂A + A−1dθ̂A− A−1θ̂A ∧ A−1dA

= −(ω − λ̂) ∧ λ̂ + A−1dθ̂A− λ̂ ∧ (ω − λ̂)

= 2λ̂ ∧ λ̂− ω ∧ λ̂− λ̂ ∧ ω + A−1dθ̂A.

Entretanto,

−Q̂ = dλ̂− λ̂ ∧ λ̂ + ω ∧ λ̂ + λ̂ ∧ ω = λ̂ ∧ λ̂ + A−1dθ̂A

= A−1θ̂A ∧ A−1θ̂A + A−1dθ̂A

= A−1
(
dθ̂ + θ̂ ∧ θ̂

)
A.

Deste modo, calculando diretamente, tendo em vista as definições, a primeira equação

de estrutura (3.33) e a equação (3.41) na forma dA = Aω − Aλ, obtém-se:

dθ̂k
l =

1

2
τ k
lr(dAr

a ∧ ωa + Ar
adωa) =

1

2
τ k
lr(dAr

b ∧ ωb − Ar
aω

a
b ∧ ωb)

=
1

2
τ k
lr(dAr

b − Ar
aω

a
b ) ∧ ωb

= −1

2
τ k
lr(Aλ)r

b ∧ ωb.

Todavia, Aλ = AA−1θ̂A = θ̂A. Assim, obtemos

dθ̂k
l = −1

2
τ k
lr(θ̂A)r

b ∧ ωb = −1

2
τ k
lrθ̂

r
p ∧ Ap

bω
b = −1

2
τ k
lrθ̂

r
p ∧ θ̂p

= −1

4
τ k
lrτ

r
pqθ̂

q ∧ θ̂p

e

θ̂k
r ∧ θ̂r

l =
1

4
τ k
rpτ

r
lqθ̂

p ∧ θ̂q.
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Portanto, concluı́mos que

dθ̂ + θ̂ ∧ θ̂ = Θ̂ (3.54)

e deduzimos, como afirmado, que

−Q̂ = dλ̂− λ̂ ∧ λ̂ + ω ∧ λ̂ + λ̂ ∧ ω = A−1Θ̂A.

Isto completa a prova da proposição. ¤

3.3 Existência de Imersões Isométricas em Grupos de Lie

Solúveis

Vamos escolher números naturais tais que n + n′ + 1 = m + m′. Estamos, deste modo,

em condição de enunciar e demonstrar o principal resultado desse capı́tulo.

Teorema 2. Seja Mm uma variedade Riemanniana orientada, simplesmente conexa e seja E

um fibrado vetorial Riemanniano real com posto m′ de modo que S = TM ⊕ E é um fibrado

vetorial trivial. Fixamos um referencial ortonormal global {Êk}n+n′+1
k=1 em S. Sejam ∇̂ e R̂,

nesta ordem, a conexão compatı́vel e o tensor curvatura de S e ∇,∇E as conexões compatı́veis

induzidas em TM e E, respectivamente. Definimos Ĵk, Ĵn′+1, L̂ e Q̂ como em (3.18), (3.19),

(3.24) e (3.25), respectivamente. Supomos que estes campos satisfaçam as equações

R̂ = Q̂ (3.55)

e

∇̂Ên+k = −1

2
Ĵk, k = 1, . . . , n′, n′ + 1. (3.56)

Então, existem uma imersão isométrica f : M → S e um isomorfismo f⊥∗ : E → TM⊥, onde

TM⊥ denota o fibrado normal ao longo de f , de modo que f⊥∗ é uma isometria, quando restrito

às fibras, e satisfaz

f∗∇E
XV = ∇̄⊥

f∗Xf⊥∗ V, X ∈ Γ(TM), V ∈ Γ(E), (3.57)

f⊥∗ II(X,Y ) = ∇̄⊥
f∗Xf∗Y, X, Y ∈ Γ(TM), (3.58)

onde ∇̄⊥ denota a conexão normal em TM⊥. A imersão isométrica é única, a menos de escolhas

de um referencial global em S e movimentos rı́gidos em S.

Prova. A demonstração segue as mesmas linhas da prova do Teorema 1.



Capı́tulo 4

Imersões Isométricas no Espaço

Hiperbólico Complexo

No capı́tulo 2 apresentamos e demonstramos um teorema de imersões isométricas em

grupos de Lie nilpotentes. Esse teorema, em particular, é verdadeiro para todos os

grupos tipo-Heisenberg (v. [24]). Em [14], Benôit Daniel demonstra um teorema de

imersões isométricas em variedades homogêneas, o que inclui, em particular, o espaço

de Heisenberg 3-dimensional. No artigo mencionado, são apresentadas, de maneira

explı́cita, as equações de Gauss e Codazzi e certas condições adicionais, as quais, em

conjunto, facultam a existência de imersões isométricas. A saber, é provado o seguinte

resultado.

Teorema (B. Daniel em [14]) Seja M uma variedade Riemanniana orientada e simplesmente

conexa de dimensão 2, ds2 sua métrica (que também pode ser denotada por 〈·, ·〉),∇ sua conexão

Riemanniana e J a rotação de ângulo π
2

em TM . Sejam S um campo simétrico de operadores

Sy : TyM → TyM , T um campo vetorial em M e f uma função suave em M tais que ||T ||2 +

f 2 = 1.

SejamE uma variedade homogênea 3-dimensional com um grupo de isometria 4-dimensional

e ξ seu campo vertical. Sejam κ a curvatura da base e τ a curvatura do seu fibrado. Então, existe

uma imersão isométrica f : M → E tal que o operador de forma com respeito ao campo normal

unitário ν associado a f é

df ◦ S ◦ df−1

78
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e tal que

ξ = T + fν

se, e somente se, (ds2, S, T, f) satisfaz as equações de Gauss e Codazzi para E e, para todo

campo vetorial X em M , as seguintes equações são satisfeitas:

∇XT = f(SX − τJX), df(X) + 〈SX − τJX, T 〉 = 0. (4.1)

Neste caso, a imersão é única, a menos de isometrias globais de E que preservam as orientações

de ambas as fibras e a base da fibração.

Essas últimas equações são, efetivamente, as condições adicionais suficientes e também

necessárias para garantir a existência da imersão. As equações de Gauss e Codazzi

aparecem explicitamente nesse trabalho pelo simples fato de que o tensor curvatura de

E é dado por

〈R̄(X, Y )Z, W 〉 = (κ− 3τ 2)〈R0(X,Y )Z,W 〉+ (κ− 4τ 2)〈R1(ξ; X,Y )Z,W 〉 (4.2)

onde X, Y, Z, W são campos vetoriais em E e, por definição,

R0(X,Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X,

R1(ξ; X,Y )Z = 〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉X + 〈Y, Z〉〈X, ξ〉ξ
− 〈X,Z〉〈Y, ξ〉ξ − 〈X, ξ〉〈Z, ξ〉Y.

Quando κ = 0 e τ 6= 0, obtém-se uma versão do Teorema de Bonnet no grupo de

Heisenberg Nil3 que, em particular, é um grupo de Lie nilpotente de dimensão 3.

Entretanto, nesse capı́tulo apresentamos um teorema de imersões isométricas no

espaço hiperbólico complexo como um caso particular do Teorema 2.

Como no caso Nil3 mencionado acima, listamos explicitamente as equações de

Gauss e Codazzi e as condições adicionais pertinentes ao espaço hiperbólico complexo

CH2 em termos de campos distinguidos ξ e A, e tensores J1 e J2 a serem definidos e

interpretados geometricamente.

4.1 O Espaço Hiperbólico Complexo CH2

O espaço hiperbólico complexo é o grupo de Lie CH2, cuja álgebra de Lie s é tal que

s = n⊕ a = v⊕ z⊕ a = [E1, E2]⊕ [E3]⊕ [E4],



Capı́tulo 4. Imersões Isométricas no Espaço Hiperbólico Complexo 80

onde a = RA, n = v⊕ z é uma álgebra nilpotente e

{E1, E2, E2, E4}

é um referencial ortonormal invariante à esquerda. O colchete de Lie satisfaz as relações

de Heisenberg

[E1, E1] = [E2, E2] = 0,

[E1, E2] = E3

e é estendido a a através das relações

[A, V ] =
1

2
V, [A,Z] = Z

para V ∈ v e Z ∈ z. Denotamos

ξ := E3 e A := E4.

4.1.1 Conexão Riemanniana em CH2

Definimos as constantes de estrutura de CH2 por

[Ek, El] =
4∑

r=1

σr
klEr. (4.3)

Pelas relações de Heisenberg do colchete de Lie, temos, em particular, que as con-

stantes de estrutura de CH2 são dadas por

σk
ij =





1; i = 1, j = 2, k = 3

−1; i = 2, j = 1, k = 3

−1
2
; i = k = 1, 2, j = 4

1
2
; i = 4, j = k = 1, 2

−1; i = k = 3, j = 4

1; i = 4, j = k = 3

0; nos outros casos.

Como vimos na Seção 1.2, a conexão de Levi-Cività CH2 é dada por

∇̄A = 0, ∇̄XY =
1

2
〈X, Y 〉A +

1

2
[X, Y ], ∇̄XA = −1

2
X,

∇̄XZ = −1

2
ad∗XZ, ∇̄ZA = −Z, ∇̄ZX = −1

2
ad∗XZ, ∇̄ZZ ′ = −〈Z, Z ′〉A
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para X,Y ∈ v e Z, Z ′ ∈ z.

Usando as expressões para as constantes de estrutura e a conexão acima, concluı́mos

que os sı́mbolos de Christoffel de CH2 são dados por

Γ̄k
11 = 〈∇̄E1E1, Ek〉 = 〈1

2
〈E1, E1〉A +

1

2
[E1, E1], Ek〉 =





1
2
; k = 4

0; k 6= 4

Γ̄k
12 = 〈∇̄E1E2, Ek〉 = 〈1

2
〈E1, E2〉A +

1

2
[E1, E2], Ek〉 =





1
2
; k = 3

0; k 6= 3

Γ̄k
13 = 〈∇̄E1E3, Ek〉 = 〈−1

2
ad∗E1

ξ, Ek〉 = −1

2
〈ξ, [E1, Ek]〉 =




−1

2
; k = 2

0; k 6= 2

Γ̄k
14 = 〈∇̄E1A,Ek〉 = 〈−1

2
E1, Ek〉 =




−1

2
; k = 1

0; k 6= 1

Γ̄k
21 = 〈∇̄E2E1, Ek〉 = 〈1

2
〈E2, E1〉A +

1

2
[E2, E1], Ek〉 =




−1

2
; k = 3

0; k 6= 3

Γ̄k
22 = 〈∇̄E2E2, Ek〉 = 〈1

2
〈E2, E2〉A +

1

2
[E2, E2], Ek〉 =





1
2
; k = 4

0; k 6= 4

Γ̄k
23 = 〈∇̄E2E3, Ek〉 = 〈−1

2
ad∗E2

ξ, Ek〉 = −1

2
〈ξ, [E2, Ek]〉 =





1
2
; k = 1

0; k 6= 1

Γ̄k
24 = 〈∇̄E2A,Ek〉 = 〈−1

2
E2, Ek〉 =




−1

2
; k = 2

0; k 6= 2

Γ̄k
31 = 〈∇̄ξE1, Ek〉 = 〈−1

2
ad∗E1

ξ, Ek〉 = −1

2
〈ξ, [E1, Ek]〉 =




−1

2
; k = 2

0; k 6= 2

Γ̄k
32 = 〈∇̄ξE2, Ek〉 = 〈−1

2
ad∗E2

ξ, Ek〉 = −1

2
〈ξ, [E2, Ek]〉 =





1
2
; k = 1

0; k 6= 1

Γ̄k
33 = 〈∇̄ξξ, Ek〉 = 〈−〈ξ, ξ〉A,Ek〉 =




−1; k = 4

0; k 6= 4

Γ̄k
34 = 〈∇̄ξA, Ek〉 = 〈−ξ, Ek〉 =




−1; k = 3

0; k 6= 3

Γ̄k
4j = 〈∇̄E4Ej, Ek〉 = 0.

Com essas expressões para os sı́mbolos de Christoffel, podemos calcular explicita-

mente o tensor curvatura de CH2.
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4.1.2 A Curvatura de CH2

Usando os sı́mbolos de Christoffel de CH2 calculados na seção anterior, vamos deter-

minar uma expressão geral para o tensor curvatura de CH2 assim como em (4.2). Para

isso calculamos, inicialmente, todas as curvaturas seccionais de CH2.

Lema 2. As curvaturas seccionais de CH2 são dadas pelas constantes 1,−1 e 1
4
.

Prova. Consideramos o referencial invariante à esquerda {E1, E2, E3 = ξ, E4 = A}. Para

1 ≤ i, j ≤ 4, temos

R̄ijij = 〈R̄(Ei, Ej)Ei, Ej〉 = 〈∇̄Ei
∇̄Ej

Ei − ∇̄Ej
∇̄Ei

Ei − ∇̄[Ei,Ej ]Ei, Ej〉

=
〈
∇̄Ei

( 4∑

k=1

Γ̄k
jiEk

)
− ∇̄Ej

( 4∑

k=1

Γ̄k
iiEk

)
− ∇̄[Ei,Ej ]Ei, Ej

〉
.

Assim, obtemos

R̄1212 =
〈
∇̄E1(Γ̄

3
21E3)− ∇̄E2(Γ̄

4
11E4)− ∇̄[E1,E2]E1, E2

〉

= −1

2
〈∇̄E1ξ, E2〉︸ ︷︷ ︸

=− 1
2

−1

2
〈∇̄E2A,E2〉︸ ︷︷ ︸

=− 1
2

−〈∇̄ξE1, E2〉︸ ︷︷ ︸
=− 1

2

= 1,

R̄1313 =
〈
∇̄E1(Γ̄

2
31E2)− ∇̄E3(Γ̄

4
11E4)− ∇̄[E1,E3]E1, E3

〉

= −1

2
〈∇̄E1E2, E3〉︸ ︷︷ ︸

= 1
2

−1

2
〈∇̄E3A,E3〉︸ ︷︷ ︸

=−1

=
1

4
,

R̄1414 = −〈∇̄[E1,E4]E1, E4〉 =
1

2
〈∇̄E1E1, A〉︸ ︷︷ ︸

= 1
2

=
1

4
,

R̄2323 =
〈
∇̄E2(Γ̄

1
32E1)− ∇̄E3(Γ̄

4
22E4)− ∇̄[E2,E3]E2, E3

〉

=
1

2
〈∇̄E2E1, E3〉︸ ︷︷ ︸

=− 1
2

−1

2
〈∇̄E3A,E3〉︸ ︷︷ ︸

=−1

=
1

4
,

R̄2424 = −〈∇̄[E2,E4]E2, E4〉 =
1

2
〈∇̄E2E2, E4〉︸ ︷︷ ︸

= 1
2

=
1

4
,

R̄3434 = −〈∇̄[E3,E4]E3, E4〉 = 〈∇̄E3E3, E4〉 = −1.

Isto encerra a prova do lema. ¤

Podemos agora apresentar o tensor curvatura de CH2.
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Proposição 10. Para X, Y, Z ∈ X(CH2), tem-se

R̄(X, Y )Z = −1

2

(〈X, ξ〉〈Y, A〉 − 〈Y, ξ〉〈X,A〉)(〈Z, ξ〉A + 〈Z, A〉ξ)

+
1

4
〈X,Z〉(〈Y, ξ〉ξ + 〈Y,A〉A)− 1

4
〈Y, Z〉(〈X, ξ〉ξ + 〈X,A〉A)

+
3

4
〈Z, ξ〉(〈Y, ξ〉 X − 〈X, ξ〉Y )− 1

4
〈Z,A〉(〈Y,A〉 X − 〈X, A〉Y )

+
1

4
〈X × ξ × A,Z〉(3〈Y, ξ〉A + 〈Y, A〉ξ) +

1

4
〈Z × ξ × A, Y 〉(3〈X, ξ〉A

+〈X,A〉ξ) +
1

4
〈X × ξ × A, Y 〉(3〈Z, ξ〉A + 〈Z,A〉ξ)

+
1

4

(〈Y, ξ〉〈Z,A〉 − 〈Z, ξ〉〈Y, A〉)X × ξ × A

+
1

4

(〈Z, ξ〉〈X, A〉 − 〈X, ξ〉〈Z,A〉)Y × ξ × A

+
1

2

(〈Y, ξ〉〈X, A〉 − 〈X, ξ〉〈Y,A〉+ 2〈X × ξ × A, Y 〉)Z × ξ × A.

onde × denota o produto vetorial de CH2, tal que E1 × E2 × ξ = A.

Prova. Todo campo vetorial X de CH2 se decompõe como X =
∑4

i=1 xiEi, onde xi =

〈X, Ei〉. Então, por trilinearidade,

R̄(X, Y )Z = R̄(xiEi, yjEj)(zkEk) = xiyjzkR̄(Ei, Ej)Ek.

Ademais,

R̄(Ei, Ej)Ek = ∇̄Ei
∇̄Ej

Ek − ∇̄Ej
∇̄Ei

Ek − ∇̄[Ei,Ej ]Ek

= ∇̄Ei

(
Γ̄µ

jkEµ

)− ∇̄Ej

(
Γ̄µ

ikEµ

)− ∇̄[Ei,Ej ]Ek.

Em particular, temos

R̄(E1, E2)Ek = ∇̄E1

(
Γ̄µ

2kEµ

)− ∇̄E2

(
Γ̄µ

1kEµ

)− ∇̄[E1,E2]Ek

=





−1
2
∇̄E1ξ︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
E2

−1
2
∇̄E2A︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
E2

− ∇̄ξE1︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
E2

= E2, k = 1

1
2
∇̄E1A︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
E1

−1
2
∇̄E2ξ︸ ︷︷ ︸
= 1

2
E1

−∇̄ξE2︸ ︷︷ ︸
= 1

2
E1

= −E1, k = 2

1
2
∇̄E1E1︸ ︷︷ ︸

= 1
2
A

+1
2
∇̄E2E2︸ ︷︷ ︸

= 1
2
A

− ∇̄ξξ︸︷︷︸
=−A

= 3
2
A, k = 3

−1
2
∇̄E1E2︸ ︷︷ ︸

= 1
2
ξ

+1
2
∇̄E2E1︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
ξ

−∇̄ξA︸︷︷︸
=−ξ

= 1
2
ξ, k = 4,
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R̄(E1, E3)Ek = ∇̄E1

(
Γ̄µ

3kEµ

)− ∇̄E3

(
Γ̄µ

1kEµ

)− ∇̄[E1,E3]Ek

=





−1
2
∇̄E1E2︸ ︷︷ ︸

= 1
2
ξ

−1
2
∇̄ξA︸︷︷︸
=−ξ

= 1
4
ξ, k = 1

1
2
∇̄E1E1︸ ︷︷ ︸

= 1
2
A

−1
2
∇̄ξξ︸︷︷︸
=−A

= 3
4
A, k = 2

−∇̄E1A︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
E1

+1
2
∇̄ξE2︸ ︷︷ ︸
= 1

2
E1

= 3
4
E1, k = 3

− ∇̄E1ξ︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
E2

+1
2
∇̄ξE1︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
E2

= 1
4
E2, k = 4,

R̄(E1, E4)Ek = ∇̄E1

(
Γ̄µ

4kEµ

)− ∇̄E4

(
Γ̄µ

1kEµ

)− ∇̄[E1,E4]Ek

=





1
2
∇̄E1E1︸ ︷︷ ︸

= 1
2
A

= 1
4
A, k = 1

1
2
∇̄E1E2︸ ︷︷ ︸

= 1
2
ξ

= 1
4
ξ, k = 2

1
2
∇̄E1ξ︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
E2

= −1
4
E2, k = 3

1
2
∇̄E1A︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
E1

= −1
4
E1, k = 4,

R̄(E2, E3)Ek = ∇̄E2

(
Γ̄µ

3kEµ

)− ∇̄E3

(
Γ̄µ

2kEµ

)− ∇̄[E2,E3]Ek

=





−1
2
∇̄E2E2︸ ︷︷ ︸

= 1
2
A

+1
2
∇̄ξξ︸︷︷︸
=−A

= −3
4
A, k = 1

1
2
∇̄E2E1︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
ξ

−1
2
∇̄ξA︸︷︷︸
=−ξ

= 1
4
ξ, k = 2

−∇̄E2A︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
E2

−1
2
∇̄ξE1︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
E2

= 3
4
E2, k = 3

−∇̄E2ξ︸ ︷︷ ︸
= 1

2
E1

+1
2
∇̄ξE2︸ ︷︷ ︸
= 1

2
E1

= −1
4
E1, k = 4,
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R̄(E2, E4)Ek = ∇̄E2

(
Γ̄µ

4kEµ

)− ∇̄E4

(
Γ̄µ

2kEµ

)− ∇̄[E2,E4]Ek

=





1
2
∇̄E2E1︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
ξ

= −1
4
ξ, k = 1

1
2
∇̄E2E2︸ ︷︷ ︸

= 1
2
A

= 1
4
A, k = 2

1
2
∇̄E2ξ︸ ︷︷ ︸
= 1

2
E1

= 1
4
E1, k = 3

1
2
∇̄E2A︸ ︷︷ ︸
=− 1

2
E2

= −1
4
E2, k = 4

e

R̄(E3, E4)Ek = ∇̄E3

(
Γ̄µ

4kEµ

)− ∇̄E4

(
Γ̄µ

3kEµ

)− ∇̄[E3,E4]Ek

=





∇̄ξE1 = −1
2
E2, k = 1

∇̄ξE2 = 1
2
E1, k = 2

∇̄ξξ = −A, k = 3

∇̄ξA = −ξ, k = 4.
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Usando estas expressões, obtemos

R̄(X,Y )Z =
4∑

i,j,k=1

xiyjzkR̄(Ei, Ej)Ek

=
∑

1≤i<j≤4

4∑

k=1

xiyjzkR̄(Ei, Ej)Ek +
∑

1≤j<i≤4

4∑

k=1

xiyjzkR̄(Ei, Ej)Ek

=
∑

1≤i<j≤4

4∑

k=1

(xiyj − xjyi)zkR̄(Ei, Ej)Ek

= (x1y2 − x2y1)
4∑

k=1

zkR̄(E1, E2)Ek + (x1y3 − x3y1)
4∑

k=1

zkR̄(E1, E3)Ek

+(x1y4 − x4y1)
4∑

k=1

zkR̄(E1, E4)Ek + (x2y3 − x3y2)
4∑

k=1

zkR̄(E2, E3)Ek

+(x2y4 − x4y2)
4∑

k=1

zkR̄(E2, E4)Ek + (x3y4 − x4y3)
4∑

k=1

zkR̄(E3, E4)Ek

= (x1y2 − x2y1)
(
z1E2 − z2E1 +

3

2
z3A +

1

2
z4ξ

)

+(x1y3 − x3y1)
(1

4
z1ξ +

3

4
z2A +

3

4
z3E1 +

1

4
z4E2

)

+(x1y4 − x4y1)
(1

4
z1A +

1

4
z2ξ − 1

4
z3E2 − 1

4
z4E1

)

+(x2y3 − x3y2)
(
− 3

4
z1A +

1

4
z2ξ +

3

4
z3E2 − 1

4
z4E1

)

+(x2y4 − x4y2)
(
− 1

4
z1ξ +

1

4
z2A +

1

4
z3E1 − 1

4
z4E2

)

+(x3y4 − x4y3)
(
− 1

2
z1E2 +

1

2
z2E1 − z3A− z4ξ

)
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ou

R̄(X, Y )Z = x1z1y2E2 − y2z2x1E1 +
3

2
x1y2z3A +

1

2
x1y2z4ξ

−y1z1x2E2 + x2z2y1E1 − 3

2
y1x2z3A− 1

2
y1x2z4ξ

+
1

4
x1z1y3ξ +

3

4
x1z2y3A +

3

4
y3z3x1E1 +

1

4
x1y3z4E2

−1

4
y1z1x3ξ − 3

4
y1z2x3A− 3

4
x3z3y1E1 − 1

4
y1x3z4E2

+
1

4
x1z1y4A +

1

4
x1z2y4ξ − 1

4
x1z3y4E2 − 1

4
y4z4x1E1

−1

4
y1z1x4A− 1

4
y1z2x4ξ +

1

4
y1z3x4E2 +

1

4
x4z4y1E1

−3

4
z1x2y3A +

1

4
x2z2y3ξ +

3

4
y3z3x2E2 − 1

4
x2y3z4E1

+
3

4
z1y2x3A− 1

4
y2z2x3ξ − 3

4
x3z3y2E2 +

1

4
y2x3z4E1

−1

4
z1x2y4ξ +

1

4
x2z2y4A +

1

4
x2z3y4E1 − 1

4
y4z4x2E2

+
1

4
z1y2x4ξ − 1

4
y2z2x4A− 1

4
y2z3x4E1 +

1

4
x4z4y2E2

−1

2
z1x3y4E2 +

1

2
z2x3y4E1 − x3z3y4A− y4z4x3ξ

+
1

2
z1y3x4E2 − 1

2
z2y3x4E1 + y3z3x4A + x4z4y3ξ

ou

R̄(X, Y )Z = −x3z3y4A− y4z4x3ξ + y3z3x4A + x4z4y3ξ

+
1

4
(x1z1 + x2z2)(y3ξ + y4A)− 1

4
(y1z1 + y2z2)(x3ξ + x4A)

+
3

4
y3z3(x1E1 + x2E2)− 3

4
x3z3(y1E1 + y2E2) +

1

4
(z1y2 − z2y1)x4ξ

−1

4
y4z4(x1E1 + x2E2) +

1

4
x4z4(y1E1 + y2E2) +

3

4
(x1z2 − z1x2)y3A

−3

4
(y1z2 − z1y2)x3A +

1

4
(x1z2 − z1x2)y4ξ +

1

2
(x1y2 − y1x2)z4ξ

−1

4
z3y4(x1E2 − x2E1) +

1

4
z3x4(y1E2 − y2E1) +

1

2
x3y4(z2E1 − z1E2)

+
1

2
y3x4(z1E2 − z2E1) +

1

4
y3z4(x1E2 − x2E1)− 1

4
x3z4(y1E2 − y2E1)

+
3

2
(x1y2 − y1x2)z3A + y1x2(z2E1 − z1E2) + x1y2(z1E2 − z2E1).
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ou, ainda,

R̄(X, Y )Z = −〈X, ξ〉〈Z, ξ〉〈Y,A〉A− 〈Y, A〉〈Z, A〉〈X, ξ〉ξ
+〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉〈X, A〉A + 〈X, A〉〈Z,A〉〈Y, ξ〉ξ
+

1

4
(〈X,Z〉 − 〈X, ξ〉〈Z, ξ〉 − 〈X,A〉〈Z, A〉)(〈Y, ξ〉ξ + 〈Y,A〉A)

−1

4
(〈Y, Z〉 − 〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉 − 〈Y, A〉〈Z, A〉)(〈X, ξ〉ξ + 〈X, A〉A)

+
3

4
〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉(X − 〈X, ξ〉ξ − 〈X,A〉A)

−3

4
〈X, ξ〉〈Z, ξ〉(Y − 〈Y, ξ〉ξ − 〈Y, A〉A)

−1

4
〈Y, A〉〈Z,A〉(X − 〈X, ξ〉ξ − 〈X, A〉A)

+
1

4
〈X,A〉〈Z, A〉(Y − 〈Y, ξ〉ξ − 〈Y,A〉A)

+
3

4
〈X × ξ × A,Z〉〈Y, ξ〉A− 3

4
〈Y × ξ × A,Z〉〈X, ξ〉A

+
1

4
〈X × ξ × A,Z〉〈Y,A〉ξ +

1

2
〈X × ξ × A, Y 〉〈Z, A〉ξ

−1

4
〈Z, ξ〉〈Y, A〉X × ξ × A +

1

4
〈Z, ξ〉〈X, A〉Y × ξ × A

−1

2
〈X, ξ〉〈Y, A〉Z × ξ × A +

1

2
〈Y, ξ〉〈X, A〉Z × ξ × A

+
1

4
〈Y, ξ〉〈Z,A〉X × ξ × A− 1

4
〈X, ξ〉〈Z,A〉Y × ξ × A

+
3

2
〈X × ξ × A, Y 〉〈Z, ξ〉A +

1

4
〈Z × ξ × A, Y 〉〈X,A〉ξ

+〈X × ξ × A, Y 〉Z × ξ × A
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e, consequentemente,

R̄(X, Y )Z = −〈X, ξ〉〈Z, ξ〉〈Y,A〉A− 〈Y, A〉〈Z, A〉〈X, ξ〉ξ
+〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉〈X, A〉A + 〈X, A〉〈Z,A〉〈Y, ξ〉ξ
+

1

4
〈X,Z〉〈Y, ξ〉ξ − 1

4
〈X, ξ〉〈Z, ξ〉〈Y, ξ〉ξ − 1

4
〈X, A〉〈Z, A〉〈Y, ξ〉ξ

+
1

4
〈X,Z〉〈Y, A〉A− 1

4
〈X, ξ〉〈Z, ξ〉〈Y, A〉A− 1

4
〈X, A〉〈Z,A〉〈Y,A〉A

−1

4
〈Y, Z〉〈X, ξ〉ξ +

1

4
〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉〈X, ξ〉ξ +

1

4
〈Y, A〉〈Z,A〉〈X, ξ〉ξ

−1

4
〈Y, Z〉〈X, A〉A +

1

4
〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉〈X,A〉A +

1

4
〈Y, A〉〈Z, A〉〈X,A〉A

+
3

4
〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉X − 3

4
〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉〈X, ξ〉ξ − 3

4
〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉〈X,A〉A

−3

4
〈X, ξ〉〈Z, ξ〉Y +

3

4
〈X, ξ〉〈Z, ξ〉〈Y, ξ〉ξ +

3

4
〈X, ξ〉〈Z, ξ〉〈Y,A〉A

−1

4
〈Y, A〉〈Z,A〉X +

1

4
〈Y, A〉〈Z,A〉〈X, ξ〉ξ +

1

4
〈Y, A〉〈Z, A〉〈X,A〉A

+
1

4
〈X,A〉〈Z, A〉Y − 1

4
〈X, A〉〈Z,A〉〈Y, ξ〉ξ − 1

4
〈X, A〉〈Z,A〉〈Y,A〉A

+
3

4
〈X × ξ × A,Z〉〈Y, ξ〉A− 3

4
〈Y × ξ × A,Z〉〈X, ξ〉A

+
1

4
〈X × ξ × A,Z〉〈Y,A〉ξ +

1

2
〈X × ξ × A, Y 〉〈Z, A〉ξ

+
3

2
〈X × ξ × A, Y 〉〈Z, ξ〉A +

1

4
〈Z × ξ × A, Y 〉〈X,A〉ξ

−1

4
〈Z, ξ〉〈Y, A〉X × ξ × A +

1

4
〈Z, ξ〉〈X, A〉Y × ξ × A

−1

2
〈X, ξ〉〈Y, A〉Z × ξ × A +

1

2
〈Y, ξ〉〈X, A〉Z × ξ × A

+
1

4
〈Y, ξ〉〈Z,A〉X × ξ × A− 1

4
〈X, ξ〉〈Z,A〉Y × ξ × A

+〈X × ξ × A, Y 〉Z × ξ × A.
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Finalmente, eliminando alguns termos, obtemos

R̄(X, Y )Z = −1

2
〈X, ξ〉〈Z, ξ〉〈Y, A〉A− 1

2
〈Y, A〉〈Z,A〉〈X, ξ〉ξ +

1

2
〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉〈X, A〉A

+
1

2
〈X, A〉〈Z,A〉〈Y, ξ〉ξ +

1

4
〈X,Z〉〈Y, ξ〉ξ +

1

4
〈X,Z〉〈Y,A〉A

−1

4
〈Y, Z〉〈X, ξ〉ξ − 1

4
〈Y, Z〉〈X,A〉A +

3

4
〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉X − 3

4
〈X, ξ〉〈Z, ξ〉Y

−1

4
〈Y,A〉〈Z,A〉X +

1

4
〈X, A〉〈Z,A〉Y +

3

4
〈X × ξ × A,Z〉〈Y, ξ〉A

−3

4
〈Y × ξ × A,Z〉〈X, ξ〉A +

1

4
〈X × ξ × A,Z〉〈Y,A〉ξ

+
1

2
〈X × ξ × A, Y 〉〈Z, A〉ξ +

3

2
〈X × ξ × A, Y 〉〈Z, ξ〉A

+
1

4
〈Z × ξ × A, Y 〉〈X, A〉ξ − 1

4
〈Z, ξ〉〈Y, A〉X × ξ × A

+
1

4
〈Z, ξ〉〈X,A〉Y × ξ × A− 1

2
〈X, ξ〉〈Y,A〉Z × ξ × A

+
1

2
〈Y, ξ〉〈X,A〉Z × ξ × A +

1

4
〈Y, ξ〉〈Z, A〉X × ξ × A

−1

4
〈X, ξ〉〈Z,A〉Y × ξ × A + 〈X × ξ × A, Y 〉Z × ξ × A

e, portanto

R̄(X, Y )Z = −1

2

(〈X, ξ〉〈Y, A〉 − 〈Y, ξ〉〈X,A〉)(〈Z, ξ〉A + 〈Z, A〉ξ)

+
1

4
〈X,Z〉(〈Y, ξ〉ξ + 〈Y,A〉A)− 1

4
〈Y, Z〉(〈X, ξ〉ξ + 〈X,A〉A)

+
3

4
〈Z, ξ〉(〈Y, ξ〉 X − 〈X, ξ〉Y )− 1

4
〈Z,A〉(〈Y,A〉 X − 〈X, A〉Y )

+
1

4
〈X × ξ × A,Z〉(3〈Y, ξ〉A + 〈Y, A〉ξ) +

1

4
〈Z × ξ × A, Y 〉(3〈X, ξ〉A

+〈X,A〉ξ) +
1

4
〈X × ξ × A, Y 〉(3〈Z, ξ〉A + 〈Z,A〉ξ)

+
1

4

(〈Y, ξ〉〈Z,A〉 − 〈Z, ξ〉〈Y, A〉)X × ξ × A

+
1

4

(〈Z, ξ〉〈X, A〉 − 〈X, ξ〉〈Z,A〉)Y × ξ × A

+
1

2

(〈Y, ξ〉〈X, A〉 − 〈X, ξ〉〈Y,A〉+ 2〈X × ξ × A, Y 〉)Z × ξ × A.

Com isto, demonstramos a proposição. ¤

Utilizamos a seguir esta expressão explı́cita do tensor de curvatura, a fim de obter

as equações de Gauss e Codazzi apresentadas na próxima seção.
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4.2 As Equações de Compatibilidade em CH2

Seja (M3, 〈·, ·〉) uma hipersuperfı́cie orientável em CH2, orientada pelo campo normal

unitário ν. Seja T1 a projeção do campo vetorial ξ sobre o fibrado tangente TM . Ade-

mais, podemos considerar a função f1 definida por:

f1 := 〈ν, ξ〉.

É claro que

ξ = T1 + f1ν. (4.4)

Uma vezque ξ é um campo de vetores unitários, temos

||T1||2 + f 2
1 = 1.

Similarmente, seja T2 a projeção do campo vetorial A sobre o fibrado tangente TM .

Ademais, podemos considerar a função f2 definida por:

f2 := 〈ν,A〉.

É claro que

A = T2 + f2ν. (4.5)

Dado que A é um campo de vetores unitários, temos

||T2||2 + f 2
2 = 1.

Estamos considerando em s o produto vetorial × tal que

E1 × E2 × ξ = A

ou seja, estamos supondo que

det(E1, E2, ξ, A) = 1.

Deste modo, temos

E1 × ξ × A = E2 e E2 × ξ × A = −E1.

Interessa-nos, agora, apresentar as condições adicionais para o teorema de imersão

isométrica em CH2. Inicialmente, calculamos o seguinte.
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Lema 3. Para X ∈ X(M), temos

∇̄Xξ = −1

2
X × ξ × A− 〈X, ξ〉A

Prova. Observamos que

∇̄E1ξ =
3∑

i=1

〈∇̄E1ξ, Ei〉Ei =
3∑

i=1

Γ̄i
13Ei = −1

2
E2,

∇̄E2ξ =
3∑

i=1

〈∇̄E2ξ, Ei〉Ei =
3∑

i=1

Γ̄i
23Ei =

1

2
E1,

∇̄ξξ =
3∑

i=1

〈∇̄ξξ, Ei〉Ei =
3∑

i=1

Γ̄i
33Ei = −A e

∇̄Aξ =
3∑

i=1

〈∇̄Aξ, Ei〉Ei =
3∑

i=1

Γ̄i
43Ei = 0.

Assim,

∇̄Xξ = 〈X, E1〉∇̄E1ξ + 〈X, E2〉∇̄E2ξ + 〈X, ξ〉∇̄ξξ + 〈X, A〉∇̄Aξ

= −1

2
〈X, E1〉E2 +

1

2
〈X, E2〉E1 − 〈X, ξ〉A

= −1

2
〈X, E1〉E1 × ξ × A− 1

2
〈X,E2〉E2 × ξ × A− 〈X, ξ〉A

= −1

2
X × ξ × A− 〈X, ξ〉A,

o que encerra a prova.

Estamos agora aptos a apresentar as condições adicionais.

Proposição 11. Para X ∈ X(M), temos

∇XT1 = f1SX − 1

2
f2J1X +

1

2
f1J2X − 〈X, T1〉T2, e (4.6)

df1(X) = −〈SX, T1〉 − 1

2
〈X, T1〉 − 1

2
〈X × T1 × T2, ν〉 (4.7)

e

∇XT2 = f2SX − 1

2
X − 1

2
〈X,T1〉T1 +

1

2
〈X, T2〉T2, e (4.8)

df2(X) = −〈SX, T2〉 − 1

2
〈X, T1〉f1 +

1

2
〈X,T2〉f2, (4.9)

onde S é o operador de forma de M e

JiX := X × Ti × ν, para i = 1, 2. (4.10)
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Prova. Por um lado, temos

∇̄Xξ = ∇̄X(T1 + f1ν)

= ∇̄XT1 + df1(X)ν + f1∇̄Xν

= ∇XT1 − f1SX +
(〈SX, T1〉+ df1(X)

)
ν.

Por outro lado, deduzimos que

∇̄Xξ = −1

2
X × ξ × A− 〈X, ξ〉A

= −1

2
X × (T1 + f1ν)× (T2 + f2ν)− 〈X,T1 + f1ν〉(T2 + f2ν)

= −1

2
X × T1 × T2 − 1

2
f2X × T1 × ν − 1

2
f1X × ν × T2 − 〈X, T1〉T2 − f2〈X,T1〉ν

= −1

2
f2J1X +

1

2
f1J2X − 〈X, T1〉T2 −

(1

2
〈X × T1 × T2, ν〉 − f2〈X, T1〉

)
ν.

Assim, concluı́mos a primeira parte igualando as partes tangentes e normais destas

expressões. Para concluir a segunda parte, ressaltamos que, por um lado,

∇̄XA = ∇̄AX + [X, A] = [X̃ + 〈X,T1〉ξ + 〈X, T2〉A,A]

= [X̃, A] + 〈X,T1〉[ξ, A]− A〈X,T1〉ξ = −1

2
X̃ − 〈X, T1〉ξ

= −1

2

(
X − 〈X, T1〉ξ − 〈X,T2〉A

)− 〈X,T1〉ξ

= −1

2
X − 1

2
〈X, T1〉ξ +

1

2
〈X, T2〉A

= −1

2
X − 1

2
〈X, T1〉(T1 + f1ν) +

1

2
〈X, T2〉(T2 + f2ν)

= −1

2
X − 1

2
〈X, T1〉T1 +

1

2
〈X, T2〉T2 +

(
− 1

2
〈X, T1〉f1 +

1

2
〈X,T2〉f2

)
ν

onde X̃ := 〈X, E1〉E1 + 〈X,E2〉E2. Por outro lado, obervamos que

∇̄XA = ∇̄X(T2 + f2ν) = ∇̄XT2 + f2∇̄Xν + df2(X)ν

= ∇XT2 − f2SX +
(〈SX, T2〉+ df2(X)

)
ν.

Agora, igualando as partes tangentes e normais dessas expressões, concluı́mos a prova

da proposição. ¤

Vamos agora, efetivamente, apresentar as equações de Gauss e Codazzi para a imersão

M3 ↪→ CH2.
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Proposição 12. Para X, Y, Z, W ∈ X(M), temos

〈R̄(X,Y )Z,W 〉 = −1

2

(〈X, T1〉〈Y, T2〉 − 〈Y, T1〉〈X, T2〉
)(〈Z, T1〉〈W,T2〉+ 〈Z, T2〉〈W,T1〉

)

+
1

4
〈X, Z〉(〈Y, T1〉〈W,T1〉+ 〈Y, T2〉〈W,T2〉

)

−1

4
〈Y, Z〉(〈X, T1〉〈W,T1〉+ 〈X,T2〉〈W,T2〉

)

+
3

4
〈Z, T1〉

(〈Y, T1〉 〈X, W 〉 − 〈X,T1〉〈Y,W 〉)

−1

4
〈Z, T2〉

(〈Y, T2〉 〈X,W 〉 − 〈X,T2〉〈Y, W 〉)

+
1

4

(− f1〈J1X,Z〉+ f2〈J2X,Z〉)(3〈Y, T1〉〈W,T2〉+ 〈Y, T2〉〈W,T1〉
)

+
1

4

(− f1〈J1Z, Y 〉+ f2〈J2Z, Y 〉)(3〈X, T1〉〈W,T2〉+ 〈X, T2〉〈W,T1〉
)

+
1

4

(− f1〈J1X,Y 〉+ f2〈J2X, Y 〉)(3〈Z, T1〉〈W,T2〉+ 〈Z, T2〉〈W,T1〉
)

+
1

4

(〈Y, T1〉〈Z, T2〉 − 〈Z, T1〉〈Y, T2〉
)(− f1〈J2X, W 〉+ f2〈J1X,W 〉)

+
1

4

(〈Z, T1〉〈X,T2〉 − 〈X, T1〉〈Z, T2〉
)(− f1〈J2Y,W 〉+ f2〈J1Y, W 〉)

+
1

2

(〈Y, T1〉〈X,T2〉 − 〈X,T1〉〈Y, T2〉
)(− f1〈J2Z, W 〉+ f2〈J1Z, W 〉)

+
(− f1〈J1X, Y 〉+ f2〈J2X,Y 〉)(− f1〈J2Z, W 〉+ f2〈J1Z,W 〉),

e

〈R̄(X,Y )ν, Z〉 = −1

2

(〈X, T1〉〈Y, T2〉 − 〈Y, T1〉〈X, T2〉
)(

f1〈Z, T2〉+ f2〈Z, T1〉
)

+
3

4
f1

(〈Y, T1〉 〈X,Z〉 − 〈X, T1〉〈Y, Z〉)

−1

4
f2

(〈Y, T2〉 〈X, Z〉 − 〈X,T2〉〈Y, Z〉)

+
1

4
〈X × T1 × T2, ν〉

(
3〈Y, T1〉〈Z, T2〉+ 〈Y, T2〉〈Z, T1〉

)

−1

4
〈Y × T1 × T2, ν〉

(
3〈X,T1〉〈Z, T2〉+ 〈X,T2〉〈Z, T1〉

)

+
1

4

(− f1〈J2X,Y 〉+ f2〈J1X, Y 〉)〉(3f1〈Z, T2〉+ f2〈Z, T1〉
)

+
1

4

(
f2〈Y, T1〉 − f1〈Y, T2〉

)(− f1〈J2X,Z〉+ f2〈J1X,Z〉)

+
1

4

(
f1〈X, T2〉 − f2〈X,T1〉

)(− f1〈J2Y, Z〉+ f2〈J1Y, Z〉)

−1

2

(〈Y, T1〉〈X, T2〉 − 〈X, T1〉〈Y, T2〉
)〈Z × T1 × T2, ν〉

+
(
f1〈J2X,Y 〉 − f2〈J1X, Y 〉)〈Z × T1 × T2, ν〉.
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Prova. Dado X ∈ X(M), temos 〈X, ξ〉 = 〈X,T1〉 e 〈X,A〉 = 〈X, T2〉, em virtude das

decomposições (4.4) e (4.5). Da Proposição 10, inferimos

R̄(X, Y )Z = −1

2

(〈X, ξ〉〈Y, A〉 − 〈Y, ξ〉〈X,A〉)(〈Z, ξ〉A + 〈Z, A〉ξ)

+
1

4
〈X,Z〉(〈Y, ξ〉ξ + 〈Y,A〉A)− 1

4
〈Y, Z〉(〈X, ξ〉ξ + 〈X,A〉A)

+
3

4
〈Z, ξ〉(〈Y, ξ〉 X − 〈X, ξ〉Y )− 1

4
〈Z,A〉(〈Y,A〉 X − 〈X, A〉Y )

+
1

4
〈X × ξ × A,Z〉(3〈Y, ξ〉A + 〈Y, A〉ξ) +

1

4
〈Z × ξ × A, Y 〉(3〈X, ξ〉A

+〈X,A〉ξ) +
1

4
〈X × ξ × A, Y 〉(3〈Z, ξ〉A + 〈Z,A〉ξ)

+
1

4

(〈Y, ξ〉〈Z,A〉 − 〈Z, ξ〉〈Y, A〉)X × ξ × A

+
1

4

(〈Z, ξ〉〈X, A〉 − 〈X, ξ〉〈Z,A〉)Y × ξ × A

+
1

2

(〈Y, ξ〉〈X, A〉 − 〈X, ξ〉〈Y,A〉+ 2〈X × ξ × A, Y 〉)Z × ξ × A.

Ademais, podemos observar que, para todo X ∈ X(M),

X × ξ × A = X × (T1 + f1ν)× (T1 + f2ν)

= X × (T1 + f1ν)× T2 + f2X × (T1 + f1ν)× ν

= X × T1 × T2 + f1X × ν × T2 + f2X × T1 × ν

= 〈X × T1 × T2, ν〉ν − f1J2X + f2J1X.

Assim, obtemos

〈X × ξ × A, Y 〉 = −f1〈J1X, Y 〉+ f2〈J2X,Y 〉,
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para quaiquer X, Y ∈ X(M). Usando essas expressões, obtemos

R̄(X, Y )Z = −1

2

(〈X, T1〉〈Y, T2〉 − 〈Y, T1〉〈X,T2〉
)(〈Z, T1〉A + 〈Z, T2〉ξ

)

+
1

4
〈X,Z〉(〈Y, T1〉ξ + 〈Y, T2〉A

)− 1

4
〈Y, Z〉(〈X, T1〉ξ + 〈X,T2〉A

)

+
3

4
〈Z, T1〉

(〈Y, T1〉 X − 〈X, T1〉Y
)− 1

4
〈Z, T2〉

(〈Y, T2〉 X − 〈X, T2〉Y
)

+
1

4

(− f1〈J1X, Z〉+ f2〈J2X,Z〉)(3〈Y, T1〉A + 〈Y, T2〉ξ
)

+
1

4

(− f1〈J1Z, Y 〉+ f2〈J2Z, Y 〉)(3〈X, T1〉A + 〈X,T2〉ξ
)

+
1

4

(− f1〈J1X, Y 〉+ f2〈J2X,Y 〉)(3〈Z, T1〉A + 〈Z, T2〉ξ
)

+
1

4

(〈Y, T1〉〈Z, T2〉 − 〈Z, T1〉〈Y, T2〉
)(〈X × T1 × T2, ν〉ν − f1J2X + f2J1X

)

+
1

4

(〈Z, T1〉〈X, T2〉 − 〈X, T1〉〈Z, T2〉
)(〈Y × T1 × T2, ν〉ν − f1J2Y + f2J1Y

)

+
1

2

(〈Y, T1〉〈X,T2〉 − 〈X, T1〉〈Y, T2〉
)(〈Z × T1 × T2, ν〉ν − f1J2Z + f2J1Z

)

+
(− f1〈J1X, Y 〉+ f2〈J2X,Y 〉)(〈Z × T1 × T2, ν〉ν − f1J2Z + f2J1Z

)
.

Finalmente, temos

〈R̄(X, Y )Z, W 〉 = −1

2

(〈X,T1〉〈Y, T2〉 − 〈Y, T1〉〈X, T2〉
)(〈Z, T1〉〈A,W 〉+ 〈Z, T2〉〈ξ,W 〉)

+
1

4
〈X,Z〉(〈Y, T1〉〈ξ, W 〉+ 〈Y, T2〉〈A,W 〉)

−1

4
〈Y, Z〉(〈X,T1〉〈ξ,W 〉+ 〈X, T2〉〈A, W 〉)

+
3

4
〈Z, T1〉

(〈Y, T1〉 〈X,W 〉 − 〈X, T1〉〈Y, W 〉)

−1

4
〈Z, T2〉

(〈Y, T2〉 〈X, W 〉 − 〈X, T2〉〈Y,W 〉)

+
1

4

(− f1〈J1X, Z〉+ f2〈J2X, Z〉)(3〈Y, T1〉〈A,W 〉+ 〈Y, T2〉〈ξ,W 〉)

+
1

4

(− f1〈J1Z, Y 〉+ f2〈J2Z, Y 〉)(3〈X, T1〉〈A,W 〉+ 〈X, T2〉〈ξ, W 〉)

+
1

4

(− f1〈J1X, Y 〉+ f2〈J2X,Y 〉)(3〈Z, T1〉〈A,W 〉+ 〈Z, T2〉〈ξ,W 〉)

+
1

4

(〈Y, T1〉〈Z, T2〉 − 〈Z, T1〉〈Y, T2〉
)(− f1〈J2X,W 〉+ f2〈J1X, W 〉)

+
1

4

(〈Z, T1〉〈X, T2〉 − 〈X, T1〉〈Z, T2〉
)(− f1〈J2Y, W 〉+ f2〈J1Y,W 〉)

+
1

2

(〈Y, T1〉〈X, T2〉 − 〈X, T1〉〈Y, T2〉
)(− f1〈J2Z,W 〉+ f2〈J1Z, W 〉)

+
(− f1〈J1X, Y 〉+ f2〈J2X, Y 〉)(− f1〈J2Z, W 〉+ f2〈J1Z, W 〉).
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Da Proposição 10, também temos

R̄(X,Y )ν = −1

2

(〈X, ξ〉〈Y,A〉 − 〈Y, ξ〉〈X, A〉)(〈ν, ξ〉A + 〈ν,A〉ξ)

+
1

4
〈X, ν〉(〈Y, ξ〉ξ + 〈Y, A〉A)− 1

4
〈Y, ν〉(〈X, ξ〉ξ + 〈X,A〉A)

+
3

4
〈ν, ξ〉(〈Y, ξ〉 X − 〈X, ξ〉Y )− 1

4
〈ν, A〉(〈Y,A〉 X − 〈X, A〉Y )

+
1

4
〈X × ξ × A, ν〉(3〈Y, ξ〉A + 〈Y, A〉ξ)

+
1

4
〈ν × ξ × A, Y 〉(3〈X, ξ〉A + 〈X, A〉ξ)

+
1

4
〈X × ξ × A, Y 〉(3〈ν, ξ〉A + 〈ν,A〉ξ)

+
1

4

(〈Y, ξ〉〈ν, A〉 − 〈ν, ξ〉〈Y, A〉)X × ξ × A

+
1

4

(〈ν, ξ〉〈X,A〉 − 〈X, ξ〉〈ν, A〉)Y × ξ × A

+
1

2

(〈Y, ξ〉〈X, A〉 − 〈X, ξ〉〈Y, A〉+ 2〈X × ξ × A, Y 〉)ν × ξ × A

= −1

2

(〈X,T1〉〈Y, T2〉 − 〈Y, T1〉〈X, T2〉
)(

f1A + f2ξ
)

+
3

4
f1

(〈Y, T1〉 X − 〈X,T1〉Y
)− 1

4
f2

(〈Y, T2〉 X − 〈X, T2〉Y
)

+
1

4
〈X × T1 × T2, ν〉

(
3〈Y, T1〉A + 〈Y, T2〉ξ

)

+
1

4
〈ν × T1 × T2, Y 〉

(
3〈X, T1〉A + 〈X, T2〉ξ

)

+
1

4

(− f1〈J2X,Y 〉+ f2〈J1X, Y 〉)〉(3f1A + f2ξ
)

+
1

4

(
f2〈Y, T1〉 − f1〈Y, T2〉

)(〈X × T1 × T2, ν〉ν − f1J2X + f2J1X
)

+
1

4

(
f1〈X, T2〉 − f2〈X, T1〉

)(〈Y × T1 × T2, ν〉ν − f1J2Y + f2J1Y
)

+
1

2

(〈Y, T1〉〈X, T2〉 − 〈X, T1〉〈Y, T2〉
)
ν × T1 × T2

+
(− f1〈J2X,Y 〉+ f2〈J1X, Y 〉)ν × T1 × T2.
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Finalmente, concluı́mos que

〈R̄(X,Y )ν, Z〉 = −1

2

(〈X, T1〉〈Y, T2〉 − 〈Y, T1〉〈X, T2〉
)(

f1〈Z, T2〉+ f2〈Z, T1〉
)

+
3

4
f1

(〈Y, T1〉 〈X,Z〉 − 〈X, T1〉〈Y, Z〉)

−1

4
f2

(〈Y, T2〉 〈X, Z〉 − 〈X,T2〉〈Y, Z〉)

+
1

4
〈X × T1 × T2, ν〉

(
3〈Y, T1〉〈Z, T2〉+ 〈Y, T2〉〈Z, T1〉

)

+
1

4
〈ν × T1 × T2, Y 〉

(
3〈X, T1〉〈Z, T2〉+ 〈X, T2〉〈Z, T1〉

)

+
1

4

(− f1〈J2X,Y 〉+ f2〈J1X, Y 〉)〉(3f1〈Z, T2〉+ f2〈Z, T1〉
)

+
1

4

(
f2〈Y, T1〉 − f1〈Y, T2〉

)(− f1〈J2X,Z〉+ f2〈J1X,Z〉)

+
1

4

(
f1〈X, T2〉 − f2〈X,T1〉

)(− f1〈J2Y, Z〉+ f2〈J1Y, Z〉)

+
1

2

(〈Y, T1〉〈X,T2〉 − 〈X,T1〉〈Y, T2〉
)〈ν × T1 × T2, Z〉

+
(− f1〈J2X, Y 〉+ f2〈J1X,Y 〉)〈ν × T1 × T2, Z〉,

encerrando a demonstração. ¤

Sejam ∇ a conexão riemanniana de M , R o tensor curvatura de M , i.e.,

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

e S o operador de forma de M , associado ao campo normal unitário ν, i.e., SX =

−∇̄Xν. A partir da Proposição 12, obtemos as equações de Gauss e Codazzi. Mais

precisamente, concluı́mos que:
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Corolário 1. As seguintes equações são verdadeiras para quaisquer X, Y, Z em M ↪→ CH2:

R(X,Y )Z = 〈SX, Z〉SY − 〈SY, Z〉SX

−1

2

(〈X,T1〉〈Y, T2〉 − 〈Y, T1〉〈X, T2〉
)(〈Z, T1〉T2 + 〈Z, T2〉T1

)

+
1

4
〈X, Z〉(〈Y, T1〉T1 + 〈Y, T2〉T2

)− 1

4
〈Y, Z〉(〈X, T1〉T1 + 〈X, T2〉T2

)

+
3

4
〈Z, T1〉

(〈Y, T1〉 X − 〈X,T1〉Y
)− 1

4
〈Z, T2〉

(〈Y, T2〉 X − 〈X,T2〉Y
)

+
1

4

(− f1〈J1X,Z〉+ f2〈J2X, Z〉)(3〈Y, T1〉T2 + 〈Y, T2〉T1

)

+
1

4

(− f1〈J1Z, Y 〉+ f2〈J2Z, Y 〉)(3〈X,T1〉T2 + 〈X, T2〉T1

)

+
1

4

(− f1〈J1X,Y 〉+ f2〈J2X, Y 〉)(3〈Z, T1〉T2 + 〈Z, T2〉T1

)

+
1

4

(〈Y, T1〉〈Z, T2〉 − 〈Z, T1〉〈Y, T2〉
)(− f1J2X + f2J1X

)

+
1

4

(〈Z, T1〉〈X,T2〉 − 〈X,T1〉〈Z, T2〉
)(− f1J2Y + f2J1Y

)

+
1

2

(〈Y, T1〉〈X, T2〉 − 〈X,T1〉〈Y, T2〉
)(− f1J2Z + f2J1Z

)

+
(− f1〈J1X,Y 〉+ f2〈J2X, Y 〉)(− f1J2Z + f2J1Z

)

e

∇XSY −∇Y SX − S[X, Y ] = −1

2

(〈X, T1〉〈Y, T2〉 − 〈Y, T1〉〈X,T2〉
)(

f1T2 + f2T1

)

+
3

4
f1

(〈Y, T1〉 X − 〈X, T1〉Y
)− 1

4
f2

(〈Y, T2〉 X − 〈X,T2〉Y
)

+
1

4
〈X × T1 × T2, ν〉

(
3〈Y, T1〉T2 + 〈Y, T2〉T1

)

+
1

4
〈ν × T1 × T2, Y 〉

(
3〈X, T1〉T2 + 〈X,T2〉T1

)

+
1

4

(− f1〈J2X, Y 〉+ f2〈J1X,Y 〉)〉(3f1T2 + f2T1

)

+
1

4

(
f2〈Y, T1〉 − f1〈Y, T2〉

)(− f1J2X + f2J1X
)

+
1

4

(
f1〈X,T2〉 − f2〈X,T1〉

)(− f1J2Y + f2J1Y
)

+
1

2

(〈Y, T1〉〈X,T2〉 − 〈X,T1〉〈Y, T2〉
)
ν × T1 × T2

+
(− f1〈J2X, Y 〉+ f2〈J1X,Y 〉)ν × T1 × T2.

Estas são, respectivamente, as equações de Gauss e Codazzi.

Definição 3. (Equações de Compatibilidade) Dizemos que os dados (〈., .〉, S, T1, T2, f1, f2)

em M satisfazem as equações de compatibilidade para CH2 se, e somente se, para quaiquer
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X, Y, Z ∈ Γ(TM), as equações de Gauss e Codazzi e as equações (4.6), (4.7), (4.8) e (4.9) são

satisfeitas.

4.3 Existência de Imersões Isométricas em CH2

Tendo em vista essas considerações e o teorema geral de imersões isométricas para gru-

pos de Lie solúveis apresentado no capı́tulo 3, podemos enunciar agora um teorema

de imersões isométricas para o espaço hiperbólico complexo CH2.

Teorema 3. Sejam M uma variedade Riemanniana orientada e simplesmente conexa de di-

mensão 3, 〈·, ·〉 a métrica em M , ∇ a conexão compatı́vel correspondente e Ji os endomorfismos

em TM dados por

JiX = X × Ti × ν, i = 1, 2,

onde T1 e T2 são campos vetoriais em M e ν é uma secção global no fibrado trivial M ×R. Seja

S um campo simétrico de operadores Sy : TyM → TyM e sejam f1 e f2 funções suaves em M

tais que ||Ti||2 + f 2
i = 1, para i = 1, 2. Então, existe uma imersão isométrica f : M → CH2

se, e somente se, (〈., .〉, S, T1, T2, f1, f2) satisfazem as equações de Gauss e Codazzi para CH2 e,

para todo campo vetorial X em M , as seguintes equações são satisfeitas

∇XT1 = f1SX − 1

2
f2J1X +

1

2
f1J2X − 〈X, T1〉T2, (4.11)

df1(X) = −〈SX, T1〉 − 1

2
〈X, T1〉 − 1

2
〈X × T1 × T2, ν〉 (4.12)

e

∇XT2 = f2SX − 1

2
X − 1

2
〈X,T1〉T1 +

1

2
〈X, T2〉T2, (4.13)

df2(X) = −〈SX, T2〉 − 1

2
〈X, T1〉f1 +

1

2
〈X,T2〉f2, (4.14)

ou seja, (〈., .〉, S, T1, T2, f1, f2) satisfazem as equações de compatibilidade para CH2.

Prova. O Teorema decorre do Teorema 2. Basta obervarmos que a condição (3.55) re-

sume as condições de Gauss e Codazzi (a equação de Ricci sendo, neste caso, trivial).

As condições adicionais são abreviadas na hipótese (3.56).
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