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“ What you do in life echoes in eternity.”
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Resumo

O objetivo deste trabalho € exibir resultados de existéncia e unicidade de graficos com
curvatura média prescrita. Demonstraremos que uma fixacdo natural do problema de Dirich-
let para graficos de curvatura média prescrita é considerar esses graficos como folhas em uma
submersdo Riemanniana transversal ao cilindro de Killing, isto é, ao cilindro dado pelas linhas
de fluxo de um campo de vetores de Killing. Usando essa aproximacao, somos capazes de re-
solver o problema em um modo mais compreensivo, dando uma prova unificada e resultados de

existéncia para uma ampla gama do ambiente de variedades Riemannianas.

Palavras-chave: curvatura média, curvatura média prescrita, Graficos de Killing.



Abstract

This work shows results existence and uniqueness of graphs with prescribed mean curva-
ture. We demonstrate that a natural fixation Dirichlet problem for graphs of average curvature
is required to consider those graphs like leaves on a Riemannian submersion Killing transversal
cylinder, the cylinder given by flow lines of a Killing vector field. Using this approach, we are
able to solve the problem in a way more comprehensive, giving a unified proof and existence
results.

Word-keys: mean curvature, prescribed mean curvature , Killing graphs
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Introducao

Uma das principais questdes para desenvolver uma teoria de superficies de curvatura média
constante em ambientes Riemannianos gerais € a existéncia de exemplos. Os métodos que se
baseiam principalmente em construgdes geométricas podem falhar por falta de simetrias ou
estruturas mais rigidas no ambiente. No entanto, o problema pode ser reformulado em ter-
mos analiticos, pelo menos localmente, como a existéncia de graficos com curvatura média
constante. Isto requer essencialmente apenas uma noc¢do adequada de gréfico, o que pode ser
obtido se supusermos que a variedade riemanniana ¢ dotada de um campo de Killing.

O problema de Dirichlet para curvatura média prescrita de graficos de Killing foi resolvido
em [5] para para espacos ambiente dotados com um campo de vetores de Killing o qual deter-
mina uma distribui¢do normal integrdvel. Neste caso, a variedade ambiente estd submersa em
cada uma das folhas integrais. Aqui, consideraremos uma generalizacdo de [2] para submersdes
cujas fibras verticais sdo dadas por linhas de fluxo de uma translagdo infinitesimal. Agora, ndo
estamos assumindo a integrabilidade da distribuicio normal. Enfatizamos o fato de que nio
impomos restri¢des na curvatura da variedade base. Entre os ambientes com que lidamos neste
trabalho, podemos citar mais dimensdes espagos de Heisenberg e esferas de dimensdo fmpar
submersas no espago projetivo complexo.

Nosso resultado de existéncia é provado usando o método de continuidade para EDP eliptica
quasilinear. Em ordem para obter estimativas a priori € essencial para este método usarmos
cilindros de Killing como barreiras. Mais precisamente, dada a submersdao Riemanniana 7 :
M™1 — M" e um dominio € em M com fecho compacto e bordo T, os cilindros de Killing
K e My sobre I e Q sio respectivamente os subconjuntos 7~ 1(T") e 7~ 1(£2). Denotaremos por
H¢y) a curvatura média de K e por Ric o tensor de Ricci de M. Suponhamos que nio existem
pontos singulares de Y em My e que as linhas integrais de Y sdo completas aqui. Usando esta

notacdo, afirmamos nosso teorema.



Teorema. Seja Q C M um dominio com fecho compacto e C*“ com bordo I'. Suponha que
Hey > 0eque
inf Ric > —ninf HZ,. (D
M I

Seja H € C*(Q) e ¢ € C>*(T") funcdes dadas. Assuma que existe uma imersiao C** 1 : Q —

M transversal as fibras verticais em M. Se

Sup |H| < inf Hcyla (2
Q I

entdo existe uma vinica funcdo u € C%(Q) satisfazendo ulr = ¢ cujo grdfico de Killing ¥

possui curvatura média H.

A hipétese na existéncia de uma imersdo ¢ € usada simultaneamente para introduzir um
conjunto de coordenadas bem adequadas para o problema e definir propriamente a no¢do de
grifico. Em termos dessas coordenadas, podemos tornar evidente que a métrica ambiente € fixa.
Finalmente, +($2) é usado como barreira para produzir um grafico inicial minimo pelo método
direto do Célculo das Variacdes. No caso dos espacos de Heisenberg de maior dimensdo, existe
uma folha minima transversal as linhas de fluxo do campo vetorial vertical. Entdo, neste caso
particular, ndo é necessdria a hip6tese. No entanto, se considerarmos o exemplo das esferas de
dimensao impar submersas no espago projetivo complexo, ndo é garantido que sempre existe
tal grafico minimo com respeito as fibras de Hopf. No entanto, observamos que submersdes
com fibras totalmente geodésicas constituem um exemplo importante onde podemos construir
inicialmente grificos de Killing . De fato, se assumirmos que o cilindro de Killing M sobre {2
€ completo, entdo cones geodésicos com bordo em K e vértice na metade do lado convexo de K
podem ser tomados, depois de suavizagdo em torno do vértice, como gréficos de Killing iniciais.
Assim, pode-se excluir a hipétese neste caso.

Esta dissertacdo possui a seguinte estrutura. No capitulo 2, fixamos a nota¢do e tornamos
precisa a noc¢do de grafico de Killing. N6s também deduzimos a equacdo da curvatura média e
definimos um referencial basico e adaptado crucial para andlise subsequente. Nos capitulos 3 e 4,
apresentamos alguma nocao bésica de geometria dos cilindros de Killing e construimos barreiras
geométricas e analiticas para obter estimativas de altura e gradiente limitado. No capitulo 5

discutimos a versdo particular do teorema de existéncia no caso de variedades produto M? x R.



Capitulo 1

Campos de Killing

Doravante, M denota uma variedade riemanniana de dimensao n + 1, cuja métrica denotamos

por g. Por comodidade, dados dois campos vetoriais X, Z € I'(T'M), escrevemos
9(X,Z2)=(X,2).

Definicao 1. Sejam M uma variedade Riemanniana e X € X(M). Sejap € M e sejam U C M
uma vizinhanga de p, e ¢ : (—€,e) x U — M uma aplicagdo diferencidvel tais que para todo
q € Uacurvat — ¢(t,q) é atrajetoria de X passando por g emt = 0. X é chamado Campo
de Killing conforme se, para todo ty € (—¢,¢), a aplicagdo ¢(ty) : U C M — M é uma

aplicagdo conforme.

Supomos que M ¢ dotada de um campo vetorial conforme Y, cujas linhas de fluxo sdo

completas e tal que a distribuicdo ortogonal
peM—D,={veT,M: (Y,v) =0} CT,M

¢ integrdvel. A mera definicdo de campo conforme acarreta a existéncia de uma funcdo p €
C*°(M) tal que
£yg = 2pg, (1.1)

o que implica, por sua vez, em

2P<X7Z> - Y<X7 Z> - <[Y7XLZ> - <X7 [Y7 Z])
(VyX Y. X],Z) +(VyZ — [Y, Z], X)
= (VxV, Z) +(VzY, X),

10
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para quaisquer X, Z € I'(TM). Nestes cilculos e ao longo do texto, V denota a conexdo

riemanniana em (M, g). Concluimos que Y satisfaz a equagdo de Killing
(VxY,Z)+(VzY,X)=2p(X,Z), X,Z T (TM). (1.2)

Por outro lado, se denotarmos por w = ¢(Y, ) a forma metricamente equivalente a Y, o critério

de integrabilidade de Frobenius diz que
dw(X,Z) =0,
para quaisquer X, Z € D. Segue que

0 = X<Y7Z>_Z<KX>_<Y7[X7Z]>
= (VY. Z) = (VzY, X).

Disto resulta que
(VxY,Z)=p(X,Z), X,ZcD. (1.3)

A equacdo (1.3) implica que as folhas integrais da distribuicdo D sdo hipersuperficies em M

com curvaturas principais iguais a
p

il

quando calculadas com respeito a orientagdo dada por Y/|Y|.

k 1.4)

Seja P uma folha integral de D. Definimos o fluxo ¥: R x P — M gerado por Y, com
condi¢des iniciais dadas por ¥(0,p) = p, para algum p € P. Denotamos ¥y = W(s,-) e

Ps = W4 (P). Fixada esta notagdo, concluimos que existe uma fung¢do A € C°°(M) tal que
(U, X, U, Z) = N2(s,p)(X, Z), X,ZeT(TM). (1.5)

A partir de agora, nos restringiremos ao caso dos campos de Killing isométricos. Em termos
da notacdo hd pouco fixada, isto significa considerarmos p = k = 0e A = 1. O caso geral
dos campos conformes nio-isométricos apresenta algumas dificuldades técnicas as quais podem
obnubilar as idéias essenciais dos métodos analiticos que estudaremos.

Fixadas coordenadas locais ', ..., z" em P, define-se um sistema de coordenadas em M

do seguinte modo: a um ponto ¢ € M tal que ¢ = ¥(s,p), para algum p € P, associamos

coordenadas
g (s,x, ... 2"
desde que a p € P correspondam as coordenadas z, . .., z". Em termos dos campos coordena-
dos 5 9 9
—| =Y(q) =VYsulp) Y | = Wa(p) = 1.6
25, (@) =Vsi(p) - Y(p) e il s«(p) 22, (1.6)
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a métrica ambiente € escrita como

vy lds? + o4jdatda? (1.7
onde . ,
v= = (1.8)
Y[*a)  [YP(p)
e
o 0
Oijlg = oijlp = <%7 @Hp (1.9)
0

¢ a métrica induzida em P. Em algumas circunstancias, denotamos s = x° e, mantida esta

convengao, escrevemos a métrica ambiente abreviadamente como
Gapda®da®, (1.10)

onde a, b variam de 0 a n. A métrica contravariante, atuando sobre covetores, tem componentes

indicados por g?°.

1.1 Exemplos

Nesta se¢do, apresentamos alguns exemplos elementares, embora importantes, da estrutura
geométrica descrita anteriormente. No que segue, M?(x) denota a forma espacial de dimensio
d, completa e simplesmente conexa, com curvatura seccional constante .

Fixemos, doravante, M = M"*!(x) e P uma hipersuperficie totalmente geodésica em
M"*+1(k). Assim, P é um modelo da forma espacial n-dimensional M" (%) com a mesma cur-
vatura. Seja

(r,0) e Rt xS" LispecP

um sistema de coordenadas polares na variedade PP, centradas em algum ponto o em P. Consi-
deremos também
@, ..., HerR" - gestt

coordenadas generalizadas em S”~!. Em termos dessas coordenadas, a métrica em IP é expressa
por
dr? + sn(t) do?,

onde do? = 0;;d0°d¢’ é a métrica usual em S" ! e sn,(r) € dada pela expressdo

r, se k=0
sin y/kr
sn(r) = NCE

sinh /—kr

=+

se x>0

, se k<0
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Sejam c a geodésica em M passando por o e ortogonal a P e Y o campo de Killing em M

gerado pela translagdo geodésica ao longo de c. A norma ao quadrado deste campo € igual a
(YY) = csi(r).

Assim, no ponto o, o vetor Y (o) é a velocidade unitéria de c. Lembremos que a fungéo sn (r) é
a solucdo da equagdo de Jacobi i + ku = 0 com condi¢des iniciais u(0) = 0 e %(0) = 1, onde -
indica derivada com respeito a 7. Além disso, sh(r) = cs.(r).

A restricdo de Y a P define um campo normal a IP fora do conjunto de pontos singulares de Y’
em P. Como antes, ¥ (s, p) denota o fluxo gerado por Y e D = ker w, onde w = (Y, - ). No caso
que ora consideramos, as folhas integrais de D sio hipersuperficies totalmente geodésicas dadas
por Py = W (P). Assim, o pardmetro s do fluxo pode ser considerado como uma coordenada
em M. As coordenadas (r, oL, ..., 0™) sdo entdo estendidas a M ao longo do fluxo: associamos
os mesmos valores dessas coordenadas a pontos correspondentes em P e W4(P) com respeito
a aplicacdo U, : P — P,. A métrica em M é dada em termos destas coordenadas cilindricas
(r,0,s) por

di? = cs?(r)ds® + dr? + sn?(r)do?. (1.11)

Determinamos agora a conexdo Riemanniana V de M em termos dessas coordenadas. Temos,
pela equagdo de Killing,
(VyY,Y) =0.

Em particular, a norma do campo de Killing é constante ao longo das o6rbitas do fluxo s +—
U(s,p). Além disso, o fato de que as folhas integrais de D sdo hipersuperficies totalmente

geodésicas implica que

0 - 0

_ 9 _
Y _—) = Y T ) = Y —-— ) — U.
Vg ¥gp = Ve Yogg) = (Vs Y. g0 =0
Segue igualmente da equagdo de Killing que
_ 0 - 1 .
(VyY, §> = —<Y,V8@Y> =-3 O (Y,Y) = —csu(r)csu(r). (1.12)

Geometricamente, estas equagdes significam o seguinte: para r fixado, a linha de fluxo de Y
passando sobre o circulo geodésico em P centrado em o com raio r gera um cilindro, dito
cilindro de Killing em M.

Afirmamos que estes cilindros s@o hipersuperficies rotacionalmente invariantes com cur-
vatura média constante. Em (1.12), é calculada a segunda forma fundamental de um cilindro

de Killing na direcdo tangente a Y com respeito a normal unitdria % - tendo em conta que tal
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cilindro € hipersuperficie de nivel da func¢do coordenada r. Ademais, concluimos a partir da

expressao
- 0
VoV, —)=0
< 207 6r>
que Y = % e 8?9@' sdo direcdes principais desses cilindros. Calculemos, portanto, as correspon-

dentes curvaturas principais. Para tanto, observamos que

. N R

9 _ 9. p
Zo0i gy T

No entanto, como P = M" (k) é totalmente geodésica, temos

_ 9 b ey & D
o) 9

1 _ _ s (p)
L=V -

w0 o) =Y 060 o = smelp)

_ ~ L. . . n L ~ .
onde (hij)?j:ll sdo as componentes da métrica induzida em P e VM"(%) ¢ a conexdo rieman-
)n—l

niana em P. Assim, (T} i1

ij
geodésicas em P com respeito ao campo vetorial unitério %. Finalmente, (Ffj

simbolos de Christoffel usuais para a esfera euclidiana S*~! C R"™ em termos das coorde-

sdo as componentes da segunda forma fundamental das esferas

-1
Jijk=

| S30 os
nadas (Hi)?z_ll. Concluimos que as curvaturas principais dos cilindros de Killing nas dire¢des

% / |%\ =cs 1(r)Ye 889,- séo respectivamente iguais a

~ Csy(r) I st (1)
cse(r)’ sng(r)

Rg =

Assim, a curvatura média H.y dos cilindros de Killing € dada por

st (1)

sn (1)

Cs(r)
csk(r)

—(n—=1)

nHey = —

Em seguida, descrevemos mais concretamente estes fatos nos casos particulares em que
xk =0,1,—1. Para x = 0, em um ambiente euclidiano, o campo vetorial Y é paralelo. Podemos
fixar Y (p) = a, um campo vetorial constante. Em particular, sua restricgdio a P = {q € M :
(q,a) = 0} é um campo normal. Este campo obviamente é livre de singularidades. O fluxo
gerado por Y é dado por ¥(s,p) = p + sa. As hipersuperficies de nivel ¥4(P) formam a
familia de hiperplanos paralelos a P com a mesma dire¢do normal a. A métrica neste caso é
dada por

di* = ds® + dr® + r’do”.

Quando x = —1, a hipersuperficie integral P ¢ um hiperplano totalmente geodésico H"(—1) C

H"+1(—1). No modelo do semi-espago

H (1) = {(z*...,2"TY) . 2" > 0},
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este hiperplano pode ser visto como uma semi-esfera euclidiana centrada na origem o da fron-

nt1 = 0}. A origem o das coordenadas polares em IP pode ser fixada, por

teira assintética {x
meio de isometrias hiperbélicas, no ponto de maior coordenada 2" +! em P. Sendo assim, o traco
da geodésica c pode ser fixado como a semi-reta vertical passando por o. Nesta configuracgdo,
o campo de Killing é dado por Y (p) = p. Este campo de vetores gera dilatacdes euclidianas,
ou seja, translacdes em H™1(—1) do tipo parabélico. O fluxo de Y é dado por ¥(s,p) = e p.
As hipersuperficies ¥4 (IP) consistem na familia de semi-esferas euclidianas centradas em o. Os
cilindros de Killing correspondem a cones esféricos euclidianos com vértice em o, contendo
uma esfera geodésica em PP centrada em o. O quadrado da norma de Y em um ponto arbitrério

de P éigual a
ov ov e?s 1

%7%%:0 - €25 (gn+1)2 = (zn+1)2”

De outro modo, denotando por ¢ o angulo euclidiano entre o eixo vertical dado pelo traco de ¢

<Yv Y> = <

e a norma do cilindro com dire¢do p, entdo
1/cos¢ = 1/2"FL.

Por outro lado, a distancia geodésica r entre o e o ponto p

r:/ 1 d¢:1n(sec¢+tan¢)-

cos ¢

Entdo, " = sec ¢ + tan ¢ = (1 + sin ¢)/ cos ¢ e, portanto, e~" = cos ¢/(1 + sin ¢). Assim,
coshr = sec ¢.

Logo,
(Y,Y) = cosh?r.

Deste modo, a métrica em H"*!(—1) em termos de coordenadas cilindricas é dada por
cosh? rds® 4 dr? + sinh? rdo?.

Quando x = 1, o campo vetorial de Killing Y possui duas singularidades em pontos antipodas
a,—a em S"T1(1). De fato, neste caso, Y é o campo gerado por rotacdes euclidianas fixando o
eixo em R"*2 contendo a e —a. Consideramos P = S" como o equador em S”*!(1), contendo
+a, para o qual Y é campo normal fora dos pontos +a. A rotagdo gerada por Y leva S em uma
familia de esferas totalmente geodésicas, todas elas contendo +a. Fixamos, entdo, coordenadas
polares (r, ) com origem em o € S™, de modo que o ponto a corresponde ao valor r = 7/2.
Definimos ¢ = 7/2 — r. Com isto, as linhas de fluxo de Y passando por pontos de S™ quando

s = 0 sao circulos geodésicos centrados em a. Podemos ajustar a norma de Y ao longo das
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linhas de fluxo de forma que, nos pontos de S™, o campo Y coincida com a velocidade desses

circulos geodésicos com raio geodésico ¢. Sendo assim, temos

YY) = (g, $> = sin” ¢ = cos” r.

Portanto, a métrica esférica é escrita como
cos? rdr? + dr? + sin® rdo?

Uma outra classe natural de exemplos com que lidaremos a seguir sdo os produtos rieman-
nianos da forma M"(x) x R, em que o campo de Killing em considera¢do ¢ o campo paralelo
coordenado % associado a coordenada natural s do fator R. Neste caso, coordenadas cilindricas

sdo facilmente definidas, de modo que a expressdo da métrica ambiente nesta carta é da forma
ds® 4 dr? + sn? (r)dv>. (1.13)

Observamos que, quando x # 0, estes produtos ndo t€m curvatura seccional constante.



Capitulo 2

Graficos de Killing

Mantemos, doravante, a notagdo fixada no capitulo anterior. Dados um aberto limitado 2 C P
com fecho compacto e fronteira I' = 992 de classe C>%, o grdfico de Killing de uma funcio

u € C?%(Q,R) é, por definigdo, a hipersuperficie
% ={q="Y(u(p),p) :p € Q}.
Alternativamente, > € o lugar geométrico definido pela equagdo

®(s,p) = s —u(p) =0,

onde definimos trivialmente a extensdo u(s,p) = u(p), s € R, da fun¢do u. O grifico ¥ é

globalmente orientado pelo vetor normal unitario

1 _
N =—Vo. 2.1
WV (2.1

onde W = |V®|. Adotando a notagio abreviada 05 = % e 0 = %, calculamos explicita-

mente, no ponto ¢ = V(u(p), p),

Vo(g) = g% 0s — g7 (p) ui 0j(q) = v0s — 0™ (p) wi Voy(). 0 (p)
= ’788 - \Ilu(p)*vu(p)>

onde V denota a conex@o Riemanniana em [P com respeito a métrica induzida e
— Y0 — 179
Vu = o"u;0; = w0,
é o gradiente de u relativamente a esta métrica. Vale ressaltar que
|Vul? = ulu,.

17
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Denotamos, no que segue,
W2 =q+ |Vul®.

Fixada esta notagdo, concluimos que
1
N = W(*y 0s — U, Vu) (2.2)

onde ¥, denota abreviadamente a diferencial ¥g,. Observamos que a orientacdo do grafico é
escolhida de modo que (N,Y’) > 0.

Por sua vez, o espago tangente a > no ponto ¢ = W (u(p), p) é gerado pelos vetores tangentes
Xi; = V.0; + u;0s,
0 que implica, em particular, que a métrica induzida em > tem componentes

uiuj
Gij = 045 + )
Y

a0 passo que os componentes de sua versdo contravariante sao

utu!

i _ i _ '
g v+ [Vul?

Agora, determinamos a segunda forma fundamental de ¥, definida como o tensor simétrico
aij = (Vx; Xj, N).
Temos

Waij = yuij(do, o) + yuiuj(Va,do,0) + vu;j(Va,00,90) + vui(Va, 0, &)
+ Y(V,0;,00) — it (Vay 00, Uy Vo) — 15 (V9,00, Wy () V)

— ui<?aj 60, \Ifu(p)*Vu) — <?ai8j, \Ifu(p)*Vu>

Do fato que P € hipersuperficie totalmente geodésica, resulta
<@aiaj, o) = 0.
Os termos relativos a aceleracdo das linhas de fluxo sdo

- 1
(Vaudo, 00) = 505774 =0

_ 1 ;
<Vai30730>=§ iyt =— 72~

2y



CAPITULO 2. GRAFICOS DE KILLING 19

Similarmente, usando o fato que, para cada s € R, a aplicagdo ¥4 é uma isometria, temos

(V8,9ilg> Vo) « V(D)) = (Yo« V,05lp, uip)« Vu(p)) = (V5,0jlp, Vuly)

<vai80, \I/u(p)*vu> = (?ai60|q,uj6j|q> =0.
Posto que u;;; = ui; — (V,0;, Vu) sdo os componentes do hessiano de u, temos

Yi oo Yo Ok ok
Zu]—— — 5 U U

Waij = ui;j — Q’YUZ 272

Deste modo, infere-se facilmente que
Wial, = W?g"az
L o 1 . i
= (W26 — u'n Jujip — iuzfm — Wz%uk. (2.3)

Tomando tracos e, em seguida, dividindo ambos os lados da expressio acima por W3, obtém-se

a equacdo da curvatura média H do grafico de Killing de w, a saber,

I uiu! yiut 1
(e B

v - . 2.4
w2 2W3 W 2y 24)

Definimos, portanto, o operador

Q] ::< o ) S 2.5)

Vo + uFuy Vo + ukuy 27

Seja ¢ uma fungio C>“ em I' = 9. O gréfico de Killing de ¢, definido como o lugar

geométrico dos pontos da forma

q= \Ij(gb(p)’p)? pel,

€ uma subvariedade de codimensdo 2 em M. Portanto, dizemos que X é um gréifico de Killing

com curvatura média prescrita H e fronteira prescrita por ¢ se u resolve o problema de Dirichlet
Qu] =0, wulr=¢ (2.6)

para o operador diferencial parcial eliptico e quase-linear Q. Podemos aplicar a este operador o
Principio do Médximo e o Principio de Comparagdo expostos em [9]. Na verdade, isto requer que
cumpramos a condi¢do dsH > 0, condic¢do atendida, em particular, quando a curvatura média
do gréfico € constante.

Esbogaremos, mais adiante, a prova destes fatos e algo da teoria de equacdes diferenciais
parciais quase-lineares elipticas, em termos da qual estudaremos a existéncia de solucdes do
problema (2.6).
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2.1 A Equacao da Curvatura Média na Forma Diver-

gente

Nesta secdo, reobtemos a equacdo da curvatura média do grafico de Killing de uma funcio
u a partir do cdlculo da divergéncia de um campo de vetores. Da definicdo da aplicacdo de

Weingarten, segue diretamente que
nH(q) = —trsVN = —divs N,

onde a divergéncia € calculada com respeito a métrica induzida no gréfico Y. Consideramos um
sistema normal de coordenadas z', ..., 2" em torno de um ponto p € P de modo que os campos
coordenados 04, ..., 0y sdo ortonormais no ponto p, isto é, tal que o;j|, = d;;. Neste caso,
Eo = vY20,, E1(q) = W, d1(p), ..., Fn(q) = ¥, d,(p) define um referencial ortonormal em
q = Y(u(p), p).

A expressao (2.2) assegura que

o o _ . V®
—nH = ¢ (Vy,N,0;) = g7 (Va,N,0;) + (VNN,N) = leMW(Q)a

onde, desta vez, consideramos a divergéncia calculada em M. Utilizando o referencial ortonor-

mal definido hd pouco, calculamos este divergente da seguinte forma

. Vo - v .. - v, Vu - v, Vu
d _— = —_— s —d s —
1V W <V(W),8>+W v 0 <Vag W 8) <VE W

Da equacdo de Killing, deduzimos que o campo vetorial Y = 0, é livre de divergéncia. Além

JE)).

disso, as fungdes v e W ndo dependem de s, visto que os componentes da métrica ambiente sdo

constantes ao longo do fluxo gerado por Y. Assim,

Vo - v, Vu - v, Vu
leMW = <Vas W (93> Z:(vE W EZ>
v.Vu — — Vu
= 'Y< w v8565> - Z<V\P*8¢\P*W7 \I/*az>

U .Vu - Vu
= Y5 Va.0s) — ZWd‘W ).

(2

Uma vez que W, preserva o campo Os, pela propriedade de grupo a um parametro do fluxo,

temos
@) Vo,0(0) = 1) 5ot Vo, 90) ().

Resulta que

- Vu Vu -
H > N
n (p) <v81 W 8> ’Y< W 7v8585>7

7
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onde as expressdes em ambos os lados sdo calculadas em p € P. Visto que PP é totalmente

geodésica, podemos escrever

. Vu Vu =
lep(W) - 7<W’ Vo,0s) —nH =0, (2.7
onde, por fim, a divergéncia refere-se 2 métrica induzida em P. Observamos que o campo Vg, s

¢ tangente a [P, como consequéncia da equacdo de Killing. Em vista da expressao,
(Vy, Vu) = 2v%(V,0s, V),

ndo ¢é dificil verificar que (2.7) pode ser posta na forma

1 N TR

1 1 =
7 (o9 — W)um- — W(’y + W?)(Vu,Vy,05) —nH =0, (2.8)

mencionando uma vez mais que (u;;;)? ;j—1 840 os componentes do hessiano de v em termos das
2

coordenadas (x%)"_; em P. Denotando

i 1, ulud
AY(x,Vu) = W(UJ - (2.9)
© 1
B(z,Vu) = —W(’y + W?)(Vu, Vj,0s), (2.10)

a equacdo da curvatura média passa a ser escrita como
Q[u] = A”ui;j 4+ B—nH=0.
Observamos que a matriz (A% )an:l € definida-positiva com autovalores dados por

i
Ai:ﬁ (& )\JFZW

cujas multiplicidades sdo 1 e n — 1, correspondendo as direcdes paralela e ortogonais a Vu,
respectivamente. Note que A < A, dado que v < W2,

2.1.1 Abordagem Variacional

O fato de que a equagdo da curvatura média pode ser posta na forma divergente é diretamente
vinculado a caracterizacdo de funcdes descrevendo grificos com curvatura média constante
serem extremos de um problema variacional.

Consideramos o funcional ndo-paramétrico
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onde
1

Nal

F(z,u,Vu) = —+/7 + |Vu[2\/det 0;;

definido em
C={ucCQ):ulr = ¢}.

Pontos criticos deste funcional sdo solucdes fracas da equacdo da curvatura média para gréificos
de Killing minimos, isto é, com curvatura média nula e fronteira prescrita. Isto significa que os
extremizantes de J sdo fungdes lipschtzianas - com derivadas definidas em quase toda parte -
satisfazendo a equacgao da curvatura média H = 0 e dado de fronteira prescrita no sentido das
distribuicdes.

A lagrangiana F' € o elemento de volume do gréfico Y. De fato, calcula-se
Xi Ao ANXp = (01 +u10s) Ao A (O + unds)

=0 A A+ D WA ANt ANDsANDip1 A A D

=1

Sendo assim, temos

XiN...NX, = \81/\.../\8n]|g‘9|—88]\81A...A8n\aijui6j
= 06|01 A ... A Byl (705 — U V)

1
= —|O1A...NO|WN.
ﬂ' 1 |

Portanto, resulta da identidade de Lagrange que

\/detgij = det<Xi,Xj>:|X1/\.../\Xn|
1

= —/7+|Vu|?\/det gy;.

\ﬁ\/ [Vul|?y/det o

A equacdo de Euler-Lagrange que caracteriza extremos de J é

OF Fu'
5 - <“2> —0, @2.11)
u VIVl )
onde a virgula denota derivadas parciais. Entretanto, temos

OF

%—0

oF 1 0 kol G r G
dui ~ 2W 5 0w (ogu”u’)+/det ogy OiRU U



CAPITULO 2. GRAFICOS DE KILLING 23

onde

F 1
W: \/7+|Vu\2 € G:WZT\/detO'kl.

)

Dado que

(GU> :G<U> +uG,i:G<U> +GU<_%+@vdewm>,
W), W), W W), W\ 2y detoy

obtemos a partir de (2.11) que

+1(ui’y¢> +ui8i\/detakl —0
W\ 2~ W y/det oy N

Uma vez que

Vdetoy =00 A...NO| e Vo (D A...NDw)=> TLON...ND,

temos
div/det oy i
Vdetoy Y
Concluimos que (2.5), no caso particular em que H = 0, é a equagao de Euler-Lagrange para J
como afirmado. Restringindo o funcional J ao impor um vinculo sobre o volume, caracterizamos

extremizantes como funcdes descrevendo graficos de curvatura média constante.



Capitulo 3
Resultados de Existéncia

O seguinte resultado geral foi demonstrado em [6] para o caso mais geral em que a distribui-
¢do associada ao campo de Killing ndo é integrivel. Neste contexto, a existéncia de folhas
integrais, em que sdo fixadas coordenadas locais para efetuar os célculos, € substituida pela
seguinte configuracdo: a variedade M é o espago total de uma submersdo riemanniana 7 :
M — P, onde P é uma variedade riemanniana n—dimensional ndo necessariamente imersa
em M, de tal modo que o campo Y € tangente a distribui¢do vertical, unidimensional, definida
por g — kerm,(q). Fixado um dominio {2 C P, exigimos, portanto, que exista uma imersao
v : Q — M transversal as linhas de fluxo de Y no cilindro de Killing My sobre 2. Tal cilindro
é simplesmente definido por 7~!(£2). A curvatura média da fronteira do cilindro de Killing, ou
seja, do cilindro de Killing K = 71(I") sobre I = 92 € denotada por Hey;.

No enunciado abaixo, Ric denota o tensor de Ricci de M. A hipétese sobre o tensor de Ricci
implica que a curvatura média de cilindros de Killing geodesicamente paralelos nao decresce ao

movermos os cilindros na direcdo de seu vetor curvatura média.

Teorema 1. (Veja [6]) Seja Q C P um dominio C*< com fecho compacto, cuja fronteira deno-

tamos por I'. Suponhamos que H.y > 0 e, além disso, que
iﬁf Ric > —nirrlf HZ). (3.1

Dadas as funcées H € C*(Q) e ¢ € C*%(T), suponha que exista uma imersio C* 1 : Q —
M tranversal as linhas de fluxo de'Y em My. Se

sup |H| < inf Hey, 3.2)
Q T

entdo existe uma tinica fungdo u € C*%(Q) satisfazendo u|r = ¢ cujo grdfico de Killing ¥ tem

curvatura média H.

24
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Estes resultados estendem, para ambientes riemannianos bastante gerais, o teorema cldssico
de existéncia de James Serrin [19]. Um caso interessante per si de aplicacdo do Teorema 1
assegura a existéncia de graficos helicoidais em espagos euclidianos e, mais geralmente, em

submersdes riemannianas. O resultado abaixo foi demonstrado em [7].

Teorema 2. (Veja [7]) Seja Q@ C P um dominio C** cuja fronteira denotamos por T.
Suponhamos que H.y > 0 e Ricy| > —ninfp chyl. Considere H € C*(Q) e ¢ € C%(I)
fungoes tais que

|H| < inf Heg.

Entdo, existe uma tinica fungdo u € C%*(Q) satisfazendo u|r = ¢ cujo grdfico helicoidal tem

curvatura média H e dados de fronteira ¢.

Apresentamos, na sequéncia, alguns resultados parciais cujas demonstracdes envolvem menor
aparato técnico, conquanto utilizem as idéias centrais do método empregado nas situagdes mais

gerais.

3.1 O Método da Continuidade

Aplicamos o método da continuidade (v. [9]) a familia de problemas definidos por
Qru] =0, wulpr =09, (3.3)

ondeo € [0,1] e
Q,[u] = A%u;.; + B — noH.

O subconjunto I de [0, 1] consistindo nos valores de o para os quais o problema de Dirichlet
correspondente tem uma solugio C%® é ndo-vazio, uma vez que 0 € I. A hipétese Hy, < 0
implica que [ € aberto, o que segue diretamente do Teorema da Fung¢ao Implicita (v. [9], Teorema
17.6). O fato de que I é fechado deriva das estimativas a priori demonstradas na sequéncia
deste trabalho. Deste modo, por conexidade de [0, 1], concluimos que 1 € I, siginificando que
o problema de Dirichlet original (2.6) admite solu¢do. Para maiores detalhes, mencionamos ao
leitor a referéncia classica [9].

As estimativas a priori envolvem obter cotas superiores uniformes para a altura e a inclina¢io
dos gréficos. Analiticamente, é preciso estabelecer um limite uniforme em o € [0, 1] para as
normas C? e C'! das solugdes dos problemas na homotopia que definimos ha pouco. Estas es-
timativas sdo determinadas utilizando-se barreiras geométrico-analiticas, ou seja, subsolucdes e

supersolugdes dos problemas de Dirichlet em (3.3).
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A parte da unicidade de solucdes nos resultados segue tanto do Principio do Méximo para
equagdes elipticas quase-lineares quanto de um argumento geométrico utilizando uma férmula
do fluxo, consequéncia do Teorema da Divergéncia aplicado ao campo de Killing Y, o qual é
livre de divergéncia.

Analisamos, no que segue, apenas alguns casos particulares em que a construcao de barreiras
requer ferramentas analiticas mais simples, de emprego direto. Indicamos ao leitor as referéncias

[5], [6] e [7] para detalhes completos sobre a prova dos teoremas 1 e 2 acima.

3.2 Esferas Geodésicas como Barreiras

Nesta secdo, exibimos barreiras de natureza geométrica cuja existéncia, todavia, requer
condicdes mais restritivas sobre a geometria do ambiente, ou sobre as funcdes de curvatura

média prescrita admissiveis.

Teorema 3 (Veja [5]). Seja Q C P um dominio C*, limitado, com bordo T, contido em
um disco normal geodésico de raio ro. Suponha que infy; Ricyy > —(n — 1)k para alguma
constante positiva k. Sejam H € C*(Q) e ¢ € C**(99Q) dados. Suponha que Hcy > 0, que
supq |[H| < infr Hey e que

1 H
——_ coth~1 2Pl | ’

vk vk

Entdo, existe uma tinica fun¢do u € C*%(Q) satisfazendo u|r = ¢, cujo grdfico de Killing tem

ro <

curvatura média H.

Segundo a hipdtese do Teorema 3, supomos que a curvatura de Ricci é limitada inferior-

mente, isto é, que exista uma constante positiva k tal que
RiCM Z —(n — 1)k}.

Neste caso, apresentamos uma estratégia para obter estimativas de altura para u. O método
em consideracdo se baseia no Teorema de Comparag¢do do Hessiano e adota esferas geodésicas
como barreiras.

Fixamos um ponto o € IP e consideramos a fungo distancia r = dist(o, - ). Seja H"*!(—k)
0 espago hiperbdlico com curvatura seccional constante —k e ryyp a respectiva fungio distincia
com respeito a um dado ponto. O Teorema de Comparacdo do Laplaciano (cf. [18], p. 5,
Corolério 1.1) assegura que

AT S AHn+1 (—k) Thyp

em pontos correspondentes (equidistantes), sempre que 7 for diferencidvel. Isto implica que, se

considerarmos bolas geodésicas B em M fora do cut locus de M e By, em H" 1 (—k), ambas
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com mesmo raio rg, entdo as curvaturas médias das respectivas esferas geodésicas, calculadas

com respeito ao gradiente das distancias, satisfazem
—Hyp < 7Hthyp = f\/Ecoth \/E’r‘o.

Assim, supondo que a func¢ao prescrita H satisfaz

1 _1 maxq |H|
rog < —= coth™t ——2—1
P Vk VE
deduzimos que

|H| < Hpp.

Logo, supondo, ainda, que o dominio {2 esteja contido em um disco geodésico de raio ry em
PP, concluimos que a esfera geodésica correspondente em M é uma barreira para estimativas C°
do problema (2.6). Para obtermos esta estimativa, é suficiente movermos uma esfera geodésica
ao longo das linhas de fluxo de Y e ent@o aplicar o Principio do Médximo a uma vizinhanca do

primeiro ponto de contato entre o grifico X e a esfera.

3.3 Esferas de Curvatura Média Constante

Supomos, agora, que a métrica induzida em [P € invariante por rotagdes. Mais precisamente,
que a métrica em P € da forma
dr? + &2 (r)d6?,

quando escrita em termos de coordenadas (r,8) € Rt x S, onde df? denota a métrica usual
em S"~!. Supomos, ademais, que o = o(r), isto é, que a norma do campo de Killing nio
depende de 6. Neste caso, a métrica ambiente € escrita em termos de coordenadas cilindricas
s,r,0 como

0%(r)ds® + dr? + €%(r)d6?

e M um produto duplamente warped com respeito a fungdes da coordenada r. Neste caso
particular que, todavia, inclui todos os exemplos vistos no Capitulo 1, demonstra-se o seguinte

teorema por recurso as barreiras geométricas naturalmente definidas.
Teorema 4. Suponha que a métrica induzida em P é da forma
dr?® + €2(r)dg®

para uma dada funcdo &, onde d0? é a métrica candnica na esfera unitdria S" 1. Seja Q C P

um dominio limitado com bordo T' € C*® contido em um disco normal geodésico com raio .
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Sejam H € C*(Q2) e ¢ € C?(99Q) dados. Suponha que Hcy > 0, que supq |H| < infp Hey

e que
0(r0)€" (o)
o o(r)En—t(r)dr

onde o = |Y |%. Entdo, existe uma tinica fungdo u € C**(Q) satisfazendo u|r = ¢ cujo grdfico

sup [H| < —
Q

de Killing possui curvatura média H.

As barreiras sao hipersuperficies rotacionalmente invariantes com curvatura média
constante. Uma hipersuperficie rotacionalmente invariante > € parametrizada por uma imersao

R x S"~! — M cuja expressio coordenada é dada por
(u,0) — (s(u), 7(u),0),

onde u é o pardmetro comprimento de arco da curva perfil § = 6. Isto significa que u é definido

por 0252 + 72 = 1 e que a métrica induzida em % é
du?® 4 €2(u)d6?.

Se X possui curvatura média constante Hj, entdo as coordenadas da curva perfil satisfazem
uma equagdo de primeira ordem dada pela férmula do fluxo. Na férmula do fluxo no apéndice,
fixamos I" como o circulo geodésico de raio r = r(u), dado pela intersec¢éo de ¥ e a folha Pg,
onde s = s(u). Assim, consideramos D como o disco geodésico em P; com raio r = r(u). O
vetor conormal € a velocidade unitaria $0s+10,.. Finalmente, o campo de Killing Y corresponde
ao campo coordenado J;. Assim, temos

WWwwﬂmwﬁe<me:4x§p=@vm»

Portanto, reunindo essas expressdes na férmula do fluxo, obtém-se

c = nHo/ Q+/ég2 :nHo/ / ot drd9+/ s0%€"1de.  (3.4)
D T 0 Sn—1 S§n—1

Como estamos integrando em um valor fixo de s e, portanto, em um valor fixo de u, temos

T
-1 : 2 -1 ¢
ntly [ o6+ s(r(u) e ) = £
0 Wn
Derivar esta expressdo com respeito a v resulta em uma EDO de segunda ordem, a qual carac-
teriza hipersuperficies invariantes com curvatura média constante Hy. As solugdes compactas

desta EDO satisfazem r» = 0 nos pontos de altura mixima e minima, onde s = (. Portanto, esses
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exemplos compactos correspondem a tomar ¢ = 0. Por outro lado, nos pontos de maximo para

r, temos g252 = 1 e, deste modo,

nHo /OTO o(r)&"(r)dr + o(r0)€" (ro) = 0,

onde 7 € o valor mdximo de 7. Assim, a curvatura média de um exemplo compacto, rotacional-

mente invariante, com raio maximo rg, satisfaz

TlH() _ Q(TO)gn_l(TO) —. —F(T’O).

o o(r)En=t(rydr

Se supusermos que €2 C PP estd contida num disco geodésico com raio r, entdo essas esferas

com curvatura média constante s@o barreiras para a altura do grafico de Killing com curvatura

média prescrita H () satisfazendo
n|H(z)| < F(rg).

O valor de F(rq) pode ser dado explicitamente em casos particulares tais como H"*!(—k) e
H"(—k) x R.

3.4 Apéndice: uma formula do fluxo

Considere uma hipersuperficie > em M com bordo I' e outra hipersuperficie D tal que
> U D limita um dominio U em M. Seja H uma funcio, suposta constante ao longo das linhas
de fluxo de Y. Escolha uma orientacdo de 3 U D dada pelo campo normal unitdrio /V ao longo

de X e Np ao longo de D. Pela equacdo de Killing, temos
divpHY = Hdivy Y + (VH,Y) = 0.

Assim, aplicando o Teorema de Stokes ao dominio U, temos

O:/UdivMHY:/EH<Y,N>+/DH(Y,ND).

No entanto, se considerarmos um referencial ortonormal N, ey, . . ., e, adaptado a 3., deduzimos

da equacao de Killing que

0=> (Ve Y,ei)) =) (Ve YT ) +> (Ve,N,e;) =diveY" — nH(Y, N).

3 (2 (3

Logo, aplicando uma vez mais o Teorema de Stokes, desta vez a >, obtemos

w [[HYN) = [ (v,
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onde v € o co-normal exterior unitdrio de X ao longo I'. As duas expressdes obtidas acima

podem ser reunidas na férmula do fluxo

n/DH<Y,ND>—|—/F<Y,z/>:0.

Uma variante 1til deste raciocinio € a de se considerar uma hipersuperficie I' em > nao homéloga

azero X tal que I' = 0D. Entdo, temos

w [ g+ [ () =

onde c € uma constante dependendo apenas da classe de homologia de I'.



Capitulo 4
Estimativas do Gradiente

Nesta secdo, consideramos o caso particular em que M = P x R € o produto riemanniano.
Neste caso, Y = 0; um campo de vetores paralelo e suas linhas de fluxo sdo geodésicas. Supo-
mos que Ricy; > 0 e que 0¥ = 012. Além disso, supomos H constante. Sob estas hipdteses,

pretendemos demonstrar o seguinte resultado de existéncia.

Teorema 5. Seja Q C P um dominio C** com fecho compacto, cuja fronteira denotamos por
I'. Supomos que H.y > 0 e, além disso, que Ric > 0. Dada uma constante ndo-negativa H tal
que

H< irllf Hy, 4.1

entdo existe uma tinica fungdo u € C**(Q) satisfazendo u|r = 0 cujo grdfico de Killing ¥ tem

curvatura média H e bordo T'.

No que segue, podemos supor, sem perda de generalidade, que Y tem norma constante igual
a 1. Neste capitulo, V denota, excepcionalmente, a conexdo riemanniana no grafico X. Além
disso, Ay ou A denotam, ambos, o operador de Laplace-Beltrami em ..

A fim de obtermos estimativas de altura e do gradiente, definimos as func¢des

h:S‘z

0 = (Y, N).

Em termos nao-paramétricos, temos h = u e © = 1/W. Fixado um sistema de coordenadas

geodésicas local {e;}!' ; em ¥ com Ve;(p) = 0, para algum p € ¥, calculamos

(Vh,ei) = (Vs,e;) = (07 e;),

31
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onde 7" denota a projecdo tangente sobre 7. Assim, segue que
Vh =09l =9, — ON.
Diferenciando mais uma vez no ponto p, temos
(Ve,Vh,ej) = (Ve,05,e;) — O(Ve, N, ej) = (Ase;, €;)0,
onde Ay, indica o operador de Weingarten Ay, = —V N em X. Logo,
Axh =nH®O.

Agora, temos
(VO, ;) = (Ve,N,0s) = —(Ase;, 7)) = (AT ;).
Portanto,

VO = —Ax(dD),

0 que resulta em

~(Ve, VO, ¢5) = (Ve, An(07), €j) = ((Ve, A2)0;  €5) + (An(Ve,07), ¢5)
= ((VorAs)ei, ej) + (R(ei, 05 )N, e5) + <Veﬁs , Axej)
= (VorAsei, ej) — (As(Varei), ej) + (R R(ei, 0L )N, e;) + (Ve, 0L, Ase;)
= 8Z<Agei,ej> — (Axe;, VasTe]> <v8T€Z,AZ€j> (R(ei,ag)N, ej) + <V6185 , Asej)
= 0 (Asei,ej) + (R(ei, 0] )N, e;) — ©(Ve, N, Ase;)
= 0 (Asei,ej) + (R(ei, 01 )N, e;) + O(Ase;, Ase;).

Utilizamos, nos cdlculos anteriores, a equagdo de Codazzi
(VuAs)V — (VyAs)U = R(U, V)N, U,V € T(T%).

Tomando tracos na expressdo acima e levando em conta que H = trAy/n é constante, segue
que
—~Ax0 = Ric(d], N) + |As|?0.

No entanto, como Js é campo de vetores paralelo, temos
R(X,2)0s =0, X,ZeTl(TM).

Assim, concluimos que
Ay = —|Ax|?© — Ric(N, N)©. “4.2)
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Em particular, devemos apenas que verificar que © é uma fun¢do superharmonica em 3. Como

H <0, observamos que
As(Hh+0©) = (nH? — |Ax|* — Ric(N, N))© <0, (4.3)

isto é, que Hh + © uma fun¢do superharménica em X. Como 0% = 052, temos h|spg = 0 e,
portanto,
mzin(Hh+ ) > mrin@

Agora, fixamos p € I" como um ponto onde © atinge seu minimo. Note que
min ©® > min © = O(p).
1in © > mi (p)

Entdo, se v denota a dire¢ao co-normal unitaria sobre I" apontando para dentro de >, deduzimos

que
Isto implica que

No entanto, como I' C P,
33T = <as, V>V

ou, equivalentemente, posto que Js = ON + (05, V), obtemos
(0s, V) (Asv,v) <O0.

Como o grafico estd localmente contido (globalmente, de fato) no semi-espaco s > 0, temos
(0s,v) > 0. Entdo, concluimos que

(Asv,v) <0

Agora, consideremos um sistema de coordenadas ortonormal tangente em 7}, % formado por v(p)

e um sistema de coordenadas ortonormal local ey, ..., e,_1 para ' C P. Entdo, calculamos em

p

Todavia,
N = (N, 05)0s + (N, n)n.
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Portanto, obtemos

n—1 n—1

nH = <AEV7 V> - Z<@€inv 6i><N’ 77> = <AEV’ V> - Z<V£777€i><N, 77>’
i=1 =1

0 que implica
nH = <A2V7 l/> + (7’L - 1)HF<N777> = <A2V7 V> + anyl<Na 77> < anyl<N777>'

Elevando ao quadrado ambos os lados da ultima desigualdade, obtemos, tendo em conta que
H <0eque (N,n) <0,

H2 > <N777>2H3y1 = (1 - <N7 as>2)H<:2yl)
0 que implica
H2?, — H?
% p) > — ¥ —.

2
H cyl

Se supusermos que
|H| < i?f Hcyla

entdo obtemos uma estimativa ndo trivial para ©(p) e, portanto, para minp © e para miny, ©.
Isto produz automaticamente uma estimativa de altura, uma vez que

H2 1= H?2
Hh+12Hh+@2mFin®:@(p)2 =L

D) )
H cyl

0 que implica

1— /1- H;I

cy

h<s — YV 7
|H |

Deste modo, provemos também estimativas globais do gradiente, uma vez que
1

V14 [Vul|?

Estes célculos demonstram e tornam explicitas as estimativas C? e C'! essenciais a prova do

Teorema 5.



Capitulo 5

Graficos Helicoidais: um Prototipo
para o Caso Nao-Integravel

A fim de formular a nog¢do exata de grafico helicoidal, vamos inicialmente definir o con-
texto geométrico em que trabalhamos neste capitulo. Entdo, apresentamos a prova do resultado
geral de existéncia, baseado fortemente no Teorema 1. Finalmente, discutimos a versdo particu-
lar do teorema de existéncia no caso de variedades produto M 2xR,0 que, obviamente, inclui

o0 espago euclideano.

Seja (P", do?) uma variedade Riemanniana dotada de um campo de Killing So. Dada uma

fungdo positiva o € C°°(M) tal que Sp(o0) = 0, consideramos o produto warped
1
M =P" x,R

com a métrica
do? = p?dt? 4 do>. (5.1

Denotamos por S o levantamento vertical de Sy pela projecdo (p,t) € M — p € P. Portanto,
é f4cil ver que S é um campo de Killing em (M, d5?). Assim, dadas constantes a,b € R com
b #£ 0, segue que

Y =aS+0bT

¢ um campo de Killing em M, onde T = 0;. Identificando P" a hipersuperficie imersa Px {0} C
M, denotamos por ¥: R x P — M o fluxo gerado por Y.

A seguir, por comodidade, relembramos a notacao empregada anteriormente, adaptada ligeira-
mente ao caso de gréificos helicoidais, em que a distribui¢cdo ortogonal a Y ndo é necessariamente

integravel.
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Dado um dominio limitado 2 em P” com bordo I', o grdfico helicoidal de uma fungdo u

definida em Q é a hipersuperficie
X" ={¥(u(p),p) : p € Q}.
O cilindro K sobre I' € a hipersuperficie regrada pelas linhas de fluxo de Y ao longo de I, i.e.,
K={¢g=Y(s,p):seR,peT}
€ Hy denota a curvatura média deste cilindro relativamente a normal apontando para dentro.
No enunciado abaixo, Ric,; denota mais uma vez o tensor de Ricci ambiente.
Teorema 2. Seja ) um dominio C%® limitado em P". Suponha que H.y > 0 e Ricyy >
—ninfp Hcgyl. Sejam H € C%(Q) e p € C*%(T') dados tais que
|H| < irrlf Hey.

Entdo, existe uma tinica fungcdo u € C*%(Q) satisfazendo ulr = ¢ cujo grdfico helicoidal

possui funcdo curvatura média H e fronteira prescrita ¢.

5.1 Prova do Teorema 2

Considere a submersao m: M — P definida identificando-se os pontos ao longo das linhas de
fluxode Y, i.e.,

m(¥(s,p)) = p,
onde s € Rep € P". Sejavy,...,v, um referencial local definido em {2 C P". Por exemplo,
podemos tomar um referencial de coordenadas relativo a um sistema de coordenadas locais em

P". Entao, seja D1, ..., D, o referencial de vetores basicos 7-relacionado a v1, ..., v,. Segue

que 7 € uma submersdo Riemanniana de considerarmos P" munido da métrica definida por

{vi(p); vj(p)) = (Di(¥(s,p)), Dj(¥(s,P)))o;

onde (-, -), denota a métrica (5.1) em M™ 1. Agora, a prova segue diretamente do Teorema 1.
|

5.2 Griaficos helicoidais em M2 x R

Consideraremos agora o caso em que P = P2 é munido de uma métrica invariante por rotacdes.

Mais precisamente, em que existem coordenadas polares r, 6 nas quais a métrica em [P € escrita
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como
ds® = dr® + 4 (r) do?

para alguma funcio diferenciavel positiva 1.
Definimos coordenadas cilindricas r, 6, z na variedade produto M3 = P2 x R. Identificamos

P2 com o plano z = 0. Dado o campo de Killing 9y em P2 e a,b € R com b # 0, entdo
Y = a0y + b0,

¢ um campo de Killing em M3. Em termos de coordenadas cilindricas, o fluxo gerado por Y é
descrito por
Ue(r,0,2z) = (r,0 +as,z+bs), seR.

Como no caso geral, definimos a submersio 7: M? — P2 identificando pontos de mesma érbita

ao longo de um ponto de P2. Portanto,

w(r,0,z) = (r,60 — %z).

Note que os campos de vetores 0, e —bdy + a1p?0, geram o subespago horizontal de m com

respeito & métrica em M3. Além disso,

W*ar = 8r, 77*69 = 69, 7T*az = _%897 (52)

implica que os campos vetoriais horizontais

b

Dr=0r D2= 5t

(b89 - a¢23z)

sdo m-relacionados aos campos vetoriais 9, € Jy em R2, respectivamente. Portanto, a métrica

em M3 restrita ao subespago horizontal tem componentes

b2w2
Dy,Dy) =1 Di,D9) =0, (D9,D2) =—5—75.
< 1, 1> ) < 1, 2> < 2 2> G/2w2+b2
Assim, concluimos que 7: M? — P? é uma submersio Riemanniana se considerarmos em P2
a métrica 5 9
b7
ds® = dr® dg>.
§ Tt a?y? + b2

a qual coincide com a métrica Euclideana quando a = 0 e ¢)(r) = r. O Teorema 2 , aplicado ao

caso particular em que M3 = R3 é vilido seguinte resultado.
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Corolario 1. Seja Q C R? um dominio limitado C*® com bordo T tal que Hey > 0. Sejam
H € C%(Q) e ¢ € C**(T) dados tais que

|H| < ilrlf Hey.

Entdo, existe uma tinica fun¢do u € C*%(Q) satisfazendo ul|r = ¢ cujo grdfico helicoidal em

R3 possui curvatura média H e bordo prescrito .

E vilido observar que este coroldrio se reduz ao teorema clissico de existéncia devido a
Serrin [19] quando fixamos a = 0. Também apontamos que resultados semelhantes podem ser
indicados para gréficos helicoidais em espacos hiperbdlicos, espacos de Heisenberg e esferas,
no que diz respeito a combinacdes lineares de campos de Killing gerando translagdes e rotagdes

ao longo de uma linha geodésica.
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