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RESUMO

Os problemas que abordaremos estao diretamente associados a existéncia
de elementos no subgrupo derivado que nao sao comutadores. Nosso objetivo
serd apresentar os resultados de Tim Bonner [1], que sdo estimativas para
a razao entre o comprimento do derivado e a ordem do grupo (limitagao
superior e determinagao do “comportamento assintético”), culminando com

uma prova da conjectura de Bardakov.



ABSTRACT

The problems which we address in this work are directly related to the
existence of elements in the derived subgroup that are not commutators.
Our purpose is to present the results of Tim Bonner [1]. In his paper, one
finds estimates for the ratio between the commutator length and the order of
group (more precisely, upper limits and the establishment of its asymptotic

behavior), leading to the proof of Bardakov’s Conjecture.
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INTRODUCAO 9

Em 1902, o matematico William B. Fite [5] apresentou o primeiro exemplo
de um grupo cujo derivado nao coincide com o conjunto dos comutadores,
esse exemplo tem ordem 256 e possui um elemento nao comutador. Isso
motivou a definicao de comprimento do derivado de um grupo G, que é
0 menor inteiro positivo n para o qual todos os elementos de G’ podem ser
escrito como o produto de n comutadores, esse nimero sera denotado por
AG).

Em 1911, o matematico inglés W. Burnside, em seu livro [2], propos um
critério para garantir quando um dado elemento do derivado nao é um co-
mutador (na perspectiva da teoria dos caracteres). Na década de 60, P.X.
Gallagher ! em [7] apresentou um critério bem mais robusto que o proposto
por Burnside e ampliou as perspectivas dos problemas relacionados aos comu-
tadores (Gallagher [6] e [7]). De certa forma, sua motivacao foi a seguinte:
“Que limitacao podemos obter para o comprimento do derivado
usando como parametro a ordem do derivado?”Com essa abordagem

ele obteve as seguintes estimativas:
e ([6]) “Se 4™ > |G'|, entao \(G) < n”;
e ([7]) “Se (n+2)!(n)! > 2|G'| — 2, entao \(G) < n”;

e ([7]) “Se G é um p - grupo, com |G’'| = p*, e n(n + 1) > a, entdo
AMG) < n”.

Em [9] e [10], Robert M. Guralnick apresentou dois grupos de ordem 96,

'Em [6], Gallagher desenvolve resultados sobre comutadores para Grupos Finitos e

Grupos (Topoldgicos) Compactos
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com elementos do derivado que nao sao comutadores e provou que tais exem-
plos sao minimais, em relacao a ordem, isto ¢, nao existem outros grupos
com ordem inferior a 96 que tenham subgrupo derivado diferente do con-
junto dos comutadores (a prova da minimalidade nao seré feita aqui, para
uma demonstracao veja Guralnick [10]). Em 2006, o matematico V. G. Bar-
dakov conjecturou em “Unsolved Problems in Group Theory - The Kourovka
Notebook”[13] o seguinte problema: Seja G um grupo, finito, nao abeliano.

Entao,
AMG) 1
AP G
|G| 6
E mais, a igualdade s6 ocorre quando G ~ Ss.

Em 2008, O “Problema de Bardakov”foi demonstrado por Tim Bonner
[1]. A “Conjectura de Bardakov”, juntamente com algumas das estimativas
apresentadas acima sao as motivacgoes para nosso trabalho. Por uma questao
de ambientagao, diversos exemplos serao apresentados para motivar a teo-
ria e, de certa forma, situar melhor os resultados. Os conceitos relativos
a espagcos vetoriais, anéis e grupos nao serao definidos e suas propriedades
elementares sao usadas livremente, bem como os resultados relativos aos
polinémios (sobre R ou C), derivadas... Nosso trabalho, em vias gerais, tera
a seguinte estrutura:

Capitulo 1: Mostraremos os resultados béasicos da Teoria das Rep-
resentacoes e dos Caracteres necessarios para a leitura do trabalho. As
primeiras secoes sao dedicadas exclusivamente a Teoria de Representagao
de Grupos e a Teoria dos Caracteres, culminando com as famosas relacoes
de ortogonalidade e algumas indentidades de caracteres.

Capitulo 2: Definiremos nosso objeto de estudo que sao os grupos nao
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abelianos que possuem elementos nao comutadores e, consequentemente, o
comprimento do derivado desses grupos. Nessa perspectiva vamos entender
como, sob certos aspectos, a estrutura do grupo interfere no comprimento do
derivado.

Para exemplificar a existéncia de elementos nao comutadores iremos apre-
sentar uma construcao capaz de gerar grupos com comprimento do derivado
maior que 1, tal processo foi descrito por Guralnick em [9] e por essa razao
chamaremos tais grupos de grupos de Guralnick. E finalmente, usando al-
gumas identidades de Caracteres, mostraremos o Critério de Burnside - Gal-

lagher:

Lema 0.0.1 (Gallagher [7]) Sejam G um grupo e g € G’ o qual nao € o

produto de n comutadores. Entao,

1
Z WX(Q) =0, para todo 0 < k < n.

x€Irr(G)

tal resultado relacionard a “existéncia” de elementos nao comutadores em
um grupo com uma expressao dos caracteres irredutiveis.

Capitulo 3: Nosso objetivo: analisar, para grupos finitos, o com-
portamento do comprimento do derivado a partir dos graus de caracteres
irredutiveis e demonstrar da Conjectura de Bardakov.

Agora, além de garantir a veracidade do Problema formulado por Bar-
dakov, podemos melhorar tal limitagao para grupos cuja seja maior que 1000
e, finalmente, mostraremos um estudo do comportamento assintético (quali-

tativo) para a razao do comprimento do derivado pela ordem do grupo.

Teorema 0.0.1 (Bonner [1]) Seja G um grupo finito e nao abeliano. Entao,
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(a) (Conjectura de Barbakov)

NG) 1
G 6

Além disso, a igualdade so se verifica quando G ~ Ss.

(b) Se |G| > 1000, entao

(¢) (Comportamento Assintdtico)

lim —==0.
IGl—co |G|

Apéndice A Apresentaremos uma familia de grupos (infinitos), devido
a Phyllis J. Cassidy [3], cujo comprimento do derivado ¢ “ilimitado”.

Apéndice B Classificaremos todos os G - mddulos irredutiveis de um
grupo finito e mostraremos que a ordem do grupo é uma funcao dos graus

dos seus caracteres irredutiveis, esse capitulo ¢ um complemento do Capitulo

1.



Capitulo 1

Representacoes de GGrupos

Finitos

Nesse capitulo apresentaremos alguns resultados da Teoria de Representagoes
e dos Caracteres em grupos Finitos que serao necessarios para uma leitura
do trabalho. As principais referéncias sao G. James e M. Liebeck [11] e R.

Maier [14].

1.1 Representacoes

1.1.1 G - modulos

Defini¢ao 1.1.1 (G - mddulos) Sejam G um grupo e K um corpo. Um
espago vetorial M sobre K chama-se um G - modulo sobre K se for definida

uma aplicacdao

13
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a: MxG — M
(m,g9) —— mg

satisfazendo
o (A\ym+ Aam/)g = Ai(myg) + Xo(m/g);
e m(gg’) = (mg)g';
e (m)l =m.
Para quaisquer A\i, \a € K, mym' € M e g,g € G

Na literatura também pode aparecer GG - espaco a direita sobre K ou “KG -

modulo”.

Definigao 1.1.2 (Homomorfismos e Isomorfismos entre G - mddulos) Se-

jam M e M' G - mddulos sobre K.

1. Dizemos que uma aplicacao linear @ : M — M’ é um G - homomorfismo

se para todos m € M e g € G, temos 6(mg) = 0(m)g;

2. Dizemos que uma aplicacao p: M — M’ é um G - isomorfismo de M
sobre M se u € um G - homomorfismo e é invertivel. Naturalmente,

=t também é G - isomorfismo de M’ sobre M.

Denotaremos por Homgg (M, M') o conjunto dos G - homomorfismos de
M em M’. Tal conjunto tem uma estrutura natural de espago vetorial (sobre

K), vejamos: dados ¢, ¢" € Homga(V,W) e A € K basta considerar:

e (p+¢)(v)=p)+¢(v)
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e (A)(v) = N(v)
para todo v € V.

Defini¢ao 1.1.3 (G - submddulo, G - mddulos irredutiveis e completamente

redutiveis)

1. Um subespaco vetorial X < M € dito um G - submddulo de M, se para

todo x € X e g € G tivermos xg € X. Notagcao: X <g M.

2. Un G - mddulo M é irredutivel se M # {0} e os inicos G - submddulos
de M sao {0} e M.

3. Um G - modulo M € dito completamente redutivel se para todo X <g

M, existe um'Y <g M tal que M = X @Y.

Exemplo 1.1.1 Sejam V e W G - mddulos sobre K. Se § : V. — W ¢é
um G - homomorfismo, entao Ker 0 <qgV e Im 0 <g W. Como 0 ¢, em
particular, uma aplicacdao linear jd temos que Ker 6 e¢ Im 0 sdo subespacos
de V., W, respectivamente.

Dados v € Ker 0 e g € G: 0(vg) = 0(v)g = 0, portanto vg € Ker 0 e
Ker 0 <g V.

Agora, dadosw € Im 0 e g € G, temos que existev € V tal que 0(v) = w.
Dat, wg = 6(v)g = 0(vg) € Im 6. Logo, Im 6 < W.

Os dois resultados a seguir (Lema de Schur e o Teorema de Maschke)

formam a base da Teoria das Representacoes dos grupos finitos.

Proposicao 1.1.1 (Lema de Schur) Sejam V e W G - mddulos irredutiveis

(sobre C) de dimensdo finita. Entao,
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(i) Se0:V — W éum G - homomorfismo, entio 0 é um G - isomorfismo

ou O(v) = 0, para todov € V;

(i) Se 0 : V. — V é um G - isomorfismo, entao 6 = N dy para algum
AeC.

Demonstragao do Item (i): Suponhamos que 6(v) # 0, para algum
v € V. Portanto, Im 0 # {0} e Ker 6 £V. ComoV e W sao G - mddulos
irredutiveis, com {0} # Im 0 < W e Ker 0 # V', temos Ker 6 = {0} e
Im 6 =W. Logo, 0 ¢ um G - isomorfismo.

Demonstragao do Item (ii): Temos que a aplicagiao 6 :'V — V tem
um autovalor X € C, ou seja, existe v € V tal que O(v) = Av. Portanto,
{0} # Ker(0 — M\dy) <g V, como V € irredutivel, temos que Ker(0 —
Mdy) = V. Dessa forma, (6 — Mdy)(v) = 0 para todo v € V. Logo,
0= \dy.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Maschke) Sejam G um grupo finito, K = R, ou
C. Se M é um G - mddulo sobre K, entao M é um G - modulo completamente

redutivel.

Demonstragao: Se M é um G - médulo irredutivel, entao M ja é com-
pletamente redutivel. Com isso podemos supor que M nao é irredutivel, dai
existe X <g M e X # M. Com isso, existe um subespaco Y de M tal que

M = X &Y. Consideremos a projecao no subespaco X, dada por

T™: XY — X

m=x+y — x
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Note que 7 esta bem definida, pois cada elemento m € M admite uma
unica “fatoracao”m = x + y, onde x € X e y € Y. Definamos ainda a

aplicacao:
T M — M

m +—— T1(m)
1 1 _
onde 7(m) :=m — el Zw(mg )g ). Com isso,
G\
e 7 ¢ um G - homomorfismo. Temos que 7 ¢é linear, pois é a combinag¢ao

de aplicacgoes lineares. Agora, dados m € M e g € G,

7(mg) = mg — ﬁ Z m(mgh™)h
heG
zl=gh~?! 1 1
= mg — (@ ;W(mx )xg)
1 -1
= <m—|—G|w€ZG7r(mx )x)g
= T(m)g.

e X C Ker 7: Dado z € X, temos 7(xg) = zg, para todo g € G, pois
X <g M. Assim,

1
m(z) = w € m(zgt)g
geG
1
=z > (xg g
Gl 2=
1
= T— — x
IGIQEE;
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e 72 = 7: Para todo m € M, temos

2 (m) = 7(r(m))
1 -1
= 7(m EHQMWJM)
1 1
= T(m)—@gezgf(ﬂ(mg )9)
= 7(m),

pois m(mg~t)g € X C Ker 7. Logo, 72 = 7.

Agora consideremos Y* = Im 7. Como 7 é linear, Y* é um subespaco.
Além disso, para todo y € Y™ existe m € M tal que 7(m) = y. Com isso, para
todo g € G, yg = 7(m)g = 7(mg) € Y*. Portanto, Y* <5 M. Mais ainda,
dado m € M temos m = (m —7(m)) +7(m), onde 7(m) € Y* e m —71(m) =

1

€] ZT(mgfl)g € X, pois m(mg~')g € X. Com isso, M = X + Y*. Dado
geG

r=7(m) € XNY* temos 0 = 7(z) = 7(7(m)) = 7%(m) = 7(m) = x. Logo,
XNY*={0}eM=XaY"

A versao do Teorema de Maschke apresentada nao esta em sua formulagao

mais geral, mas é suficiente para o nosso estudo 1.

Corolario 1.1.1 Sejam G um grupo finito e K = R ou C. Se {0} # M ¢
um G - modulo sobre K de dimensdo finita, entao M = U, ® ... ® U,, onde

0s U; sao G - submdodulos irredutiveis.

'Veja Rudolf Maier [14]
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Demonstracao: Facamos inducao sobre a dimensao do G - médulo M. Se
M é irredutivel, entao M ja estd na forma desejada. Com isso, podemos supor
que M nao é irredutivel e dimg(M) > 1. Assim, existe um G - submédulo
proprio {0} # X em M e, pelo Teorema de Maschke, existe Y <g M, tal
que M = X @Y. Como 0 < dimg(X), dimg(Y) < dimg(M), segue por

inducao,
X=Vig..eV,eY=W16...06W,,

onde V; <¢ X é um G - médulos irredutivel, 1 <i<reW,; <gY éum G -

modulos irredutivel, 1 < j < s. Logo,
M=Vie..aeV,.eW ed...aW,,

onde os fatores sao G - submodulos irredutiveis.

1.1.2 Representacoes e Caracteres

Definigao 1.1.4 (Representagdes e G - mddulos) Sejam G um grupo, M e

M’ espacos vetoriais sobre K.

1. Uma representacdo (linear) do grupo G sobre um corpo K é um homo-
morfismo ¢ : G — GLg(M), onde GLg(M) € o grupo das aplicagoes

lineares invertiveis de M ;

2. Duas representagoes ¢ : G — GLxg(M), ¢ : G — GLg(M') de G sobre

K sdo ditas equivalentes se existe uma bijecao linear p : M — M’
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satisfazendo ¢'(g)(u(m)) = u(e(g)(m)) para quaisquer m € M e g €
G.

Observacao 1.1.1 Sejam G um grupo e K um corpo. Entao, existe uma
correspondéncia biunivoca entre as representacoes lineares nao equivalentes

de G e o conjunto dos G - mddulos nao isomorfos (sobre K).

De fato, tomemos M um G - moédulo sobre K. Podemos definir ¢ : G —
G Lk (M), dada por ¢(g)(m) = mg. Portanto, da definigdo de G - médulo, ¢
é uma representacao linear de G sobre K.

Agora, dado ¢ uma representacao linear de GG sobre K, podemos definir

um G - moédulo M usando a representagao da seguinte forma

a: MxG — M
(m,g) +— @(g)(m).
Portanto, M é um G - médulo sobre K. Assim, estudar as representacoes
lineares de G sobre K é o mesmo que estudar os GG - médulos sobre K.
Sejam G um grupo, K um corpo, M um G - médulo, onde {ey, ..., e,} é
uma base de M. Para cada g € G, temos definido ¢(g) : M — M dada por

©(g)(m) = mg. Consideremos a matriz da aplicagdo ¢(g) dada por

Com isso podemos definir o caracter de um grupo.
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Definigao 1.1.5 (Caracteres de um grupo ?)

x : G — C
g — tr(T(g)) =D (#(9))

tal aplicacao € o caracter de G relativo ao G - médulo M (ou ainda, o caracter

de G associado a representagdao ¢ ).

Observacgao 1.1.2 O estudo dos caracteres de um grupo revela muito so-
bre a sua estrutura, os elementos a sequir sao fundamentais no estudo dos

caracteres:

e Chamamos dimg(M) = n o grau do caracter x e diremos que x €
um caracter irredutivel de G se M for um G - mddulo irredutivel. Os

carateres de grau 1 sao ditos caracteres lineares.

e Seja G um grupo. O conjunto dos graus dos caracteres irredutiveis de

G serd denotado por c.d.(G) ®.

e Seja x um caracter. Definimos o nicleo de x (o qual serd indicado por

Ker x) como sendo o sequinte conjunto:

{9€G x(g) =x(1)}.

Proposigao 1.1.2 Sejam M e M' G - mddulos, de dimensao finita, sobre

C e x o caracter de G relativo a M. Entao,

2Nessas notas os caracteres sao sempre relativos a um G - médulo, de dimensao finita,

sobre C.
3Vem do inglés: “character degree”
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(a) x estd bem definido,
(b) Se M e M' sao G - isomorfos, entdo os seus caracteres x, X' $ao iguais;
(c) x(x9) = x(z) para todos g,x € G;

(d) x(1) = n(€ K).

Demonstragao. (a): Nossa definicdo de caracter foi dada a partir
de uma base fixada. Vamos mostrar que o caracter independende da es-
colha da base. Tomemos (;;(g9)) e (8;;(g)) as matrizes de ¢, relativo a

duas bases quaiquer. Temos que existe uma matriz invertivel 1" tal que

(cii(9)) = T71(Bi;(g))T. Portanto,
tr((ag(9)) = tr(T'(Bi(9)T) = tr((By(g)TT™) = tr((B45(9)))-

Lembre que dado A, B matrizes nxn com entradas em K, temos tr(AB) =
tr(BA).

Demonstracao. (b): Tomemos px um G - isomorfismo de M sobre M’,
B =Aey,...,e,} uma base de M e, por linearidade, 5" = {u(eq, ..., ule,))}
uma base de M’. Temos que os caracteres as aplicagoes ¢ : M — M, dada
por p(g)(m) = mg e ¢ : M' — M’  dada por ¢(g)(m') = m'g nas bases
fixadas inicialmente, sao representadas pela mesma matriz. Dessa forma,
X = X/, isto é, x(9) = x'(g), para todo g € G.

Demonstragao. (c): Basta observar que p(x) e o(g7txg) = v(g) Lo (x)p(g)
Portanto, x(x) = x(x9).

Demonstracao.(d): Note que x(1) = tr(¢(1)) = tr(Id) = n, onde esse

elemento é a soma de “1k”.
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Proposicao 1.1.3 Sejam G um grupo finito, M um G - mddulo de dimensao
finita sobre C e x o caracter de G relativo a M. Entdo, para todo g € G,

(a) x(g) € uma soma de raizes |G| - ésimas da unidade;

(b) x(g7") = x(9);

(¢) Ix(g)] < x(1) *.

Demonstracao. (a): Sejam dimc(M) e g € G. Tomemos uma base

para M, onde a matriz de ¢(g) tenha a seguinte forma (triangular superior)

e1(g) *
T(g) =
0 en(9)
€1(Q)|G| *
Portanto, Id,, = T(1) = T(g/") =
0 en(9)€
Logo, €1(g), .. .,en(g) sao raizes |G| - ésimas da unidade.

Demonstracao. (b): Usando a mesma base para M do item anterior,

temos que

x(g) = Zéj(g) = ZW = Zéj(g)*1 = x(g7"), visto que T(g~!) =

T(g)"".
Demonstragao. (c): Pelo item (a), x(¢g) é a soma de raizes |G| - ésimas

da unidade. Assim, |x(g)| < |e1(g)| + ... + |en(9)| =n = x(1).

4Abuso de notagdo, estaremos identificando x(1) = f, = [x(1)].
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1.1.3 A - médulo e Algebras

Definigao 1.1.6 (A - mddulos) Sejam A um anel com 1 e M wum grupo
abeliano. Dizemos que M € um A - médulo (a esquerda) se for definida uma

aplica¢ao

a: AxM — M
(a,m) — a-m=am

satisfazendo
e lom=m;
e a(m+m')=am+ am’;
e (a+d)ym=am+dm
e (ad)ym = a(a'm)
para quaisquer m,m’ € M e a,a’ € A.

Defini¢ao 1.1.7 (A - submddulos, A - mddulos irredutiveis e completamente

redutiveis)

1. Seja X < M. Dizemos que X é um A - submddulo de M (e indicaremos
por X <4 M), se para cada elemento m € X e para todo a € A

tiwermos am € X.

2. Un A - médulo M ¢é dito irredutivel se M # {0} e se os tnicos A -
submddulos sao {0} e M;

3. Um A - mddulo M € dito completamente redutivel se para todo X <y,
M, existe Y <4 M tal que M =X @Y.
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Exemplo 1.1.2

o Sejam K um corpo, n € N, K" = {(z1,...,2,) | 2, € K} e A o
anel das matrizes n X n com entradas em K. Temos que K" ¢ um A -

modulo, basta considerar a multiplicacao de “vetor por matriz”, i.e.,

a A x K" — K"
(M, (z1,...,2,)) — (x1,...,2,)M

o Seja M # {0} um grupo abeliano. Temos que End M = {a : M —
M | a é um homomorfismo} € um anel, basta definir:

(a+d)(m)=alm)+d(m) e (aa’)(m) = a(a’(m))

para todo m,m’' € M e Idy € a identidade de M. Temos que M é um
A - modulo, onde A = End M.

Defini¢ao 1.1.8 (Homomorfismos e Isomorfismos entre A - mddulos) Se-

jam A um anel com 1, M, M’ dois A - mddulos.

1. Dizemos que uma Homomorfismo 6 : (M,+) — (M',+) é um A -

homomorfismo se para todosm € M ea € A, tivermos 0(ma) = 6(m)a.

2. Dizemos que uma aplicac¢ao i : M — M’ é um A - isomorfismo de M
sobre M se u € um A - homomorfismo e € invertivel. Naturalmente,

pu~t também é A - isomorfismo de M' sobre M.

O conjunto dos A - homomorfismo de M em M’ serd denotado por

Homu (M, M.
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Definicao 1.1.9

1. (Representacoes e A - mddulos) Uma representacao ¢ de um anel A
com 1 sobre um grupo abeliano M €é um homomorfismo de A no anel

(E?’Ld M, +, )

2. (Representagoes Equivalentes) Duas representacoes ¢, ' de A sobre
0s grupos abelianos M, M', respectivamante, sao ditas equivalentes, se
existir um isomorfismo (de grupo) p: M — M’ tal que p(p(a)(m)) =
¢'(a)(pu(m)), para todos os m € M e a € A.

Definicao 1.1.10 (Algebms sobre Corpos) Seja K um corpo. Um anel A

com 1 € uma dlgebra sobre K, se tiver definida uma aplica¢ao:

a: KxA — A
(x,a) — za

satisfazendo,

e (A, +) € um espago vetorial sobre K onde “+7¢é a operagdao definida no

anel e o produto por escalar € o apresentado por «;
e \(ab) = a(Ab) = (Aa)b, ¥V a,b € A e todo A € K.

Proposicao 1.1.4 Sejam K um corpo e A uma dlgebra sobre K. Se M ¢ um
A - mddulo, entao M torna-se um espaco vetorial sobre K, onde podemos

definir Am = m(X-1).

Demonstragao: Ja temos que (M, +) é um grupo abeliano. Dali, resta

mostrar: para todos m,my € M e A\, Ay € K
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o lxm=m(lg-1) =m(l) =m;
o \i(m+my)=(m+my)(A-1) =m(A-1)+mi(A-1) = Aym+ Aymy;

o Oda)m = m((Ada) - 1) = m(O(Aa) - 1)) = m((r - (g - 1) = m((hs -
DA 1) = (m(A2- 1))(A1 - 1) = (Aam) (A1 - 1) = A1 (Aam);

)\1m + )\2
O
1.1.4 Algebra de Grupo
Sejam G um grupo finito e g¢i,..., 9, seus elementos. Vamos definir um
espago vetorial (que serd denotado por KG) onde ¢y, ..., g, formam uma

base desse espaco e os elementos sao dados por:
)\191 + ..+ /\ngna

onde \; € K. E dados u = Z AiGi, V= Zuigi e A € K, definamos:

i=1 i=1

n

u+v= ZO” + pi)gi e Au = ik)\igi.

i=1 i=1
Temos que dimg (KG) = [{g1, ..., 9n}| = |G|. Chamamos 3 = {g1,...,9n}
a base natural de KG.
O espaco vetorial KG tem uma estrutura natural de G' - médulo sobre K,

bastando para isso considerar:
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o KGxGE — KO

(m,g) +— mg

onde m = Z,uhh emg = Z,uhhg.
heG heG

Observacao 1.1.3 Seja G um grupo finito. O espacgo vetorial KG com a

“multiplicacao a” é chamado de G - maodulo regular.

No espaco vetorial KG definimos uma multiplicagao dada por:

(S ) (Zmn) = (X Ounian)

geG heG g,heG

onde Ay, p1y € K.

Proposicao 1.1.5 Sejam G um grupo finito com h classes de conjugagao,
X1, - - -5 Xn Seus caracteres irredutiveis sobre C e ny = 1,n9 = x2(1),...,n, =

Xn(1) seus respectivos graus de caracteres. Entdo
L+ nox2(9) + ...+ nuxn(g) =0 ou |G|, se g # 1 ou g =1, respectivamante.
Para uma demonstracao veja J. Gordon e M. Liebeck [11]

Definicao 1.1.11 (Algebra de Grupo)

1. O espacgo vetorial KG com essa multiplicacao é chamada dlgebra de

grupo sobre K (ou simplesmente, dlgebra de grupo).

2. Em KG consideremos sequinte subespago Z(KG) = {z € KG | 2r =

rz, para todo r € KG}, que é chamado de centro da dlgebra de grupo.
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Observacao 1.1.4 Seja G um grupo. Indicaremos por k(G) o nimero de

classes de conjugacao do grupo G.

Definigao 1.1.12 Sejam G um grupo, | = k(G) e Cy,...,C} as classes de
conjugacao de G.Definamos, para cada 1 < i <1, 0s sequintes elementos na

algebra de grupo:

Proposicao 1.1.6 Sejam G um grupo, | = k(G) e Cy,...,C; as classes de
conjugacio de G. Entdo {Cy,...,C;} formam uma base para o centro da

dlgebra de grupo Z(CG).
Demonstragao: Faremos a demonstracao em etapas:

e (; € Z(CG), 1 < i < I: Consideremos C; a classe de conjugaciao de
um dado elemento g € G com, digamos, r elementos. Dessa forma,

Ci ={yi g1, ...,y gy} E C; é escrito como:
Ci=) v;'oy;
=1
Para cada h € G,
h='C;h = Z hlystgyih = ij_lyxj =C,.
J=1 j=1

Com isso, hC; = C;h, para todo h € G. Assim, para todo r =

Z,uhh e CG, temos
heG
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(Z ,uhh> C;,=C, (Z uhh) .

heG heG
Portanto, C; € Z(CQ).

e 3={C;| 1<i<I} élinearmente independente: Com efeito, dados
l

A, .o € C tais que Z)\Z@i = 0, como as classes sao disjuntas,
i=1
temos que \;C; = 0, para todo ¢ = 1,...,[, assim \; Zg =0 e,
9eC;
consequentemente, \; = 0. Como esse ¢ é qualquer, segue que A\ =

...= X =0e [ é linecarmente independente.
o 3 ={Ci,...,C;} gera Z(CG): Tome z = Z)\g g € Z(CG). Para

geG
cada h € G, temos rh = hr e, conseqiientemente, h='rh = r. Ou

ainda,

DA hTigh=> )N g.

geG geqG

Portanto, se g e ¢’ sdo elementos conjugados, entao os coeficientes cor-

I
respondentes sao iguais (A, = Ay). Com isso, r = ZA@, onde

=1

Ai = Ay, para algum elemento da classe de conjugacao Ci_.

Logo, dim¢ Z(CG) = k(G).

Proposicao 1.1.7 Sejam G um grupo com | = k(G)classes de conjugagdao
Ci,...,Cr eV um G - mddulo irredutivel (sobre C) e z € Z(CG). FEntao,

existe X € C tal que

vz = v,
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para todo v € V.

!
Demonstragao: Temos que z = Z \;C;, onde \; € C. Definamos

i=1
g :V — V

v F—— VZ

!
onde, vz = Z \i(vC;) e Oy = Z g.
i=1

9eC;

e 0 é um GG - homomorfismo: De fato,

= O(v1 + Avg) = (v1 + Avg)z = (v1)z 4+ M(ve)z = O(v1) + NO(vg);

2€Z(CG)

= B(vg) = (vg)z = (v)gz (v)zg = 0(v)g.

Como V ¢ irredutivel e § é um G - homomorfismo segue que 6 é um G -

isomorfismo e mais, existe A € C tal que § = AIdy (Lema de Schur).

Observacao 1.1.5 De modo andlogo iremos definir o caracter de uma dlgebra.
Vejamos:

Sejam A uma dlgebra com 1 (sobre C), M um A - mddulo, onde {ei, ..., e,}
¢ uma base de M. Para cada a € G, temos definido ¢(a) : M — M dada

por o(a)(m) = am. Consideremos a matriz da aplicacio ¢(a) dada por
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Com isso, o caracter da dlgebra A é dada pela sequinte aplicagao:

X A — C
a — tr(T(a)) :Z(Oé(a))ii

i
tal aplicagao € o caracter de A relativo ao A - mddulo M (ou ainda, o caracter
de G associado a representagdao ¢ ).
Quando a dlgebra em questao ¢ A = CG o caracter da dlgebra induz, de
maneira natural um caracter do grupo G, dado pela restri¢cao do caracter aos

elementos do grupo.

1.2 Caracteres

1.2.1 Levantamento de Caracteres

Sejam G um grupo e N <{G. Iremos construir, de modo natural, um caracter

de G a partir de um caracter de G/N.

Proposicao 1.2.1 Sejam N <G e x um caracter de G/N. Se
x : G — GL(n,C)
g —  X(gN)

Entao, x € um caracter de G e os caracteres x, X tem o mesmo grau.

Demonstragao: Como x é um caracter de G/N, consideremos a sua
representagao p : G/N — GL(n,C). Definamos
p: G — GL(n,C)

g — plgN)
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Note que p = p o my é um homomorfismo de G em GL(n,C), com isso p
é uma representacao de GG. E para cada g € G o caracter de p:

x(9) = x,(9) =tr(p(g)) = tr(p(gN)) = x(gN). Portanto, x(g) = x(9N),
para todo g € GG. Logo, x e Y tem o mesmo grau.

O

Definigao 1.2.1 Se N <G e x € um caracter de G/N, entdo o caracter x
de G o qual € dado pela Proposicao 1.2.1 € chamado de o levantamento de x

para G.

Teorema 1.2.1 (Correspondéncia de Caracteres) Seja N < G. Para
cada caracter de G /N associaremos o seu levantamento para G, nés obtemos
uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos caracteres de G/N e
o conjunto dos caracteres x, de G, satisfazendo N < Ker x. Além disso,
0s caracteres irredutiveis de G/N correspondem, “via levantamento“, aos

caracteres irredutiveis de G para 0s quais N estd no seu nicleo.

Demonstragao: Tomemos x um caracter de G/N e consideremos o seu
levantamento, entao para cada n € N, x(n) = x(nN) = x(NV) = x(1).
Assim, N < Ker y.

Por outro lado, dado y um caracter de G com N < Ker x e a sua
representacao p de G. Dados g1,92 € G tais que ¢1N = go/N, portanto
9591 € N e p(gy'g1) = I. Assim, podemos definir (e estard bem definido)

5: G/N — GL(n,C)
gN +—  p(g)
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~ p é uma representacao de G/N: p(giNg2N) = p(g192N) = p(g192) =
p(91)p(g2) = p(g1N)p(g2N).

— O caracter x de p é um levantamento de x para G: x(gN) = tr(p(gN)) =

tr(p(g)) = x(9)-

Agora resta mostrar que caracteres irredutiveis de GG/N corresponde aos ca-
racteres irredutiveis de G com N < Kery. Para isso basta observar que um
subespaco U de CV ¢ um CG - submédulo de C" se, e somente se U ¢ um
C(G/N) - submédulo, pois p(g)(u) € U para todo u € U se, e somente se
p(gN)(u) € U para todo u € U. Dali, a representagao p é irredutivel é equiv-
alente a p ser irredutivel e, consequentemente, x ¢ irredutivel se, e somente

se, X € irredutivel.

Proposigao 1.2.2 Se x é um caracter linear de G, entio G' = (a=*b ab |

a,be G) < Ker x

Demonstracgao: Consideremos a representacao p : G — C*, cujo carac-
ter associado seja y. Como p é um homomorfismo e (C*,.) é abeliano, dados
g,h € G, temos p(g~th~'gh) = 1. Assim, para qualquer elemento o € G,
p(a) = 1. Logo, G' < Kery.

Como veremos a seguir, a quantidade de caracteres lineares de um grupo

¢ dado pelo indice do subgrupo derivado.
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Teorema 1.2.2 Os caracteres lineares de G sao precisamente os levanta-
mentos dos caracteres irredutiveis de G/G'. Em particular, o nimero de

caracteres lineares distintos de G € igual |G : G'|.

Demonstracao: Consideremos m = |G : G'|. Como G/G’ é abeliano
temos que o nimero de caracteres irredutiveis é |G : G'| (que é o nimero de
classes de conjugagao de G/G’). Chamemos X1, ..., Xm 0s levantamentos de
X1, - - -, Xm, Fespectivamente.

Pelo Teorema 1.2.1, os levantamentos dos caracteres irredutiveis de G /G’
sao caracteres irredutiveis de G e como G' < Ker y, pela Proposicao 1.2.2

temos que X1, ..., Xm S20 0s Unicos caracteres lineares de G.

1.2.2 Identidades de Caracteres e Aplicacoes

Nessa secao vamos apresentar identidades dos caracteres, entre elas cabe
ressaltar as relagoes de ortogonalidade e as “relagoes aritméticas”dos carac-

teres irredutiveis.

Lema 1.2.1 (Lema de Schur para A - médulos) Sejam A um anel com

1, M e N A - mddulos irredutiveis. Entao:

(a) Se M 24 N, entao Homa(M,N) ={0};

(b) Se M = N, entao Homu(M,N) = Enda(M) é um anel de divisao;
(c) Se A= CG para algum grupo finito G, entdo Endca(M) = C.

Demonstracao. (a): Dado p € Homa(M,N), temos que Ker p e

p(M) sdao A - submédulos de M e N, respectivamente. Suponhamos que
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exista p € Homa(M,N), com p # 0, portanto Ker p # M e p(M) # N.
Mas M, N sao A - mddulos irredutiveis, assim Ker p = {0} e p(M) = n.
Logo, M ~4 N. Absurdo. Dai, Homs(M, N) = {0}.

Demonstracao. (b): Como M ¢é um A - moédulo irredutivel, temos
que M # {0}. Ja& sabemos que Homa(M, M) = Ends(M) e, mais, Idy €
Ends(M). Agora tomemos 0 # p € Enda(M), portanto, Ker p # M e
{0} # p(M) <4 M. Mas M é um A - médulo irredutivel, assim, Ker p = {0}
e p(M) = M. Logo, p é uma bijecao de M em M. Dali, existe ¢ € Enda(M)
tal que pp = pp = Idy,.

Demonstragao. (c): Vamos apresentar um isomorfismo (de anéis) entre

EndcqgM e C. Definamos:
p: C — Endcg(M)
)\  — /0)\

onde py(m) = Am, para todo m € M. Dados A\, A\ € C e m € M, temos

o pi(m)=1m=m:
® DN+ (m) - (/\1 + /\Z)m = Px (m) + Pxo (m)’

® Oxixg (m) = ()‘1)‘2)m =\ (p>\2 <m>) = P (p)\z (m))

Agora vamos mostrar que p é sobre. Seja u € Ends(M), como CG é uma
algebra podemos pensar M como um espago vetorial sobre C, bastando para
isso considerar a multiplica¢do por escalar Am = m(\ - 1).

Consideremos P\, = pu — A dy;, com A € C. Como C ¢ algebricamente
fechado e o determinante da matriz de P, é um polinomio de tem grau, temos
que existe um A\; € C tal que Py, nao ¢ invertivel. Ou seja, existe mg € M

tal que p(mg) = Ameo.
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Note que 0 # mgA <4 M e como M ¢ irredutivel, portanto mgA = M.

Assim, dado m € M existe a € A tal que m = mgpa e

p(m) = p(mea) = p(mo)a = (Aymeo)a = Aym.

Como é m ¢ arbitrario, up = A\ Id. Logo, p é sobre e, consequentemente,
End(cg(M ) ~ C.

A proposicao a seguir é, de certa forma, uma maneira de reescrever o
Lema de Schur numa perspectiva “pontual”, isto é, possibilita entender
como as entradas da matriz do operador (“de entrelagamento”) se compor-

tam.

Proposicao 1.2.3 Sejam G um grupo finito, M e N CG - mddulos irre-
dutiveis de dimensoes m e n, respectivamente. Sejam ¢, 1 as representagoes
correspondentes e x € G. Se (a;;(x)) € M(m,C) e (6;(x)) € M(n,C) sao
as matrizes das aplicagoes p(x) e (x) com respeito a bases, firadas, de M

e N, entao

(a) Se M %ce N, entao Z i (2)Bu(z™") = 0, para quaisquer 1 <i,j <m
zelG
el <k l<n.

(b) Se M = N, entao Zaij(x)akl(x_l) =

{1,...,m}.

0:104|G o
jk—l||, para todo 1,75, k,1 €
m

zeG

Observacao 1.2.1 Para cada aplicacao linear u : M — N, associaremos

T,: M — N, dada por Z o(x)up(x™t). Como T, é a soma de aplicagdes
zeG
de lineares, temos que ela € linear. Além disso para cada y € G
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eT. = > elyz)up(x™) = eyz)up(zy " (y)

(GZG so(Z)uw(zl))zz(E:) — Ta().

Demonstragao. (a): Como M %4 N, pelo Lema de Schur, T,, = 0
qualquer que seja a aplicagao linear u escolhida. Fixemos {eq, ..., e, } base
de M e {fi,..., fm} base de N. Dado (7;;) uma matriz de uma aplicacdo

linear u na base acima. Temos que

m n

0= (Tu)zl = Z Z Z Oéis(x)ﬁ)/srﬂrl(x_l)

zeG s=1 r=1
Escolha a seguinte aplicacao linear ug,. : M — N, com e — 6,1 fs. E sua

matriz (ug.) = (0550,%)s,, com 1 < 7 <m el <k < n. Portanto,

0 = Zzzazs )00k B (271

zeG s=1 r=1

= Z Oéz] ﬁkl

zeG
para quaisquer escolhas de 1 < i, <mel1l <k, [ <n.
Demonstracao. (b): Se M = N, entao, pelo Lema de Schur - Endcg,
para cada aplicacao linear u, 7, ¢ um multiplo da identidade, i.e., existe

A € C tal que T,, = X\ Idy;. Assim, para cada i,l = 1,...,m temos

/\5il - u zl - Z azs 737«571 ) (11)

zeG

Como o trago é aditivo,
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tr(T,) = tr()_ pl@) () =Y trp(@)up(@™)) = |Gltr((w).

zeG zeG

Ainda para (7s.) (definido no item (a)), temos t7((7s,)) Z Ver )1
=1

Z5z]5lk = dy;. Por outro lado, tr(7,) = Am. Dali,

=1

A= 6]167|G| e Z&ij(m)o%l(mil) _ |G‘5jk5il.

m
zeG

Teorema 1.2.3 Sejam G um grupo, y € G e k(G) = h. Se x1,...,xn s@o

os caracteres irredutiveis de G, entado,

(a) para qualquer h € G:

Xn ()

|G|, m=
D xm@xnlz ') = S e
z€G 0, m;én

(b) ZX o, 7)) |f‘ X(o)x(o), onde x é um caracter irredutivel de G.
X

TEG

Demonstracao do Teorema 1.2.3 :

Demonstragao. (a): Caso m # n: tome p, p/ as representagoes de
GG, que tem como caracteres x, X', respectivamente. Dado h € G, pela
Proposigao 1.2.3 (a): Para quaisquer 1 < 7,7 < me 1 < k,l < n, temos

Z(p(x))ij(p’(x_l))kz = 0 e, consequentemente,
zeG

> (o)) [('(@)ulp W)] = 0.

zeG
Portanto,
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0 = > ) (p@))is (0 ()l ()

I zeG

= D _ (Pl & )

zeG

40

(1.2)

(1.3)

Como a expressao da proposigao anterior (item (a)) é védlida para quais-

quer 1 <i,j < n. Tomemos i = j em (1.2),

Z(P(Jﬁ))z‘i(ﬂ(fly))kk = 0.

zeG

Assim,

0 = > > (p@)ilp (= )k

i,k xeG

= ) xm@)xalzy).

zeG
Caso m = n: tomemos p uma representacao cujo caracter é x,,

ey € G. Pela Proposigéo 1.2.3 (item (b)), temos

_ Oudr(p(y))uw
Z; ol = 2
Assim,
LZZ e (e = 95k (P(y)) i
|G| 4=~ 7.
Para ¢+ = j:

%Zz(p(x))m(p@_ly»kk = M
I zeG N

=Xn =X
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Logo,

| =

Sir(p(y) )ir
fx

o ety = 35 e
_ ()i
— Z .

k

X(y)
fo

Prova. (b): Sejam p e x o seu caracter. De modo andlogo ao resultado

(p@)alple Yo = Y

Gl

=
Q

ik, x€

anterior, considere a proposicao 1.2.3, temos

L Z(P(x))ij(P(f_l))kz(P(?/))lk = M Dessa forma,

‘G’ zelG fX

l_é’l > (o )ulp(@))i (o)) jr(pla™ ) = 5il§jk(p(y_f))h(p(y))jk
zeG X

(p(y=")ulp(y))ir| G|

’G| zeG fx
> Sl Dot = A

Com isso temos o resultado.

Corolario 1.2.1 (Relagoes de Ortogonalidade) Sejam G um grupo finito e
X1s---,Xm 05 caracteres irredutiveis de G sobre C. Se x;, x; sao caracteres,

entao
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ZXz = 5z'j~

xEG
Demonstracao: Basta considerar o Teorema 1.2.3 item (a) fazer h =1

e analisar os casos.

Corolario 1.2.2 Seja G um grupo. Se x € um caracter irredutivel de G e

definamos

1 _
dX = W Z X([Ulaa?}%

entao d, = fx_l

Demonstracao: Do Teorema 1.2.3 (itens (a) e (b)), temos

def. ]- _

d, < @szqo—mb
— |G‘2Z<ZX 0'2 0'1 0’20’1))
O @gwxw(@)x(@)

- %'qu 03" )x(02)

= fx_l'

1.2.3 Uma Base para as Funcoes de Classe

Definicao 1.2.2 Uma funcao de classe de um grupo G é uma funcao ¥ :
G — C que assume valores constantes nas classes de conjugacao, ou seja,

se x ey sao elementos conjugados em G, entao ¥(x) = Y(y). O conjunto
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das funcgoes de classe de G (serd indicado por CL(G)), tem uma estrutura

natural de espaco vetorial sobre C.
Observagao 1.2.2

- Sejam G um grupo, com Ci,...,Cyq) suas classes de conjugagdo e
CL(G) o espago das fungoes de classe de G. Para cada 1 < i < k(G),
consideremos f; de G em C, onde f; é constante e igual a 1 na classe

de conjugagao C; e 0 para os demais valores. Com isso, dimecr(c)) =

k(G).
— Definamos o sequinte produto interno (Hermitiano) em CL(G):

() : CL(G) x CL(G) — C
(f.9) — > fl)g(x)

zeG

com 1sso podemos reescrever as relacoes de ortogonalidade da sequinte
forma: os caracteres irredutiveis de G € um conjunto l.i. em CL(G).
Mais ainda, o resultado a sequir vai mostrar que oS caracteres irre-

dutiveis forma uma base ortonormal para CL(QG).

Teorema 1.2.4 Os caracteres irredutiveis de G formam uma base ortonor-

mal para CL(G).

Demonstragao: Sejam xi,..., X 0s caracteres irredutiveis, nao equiv-
alentes, de G. Pelas relacoes de ortogonalidade, x1, ..., xs sao linearmente
independentes (“ em < .,. >5”). Portanto, h < k(G). Mostraremos que
k(G) < h. Consideremos o G - mddulo regular e Vj,..., V), um sistema
completo de G - médulos irredutiveis nao isomorfos (dado no Apéndice B),

entao
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CG=W,&...0 W,

onde para cada i, W; é isomorfo a uma soma direta de cépias de V;. Como
CG contém um elemento identidade 1, nés podemos escrever 1 = fi+...+ f3,
com f; € W; para 1 <i < h.

Tomemos z € Z(CG). Pela Proposigao 1.1.7, para cada i existe \; € C
tal que vz = \v, para todo v € V;. Portanto, wz = \;w para todo w € W;.
Em particular, f;z = \;f; para cada 1 < i < h. Dal,

z=lz=(fi+...+ fa)=fiz+...+ frz=Mfi+ ...+ \Sn

Assim, f1,..., fn gera Z(CG), ou seja, k(G) = dimcZ(CG) < h.

Corolario 1.2.3 Os caracteres irredutiveis formam uma base do espaco das
fungoes de classe sobre G. Mais ainda, se i é uma funcao de classe sobre

G, entao

k
= Z)\iXi~
i=1
onde \i = (¢, Xi) para 1 <i < k.

Demonstragao: Os caracteres xi, ..., X% sao linearmente independentes
e geram um C'L(G), cuja dimensao é k. Sabemos que dimcCL(G) = [ e pelo

teorema anterior, k = [. Logo, X1, ..., xx forma uma base para CL(G).
k

Dado ¢ € CL(G), temos que ¢ = Z Aixi. Portanto,

i=1

k
(¥, x;) = <Z )\iXian> = Aj-
i=1



Capitulo 2

Elementos nao Comutadores

Apresentaremos propriedades elementares sobre os comutadores, subgrupos
derivados e grupos com elementos no derivado que nao sao comutadores.
Nosso interesse €é estudar como a existéncia de elementos nao comutadores
interfere na estrutura do grupo (tais como, a ordem do préprio grupo e do
subgrupo derivado) e reciprocamente, como a estrutura do grupo (especial-

mente os caracteres irredutiveis) “limitam”o comprimento do derivado.

2.1 Definicoes e Propriedades

Definigao 2.1.1 (Comutadores e o Subgrupo Derivado) Seja G um grupo.

1. Sejam x,y € G. Definimos o comutador de x e y como sendo o ele-

mento dado por ™ y~lzy, o qual € escrito como [, y].

2. O deriwvado de G € o subgrupo gerado pelos comutadores de G e serd

denotado por G'.

45
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Lema 2.1.1 Sejam G um grupo, x,y,z € G e j € Z. Entao,

(i) [z,y]” = 2%, y7];
(ii) [z, y) ™" = [y, 2];

z .
’

(i) [2,yz] = [z, 2] [, Y]

(i) [y, 2] = [z, 2] [y, 2];
(v) Se x comuta com [x,y], entio [27,y] = [z, y]’;
(vi) Sey comuta com [x,y], entdo [x,17] = [x,y];

(vii) Se |G = Z(G)| = n, entdo [x,y]""" = [z, ¢?] [2¥,y]""".

Demonstragao do item (i): De fato,

—1,.2,,2

[z,y]” = 27 (@ Yy ay)z = (7)) ety = [0, 07

1 1

zy)t = ylaTlyr =

Demonstragao do item (ii): Temos (z 1y~
ly, z]. Portanto, todo elemento do derivado pode ser escrito como o pro-
duto de comutadores.

Demonstracao do item (iii):

Ly Ly

[z, yz] = a~
= o'z Nazz e )y tayz
= a2 twz(z7 [2,9] 2)

= [z, 2] [z 9]
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Demonstracao do item (iv):

[zy,2] = y otz ayz
= y oty e (ayy e )y
1

= (y 'z, 2y)y e yz

= [z.2]"[y, 2.

Demonstracoes dos itens (v) e (vi): Consideremos inicialmente o item
(v), facamos indugao sobre j, com j > 0. Quando j = 0 ou 1, o resultado ja é
verdadeiro. Note que se z comuta com [z, y|, entao ~! também comuta com

[z, y]. Agora, consideremos que o resultado é valido para j € N, portanto

[,y = [yl [y
T ey gy
T o]y
= a7y lyy ey
= [27*,y].
Por hipétese, = [z, y] = [z,y] z, assim [y, 271 = [z, y], [z,y] " = [z, y] e

z~! comuta com [z~ y]. Com isso, para j < 0:
[, y)’ = [a™
Para o item (vi):

e,y = ([, y) )7 = [ga] 7 Y [ a) ! = [, ).
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Demonstracao do item (vii): Podemos supor, sem perda de generalidade,

que G nao é abeliano, senao “.,.] = 17. Como [z,y|" € Z(G), temos:

[z, y]"" = a7y ey y

]n—l

= x’lyflx(:c’ly’lxy) [,y Yy

= a7y 2ey(yy ™) [,y

y
= oy 2y ([, g )Y

= [z, 2%, y]" "

Proposicao 2.1.1 Seja G um grupo. Entao

(i) G' <1 G;

2

(ii) Se N <G, entio G' < N se, e somente se, o grupo quociente G/N é

abeliano. Em particular, G/G" é abeliano.

Demonstracao do item (i): Temos [z, y]” = [2%,y*] € G', para quais-
quer z,y,z € G. Mas G’ é o subgrupo gerado pelos comutadores, dai G' <G.

Demonstracao do item (ii): Suponhamos que G’ C N, consequente-
mente [x,y] € G' C N, para quaisquer z,y € G. Assim, [z,y] N = N, i.e.,
zyN = tNyN = yNazN = yxN e G/N é abeliano. E tomando N = &,
obtemos que G/G' = G/N ¢ abeliano.

Reciprocamente, dados x,y € G, por hipdtese temos tNyN = yNxzN.
Portanto, [z,y] N = N, isto é, [x,y] € N, paratodos z,y € G. Logo, G' C N.
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Observagao: Na Definicao 2.1.1 temos que o subgrupo derivado é o
subgrupo gerado pelos comutadores que é, em geral, diferente do conjunto
dos comutadores (veja os Grupos de Guralnick - secao 2.2). Isso sugere a

introducao das seguintes terminologias:

Defini¢ao 2.1.2 (Elementos nao comutadores e o Comprimento do Derivado)

Seja G um grupo.

1. Dizemos que g € G € um elemento nao comutador (ou simplesmente,

nao comutador), se g € G' e nao existem a,b € G tais que g = [a,b];

2. O menor inteiro positivo n tal que todos os elementos de G' podem ser
escritos como o produto de n comutadores € o comprimento do derivado

de G. O comprimento do derivado do grupo G serd denotado por A\(G).

Inferéncias da Definicao 2.1.2:

e Se G é um grupo finito, entdo “A(G) < o00”. Basta observar que cada
elemento do derivado é o produto de uma quantidade finita de comu-

tadores e |G'| < |G| < oo, dai A\(G) (existe e) é finito.

e I equivalente afirmar que um grupo G possui elementos nao comuta-
dores e escrever A\(G)) > 1. Quando G é um grupo infinito, pode ocorrer
que nao exista um menor inteiro positivo n para o qual todos os elemen-
tos do derivado sejam escritos como o produto de n comutadores. Se G
¢ um grupo que tem comprimento derivado ilimitado, entao adotaremos
a seguinte notacao: A(G) = oo. No Apéndice A, vamos mostrar que de

fato existem grupos (infinitos) com comprimento derivado “infinito”.
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Para simplificar o enunciado dos nossos resultados adotaremos as seguintes

notacoes:
- I'G = {[:C?y] | T,y € G}

- K, (G) o conjunto dos elementos (de G’) que podem ser expressos como

o produto de n comutadores. Note que K;(G) =TI'G.

2.1.1 Exemplos de Grupos com \G) =1

Nosso objetivo aqui serd exibir alguns exemplos de grupos, nao abelianos,
cujo comprimento do derivado seja igual a 1 (grupos com A(G) = 1 - abuso

de notagao).
Proposicao 2.1.2 Sejam G, H grupos. Se A(G) =1 = \(H), entao
MG x H)=1.

Demonstracao: Temos (G x H) = G' x H'. Consideremos g € G' = I'G
e h € H =T'H, portanto, g = [a,b] e h = [¢,d], onde a,b € G e ¢,d € H.

Finalmente, tomemos (a, ¢), (b,d) € G x H, cujo comutador é:

(@), (0,)] = ([a,b],[b.d]) = (9.h) € T(G x H),

Logo, A(G x H) = 1.

Lema 2.1.2 Seja G um grupo. Se |G'| < 3, entao A\(G) = 1.
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Demonstragao: Ja podemos supor que |G’| > 1, sendo G é abeliano (e
A(G) = 1). Agora consideremos as demais possibilidades: Caso |G'| = 2:
Existem a,b € G tais que [a,b] # 1 (sendo G' = {1}). Com isso, G' =
{1,]a,b]} =T'G. Assim, \(G) =1,

Caso |G’| = 3: Mais uma vez, temos assegurado a existéncia de elementos
a,b € G tais que [a, b] # 1. Mas o([a, b]) = 3, pois |G'| =3¢ [a,b] # 1. Assim,
[a,b] " # [a,b] e G' = {1,[a,D],[a,b] " = [b,a]} = TG. Logo, \(G) = 1.

Proposicao 2.1.3 Sejam G um grupo e p um nimero primo. Se |G'| = p,

entio A\(G) = 1.

Demonstragao: No Lema 2.1.2 ja mostramos os casos p = 2 e 3. Dali,

podemos supor p > 5. Dividiremos a demonstracao em dois casos:

Caso ' Z Z(G): Consideremos 1 # a € G’ e b € G tais que ab # ba.
Dai, existe 1 < n < p — 2 de modo que [a,b] = a", pois a~'b"rab = [a, b] #
aP~! e ab # ba. Portanto, b=tab = a™*!.

Afirmacgao: [{[a/,b] |1 <j<p} = |G| =p (ie, TG=G).

Demonstracao da Afirmagao: Tomemos i,7 € {1,...,m} com i < j
tais que [a’, b] = [a,b]. Dessa forma,

[aj, b} = [ai, b} = a b7 talb = a7 e’
= (b lab)! = @’ (b tab)’
ab=g"*!

QI i (n i

= U = 1.
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Temos o(a) = p (primo), portanto p | n ou p | 7 —i. Mas p { n, pois
1<n<p—2 Dai,p|j—iecomo0<j—i<p—1, obtemosi = j. Assim,
AMG) = 1.

Caso G’ C Z(G): Temos que existe ¢,d € G tal que [¢,d] # 1, sendo
G' = 1. Como |G'| = p primo, G' = ([¢,d]) € Z(G) e ¢ comuta com |c,d].

Dessa forma, [¢/,d] = [c,d)’. Assim,
G ={le,d =[c,d] | 1<j<p}=TG.

Logo, A\(G) = 1.

Observacgao 2.1.1

o Fm 1982, Guralnick [10] demonstrou um resultado bem mais geral do
que o exposto acima, que é: “Sejam G um grupo € py,...,Pr 0S PriMos
que comparecem na fatoragao de |G|. Se |G'| =pi*...pp* ear + ...+

ar < 3, entao AN(G) =17

e A proposicao acima nos dd uma condi¢ao suficiente para que um grupo
nao possua elementos nao comutadores. FEntretanto, tal condi¢ao nao

€ mecessaria como Veremos na proposicao a SEGUIT.

2

Proposigao 2.1.4 Sejamn > 3 e¢ D,, = (0,7 |o"=1=7% eTo0T =0 })

(~ C, x Cy). Entao, \(D,,) = 1.

2
Demonstracao: Temos D!, C (o) e D,, = (o) (1), pois (o) < D,,. Dados

a,b € D,, (portanto, a = 0’7" e b = 0/7°) temos a seguinte expressao para o



CAPITULO 2. ELEMENTOS NAO COMUTADORES 53

comutador de a e b:

(I)  [a,b] = [OiTT, O'jTS}

= 7o't o' ol "
4

1, se r e ssao pares;
0% se répareséimpar;
o¥, se r éimpare s é par;
o¥, se r e ssao impares.

\
Dessa forma, D!, = ([a,b] | a,b € D,;) C (¢?). Vamos analisar os seguintes

Casos:

n+1

e D,, n impar: Por (I), [T,O‘Ti| = 0. Portanto, D!, = (o). Por outro
lado, dado 1 < j < n:

o - i ;
- Se j é par, entao [7,02] = o/,
o

] =or

Assim, D), = {07 | 1 <j <n}=TD, (isto é, \(D,) = 1).

- Se j é impar, entao |7,

e D,, n par: Por (I), [1,07] = ¢%, 1< j <% Com isso, (¢°) C DJ,.
Portanto, D!, = (0?) = {[r,07] | 1 < j < 2} e \(D,) = 1.

e Diedral Infinito - D.: De modo analogo, vamos definir
Dy ={o,7| o(0c) =00, o(T) =2eT0T =0 1).

A expressao (I) continua valida para D.,. Dai, para cada j € Z, temos
0% =[r,0/] e (o) C D... Dai, D', = (0?) = {[r,07] | j € Z}. Logo,
A D) = 1.
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2.1.2 Relagoes entre \(G) e |G|

Nessa segao iremos estudar como, sob certas condigoes, A(G) interfere na
finitude de G'. Mesmo que o comprimento do derivado de um grupo seja
finito isso nao garante que o subgrupo derivado seja finito (por exemplo,

AMDy) =1¢€ |Dy| = 00).

Proposicao 2.1.5 Seja G um grupo com centro Z. Se |G : Z| = n, entdo
(i) TGl < n?;

(i) \G) <n’;

(i) (Lema de Schur') |G'| < n*” < oc.

Demonstracao do item (i): Seja 7 = {¢;,...,¢,} um transversal de Z
em GG, ou seja, G se escreve como a uniao disjunta das classes laterais t;7 s (G
=J_,t:Z). Com isso, dados z,y € G, existem 21,20 € Z e i,j € {1,...,n}
tais que © = t;21 e y = t;29. Portanto, [z,y] = [t;z1,;22] = [ti, t;]. Como os
elementos x,y € G sao arbitrarios, temos:

PG ={[z,y] |2,y € G} ={[ti,t;] | 1 <i,j < n}. Logo, G| < n”.

Demonstracao do item (ii): Mostraremos que para cada elemento do
derivado pode ser escrito como o produto de n® comutadores. Sem perda de
generalidade podemos supor que A(G) > 1, sendo o resultado seria direto.
Com isso, podemos escolher um u € G’ tal que m = min{t € N | u €

Ki(G)} > 1. Dali, existem 1, ..., Zm, Y1, ..., Yn € G tais que

Na sua versao completa terfamos também exp(G) | n.
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onde ¢; = [z;,y;]. Para cadai e {1,...,m}, C; :={i| ¢; = ¢;}.

Afirmacgao: |C;| <n,1<j<m.

Demonstragao da Afirmagao: Suponhamos que existe j € {1,...,m}
tal que |C}| > n, i.e., ¢; = [z}, y;] comparece mais que n vezes na fatoracao de
u dada acima. Como G’ < G, podemos reescrever u = [z, y;]" ) 0. ..y,
onde cada ¢}, é um conjugado de algum comutador de (2.1), portanto cada

¢r., em questao, é ainda um comutador. Assim, pelo Lema 2.1.1, temos

nl/

n (vi)
e w = gyl ]t

= [z;,y;|" .., =

Portanto, u € K,,_1(G) o que contradiz a minimalidade de m. Com isso
mostramos a afirmacao.

Voltando & demonstragao do item (ii): Dado u € G' e m = min{t €

N | u € Ki(G)}, temos:

m
H xj,y;], onde z;,y; € G.
7=1

Do item (i), sabemos que |[T'G| < n? e pela Afirma¢ao mostrada acima

cada comutador ([z;,y;]) “nao pode comparecer”mais que n vezes nessa fa-
toragao. Dai, m < n3. Como u € G’ é arbitrério, temos que min{t € N | u €
Ki(G)} < n?, para todo u € G'. Logo, A(G) < n®.

Demonstragao do item (iii): Estimaremos (superiormente) o nimero
de elementos do derivado, para isso observemos que qualquer elemento de G’
pode ser escrito como o produto de, no maximo, n® comutadores (A(G) < n?),
por outro lado o nimero de comutadores de G ¢ finito (mais precisamente,
ITG| < n?). Dai, G’ ¢ finito e mais podemos limitar sua ordem da seguinte
forma:

G| <n?-n?-...-n2=n
S

n3 vezes
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Observacgao 2.1.2 Seja G um grupo finito e nao abeliano. No Capitulo
3, estudaremos como, sob certos aspectos, N(G) interfere na estrutura de G
e, reciprocamente, como a estrutura do grupo (por exemplo, os graus dos
caracteres irredutiveis de G) limitam a ordem de G' e o comprimento do

derivado de G. Tal andlise permitira estudar a razao , obtendo esti-

MNG)
|G
mativas de natureza global (“estimativa de Bardakov”) e assintdtica (isto €,

quando |G| — o0).

2.2 Grupos de Guralnick

Nesta secao, que é baseada em Guralnick [9], apresentaremos uma familia
de grupos finitos, cujo comprimento do derivado é maior que 1. Além de
“justificar”a definicao de elementos nao comutadores, esses exemplos tem
importancia tedrica, pois o exemplo de menor ordem obtido é minimal entre

os grupos com G’ # T'G, tal grupo tem ordem 96 (veja Guralnick [9]).

Lema 2.2.1 Sejam G um grupo com subgrupo H tal que G' C H e G =
(H,z). Se w é um comutador de G, entio w = [27a,b] para algum j € Z e

a,be H.

Demonstracao: Temos G = (H,x) = (x) H, pois H < G e podemos es-
crever cada g € G como g = x™h, onde h € H e m € Z. Dai, os comutadores
de G sao da forma w = [g1, ¢2], onde g1 = 2°hy e go = z'hy. Caso t = 0,
estamos com o comutador na forma desejada e para s = 0, pelo Lema 2.1.1,

reescreveimos w comao:

[hhl’thg] (g) [({L‘thg)hl,l‘thg] (i) |:C(}th2h1, (flfthghl)ill’thg] = [l’thg,hl_l]
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o qual estd na forma pedida. A conclusao da prova segue por inducao sobre
k = min{|s|,|t|}. J4 temos a base de inducdo, pois o caso k = 0 ja foi
verificado acima. Consideremos w = [z°hy, 2'hs], com k > 0 e, suponhamos
que o resultado é vélido para todos os 0 < k' < k. Podemos supor |s| > |¢| (o
caso, [t| > |s| é inteiramente andlogo), pelo Algoritmo da Divisao, s = tq+r,
com 0 < r < [t|. Dali, vamos reescrever o comutador da seguinte forma:

i)

w = [x°hy, 2"y (3 [(xthg)_qmshl,xthz} G [257%hg, 2 hy).

Mas k' = min{|s—qt|, |t|} < k = min{|s|,|t|}. E por inducao, temos que
existe l~z1, ﬁg € HejeZtal que w = [:vjﬁl, Eg] Com isso os comutadores

do grupo G podem ser reescritos na forma desejada.

O

Agora consideremos um grupo G; (~ Qs x C3) com a seguinte apre-

sentacao:
<a, bow, |at =t =¥ =1, a® " =b b =ab, > =, b = b*1>.
Chamemos H; = (a,b), dai H; ~ Q5. Temos que G} ~ H;.
e “C”: Como H; il G1, G) C Hy;
e “D7”: Temos que zax~t = be zbr~! = ab. Portanto, a = [z, b71] ,ba™! =
271, a7t € GY. Assim, {a,b7') C G). Logo, G| = H;.
Lema 2.2.2 Se u,v € Hy e [v7u,v] = a?, entdo 3 | j.

Demonstragao: Se 3 1 j, entdao o([2?,v]) = 4 ou v = a?

. Temos que
[27,v] € Hy ~ Qg, portanto, o([x’,v]) = 1,2 ou 4. Como 34 j e o(x) = 3 ¢

suficiente considerar os expoentes j = 1, 2.
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Suponhamos que o([z7,v]) < 4 (portanto, o([z?,v]) = 1 ou 2), vamos
mostrar que devemos ter v € (a?). A demonstragao do Lema serd dividida
em alguns casos:

Caso j =1 e o([z,v]) = 1: Teremos zv = vz, dal

e se v =a' (para algum 0 < i < 3), entao
ra' =a'v = zdz ' =d
= b =ad

= vVE <a2>

e se v = a'b (para algum 0 < i < 3), entao

za'b=a'br = wd'br ' =d'b
= blab=da'b
= bV =a"
Absurdo, pois a’ = ¥ € (a?), entao 4, j sdo pares e i = j (mod 4).
Caso j = 1 e o([z,v]) = 2: Como [z,v] € H; tem ordem 2, obtemos

[z,v] = a®. Dal,

e Se v =a' (para algum 0 < i < 3), entdo

r a7 zd = a® = a'zd'zT! = xdlrT! = d?

= a 'V =a’

= b =at

Absurdo, pois ¢ # i + 2 (mod 4).
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e Se v =a'b (para algum 0 < i < 3), entdo

r 0 e za'b = = b laiza'be ! = xdlxTt = 2
= b ta""ab = a®
= o ba=ad
= b =qath

Absurdo, pois ¢ # i + 1 (mod 4).

Os demais casos, j = 2 e o([z,v]) = 1 ou 2, a verificagao é andloga.

Se o([z7,v]) = 4, entao a? = [r/u,v] = u[z/,v]u! [u,v] = [27, 0] [u,v]
(lembre que H; = Z(H;)). Por outro lado, o([z?,v]) = o([u,v])o([z7,v]) = 4.
Absurdo, pois [27,v] = a? que tem ordem 2.

Assim, v € (a?). Portanto, [uz’,a?] = a® o que nos garante que a = 1.

Absurdo, logo 7 = 0 (mod 3).

Construgao dos Grupos de Guralnick: Sejam (G; o grupo descrito
acima e (G5 um grupo nao abeliano que tenha um subgrupo normal abeliano
Hy de indice 3 (portanto, G, C Hy). Dado y € Gy \ Ha, temos Go = Hs (y).
Finalmente, consideremos o grupo dado por G = (H; x Hy, (x,y)) = (H; X
Hy) {(x,y)), pois G' C G} x Gy C H; x H,.

Teorema 2.2.1 (o) G' = G| x GY;
(b) |G| = 24|H,|;

() NG) > 1.
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Demonstracao do Item (a): Temos G’ C G| x G, pois G < Gy X Gs.
Por outro lado, dado 7, € I'Gy (pelo Lema 2.2.1, podemos escrever v, =

[x™h, hq], onde h,h; € H; e m € Z). Dessa forma,

(11, 16,) = [(&™h,y™), (b1, 1)] € G

De modo andlogo, dado v, € I'G), temos (1¢,,72) € G'. Assim,
Gll X GIZ = < (’717 1G2)7 (1G1a'72) | v € I'Gyi= 1’2> C G

Logo, G' = G} x GY,.

Demonstracao do Item (b): Como y ¢ Hs e Hj 21 G5, temos que
y3 S HQ- Com iSSO, (Hl X H2) N <(ﬂf,y)> = <('ray)3> = <(17y3)> € |<(ﬂj,y)> :
((1,9°)) | = 3. Portanto,

[Hy X Hol[ ((z,y)) | 8|Ha|[ (=,

0
[y > Hy) 0 (. y))] ypo o 2

= T L)

Demonstracao do item (c): Tomemos ¢ € G4 \ {1} (G> foi escolhido
nao abeliano) e w = (a?, ¢). Mostraremos que w ¢ I'G. Suponhamos que w é
um comutador e consideremos H = Hy x Hy, dai G = (H, (z,y)) = H ((z,y)).
Pelo Lema 2.2.1: existem (hy, hy), (hi, he) € H e j € Z tais que

(a®,¢) = [(@,y7) (1, ha), (K1, ko), Le., @® = [27hy, k] e ¢ = [y ho, K.

Pelo Lema 2.2.2; temos que 3 | j. Como o(z) = 3 e |Gy : Ha| = 3, temos
que a® = [hy, k1] e ¢/ € Hy. Portanto, ¢ = [hoy’, ko| € H) = {1}. Absurdo,

pois ¢ # 1.
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Conclusao: Seja dado G5 um grupo nao abeliano com subgrupo normal
abeliano H, de indice 3, pelo processo descrito acima, temos associado um
grupo G de ordem 24|Hs|, com A\(G) > 1 e G’ ~ Qg x G%. Vejamos alguns

exemplos:
Exemplo 2.2.1

(i) (Ezemplo Minimal - Guralnick [10]) Facamos Gy = Ay. Como A =
V 21 Ay, onde V' € o grupo de Klein. Obtemos um grupo G com ordem
96, G' ~ Qs xV e G #TG.

3
(ii) Tomemos Gy um 3 - grupo ndo abeliano de ordem 27 e Hy < Go, onde
|Hy| = 9. Note que, |G| = 3, pois Go nao € abeliano. Portanto, temos

associado um grupo G de ordem 216, G' ~ Qg x C3 e A\(G) > 1.

(iii) Sejam C3 um grupo ciclico de ordem 3, N um grupo com ordem p,
p primo e p = 1 (mod 3). Dessa forma, podemos definir o produto
semidireto de N por Cs, Go = N x C3. Portanto, Gy € um grupo nao
abeliano com subgrupo normal abeliano Hy (~ N) de indice 3. Dai,

temos associado um grupo G de ordem 24p, G' ~ Qg x N e A\(G) # 1.

2.3 Critério de Burnside - Gallagher

Apresentaremos um critério devido a P.X. Gallagher [7] para decidir quando
g € G'\ K,(G), o qual é uma generalizagdo de um problema proposto por
W. Burnside em [2]. Tal critério serd de suma importancia para o desen-

volvimento do préximo capitulo, pois relaciona a existéncia de elementos
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nao comutadores com os caracteres irredutiveis do grupo. Para isso, mo-
tivaremos nosso estudo pela seguinte pergunta: “dado n € N, de quantas
maneiras podemos escrever um dado elemento de G como o produto de n

comutadores”.

Definigao 2.3.1 Sejam 0 € G e n € N. Chamemos:

n

LCM@z{«mﬁm”wmmm»|m#merGea:IU%mG;

i=1
2. Consideremos a funcao ¢, de G em C, dado por ¢,(c) = |Cp(0)|. A
grosso modo, ¢, (o) “conta”o nimero de maneiras distintas que o pode

ser escrito como o produto de n comutadores.

Fato: Se g ¢ K,,(G), entao C,(0) =0 e ¢,(0) = 0.

Lema 2.3.1 A funcdo ¢, admite a sequinte expressao “indutiva”:
bni1(0) = 3 Gulom)61(7),

Demonstragao: Seja o € G. Entao, C,, (o7 ') x C1(7) C Cpy1(0) para
cada 7 € G (abuso de notagao). Portanto,
U Cu(om™") x Ci(7) € Cria (o). (2.2)
reG
Observe que, se 7,71 € G sao distintos, entao Ci(7) N Cy(n) = 0 =
Cp (e~ HNC, (o7 ). Basta observar que, se Cy(7)NC1 (1) # 0 ou Cp(o77H)N
Cu(ori ') # 0, entdo existiriam (a,b) € Ci(7) N Ci(r1) ou ((a;, b)), €
Colom™ ) N Oy (or ) tais que

o 7 =a,b] =1
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n

o o7 1 = H [a;,b;] = ot

i=1
Em ambos os casos, terifamos 7 = 7. Absurdo. Portanto, a uniao (2.2) é

disjunta.
n+1
Agora dado ((ai,bi))' € Cpy1(0), chamemos 7 = [ap41,bni1] € Obte-

=1

mos ((@i, bz)>n S Cn(m'_l) eT = [any1, bypr]. Dessa forma, <(@1, b1), . (G, bn+1)) €
i=1

Cn(o771) x Ci(7) (abuso de notagao). Com isso,

r?
Portanto,
ni1(0) = [Cria(0)| = \UGC or7!) x Ci(7)|
= ;lc o H|C1 (7))
= X;m o ) (7).

Teorema 2.3.1 (Critério de Burnside - Gallagher) Sejam G um grupo e
g € G'\ K,(G). Entao,

1
Z WX(Q) =0, para todo 0 < k < n.
X

x€lrr(G)

Demonstracao: Dado y um caracter irredutivel de G, ja definimos

1 _
dx:W Z X([o1, 02]).

01,02€G
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Temos que ¢; é uma funcgao de classe sobre GG e como tal pode ser escrita

como combinacao linear dos caracteres irredutiveis de G, isto é,

Q51 - Z Cx X onde Cx = <X7¢1>

x€lrr(G)

E mais, podemos reescrever ¢, da seguinte forma:

Cx = |G|ZX (bl = |_| Z )_(([0'170'2]) = |G|dX

zeG

Portanto, ¢(0) = |G| Z d, x(o

x€Ilrr(G)
Afirmacgao: Seja n € N. Entao,

do\"™
Sulo) = IG5 (F) e x(o)
xEIrr(G) X
Demonstragao da Afirmacao: Facamos inducao sobre n. A base de
indugao no Lema 2.3.1. Agora, suponhamos que o resultado é véalido para

um n € N. Assim,

¢n+1 Z gbn oT )

Dali,
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Gni1(0) = Y dulor )gi(7)
i Z(e Z(f—)f X(UTI)) 41(7)
_ Z:(m?nlz( )t ko >)(|G|;dxx<f>)
. Zm?n( (F) e xtor x’(ﬂ)
_ |G|2”(ZZ( )f v x(or ! (7))

T XX

— |G|2” fx (ZX o )X ( >
- |G|2”Z<f) frdy <‘J€j (o )), pelo Teorema 1.2.3 (a)

X d -
_ jgpn Z(f—X) Fo (o).
X X

Com isso mostramos que a afirmacao é verdadeira. E voltemos a demons-

S8

\&.

tragao do Teorema. Consideremos o ¢ K,,(G), dai,

e ¢,(0c) =0paral <m<n.

e Pela Proposicao 1.1.5,

> fex(e

x€lrr(G)

pois o # 1 (lembre que o &€ K,(G)).
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Conclusao: Para o ¢ K,,(G) temos

d\m
> <—X> foxlo) = 0, para0<m<n
x€Irr(G) fX

Do Corolério 1.2.2, sabemos que d, = f 1. Com isso,

Fx

x€lrr(G) x€lrr(G)

66

(2.3)

Z WX(Q) = Z (d_x>mfx x(o) =0, para 0 < m < n.



Capitulo 3

Conjectura de Bardakov

Nesse mostraremos que o problema formulado por Bardakov em [13] é ver-
dadeiro, e mais melhoraremos sua estimativa para grupos de ordem maior
que 1000 e estudaremos o comportamento de A(G) quando |G| — oo (com-
portamento assintético de A(G)). Aqui salvo mengao em contrario, todos os
grupos considerados sao finitos e nao abelianos. Com isso, dado um grupo

G fixaremos as seguintes notacoes:

c.d.(G):{1:f0<f1<...<fr}e>\i:%,i:0,...,r.

3.1 Estimativas para \(G)

Nessa secao vamos verificar que o comprimento do derivado e a quantidade

de graus de caracteres irredutiveis do grupo estao relacionados, da seguinte

maneira: A\(G) < |c.d.(G)].

Teorema 3.1.1 Sejam G um grupo e 1 < n < r. Se p(x) é um polindmio

com coeficientes em C de grau n e

67
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m, = min {‘ p(l) } > |G,

1<ir

entao A\(G) < n.

Demonstragao: Suponhamos que a afirmacao acima nao é vélida e
tomemos o menor inteiro positivo n onde o resultado nao vale. Dali, exis-
tem p(z) € Clz], com dp = n, m, > |G| e A(G) > n. Mais ainda, existe
um elemento ndo comutador g que nao pertence a K,(G) e, pelo Critério de

Burnside - Gallagher,

1
Z W}((g) =0,para 0 < m < n. (3.1)
x€ Irr(G)
Para cada i € {0,...,r}, chamemos

|G|
a; = m E X(l)X(Q)-
S

Temos que ay = 1: Como x é um caracter linear, pela Proposicao 1.2.2,
G' < Ker x ={9g € G| x(9) = x(1) = 1} e, pelo Teorema 1.2.2, o nimero
de caracteres lineares de G é igual ao indice de G’ em G. Assim,

&l &'l &'l :
ag c > x(Dx(9) al > G GG

x€ Irr(G) x€ Irr(G)
x(1)=fo x(1)=1

Para cada 0 < m < n, podemos reescrever (3.1):

_ ¢ 1 aymrel I
0=T1g > WX(Q)—;&@ > x(x(g) = Aras.

e Irr(G x€ Irr(G) i=0
X @ x(1)=f;

Observacao 3.1.1 Dado q(z) = Bo+ rz+. ..+ 8s2° € Clz] com s = g < n.
Obtemos:
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D aqn) = ai(Bo+ Bihi+ .+ BA) =D (B aN) =0,
1=0 =0 =0

§=0
.
pois Zai/\;” = 0 para cada 0 < m < n.
i=0
Afirmagao: dp =n <r.
Demonstracao da Afirmagao: Suponhamos que n > r e tomemos
q(x) = [[;—,(z — A;). Dessa forma, os niimeros Ay, ..., A, sdo raizes distintas

do polinémio ¢(x), onde A, < ... < A; < 1 e como dq = n, teremos ¢(1) =
a(Ao) # 0. Da,

=0 i=1
Absurdo. Logo n < r.
Conclusoes da Afirmagao: Temosdp =n <re M, = glaéc{\p()\l)\} >
IIXRT

0, pois p tem no méaximo n raizes. Mais ainda,

T

Z a;p(Ai)

i=1

> aph) — aupl1)| = (1)

1=0

e, consequentemente,
Ip(1)] < Z |aip(Ai)- (3.2)
i=1

Voltando 4 demonstracao do Teorema: Pela Proposigao 1.1.3, item (c¢),

temos |x(g)| < x(1). Com isso,

S xgl< Do x(@)

x€ Irr(G) x€ Irr(GQ)
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e mais pelo Teorema B.0.4 B, temos que Z x(1)? = |G|.

x€ Irr(G)
Portanto,
ST kWx@l = D kWx@l- D> x(W)x(g)l
x€ Irr(G) x€ Irr(G) x€ Irr(G)
x(1)>1 x(1)=1
< D xmP= >0 Ix(Mx()l
x€ Irr(G) Xe(i;;(lG)
= |G| -|G: G
= |GGG = 1)
< |G : G| m,.
&' .
Por outro lado, |a;| < G Z IX(1)x(g)], onde 1 < i < r. Dessa forma,
| ’ x€Irr(G)
x(D)=f;
> IxMxlg)l = GG il
X€ Irr(@) i=1
x(1)>1
- aip(A\i)
> -G
> |e:G1y |55
=1
> |G G'|2T: ’]ﬂ por (3.2)
- ' i=1 M, ’ .

= |G:G'|'my,

Absurdo. Logo, A(G) < n.

O resultado a seguir nos da uma relagao entre as “propriedades” dos carac-
teres e os elementos do subgrupo derivado. Mais especificamente, obtemos
que o comprimento do derivado é limitado superiormente pelo nimero de

graus de caracteres irredutiveis do grupo.
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Corolario 3.1.1 (Limitacao para A\(G)) Seja G um grupo. Entio \(G) <

le.d.(G)).

1
Demonstragao: Temos c¢.d.(G) ={1=fo < fi<...< frteX = 7

dai, [e.d.(G)| = r+1. Consideremos q(x) = [[;_,(x—A;) e c = [G'|~". Como
Ar < ... < A1 < 1 sdo raizes distintas de ¢, segue que ¢(1) # 0 e podemos
definir:

~—

(x
1)

Q

plz)=c+ (1 —c¢)

L=}
—~

Dessa forma, p(1) =1 e p(}\j) =¢, 1 < j < r. Assim,

min {‘;;(1}

1<j<r

1 ! !
}:—:|G|>\G|.
Cc

Logo, pelo Teorema 3.1.1, A(G) <r <7+ 1 = |c.d.(G)|.

Lema 3.1.1 Sejam (fi)i_, wma lista de inteiros, onde 1 = fy < f1 < ... <

1
AN = — el <n<r. Entao existe p(x) € Rlz| de grau n tal que
f2

i

p(1) 2 ~
220 (ff=1)—1paraj=1,2,...,r.
'P()\j) H
- . o N q(z)
Demonstragao: Consideremos o polinomio p(z) = c¢+ (1 — C>E7 onde
q
” (-1
q(z) = H(a: —\) e c=— . (3.3)

2[[(2 =1+ (-1
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Afirmagao: O polinomio p(x) como descrito acima tem as propriedades
em questao.
Demonstracao da Afirmacao: Temos que p();) = ¢, 1 < j < n. Desse

modo, para todo j € {1,...,n},

n

= o = 2[luE -+

el

> Qﬁ(fz? -1)—-L

i=1

Se p(A;) = 0, para algum n < j < r, entdo convencionaremos que o
resultado ¢ valido para aquele );. Assim, resta mostrar que o resultado
é vélido para os indices j € {n +1,...,7} (portanto, 0 < A; < \,) com
p(A;) # 0.

Observe que 0 p =n e p(\;) = ¢, paratodo j € {1,...,n}. Pelo Teorema
de Rolle, existem & € (A1, A;), @ = 1,...,n — 1, tais que p'(&;) = 0 para
todo i. E como &, ... &, 1 sao raizes distintas do polinomio p'(x) temos
que p'(x) # 0 para z € R\ {&,...,&—1}. Como &,....&-1 € (An, A1),
temos que p(x) restrito ao intervalo (—oo, A,) é estritamente crescente ou
decrescente, pois p'(z) nao pode mudar de sinal fora do intervalo (A, A1)

(Teorema do Valor Intermediario). Com isso,

p(An) <p(Aj) <p(0)  ou  p(0) <p(A;) <p(An).

Consequentemente, |p(A;)| < maz {|p(0)],|[p(\.)|} paran < j < re

b

para os p(A;) # 0. Pela expressao anterior,

ol = (o

p(1)
p(/\n)

Y
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Mostraremos que |p(0)| = |¢|. Inicialmente considere,
[a-») . .
i 1
L = 10 ] (SRS ) ()
q(0) i=1 Ai i=1
[T
i=1
Da expressao (3.3), obtemos f[l(ff —-1)= (—1)”02_01.
Portanto, -
0
p0) = cr1-0%
n -1
= cra-oe (IIw - 1)
i=1
= c—(1- 6)02—01
= —c

]

= 2JJu- D+ (-

n

> 2][(7-1 -1
=1

Logo, p(z) é o polinémio procurado.

Corolario 3.1.2 Sejam G um grupo e 1 <n <r. Se
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n

2[[(fF -1 -1216,

i=1
entio \(G) < n.
Demonstragao: Consideremos p(z) € R[z] o polinomio de grau n obtido

no Lema 3.1.1, portanto,

‘&
p(A;)

n

221_[(fi2—1)—1para j=1,2,...,7.

i=1

n

Por hipétese ja temos que |G'| < 2 I_I(fz2 — 1) — 1 e pelo Teorema 3.1.1,
i=1

AMG) < 0p =n.

Corolério 3.1.3 Sejam G um grupo e 1 <n <r. Se [[_, f? = |G|, entdo
AMG) < n.

Demonstracao: Como c.d.(G) ={1 = f, < f1 < ... < f,}, temos que
1 < fz Dai,

WV
3
—%
N
—_
|
N—
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Assim,

n n n

: +2 | |
QH(f22_1)>Z+1Hfi2:<1+n—|—1>(Hfi2>>Hfi2>‘G|-

i=1 i=1

Portanto, 2]/, (f?—1)—1 > |G'|. Pelo Corolério 3.1.2, temos A\(G) < n.

3.2 Estimativas para |G|

Essa se¢ao é motivada pela seguinte pergunta: “Dado um valor para A(G),
que estimativa (inferior) podemos dar para |G'|?”No intuito de responder
essa pergunta, obtemos uma limitacao inferior para a ordem dos derivados
dos grupos que possuem elementos nao comutadores, tal resultado sera de

fundamental importancia na demonstracao do Problema de Bardakov.

Lema 3.2.1 (Bonner [1]) Seja G um grupo. Se n = X\G) > 1, entdo |G'| >
(n+1)l(n—1)

Demonstragao: Pelo Corolério 3.1.1, temos 1 < n = A(G) < |c.d.(G)|,
dessa forma, |c.d.(G)] = n+1. Como n—1 < \(G), o Corolério 3.1.2 nos d&

a seguinte limitagao para a ordem do subgrupo derivado:

n—1
&> 2] -1 -1
i=1
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Como f; > 11,7 = {1,...,n}, obtemos

I § (FERE

WV
' [\
—
o
|
=
|
—

Logo, |G'| = (n — 1)!(n + 1)

Observagao 3.2.1 Se G ¢ um grupo com |G'| < 6, entio AN(G) = 1. Do
Lema 3.2.1 temos que se \(G) = 2, entao |G| = (AMG) + 1)I(AN(G) —1)! > 6.
Com isso, 0s grupos cuja ordem seja menor ou iqual a 12 tem comprimento

do deriwado igual a 1, pois seus subgrupos derivados tem ordem menor que

6.

Proposicao 3.2.1 Seja G um p - grupo. Se |G'| = p* e n = AG) > 1,

entdo a > n(n —1).

Demonstragao: Pelo Corolario 3.1.1, temos que n = A\(G) < |c.d.(G)].
Assim, |c.d.(G)] = n+ 1. E como G é um p - grupo, todos os f;’s sdo
poténcias de p, pois dado x € Irr(G), temos x(1)||G|. Mais ainda, cada
fi > p*, pois sao poténcias de p em ordem crescente e 1 = fo < f1 < ... < f,.
Por outro lado, como A(G) > n — 1 temos a seguinte limitagao para a ordem

do derivado (Coroldrio 3.1.3):
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n—1
G| > H fi.
=1

Assim,

n—1 n—1

n—1
p=1c > 10D = T1e)? =[] = .
=1

1=1 i=1

Logo, a > n(n —1).

Lema 3.2.2 Seja G um grupo com graus de caracteres 1 < f1 < fy. FEntao

of2 2 _ g2 2
ANG) < 2. Além disso, se \(G) = 2, entao |G| > /i f;Q f}g /> .
5 — Ji

Demonstragao: Pelo Corolario 3.1.1, A(G) < 2. Agora suponhamos que

AG) = 2 e tomemos o polinomio p(x) = azx + b, onde

- —2 o b A1+ Ao
M A2 M A2 N,
Temos que p(0) =1 e 0% p(A) = —p(Xs) = ———F— pois 0 < Ay <
A+ A —2
A < 1. Como Ay — A < 0e A+ Ay —2 < 0. Portanto,
20| | o2 i s s
p(A1) p(A2) A2 — A f5=r
p(1) ' p(1) -
Se |G’ € = |——=1|, entao A\(G) < dp = 1 (Teorema 3.1.1).
< ‘p()\l) p(A2) © ( )

Absurdo, pois A(G) = 2. Dali, segue o resultado.
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Exemplo 3.1 Se |G| = 25, entao \(G) = 1. Suponhamos que existe um 2
- grupo G de ordem 2° com MN(G) > 1. Como G tem ordem 32 (portanto,
|G| < 8). Temos que c.d.(G) C {1,2,22}, pois dado ' € Irr(G) (Teoremas
B.0.4 e B.0.3, respectivamente):
X< Y x(1)? =Gl exX ()G
XEIrr(G)

Mais ainda, se |c.d.(G)| < 3, entdo AN(G) = 1 (Coroldrio 3.1.1). Assim,
podemos supor que c.d.(G) = {1,2,2%} e como A\(G) = 2, temos:

2(22)(42) — 22 — 42

|G| > Z— () =9.

Absurdo, pois |G'| < 8.

3.3 Conjectura de Bardakov

A partir das limitagoes apresentadas nas segoes anteriores (para “A(G)”e
“|G"|”) vamos verificar a Conjectura de Bardakov. Nessa se¢ao iremos ado-
tar a seguinte convengao: grupos com A\(G) = n entendemos como sendo a
familia dos grupos finitos, nao abelianos, cujo comprimento do derivado é

igual a n.

Proposicao 3.3.1 (Comportamento Assintdtico de A\(G) - Bonner [1])

. AMG)
lim —2%=0.
IGl—oo |G|
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Demonstragao: Seja G um grupo, com c.d.(G) ={l=fy < fi<... <
fr}. Pelo Corolério 3.1.1, temos que A\(G) < |c.d.(G)|. Tomemos x' € Irr(G)
cujo grau seja f,, dai x¥'(1) = f, > r+ 1 = |c.d.(G)|. Por outro lado,

led (@GP <Y< ), x(1)*=][cl.

x€lrr(G)

Portanto, |c.d.(G)] < /|G|. Assim,

AG) _ led (@) _ VIG] _ 1

< < = .
G| |G| Gl /]G]

Logo,
A
1 ﬁ = lim . =
Gl |G Gl—oe /|G]
U
: . AMG) 1 :
Teorema 3.3.1 (Bonner [1]) Seja G um grupo. Entao el < g e igual-

dade so se verifica quando G ~ Sj.

Demonstragao: Seja G um grupo. Pelo Lema 3.2.1, se A(G) > 1, entao
|G'| = (MG) + DI(A(G) — 1)! Dali,

AG) AMG) AMG) B 1
D96 S90S (@ D00 -~ NG NG = DT

Agora vamos verificar a Conjectura de Bardakov, dividindo os grupos nas
familias de Grupos com A(G) = n.

Grupos com \(G) = 1:

e Se \(G)=1¢e |G| =6, entao G ~ Sz e
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ANG) 1

Gl 6
e Se \(G) =1¢e |G| > 6, entao

AMG) 1

—_— < .

Gl 6

Grupos com A\(G) = 2: Se A(G) = 2, entao |G| > 12 (Observagao 3.2.1)

ANG) 2 1

.
Gl Gl 6
Grupos com \(G) > 3: Por (I),

\G) _ 1 _ 1
Gl (MG +[(NG) - D)I]? ~ 16

<

| =

Observacao 3.3.1 No trabalho de Kappe - Morse em [10] afirma que todos
0s grupos de ordem menor ou igual a 1000, tem comprimento do derivado
no mdzimo 2 (usando resultados de Gallagher e implementando em GAP).
Usando o Corolario 3.1.1 melhoramos a estimativa conjecturada por Bar-

dakov para grupos de ordem > 1000 e temos

Corolério 3.3.1 (Bonner [1]) Seja G um grupo. Se |G| > 1000, entdo
AG) 1
P
|G| 250
Demonstragao: Suponhamos que o resultado é falso, com isso existe

um grupo G tal que
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AG) 1
1 _— > —.
|G| > 1000 e Il > 525

Assim, A\(G) > 4 e por (I):

1_ME)
250 |G| T 6-(4!)?

Absurdo. Com isso o resultado é verdadeiro.

81

Pergunta: A Observagao 3.3.1 nos propoe, indiretamente, o seguinte

problema: “Qual é o grupo G, de ordem minima, tal que \(G) = 3”7 E mais

geral, qual o exemplo minimal para o qual A(G) = n? Mesmo para A\(G) = 3

esse problema esta em aberto, para esse e outros problemas relacionados aos

comutadores veja Kappe - Morse [10].



Apeéendice A
Grupos com \(G) = oo

Objetivo: Para cada corpo K, apresentaremos um grupo Gy cujo compri-
mento do derivado ¢é infinito, isto é, dado n € N, existe g, € G o qual
nao pode ser expresso como o produto de n comutadores. Essa familia de
exemplos foi dado por P.J. CASSIDY [3] em 1979.

Seja K um corpo. Denotaremos por K[z, y|] o anel dos polinémios em
duas varidveis sobre o corpo K. Em K[z, y|, vamos denotar por K[z] e K]y]
os subanéis dos polinomios nas variaveis = e y, respectivamente. Podemos
ainda considerar, se necessario, K[z,y] como um K - espago vetorial e os
subanéis Kz|, K[y] sdo K - subespagos vetoriais de K[z, y|. Definiremos Gk

o conjunto das matrizes da forma

1 f h
01 g
00 1

onde f € K[z|, g € K[y] e h € K[z, y]. De maneira reduzida denotaremos as

matrizes apresentadas acima, simplesmente, por m(f, g, h). Tal identificagao

82
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é muito 1util, pois o produto de matrizes se expressa de maneira simplificada

nessa “notacao”, conforme veremos abaixo.

Proposicao A.0.2 (Propriedades de Gx)

(a) O conjunto Gk tem uma estrutura natural de grupo, com a opera¢ao

“herdada”do produto de matrizes,
(b) Gx = Z(Gx) ={m(0,0,h) [ h € Kz, yl};
(c) MGk) = 0.

Demonstracao do item (a): Basta observar que dados f, fi € Klz],

9,91 € K[y]a ha hl € K[l‘,y]

1 f h 1 fi
m(f,g,h)m(fi,g1.h1) = | 0 1 ¢ 01 ¢
0 0 1 0 0 1
1 f+fi h+hi+fo
- 0 1 g+a
0 0 1

= m(f+fi,9+g1,h+hi+ fg)

Com isso, a multiplicacao de matrizes restrita ao conjunto acima é de
fato uma operagao. Temos que 1g, = m(0,0,0), a expressao do produto
de dois elementos dado acima nos da m(f,g,h)™' = m(—f,—g,fg—h) e a
associatividade é herdada do anel de matrizes (com entradas em K|z, y] - que

¢ um anel comutativo com 1). Dai, Gg é um grupo.
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Demonstracao do item (b): Chamemos H = {m(0,0,h) : h €
K[z,y]} e para simplificar a demonstracao desse item vamos dividi-la em
duas afirmacgoes, onde vamos comparar o subgrupo derivado e o centro do
grupo (com H).

Afirmacao (1): H = Z(Gk).

Demonstragao da Afirmagao (1): Dados m(f,g,h) e m(0,0,hy) €
Gk, temos m(f,g,h)m(0,0,hy) = m(f,g,h + h1) = m(0,0,h)m(f,g,h).
Portanto, H < Z(Gx). Por outro lado, seja m(fo, go, ho) € Z(Gxg), temos
para todo m(f,g,h): m(f,g,h)m(fo,g0,h0) = m(fo, g0, ho)m(f,g,h), ou

seja,
m(f =+ fo, 9+ go, fgo + h 4 ho) = m(fo + f, 90 + g, fog + h =+ ho).

Assim, fgo = fog para qualquer f € K[z] e g € K[y]. Vamos mostrar que
Jo=0=go.

Suponhamos que fy # 0 e tomemos g # 0 e f = 0, com isso 0 # fgy =
fog = 0. Absurdo, dessa forma, fy = 0. De modo andlogo, go = 0. Assim,
H = Z(Gx).

Afirmacao (2): H = Gg.

Demonstracao da Afirmagao (2): Vamos mostrar que: G < H. O

comutador de dois elementos é dado por:

[m(f,9.h),m(fr, 91, )] = [m(f,g,0)m(0,0,h), m(fi,g1,0)m(0,0, hy)]
= [m(f,9,0),m(f1,91,0)], pois Z(Gx) = H
= m(f,9,0)"'m(f1, g1,0)"'m(f, g,0)m(f1,91,0)
= m(=f,—g,0)m(=f1, —g1,0)m(f, g, 0)m(f1, g1, 0)
= m(0,0, fg1 — gf1).
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Assim,

G/K de:. <[m<f7g7 h>7m(f17g17h'1>] ’ m(fvgvh)vm(flaglyh1> € GK>
= <[m(f7g70)7m<flagla0)} ’ m(f)g70>7m(flagla0) S GK>
= <[m(0707fgl _flg)]>
< H

A outra inclusao é garantida pelo seguinte, se h = E a;jz'y’, entao
2%

m(0,0,h) = m(0,0, Z aijx'y’)
V)

= H m(0,0, a;;z'y’)

1,3
— H [m(aijxi,0,0),m(O,yj,O)] .
1,3
Logo, H = G.
2n
Dem.(c): Seja n € N. Consideremos h = inyQ”’i e m(0,0,h) € Gk.
i=0

Vamos mostrar que m(0,0,h) nao pode ser escrito como o produto de n
comutadores.

Suponhamos que m(0,0,h) € K,,(Gk). Sem perda de generalidade, pois
H = Z(G), existem s;(x),u;(z) € K[z] e t;(y),v;(y) € Kly], com 1 < j < n,

tais que
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m(0,0,h) = H[m(sj(x),tj(y),0),m(uj(x),vj(y),())]

= Hm(0,0,Sj(.T)Uj(y) t](y)u](x))
= m(0,0,Y (s;(2)v;(y) — t;(y)u;(x)))

n

Portanto, h = Z(sj(a:)vj(y) — t;(y)uj(z)). Chamemos s;(z) = >, a2’

=1
ti(x) =3, bija’, onde a5, b € Ke 1< j<n. Por outro lado,

n

jz"o By = ) < (Z %’fﬁi) vi(y) = (Z bij:ﬁ) uj(y))

J=1

- 2"; Z (%‘Uj(y) - bz‘jtj(y)) 7

= (e - b))
i Nj=1
Com isso, y*" " = Z(aijvj(y) — bijt;(y)), para cada 0 < i < 2n.
j=1
Dessa forma, o subespaco V gerado pelos polinomios 1,v,...,y*" estd

contido no subespago W gerado por {ti(y),...,t.(y),v1(y),...,vn(y)}. Ab-
surdo, pois terfamos 2n + 1 = dimg (V') < dimg (W) = 2n.
Assim, para todo n € N existe g, = m(0,0, QZn r'y*"") ¢ K, (Gk). Logo,
AG) = . -
0



Apendice B
(G - modulos Irredutiveis

B.0.1 Classificagao dos GG - médulos Irredutiveis

Seja G um grupo finito. Como consequéncia do Teorema de Maschke, o CG
modulo regular é completamente redutivel e, portanto admite uma fatoragao
da forma:

CG=U,@...0U;,

sendo cada U; um G - submddulo irredutivel de CG. Nessa se¢ao vamos
mostrar que: “Se M é um G - médulo irredutivel, entao existe i € {1,...,s}
tal que M ~¢g U,;”. Dessa forma estamos classificando todos os G' - médulos
irredutiveis, a menos de G - isomorfismo, como sendo os G - subméddulos

irredutiveis de CG.

Proposigao B.0.3 (Teorema dos Homomorfismos para G - mddulos *) Se-
jam Ve W G - modulos. Se  :V — W é um G - homomorfismo, entao
eviste U <V tal que V=U & Ker 0 e U ~g Im 6.

!Teorema do Niicleo e da Imagem para G - médulos

87
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Demonstracao: Ja temos que Ker 6 <g V e pelo Teorema de Maschke,
existe U <g V tal que V = U @& Ker 6. Resta mostrar que U ~¢ Im 0, para

isso definamos

g : U — Im6éb

u +— O(u)

e § éum G - isomorfismo: De fato, § é um G - homomorfismo, pois 6 o

é. Com isso, resta mostrar que # é uma bijecao.

— Im 6 = Im 6: Por definicdo, Im 6 C I'm 6. Agora vamos mostrar a
inclusao oposta, dado w € I'm 0, existe v € V tal que 0(v) = w. Mas,
V =U® Ker 0 temos que v = v; + v9, onde v; € U e vy € Ker 0,
portanto w = 0(v) = 0(vy + vo) = O(vy) + O(v2) = O(v1) = O(vy). ai,

w € Im 0 e, como w é arbitréario, temos I'm 6 C Im 6.

— Ker 0 = {0}: Vejamos,

Ker = {ueU|0(u) =0}
= {uelU]|f(u) =0}
= UNKer6
= {0}

Logo, 6 é um G - isomorfismo e U ~¢ Im 0.

A proposicao a seguir vai nos garantir que independente da fatoracao que

tomarmos para um dado G - médulo (“por G - submédulos irredutiveis”), ela
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ird conter, a menos de G - isomorfismos, todos os G - submddulos irredutiveis

do G - modulo em questao.

Proposicao B.0.4 Sejam V um G - mddulo, U um G - maddulo irredutivel e
V=U®&...&Us. SelU,...,Us sao irredutiveis, entio existe i € {1,...,s}
tal que U ~¢ Uj;.

Demonstracao: Para cada u € U, podemos escrever (de modo 1nico)
u = u; + ...+ us, onde u; € U;. Com isso podemos definir (e estard bem
definido) as projegoes sobre os G - submdédulos:
m U — U
U — U
Temos que existe i € {1,...,s} tal que I'm m;(U) # {0}. Caso contréario,
terfamos U = {0}, o que nao pode ocorrer, visto que U é um G - médulo
irredutivel. J& temos que m; é um G - homomorfismo e pelo Lema de Schur,
m; ¢ um G - isomorfismo de U sobre U;, visto que U,U; sao GG - mddulos

irredutiveis e I'm m; # {0}.

Teorema B.0.2 (Classificagao dos G - mddulos Irredutiveis) Sejam CG o
G - modulo reqular e CG = Uy & ... & U,, uma fatoracao de CG por G -
submdodulos irredutiveis. Se W um G - mddulo irredutivel, entao W ~q U;
para algum i € {1,...,1}.

Demonstragao: Consideremos 0 # w € W e definamos

g . CG — W

r — wr



APENDICE B. G - MODULOS IRREDUTIVEIS 90

e 6 é um G - submodulo: dados r,s € CG e A € C, temos

— O0(r+ As) =w(r+ As) = (wr) + Mws) = 0(r) + A(s);

— 0(rs) = (w)rs = (wr)s = 6(r)s.

Pelo Teorema do Ntucleo e da Imagem, existe U <g; CG tal que CG =
UdKerfOelU~gImO=W. Assim, U é um G - mddulo irredutivel e pela
Proposigao anterior, existe ¢ € {1,...,r} tal que U ~¢ U;. Logo, W ~¢ U,.

O

Corolario B.0.2 e G é um grupo finito, entao existem um niumero finito de

G - modulos irredutiveis nao isomorfos.

Demonstracgao: Sejam W um G - médulo irredutivel e CG o G - médulo

regular. Como consequéncia do Teorema de Maschke,
(%) CG = Uo...eU,

onde U; <g CG, i =1,...r. Como W é um G - modulo irredutivel, pelo
Teorema de Classificagao dos G - médulos irredutiveis, existe ¢ € {1,...,r}
tal que W ~¢ U;. Logo, o nimero de G - médulos irredutiveis é igual ao

niimero de G - submédulos nao isormofos da fatoragao ().

20u qualquer outra fatoracio de CG por G - submédulos irredutiveis.
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B.0.2 G - médulos e a ordem do grupo G

Nessa secao estudaremos como a aritmética de |G| estd relacionada com os

G - médulos (sobre C).

Teorema B.0.3 Sejam G um grupo com h classes de conjugacao e x1, - .., Xn

os caracteres irredutiveis de G. Os graus ny,...n, dos caracteres irredutiveis

de G sobre C dividem |G].

Para uma demonstracao desse resultado veja G. James e M. Liebeck [11],

pagina 249.

Definicao B.0.1 Dizemos que os G - modulos Vi, ..., Vi formam um sis-
tema completo de G - mddulos irredutiveis se V; % V;, para © # j e dado
um G - modulo irredutivel, digamos U, temos que V; ~qc U, para algum
i € {l,...,k}. Como consequéncia do Teorema de Classificacio dos G -
modulos irredutiveis, para todo grupo finito G' existe um sistema completo de

G - mddulos irredutiveis.

Proposicao B.0.5 Sejam V e W G - maodulos irredutiveis. Entao

1, se VW
0, se Vs W

dimc(Homeg(V,W)) =

Demonstragcao: SeV g W, entao o Lema de Schur garante que o unico G
- homomorfismos de V- em W possivel € o trivial. Portanto, Homca(V, W) =
{0} e dimcg(Homea(V,W)) = 0. Agora suponhamos que V ~g W e

tomemos 0 : V. — W um G - isomorfismo.

L HOm(CG<V, W) = {)\9 | A c C} (OU seja, dim@(HomCG(V, W)) = 1)
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Dado o € Homea(V,W), temos que 01 : V —V é um G - isomorfismo
de V sobre V. Pelo Lema de Schur, existe X\ € C tal que 0~ o = Ndy e
@ = M. Portanto, 0 gera Homeg(V,W) e dimc(Homea(V,W)) = 1.

Proposicao B.0.6 Sejam V, W, Vi, W1, Vy e Wy G - mddulos. Entao,

(a) dimC(Homgg(V, W, & Wz)) = ZdimC(HomCG(‘/a V[/Z)))

i=1

(b) dimc(Homee(Vi © Vo, W)) = dime(Homee(Vi, W)).

i=1

Demonstragao do item (a): Consideremos as projecoes m; : Wi @
Wy — Wi, comi=1,2 ¢

f . HOmcg(‘/, W1 D Wz) — Hom@G(V, Wl) @D HOng(V, WQ)
0 o (106,79 00)

Note que f estd bem definida, pois w; 06, com i = 1,2, sao G - homo-
morfismo de V. em W;.

Afirmacao: f ¢ um isomorfismo linear.

Demonstracao da Afirmacao: A aplicagao f € linear, pois m;00 € a

composta de aplicagoes lineares. Agora mostremos que f € bijecao,

e f € sobre: dados ¢; € Homeg(V, W;), definamos:

¢ -V — Wi & Wy
v o (61(v), ¢2(v))

dessa forma ¢ € um G - homomorfismo e
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[(@) = (mop,mo@) = (¢1,02).

Logo, f € sobre.

o fé1l—1: dado 0 € Ker f, dai, m;(0(v)) = 0, para i = 1,2. Logo,
0 =0.

Conclusao: os espacos Homea(V, W1&Ws) e Homeg(V, W1)@&Homea(V, W)
sao isomorfos (“no sentido linear”), logo tem mesma dimensdo.
Demonstragao do item (b): Dado 6 € Homea (Vi @ Vo, W), conside-
remos as restricoes
0; ::HIVi Vi — W
v, — 6(v;)
com isso, 0; € Homeg(V;, W) e consideremos:
h : Homca(Vi ® Vo, W) — Homea(Vi, W) & Homeg(Va, W)
0 — (01, 65)

Temos que h € uma aplicagao linear, pois € a restricao de aplicagoes

lineares a seus subespacos e mais:

e h € injetora: dados 0,9 € Homeg(Vy @ Vo, W) tais que h(0) = h(1)).

Assim, 01 = 1, 05 = 1y e consequentemente, 0 = ).

o h € sobre: dados 0; € Homeg(Vi, W), para i = 1,2. Consideremos
0 € Homeg(Vi @ Vo, W), onde 0(vy,v) = 01(v1) + 02(vy). Portanto,
h(ﬁ_) — (01,92).

Logo, os espacos Homeg (Vi @& Vo, W) e Homea(Vi, W) & Homeg(Va, W)

tem mesma dimensao.
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Observacao B.0.2 Sejom V., W, Vi,... . V., W1,..., W, G - médulos. Entao,

(a') dime(Homeg(Vi @ ... ©V,,V)) = rdime(Homea(Vi, V));

j=1
(b°) dime(Homea(W, Wy @ ... @ W,)) =Y sdimc(Homea(V, W;)).
j=1
Para o item (a'), facamos indugao sobrer, o casor =2 (base da indu¢ao)
foi feito na Proposicao B.0.6. Suponhamos que o resultado € vdlido para
n € N e tomemos o “caso” n+ 1: tomemos U =V & ... BV, e V,41. Dad,
pelo item (a) e inducdo, seque o item (a') da Proposicio B.0.6. O item ()

¢ andlogo.

Coroldrio B.0.3 Sejam W um G - modulo irredutivel e V- um G - modulo

comV =U; & U,. Se cada U; € um G - modulos irredutiveis, entao
dimc(Homea(V,W)) = Homee(W, V) =[{i |1 <i<s eU;, ~W}.

Demonstragao: Pelo Lema de Schur: se W é um G - mddulo irre-

dutivelo, entao

1, se U, ~g W

dim@(Hom(cg(Ui, W)) = dim@(Homcg(W, Ul)) = .
0, se U;#2cW
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Assim,

dim(c<H0m(cg(‘/, W)) = dim(c(HOm(cg(Ul ®...0Us, W))

= Y _dimc(Homea(U;, W))

i=1

= Z dime(Homea(W, U;))
i=1

= dim(c(Hom(cg(W, U d...o US))
= dim@(Homcg(VV, V))

Finalmente,

dimc(Homea(V,W)) = Zdimc(HO’mCG(UiaW))
i—1

= {i|l<i<seU~W}|.

O
Proposi¢cao B.0.7 Se U ¢ um G - modulo, entao
dim(c(HOm(Cg((CG, U)) = dch(U)
Demonstragao: Escolhamos = {uy,...,us} wma base para U, onde

d = dimc(U). Definamos para cada 1 <1 < d:

r —  w;r

note que ¢; € Homeg(CG,U), i = 1,...,d. Mostraremos que ¢1,...,¢q

forma uma base para Homeq(CG,U).
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— Temos ¢(1) € U, assim ¢(1) = Mug + ... + Agug, onde \; € C. Como

¢ € um G - homomorfismo, dado r € CG, temos:

o(r) = o(1)r = <Z dA@-ui)r = Z d\i(wir) = Z AN

Portanto, ¢1,...,¢q geram Homeq(CG,U).

— ¢1,...,0q € linearmente independente: dados py, ..., ug € C, tais que

d
Z wid; =0, assim

=1

0= (Z pii) (1) = Zui@(l) = Zuz(uzl) = Zlhuz

Mas uy, ... ,uq forma uma base para U. Logo,

dim(c(HOm(cg((CG, U)) =d= dzm@(U)

Lema B.0.1 Suponhamos que CG = Uy®. ..®U,, onde U; sao G - submodulos

wrredutiveis. Se U é um G - modulo irredutivel, entao
Hi|1<i<reU ~U}| =dimc(U).

Demonstragao: Pela Proposicio B.0.7, dimc(Homea(CG,U)) o qual

¢ justamente o numero de U; que sao G - isomorfos a U.
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Teorema B.0.4 Sejam Vi,...,V, um sistema completo de G - maodulos ir-

redutiveis nao isomorfos. Entdo:

k

S~ (dime(v))” = [al.

i=1

Demonstracao: Consideremos CG o G - mddulo regular com fatoragao
CG =Ua...5U,., onde U; sao G - modulos irredutiveis. Chamemos
d; = dimc(U;). Pelo Lema B.0.1 |{j |1<j<r eU;~qV;}| =d,;. Da

|G| = dimc(CG) = dime(Uy) + ...+ dime(U,)

= ) di(dimc(V;)

k

_ Z(dim@(%))z.

i=1



Notacoes

Iy
[z, y]
S|
H<Ld

HAG ou HaG

G~K
W ~aV
|G - H|
(x)
A, B]
o
AG)
I'G
G/N
Gy X ...
Hx N

XGk

Cardinalidade do conjunto S;

H é subgrupo de G;

H é subgrupo normal de G;

G ¢ isomorfo a K

W é G - isomorfo a V;

Indice do subgrupo H no grupo G;

O subgrupo gerado por X;

subgrupo ([a,b] |a € Aey e B);

G, Gl;

comprimento do derivado de G;
conjunto dos comutadores de G,
Grupo quociente de G por (um subgrupo normal) N’
produto direto dos grupos Gy, ..., Gyg;
produto semidireto de N por H,;
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dimg (V') dimensao do K - espago vetorial V;

W <gV W é G - submodulo de V;

GL(n, F) conjunto das matrizes n x n invertiveis, onde n € N e ' =R ou C;
Z(@G) centro de G;

V grupo de Klein e V' >~ Zgy X Zo;

Sh grupo das permutacoes de n letras;

A, grupo das permutagoes pares de n letras;

D, grupo diedral de ordem 2n;

Irr(G) conjunto dos caracteres irredutiveis de G;

c.d.(G) conjunto dos graus dos caracteres irredutiveis de G
Ix grau do caracter y;

k(G) numero de classes de conjugacao de G.

dp grau do polindmio p;

Homeg(V,W) conjunto dos G - homomorfismos de V' em W.
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