
UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARÁ
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RESUMO

No presente trabalho desenvolvemos e aplicamos a teoria de homolo-
gia métrica, criada por Jean Paul Brasselet e Lev Birbrair. A cada con-
junto semialgébrico X associamos uma coleção de espaços vetoriais reais (ou
grupos abelianos) {MHν

k (X)}k∈Z de forma que se é dado um outro semi-
algébrico X ′ que é semialgebricamente bi-Lipschitz equivalente a X, então
MHν

k (X) ∼= MHν
k (X ′), para todo k. Assim, a coleção {MHν

k (X)} carrega
alguma informação métrica do semialgébrico X. Em particular, teremos
condições necessárias para que uma singularidade isolada x0 ∈ X seja cônica.
Mais precisamente, dada uma subvariedade compacta L de uma esfera Sx0,ε,
calculamos os grupos MHν

k (x0 ∗ L) em termos da homologia singular de L,
onde x0∗L denota o cone {tx0+(1−t)x ; x ∈ L, t ∈ [0, 1]}. Aliado à homolo-
gia métrica temos os Ciclos de Chegger, objetos geométricos que obstruem a
natureza cônica de uma singularidade. Como uma aplicação da teoria, apre-
sentamos uma classe de superf́ıcies complexas cujas singularidades (isoladas)
são não-cônicas.
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Introdução

Um corolário do Teorema de Trivialização de Hardt é a estrutura cônica
local topológica (semialgébrica) dos conjuntos semialgébricos. Aqui vamos
estudar o problema métrico relacionado:

Todo germe (X, x0) de um conjunto semialgébrico X numa singularidade
isolada x0 é semialgebricamente bi-Lipschitz equivalente ao cone

x0 ∗ Lx0(X) sobre o Link?

Quando isto ocorre, dizemos que x0 é uma singularidade cônica.
Uma situação correlata à questão colocada acima é a seguinte. Considere

uma variedade algébrica complexa projetiva V com um número finito de
singularidades x1, ..., xr ∈ V . Se, para cada i ∈ {1, ..., r}, o germe (V, xi)
é quasi-isométrico a um cone xi ∗ Li, onde Li é uma variedade compacta
(o “Link”), então pode-se provar que as Cohomologias de interseção e Lp

são isomorfas sobre V , isto é, Hk
Lp

(V ) ∼= IHk
perv

Lp
(V ) (veja [21] para este

resultado e notações). Um primeiro resultado nessa direção (caso p = 2) foi
obtido por J. Chegger em seu artigo “On the Hodge theory of Riemannian
pseudomanifolds”, Proc. Sympos. Pure Math., Vol 36, 1980. Mais tarde
(1991), J. P. Brasselet, M. Goresky e R. MacPherson conjecturaram o caso
geral (em “Simplicial differential forms with poles”, Amer. J. Math. Vol 113),
isto é, que a cohomologia Lp de uma métrica com singularidades cônicas
era isomorfa à cohomologia de interseção com uma perversidade p tal que
p(k) = max{i ∈ Z|i < k/p} (a perversidade Lp, perv

Lp
). Em 1994, B.

Youssin resolveu a conjectura (numa forma mais geral; veja [21]). Portanto,
para gerar exemplos de variedades V como acima nas quais as cohomologias
Lp e de interseção não coincidem, devemos, antes de tudo, dar exemplos
de tais variedades onde as singularidades não são cônicas (no sentido quasi-
isométrico).

A pergunta acima, na forma geral em que se encontra, admite a resposta
negativa, como se vê considerando uma β-corneta em R3, β > 1 (veja a
subseção 0.4). Mais geralmente, obtem-se a mesma conclusão para qualquer
germe (X, x0) sendo o cone tangente de X em x0 degenerado. Estes exem-
plos são t́ıpicos do caso real. Com efeito, H. Whitney provou (veja “Tangents
to an Analytic Variety”, Annals of Math., Vol 81, 1965) que dada uma va-
riedade algébrica complexa V ⊂ Cn e um ponto p ∈ V tem-se a igualdade
dimC(V, p) = dimpV , sendo C(V, p) o cone tangente de V em p. Portanto,
sob esse ponto de vista, é mais interessante abordar o problema acima no
caso complexo.
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Vamos descrever uma classe de superf́ıcies complexas, a saber, as su-
perf́ıcies de Brieskorn de peso k, que têm a origem 0 ∈ C3 como única
singularidade, mas 0 não é cônica (no sentido que definimos). Este resultado
aparece como uma aplicação de uma “teoria de homologia”cujo desenvolvi-
mento é o objetivo primordial do nosso trabalho: a homologia métrica.

Dado um conjunto semialgébrico X ⊂ Rn existe uma decomposição canô-
nica de X em variedades Lipschitz-semialgébricas (a L-estratificação canônica
de X) e dáı escolhemos os ciclos e bordos semialgébricos em X que “desa-
parecem rapidamente”nos estratos da L-estratificação, sendo o controle da
velocidade de desaparecimento dado a partir de uma função de perversidade
ν, como na homologia de interseção ([11]). Uma vez definida a homologia
métrica, usamos a versão Lipschitz do Teorema de Hardt ([19]) para definir
a homologia métrica local de X num ponto qualquer x0 ∈ X, cujo k-ésimo
grupo é denotado por MHν

loc,k(X, x0). Um dos resultados principais que
apresentamos é o cálculo de MHν

loc,k(X, x0) para o caso em que x0 é uma
singularidade isolada cônica:

Teorema 2.7 Sejam X ⊂ Rm um conjunto semialgébrico fechado n-
dimensional e x0 ∈ X uma singularidade isolada cônica. Então

MHν
loc,k(X, x0) =

{
0 se ν(n) ≤ k + 1

Hk(Lx0(X)) se ν(n) > k + 1.

Em particular, sabemos estimar dim(MHν
loc,n−1(X, x0)) quando o Link

Lx0(X) é conexo, pois o grupo de homologia “top”de uma variedade com-
pacta e conexa é R ou 0.

Uma aplicação interessante do teorema acima é a caracterização dos Ci-
clos de Chegger como objetos que atuam como uma obstrução à estrutura
cônica de uma singularidade. Finalmente, provaremos na seção 3 que existem
ciclos de Chegger em cada uma das superf́ıcies de Brieskorn (de peso k > 3):

Teorema (3.7) Para cada número inteiro positivo k > 3, seja Xk a su-
perf́ıcie complexa definida pela equação

x2 + y2 = z2k.

Então, 0 ∈ C3 não é uma singularidade cônica para Xk.
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Caṕıtulo 0

Preliminares

Nesta seção, definições e resultados básicos da teoria de conjuntos semi-
algébricos são estabelecidos com o intuito de desobscurecer futuras afirmações.
É também uma oportunidade do leitor leigo se familiarizar com a linguagem e
estrutura destes conjuntos. Boa parte do material aqui apresentado é clássico;
como referências temos [1] e [8].

0.1 Conjuntos Semialgébricos e Aplicações

Semialgébricas

Definição 0.1.1 X ⊂ Rn é um conjunto semialgébrico quando existem
polinômios Pi,j(T ) ∈ R[T ], T = (T1, ..., Tn), e śımbolos si,j ∈ {>, =, <}, para
cada i ∈ {1, ..., s}, j ∈ {1, ..., ri}, tais que

X =
s⋃

i=1

ri⋂
j=1

{x ∈ Rn ; Pi,j(x) si,j 0}.

A proposição a seguir é trivial.

Proposição 0.1.2 Os conjuntos semialgébricos de Rn formam a menor
famı́lia F de subconjuntos de Rn que satisfaz

1. {x ∈ Rn ; P (x) ≥ 0} ∈ F, ∀P (T ) ∈ R[T ];

2. F é fechada com respeito as operações de união (finita), interseção
(finita) e complementar de conjuntos. ¤

São exemplos de conjuntos semialgébricos:

• Reuniões finitas de pontos e intervalos abertos da reta R. Na verdade,
estes são os semialgébricos da reta.

• As bolas abertas Bx,ε e as esferas Sx,ε nos espaços euclideanos.

• Pré-imagem F−1(X), onde X ⊂ Rm é semialgébrico e F : Rn → Rm é
uma aplicação polinomial.
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• X × Y ⊂ Rm × Rn = Rm+n quando X ⊂ Rm, Y ⊂ Rn forem semi-
algébricos.

• O fecho X de um conjunto semialgébrico X ⊂ Rn (consequência do
Teorema de Tarski-Seidenberg; veja 0.1.9).

• Todo poliedro (finito) K ⊂ Rn (ver 0.2).

• Uma classe importante de conjuntos semialgébricos é a dos conjuntos
algébricos reais. Estes são os semialgébricos X tais que si,j =“=”para
todo i, j na definição 0.1.1 (como {x ; P (x) = 0} ∪ {x ; Q(x) = 0} =
{x ; (P · Q)(x) = 0} e {x ; P (x) = 0} ∩ {x ; Q(x) = 0} = {x ; (P 2 +
Q2)(x) = 0}, para P (T ), Q(T ) ∈ R[T ], segue-se que todo conjunto
algébrico real é da forma {x ; P (x) = 0}).

Se V ⊂ Rn é um conjunto algébrico e P : Rn → Rm é uma projeção
linear, então nem sempre P (V ) é um conjunto algébrico (tome n = 2, m = 1
e V = S1). Portanto, é natural considerar a menor famı́lia de subconjuntos de
Rm que contém todos os conjuntos algébricos e é fechada sobre projeções. Tal
famı́lia nada mais é do que a famı́lia de todos os subconjuntos semialgébricos
de Rm (veja [1], p. 63). Isto serve de motivação (razoável) para o estudo dos
conjuntos semialgébricos.

Agora vamos estabelecer um resultado famoso (Teorema de Tarski-Seiden-
berg) que confirma a impressão deixada no parágrafo anterior: “projeção de
semialgébrico é semialgébrico”. Na verdade, existe um teorema fundamen-
tal (de decomposição ciĺındrica) que além de revelar muito da estrutura dos
conjuntos semialgébricos tem o Teorema de Tarski-Seidenberg por corolário.
Portanto, vamos ao Teorema de Decomposição Ciĺındrica.

Definição 0.1.3 Sejam X ⊂ Rm, Y ⊂ Rn conjuntos semialgébricos.
Uma aplicação f : X → Y é chamada semialgébrica quando seu gráfico
(que vamos denotar por gf ) for um subconjunto semialgébrico de Rm+n.
(por exemplo, toda aplicação polinomial é semialgébrica; mais geralmente,
para P1(T ), Q1(T ), ..., Pm(T ), Qm(T ) ∈ R[T ], T = (T1, ..., Tn), Qi 6= 0, a
correspondência x 7→ (P1(x)/Q1(x), ..., Pm(x)/Qm(x)) define uma aplicação

(racional) semialgébrica do semialgébrico Rn \ {x ;
m∏

i=1

Qi(x) = 0} em Rm.

Finalmente, é interessante notar que uma bijeção semialgébrica tem inversa
semialgébrica.)

Teorema 0.1.4 (da Decomposição Ciĺındrica) Sejam X ⊂ Rn um con-
junto semialgébrico e (x, t) ∈ Rn−1×R as coordenadas em Rn. Então, existe
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uma partição finita I de Rn−1 por conjuntos semialgébricos conexos tal que,
para cada A ∈ I, existem funções

fA
0 , fA

1 , ..., fA
sA+1 : A → R (R = R ∪ {−∞, +∞})

satisfazendo

1. fA
0 ≡ −∞ , fA

sA+1 ≡ ∞;

2. cada fA
k : A → R, k = 1, ..., sA, é cont́ınua e semialgébrica e fA

k (x) <
fA

k+1(x), para todo x ∈ A;

3. todos os conjuntos da forma
B (tipo “band”)

{(x, t) ∈ Rn ; x ∈ A, fA
k (x) < t < fA

k+1(x)} k = 0, 1, ..., sA

ou
g (tipo “gráfico”)

{(x, t) ∈ Rn ; x ∈ A, t = fA
k (x)} k = 1, ..., sA

são semialgébricos;

4. a coleção dos conjuntos definidos em 3) forma uma partição de Rn com
a propriedade que um membro desta partição só intersecta X se estiver
contido em X; em particular, existe uma subcoleção que constitui uma
partição de X.

Prova: Veja [1], p. 54. ¤

Observação 0.1.5 Os conjuntos do tipo B ou g que aparecem no item
3 do teorema acima (também chamados de células da decomposição) têm
propriedades adicionais (ou podem ser escolhidos para terem). Com efeito,
em [8] (veja na p. 38) estes conjuntos são constrúıdos de tal forma que
cada um deles é uma subvariedade semialgébrica anaĺıtica de Rn (uma va-
riedade de Nash) semialgebricamente difeomorfa à algum hipercubo aberto

(0, 1)d(=

d vezes︷ ︸︸ ︷
(0, 1)× · · · × (0, 1)); mais ainda, o bordo (em X) de uma célula C

de dimensão d é a reunião de células de dimensão menor do que d.
Em geral, quando um conjunto X ⊂ Rn admite uma partição localmente

finita P de modo que cada membro de P é uma subvariedade conexa de
classe Ck (k = 0, 1, ...,∞, ω) em Rn e P satisfaz
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A,B ∈ P, B ∩ (A \ A) 6= ∅⇒ B ⊂ (A \ A) e dim(B) < dim(A),

onde A significa o fecho de A em X, dizemos que P é uma Ck-estratificação
de X e um elemento de P é chamado de estrato.

Corolário 0.1.6 Todo conjunto semialgébrico X possui uma Cω-estratifica-
ção semialgébrica finita. ¤

Corolário 0.1.7 Todo conjunto semialgébrico tem apenas um número finito
de componentes conexas que são semialgébricas; em particular, todo semi-
algébrico é localmente conexo.

Prova: Antes de começar a prova temos a

Definição 0.1.8 Seja X ⊂ Rn um conjunto semialgébrico e considere
uma decomposição ciĺındrica de X (como no Teorema 0.1.4) tal que X é a
reunião de células C1, ..., Ck. A dimensão de X, dim(X), é definida como
dim(X) := max

i
{dim(Ci)}, onde dim(Ci) denota a dimensão de Ci como

variedade diferenciável (veja a Observação 0.1.5).

É fácil ver que dim(X) é um número bem definido. Se é dado x ∈ X e
existe ε > 0 tal que X ∩Bx,ε é uma variedade suave de mesma dimensão que
X, então dizemos que x é um ponto suave de X; caso contrário, x é dito um
ponto singular de X.

Voltando à prova do Corolário 0.1.7 (e aproveitando a notação da definição
acima), como cada Ci é um semialgébrico conexo, uma componente conexa de
X deve ser a reunião de alguns C ′

is, donde semialgébrica; consequentemente,
X não tem mais do que k componentes conexas.

Finalmente, tome x ∈ X e seja U uma vizinhança de x em X. Escolhendo
ε > 0 tal que B := Bx,ε∩X ⊂ U , seja A a componente conexa de B contendo
x; pelo que já provamos, A é um aberto (em X) conexo tal que x ∈ A ⊂ U ,
donde X é localmente conexo. ¤

Corolário 0.1.9 (Tarski-Seidenberg) Sejam X ⊂ Rn+m um conjunto
semialgébrico e P : Rn+m → Rn a projeção nas n primeiras coordenadas.
Então, P (X) é um semialgébrico de Rn. Ademais, se f : X → Y é semi-
algébrica e B ⊂ Y é semialgébrico, então f(X) ⊂ Y e f−1(B) ⊂ X são
conjuntos semialgébricos.

Prova: Para 0 ≤ i ≤ m − 1, seja Pi : Rn+m−i → Rn+m−i−1 a projeção nas
n + m− i− 1 primeiras coordenadas. Sendo P = Pm−1 ◦ · · · ◦ P0, basta con-
siderar o caso em que m = 1. Aproveitando a notação da prova do corolário

anterior, temos P (X) =
k⋃

i=1

P (Ci). Acontece que cada Ci pertence a B ou
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a g, isto é, P (Ci) é um semialgébrico A da partição I de Rn−1 citada no
Teorema 0.1.4; logo, P (X) é semialgébrico. Para provar a última afirmação
observe que f(X) = P ′(gf ), sendo P ′ a projeção nas últimas m coordenadas,
se X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm. Por outro lado, temos f−1(B) = P (gf ∩ (X ×B)). ¤

Como uma primeira aplicação do Teorema de Tarski-Seidenberg, vamos
mostrar que a função distância dX : Rn → R, dX(y) = d(y, X)(= inf

x∈X
|y−x|),

é semialgébrica, sendo X ⊂ Rn semialgébrico (como dX = dX , podemos su-
por que X é fechado). Com efeito, considere os conjuntos semialgébricos
A := {(y, x, ε) ∈ Rn × X × R ; |y − x|2 ≤ ε2}, B := {(y, x, ε) ∈ Rn × X ×
R ; |y− x|2 < ε2} e a projeção π : Rn×Rn×R→ Rn×R, π(y, x, ε) = (y, ε).
Agora basta observar que gdX

= π(A)∩(Rn+1\π(B)). Em particular, o fecho
X de X é semialgébrico, pois X = d−1

X (0).

Corolário 0.1.10 f = (f1, f2) : X → Y ×Z é semialgébrica se, e somente
se, f1, f2 são aplicações semialgébricas; a soma, o produto e a composição de
aplicações semialgébricas é semialgébrica.

Prova: Suponha X ⊂ Rm, Y ⊂ Rn e Z ⊂ Rp. Como f1 = P1 ◦ f, f2 = P2 ◦ f ,
onde P1 : Rn ×Rp → Rn, P2 : Rn ×Rp → Rp são as projeções canônicas, fica
fácil concluir a parte “somente se”da primeira afirmação. Se agora temos
f1, f2 semialgébricas, então (gf1×gf2) = {(x, f1(x), y, f2(y)) ; x, y ∈ X} é um
semialgébrico de R2m+n+p ⇒ A := {(x, y, f1(x), f2(y)) ; x, y ∈ X} é um semi-
algébrico de R2m+n+p ⇒ {(x, x, f1(x), f2(x)) ; x ∈ X} = A ∩ {(s, t, u, v) ∈
Rm × Rm × Rn × Rp ; s = t} ⊂ R2m+n+p é semialgébrico

(por Tarski-Seidenberg)
=⇒

gf = {(x, f1(x), f2(x)) ; x ∈ X} é um semialgébrico de Rm+n+p ⇒ f é semi-
algébrica. Quanto à segunda afirmação, basta provar que a composição g ◦ f
de aplicações semialgébricas f : X → Y, g : Y → Z é semialgébrica, pois a
soma e o produto (interno, no caso n > 1) definem aplicações semialgébricas
de Rn × Rn para Rn e Rn × Rn para R, respectivamente. Ora, a aplicação
ψ : X × Y → X × Z, ψ(x, y) = (x, g(y)), é semialgébrica e gg◦f = ψ(gf ).
Assim, não há mais nada o que provar. ¤

Observação 0.1.11 A proposição anterior nos conta que o conjunto de
todas as funções (com valores reais) semialgébricas definidas num dado semi-
algébrico X tem uma estrutura natural de anel; costuma-se denota-lo por
S(X).
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0.2 Complexos Simpliciais e Triangulação

Definição 0.2.1 Um complexo simplicial (finito) em Rn é uma coleção finita
K = {S1, ..., Sp} de simplexos geométricos de Rn satisfazendo às seguintes
condições:

1. Toda face de Si pertence a K, i = 1, ..., p.

2. A interseção Si ∩ Sj de dois simplexos de K ou é vazia ou é uma face
comum a Si, Sj.

A reunião |K| :=
p⋃

i=1

Si e o subconjunto (de K) Kq := {Si ; dim(Si) ≤ q}, são

chamados de poliedro e q-ésimo esqueleto associados a K, respectivamente.
Também dizemos que K é uma decomposição simplicial de |K|.

Portanto, um poliedro é um conjunto semialgébrico e “linear por partes”,
partes estas que se intersectam de uma maneira “regular”. Nosso interesse
nesta classe de conjuntos reside na estrutura afim que podemos explorar e
que torna sua topologia mais simples de descrever. Por exemplo, se P é
um poliedro, podemos considerar sua homologia simplicial, uma teoria de
homologia espećıfica da estrutura simplicial de P (cujas cadeias são todas
semialgébricas) que é canonicamente isomorfa à homologia singular de P .
Em particular, segue-se que a homologia singular de todo poliedro (finito)
é finitamente gerada (pois sua homologia simplicial é finitamente gerada;
para todos estes fatos, veja [14]). Assim, é natural se questionar quando
um espaço topológico X é um poliedro topológico (alguns textos usam a
terminologia “poliedro abstrato”), isto é, se existe um poliedro P em al-
gum espaço euclideano e um homeomorfismo φ : P → X. Com isso, as
boas propriedades topológicas de P serão transferidas para X. Um poliedro
topológico é também o que se chama de espaço triangulável e um homeo-
morfismo como ϕ é chamado de triangulação. Nosso próximo resultado versa
exatamente sobre isso: “todo semialgébrico compacto é (semialgebricamente)
triangulável”. Na verdade, o teorema abaixo é mais forte.

Teorema 0.2.2 Sejam X ⊂ Rn um conjunto semialgébrico compacto e
X1, ..., Xp subconjuntos semialgébricos de X. Então, existe um complexo
simplicial K em Rn e um homeomorfismo semialgébrico ϕ : |K| → X tal que
cada Xi é a imagem por ϕ da união de simplexos abertos de K.

Prova: veja [8], p. 51. ¤

Corolário 0.2.3 Seja X como no teorema anterior. Se HSA
k (X) denota

o k-ésimo grupo de homologia singular semialgébrica de X, então o “mer-
gulho”canônico

8



HSA
k (X) ↪→ Hk(X), [ξ] 7→ [ξ],

é um isomorfismo.

Prova: Basta observar que o teorema é verdadeiro quando X é um com-
plexo simplicial (veja [14], p. 326). Pelo Teorema de Triangulação, obtemos
o resultado para qualquer semialgébrico X. ¤

O resto dessa subseção é dedicado ao estudo de algumas propriedades
concernentes a complexos simpliciais.

Lembramos que uma subdivisão (simplicial) de um complexo simplicial K
significa um outro complexo simplicial K ′ tal que |K ′| = |K| e cada simplexo
de K ′ está contido em algum simplexo de K. Se S é um simplexo com
vértices e0, ..., ep (notação: S = [e0, ..., ep]), uma aplicação f : S → Rm é
linear quando f(

∑
aiei) =

∑
aif(ei), sempre que os a′is forem reais não-

negativos tais que
∑

ai = 1.

Definição 0.2.4 Sejam K e L complexos simpliciais. Uma aplicação f :
|K| → |L| é dita

• linear (relativa a K e L) quando f aplica cada simplexo de K linear-
mente num simplexo de L (por abuso de linguagem, diremos simples-
mente que f : K → L é linear).

• Linear por partes se, para alguma subdivisão K ′ de K, f : K ′ → L é
linear.

Seja K um complexo simplicial conexo em Rn, isto é, tal que P = |K|
é conexo. Então, além da métrica induzida por Rn, podemos definir em P
uma “métrica poligonal”dp: para x, y ∈ P , defina dp(x, y) como o ı́nfimo dos

comprimentos das poligonais em P que ligam x a y. É claro que dp é bem
definida e a verificação que dp é uma métrica é rotineira. Observamos que
sempre existe a poligonal C que realiza a distância entre dois pontos x e
y (use Ascoli-Arzelá), ou seja, l(C) = dp(x, y) (l(C), como usual, denota o
comprimento de C). A próxima proposição nos diz que todo poliedro conexo
é “normalmente mergulhado”.

Proposição 0.2.5 Seja K um complexo simplicial conexo em Rn. Existe
uma constante k > 0 tal que

dp(x, y) ≤ k|x− y|

quaisquer que sejam os pontos x, y ∈ |K|.
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Prova: Vamos usar indução sobre a dimensão m de K. O caso m = 1 não
oferece dificuldades, uma vez que K é, neste caso, uma poligonal. Agora
suponha o teorema verdadeiro para m− 1, m ≥ 2. Se a proposição falhasse
para K, existiriam sequências (xk), (yk) em |K| tais que

dp(xk,yk)

|xk−yk| −→ +∞ (1).

Pela hipótese de indução, podemos supor que existem simplexos S, S ′ ∈ K
com S ∩ S ′ 6= ∅ e xk ∈ int(S), yk ∈ S ′, ∀ k ∈ N. Assim, (1) ainda acontece
se dp é a métrica poligonal do poliedro S ∪ S ′. Se S = [e0, ..., em] e pomos
A := [e0, ...er−1], F := S ∩ S ′ = [er, ..., em], sabemos que S é a junção de A
com F , ou seja,

S = A ∗ F := {(1− t)x + ty ; x ∈ A, y ∈ F e t ∈ [0, 1]}.

Portanto, existem (para cada k ∈ N) pontos wk ∈ A, zk ∈ F e um tk ∈ (0, 1)
tais que xk = (1−tk)wk+tkzk. Considere o triângulo xkykzk e sejam αk, βk, γk

seus ângulos internos de vértices zk, xk, yk, respectivamente.
Afirmação: lim

k→∞
αk = 0.

Com efeito, temos pela lei dos senos que

|xk − zk|+ |yk − zk|
|xk − yk| =

senβk + senγk

senαk

≤ 2sen((βk + γk)/2)

senαk

=
2sen(π/2− αk/2)

senαk

= (sen(αk/2))−1 .

Mas, por (1), vem |xk−zk|+|yk−zk|
|xk−yk| −→ +∞, donde sen(αk/2) −→ 0 e fica

provada a afirmação.
Agora escolhemos um hiperplano H ⊂ Rn com H ⊃ F e tal que S \ F

e S ′ \ F estejam em semiespaços (abertos) distintos determinados por H
(logo, A ∩H = ∅). Cada segmento xkyk intersecta H num único ponto y′k,
e dáı o ângulo θk do vértice zk do triângulo xky

′
kzk satisfaz θk ≤ αk, donde

lim
k→∞

θk = 0.

Finalmente, seja (para cada k) uk o único ponto do raio
−−→
zky

′
k que dista

1 de zk. A menos de tomar subsequências, temos wk → w ∈ A, zk → z ∈
F, uk → u ∈ H e o que já provamos acima nos garante que os vetores w− z e
u− z são não-nulos e colineares, isto é, existe λ ∈ R com w− z = λ(u− z) ⇒
w = (1− λ)z + λu ∈ H, um absurdo. ¤
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Definição 0.2.6 Sejam (M,d), (M̃, d̃) espaços métricos. Uma aplicação

f : M → M̃ é dita Lipschitziana (ou Lipschitz ) quando existe uma constante
κ > 0 tal que

d̃(f(x), f(y)) ≤ κ d(x, y)

quaisquer que sejam os pontos x, y ∈ M . Se acontecer de uma bijeção Lips-
chitz f ter inversa Lipschitz, dizemos que f é bi-Lipschitz (e que X e Y são
bi-lipschitz equivalentes).

Se K = {S1, ..., Sp} for um complexo simplicial, uma aplicação f : |K| →
Rm é Lipschitziana por partes quando cada restrição f |Si

for Lipschtiziana.

Corolário 0.2.7 Toda aplicação Lipschitziana por partes f : K → Rm é
Lipschitziana. Em particular, aplicações lineares por partes entre complexos
simpliciais são sempre Lipschitzianas.

Prova: É claro que podemos supor K conexo, já que a distância entre
duas componentes conexas de |K| é sempre um número positivo. Seja K =
{S1, ..., Sp}. Então, cada restrição f |Si

é Lipschitziana, donde existe uma
constante M > 0 satisfazendo

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|, ∀ x, y ∈ Si, i ∈ {1, ..., p}.
Agora, se x, y ∈ |K| são pontos arbitrários, tome a “geodésica”C ligando x
a y e nela escolha pontos z0 = x, z1, ..., zq, zq+1 = y tais que cada segmento
zizi+1 esteja contido em algum simplexo de K. Com isso,

|f(x)− f(y)| ≤ ∑ |f(zi)− f(zi+1)| ≤ M
∑ |zi − zi+1| ≤ Mk|x− y|

onde k é a constante que figura na proposição anterior. ¤

0.3 Teorema de Hardt e Estrutura Cônica

Local

Seja X ⊂ Rn um conjunto semialgébrico. Se constrúımos uma decom-
posição ciĺındrica para X como no Teorema 0.1.4, notamos que a projeção
P : Rn → Rn−1 restrita a X é “trivial”sobre cada elemento da correspon-
dente partição semialgébrica I de Rn−1, no sentido dos espaços fibrados. Isso
nos leva à seguinte

Definição 0.3.1 Uma aplicação cont́ınua e semialgébrica f : X → Rk é
dita semialgebricamente trivial sobre C, C ⊂ Rk semialgébrico, se existe um
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conjunto semialgébrico F e um homeomorfismo semialgébrico h : f−1(C) →
C × F tal que π ◦ h = f |f−1(C), sendo π : C × F → C a projeção canônica.
Dizemos que h é uma trivialização de f sobre C. Finalmente, diremos que
a trivialização h é compat́ıvel com A, A ⊂ X semialgébrico, se existe um
subconjunto semialgébrico G ⊂ F tal que h(A ∩ f−1(C)) = C × G (e dáı,
h|A∩f−1(C) é uma trivialização de f |A sobre C).

O próximo teorema garante que a propriedade observada acima para
projeções acontece para qualquer aplicação cont́ınua e semialgébrica.

Teorema 0.3.2 (Hardt) Para f : X → Rk cont́ınua e semialgébrica existe
uma partição semialgébrica finita {Ci} de Rk tal que f é semialgebricamente
trivial sobre cada Ci. Mais ainda, se A1, ..., Ar forem subconjuntos semi-
algébricos de X, é posśıvel escolher cada trivialização hi : f−1(Ci) → Ci×Fi

compátivel com todos os A′
js.

Prova: Veja [1], p. 98. ¤

Se B ⊂ Rn e a ∈ Rn, o cone sobre B com vértice em a é o conjunto

a ∗B := {y ∈ Rn ; ∃ t ∈ [0, 1] e x ∈ B com y = ta + (1− t)x}.
Sejam X ⊂ Rn um conjunto semialgébrico e x0 ∈ X um ponto de acu-

mulação. Uma consequência importante do Teorema de Hardt é a estrutura
cônica local topológica dos conjuntos semialgébricos.

Teorema 0.3.3 (Estrutura Cônica Local) Para todo ε > 0 suficien-
temente pequeno, existe um homeomorfismo semialgébrico ϕ : X ∩ Bx0,ε →
x0 ∗ (X ∩ Sx0,ε) tal que |ϕ(x)− x0| = |x− x0| e ϕ|X∩Sx0,ε = Id.

Prova: Vamos aplicar o Teorema de Hardt à aplicação f : X → R dada
por f(x) = |x− x0|. Assim, obtemos trivializações de f sobre uma partição
semialgébrica finita de R. Naturalmente, podemos supor que esta partição
contém algum intervalo da forma (0, ε0). Portanto, existe um homeomorfismo
semialgébrico

h̃ : f−1((0, ε0)) → (0, ε0)× F

tal que h̃(x) = (|x− x0|, h(x)). Agora escolhemos ε ∈ (0, ε0) e notamos que
h := h|f−1(ε) é um homeomorfismo semialgébrico de f−1(ε) = X ∩Sx0,ε sobre
F , donde

h(x) = (|x− x0|, h−1(h(x)))

é um homeomorfismo semialgébrico de f−1((0, ε0)) sobre (0, ε0)× (X ∩Sx0,ε)
tal que g := h−1 ◦ h restrita a X ∩ Sx0,ε é a identidade. Agora definimos
ϕ : X ∩Bx0,ε → x0 ∗ (X ∩ Sx0,ε) por
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ϕ(x) =

{
(1− |x−x0|

ε
)x0 + |x−x0|

ε
g(x) se x 6= x0

x0 se x = x0.

A inversa de ϕ é dada por

ϕ−1(tx0 + (1− t)x) =

{
h−1((1− t)ε, x) se t ∈ [0, 1), x ∈ X ∩ Sx0,ε

x0 se t = 1 . ¤

Corolário 0.3.4 Todo conjunto semialgébrico é localmente contrátil.

Prova: Com efeito, qualquer cone é contrátil. ¤

Observação 0.3.5 Como se observa em [9], o corolário anterior tem con-
sequências importantes para a topologia algébrica de um semialgébrico X:
(i) todas as teorias usuais de cohomologia (singular, Alexander, Čech) são
isomorfas sobre X;
(ii) se X for conexo, então X possui um recobrimento universal X̃.

O teorema anterior permite definir um importante objeto (local) associ-
ado a um conjunto semialgébrico.

Definição 0.3.6 Sejam X ⊂ Rn um conjunto semialgébrico e x0 ∈ X
um ponto de acumulação. O Link de X em x0, Lx0(X), é o semialgébrico
X ∩ Sx0,ε para ε > 0 suficientemente pequeno.

Observação 0.3.7 Graças ao Teorema 0.3.3, Lx0(X) é bem definido (a
menos de homeomorfismos semialgébricos). Portanto, a essência do Teorema
0.3.3 é que, localmente, todo semialgébrico é um cone sobre o respectivo
Link.

Quando x0 é uma singularidade isolada, Lx0(X) é suave. Vamos registrar
este fato.

Proposição 0.3.8 Seja X ⊂ Rn um semialgébrico com uma singularidade
x0 isolada. Então, Lx0(X) é uma variedade suave.

Prova: Como nosso estudo é local, podemos supor que A := X \ {x0} é
suave. Agora consideramos a aplicação suave e semialgébrica f : A → R
dada por f(x) = |x − x0|. Observe que A é não-transversal a Sx0,ε num
ponto x ∈ A ∩ Sx0,ε se, e somente se, x é um ponto cŕıtico de f . Logo, se
C = {x ∈ A ; ∇f(x) = 0}, o Teorema de Sard nos garante que f(C) ⊂
(0, +∞) é um conjunto de medida nula (e também é semialgébrico, pois
C é semialgébrico), donde um conjunto finito. Portanto, para todo ε ∈
(0, min f(C)), A intersecta Sx0,ε transversalmente, e dáı Lx0(X) é suave. ¤

13



0.4 Número de Crescimento de Volume

Dados os subconjuntos de R3

Z := {(x, y, z) ; x2 + y2 = z2, z ≥ 0}
W := {(x, y, z) ; x2 + y2 = z3, z ≥ 0}

como decidir se Z e W são (ou não) bi-Lipschitz equivalentes (com a métrica
induzida, por exemplo)? Analisar a estrutura métrica destes conjuntos perto
da singularidade talvez seja o ponto de partida mais natural na procura da
solução. De fato, quando visualisamos Z e W no espaço euclideano percebe-
mos que a porção W ∩ Bx0,ε desaparece mais rapidamente do que a porção
Z ∩ Bx0,ε quando ε → 0. Espera-se, então, que estes conjuntos apresentem
tipos Lipschitz distintos. Logo mais, este fato estará provado, mas, primeira-
mente, vamos tornar preciso esse novo ponto de vista.

Definição 0.4.1 Sejam Y, Z ⊂ Rn e k um número real não-negativo. O k-
ésimo número de crescimento de volume de Y com relação a Z é um número
µk(Y, Z) ∈ R+ satisfazendo à seguinte condição:

lim
ε→0

Hk(Y ∩ Uε(Z))

εr
=

{
0, se r < µk(Y, Z)
∞, se r > µk(Y, Z)

,

ondeHk denota a medida de Hausdorff k-dimensional e Uε(Z) é a ε-vizinhança
de Z em Rn.

Observação 0.4.2 Naturalmente, µk(Y, Z) é único, quando existe. Note
que µk(Y, Z) = ∞ sempre que k > dimH(Y )(= dimensão de Hausdorff de
Y ). Quando k = dimH(Y ), escreveremos µ(Y, Z) em vez de µk(Y, Z).

Não importa qual das três métricas usuais de Rn se considera para o
cálculo de µk(Y, Z). De fato, se d é a métrica euclideana e d′ é uma outra
métrica equivalente à ela, no sentido que existem k1, k2 > 0 tais que

k−1
1 d(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ k−1

2 d(x, y) ∀x, y ∈ Rn,

tem-se (notação óbvia)

Y ∩ Uk2ε(Z) ⊂ Y ∩ U ′
ε(Z) ⊂ Y ∩ Uk1ε

para todo ε > 0.
Agora daremos uma estimativa para o número de crescimento de volume

de um semialgébrico Y com relação a um ponto y0 ∈ Y . Antes, vejamos um
resultado de existência:
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Teorema 0.4.3 Sejam Y, Z ⊂ Rn subconjuntos semialgébricos dos quais
pelo menos um é limitado. Então, existe um número β ∈ Q tal que, para
cada par (δ, ε) de números reais positivos suficientemente pequenos,

εβ+δ ≤ HdimY (Y ∩ Uε(Z)) ≤ εβ−δ.

Este teorema é uma consequência dos resultados obtidos em [15]. Como
corolário imediato, temos que µ(Y, Z) sempre existe para Y, Z semialgébricos
limitados, e mais: µ(Y, Z)(= β) ∈ Q.

Proposição 0.4.4 Sejam Y ⊂ Rn um conjunto semialgébrico e y0 ∈ Y .
Então, µ(Y, y0) ≥ dimY .

Para provar esta proposição necessitaremos do seguinte

Lema 0.4.5 O número de crescimento de volume é um invariante Lipschitz,
ou seja, se X e X̃ forem subconjuntos de algum espaço euclideano, Y, Z ⊂ X
e f : X → X̃ for um homeomorfismo bi-Lipschitz (com relação à métrica
induzida), então

µk(Ỹ , Z̃) = µk(Y, Z)

onde Ỹ = f(Y ) e Z̃ = f(Z) (pressupomos na igualdade acima que µk(Y, Z)

ou µk(Ỹ , Z̃) existem).

Prova: Existe K > 0 tal que K−1|x − y| ≤ |f(x) − f(y)| ≤ K|x − y|.
Portanto, se é dado ε > 0, são válidas as inclusões

Y ∩ UK−1ε(Z) ⊂ f−1(Ỹ ∩ Uε(Z̃)) ⊂ Y ∩ UKε(Z)

donde

lim
ε→0

Hk(f−1(Ỹ ∩ Uε(Z̃))

εr
=

{
0, se r < µk(Y, Z)
∞, se r > µk(Y, Z).

Por outro lado, também é verdade que

K−kHk(Ỹ ∩ Uε(Z̃)) ≤ Hk(f−1(Ỹ ∩ Uε(Z̃)) ≤ KkHk(Ỹ ∩ Uε(Z̃))

donde segue que µk(Ỹ , Z̃) = µk(Y, Z) (aqui usamos que π : A → B Lipschitz
com constante Lipschitz C implica Hm(π(A)) ≤ CmHm(A); veja [10]). ¤

Prova da Proposição 0.4.4: Primeiro note que a conclusão é imediata se
Y ⊂ Rn e dim(Y ) = n, pois Hn(Y ∩ Bε(y0)) ≤ Mεn para todo ε > 0 e para
uma certa constante positiva M. Assim, o quociente de Hn(Y ∩ Bε(y0)) por
εn é limitado para todo ε, o que mostra ser µ(Y, y0) ≥ n. A idéia agora é
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reduzir o caso geral à este considerando um tipo de decomposição especial do
conjunto Y chamada de decomposição em panqueca ([13]). Explicitamente,
se X ⊂ Rn é um conjunto semialgébrico fechado, uma decomposição em
panqueca de X é uma famı́lia finita {Xi}p

i=1 de subconjuntos semialgébricos
fechados de X satisfazendo às seguintes condições:

1. X =

p⋃
i=1

Xi.

2. Quaisquer que sejam os inteiros i, j ∈ {1, ..., p} vale dim(Xi ∩ Xj) <
min{dim(Xi), dim(Xj)}.

3. Para todo i existem um subespaço linear Ei ⊂ Rn com dim(Xi) =
dim(Ei) e uma projeção ortogonal Pi : Rn → Ei tal que Pi|Xi

é
uma aplicação bi-Lipschitz sobre a imagem, onde a métrica de Xi é
a intŕınseca.

Portanto, seja {Yi}p
i=1 uma decomposição em panqueca de Y (é claro que

podemos supor Y fechado, pois µ(Y, y0) = µ(Y , y0) e dim(Y ) = dim(Y )).
Sejam Y1, ..., Ys as panquecas de dimensão dim(Y ) = m contendo y0 e observe

que Hm(Y ∩Bε(y0)) =
s∑

i=1

Hm(Yi∩Bε(y0)), donde µ(Y, y0) = min
i
{µ(Yi, y0)}.

Mas, aproveitando a notação acima, µ(Yi, y0) = µ(Pi(Yi), Pi(y0)) ≥ dim(Ei) =
dim(Y ), pelo Lema 0.4.5, e segue-se o resultado desejado. ¤

Agora vamos calcular µ(Hβ, 0), sendo Hβ a β-corneta

Hβ := {(x, y, z) ∈ R3 ; x2 + y2 = z2β, z ≥ 0}

onde β ≥ 1 é um racional. As β-cornetas desempenham um papel fun-
damental na classificação bi-Lipschitz de germes (X, x0) sendo X um con-
junto semialgébrico bi-dimensional e x0 ∈ X uma singularidade isolada; veja
[2]. Vamos começar calculando µ(Tβ, 0) para Tβ := {(x, y) ∈ R2 ; 0 ≤ y ≤
xβ, x ≥ 0}(β-triângulo de Hölder). Ora, se B′ := B′

0,ε é a bola da métrica
d′((x1, y1), (x2, y2)) = max{|x1− x2|, |y1− y2|}, temos (para ε > 0 suficiente-
mente pequeno) Tβ ∩B′ = {(x, y) ∈ Tβ ; x < ε}. Portanto,

H2(Tβ ∩B′) =

∫ ε

0

xβdx =
1

β + 1
εβ+1
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donde µ(Tβ, 0) = β + 1. Agora observe que a Projeção P : R3 → R2,
P (x, y, z) = (y, z), define um homeomorfismo bi-Lipschitz semialgébrico de

Θ = Hβ ∩ {|y| ≤ x, x ≥ 0} sobre Ξ = {(y, z) ; |y| ≤ zβ√
2
, z ≥ 0} (é claro

que P define uma aplicação Lipschitz-semialgébrica entre estes conjuntos;
como ∠(TpΘ, {x = 0}) ≤ α para todo p na parte suave de Θ e para algum
α ∈ (0, π/2), segue-se que P é bi-Lipschitz quando restrita à parte suave
de Θ. Como tal parte suave é densa em Θ, P |Θ : Θ → Ξ é bi-Lipschitz).
Usando o Lema 0.4.5, temos µ(Hβ, 0) = µ(Ξ, 0) = β + 1, pois Ξ ∩ {y ≥ 0} é
obviamente bi-Lipschitz equivalente a Tβ.

Terminamos esta seção com algumas observações à respeito de um con-
junto semialgébrico m-dimensional X ⊂ Rn:

1. Quando calculamos Hm(X) estamos, na verdade, calculando o vo-
lume m-dimensional de X, ou seja, Hm(X) = volm(X). Também vale
dimH(X) = dim(X). Isto se deve pelo fato da medida m-dimensional
de Hausdorff restrita à subvariedades m-dimensionais de Rn coincidir
com a medida usual que ali se considera ([10], [20]). Já utilizamos esses
fatos várias vezes acima.

2. Pode-se considerar em X duas métricas naturais: uma delas é a métrica
induzida de Rn, que denotaremos por dind, e a outra é a métrica
intŕınseca cuja notação é dl. Lembramos que para x, y ∈ X, dl(x, y)
é definido como o ı́nfimo dos comprimentos das curvas retificáveis γ :
[0, 1] → X com γ(0) = x e γ(1) = y. Assim, dl é bem definida quando
X é conexo. Se consideramos a categoria cujos objetos são conjuntos
semialgébricos e cujos isomorfismos são aplicações bi-Lipschitz semi-
algébricas, o seguinte resultado, cuja demonstração se encontra em [7],
nos conta que não importa quais das duas métricas acima consideramos
em X (pelo menos quando X é limitado).

Teorema 0.4.6 Para cada conjunto semialgébrico conexo e limitado
X ⊂ Rn existe um conjunto semialgébrico X ′ ⊂ Rs tal que

(i) X ′ é normalmente mergulhado, isto é, existe uma constante C > 0
com dl(x, y) ≤ Cdind(x, y), quaisquer que sejam os pontos x, y ∈ X ′.

(ii) X ′ é bi-Lipschitz semialgebricamente equivalente a X com relação
à métrica intŕınseca.

3. µk(X, x0) é intŕınseco, ou seja, podemos calcular µk(X, x0) usando a
métrica intŕınseca de X e mesmo assim obteremos o mesmo resultado
quando utilizamos a métrica induzida. Para ver isso, considere uma
decomposição em panqueca de X e note que cada panqueca é nor-
malmente mergulhada (depois proceda como na prova da Proposição
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0.4.4). Em particular, o Lema 0.4.5 continua válido se trocarmos a
métrica induzida pela métrica intŕınseca.
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Caṕıtulo 1

L-Estratificações e Homologia
Métrica

Na construção da homologia métrica se faz uso de um tipo espećıfico de
estratificação que passamos a definir.

Definição 1.1 Dizemos que um conjunto semialgébrico X ⊂ Rn é L-

estratificado quando existe uma partição finita X =
⋃
i

Xi satisfazendo às

seguintes condições:

1. Cada Xi é uma variedade Lipschitz-semialgébrica.

2. (Trivialidade Lipschitz Fraca) Dados dois pontos quaisquer x, y ∈ Xi,
existem vizinhanças (abertas) Ux, Uy em X e uma aplicação bi-Lipschitz
h : Ux → Uy tal que h(x) = y e h(Xj ∩ Ux) = Xj ∩ Uy ∀j.

3. (Axioma do Bordo) Se Xi ∩ ∂Xj 6= ∅, então Xi ⊂ ∂Xj.

A coleção {Xi} é chamada uma L-estratificação.

Observamos que a condição 3 da definição acima segue da 2. Ora, suponha
que em 2, x ∈ Xi∩∂Xj. Assim, para toda vizinhança By de y em Rn, Bx :=
h−1(By∩Uy) é uma vizinhança de x em X, donde ∅ 6= h(Bx∩Xj) ⊃ By∩Xj

o que mostra que y ∈ Xj\Xj = ∂Xj.

Um resultado fundamental que decorre de [17] é o

Teorema 1.2 Cada conjunto semialgébrico X admite alguma L-estratificação
{Xi}.
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Dentre as várias L-estratificações que um conjunto semialgébrico X pode
admitir, existe uma que não possui estrato “supérfluo”. Mais explicitamente,
defina uma relação de equivalência ∼ entre pontos do conjunto X por

x ∼ y ⇔ ∃Ux, Uy vizinhanças de x e y, respectivamente, e uma aplicação
bi-Lipschitz h : Ux → Uy tal que h(x) = y.

Teorema 1.3 O conjunto X/ ∼ é finito; se X/ ∼= {X1, ..., Xs}, então
{X i}s

i=1 é uma L-estratificação de X: a L-estratificação canônica de X.

Prova: Para provar a primeira afirmação, usamos o Teorema 1.2 para garan-
tir a existência de uma L-estratificação {Xj}k

j=1 de X. Como todos os pontos
de um dado estrato Xj são equivalentes segundo ∼, temos #{X/ ∼} ≤ k.
Agora provaremos que {X i}s

i=1 é uma L-estratificação de X. Como cada X i

é a união de alguns Xj resulta que X i é semialgébrico e, portanto, existe x
ponto suave de X i; sendo este Lipschitz-homogêneo, conclúımos que X i é,
de fato, uma variedade Lipschitz. Logo, {X i}s

i=1 cumpre todas as condições
da Definição 1.1 como queŕıamos. ¤

Corolário (da prova) 1.4 Se {Xj} é uma L-estratificação do conjunto
semialgébrico X, então {Xj} é um refinamento da L-estratificação canônica
{X i}. ¤

Como é de se esperar, aplicações bi-Lipschitz preservam L-estratificações
canônicas como mostra a

Proposição 1.5 Sejam X ⊂ Rm, Y ⊂ Rn conjuntos semialgébricos, h :
X → Y um homeomorfismo bi-Lipschitz e {X i}s

i=1, {Y j}t
j=1 as L-estratifica-

ções canônicas destes conjuntos. Então, s = t e h(X i) = Y i (a menos de
uma reordenação de ı́ndices).

Prova: Seja Z a união disjunta de X e Y em algum Rp. É claro que a reunião
das L-estratificações canônicas de X e Y fornece uma L-estratificação de Z.
Por outro lado, x ∼ h(x) e y ∼ h−1(y) em Z, ∀x ∈ X, y ∈ Y , isto é, cada
Xk∪h(Xk) deve estar contido num estrato da L-estratificação canônica de Z.
Pelo Corolário 1.4, tais estratos são reuniões de alguns X ′

is e Y ′
j s, e a única

possibilidade é ter h(Xk) = Yj para algum j. ¤

Agora passamos à definição da homologia métrica de um conjunto semi-
algébrico X.

Seja ν : [0, dim(X)] ∩ Z → Q+ ∪ {0} uma função de perversidade (de
volume) em X, isto é, ν(0) = 0 e ν(i) ≥ 1 para i > 0. Fixe uma partição
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semialgébrica finita {Xj} de X e considere uma k-cadeia semialgébrica η =∑
aiFi (o que significa que as aplicações Fi : ∆k → X são semialgébricas),

onde os coeficientes ai pertencem a um grupo G (G = Z ou R). Como usual,

o suporte de η é o conjunto |η| :=
⋃

ai 6=0

Fi(∆k). Dizemos que η é admisśıvel

com respeito a ν e a partição {Xj} se

(∗) µk(|η|, Xj) ≥ ν(codim(Xj)) e µk−1(|∂η|, Xj) ≥ ν(codim(Xj)), ∀ j.

A condição (∗) permite que se considere o subcomplexo das cadeias (semi-
algébricas) admisśıveis (com respeito a ν e {Xj}); a homologia métrica de X
é, por definição, a homologia deste subcomplexo. Explicitamente:

Definição 1.6 Sejam Zk(ν, {Xj})(X) o subgrupo dos k-ciclos semialgébricos
admisśıveis e Bk(ν, {Xj})(X) o subgrupo dos k-bordos semialgébricos ad-
misśıveis. Então, o grupo quociente

MHk(ν, {Xj})(X) := Zk(ν, {Xj})(X)/Bk(ν, {Xj})(X)

é chamado o k-ésimo grupo de homologia métrica de X com respeito à função
de perversidade ν e a partição {Xj}.
Observação 1.7 Quando {Xj} for a L-estratificação canônica de X,
chamaremos MHk(ν, {Xj})(X) simplesmente de k-ésimo grupo de homologia
métrica de X com respeito a ν e o denotaremos por MHν

k (X) (e as cadeias
serão chamadas de ν-admisśıveis ou, simplesmente, admisśıveis, quando isso
não causar confusão). Por exemplo, MHν

k (X) = Hk(X) se X é suave. Note
que se η é uma k-cadeia semialgébrica degenerada (dim(|η|) < k) cujo bordo
é ν-admisśıvel, então η é ν-admisśıvel para toda função de perversidade ν.

Teorema 1.8 (Invariância Lipschitz-semialgébrica da homologia mé-
trica) Se X e Y são semialgebricamente bi-Lipschitz equivalentes e ν é uma
função de perversidade, então MHν

k (X) e MHν
k (Y ) são isomorfos.

Prova: Seja h : X → Y uma aplicação bi-Lipschitz semialgébrica. Assim,
o Teorema 1.5 nos conta que {h(Xj)} é a L-estratificação canônica de Y se
{Xj} for a L-estratificação canônica de X. Logo, uma cadeia semialgébrica η
é ν-admisśıvel em X se, e somente se, h(η) é ν-admisśıvel em Y (Lema 0.4.5).
Segue-se que a correspondência η 7→ h(η) induz o isomorfismo desejado. ¤

A homologia métrica tem-se mostrado útil no estudo da natureza de pon-
tos singulares isolados em conjuntos semialgébricos. Por exemplo, uma per-
gunta relevante na teoria métrica das singularidades era se toda singularidade
isolada de uma hipersuperf́ıcie complexa em Cn é do tipo cônico. Logo mais
(seção 3), veremos que a resposta desta pergunta é não ([6]). O fato é que,
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para este tipo de questão, torna-se suficiente captar as informações métricas
locais, ou seja, em torno do ponto singular:

Teorema 1.9 Sejam X um conjunto semialgébrico e x0 ∈ X um ponto
qualquer. Para ε > 0 suficientemente pequeno,

MHν
loc,k(X, x0) := MHν

k (X ∩Bx0,ε)

está bem definido e é chamado o k-ésimo grupo de homologia métrica local
de X em x0.

Prova: O que se precisa aqui é de uma versão bi-Lipschitz do Teorema de
Hardt que pode ser encontrada em [19]. Depois usamos o Teorema 1.8. ¤

Observação 1.10 Se x0 é um ponto singular isolado, o grupo MHν
loc,k(X, x0)

só depende do valor ν(dim(X)), pois neste caso {X ′ := X∩Bx0,ε\{x0}, {x0}}
é a L-estratificação canônica de X ∩Bx0,ε. Assim, dada uma k-cadeia η (em
X ∩Bx0,ε) sempre vale µk(|η|, X ′) ≥ 0 = ν(codim(X ′)). Em outras palavras,
o essencial na homologia métrica local é o conhecimento da velocidade de
desaparecimento do suporte de cadeias em relação ao ponto singular.

Proposição 1.11 Sejam X um conjunto semialgébrico e x0 ∈ X um ponto
singular isolado com dim(X) = n. Então,

MHν
loc,k(X, x0) = 0

para ν(n) ≤ k + 1.

Prova: Seja ξ um k-ciclo ν-admisśıvel (em X ∩ Bx0,ε). Como X ∩ Bx0,ε

tem uma estrutura cônica semialgébrica, podemos construir uma (k + 1)-
cadeia semialgébrica “cônica”η tal que ∂η = ξ (veja [14], p. 315; para con-
cluir a existência de η também podeŕıamos utilizar o Corolário 0.2.3). Pela
Proposição 0.4.4, µk+1(|η|, x0) ≥ k + 1 ≥ ν(n) ⇒ η é ν-admisśıvel ⇒ [ξ] = 0
em MHν

loc,k(X, x0). ¤

Observação 1.12 Já é hora de comentar alguns fatos peculiares da ho-
mologia métrica. O primeiro deles é que a homologia métrica depende da
L-estratificação. De fato, se escolhermos uma função de perversidade ν tal
que ν(0) = 0, ν(1) = 1 e ν(2) = a, onde a é qualquer número racional maior
do que 2, então MH1(ν, {R2 \ {0}, {0}})(R2) 6= 0 = MHν

1 (R2). De fato, S1

define um ciclo ξ ν-admisśıvel e não-trivial em MH1(ν, {R2 \ {0}, {0}})(R2),
pois ∂η = ξ ⇒ |η| ⊃ B0,1 ⇒ µ(|η|, 0) = 2 < a = ν(codim{0}) ⇒ η não é
ν-admisśıvel (para entender a primeira implicação, veja a prova do teorema
abaixo).

Note que a perversidade escolhida acima, embora razoável, não satisfaz à
condição de Goresky-MacPherson ([11]): ν(i+1) = ν(i) ou ν(i)+1. A razão
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de não adotarmos sistematicamente tais perversidades está na Proposição
1.11. Com efeito, uma perversidade ν de Goresky-MacPherson sempre satis-
faz ν(n) ≤ n, donde MHν

loc,n−1(X, x0) = 0 pela proposição anterior. Assim,
deixaŕıamos de captar objetos geométricos importantes como os ciclos de
Chegger (seção 3).

Para finalizar, vamos calcular a homologia métrica local (em dimensão 1)
do espaço Mβ1,β2 que é o conjunto semialgébrico em R5 definido pelo sistema:





(x2
1 + x2

2) = y2β1

(x2
3 + x2

4) = y2β2

y ≥ 0 .

Escrevemos (x1, x2, x3, x4, y) para as coordenadas em R5, e β1, β2 são números
racionais tais que β1 ≥ β2 ≥ 1. Como a interseção de Mβ1,β2 com cada
hiperplano y = a é (a menos de homeomorfismos) o toro bi-dimensional
T2, visualizamos Mβ1,β2 como um cone sobre o toro e 0 ∈ R5 é sua única
singularidade.

Teorema 1.13

MHν
loc,1(Mβ1,β2 , 0) =





0 se 1 ≤ ν(3) ≤ β2 + 1
R1 se β2 + 1 < ν(3) ≤ β1 + 1
R2 se β1 + 1 < ν(3).

Prova: Começamos definindo as projeções P1, P2 : R5 → R3 como

P1(x1, x2, x3, x4, y) = (x3, x4, y) e P2(x1, x2, x3, x4, y) = (x1, x2, y)

e note que P1(Mβ1,β2) = Hβ2 , P2(Mβ1,β2) = Hβ1 (veja a subseção 0.4). Se
ν(3) = 1, então MHν

loc,1(Mβ1,β2 , 0) = 0, pela proposição anterior.
Agora deixamos 1 < ν(3) ≤ β2 + 1. Se ξ é um 1-ciclo admisśıvel, então

|ξ| ⊂ X := (Mβ1,β2∩B0,ε)\{0}. Como a inclusão Mβ1,β2∩{y = ε
2
} ≈ T2 ↪→ X

induz um isomorfismo em homologia, temos que [ξ] = k1[ξ1] + k2[ξ2], onde
k1, k2 ∈ R e ξ1, ξ2 são 1-ciclos em Mβ1,β2 definidos por:

ξ1 : y = ε
2
, x1 = 0, x2 = ( ε

2
)β1

ξ2 : y = ε
2
, x3 = 0, x4 = ( ε

2
)β2 .

Naturalmente, ξ1 = ∂η1 e ξ2 = ∂η2 onde η1, η2 são as 2-cadeias em Mβ1,β2

dadas por
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η1 : y ≤ ε
2
, x1 = 0, x2 = yβ1

η2 : y ≤ ε
2
, x3 = 0, x4 = yβ2

(observe que |ξ1|, |ξ2| ≈ S1 e |η1|, |η2| ≈ 0 ∗ S1). Pelos cálculos feitos na
subseção 0.4, obtemos µ(|η1|, 0) = β2 + 1 e µ(|η2|, 0) = β1 + 1, donde segue
que a 2-cadeia η := k1η1+k2η2 é admisśıvel. Como ∂(η+η′) = ξ para alguma
2-cadeia η′ com |η′| ∩ {0} = ∅, fica provado que MHν

loc,1(Mβ1,β2) = 0 para
1 ≤ ν(3) ≤ β2 + 1.

Se agora β2 + 1 < ν(3) ≤ β1 + 1, então a 2-cadeia η2 constrúıda acima
continua sendo admisśıvel, donde [ξ2] = 0 em MHν

loc,1(Mβ1,β2 , 0). Provaremos
agora que ξ1 não pode ser o bordo de uma 2-cadeia admisśıvel. Suponha
ξ1 = ∂η. Então, desde que P1(ξ1) é um 1-ciclo em Hβ2 com ∂P1(η) = P1(ξ1),
conclúımos que (P1(|η|) ⊃)|P1(η)| ⊃ Hβ2 ∩B0, ε

2
(a razão é topológica: Hβ2 ≈

R2 e P1(ξ1) = ξ1 ≈ S1; se uma 2-cadeia θ satisfaz ∂θ = S1, então |θ| ⊃ B0,1

simplesmente porque, para todo p ∈ B0,1, [S1] 6= 0 em H1(R2 \ {p})). Assim,
µ(|η|, 0) ≤ µ(P1(|η|), 0) = β2+1, isto é, η é não-admisśıvel. Com isso, ficamos
com MHν

loc,1(Mβ1,β2 , 0) = R1 para β2 + 1 < ν(3) ≤ β1 + 1.
Finalmente, observamos que nada mais há o que fazer, pois se β1 + 1 <

ν(3), então [ξ1] e [ξ2] são linearmente independentes em MHν
loc,1(Mβ1,β2 , 0)

pelo mesmo argumento usado no parágrafo anterior. ¤
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Caṕıtulo 2

Expoentes Caracteŕısticos e
Cálculo da Homologia Métrica
Local para Singularidades
Isoladas do Tipo Cônico

Lembremos que o Link de X em x0, Lx0(X), é a interseção de X com
uma pequena esfera centrada em x0, isto é, Lx0(X) := X ∩Sx0,ε, para ε ∼ 0.
Por [19], Lx0(X) está bem definido a menos de homeomorfismos bi-Lipschitz
semialgébricos.

Existe um resultado clássico em teoria geométrica da medida que garante
a existência de ciclos de massa mı́nima em cada classe de homologia (não
nula) de uma variedade compacta M ; em outras palavras, “ciclos pequenos
são triviais”:

Teorema 2.1 (Federer, Fleming) [10] Seja M uma variedade riemanni-
ana compacta. Para cada inteiro positivo k, existe uma constante C(k) > 0
tal que, se ξ for um ciclo k-dimensional em M com vol(|ξ|) < C(k), então ξ
é homologicamente trivial.

O invariante que agora desejamos definir desempenha um papel seme-
lhante à constante C(k) do Teorema 2.1. Antes, vejamos como tal invariante
surge nos exemplos já discutidos.

No cálculo da homologia métrica local de Mβ1,β2 feito na seção ante-
rior, observamos como os números β1, β2 determinam MHν

loc,1(Mβ1,β2 , 0). Na

verdade, um fato notável é que, para ν(3) > β1 + 1, MHk
loc,1(Mβ1,β2 , 0) ∼=

Hk(L0(Mβ1,β2)︸ ︷︷ ︸
T2

) ∼= R2.
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Alguma relação interessante entre a homologia métrica local e a homologia
singular do Link sempre ocorre quando ν(dim(X)) é muito “grande”, e isso
é consequência do fato que um ciclo do Link é trivial quando é bordo de
uma cadeia que apresenta número de crescimento de volume muito alto no
ponto singular. Por exemplo, considere uma β-corneta Hβ. Se tomamos
um 1-ciclo ξ no Link de Hβ em 0 tal que ξ = ∂η com µ(|η|, 0) > β + 1,
então ξ é (homologicamente) trivial. De fato, L0(Hβ) ≈ S1, donde |ξ| deve
omitir algum ponto de S1 (e, então, acabou!), pois, não sendo este o caso,
concluiŕıamos (como na prova do Teorema 1.13) que (para algum δ > 0)
|η| ⊃ Hβ ∩ {z ≤ δ}, o que contradiz µ(|η|, 0) > β + 1. Continuando com
essa linha de pensamento, transpomos a situação acima para Mβ1,β2 , sendo
que agora µ(|η|, 0) > β1 + 1. Queremos [ξ] = 0 em H1(L0(Mβ1,β2)). Ora,
com a notação do Teorema 1.13, P1(ξ) e P2(ξ) são ciclos em Hβ2 e Hβ1 , com
∂P1(η) = P1(ξ), ∂P2(η) = P2(ξ). Pelo que vimos, P1(ξ) e P2(ξ) são triviais
(pois µ(|Pi(η)|, 0) ≥ µ(|η|, 0) > βi + 1), donde ξ é trivial. (aqui usamos o
fato que H1(M ×N) ∼= H1(M)×H1(N) por meio do isomorfismo

[α] 7→ ((PM)∗ · [α], (PN)∗ · [α])

quando M , N são conexos por caminhos e π1(M), π1(N) são abelianos, con-
sequência do homomorfismo de Hurewicz ; veja [12], p. 48.) O seguinte
teorema formaliza essa situação:

Teorema 2.2 [5] Sejam X ⊂ Rn um conjunto semialgébrico e x0 ∈ X um
ponto qualquer. Para cada inteiro positivo k < dim(X) existe um número
real positivo λk ≥ k + 1 satisfazendo à seguinte condição:

“Sejam Ux0 uma vizinhança suficientemente pequena de x0 e ξ um k-ciclo
semialgébrico em Ux0 \ {x0} que é bordo de uma (k +1)-cadeia semialgébrica
η tal que |η| ⊂ Ux0 e µk+1(|η|, x0) > λk. Então, [ξ] = 0 em Hk(Ux0 \ {x0}).”
Definição 2.3 O número λk(X, x0) := inf λk (onde λk satisfaz à condição
do Teorema 2.2) é chamado o k-ésimo expoente caracteŕıstico de X em x0.

Assim, λ1(Hβ, 0) = β + 1 e λ1(Mβ1,β2 , 0) = β1 + 1. O próximo teorema trata
da invariância Lipschitz-semialgébrica dos expoentes caracteŕısticos.

Teorema 2.4 Sejam (X, x0), (Y, y0) germes de conjuntos semialgébricos
e f : (X, x0) → (Y, y0) o germe de um homeomorfismo bi-Lipschitz semi-
algébrico. Então, λk(X, x0) = λk(Y, y0) para todo k.

Prova: Seja ξ um k-ciclo semialgébrico numa vizinhança Ux0 de x0 com
x0 6∈ |ξ|. Se ξ = ∂η, onde µk+1(|η|, x0) > λk(Y, y0), então µk+1(|f(η)|, y0) >
λk(Y, y0), pelo Lema 0.4.5, donde f(ξ) é trivial (pois ∂f(η) = f(ξ)) em
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Uy0 \{y0} para Uy0 := f(Ux0), ou melhor, ξ é trivial em Ux0 \{x0}. Com isso,
mostramos que λk(X, x0) ≤ λk(Y, y0). Para obter a desigualdade λk(X, x0) ≥
λk(Y, y0) basta considerar o germe f−1. ¤

Para complementar um comentário feito acima, mostraremos agora como
os expoentes caracteŕısticos podem produzir relações entre Hk(Lx0(X)) e
MHν

loc,k(X, x0).

Teorema 2.5 Sejam X e x0 como no Teorema 1.11. O homomorfismo

σk : Hk(Lx0(X)) → MHν
loc,k(X, x0), σk([ξ]) = [ξ],

é um:

• mergulho, se ν(n) > λk(X, x0);

• isomorfismo, se k = 1 e ν(n) > λ1(X, x0).

Prova: Suponha que para um k-ciclo ξ em Lx0(X) tenha-se [ξ] = 0 em
MHν

loc,k(X, x0). Então, ξ = ∂η com µk+1(|η|, x0) > λk(X, x0), já que η é
ν-admisśıvel, donde [ξ] = 0 em Hk(Lx0(X)). Para a sobrejetividade no caso
k = 1, basta notar que um 1-ciclo γ em X ∩Bx0,ε satisfazendo µ(|γ|, x0) > 1
deve ter seu suporte disjunto de {x0}. Portanto, existe um 1-ciclo ξ em
Lx0(X) com [ξ] = [γ] em H1((X ∩ Bx0,ε) \ {x0}), logo, em MHν

loc,1(X, x0)
(lembre que a inclusão Lx0(X) ↪→ (X ∩ Bx0,ε) \ {x0} induz um isomorfismo
em homologia). ¤

Observe que, para sermos mais precisos, deveŕıamos trocar Hk(Lx0(X))
por HSA

k (Lx0(X)) no teorema acima, já que trabalhamos com cadeias semi-
algébricas. No entanto, o Corolário 0.2.3 nos permite não tomar este tipo de
cuidado. O Teorema 2.5 pode ser melhorado para o caso de uma singulari-
dade cônica. De fato, se x0 for do tipo cônico (ver definição abaixo), vamos
provar que λk(X, x0) = k + 1 e σk é um isomorfismo.

Definição 2.6 Sejam X um conjunto semialgébrico e x0 ∈ X uma singu-
laridade. Dizemos que x0 é uma singularidade cônica se existem ε > 0 e uma
aplicação bi-Lipschitz semialgébrica de X ∩Bx0,ε sobre x0 ∗ Lx0(X).

Teorema 2.7 Sejam X ⊂ Rm um conjunto semialgébrico fechado n-
dimensional e x0 ∈ X uma singularidade isolada cônica. Então

MHν
loc,k(X, x0) =

{
0 se ν(n) ≤ k + 1

Hk(Lx0(X)) se ν(n) > k + 1.
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Que MHν
loc,k(X, x0) = 0 para ν(n) ≤ k+1, já sab́ıamos desde a Proposição

1.11 (mesmo sem a hipótese da singularidade ser cônica). Para o que falta,
dividimos a prova em três partes: Proposições 2.8, 2.9 e 2.11 (veja também a
Observação 2.10). Para ilustrar o esquema da demonstração imagine que X
é um n-simplexo geométrico sendo x0 um de seus vértices (áı, x0 não é mais
uma singularidade isolada!). Se uma cadeia semialgébrica η em X satisfaz

µn(|η|, x0) > n, então existe um n-subsimplexo X̃ de X (também com vértice

em x0) tal que (X̃ \{x0})∩(|η|\{x0}) = ∅ (Proposição 2.8). Logo, se é dado
um k-ciclo ξ no Link de X em x0 que é bordo de uma tal cadeia η, definimos
uma “retração”(Lipschitz e semialgébrica) ρ : X \ int(X̃) → ∂X que aplica ξ
em ξ′, com o suporte de ξ′ contido no (n− 2)-ésimo esqueleto de Lx0(X), e η
em η′ de tal modo que µk+1(|η′|, x0) ≥ µk+1(|η|, x0). Ademais, vamos provar
que [ξ] = [ξ′] em Hk(Lx0(X)) e agora basta “iterar”este processo tantas vezes

quanto for preciso para gerar um k-ciclo ξ̂ no (k−1)-esqueleto de Lx0(X) tal

que [ξ̂] = [ξ], donde [ξ] = 0. Então, teremos provado que λk(X, x0) = k + 1
(Proposição 2.9). Finalmente (Proposição 2.11), usamos a mesma técnica
da Proposição 2.9 para mostrar que, se ν(n) > k + 1, existe em cada classe
[ξ] ∈ MHν

loc,k(X, x0) um representante σ que tem suporte disjunto de {x0}
(logo, pode ser considerado como um ciclo do Link). O Teorema 2.7 resulta
facilmente destes resultados.

Proposição 2.8 Sejam S um k-simplexo (geométrico) e s0 um vértice de
S. Seja ainda A ⊂ S um subconjunto semialgébrico tal que µk(A, s0) > k.

Nestas condições, existe um subsimplexo k-dimensional S̃ ⊂ S com vértice
em s0 tal que (A \ {s0}) ∩ (S̃ \ {s0}) = ∅.

Prova: Vamos escrever S = {s0} ∗ S1, sendo S1 a face de S oposta a s0.
Naturalmente, a aplicação (“quociente”) π : S1 × [0, 1] → S, π(x, t) = ts0 +
(1− t)x, é semialgébrica e aplica S ′ := S1 × (0, 1] homeomorficamente sobre
S \ {s0}. Agora consideramos o conjunto semialgébrico A′ := π−1(A) e
exploramos a estrutura ciĺındrica de A′ com respeito à projeção canônica
p : S1 × [0, 1] → S0 := S1 × {0} (Teorema 0.1.4).

Existe uma partição finita e semialgébrica {Bi} de S0 com a propriedade
que {A′ ∩ (Bi × [0, 1])} é uma coleção de conjuntos do “tipo-gráfico”e (ou)
do “tipo-band”. Se escolhemos Bi de tal modo que int(Bi) 6= ∅, então
existe uma aplicação (cont́ınua e semialgébrica) f : Bi → (0, 1] tal que a
“band”B := {(x, t) ; x ∈ Bi, 0 < t < f(x)} é um membro da decomposição

ciĺındrica considerada. O fato é que A′ ∩ B
(?)
= ∅, e com isso a proposição

estará demonstrada. Com efeito, se (?) acontece, podemos encontrar um
(k− 1)-simplexo ∆ ⊂ int(Bi) cujas faces são paralelas às faces de S0. Como

existe ε > 0 tal que f(x) ≥ 2ε para todo x ∈ ∆, temos que S̃ := π(∆× [0, ε])
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satisfaz às condições desejadas.
Agora verifiquemos a igualdade (?). Se ela não ocorre, então B ⊂ A′.

Agora procedemos como no parágrafo anterior para garantir a existência de
um (k− 1)-simplexo ∆̃ em Bi tal que (para algum δ > 0) ∆̃× (0, δ] ⊂ A′. Se

Ŝ := π(∆̃× (0, δ]), então

µk(A, s0) ≤ µ(Ŝ, s0) = k,

o que é um absurdo (note que Ŝ ∪ {s0} é um k-simplexo em S com vértice
em s0). ¤

Nas próximas proposições, X e x0 são como no Teorema 2.7.

Proposição 2.9 Seja ξ um k-ciclo em Lx0(X) (k ≤ n − 1) tal que
ξ = ∂η para uma certa cadeia semialgébrica η em X ∩ Bx0,ε satisfazendo
µk+1(|η|, x0) > k + 1. Então, [ξ] = 0 em Hk(Lx0(X)).

Prova: Para os nossos propósitos, podemos supor que X ∩ Bx0,ε = x0 ∗
Lx0(X). Triangulando Lx0(X), obtemos uma triangulação natural associada
a x0 ∗Lx0(X). Seja {Si} a coleção dos simplexos de dimensão n que possuem

o ponto x0 como um de seus vértices. Para cada i existe um subsimplexo S̃i

de Si com vértice em x0 satisfazendo (S̃i\{x0})∩(|η|\{x0}) = ∅ (proposição
anterior). Ht irá denotar um hiperplano do ambiente que intersecta transver-

salmente todos os simplexos Si, S̃i e d(Ht, x0) = t. Obviamente, podemos es-
colher δ > 0 com a propriedade que Ht pode ser definido para todo t ∈ (0, δ],
{Ht}0<t≤δ é uma famı́lia de hiperplanos paralelos, e mais: ξ

δ
:= |η| ∩ Hδ

define um k-ciclo que satisfaz [ξ
δ
] = [ξ] em Hk((x0 ∗Lx0(X)) \ {x0}). Se η

δ
é

a parte da cadeia η contida no semiespaço (fechado) definido por Hδ oposto

àquele que contém ξ, então ∂η
δ

= ξ
δ
. Analogamente, define-se Si,δ, S̃i,δ, e

Xδ :=
⋃

Si,δ, X ′
δ := Xδ \

⋃
int(S̃i,δ).

Para todo i, li denotará o segmento de reta que liga x0 ao baricentro da
face de S̃i,δ oposta a x0. É claro que Ht ∩ li consiste de um único ponto xt

(sempre consideramos t ∈ (0, δ]).
Agora vamos definir uma aplicação ρ : X ′

δ → Xn−1
δ , onde Xn−1

δ denota o

(n − 1)-ésimo esqueleto de Xδ. Primeiro, defina ρi : Si,δ \ int(S̃i,δ) → ∂Si,δ

da seguinte maneira: para x ∈ (Si,δ \ int(S̃i,δ)) ∩Ht, a reta l(x) ligando x a
xt deve intersectar ∂Si,δ ∩ Ht em dois pontos; então, ρi(x) é o único desses

pontos tal que o segmento [ρi(x), x] não intersecta S̃i,δ. Defina ρi(x0) = x0.
Cada ρi é Lipschitz e ρi(x) = x para todo x ∈ ∂Si,δ. Assim, definimos ρ
por restrição: ρ|Si,δ\int(S̃i,δ) := ρi (e, é claro, ρ(x0) = x0). Segue-se que ρ é

bem definida e Lipschitziana por partes, donde Lipschitz pelo Corolário 0.2.7.

29



Agora sejam ξ′ := ρ(ξ
δ
) e η′ := ρ(η

δ
). É claro que ∂η′ = ξ′ e a aplicação

ψ : |ξ
δ
| × [0, 1] → X ′

δ ∩Hδ,

ψ(x, s) = (1− s)x + sρ(x),

mostra que [ξ′] = [ξ
δ
] em Hk((x0 ∗ Lx0(X)) \ {x0}).

Vamos trabalhar agora para estabelecer a seguinte desigualdade:

µk+1(|η′|, x0)
(∗)
≥ µk+1(|ηδ

|, x0).

Como ρ é Lipschitz, existe uma constante K > 0 tal que

volk+1(ρ(|η
δ
| ∩Bx0,t)) ≤ Kvolk+1(|ηδ

| ∩Bx0,t). (1)

Por outro lado, se κ := max
i
{diam(Si,δ ∩Hδ)}, então

(t/δ)κ = max
i
{diam(Si,δ ∩Ht)}.

Portanto, se y = ρ(x) ∈ |η′| ∩ Bx0,t, x ∈ |η
δ
|, segue-se que d(x, x0) ≤

d(x, ρ(x)) + d(ρ(x), x0) < (t/δ)κ + t = t(κ/δ + 1), donde vem a inclusão

|η′| ∩Bx0,t ⊂ ρ(|η
δ
| ∩Bx0,t(κ/δ+1))

o que, juntamente com (1), prova (∗).

Se projetarmos o ciclo ξ′ no Link, vamos obter um k-ciclo ξ̃ no (n − 2)-

ésimo esqueleto de Lx0(X) tal que [ξ̃] = [ξ] em Hk(Lx0(X)) e ξ̃ = ∂η̃ para
alguma cadeia η̃ em (x0 ∗ Lx0(X))n−1 satisfazendo µk+1(|η̃|, x0) > k + 1.
Isso mostra que, na pior das hipóteses, podemos repetir o argumento acima
um certo número finito de vezes até encontrar um k-ciclo ξ̂ morando no
(k − 1)-ésimo esqueleto de Lx0(X) tal que [ξ̂] = [ξ]. Dáı, [ξ] = [ξ̂] = 0 em
Hk(Lx0(X)), como queŕıamos. ¤

Observação 2.10 Há como apresentar uma prova mais curta da proposição
anterior (devida ao Prof. A. Fernandes). Suponha, para simplificar, que
Lx0(X) = X ∩ Sx0,1. Se ξt := |η| ∩ Sx0,t, vemos como antes que (para t
suficientemente pequeno) ξt pode ser considerado como um k-ciclo homólogo
em (X ∩Bx0,1)\{x0} a ξ. Consequentemente, a projeção ζt de ξt em Lx0(X)
(por meio da homotetia de centro em x0 e razão 1/t) é um k-ciclo do Link
homólogo (ainda no Link) a ξ, sendo volk(|ζt |) = volk(|ξt|)/tk. A hipótese
“µk+1(|η|, x0) > k + 1”nos conta que, fixado K ∈ (k, µ(|η|, x0) − 1), existe
uma sequência (tn) de números reais positivos convergindo para zero tal que
volk(|ξtn

|) < tKn (use a fórmula da coarea; veja [10]), donde lim
n→∞

volk(|ζtn
|) =
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0. Em particular, podemos encontrar um ciclo ζtn
tal que volk(|ζtn

|) < C(k),
onde C(k) é a constante que figura no Teorema 2.1 associada à variedade
suave Lx0(X). Logo, [ξ] = [ζtn

] = 0 em Hk(Lx0(X)).

Proposição 2.11 Seja ν(n) > k + 1. Se η é um k-ciclo admisśıvel em
X∩Bx0,ε, então existe σ, k-ciclo em (X∩Bx0,ε)\{x0}, satisfazendo [σ] = [η]
em MHν

loc,k(X, x0).

Prova: Vamos aproveitar a notação da prova da Proposição 2.9: sejam Si,
S̃i, Hδ , Si,δ, S̃i,δ, Xδ, X ′

δ, ξ
δ
, η

δ
e ρ definidos como antes. Pela Proposição

2.9, ξ
δ

é trivial em Y := (x0 ∗ Lx0(X)) ∩Hδ. Portanto, ξ
δ

= ∂θ para alguma
cadeia θ em Y . Seja η′ := η

δ
− θ e σ := η − η′. Então, η′ é um k-ciclo

admisśıvel e queremos agora que [η′] = 0 em MHν
loc,k(X, x0). Com isso a

proposição estará terminada, pois é claro que o suporte de σ é disjunto de
{x0}.

Seja ψ : |η′| × [0, 1] → X ′
δ dada por

ψ(x, s) = (1− s)x + sρ(x).

Triangulamos V := ψ(|η′|×[0, 1]) de modo que a cadeia subjacente ω satisfaça
∂ω = η′ − ρ(η′)︸︷︷︸

η̃

. Mais uma vez se prova que η̃ é um k-ciclo admisśıvel

(morando no (n− 1)-ésimo esqueleto de Xδ) e agora vamos mostrar que

µk+1(V, x0)
(†)
≥ ν(n).

Isto se faz de maneira completamente análoga à verificação de (∗) (na prova
da Prop. 2.9). Com efeito, basta observar que a aplicação ψ é Lipschitz e
que existe uma constante κ′ > 0 satisfazendo

V ∩Bx0,t ⊂ ψ((|η′| ∩Bx0,κ′t)× [0, 1]).

A desigualdade (†) segue facilmente destas observações. Assim, [η̃] = [η′] em
MHν

loc,k(X, x0).

Mais uma vez podemos iterar o argumento acima até que se encontre um
k-ciclo admisśıvel η̂ que more no (k − 1)-esqueleto de Xδ e [η̂] = [η′] em
MHν

loc,k(X, x0). Logo, [η′] = [η̂] = 0 em MHν
loc,k(X, x0). ¤

Prova do Teorema 2.7: Seja ν(n) > k + 1. Considere a aplicação σk

do Teorema 2.5 que, pela hipótese, deve ser um mergulho (consequência do
Teorema 2.5 e da Proposição 2.9). A sobrejetividade de σk segue do teorema
anterior. ¤
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Caṕıtulo 3

Ciclos de Chegger e Superf́ıcies
de Brieskorn

O Teorema 2.7 fornece um primeiro critério substancial de obstrução à
singularidade cônica. Uma parte útil deste resultado está no isomorfismo
entre MHν

loc,n−1(X, x0) e Hn−1(Lx0(X)). Com efeito, sendo x0 uma singu-
laridade isolada e X ⊂ Rm fechado, sabemos que Lx0(X) é uma variedade
suave e compacta (n − 1)-dimensional. Se, além disso, Lx0(X) for conexa,
obteremos que Hn−1(Lx0(X)) é R ou 0 conforme Lx0(X) seja orientável ou
não. Em particular, temos a

Proposição 3.1 Sejam X e x0 como no Teorema 2.7, sendo Lx0(X) conexo.
Então

dim(MHν
loc,n−1(X, x0)) ≤ 1,

para toda ν. ¤

O exemplo que segue providencia alguma naturalidade ao objeto que de-
sejamos definir.

Exemplo 3.2 Sejam (x1, x2, x3, t) as coordenadas de R4 e considere o con-
junto semialgébrico X ⊂ R4 definido pela equação

((x1−t)2 +x2
2 +x2

3−t2)((x1 +t)2 +x2
2 +x2

3−t2) = t4β, t ≥ 0, β ∈ Z∩(2, +∞).

Nota-se que o Link de X na origem é uma “esfera com uma cintura”. Se
tomamos o “cone”Y sobre esta cintura, ou mais precisamente, se definimos
Y = {(x1, x2, x3, t) ∈ X|x1 = 0}, iremos obter uma β-corneta que divide
X em duas componentes conexas W1, W2 (que são simétricas com relação a
{x1 = 0}) tais que µ(X, 0) = µ(W1, 0) = µ(W2, 0) = 3 < β + 1 = µ(Y, 0),
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um fato que indica que 0 ∈ X não é uma singularidade cônica. Com efeito,
considere para o cálculo da homologia métrica local de X em 0 uma função
de perversidade ν com 3 < ν(3) < µ(Y, 0). Como 0 ∈ Y é uma singularidade
isolada, C = Y ∩ L0(X)︸ ︷︷ ︸

X∩S3

é uma 1-variedade compacta, donde homeomorfa a

S1. Por Jordan, existem “discos fechados”V1 e V2 contidos em L0(X) tais
que V1 ∩ V2 = C. Assim, topologicamente falando, W1 e W2 são discos
tridimensionais limitados, respectivamente, pelas esferas Y ∩B0,1︸ ︷︷ ︸

Ỹ

∪V1 e Ỹ ∪

V2, que se intersectam segundo o 2-disco Ỹ e que juntos formam um 3-disco
D limitado pela esfera S := L0(X). Os discos Ỹ e V1 podem ser considerados

naturalmente como 2-simplexos em X. Defina um 2-ciclo ξ1 por ξ1 = Ỹ −V1

e, analogamente, defina ξ2. Claramente, ξ1, ξ2 são ciclos admisśıveis, pois
µ2(|ξi|, 0) = µ(Y, 0), i = 1, 2. Afirmamos que 0 6= [ξ1] 6= [ξ2] 6= 0 em
MHν

loc,2(X, 0). De fato, suponha que ∂η = ξ1 para alguma 3-cadeia η. Então,

|η| ⊃ W1. Se não, ξ1 seria trivial em D \ {p}, p ∈ W1 \ |η|. Como Ỹ é
homólogo a V2 em D \{p}, obteŕıamos que S(= V1−V2) é trivial em D \{p},
o que é um absurdo (S é um gerador do grupo H2(D \ {p}) 6= 0). Portanto,
W1 ⊂ |η| o que implica µ(|η|, 0) = 3, e dáı η não é admisśıvel. A prova
que [ξ2] 6= 0 e [ξ1] 6= [ξ2] em MHν

loc,2(X, 0) admite argumentos similares.
Portanto, MHν

loc,2(X, 0) possui um subespaço isomorfo a R2, e dáı 0 ∈ X
não pode ser uma singularidade cônica pela Proposição 3.1.

Definição 3.3 Sejam X um conjunto semialgébrico e x0 ∈ X uma singula-
ridade isolada. Um subconjunto semialgébrico de codimensão 1 Y ⊂ X é base
de um ciclo de Chegger em x0 quando as seguintes condições são satisfeitas:

1. Y é fechado em X;

2. x0 ∈ Y é singularidade isolada e X \ Y tem exatamente duas compo-
nentes conexas W1 e W2;

3. µ(X, x0) = µ(W1, x0) = µ(W2, x0) = k < µ(Y, x0).

O próximo teorema registra o fato que ciclos de Chegger são obstruções
para singularidades cônicas.

Teorema 3.4 Sejam X ⊂ Rm um conjunto semialgébrico fechado n-
dimensional e x0 ∈ X uma singularidade isolada com Link Lx0(X) conexo.
Se Y ⊂ X é base de um ciclo de Chegger em x0, então, para k < ν(n) <
µ(Y, x0), o espaço MHν

loc,n−1(X, x0) tem um subespaço isomorfo a R2.

Prova: Adapte a prova do Exemplo 3.2. ¤
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Corolário 3.5 Sejam X e x0 como no teorema anterior. Se X admite
uma base para um ciclo de Chegger em x0, então x0 não é uma singularidade
cônica.

Prova: Consequência imediata do teorema acima e da Proposição 3.1. ¤

Definição 3.6 Seja k um número inteiro. A superf́ıcie de Brieskorn de
peso k é a superf́ıcie complexa Xk definida pela equação

x2 + y2 = z2k (1).

Como comentamos na introdução deste trabalho, as superf́ıcies de Bries-
korn de peso k, k > 3, fornecem exemplos de superf́ıcies complexas que pos-
suem singularidades isoladas não-cônicas. As obstruções que vamos detectar
em tais superf́ıcies são exatamente bases de ciclos de Chegger.

Teorema 3.7 Para k > 3, 0 ∈ Xk não é uma singularidade cônica.

Prova: Antes de começar a prova vamos fazer o

Lema 3.8 Sejam M uma variedade de classe Cq e dimensão n e S ⊂ M
uma subvariedade fechada (n − 1)-dimensional, também de classe Cq, tais
que M, S são conexas e q ≥ 0. Então

1. M \ S tem, no máximo, duas componentes conexas.

2. Se q ≥ 1, M é orientada, M \S tem duas componentes conexas M1,M2

e ϕ : M → M é um difeomorfismo (de classe C1, pelo menos) que
inverte a orientação e satisfaz

S = {x ∈ M |ϕ(x) = x},

então ϕ(M1) = M2 (e, logo, ϕ(M2) = M1).

Prova do lema: Para a primeira parte, seja A 6= ∅ uma componente
conexa de M \ S e defina C = {x ∈ S|x ∈ A}. Note que C 6= ∅, pois
A é aberto em M , que é conexo. É claro que C é fechado em S. Para
ver que C é aberto em S, escolha x ∈ C e uma carta φ : U → Rn em
torno de x com φ(U ∩S) = Rn−1. Por hipótese, existe y ∈ U ∩A e, portanto,
φ−1(H) ⊂ A, sendo H ⊂ Rn o semiespaço aberto que contem φ(y). Portanto,
Rn−1 ⊂ H ⇒ U ∩ S ⊂ U ∩ A ⇒ U ∩ S ⊂ C, donde C ⊂ S é aberto. Sendo
S conexo, obtemos que C = S e agora fica fácil concluir 1.

Quanto à segunda parte, sejam x ∈ S e φ, U definidos como acima e
V ⊂ U um aberto contendo x e satisfazendo ϕ(V ) ⊂ U . Se não fosse
φ(M1) = M2, então as componentes conexas de M \ S seriam invariantes
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por φ. Em particular, se tomássemos a ∈ M1 ∩ V, b ∈ M2 ∩ V tais que
φ(a) ∈ M1 ∩ V, φ(b) ∈ M2 ∩ V e uma curva de classe Cq γ em V ligando
a até b cujo vetor tangente em x “apontasse para dentro”de M2 (podemos
supor que {γ} ∩ S = {x}), obteŕıamos que ϕ ◦ γ também teria em x vetor
tangente apontando para dentro de M2, o que é um absurdo já que ϕ inverte
a orientação.

Voltando à prova do Teorema 3.7, considere a ação

α : C∗ × C3 → C3

dada por

α(t, x1, x2, x3) = (tkx1, t
kx2, tx3).

Seja Y ⊂ Xk o resultado da ação α em Xk(R), sendo Xk(R) a solução real de
(1). Vamos mostrar que Y é base de um ciclo de Chegger em 0. Considere a

seção X̂ := Xk ∩ {z = 1} que é a curva afim dada pela equação

x2 + y2 = 1.

Observe que X̂(R) é homeomorfo a S1 e X̂ é homeomorfo ao cilindro S1×R
sobre S1. Como S1 divide o cilindro em duas componentes conexas e a
conjugação define um automorfismo de X̂ que inverte a orientação e cujo
conjunto dos pontos fixos é X̂(R), conclúımos do Lema 3.8 que as compo-

nentes de X̂\X̂(R) são conjugadas uma da outra. Sabemos (ainda pelo Lema
3.8) que Xk \ Y tem, no máximo, duas componentes conexas. Agora vamos
provar que para cada ponto p ∈ Xk \ Y não existe curva cont́ınua em Xk \ Y
ligando p a p. Com efeito, suponha o contrário, e seja γ : [0, 1] → Xk \ Y
cont́ınua com γ(0) = p, γ(1) = p. Como qualquer ponto de Xk ∩ {z = 0}
pode ser conectado por uma curva cont́ınua a um ponto de Xk \ {z = 0},
vamos supor que p 6∈ Xk ∩ {z = 0}. Considere a aplicação

ρ : Xk \ {z = 0} → X̂

dada por ρ(x, y, z) = (z−kx, z−ky, 1). Note que por um argumento de transver-
salidade podemos supor que {γ} := γ([0, 1]) ⊂ Xk \ {z = 0}. Como ρ
comuta com a conjugação complexa, segue-se que ρ(p) e ρ(p) pertencem

à componentes conexas distintas de X̂ \ X̂(R), donde {ρ ◦ γ} ∩ X̂(R) 6=
∅ ⇒ {γ} ∩ Y 6= ∅, pela definição de Y . Com esta contradição, não
só mostramos que Xk \ Y tem duas componentes conexas W, V (digamos)
como também provamos que estas componentes são conjugadas. Portanto,
µ(Xk, 0) = µ(W, 0) = µ(V, 0) = 4, mas µ(Y, 0) ≥ k + 1 > 4.

Então, ficou provado que Y é base de um ciclo de Chegger em 0. Logo,
0 ∈ Xk não é uma singularidade cônica. ¤
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