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RESUMO

No presente trabalho desenvolvemos e aplicamos a teoria de homolo-
gia métrica, criada por Jean Paul Brasselet e Lev Birbrair. A cada con-
junto semialgébrico X associamos uma colegao de espagos vetoriais reais (ou
grupos abelianos) {M H}/(X)}rez de forma que se é dado um outro semi-
algébrico X’ que é semialgebricamente bi-Lipschitz equivalente a X, entao
MH}(X) =2 MH}(X'), para todo k. Assim, a colecao {MH}(X)} carrega
alguma informacao métrica do semialgébrico X. Em particular, teremos
condicOes necessarias para que uma singularidade isolada x¢ € X seja conica.
Mais precisamente, dada uma subvariedade compacta L de uma esfera S, .,
calculamos os grupos M HY(xo * L) em termos da homologia singular de L,
onde xo* L denota o cone {tzo+(1—t)z; x € L, t € [0,1]}. Aliado & homolo-
gia métrica temos os Cliclos de Chegger, objetos geométricos que obstruem a
natureza conica de uma singularidade. Como uma aplicacao da teoria, apre-
sentamos uma classe de superficies complexas cujas singularidades (isoladas)
Sa0 nao-conicas.
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Introducao

Um corolario do Teorema de Trivializacao de Hardt é a estrutura conica
local topolégica (semialgébrica) dos conjuntos semialgébricos. Aqui vamos
estudar o problema métrico relacionado:

Todo germe (X, xq) de um conjunto semialgébrico X numa singularidade
1solada xo € semialgebricamente bi-Lipschitz equivalente ao cone
xo * Ly, (X) sobre o Link?

Quando isto ocorre, dizemos que xy é uma singularidade conica.

Uma situacao correlata a questao colocada acima é a seguinte. Considere
uma variedade algébrica complexa projetiva V' com um ntumero finito de
singularidades z1,...,xz, € V. Se, para cada ¢ € {1,...,r}, o germe (V,x;)
é quasi-isométrico a um cone x; * L;, onde L; é uma variedade compacta
(o “Link”), entdo pode-se provar que as Cohomologias de interse¢ao e L,
sao isomorfas sobre V, isto é, HEP(V) ~ JH* (V) (veja [21] para este

perv;
resultado e notagoes). Um primeiro resultado nessa direc@o (caso p = 2) foi
obtido por J. Chegger em seu artigo “On the Hodge theory of Riemannian
pseudomanifolds”, Proc. Sympos. Pure Math., Vol 36, 1980. Mais tarde
(1991), J. P. Brasselet, M. Goresky e R. MacPherson conjecturaram o caso
geral (em “Simplicial differential forms with poles”, Amer. J. Math. Vol 113),
isto é, que a cohomologia L, de uma métrica com singularidades conicas
era isomorfa a cohomologia de intersecao com uma perversidade p tal que
p(k) = maz{i € Z|i < k/p} (a perversidade L,, perv, ). Em 1994, B.
Youssin resolveu a conjectura (numa forma mais geral; veja [21]). Portanto,
para gerar exemplos de variedades V' como acima nas quais as cohomologias
L, e de intersecao nao coincidem, devemos, antes de tudo, dar exemplos
de tais variedades onde as singularidades nao sdo conicas (no sentido quasi-
isométrico).

A pergunta acima, na forma geral em que se encontra, admite a resposta
negativa, como se vé considerando uma (3-corneta em R? 3 > 1 (veja a
subsecao 0.4). Mais geralmente, obtem-se a mesma conclusao para qualquer
germe (X, xy) sendo o cone tangente de X em xy degenerado. Estes exem-
plos sdo tipicos do caso real. Com efeito, H. Whitney provou (veja “Tangents
to an Analytic Variety”, Annals of Math., Vol 81, 1965) que dada uma va-
riedade algébrica complexa V' C C" e um ponto p € V tem-se a igualdade
dim C(V,p) = dim,V, sendo C(V,p) o cone tangente de V' em p. Portanto,
sob esse ponto de vista, é mais interessante abordar o problema acima no
caso complexo.



Vamos descrever uma classe de superficies complexas, a saber, as su-
perficies de Brieskorn de peso k, que tém a origem 0 € C? como tunica
singularidade, mas 0 nao é conica (no sentido que definimos). Este resultado
aparece como uma aplicacao de uma “teoria de homologia”cujo desenvolvi-
mento é o objetivo primordial do nosso trabalho: a homologia métrica.

Dado um conjunto semialgébrico X C R" existe uma decomposi¢ao cano-
nica de X em variedades Lipschitz-semialgébricas (a L-estratificacao candnica
de X) e dai escolhemos os ciclos e bordos semialgébricos em X que “desa-
parecem rapidamente”nos estratos da L-estratificacao, sendo o controle da
velocidade de desaparecimento dado a partir de uma funcao de perversidade
v, como na homologia de interse¢ao ([11]). Uma vez definida a homologia
métrica, usamos a versao Lipschitz do Teorema de Hardt ([19]) para definir
a homologia métrica local de X num ponto qualquer zy € X, cujo k-ésimo
grupo ¢ denotado por MHy, (X, zp). Um dos resultados principais que
apresentamos ¢ o cdlculo de M Hy,, (X, zy) para o caso em que 7o é uma
singularidade isolada conica:

Teorema 2.7 Sejam X C R™ wum conjunto semialgébrico fechado n-
dimensional e xqg € X uma singularidade isolada conica. Entao

0 se v(n)<k+1

MHll:)c,k(Xv :BO) = { Hk(L:co(X)) se l/(n) >k + 1.

Em particular, sabemos estimar dim(MH;,., (X, 2¢)) quando o Link
L,,(X) é conexo, pois o grupo de homologia “top”’de uma variedade com-
pacta e conexa é R ou 0.

Uma aplicacao interessante do teorema acima é a caracterizacao dos Ci-
clos de Chegger como objetos que atuam como uma obstrucao a estrutura
conica de uma singularidade. Finalmente, provaremos na se¢ao 3 que existem
ciclos de Chegger em cada uma das superficies de Brieskorn (de peso k > 3):

Teorema (3.7) Para cada nimero inteiro positivo k > 3, seja Xy a su-
perficie complexa definida pela equacao

22 4+ y? = 22k,

Entao, 0 € C? nao é uma singularidade conica para X,.



Capitulo 0

Preliminares

Nesta secao, definicoes e resultados basicos da teoria de conjuntos semi-
algébricos sao estabelecidos com o intuito de desobscurecer futuras afirmacoes.
E também uma oportunidade do leitor leigo se familiarizar com a linguagem e
estrutura destes conjuntos. Boa parte do material aqui apresentado é classico;
como referéncias temos [1] e [8].

0.1 Conjuntos Semialgébricos e Aplicacoes
Semialgébricas
Definicao 0.1.1 X C R" é um conjunto semialgébrico quando existem

polinémios P, ;(T) € R[T], T = (T, ..., T,,), e simbolos s, ; € {>,=, <}, para
cada i € {1,...,s}, j € {1,...,r;}, tais que

X = U ﬂ{l‘ S ]Rn, .PZ',]'(ZL‘) Si,j 0}
i=1j=1
A proposicao a seguir é trivial.

Proposicao 0.1.2  Os conjuntos semialgébricos de R™ formam a menor
familia § de subconjuntos de R™ que satisfaz

1. {z €eR"; P(z) > 0} € §, VP(T) € R[T];

2. § € fechada com respeito as operagoes de unido (finita), interse¢do
(finita) e complementar de conjuntos.

Sao exemplos de conjuntos semialgébricos:

e Reunioes finitas de pontos e intervalos abertos da reta R. Na verdade,
estes sao os semialgébricos da reta.

e As bolas abertas B, . e as esferas S, . nos espacos euclideanos.

e Pré-imagem F~!(X), onde X C R™ ¢ semialgébrico e F : R" — R™ é
uma aplicacao polinomial.



e X XY C R™ x R" = R™" quando X C R™, Y C R" forem semi-
algébricos.

e O fecho X de um conjunto semialgébrico X C R™ (consequéncia do
Teorema de Tarski-Seidenberg; veja 0.1.9).

e Todo poliedro (finito) K C R™ (ver 0.2).

e Uma classe importante de conjuntos semialgébricos é a dos conjuntos
algébricos reais. Estes sao os semialgébricos X tais que s; ; ="“="para
todo 7, j na defini¢ao 0.1.1 (como {z; P(x) = 0} U{x; Q(x) = 0} =
{z; (P-Q)(x) = 0} e {x; P(z) = 0} n{z; Qx) = 0} = {z; (P*+
Q?)(z) = 0}, para P(T),Q(T) € R[T], segue-se que todo conjunto
algébrico real é da forma {z; P(z) = 0}).

Se V. C R™ é um conjunto algébrico e P : R* — R™ é uma projecao
linear, entdo nem sempre P(V') é um conjunto algébrico (tome n =2,m =1
eV = S'). Portanto, é natural considerar a menor familia de subconjuntos de
R™ que contém todos os conjuntos algébricos e é fechada sobre projecoes. Tal
familia nada mais é do que a familia de todos os subconjuntos semialgébricos
de R™ (veja [1], p. 63). Isto serve de motivacao (razodvel) para o estudo dos
conjuntos semialgébricos.

Agora vamos estabelecer um resultado famoso (Teorema de Tarski-Seiden-
berg) que confirma a impressao deixada no paragrafo anterior: “projecao de
semialgébrico é semialgébrico”. Na verdade, existe um teorema fundamen-
tal (de decomposigao cilindrica) que além de revelar muito da estrutura dos
conjuntos semialgébricos tem o Teorema de Tarski-Seidenberg por corolério.
Portanto, vamos ao Teorema de Decomposicao Cilindrica.

Definicao 0.1.3 Sejam X C R™, Y C R” conjuntos semialgébricos.
Uma aplicagao f : X — Y é chamada semialgébrica quando seu grafico
(que vamos denotar por gs) for um subconjunto semialgébrico de R™*".
(por exemplo, toda aplicagdo polinomial é semialgébrica; mais geralmente,
para P (T),Q:(T), ..., Pn(T),Qn(T) € RT|, T = (T1,..,T,), Q; # 0, a
correspondéncia x +— (Py(z)/Q1(x), ..., Pn(x)/Qm(x)) define uma aplicagao

m
(racional) semialgébrica do semialgébrico R” \ {x; H Qi(x) = 0} em R™.
i=1
Finalmente, é interessante notar que uma bijecao semialgébrica tem inversa
semialgébrica.)

Teorema 0.1.4 (da Decomposicao Cilindrica) Sejam X C R™ um con-
Junto semialgébrico e (z,t) € R" ' x R as coordenadas em R™. Entdo, existe

4



uma particao finita T de R™™' por conjuntos semialgébricos conexos tal que,
para cada A € T, existem funcoes

f(l]47f1147-'-7 i+1:A—>E (E:RU{_OO,—FOO})

satisfazendo

1. f§ = —o0, sAA+1 = 00;
2. cada f{ + A — R, k=1,...,54, € continua e semialgébrica e f{*(x) <
f;fﬂ(w), para todo x € A;

3. todos os conjuntos da forma

B (tipo “band”)
(1) €RY w e A, fMn) <1< fAu (@) k=01, 54

ou
g (tipo “grifico”)

{(z,t) eR*";z e A t=fl(x)} k=1,..,54

sao semialgébricos;

4. a colegdo dos conjuntos definidos em 3) forma uma parti¢io de R™ com
a propriedade que um membro desta particdo so intersecta X se estiver
contido em X ; em particular, existe uma subcolecao que constitui uma
particao de X.

Prova: Veja [1], p. 54. o

Observacao 0.1.5 Os conjuntos do tipo 8 ou g que aparecem no item
3 do teorema acima (também chamados de células da decomposi¢do) tém
propriedades adicionais (ou podem ser escolhidos para terem). Com efeito,
em [8] (veja na p. 38) estes conjuntos sdo construidos de tal forma que
cada um deles é uma subvariedade semialgébrica analitica de R" (uma wva-

riedade de Nash) semialgebricamente difeomorfa & algum hipercubo aberto

dvezes
7\

(0,1)%(=10,1) x -+ x (0,1)); mais ainda, o bordo (em X) de uma célula C
de dimensao d é a reuniao de células de dimensao menor do que d.

Em geral, quando um conjunto X C R" admite uma particao localmente
finita P de modo que cada membro de P é uma subvariedade conexa de
classe C* (k=0,1,...,00,w) em R" e P satisfaz

5



A,BEP, BN(A\A) £ 2 = B C (A\ A) e dim(B) < dim(A),

onde A significa o fecho de A em X, dizemos que P é uma C*-estratificacio
de X e um elemento de P é chamado de estrato.

Corolario 0.1.6 Todo conjunto semialgébrico X possui uma C“-estratifica-
cao semialgébrica finita. o

Corolario 0.1.7 Todo conjunto semialgébrico tem apenas um niumero finito
de componentes conexas que sao semialgébricas;, em particular, todo semi-
algébrico € localmente conezxo.

Prova: Antes de comecar a prova temos a

Definicao 0.1.8 Seja X C R™ um conjunto semialgébrico e considere
uma decomposigao cilindrica de X (como no Teorema 0.1.4) tal que X ¢é a
reuniao de células C,...,Cx. A dimensao de X, dim(X), é definida como
dim(X) = mzax{dim(Ci)}, onde dim(C;) denota a dimensao de C; como

variedade diferencidvel (veja a Observagao 0.1.5).

E facil ver que dim(X) é um nimero bem definido. Se é dado z € X e
existe ¢ > 0 tal que X N B, . ¢ uma variedade suave de mesma dimensao que
X, entao dizemos que x é um ponto suave de X; caso contrario, x é dito um
ponto singular de X.

Voltando a prova do Corolario 0.1.7 (e aproveitando a notacao da definigao
acima), como cada C; é um semialgébrico conexo, uma componente conexa de
X deve ser a reuniao de alguns C!s, donde semialgébrica; consequentemente,
X nao tem mais do que k£ componentes conexas.

Finalmente, tome x € X e seja U uma vizinhanca de x em X. Escolhendo
e >0talque B := B, .NX C U, seja A a componente conexa de B contendo
x; pelo que ja provamos, A é um aberto (em X) conexo tal que x € A C U,
donde X é localmente conexo.

Corolario 0.1.9 (Tarski-Seidenberg) Sejam X C R"™™™ um conjunto
semialgébrico e P : R"™™ — R" a projecdo nas n primeiras coordenadas.
Entao, P(X) é um semialgébrico de R". Ademais, se f : X — Y € semi-
algébrica e B C Y € semialgébrico, entao f(X) C Y e f~1(B) C X sao
conguntos semialgébricos.

Prova: Para 0 < i < m — 1, seja B : R"™™~" — R*™™~i~1 3 projecao nas
n+m — ¢ — 1 primeiras coordenadas. Sendo P = P,,_; o---0 Fy, basta con-
siderar o caso em que m = 1. Aproveitando a notacao da prova do corolério

k
anterior, temos P(X) = U P(C;). Acontece que cada C; pertence a B ou
i=1
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a g, isto é, P(C;) é um semialgébrico A da particio Z de R"™! citada no
Teorema 0.1.4; logo, P(X) é semialgébrico. Para provar a ultima afirmagao
observe que f(X) = P'(gy), sendo P’ a projecao nas ultimas m coordenadas,
se X C R"Y C R™. Por outro lado, temos f~'(B) = P(g; N (X x B)). 0

Como uma primeira aplicacao do Teorema de Tarski-Seidenberg, vamos
mostrar que a fungao distancia dy : R" — R, dx(y) = d(y, X)(= in)f( ly—xl),
Te

¢ semialgébrica, sendo X C R™ semialgébrico (como dx = dv, podemos su-
por que X é fechado). Com efeito, considere os conjuntos semialgébricos
A:={(y,r,e) e R" x X xR; |y —z|> < &%}, B :={(y,r,e) € R" x X x
R; |y —z|?> <%} eaprojecao 7 : R* x R" xR — R" x R, 7(y,z,¢) = (y,¢).
Agora basta observar que gg4,, = 7(A)N(R"*\7(B)). Em particular, o fecho
X de X é semialgébrico, pois X = d' (0).

Corolario 0.1.10 f = (f1,f2) : X = Y X Z € semialgébrica se, e somente
se, f1, fo sao aplicagoes semialgébricas; a soma, o produto e a composi¢cao de
aplicagoes semialgébricas é semialgébrica.

Prova: Suponha X CR™Y CR"e Z CRP. Como f; = Piof, fo =Pof,
onde P, : R" x R? — R" P, : R" x RP — RP sao as projegoes canodnicas, fica
facil concluir a parte “somente se”da primeira afirmacao. Se agora temos
f1, fo semialgébricas, entdao (gp, X g5,) = {(z, fi(x),y, f2(y)); z,y € X} é um
semialgébrico de R*™T P = A := {(z,vy, fi(z), f2(y)); z,y € X} é um semi-
algébrico de R*" P = {(z.z, f1(z), fo(z)); x € X} = AN {(s,t,u,v) €

R™ x R™ x R" x RP; s = ¢t} C R*™ ™™ & semialgébrico (por Tarsid-Seidenbere)
gr = {(z, fi(x), fo(z)); v € X} é um semialgébrico de R™*"*? = f é semi-
algébrica. Quanto a segunda afirmacao, basta provar que a composicao go f
de aplicacoes semialgébricas f : X — Y, g : Y — Z é semialgébrica, pois a
soma e o produto (interno, no caso n > 1) definem aplicagoes semialgébricas
de R" x R™ para R" e R™ x R" para R, respectivamente. Ora, a aplicagao
Y X XY — X x Z, (z,y) = (x,9(y)), é semialgébrica e ggor = 1(gs)-
Assim, nao ha mais nada o que provar.

Observacao 0.1.11 A proposicao anterior nos conta que o conjunto de
todas as fungoes (com valores reais) semialgébricas definidas num dado semi-
algébrico X tem uma estrutura natural de anel; costuma-se denota-lo por

S(X).



0.2 Complexos Simpliciais e Triangulacao

Definigao 0.2.1 Um complexo simplicial (finito) em R™ é uma colegao finita
K = {51,...,5,} de simplexos geométricos de R" satisfazendo as seguintes
condigoes:

1. Toda face de S; pertence a K, 1 =1,...,p.

2. A intersecao S; N S; de dois simplexos de K ou ¢é vazia ou ¢ uma face
comum a S;, S;.

P
A reunido |K| := U S; e o subconjunto (de K) K7 :={S;; dim(S;) < q}, sao
chamados de poliledi“o e q-éstmo esqueleto associados a K, respectivamente.
Também dizemos que K é uma decomposigao simplicial de |K].

Portanto, um poliedro é um conjunto semialgébrico e “linear por partes”,
partes estas que se intersectam de uma maneira “regular”. Nosso interesse
nesta classe de conjuntos reside na estrutura afim que podemos explorar e
que torna sua topologia mais simples de descrever. Por exemplo, se P ¢
um poliedro, podemos considerar sua homologia simplicial, uma teoria de
homologia especifica da estrutura simplicial de P (cujas cadeias sdo todas
semialgébricas) que é canonicamente isomorfa a homologia singular de P.
Em particular, segue-se que a homologia singular de todo poliedro (finito)
é finitamente gerada (pois sua homologia simplicial é finitamente gerada,;
para todos estes fatos, veja [14]). Assim, é natural se questionar quando
um espaco topoldgico X é um poliedro topoldgico (alguns textos usam a
terminologia “poliedro abstrato”), isto é, se existe um poliedro P em al-
gum espago euclideano e um homeomorfismo ¢ : P — X. Com isso, as
boas propriedades topoldgicas de P serao transferidas para X. Um poliedro
topoldgico é também o que se chama de espacgo trianguldvel e um homeo-
morfismo como ¢ é chamado de triangula¢do. Nosso préximo resultado versa
exatamente sobre isso: “todo semialgébrico compacto é (semialgebricamente)
triangulavel”. Na verdade, o teorema abaixo ¢ mais forte.

Teorema 0.2.2 Sejam X C R" um conjunto semialgébrico compacto e
X1, ..., X, subconjuntos semialgébricos de X. FEntao, existe um complexo
simplicial K em R™ e um homeomorfismo semialgébrico ¢ : |K| — X tal que
cada X; € a imagem por ¢ da uniao de simplexos abertos de K.

Prova: veja [8], p. 51. O
Corolério 0.2.3 Seja X como no teorema anterior. Se HY4(X) denota

0 k-ésimo grupo de homologia singular semialgébrica de X, entao o “mer-
gulho” canonico



HH(X) — Hy(X), [€] = [€].

€ um isomorfismo.

Prova: Basta observar que o teorema é verdadeiro quando X é um com-
plexo simplicial (veja [14], p. 326). Pelo Teorema de Triangulacao, obtemos
o resultado para qualquer semialgébrico X. g

O resto dessa subsecao é dedicado ao estudo de algumas propriedades
concernentes a complexos simpliciais.

Lembramos que uma subdivisao (simplicial) de um complexo simplicial K
significa um outro complexo simplicial K’ tal que |K'| = |K| e cada simplexo
de K’ estd contido em algum simplexo de K. Se S é um simplexo com
vértices ey, ..., e, (notacdo: S = [eg,...,€p]), uma aplicacdo f : S — R™ é
linear quando f(> ae;) = > a;f(e;), sempre que os a;s forem reais nao-
negativos tais que »_ a; = 1.

Definicao 0.2.4 Sejam K e L complexos simpliciais. Uma aplicacao f :
|K| — |L] é dita

e linear (relativa a K e L) quando f aplica cada simplexo de K linear-
mente num simplexo de L (por abuso de linguagem, diremos simples-
mente que f: K — L é linear).

e Linear por partes se, para alguma subdivisao K’ de K, f: K' — L é
linear.

Seja K um complexo simplicial conexo em R™, isto é, tal que P = |K]|
é conexo. Entao, além da métrica induzida por R", podemos definir em P
uma “métrica poligonal”d,: para x,y € P, defina d,(z,y) como o infimo dos
comprimentos das poligonais em P que ligam x a y. E claro que d, ¢ bem
definida e a verificacao que d, é uma métrica ¢ rotineira. Observamos que
sempre existe a poligonal C' que realiza a distancia entre dois pontos = e
y (use Ascoli-Arzeld), ou seja, [(C) = d,(x,y) (I(C), como usual, denota o
comprimento de C'). A préxima proposigao nos diz que todo poliedro conexo
¢ “normalmente mergulhado”.

Proposicao 0.2.5 Seja K um complexo simplicial conexo em R™. FExiste
uma constante k > 0 tal que

dyp(z,y) < klz —y|

quaisquer que sejam os pontos x,y € |K]|.
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Prova: Vamos usar inducao sobre a dimensao m de K. O caso m = 1 nao
oferece dificuldades, uma vez que K é, neste caso, uma poligonal. Agora
suponha o teorema verdadeiro para m — 1, m > 2. Se a proposicao falhasse
para K, existiriam sequéncias (xy), (yx) em |K| tais que

dp(Tk,Yx)
[k —y|

— 400 (1).

Pela hipdtese de inducao, podemos supor que existem simplexos S, S’ € K
com SNS" # @ ez € int(S),yr € 5, Vk € N. Assim, (1) ainda acontece
se d, é a métrica poligonal do poliedro S U S’. Se S = [e, ..., €] € pomos
A= leg,...e,1], F:=5NS = e, ..., ey], sabemos que S é a juncao de A
com F', ou seja,

S=AxF:={1-t)r+ty;z €A yeFete|01]}.

Portanto, existem (para cada k € N) pontos wy, € A, z;, € F e um ¢, € (0,1)
tais que xy = (1—1tx)wg+tgzg. Considere o triangulo xykzx € sejam oy, Bk, Yk
seus angulos internos de vértices zy, Ty, yr, respectivamente.

Afirmacao: kh_}rgo ap = 0.

Com efeito, temos pela lei dos senos que

ok — 2] + [ye — 26 senfy + senyy 2sen((Bk +7)/2)
lzr — Y N senoy, - senoy,

~ 2sen(m/2 — oy /2)
N senay,

= (sen(ay/2))"

|7k — 2k ||y — 2|

T — 400, donde sen(ay/2) — 0 e fica

Mas, por (1), vem
provada a afirmacao.

Agora escolhemos um hiperplano H C R™ com H D F e tal que S\ F
e 8"\ F estejam em semiespacos (abertos) distintos determinados por H
(logo, AN H = @). Cada segmento Ty intersecta H num tnico ponto y;,
e dai o angulo 6 do vértice z;, do triangulo xxy, 2 satisfaz 0, < oy, donde

k—o0

Finalmente, seja (para cada k) u; o tnico ponto do raio Tyk que dista
1 de zx. A menos de tomar subsequéncias, temos wp, — w € A,z, — 2z €
F u, — v € H e o que ja provamos acima nos garante que os vetores w — z e
u— z sao nao-nulos e colineares, isto é, existe A € R com w—z = Au—z) =
w=(1—X)z+ A€ H, um absurdo. g
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Defini¢ao 0.2.6 Sejam (M,d), (M,c?) espacos métricos. Uma aplicagao
f: M — M édita Lipschitziana (ou Lipschitz) quando existe uma constante
k > 0 tal que

d(f(x), f(y)) < rd(z,y)

quaisquer que sejam os pontos x,y € M. Se acontecer de uma bijecao Lips-
chitz f ter inversa Lipschitz, dizemos que f é bi-Lipschitz (e que X e Y sao
bi-lipschitz equivalentes).

Se K = {54, ..., S,} for um complexo simplicial, uma aplicacao f : |[K| —
R™ é Lipschitziana por partes quando cada restri¢ao f|g, for Lipschtiziana.

Corolario 0.2.7 Toda aplicacdo Lipschitziana por partes f : K — R™ ¢é
Lipschitziana. Em particular, aplicagoes lineares por partes entre complexos
simpliciars sao sempre Lipschitzianas.

Prova: E claro que podemos supor K conexo, ja que a distancia entre
duas componentes conexas de |K| é sempre um nimero positivo. Seja K =
{S1,...,Sp}. Entado, cada restricio f|g, ¢ Lipschitziana, donde existe uma
constante M > 0 satisfazendo

[f (@) = fy)l < Mz —y|, Va,y € Sii € {1,....,p}.

Agora, se x,y € |K| sdo pontos arbitrarios, tome a “geodésica” C' ligando x
a y e nela escolha pontos zy = x, 21, ..., 24, 24+1 = Y tais que cada segmento
Zizit1 esteja contido em algum simplexo de K. Com isso,

[f(@) = f(y)l < 2207 (20) = fzipn)| S MYz — zia| < M|z —y|

onde k ¢é a constante que figura na proposi¢ao anterior. g

0.3 Teorema de Hardt e Estrutura Conica
Local

Seja X C R™ um conjunto semialgébrico. Se construimos uma decom-
posicao cilindrica para X como no Teorema 0.1.4, notamos que a projecao
P : R*" — R"! restrita a X é “trivial”sobre cada elemento da correspon-
dente particao semialgébrica Z de R"!, no sentido dos espacos fibrados. Isso
nos leva a seguinte

Defini¢ao 0.3.1 Uma aplicacdo continua e semialgébrica f : X — RF ¢
dita semialgebricamente trivial sobre C', C' C R¥ semialgébrico, se existe um

11



conjunto semialgébrico F' e um homeomorfismo semialgébrico h : f~1(C) —
C x F tal que moh = f|f-1(¢), sendo 7 : C' x F' — C a projecao canonica.
Dizemos que h é uma trivializacao de f sobre C'. Finalmente, diremos que
a trivializagdo h é compativel com A, A C X semialgébrico, se existe um
subconjunto semialgébrico G C F tal que h(A N f71(C)) = C x G (e dal,
hlanf-1(cy € uma trivializagao de f|4 sobre C').

O préximo teorema garante que a propriedade observada acima para
projecoes acontece para qualquer aplicacao continua e semialgébrica.

Teorema 0.3.2 (Hardt) Para f: X — R* continua e semialgébrica existe
uma particio semialgébrica finita {C;} de R* tal que f € semialgebricamente
trivial sobre cada C;. Mais ainda, se Aq,..., A, forem subconjuntos semi-
algébricos de X, é possivel escolher cada trivializagao h; : f~1(C;) — C; x F;
compdtivel com todos os Ags.

Prova: Veja [1], p. 98.
Se BCR" eaeR" o cone sobre B com vértice em a é o conjunto
axB:={yeR";3te0,1]]ex € Bcomy=ta+ (1 —1t)z}.

Sejam X C R"™ um conjunto semialgébrico e zyp € X um ponto de acu-
mulagao. Uma consequéncia importante do Teorema de Hardt é a estrutura
conica local topoldgica dos conjuntos semialgébricos.

Teorema 0.3.3 (Estrutura Coénica Local) Para todo € > 0 suficien-
temente pequeno, existe um homeomorfismo semialgébrico ¢ : X N By, . —
o * (X N Say.e) tal que [o(z) — xo| = & — 20| € plxns,, . = Id.

Prova: Vamos aplicar o Teorema de Hardt a aplicacao f : X — R dada
por f(x) = |z — xo|. Assim, obtemos trivializa¢oes de f sobre uma partigao
semialgébrica finita de R. Naturalmente, podemos supor que esta particao
contém algum intervalo da forma (0, ). Portanto, existe um homeomorfismo
semialgébrico

Bt f7H(0,0)) — (0,60) X F

tal que h(z) = (|z — 0|, h(x)). Agora escolhemos ¢ € (0,&o) e notamos que
b := h|f-1() ¢ um homeomorfismo semialgébrico de f~!(g) = X N Sy, sobre
F', donde

h(z) = (|z — 20|, 57! (A(x)))

é um homeomorfismo semialgébrico de f~*((0,0)) sobre (0, c0) X (X N Sy, )
tal que g := h~! o h restrita a X N S,,. é a identidade. Agora definimos
0 : X N Byye — xo* (X NSy, ) por
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A inversa de ¢ é dada por

(1 —t)e,z) se t€]0,1), 2 € XN Sy
Zo se t=1. o

o Htog+ (1 —t)) = {

Corolario 0.3.4 Todo conjunto semialgébrico € localmente contrdtil.

Prova: Com efeito, qualquer cone é contratil. g

Observagao 0.3.5 Como se observa em [9], o coroldrio anterior tem con-
sequéncias importantes para a topologia algébrica de um semialgébrico X:
(1) todas as teorias usuais de cohomologia (singular, Alexander, Cech) sio
isomorfas sobre X; B

(77) se X for conexo, entdo X possui um recobrimento universal X.

O teorema anterior permite definir um importante objeto (local) associ-
ado a um conjunto semialgébrico.

Definicao 0.3.6 Sejam X C R" um conjunto semialgébrico e o € X
um ponto de acumulagdo. O Link de X em xg, L,,(X), é o semialgébrico
X NSy, para € > 0 suficientemente pequeno.

Observacao 0.3.7 Gracgas ao Teorema 0.3.3, L,,(X) é bem definido (a
menos de homeomorfismos semialgébricos). Portanto, a esséncia do Teorema

0.3.3 é que, localmente, todo semialgébrico ¢ um cone sobre o respectivo
Link.

Quando zy é uma singularidade isolada, L,,(X) é suave. Vamos registrar
este fato.

Proposicao 0.3.8 Seja X C R™ um semialgébrico com uma singularidade
xg 1solada. Entdo, L,,(X) é uma variedade suave.

Prova: Como nosso estudo é local, podemos supor que A := X \ {x¢} é
suave. Agora consideramos a aplicacao suave e semialgébrica f : A — R
dada por f(x) = |z — z¢|. Observe que A é ndo-transversal a S,,. num
ponto z € AN S, . se, e somente se, x ¢ um ponto critico de f. Logo, se
C ={z € A; Vf(x) = 0}, o Teorema de Sard nos garante que f(C) C
(0,400) é um conjunto de medida nula (e também ¢é semialgébrico, pois
C' é semialgébrico), donde um conjunto finito. Portanto, para todo ¢ €
(0, min f(C)), A intersecta S, . transversalmente, e dai L, (X) é suave. 0
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0.4 Numero de Crescimento de Volume

Dados os subconjuntos de R3

Z = {(v,y,2); 2* +y* = 2%, 2 >0}
W ={(z,y,2); 2> +y* =23, 2 >0}

como decidir se Z e W sao (ou nao) bi-Lipschitz equivalentes (com a métrica
induzida, por exemplo)? Analisar a estrutura métrica destes conjuntos perto
da singularidade talvez seja o ponto de partida mais natural na procura da
solucao. De fato, quando visualisamos Z e W no espaco euclideano percebe-
mos que a por¢ao W N B, . desaparece mais rapidamente do que a por¢ao
Z N By, . quando € — 0. Espera-se, entao, que estes conjuntos apresentem
tipos Lipschitz distintos. Logo mais, este fato estara provado, mas, primeira-
mente, vamos tornar preciso esse novo ponto de vista.

Definicao 0.4.1 Sejam Y,Z C R" e k um nimero real nao-negativo. O k-
ésimo numero de crescimento de volume de Y com relagdo a Z é um numero
we(Y, Z) € Ry satisfazendo a seguinte condigao:

hm?‘lk(YﬁUg(Z))_ 0, se r<u(Y,2)
Sl oo, se r>u(Y,Z)

e—0 er

onde H* denota a medida de Hausdorff k-dimensional e U.(Z) ¢ a e-vizinhanga
de Z em R".

Observagao 0.4.2 Naturalmente, ux(Y, Z) é unico, quando existe. Note
que ux(Y,Z) = oo sempre que k > dimy(Y)(= dimensao de Hausdorff de
Y). Quando k = dimy(Y'), escreveremos p(Y, Z) em vez de u(Y, Z).

Nao importa qual das trés métricas usuais de R™ se considera para o
célculo de ug(Y,Z). De fato, se d é a métrica euclideana e d' é uma outra
métrica equivalente a ela, no sentido que existem kq, ko > 0 tais que

k(e y) < d(z,y) < kyld(e,y) Yo,y € R™
tem-se (notacao 6bvia)
YNUp(Z) CYNULAZ) CY NUge

para todo € > 0.

Agora daremos uma estimativa para o numero de crescimento de volume
de um semialgébrico Y com relagdo a um ponto yg € Y. Antes, vejamos um
resultado de existéncia:
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Teorema 0.4.3 Sejam Y, Z C R" subconjuntos semialgébricos dos quais
pelo menos um € limitado. Entdo, existe um niumero 3 € Q tal que, para
cada par (,€) de nimeros reais positivos suficientemente pequenos,

e < HEMY (Y N UL(Z)) < P79,

Este teorema é uma consequéncia dos resultados obtidos em [15]. Como
corolario imediato, temos que p(Y, Z) sempre existe para Y, Z semialgébricos

limitados, e mais: u(Y, Z)(= () € Q.

Proposicao 0.4.4 Sejam Y C R™ um conjunto semialgébrico e yo € Y.
Entao, u(Y,yo) > dimY .

Para provar esta proposi¢ao necessitaremos do seguinte

Lema 0.4.5 O nimero de crescimento de volume € um invariante Lipschilz,
ou seja, se X e X forem subconjuntos de algum espago euclideano, Y, Z C X
e f: X — X for um homeomorfismo bi-Lipschitz (com relagao a métrica
induzida), entao

(Y. Z) = (Y. 2)

onde ?NZNf(Y) e Z = f(Z) (pressupomos na igualdade acima que p,(Y, Z)
ou ux (Y, Z) existem).

Prova: Existe K > 0 tal que K 'z —y| < |f(z) — f(y)| < K|z — y|.
Portanto, se ¢ dado € > 0, sao validas as inclusoes

Y NUg-1.(Z) C 7Y NU(Z)) CY NUk(Z)
donde

. lik(f_1<}7ﬂUE(Z)) O, se r< /Lk(Y, Z)
lim =
e—0 er oo, se 1> u(Y,Z2).

Por outro lado, também é verdade que
K*HFNY NU.(Z)) < HF(fHY NU(Z)) < KFHHY NUL(Z))

donde segue que ,uk(i}, Z) = (Y, Z) (aqui usamos que 7 : A — B Lipschitz
com constante Lipschitz C' implica H™(w(A)) < C™H™(A); veja [10]). o

Prova da Proposicao 0.4.4: Primeiro note que a conclusao ¢ imediata se
Y C R" e dim(Y) = n, pois H"(Y N B.(yo)) < Me™ para todo € > 0 e para
uma certa constante positiva M. Assim, o quociente de H"(Y N B:(yo)) por
g™ é limitado para todo &, o que mostra ser u(Y,yo) > n. A idéia agora é
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reduzir o caso geral a este considerando um tipo de decomposicao especial do
conjunto Y chamada de decomposi¢ao em panqueca ([13]). Explicitamente,
se X C R™ é um conjunto semialgébrico fechado, uma decomposicao em
panqueca de X ¢é uma familia finita {X;}._; de subconjuntos semialgébricos
fechados de X satisfazendo as seguintes condigoes:

2. Quaisquer que sejam os inteiros 4,5 € {1,...,p} vale dim(X; N X;) <
min{dim(X;), dim(X;)}.

3. Para todo i existem um subespago linear F; C R" com dim(X;) =
dim(E;) e uma projecao ortogonal P; : R" — FE; tal que By, é
uma aplicagao bi-Lipschitz sobre a imagem, onde a métrica de X; é
a intrinseca.

Portanto, seja {Y;}!_; uma decomposi¢ao em panqueca de Y (é claro que
podemos supor Y fechado, pois u(Y,yo) = u(Y,40) e dim(Y) = dim(Y)).
Sejam Y7, ..., Y, as panquecas de dimensao dim(Y) = m contendo y, e observe

que H™(Y N B.(yo)) = Y H"(YiNB:(y)), donde u(Y, o) = min{su(Y;, yo)}.
i=1

Mas, aproveitando a notagao acima, p(Y;, yo) = p(FP;(Y;), Pi(vo)) > dim(E;)

dim(Y"), pelo Lema 0.4.5, e segue-se o resultado desejado.

Agora vamos calcular ;1(Hg, 0), sendo Hg a [3-corneta
Hg:={(2,y,2) eR*; 2 +y?* = 2%, 2 >0}

onde § > 1 é um racional. As [-cornetas desempenham um papel fun-
damental na classifica¢do bi-Lipschitz de germes (X, zy) sendo X um con-
junto semialgébrico bi-dimensional e £y € X uma singularidade isolada; veja
2]. Vamos comegar calculando pu(Tj,0) para T := {(z,y) € R?; 0 <y <
a?, & > 0}(B-trigngulo de Holder). Ora, se B := Bf_ é a bola da métrica
d'((x1,y1), (x2,y2)) = max{|z1 — z2|, |y1 — y2|}, temos (para e > 0 suficiente-
mente pequeno) T3 N B = {(x,y) € Ts; © < €}. Portanto,

1
g+1

B+1

H*(T3N B') :/ Pdr = 5
0
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donde u(T3,0) = B+ 1. Agora observe que a Projegao P : R® — R?
P(z,y,2) = (y,z), define um homeomorfismo bi-Lipschitz semialgébrico de
© = HgN{ly| <z, > 0} sobre E = {(y,2); |y| < f/—[;, z > 0} (é claro
que P define uma aplicacao Lipschitz-semialgébrica entre estes conjuntos;
como Z(71,0,{z = 0}) < a para todo p na parte suave de O e para algum
a € (0,7/2), segue-se que P é bi-Lipschitz quando restrita a parte suave
de ©. Como tal parte suave é densa em O, Plg : © — = é bi-Lipschitz).
Usando o Lema 0.4.5, temos p(Hg,0) = u(2,0) = f+ 1, pois =EN{y > 0} é
obviamente bi-Lipschitz equivalente a Tj.

Terminamos esta secao com algumas observacoes a respeito de um con-
junto semialgébrico m-dimensional X C R™:

1. Quando calculamos H™(X) estamos, na verdade, calculando o vo-
lume m-dimensional de X, ou seja, H™(X) = vol,,,(X). Também vale
dimy(X) = dim(X). Isto se deve pelo fato da medida m-dimensional
de Hausdorff restrita a subvariedades m-dimensionais de R™ coincidir
com a medida usual que ali se considera ([10], [20]). J4 utilizamos esses
fatos vérias vezes acima.

2. Pode-se considerar em X duas métricas naturais: uma delas é a métrica
induzida de R", que denotaremos por d;,s, € a outra é a métrica
intrinseca cuja notagdo é d;. Lembramos que para z,y € X, di(x,y)
¢ definido como o infimo dos comprimentos das curvas retificaveis v :
[0,1] — X com v(0) =z e y(1) = y. Assim, d; é bem definida quando
X é conexo. Se consideramos a categoria cujos objetos sao conjuntos
semialgébricos e cujos isomorfismos sao aplicacoes bi-Lipschitz semi-
algébricas, o seguinte resultado, cuja demonstracao se encontra em [7],
nos conta que nao importa quais das duas métricas acima consideramos
em X (pelo menos quando X ¢é limitado).

Teorema 0.4.6 Para cada conjunto semialgébrico conexo e limitado
X C R"™ existe um conjunto semialgébrico X' C R® tal que

(i) X' é normalmente mergulhado, isto €, existe uma constante C' > 0
com di(z,y) < Cdina(x,y), quaisquer que sejam os pontos x,y € X'.

(11) X' € bi-Lipschitz semialgebricamente equivalente a X com relagao
a métrica intrinseca.

3. pr(X,x0) é intrinseco, ou seja, podemos calcular py (X, zo) usando a
métrica intrinseca de X e mesmo assim obteremos o mesmo resultado
quando utilizamos a métrica induzida. Para ver isso, considere uma
decomposicao em panqueca de X e note que cada panqueca ¢é nor-
malmente mergulhada (depois proceda como na prova da Proposigao
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0.4.4). Em particular, o Lema 0.4.5 continua véalido se trocarmos a
métrica induzida pela métrica intrinseca.
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Capitulo 1

L-Estratificacoes e Homologia
Meétrica

Na construcao da homologia métrica se faz uso de um tipo especifico de
estratificacao que passamos a definir.

Definicao 1.1 Dizemos que um conjunto semialgébrico X C R" é L-

estratificado quando existe uma particao finita X = UX,» satisfazendo as

7
seguintes condicoes:

1. Cada X; é uma variedade Lipschitz-semialgébrica.

2. (Trivialidade Lipschitz Fraca) Dados dois pontos quaisquer x,y € X;,
existem vizinhangas (abertas) U,, U, em X e uma aplicagao bi-Lipschitz
h:U, — Uy, tal que h(z) =y e (X;NU,) =X, NU, Vj.

3. (Axioma do Bordo) Se X; N0X; # @, entao X; C 0X;.
A cole¢ao {X;} é chamada uma L-estratificacdo.

Observamos que a condicao 3 da definicao acima segue da 2. Ora, suponha
que em 2, x € X;NOX;. Assim, para toda vizinhanca B, de y em R", B, :=
h~'(B,NU,) é uma vizinhanga de z em X, donde & # h(B,NX,) D B,NX;
0 que mostra que y € Yj\Xj = 0X;.

Um resultado fundamental que decorre de [17] é o

Teorema 1.2 Cada conjunto semialgébrico X admite alguma L-estratificacao

{ X}
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Dentre as varias L-estratificagoes que um conjunto semialgébrico X pode
admitir, existe uma que nao possui estrato “supérfluo”. Mais explicitamente,
defina uma relacao de equivaléncia ~ entre pontos do conjunto X por

x ~y < JU,, U, vizinhangas de z e y, respectivamente, e uma aplicacao
bi-Lipschitz h : U, — U, tal que h(z) = y.

Teorema 1.3 O conjunto X/ ~ ¢é finito; se X/ ~= {X', ..., X}, entdo
{X%}ys_, é uma L-estratificagcao de X: a L-estratificagcao canénica de X.

Prova: Para provar a primeira afirmacao, usamos o Teorema 1.2 para garan-
tir a existéncia de uma L-estratificacao {X j}?=1 de X. Como todos os pontos
de um dado estrato X, sdo equivalentes segundo ~, temos #{X/ ~} < k.
Agora provaremos que {X'}{_; é uma L-estratificagao de X. Como cada X'
é a uniao de alguns X resulta que X* é semialgébrico e, portanto, existe x
ponto suave de X% sendo este Lipschitz-homogéneo, concluimos que X é,
de fato, uma variedade Lipschitz. Logo, {X*}{_, cumpre todas as condigoes
da Defini¢ao 1.1 como queriamos. g

Coroléario (da prova) 1.4 Se {X;} € uma L-estratificacio do conjunto
semialgébrico X, entdo {X;} € um refinamento da L-estratifica¢io canonica

(X'} o

Como ¢ de se esperar, aplicacoes bi-Lipschitz preservam L-estratificagoes
candnicas como mostra a

Proposicao 1.5 Sejam X C R™ Y C R" conjuntos semialgébricos, h :
X —Y um homeomorfismo bi-Lipschitz e {X'};_;, {Y?}._, as L-estratifica-
coes canonicas destes conjuntos. Entdao, s =t e h(X') = Y" (a menos de
uma reordenagao de indices).

Prova: Seja Z a uniao disjunta de X e Y em algum RP. E claro que a reuniao
das L-estratificagbes canonicas de X e Y fornece uma L-estratificagao de Z.
Por outro lado, z ~ h(z) e y ~ h™l(y) em Z, Vo € X,y € Y, isto é, cada
XrUh(X}) deve estar contido num estrato da L-estratificagdo canonica de Z.
Pelo Coroldrio 1.4, tais estratos sdo reunioes de alguns X/s e Y]'s, e a tinica
possibilidade é ter h(Xy) =Y; para algum j.

Agora passamos a definicao da homologia métrica de um conjunto semi-
algébrico X.

Seja v : [0,dim(X)]|NZ — Q4 U {0} uma func¢ao de perversidade (de
volume) em X, isto é, v(0) = 0 e v(i) > 1 para ¢ > 0. Fixe uma particao
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semialgébrica finita {X;} de X e considere uma k-cadeia semialgébrica n =
> a;F; (o que significa que as aplicagoes F; : A — X s@o semialgébricas),
onde os coeficientes a; pertencem a um grupo G (G = Z ou R). Como usual,
o suporte de n é o conjunto |n| := U F;(Ay). Dizemos que n é admissivel

a;7#0
com respeito a v e a particio {X;} se

() llnl, X,) = vlcodim(X,)) e pr(10m], X;) > vcodim(X;)), ¥ j.

A condicao () permite que se considere o subcomplexo das cadeias (semi-
algébricas) admissiveis (com respeito a v e {X;}); a homologia métrica de X
é, por defini¢ao, a homologia deste subcomplexo. Explicitamente:

Definig¢ao 1.6 Sejam Zj (v, {X,})(X) o subgrupo dos k-ciclos semialgébricos
admissiveis e By (v, {X;})(X) o subgrupo dos k-bordos semialgébricos ad-
missiveis. Entao, o grupo quociente

MHy (v, {X;})(X) == Z (v, { X5 })(X) ) Br(v, { X })(X)

é chamado o k-ésimo grupo de homologia métrica de X com respeito a func¢ao
de perversidade v e a partigao {X;}.

Observagao 1.7 Quando {X;} for a L-estratificagdo canonica de X,
chamaremos M Hy,(v, { X;})(X) simplesmente de k-ésimo grupo de homologia
métrica de X com respeito a v e o denotaremos por M HY(X) (e as cadeias
serao chamadas de v-admissiveis ou, simplesmente, admissiveis, quando isso
nao causar confusao). Por exemplo, M H(X) = H(X) se X é suave. Note
que se 1 é uma k-cadeia semialgébrica degenerada (dim(|n|) < k) cujo bordo
¢ v-admissivel, entao n é r-admissivel para toda funcao de perversidade v.

Teorema 1.8 (Invariancia Lipschitz-semialgébrica da homologia mé-
trica) Se X e Y sao semialgebricamente bi-Lipschitz equivalentes e v € uma
fungdo de perversidade, entio MH}(X) e MH}(Y) sao isomorfos.

Prova: Seja h : X — Y uma aplicagao bi-Lipschitz semialgébrica. Assim,
o Teorema 1.5 nos conta que {h(X;)} é a L-estratificacdo canonica de Y se
{X;} for a L-estratificacdo canonica de X. Logo, uma cadeia semialgébrica n
¢ v-admissivel em X se, e somente se, h(n) ¢ v-admissivel em Y (Lema 0.4.5).
Segue-se que a correspondeéncia 7 — h(n) induz o isomorfismo desejado.

A homologia métrica tem-se mostrado 1til no estudo da natureza de pon-
tos singulares isolados em conjuntos semialgébricos. Por exemplo, uma per-
gunta relevante na teoria métrica das singularidades era se toda singularidade
isolada de uma hipersuperficie complexa em C" é do tipo conico. Logo mais
(sec@o 3), veremos que a resposta desta pergunta é nao ([6]). O fato é que,
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para este tipo de questao, torna-se suficiente captar as informacoes métricas
locais, ou seja, em torno do ponto singular:

Teorema 1.9 Sejam X um conjunto semialgébrico e vy € X um ponto
qualquer. Para € > 0 suficientemente pequeno,

MHY, (X, 0) := MH}(X N By, )

esta bem definido e € chamado o k-ésimo grupo de homologia métrica local
de X em xg.

Prova: O que se precisa aqui é de uma versao bi-Lipschitz do Teorema de
Hardt que pode ser encontrada em [19]. Depois usamos o Teorema 1.8. ¢

Observagao 1.10 Se z é um ponto singular isolado, o grupo M Hy,,. (X, o)
s6 depende do valor v(dim/(X)), pois neste caso { X' := XN B, \{zo},{z0}}
¢ a L-estratificac@o canonica de X N By, .. Assim, dada uma k-cadeia n (em
X N By, ) sempre vale ug(|n], X’) > 0 = v(codim(X')). Em outras palavras,
o essencial na homologia métrica local é o conhecimento da velocidade de
desaparecimento do suporte de cadeias em relagao ao ponto singular.

Proposicao 1.11 Sejam X um conjunto semialgébrico e xo € X um ponto
singular isolado com dim(X) = n. Entao,

MH?, (X, 20) = 0
para v(n) < k+1.

Prova: Seja ¢ um k-ciclo v-admissivel (em X N B,,.). Como X N By, .
tem uma estrutura conica semialgébrica, podemos construir uma (k + 1)-
cadeia semialgébrica “conica’n tal que dn = £ (veja [14], p. 315; para con-
cluir a existéncia de n também poderfamos utilizar o Corolédrio 0.2.3). Pela
Proposicao 0.4.4, pg41(|n], z0) > k+1 > v(n) = n é v-admissivel = [{] =0
em MH} (X,20). O

Observacao 1.12 Ja é hora de comentar alguns fatos peculiares da ho-
mologia métrica. O primeiro deles é que a homologia métrica depende da
L-estratificacao. De fato, se escolhermos uma funcao de perversidade v tal
que v(0) = 0,v(1) =1 e ¥(2) = a, onde a é qualquer nimero racional maior
do que 2, entao M Hy(v,{R?*\ {0},{0}})(R?) # 0 = M HY(R?). De fato, S*
define um ciclo & v-admissivel e nao-trivial em M H, (v, {R?\ {0}, {0} })(R?),
pois On = € = |n| D Box = u(|n],0) = 2 < a = v(codim{0}) = n nao é
v-admissivel (para entender a primeira implicacado, veja a prova do teorema
abaixo).

Note que a perversidade escolhida acima, embora razoavel, nao satisfaz a
condigao de Goresky-MacPherson ([11]): v(i+1) = v(i) ou v(i) + 1. A razao
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de nao adotarmos sistematicamente tais perversidades estd na Proposicao
1.11. Com efeito, uma perversidade v de Goresky-MacPherson sempre satis-
faz v(n) < n, donde MH},., (X, 7) = 0 pela proposigio anterior. Assim,
deixariamos de captar objetos geométricos importantes como os ciclos de

Chegger (segao 3).

Para finalizar, vamos calcular a homologia métrica local (em dimensao 1)
do espago Mjg, 5, que é o conjunto semialgébrico em R® definido pelo sistema:

(2] +a3) = y**
(23 + 23) =y
y=>0 .

Escrevemos (1, T2, T3, 4, y) para as coordenadas em R?, e 31, 85 sao nimeros
racionais tais que 3; > (2 > 1. Como a intersecao de Mp, 5, com cada
hiperplano y = a é (a menos de homeomorfismos) o toro bi-dimensional
T?, visualizamos Mg, 3, como um cone sobre o toro e 0 € R® ¢ sua unica
singularidade.

Teorema 1.13

0 se 1<v3)<pf+1
MHﬁJc,1<Mﬁ1ﬂ27 O) = Rl se ﬁ2 +1< V(?)) S 61 +1
R? se B+ 1 <w(3).

Prova: Comecamos definindo as projecoes P;, P, : R> — R3 como

Pl(xbm?ax?nxéhy) = (553,374,9) € P2(:U17x27$37x47y> = (x17$27y)

e note que P;(Mpg, 5,) = Hp,, Po(Mps, p,) = Hp, (veja a subsecao 0.4). Se
v(3) =1, entao M H},.,(Mp, s,,0) = 0, pela proposigao anterior.

Agora deixamos 1 < v(3) < 3+ 1. Se £ é um 1-ciclo admissivel, entao
€] € X = (Mg, 5,NBo.)\{0}. Como a inclusao Mg, g, {y = 5} =~ T? — X
induz um isomorfismo em homologia, temos que [{] = k1[&1] + k2[&2], onde
ki,ky € Re &,& sao 1-ciclos em Mpg, g, definidos por:

)51

N|™M

51: y:%7 xlzoa I2:<

)52.

oM

S0 y=35, 13=0, x4 =(

Naturalmente, {; = 0y e §&; = Ony onde 1y, 72 s@o as 2-cadeias em Mg, 3,
dadas por
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m yS%? x1 =0, IQZyﬁl
m: y<s, w3=0, z4=y>

(observe que |&1],]&] ~ St e |m|, |n2] & 0% S1). Pelos célculos feitos na
subsecao 0.4, obtemos p(|m|,0) = B2 + 1 e p(|ne],0) = 1 + 1, donde segue
que a 2-cadeia 1 := kymy + kano é admissivel. Como d(n+1n') = £ para alguma
2-cadeia i’ com |n'| N {0} = @, fica provado que M H},. (Mg, ,) = 0 para
1<v@3)<B+1

Se agora By + 1 < v(3) < (41 + 1, entdo a 2-cadeia 7o construida acima
continua sendo admissivel, donde [§;] = 0 em M Hy,,. (Mg, 3,,0). Provaremos
agora que & nao pode ser o bordo de uma 2-cadeia admissivel. Suponha
& = On. Entao, desde que P;(&;) é um 1-ciclo em Hg, com 0P (n) = P1(&),
concluimos que (P (|n]) D)|[Pi(n)| D Hp, N By, (a razdo ¢ topologica: Hg, ~
R? e Pi(&) = & ~ S'; se uma 2-cadeia 6 satisfaz 96 = S*, entdo 0| D By
simplesmente porque, para todo p € By 1, [S'] # 0 em H;(R?\ {p})). Assim,
w(|n],0) < w(Pi(|n]),0) = Ba+1, isto é, n é ndo-admissivel. Com isso, ficamos
com MHY,, (Mg, ,,0) = R! para §, + 1 < v(3) < 3 + 1.

Finalmente, observamos que nada mais ha o que fazer, pois se f; +1 <
v(3), entao [§] e [§z] sao linearmente independentes em M HJ,. (Mg, g,,0)

pelo mesmo argumento usado no paragrafo anterior.

oc,1
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Capitulo 2

Expoentes Caracteristicos e
Calculo da Homologia Métrica
Local para Singularidades
Isoladas do Tipo Conico

Lembremos que o Link de X em zy, L, (X), é a intersegdo de X com
uma pequena esfera centrada em =z, isto é, L, (X) := X NSy, -, para € ~ 0.
Por [19], L,,(X) estd bem definido a menos de homeomorfismos bi-Lipschitz
semialgébricos.

Existe um resultado classico em teoria geométrica da medida que garante
a existéncia de ciclos de massa minima em cada classe de homologia (néao
nula) de uma variedade compacta M; em outras palavras, “ciclos pequenos
sao triviais”:

Teorema 2.1 (Federer, Fleming) [10] Seja M uma variedade riemanni-
ana compacta. Para cada inteiro positivo k, existe uma constante C(k) > 0
tal que, se & for um ciclo k-dimensional em M com vol(|¢]|) < C'(k), entao &
¢ homologicamente trivial.

O invariante que agora desejamos definir desempenha um papel seme-
lhante a constante C'(k) do Teorema 2.1. Antes, vejamos como tal invariante
surge nos exemplos ja discutidos.

No célculo da homologia métrica local de Mg, 5, feito na secao ante-
rior, observamos como os nimeros 3y, 3, determinam M Hy,. | (Mg, s,,0). Na

verdade, um fato notével é que, para v(3) > 01 + 1, MH},. (Mg, g,,0) =
Hk<L0<Mﬂ1,52)) = R?.
——————

’]I‘Q
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Alguma relacao interessante entre a homologia métrica local e a homologia
singular do Link sempre ocorre quando v(dim(X)) é muito “grande”, e isso
é consequencia do fato que um ciclo do Link é trivial quando é bordo de
uma cadeia que apresenta numero de crescimento de volume muito alto no
ponto singular. Por exemplo, considere uma [-corneta Hgz. Se tomamos
um 1-ciclo ¢ no Link de Hg em 0 tal que & = dn com pu([n|,0) > 5+ 1,
entdo € é (homologicamente) trivial. De fato, Lo(Hs) ~ S', donde [¢| deve
omitir algum ponto de S* (e, entdo, acabou!), pois, nao sendo este o caso,
concluirfamos (como na prova do Teorema 1.13) que (para algum & > 0)
In| D HzN{z < §}, o que contradiz p(|n|,0) > B+ 1. Continuando com
essa linha de pensamento, transpomos a situacao acima para Mg, 3,, sendo
que agora u(|n],0) > B + 1. Queremos [{] = 0 em Hy(Lo(Msg, 5,)). Ora,
com a notagao do Teorema 1.13, Py (§) e Py(&) sao ciclos em Hg, e Hg,, com
0P (n) = Pi(§), 0Py(n) = P2(€). Pelo que vimos, P(§) e Py(§) sao triviais
(pois u(|P;(n)],0) > wu(|nl,0) > B; + 1), donde £ é trivial. (aqui usamos o
fato que Hy(M x N) = Hy(M) x H;(N) por meio do isomorfismo

[a] = ((Py)s - [, (Py)s - [a])

quando M, N sdo conexos por caminhos e w1 (M), 71 (N) sdo abelianos, con-
sequéncia do homomorfismo de Hurewicz; veja [12], p. 48.) O seguinte
teorema formaliza essa situagao:

Teorema 2.2 [5] Sejam X C R™ um conjunto semialgébrico e xo € X um
ponto qualquer. Para cada inteiro positivo k < dim(X) existe um nimero
real positivo \p > k + 1 satisfazendo a sequinte condi¢ao:

“Sejam U,, uma vizinhanga suficientemente pequena de xo e & um k-ciclo
semialgébrico em Uy, \ {xo} que € bordo de uma (k+1)-cadeia semialgébrica
1 tal que 1| C U, € ([l 20) > M. Bntdo, [€] =0 em Hy(Us, \ {x0}).”

Definicao 2.3 O numero A\y(X, xg) :=inf A; (onde )\ satisfaz a condic¢ao
do Teorema 2.2) é chamado o k-ésimo expoente caracteristico de X em x.

Assim, \j(Hg,0) = 5+ 1 e A\ (Mg, 5,,0) = 51 + 1. O préximo teorema trata
da invariancia Lipschitz-semialgébrica dos expoentes caracteristicos.

Teorema 2.4 Sejam (X, zy), (Y,yo) germes de conjuntos semialgébricos
e [ (X,z0) — (Y,5) o germe de um homeomorfismo bi-Lipschitz semi-
algébrico. Entao, \i.(X,z0) = M\(Y, %) para todo k.

Prova: Seja & um k-ciclo semialgébrico numa vizinhanca U,, de xy com

zo & €] Se & = On, onde puyya(|n], z0) > Au(Y,90), entdo pera(|f(n)], v0) >
Me(Y,yo), pelo Lema 0.4.5, donde f(£) é trivial (pois 0f(n) = f(£)) em
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Uy \ {vo} para Uy, := f(U,,), ou melhor, £ é trivial em Uy, \ {z¢}. Com isso,
mostramos que Ay (X, zg) < Ag(Y,yo). Para obter a desigualdade A\ (X, o) >
e (Y, o) basta considerar o germe f~!.

Para complementar um comentario feito acima, mostraremos agora como
os expoentes caracteristicos podem produzir relagoes entre Hy(L,,(X)) e
14
MHZOCJ{}(X’ .,,CO).

Teorema 2.5 Sejam X e xg como no Teorema 1.11. O homomorfismo

Ok - Hk<Lm“o(X>> - MHl,;c,k:(Xv ZL’o), Uk([g]) - [5];

s

é ums:
o mergulho, se v(n) > \.(X, xo);

e isomorfismo, se k =1 e v(n) > A\ (X, x).

Prova: Suponha que para um k-ciclo £ em L, (X) tenha-se [{] = 0 em
MH}, (X, x0). Entdo, & = dn com pgyi(|n], m0) > A(X, 7o), j4 que n é
v-admissivel, donde [¢] = 0 em Hy(L,,(X)). Para a sobrejetividade no caso
k =1, basta notar que um 1-ciclo v em X N B,, . satisfazendo p(|y|, zo) > 1
deve ter seu suporte disjunto de {z¢}. Portanto, existe um 1-ciclo ¢ em
Lo (X) com [§] = [7] em Hi((X N By,e) \ {70}), logo, em M H}, (X, x)

(lembre que a inclusao L, (X) < (X N Byye) \ {20} induz um isomorfismo
em homologia). [

Observe que, para sermos mais precisos, deverfamos trocar Hy (L., (X))
por HZ*(L,,(X)) no teorema acima, ja que trabalhamos com cadeias semi-
algébricas. No entanto, o Corolario 0.2.3 nos permite nao tomar este tipo de
cuidado. O Teorema 2.5 pode ser melhorado para o caso de uma singulari-
dade cénica. De fato, se o for do tipo conico (ver defini¢ao abaixo), vamos
provar que A\g(X,zo) = k+ 1 e 0 é um isomorfismo.

Definicao 2.6 Sejam X um conjunto semialgébrico e o € X uma singu-
laridade. Dizemos que xq ¢ uma singularidade conica se existem £ > 0 e uma
aplicagao bi-Lipschitz semialgébrica de X N By, . sobre xqg * Ly, (X).

Teorema 2.7 Sejam X C R™ um conjunto semialgébrico fechado n-
dimensional e xy € X uma singularidade isolada conica. Entao

) B 0 se v(n)<k+1
MHp,. (X, x) = { Hip(Ly (X)) se v(n)>k+1.

27



Que M H},,. (X, xz9) = 0 parav(n) < k+1, jd sabfamos desde a Proposicao
1.11 (mesmo sem a hipétese da singularidade ser conica). Para o que falta,
dividimos a prova em trés partes: Proposigoes 2.8, 2.9 e 2.11 (veja também a
Observagao 2.10). Para ilustrar o esquema da demonstragao imagine que X
¢ um n-simplexo geométrico sendo xy um de seus vértices (ai, zo ndo é mais
uma singularidade isolada!). Se uma cadeia semialgébrica 7 em X satisfaz
1in(|7], 20) > 7, entdo existe um n-subsimplexo X de X (também com vértice
em ) tal que (X \ {zo})N (] \{zo}) = @ (Proposicio 2.8). Logo, se ¢ dado
um k-ciclo § no Link de X em g que ¢ bordo de uma tal cadeia 7, definimos
uma “retragao” (Lipschitz e semialgébrica) p : X \ int(X) — 90X que aplica £
em &', com o suporte de & contido no (n — 2)-ésimo esqueleto de L,,(X), e n
em 71’ de tal modo que g1 (7], z0) > prs1(|n], o). Ademais, vamos provar
que [¢] = [¢'] em Hy(L,, (X)) e agora basta “iterar”este processo tantas vezes
quanto for preciso para gerar um k-ciclo £ no (k — 1)-esqueleto de Ly, (X) tal
que [a = [¢], donde [£] = 0. Entao, teremos provado que A\x(X,z0) =k + 1
(Proposicao 2.9). Finalmente (Proposigao 2.11), usamos a mesma técnica
da Proposi¢ao 2.9 para mostrar que, se v(n) > k + 1, existe em cada classe
€] € MH}, (X, 70) um representante o que tem suporte disjunto de {zo}
(logo, pode ser considerado como um ciclo do Link). O Teorema 2.7 resulta
facilmente destes resultados.

Proposicao 2.8 Sejam S um k-simplexo (geométrico) e sy um vértice de
S. Seja ainda A C S um subconjunto semialgébrico tal que ux(A,so) > k.

Nestas condigoes, existe um_subsimplexo k-dimensional S C S com vértice
em so tal que (A\ {so}) N (S\{so}) = @.

Prova: Vamos escrever S = {so} * Si, sendo S; a face de S oposta a sg.
Naturalmente, a aplicagao (“quociente”) 7 : Sy x [0,1] — S, m(x,t) = tso +
(1 —t)x, é semialgébrica e aplica S’ := S} x (0, 1] homeomorficamente sobre
S\ {so}. Agora consideramos o conjunto semialgébrico A" := 7 1(A) e
exploramos a estrutura cilindrica de A’ com respeito a projecao canodnica
p:S; x[0,1] — Sp:= 51 x {0} (Teorema 0.1.4).

Existe uma parti¢ao finita e semialgébrica {B;} de Sy com a propriedade
que {A' N (B; x [0,1])} é uma colegao de conjuntos do “tipo-grafico”e (ou)
do “tipo-band”. Se escolhemos B; de tal modo que int(B;) # &, entao
existe uma aplicagdo (continua e semialgébrica) f : B; — (0, 1] tal que a
“pand” B := {(z,t); x € B;, 0 <t < f(x)} é um membro da decomposigao
cilindrica considerada. O fato é que A’ N B ®) J, e com isso0 a proposicao
estard demonstrada. Com efeito, se *) acontece, podemos encontrar um
(k — 1)-simplexo A C int(B;) cujas faces sdo paralelas as faces de Sy. Como
existe ¢ > 0 tal que f(z) > 2 para todo = € A, temos que S := 7(A x [0,¢])
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satisfaz as condi¢oes desejadas.

Agora verifiquemos a igualdade ®). Se ela nao ocorre, entdao B C A
Agora procedemos como no pardgrafo anterior para garantir a existéncia de
um (k — 1)-simplexo A em B; tal que (para algum § > 0) A x (0,0] C A’. Se
S :=7(A x (0,4]), entdo

:uk<A7 80) < :u(:g\? 50) =k,

o que é um absurdo (note que SU {so} é um k-simplexo em S com vértice
em Sg). O

Nas proximas proposicoes, X e xy sao como no Teorema 2.7.

Proposicao 2.9  Seja § um k-ciclo em L. (X) (k < n — 1) tal que

§ = On para uma certa cadeia semialgébrica n em X N By, . satisfazendo
tr1(|n), o) > k+ 1. Entdo, [€] =0 em Hy(L,,(X)).

Prova: Para os nossos propésitos, podemos supor que X N Ewo’a = I *
L,,(X). Triangulando L,,(X), obtemos uma triangulagdo natural associada
a xo* Ly, (X). Seja {S;} a cole¢ao dos simplexos de dimensao n que possuem
o ponto zg como um de seus vértices. Para cada ¢ existe um subsimplexo §z
de S; com vértice em xg satisfazendo (S;\ {zo})N(|n|\{z0}) = @ (proposicao
anterior). H, ird denotar um hiperplano do ambiente que intersecta transver-
salmente todos os simplexos S;, §l e d(Hy, zg) = t. Obviamente, podemos es-
colher 4 > 0 com a propriedade que H; pode ser definido para todo ¢ € (0, ],
{H:}o<t<s ¢ uma familia de hiperplanos paralelos, e mais: & = |n| N H;
define um k-ciclo que satisfaz [£,] = [{] em Hy((xo* L., (X)) \ {x0}). Sen, é
a parte da cadeia 7 contida no semiespaco (fechado) definido por Hs oposto
aquele que contém &, entao dn, = §,. Analogamente, define-se Si75,§i75, e
X5 = U Sm;, Xé = X5 \ U@'nt(Si,(;).

Para todo 4, [; denotard o segmento de reta que liga xy ao baricentro da
face de S; 5 oposta a xy. E claro que H; N; consiste de um unico ponto z,
(sempre consideramos ¢ € (0, J]).

Agora vamos definir uma aplicagdo p : X5 — ng—17 onde Xg‘_l denota o

(n — 1)-ésimo esqueleto de X;s. Primeiro, defina p; : S5\ int(S;5) — 9Sis
da seguinte maneira: para x € (S;5 \ int(§i75)) N Hy, a reta [(x) ligando = a
z, deve intersectar 0S; 5 N H; em dois pontos; entdo, p;(x) é o tnico desses
pontos tal que o segmento [p;(x), x| ndo intersecta §Z~,5. Defina p;(x¢) = xo.
Cada p; é Lipschitz e p;(x) = x para todo x € 0S;5. Assim, definimos p
por restri¢ao: p’s,,(;\mt(@,(;) = p; (e, é claro, p(xg) = ). Segue-se que p é
bem definida e Lipschitziana por partes, donde Lipschitz pelo Corolario 0.2.7.
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Agora sejam & = p(€,) e nf = p(n,). B claro que 8y = ¢ e a aplicacdo
v |€] x [0,1] — X5 N Hy,

P(x,s) = (1= s)z + sp(x),

mostra que [¢'] = [&;] em Hy((zo * Ly, (X)) \ {zo}).
Vamos trabalhar agora para estabelecer a seguinte desigualdade:

(*)
Mk+1(|77/|7 ZJZO) > :U’k+1(|775|’ l‘o).

Como p é Lipschitz, existe uma constante K > 0 tal que

volps1 (p(10;] N Buo.r)) < Kvolyyr ([0, 0 Bugg)- (1)

Por outro lado, se k := max{diam(S; s N Hs)}, entao
(t/6)k = max{diam(S;s N Hy)}.

Portanto, se y = p(z) € || N Byys, © € |n,l, segue-se que d(x,z5) <
d(z,p(x)) +d(p(z),z0) < (t/d)k +t =1t(k/6 + 1), donde vem a inclusao

7] N Bagt C p(In;1 0 Bag t(s641))
o que, juntamente com (1), prova ),

Se projetarmos o ciclo & no Link, vamos obter um k-ciclo & no (n —2)-
ésimo esqueleto de Ly, (X) tal que [€] = [€] em Hy(Ly (X)) e € = 07 para
alguma cadeia 7 em (zg * L, (X))"" ! satisfazendo pgi1(|7],70) > k + 1.
Isso mostra que, na pior das hipéteses, podemos repetir o argumento acima
um certo numero finito de vezes até encontrar um k-ciclo § morando no
(k — 1)-ésimo esqueleto de L,,(X) tal que [{] = [£]. Dai, [{] = [¢] = 0 em
Hi(L,, (X)), como querfamos.

Observacao 2.10 H4& como apresentar uma prova mais curta da proposicao
anterior (devida ao Prof. A. Fernandes). Suponha, para simplificar, que
L., (X) = XNS;1. Seé& = |n| NSy vemos como antes que (para t
suficientemente pequeno) £, pode ser considerado como um k-ciclo homdlogo
em (XN Byy1)\ {zo} a & Consequentemente, a projecio ¢, de &, em Ly, (X)
(por meio da homotetia de centro em zy e razao 1/t) é um k-ciclo do Link
homélogo (ainda no Link) a &, sendo voli(|¢,]) = volp(|€,])/t*. A hipdtese
“Ura1(|n], xo) > k + 1”nos conta que, fixado K € (k, u(|n|,zo) — 1), existe
uma sequéncia (t,) de nimeros reais positivos convergindo para zero tal que
voli(|€,. |) < tX (use a férmula da coarea; veja [10]), donde nlggo voli(|¢,, |) =
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0. Em particular, podemos encontrar um ciclo ¢, tal que vol(|(, |) < C(k),
onde C(k) é a constante que figura no Teorema 2.1 associada a variedade
suave L, (X). Logo, [{] = [, ] =0 em Hy (L, (X)).

Proposicao 2.11  Seja v(n) > k+ 1. Sen é um k-ciclo admissivel em
XN By, e, entio existe o, k-ciclo em (X N By, ) \ {20}, satisfazendo [o] = [n]
em MHY,. (X, o).

Prova: Vamos aproveitar a notagao da prova da Proposigao 2.9: sejam S;,
Si, Hs , Sis, Sis, X5, X5, &, n, e p definidos como antes. Pela Proposicao
2.9, & é trivial em Y := (z * L., (X)) N Hs. Portanto, {, = 00 para alguma
cadeia § em Y. Seja n' :=1n, —0 e o :=n—n'. Entdo, n' é um k-ciclo
admissivel e queremos agora que [] = 0 em MH}, (X, 10). Com isso a
proposicao estard terminada, pois ¢ claro que o suporte de o ¢ disjunto de

{mo}

Seja ¥ : || x [0,1] — X} dada por

P(z,s) = (1 —s)x + sp(x).

Triangulamos V' := ¢ (|n/| %[0, 1]) de modo que a cadeia subjacente w satisfaca

Ow = 1" — p(n'). Mais uma vez se prova que 77 é um k-ciclo admissivel
\f/

(morando no (n — 1)-ésimo esqueleto de X5) e agora vamos mostrar que

)
pr+1(V, o) > v(n).

Isto se faz de maneira completamente andloga & verificacio de ) (na prova

da Prop. 2.9). Com efeito, basta observar que a aplica¢ao ¢ ¢é Lipschitz e
que existe uma constante x> 0 satisfazendo

VN on,t C w((hﬂ N Bwoﬁ/t) X [07 1])

A desigualdade () segue facilmente destas observacdes. Assim, [17] = [] em
MH},. (X, 20).

Mais uma vez podemos iterar o argumento acima até que se encontre um
k-ciclo admissivel 7 que more no (k — 1)-esqueleto de X; e [] = [1] em
MHﬁ)c,k(Xa CL’()). L0g07 [77/] = [ﬁ] = 0 em MHlVoc,k(X7 ZL'0). O

Prova do Teorema 2.7: Seja v(n) > k + 1. Considere a aplica¢ao oy
do Teorema 2.5 que, pela hipétese, deve ser um mergulho (consequéncia do
Teorema 2.5 e da Proposic¢ao 2.9). A sobrejetividade de oy segue do teorema
anterior.
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Capitulo 3

Ciclos de Chegger e Supertficies
de Brieskorn

O Teorema 2.7 fornece um primeiro critério substancial de obstrucao a
singularidade conica. Uma parte ttil deste resultado estd no isomorfismo
entre MHp,. . (X,70) e Hy 1(Ly(X)). Com efeito, sendo zp uma singu-
laridade isolada e X C R™ fechado, sabemos que L,,(X) é uma variedade
suave e compacta (n — 1)-dimensional. Se, além disso, L,,(X) for conexa,
obteremos que H,,_1(L.,(X)) é R ou 0 conforme L,,(X) seja orientavel ou

nao. Em particular, temos a

Proposigao 3.1 Sejam X e xy como no Teorema 2.7, sendo L,,(X) conexo.
Entao

dim(M H},

loc,n—1

(X,z9)) <1,

para toda v. O

O exemplo que segue providencia alguma naturalidade ao objeto que de-
sejamos definir.

Exemplo 3.2 Sejam (zy, 79, 3,t) as coordenadas de R* e considere o con-
junto semialgébrico X C R* definido pela equacao

(w1 =t + a3+ 22—t ((x1+t)2 +ai+23—12) =", 1 > 0, B € ZN(2, +0).

Nota-se que o Link de X na origem é uma “esfera com uma cintura”. Se
tomamos o “cone”Y sobre esta cintura, ou mais precisamente, se definimos
Y = {(x1,29,23,t) € X|x; = 0}, iremos obter uma (-corneta que divide
X em duas componentes conexas Wy, Wy (que s@o simétricas com relagao a

{z1 = 0}) tais que p(X,0) = p(W1,0) = p(Ws,0) =3 < f+1 = pu(Y,0),
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um fato que indica que 0 € X nao é uma singularidade conica. Com efeito,
considere para o célculo da homologia métrica local de X em 0 uma funcao
de perversidade v com 3 < v(3) < u(Y,0). Como 0 € Y é uma singularidade
isolada, C'=Y N Ly(X) é uma 1-variedade compacta, donde homeomorfa a
N——
Xns3
S'. Por Jordan, existem “discos fechados”V; e V, contidos em Lo(X) tais
que Vi NV, = C. Assim, topologicamente falando, W; e W5 sao discos
tridimensionais limitados, respectivamente, pelas esferas Y N By, UV, e Y U
————

Y
V5, que se intersectam segundo o 2-disco Y e que juntos formam um 3-disco
D limitado pela esfera S := Ly(X). Os discos Y e V}; podem ser considerados
naturalmente como 2-simplexos em X. Defina um 2-ciclo & por & = Y — i
e, analogamente, defina &,. Claramente, &1, & sao ciclos admissiveis, pois
12(61,0) = p(Y,0), i = 1,2. Afirmamos que 0 # [&] # [&] # 0 em
MH,, , (X,0). De fato, suponha que dn = & para alguma 3-cadeia n. Entao,
In| © Wi. Se ndo, & seria trivial em D\ {p}, p € Wi \ |5|. Como Y &
homodlogo a Vo em D\ {p}, obterfamos que S(= V; — V%) é trivial em D\ {p},
o que é um absurdo (S é um gerador do grupo Ho(D \ {p}) # 0). Portanto,
Wi C |n| o que implica u(|n],0) = 3, e dai n ndo é admissivel. A prova
que [§] # 0 e [§1] # [§o] em MH, ,(X,0) admite argumentos similares.
Portanto, MHZZC,Q(X7 0) possui um subespaco isomorfo a R? e dai 0 € X
nao pode ser uma singularidade conica pela Proposicao 3.1.

Definicao 3.3 Sejam X um conjunto semialgébrico e xg € X uma singula-
ridade isolada. Um subconjunto semialgébrico de codimensao 1 Y C X ¢ base
de um ciclo de Chegger em xy quando as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. Y é fechado em X;

2. zp € Y é singularidade isolada e X \ Y tem exatamente duas compo-
nentes conexas Wy e Wa;

3. (X, wo) = (Wi, o) = p(Wa, m9) = k < p(Y, o).

O proximo teorema registra o fato que ciclos de Chegger sao obstrucoes
para singularidades conicas.

Teorema 3.4  Sejam X C R™ um conjunto semialgébrico fechado n-
dimensional e xg € X uma singularidade isolada com Link L,,(X) conezo.
SeY C X € base de um ciclo de Chegger em xy, entao, para k < v(n) <
w(Y,xg), o espago MH}, (X, o) tem um subespago isomorfo a R?,

oc,n—1

Prova: Adapte a prova do Exemplo 3.2. g
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Corolario 3.5 Sejam X e x¢ como no teorema anterior. Se X admite
uma base para um ciclo de Chegger em xq, entdo xg nao € uma singularidade
conica.

Prova: Consequéncia imediata do teorema acima e da Proposicao 3.1.

Definicao 3.6 Seja £ um numero inteiro. A superficie de Brieskorn de
peso k é a superficie complexa X, definida pela equacao

22 4y =2 (1).

Como comentamos na introducao deste trabalho, as superficies de Bries-
korn de peso k, k > 3, fornecem exemplos de superficies complexas que pos-
suem singularidades isoladas nao-conicas. As obstrugoes que vamos detectar
em tais superficies sao exatamente bases de ciclos de Chegger.

Teorema 3.7 Para k > 3, 0 € Xy, ndo é uma singularidade conica.
Prova: Antes de comecar a prova vamos fazer o

Lema 3.8 Sejam M uma variedade de classe C'? e dimensaon e S C M
uma subvariedade fechada (n — 1)-dimensional, também de classe C9, tais
que M, S sao conexas e ¢ > 0. Entao

1. M\ S tem, no maximo, duas componentes conexas.

2. Seq>1, M € orientada, M\ S tem duas componentes conexas My, Mo
ep: M — M éum difeomorfismo (de classe C', pelo menos) que
verte a orientacao e satisfaz

S ={r e Mlp(z) =z},

entao p(My) = My (e, logo, o(Ms) = M, ).

Prova do lema: Para a primeira parte, seja A # @ uma componente
conexa de M \ S e defina C = {r € S|z € A}. Note que C' # @, pois
A é aberto em M, que é conexo. E claro que C é fechado em S. Para
ver que C' é aberto em S, escolha x € C' e uma carta ¢ : U — R” em
torno de x com ¢(UNS) = R*"!. Por hipdtese, existe y € UN A e, portanto,
¢ Y(H) C A, sendo H C R" o semiespaco aberto que contem ¢(y). Portanto,
R-'CH=UNSCUNA=UNScCC,donde C C S é aberto. Sendo
S conexo, obtemos que C' = S e agora fica facil concluir 1.

Quanto a segunda parte, sejam = € S e ¢, U definidos como acima e
V' C U um aberto contendo = e satisfazendo ¢(V) C U. Se nao fosse
¢(My) = M,, entdo as componentes conexas de M \ S seriam invariantes
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por ¢. Em particular, se tomassemos a € M; NV, b € My, NV tais que
¢la) € MyNV, ¢(b) € MaNV e uma curva de classe C? v em V ligando
a até b cujo vetor tangente em z “apontasse para dentro”de My (podemos
supor que {7y} NS = {x}), obterfamos que ¢ o~y também teria em x vetor
tangente apontando para dentro de M, o que é um absurdo ja que ¢ inverte
a orientacao.

Voltando a prova do Teorema 3.7, considere a acao
a:C*xC—C?
dada por
at,z1, v, x3) = (tFxq, thay, tas).

Seja Y C X o resultado da agao o em Xy (R), sendo X;(R) a solugao real de
(1). Vamos mostrar que Y é base de um ciclo de Chegger em 0. Considere a
secao X := Xy N{z =1} que é a curva afim dada pela equagao

2?2+ 9?2 = 1.

Observe que X (R) ¢ homeomorfo a S* e X ¢ homeomorfo ao cilindro S x R
sobre S'. Como S* divide o cilindro em duas componentes conexas e a
conjugagao define um automorfismo de X que inverte a orientacao e cujo
conjunto dos pontos fixos ¢ X(R), concluimos do Lema 3.8 que as compo-
nentes de X \ X (R) sio conjugadas uma da outra. Sabemos (ainda pelo Lema
3.8) que X \ Y tem, no maximo, duas componentes conexas. Agora vamos
provar que para cada ponto p € X \ Y nao existe curva continua em X \ 'Y
ligando p a p. Com efeito, suponha o contrario, e seja v : [0,1] — X \ YV
continua com v(0) = p, v(1) = p. Como qualquer ponto de X, N {z = 0}
pode ser conectado por uma curva continua a um ponto de Xy \ {z = 0},
vamos supor que p € X N {z = 0}. Considere a aplicagdo

p: X\ {z=0} = X

dada por p(z,y, 2) = (%2, 27%y, 1). Note que por um argumento de transver-

salidade podemos supor que {v} := 7([0,1]) € Xx \ {z# = 0}. Como p
comuta com a conjugacao complexa, segue-se que p(p) e p(p) pertencem
A componentes conexas distintas de X \ X (R), donde {po~} N X (R) #
g = {y} NY # @, pela definicio de Y. Com esta contradi¢do, nao
s6 mostramos que X \ Y tem duas componentes conexas W, V' (digamos)
como também provamos que estas componentes sao conjugadas. Portanto,
w( Xy, 0) = p(W,0) = u(V,0) =4, mas u(Y,0) > k+1 > 4.

Entao, ficou provado que Y é base de um ciclo de Chegger em 0. Logo,
0 € Xk nao é uma singularidade conica. 0
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