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RESUMO

Obtemos limites inferiores para o tom fundamental de conjuntos abertos em

subvariedades com curvatura média localmente limitada no espaço produto

N × R, onde N é uma variedade Riemanniana completa n-dimensional com

curvatura seccional KN ≤ κ. Quando a imersão é mı́nima nossas estimativas

são ótimas.



ABSTRACT

We give lower bounds for the fundamental of open sets in submanifolds

with locally bounded mean curvature in N ×R, where N is an n-dimensional

complete Riemannian manifold with radial sectional curvature KN ≤ κ. When

the immersion is minimal our estimates are sharp.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O Tom fundamental λ∗(Ω) de um conjunto aberto Ω em uma variedade

Riemanniana M é definido como segue

λ∗(Ω) = inf

{∫
Ω
|∇f |2∫
Ω

f 2
, f ∈ H1

0 (Ω) \ {0}
}

. (1.1)

Onde H1
0 (Ω) é o fecho de C∞

0 (Ω) com respeito a norma

‖φ‖2 =

∫

Ω

φ2 +

∫

Ω

|gradφ|2

Quando Ω = M é uma variedade Riemanniana aberta, o tom fundamental

λ∗(Ω) coincide com o infimum inf Σ do espectro Σ ⊂ [0,∞) da única extensão

auto-adjunta do Laplaciano ∆ agindo em C∞
0 (M). Quando Ω é compacta com

fronteira ∂Ω suave por partes, então, λ∗(Ω) coincide com o primeiro auto-valor

λ1(Ω) do Laplaciano no problema de Dirichlet em Ω.

Um problema importante na geometria do Laplaciano são as relações entre

o primeiro auto-valor/tom fundamental de conjuntos abertos de uma variedade

Riemanniana e seus invariantes geométricos; ver [5], [6], [8]. Particularmente

interessante é a obtenção de limites inferiores/superiores para o primeiro auto-

valor/tom fundamental de conjuntos abertos em subvariedades mı́nimais de

variedades Riemanniana; ver [7], [2],[3] , [10], [11]. Recentemente, tem havido

um crescente interesse no estudo de superf́ıcies minimais no espaço produto

N × R. Isso nos motiva ao estudo de tom fundamental de subvariedades

minimais do espaço produto N × R. Neste texto, apresentaremos estimativas

inferiores para tom fundamental de certos domı́nios Ω. Aqui estudaremos em

especial dois resultados provados por G. Pacelli Bessa e M. Silvana Costa em
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um artigo que é base fundamental desta dissertação. O primeiro resultado,

Teorema 4.1 extende um teorema de G. Pacelli Bessa e J. Fábio Montenegro

[2].

Teorema 4.1 Seja ϕ : M ↪→ N × R uma subvariedade mı́nima completa de

dimensão m, isometricamente imersa no produto N×R, onde N tem curvatura

seccional radial K(γ(t))(γ′(t), υ) ≤ κ, υ ∈ Tγ(t)N , |υ| = 1, υ ⊥ ∂t, ao longo da

geodésica γ(t) partindo do ponto x0 ∈ N . Seja Ω ⊂ ϕ−1(BN(x0, r) × R) uma

componente conexa, onde r < min{inj(x0), π/2
√

κ}(π/2
√

κ = ∞ se κ ≤ 0).

Então

λ∗(Ω) ≥ λ1(BNm−1(κ)(r)). (1.2)

Se Ω é limitado, então a desigualdade (4.12) é estrita. Aqui Nm−1(κ) é o

espaço forma simplesmente conexo de dimensão (m− 1) e curvatura seccional

constante κ.

O segundo resultado, Teorema 4.2 é o estudo do tom fundamental de

domı́nios em subvariedades com curvatura média localmente limitadas em

N × R.

Dizemos que uma subvariedade imersa ϕ : M ↪→ N × R tem curvatura

média localmente limitada |H| em N × R se para qualquer p ∈ N e r > 0, o

número

h(p, r) = sup {|H(x)|; x ∈ ϕ(M) ∩ (BN(p, r)× R)}

é finito.

Teorema 4.2 Seja ϕ : M ↪→ N ×R uma subvariedade completa de dimensão

m com curvatura média localmente limitada isometricamente imersa no pro-

duto N × R, onde N tem curvatura seccional radial K ≤ κ, ao longo das

geodésicas partindo de um ponto x0 ∈ N . Seja Ω(r) ⊂ ϕ−1(BN(p, r)×R) uma

componente conexa com r ≤ min{injN(x0), π/2
√

κ}. Suponha, além disso

(a) Se |h(x0, r)| < Λ2 < ∞, então r ≤ (Cκ/Sκ)
−1(Λ2/(m− 2)) ou

(b) Se limr→∞ h(x0, r) = ∞ então r ≤ (Cκ/Sκ)
−1(h(x0, r0)/(m − 2)), onde

r0 é tal que (m− 2)
Cκ

Sκ

(r0)− h(x0, r0) = 0.
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Então nós temos

λ∗(Ω(r)) ≥




(m− 2)
Cκ

Sκ

(r)− h(x0, r)

2




2

> 0,

onde

Sκ =





sen(
√

κ · t)/√κ, se κ > 0

t, se κ = 0

senh(
√−κ · t)/√−κ, se κ < 0

e Cκ = S ′κ.



Caṕıtulo 2

Geometria de Comparação

2.1 Conceitos Básicos

Em todo texto nos referimos a Mn como uma variedade Riemanianna suave

de dimensão n.

Definição 2.1. Seja Mn uma variedade Riemanianna e f : Mn → R uma

função suave. O gradiente de f é o campo vetorial suave gradf , definido

sobre M por

〈grad f, X〉 = X(f),

para todo X ∈ X(M).

O campo gradiente satisfaz as seguintes propriedades.

Proposição 2.1. Se f, g : Mn → R são funções suaves, então

(a) grad (f + g) = grad f + grad g.

(b) grad (fg) = g(grad f) + f(grad g).

Prova. Se X é um campo de vetores suave em M , temos

〈grad (f + g), X〉 = X(f + g) = X(f) + X(g)

= 〈grad f,X〉+ 〈grad g, X〉
= 〈grad f + grad g, X〉
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e

〈grad (fg), X〉 = X(fg) = gX(f) + fX(g)

= 〈g(grad f), X〉+ 〈f(grad g), X〉
= 〈g(grad f) + f(grad g), X〉.

Proposição 2.2. Se f : Mn → R e φ : R→ R são funções suaves, então

grad(φ ◦ f) = φ′(f)grad f.

Prova. Se p ∈ M , υ ∈ TpM e γ : (−ε, ε) → M é uma curva suave tal que

γ(0) = p e γ′(0) = υ, então

〈grad(φ ◦ f), υ〉 =
d

dt
(φ ◦ f ◦ γ)(t) |t=0

= φ′(f(p))
d

dt
(f ◦ γ)(t) |t=0

= (φ′ ◦ f)〈grad f, υ〉p.

Definição 2.2. Seja X um campo vetorial suave em uma variedade Riema-

nianna Mn. A divergência de X é a função suave divX : Mn → R, dada

por

(divX)(p) = Traço{υ 7−→ (∇υX)(p)},
onde υ ∈ TpM .

Proposição 2.3. Se X, Y são campos de vetores suaves em Mn e f : Mn → R

uma função suave, então

(a) div(X + Y ) = divX + divY .

(b) div(fX) = fdivX + 〈grad f, X〉.

Prova. Para provar (b) lembre que para um referencial ortonormal {ei, . . . , en}
temos grad f = Σn

j=1ej(f)ej, portanto, segue da definição que

div(fX) = Σn
j=1〈∇ei

(fX), ei〉 = Σn
j=1〈ei(f)X + f∇ei

X, ei〉
= Σn

j=1〈ei(f)ei, X〉+ Σn
j=1f〈∇ei

X, ei〉
= 〈grad f, X〉+ fdivX.

O item (a) é trivial.
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Definição 2.3. O operador de Beltrami-Laplace, (Laplaciano) definido por

∆ = div ◦ grad: C∞(M) → C∞(M)

age nas funções de classe C∞(M).

Proposição 2.4. Se f : Mn → R e φ : R→ R são funções suaves, então

∆(φ ◦ f) = (φ′′ ◦ f)|grad f |2 + (φ′ ◦ f)∆f.

Prova. Segue da definição acima e das proposições 2.2 e 2.3 que

∆(φ ◦ f) = div(grad (φ ◦ f)) = div((φ′ ◦ f)grad f)

= 〈grad (φ′ ◦ f), grad f〉+ (φ′ ◦ f)div(grad f)

= 〈(φ′′ ◦ f)grad f, grad f〉+ (φ′ ◦ f)∆f

= (φ′′ ◦ f)|grad f |2 + (φ′ ◦ f)∆f.

2.2 Campos de Jacobi

Definição 2.4. Seja γ : [0, a] → Mn uma geodésica. Um campo suave de

vetores J ao longo de γ é um campo de Jacobi se J satisfazer a equação

de Jacobi
D2J

dt2
+ R(J, γ′)γ′ = 0, ∀t ∈ [0, a]. (2.1)

Aqui, sem perda generalidade, consideraremos campos de Jacobi J ao longo

de geodésica tais que 〈J, γ′〉 = 0.

Exemplo 2.1. Seja Mn uma variedade Riemanniana, κ ∈ R e γ : [0, a] → Mn

uma geodésica normalizada. Suponha que a curvatura seccional de M seja

K(γ′(t), X) = κ para 0 ≤ t ≤ a e todo X ∈ Tγ(t)M não colinear com γ′(t).

Então sabemos que, ao longo de γ, o tensor curvatura R de M é dado, para

X,Y ,Z campos ao longo de γ por

R(X, Y )Z = κ〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y ,
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de modo que a equação de Jacobi se reduz a (lembreque〈J, γ′〉 = 0)

J ′′ + κ · J = 0.

Dado w ∈ Tγ(t)M tal que 〈w, γ′(0)〉 = 0, seja t 7−→ w(t) o transporte paralelo

de w ao longo de γ. Se Sk : [0, a] → R é a solução do problema de valores

iniciais





S ′′k (t) + κ · Sk(t) = 0

Sk(0) = 0, S ′k(0) = 1
,

de imediato se verifica que

J(t) = Sk(t)w(t)

é o unico campo de jacobi ao longo de γ tal que J(0) = 0 e J ′(0) = w. Note

ainda que

Sk =





sen(
√

κ · t)/√κ, se κ > 0

t, se κ = 0

senh(
√−κ · t)/√−κ, se κ < 0

.

Definição 2.5. Seja γ : [0, a] → Mn uma geodésica. Dizemos que γ(t0),

0 ≤ t0 ≤ a, é conjugado a γ(0) ao longo de γ se existir um campo de

Jacobi não nulo J ao longo de γ tal que J(0) = 0 e J(t0) = 0. Neste caso,

a multiplicidade de γ(t0) como ponto conjugado a γ(0) ao longo de γ é o

maior número de campos de Jacobi linearmente independentes J ao longo de

γ, com J(0) = 0 e J(t0) = 0.

Proposição 2.5. Seja γ : [0, a] → Mn uma geodésica tal que γ(a) não é

conjugado a γ(0) ao longo de γ. Então dados w1 ∈ Tγ(0)M e w2 ∈ Tγ(a)M ,

existe um único campo de jacobi J ao longo de γ tal que J(0) = w1 e J(a) = w2.

Prova. Para uma prova, ver Manfredo P. do Carmo [12].

Definição 2.6. Seja M uma variedade Riemanniana, γ : [0, a] → M uma

geodésica e ν o espaço vetorial dos campos suaves por partes ao longo de γ. A

Forma do Índice ao longo de γ é a forma bilinear simétrica Ia : ν × ν → R

dada por

Ia(V, W ) =

∫ a

0

{〈V ′, γ′〉 − 〈R(V, γ′)γ′,W 〉}dt.
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Teorema 2.1 (Lema do Índice). Seja Mn uma variedade Riemanniana e

γ : [0, a] → M uma geodésica tal que γ(t) não é conjugado a γ(0) ao longo de

γ, para todo 0 ≤ t ≤ a. Se V é um campo suave por partes e J um campo

de Jacobi ao longo de γ, com V (0) = J(0) = 0 e V (t0) = J(t0) para algum

0 ≤ t0 ≤ a, então

It0(V, V ) ≤ It0(J, J),

ocorrendo a igualdade se e só se V (t) = J(t), para 0 ≤ t ≤ t0.

Prova. Para uma prova, ver Manfredo P. do Carmo [12].

Uma variedade Riemanianna M é geodesicamente completa se, para

todo p ∈ M e X ∈ TpM a geodésica máximal em M que parte de p com

velocidade X for definida para todo tempo t ∈ R. Uma variedade Riemanniana

completa e com curvatura seccional constante é dita uma forma espacial. Em

vários textos é comum denotar uma forma espacial simplesmente conexa de

curvatura seccional constante κ e dimensão n por Nn
κ.

Exemplo 2.2. As variedades Rn, Sn(1) e Hn(−1) são formas espaciais sim-

plesmente conexas de curvatura seccionais constantes.

Teorema 2.2 (Cartan). Se Nn
κ é uma forma espacial simplesmente conexa

de curvatura κ, então Nn
κ é isométrica a:

(a) Hn(κ), se κ < 0

(b) Rn, se κ = 0

(c) Sn(κ), se κ > 0.

2.3 Hessiano e Laplaciano

Sejam M e W variedades Riemannianas completas de dimensão m e n,

respectivamente. Seja ϕ : M → W uma imersão isométrica, isto é :

〈X,Y 〉p = 〈dϕ(X), dϕ(Y ) 〉ϕ(p) ∀p ∈ M e ∀ X ∈ TpM .
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Considere a função diferenciável g : N → R e a composição

f = g ◦ ϕ : M → R. Indentifique X com dϕ(X).

Então temos

〈grad f, X〉 = dg(X) = 〈grad g,X〉 ∀p e ∀X ∈ TpM

pois

grad g = grad f + (grad g)⊥

onde (grad g)⊥ é perpendicular a TpM e 〈(grad g)⊥, X 〉 = 0.

Nosso objetivo nesta seção é calcular o Hessiano de f = g ◦ ϕ. Denote por

∇ e ∇ as conexões Riemannianas de M e N , respectivamente.

Definição 2.7. Seja f : Mn → R uma função suave. Definimos a forma

bilinear Hessiana de f por

Hess(f)(X,Y ) = 〈∇Xgrad f, Y 〉 em p ∈ M , para X, Y ∈ TpM .

Definição 2.8. Seja ϕ : M ↪→ N uma imersão. Definimos a segunda forma

fundamental α : TpM × TpM →(TpM)⊥ da imersão ϕ por

α(X, Y ) = ∇XY −∇XY em p ∈ M para X, Y ∈ TpM .

A seguinte proposição foi provada por L. Jorge and D. Koutrofiotis [13].

Proposição 2.6 (Jorge-Koutrofiotis). Pelas definições acima e para todo X,Y

∈ TpM, temos que o Hessiano de f = g ◦ ϕ é dado por

Hess(f)(X,Y ) = Hess(g(ϕ))(X,Y ) + 〈grad f, α(X, Y )〉 (2.2)

Prova. Como

α(X, grad f) = ∇Xgrad f −∇Xgrad f

temos

Hess(f)(X,Y ) = 〈∇Xgrad f, Y 〉
= 〈∇Xgrad f − α(X, grad f), Y 〉
= 〈∇Xgrad f, Y 〉 − 〈α(X, grad f), Y 〉.
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Lembrando que α(X, Y ) ∈ (TpM)⊥ para todo X,Y ∈ TpM obtemos

〈α(X, grad f), Y 〉 = 0.

Usando

X〈Y, grad f〉 = 〈∇Xgrad f, Y 〉+ 〈∇XY, grad f〉

e

〈grad f, X〉 = df(X) = 〈grad g, X〉

segue-se que

Hessf(X, Y ) = 〈∇Xgrad f, Y 〉
= X〈grad f, Y 〉 − 〈∇XY, grad f〉
= X〈grad g, Y 〉 − 〈∇XY, grad f〉
= 〈∇Xgrad g, Y 〉+ 〈∇XY, grad g〉 − 〈∇XY, grad f〉
= 〈∇Xgrad g, Y 〉+ 〈∇XY, grad g − grad f〉
= 〈∇Xgrad g, Y 〉+ 〈∇XY, (grad g)⊥〉
= Hess(g)(X, Y ) + 〈(∇XY )⊥, grad g〉
= Hess(g)(X, Y ) + 〈grad g, α(X,Y )〉.

Como consequência, se calcularmos o traço em (2.2) com respeito a base

{e1, . . . , em} para TpM , temos para o Laplaciano de f ,

4f = TrHess(f)(ei, ej)

=
n∑

i=1

Hess(f)(ei, ei)

=
n∑

i=1

Hess(g)(ei, ei) + 〈gradg,

n∑
i=1

α(ei, ei)〉.

Frequentemente neste texto usaremos as fórmulas:

Hessf(X, Y ) = Hess(g)(X,Y ) + 〈grad g, α(X,Y )〉, (2.3)

4f =
n∑

i=1

Hess(g)(ei, ei) + 〈grad g,

n∑
i=1

α(ei, ei)〉. (2.4)
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2.4 O Hessiano da Função Distância

Seja M uma variedade completa de dimensão m. Fixado p ∈ M , se γ :

[0, +∞] → M é uma geodésica normalizada em M tal que γ(0) = p, sabemos

que, para t > 0 suficientemente pequeno, tem-se d(p, γ(t)) = t, i.e., γ[0,t0] é

minimizante. Por outro lado, se γ[0,t0] não for minimizante, então γ[0,t1] não

será minimizante para todo t1 ≥ t0. Por fim, se (tk)k≥1 é uma sequência

de números reais positivos tal que tk → t0 e γ[0,tk] é minimizante para todo

k ≥ 1, então a continuidade da função distância a partir de p, juntamente

com d(p, γ(tk) = tk para todo k ≥ 1 garante que d(p, γ(t0) = t0, i.e., γ[0,t0] é

minimizante. Portanto o conjunto dos t ∈ [0, +∞] tais que γ[0,t0] é minimizante

é um intervalo da forma [0, t0], para algum t0 > 0, ou [0,∞].

Definição 2.9. Seja M uma variedade Riemanniana completa e sejam dados p

∈ M e υ ∈ TpM unitário. Seja γυ : [0, +∞) → M o raio geodésico normalizado

γυ(t) = expυ(tυ). Se o conjunto dos t ∈ (0, +∞) tais que γυ é minimizante

em [0, t] para um intervalo da forma [0, t0], dizemos que γυ(t0) é o ponto de

mı́nimo de p na direção de υ. O cut locus Cut(p) de p em M é definido

como o conjunto dos pontos mı́nimos de p em M (em alguma direção).

Defina

Ep = {υ ∈ TpM ; expp(tυ) ∈ M\Cut(p), ∀ 0 ≤ t ≤ 1}. (2.5)

Proposição 2.7. expp : Ep → M\Cut(p) é um difeomorfismo.

Prova. Ver Manfredo P. do Carmo [12]

Fixando p ∈ M denotaremos por ρ : M\(Cut(p) ∪ {p}) → R∗+ a função

distância a partir de p, i.e., ρ(q) = d(p, q).

Proposição 2.8. Seja γ : [0, a] → M\Cut(p) uma geodésica normalizada

partindo de p. Então

grad ρ(γ(t)) = γ′(t), ∀ 0 < t < a. (2.6)

Em particular, |grad ρ| = 1

Prova. Seja γ(t) = expp(tυ), 0 ≤ t ≤ a, e q = γ(t0). Se w ∈ TqM , w⊥γ′(t0),

segue da proposição anterior e do Lema de Gauss a existêcia de W ∈ Tυ(TpM)
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tal que 〈W,υ〉 = 0 e (d expp)t0υW = w. Tomemos então α : (−ε, ε) → Ep tal

que |α(s)| = t0, α(0) = t0υ e α′(0) = W . Segue da unicidade de geodésica

minimizante que liga expp(α(s)) a p que

ρ(expp(α(s))) = t0,

e dáı

0 = 〈grad ρ(q), (d expp)t0υW 〉 = 〈grad ρ(q), w〉.

Como a igualdade acima é válida para todo w⊥γ′(t0), segue que grad ρ(q)

é múltiplo de γ′(t0). Mas desde que ρ(γ(t)) = t para 0 ≤ t ≤ a, temos

〈grad ρ(γ(t)), γ′(t)〉 = 1, ∀ 0 < t < a,

e dáı grad ρ(γ(t)) = γ′(t), para 0 < t < a.

Agora fixe um ponto p ∈ M . Para x ∈ M \ Cut(p), seja γ uma geodésica

minimizante ligando p a x, parametrizada pela distância, tal que γ(0) = p

e γ(a) = x. Seja X ∈ TpM tal que 〈X, ∂
∂γ
〉(x) = 0. Já que x não é ponto

conjugado de p, podemos estender X a um campo de Jacobi X̃ ao longo de γ

satisfazendo X̃(γ(0)) = 0, X̃(γ(a)) = X e [X̃, ∂
∂γ

] = 0.

Observe que por (2.6) temos,
∂

∂γ
= grad ρ e [X̃, grad ρ] = 0 então

∇X̃grad ρ = ∇grad ρX̃.

Logo

Hess(ρ)(X, X) = 〈∇X̃grad ρ, X̃〉
= 〈∇grad ρX̃, X̃〉
=

∫ a

0

d

dt
〈X̃, 〈∇grad ρX̃〉dt

=

∫ a

0

(〈∇grad ρX̃,∇grad ρX̃〉+ 〈X̃,∇grad ρ∇grad ρX̃)dt

=

∫ a

0

{|∇grad ρX̃|2 + 〈X̃,∇grad ρ∇grad ρX̃}dt.

Usando o fato de X̃ ser campo de Jacobi , temos que

∇grad ρ∇grad ρX̃ + R(X̃, grad ρ)grad ρ = 0.

Portanto,
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Hess(ρ)(X,X) =

∫ a

0

(|∇grad ρX̃|2 − 〈X̃, R(X̃, grad ρ)grad ρ〉)dt, (2.7)

onde R é a curvatura da variedade Riemanniana M e o segundo membro acima

é a forma do ı́ndice.

Na próxima seção apresentaremos o objetivo principal de nosso caṕıtulo o

Teorema de Comparação do Hessiano.

2.5 Teorema de Comparação do Hessiano

Teorema 2.3 (Teorema de Comparação do Hessiano). Sejam M e N var-

iedades Riemannianas de dimensão n e γi : [0, a] → Mi com i = 1, 2, duas

geodésicas parametrizadas pelo comprimento de arco, onde γi não intersecta

o cut locus de γi(p). Seja ρi a função distância de γi(0) sobre Mi e Ki a

curvatura secional de Mi. Suponha que em γ1 e γ2 com 0 ≤ t ≤ a, tenhamos

K1(X1,
∂

∂γ1

) ≥ K2(X2,
∂

∂γ2

),

onde Xi é um vetor unitário qualquer em Tγi(t)Mi, perpendicular a ∂
∂γi

, então

Hess(ρ1)(X1, X1) ≤ Hess(ρ2)(X2, X2)

onde Xi ∈ Tγi(a)Mi, com 〈Xi,
∂

∂γi
〉 = 0 e |Xi| = 1.

Prova. Seja Ei
1,. . .,E

i
n um sistema de campos de vetores ortonormais paralelo

ao longo de γi com Ei
n = ∂

∂γi
.

Assim, por (2.7)

Hess(f)(X,X) =

∫ a

0

(| ∂

∂γi

X̃i|2 − 〈X̃i, R(X̃i,
∂

∂γi

)
∂

∂γi

〉)dt, (2.8)

sendo X̃i um campo de Jacobi ao longo de γi com X̃i(γi(0)) = 0 e X̃i(γi(0)) =

X. O campo X̃i é decomposto como X̃i = c ∂
∂γi

+ (X̃i)
⊥ para algum c real.

Logo

0 = 〈X̃i,
∂

∂γi

〉(γ(a)) = 〈c ∂

∂γi

,
∂

∂γi

〉
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segue-se que c = 0, e portanto, 〈X̃i,
∂

∂γi
(γi(t)) = 0 para todo 0 ≤ t ≤ a. Dessa

forma, X̃i é perpendicular a Ei
n em cada ponto de γi.

Considere

X̃2 =
n−1∑
i=1

λi(t)E
2
i .

Tomemos E1
1 ,. . .,E

1
n tal que

X1 = X̃1(a) =
n−1∑
i=1

λi(a)E1
i (γ1(a)).

Defina agora um campo de vetores Z ao longo de γ1 por

Z =
n−1∑
i=1

λi(t)E
1
i .

Então Z assume os mesmos valores de X̃i em t = 0 e t = a.

Além disso,

|Z| = |X̃2|

e

|∇ ∂
∂γ2

X̃2| = |
n−1∑
i=1

λ′i(t)E
2
i | = |

n−1∑
i=1

λ′i(t)E
1
i | = |∇ ∂

∂γ2

Z|.

Sabemos que o campo de Jacobi minimiza a forma do ı́ndice entre todos os

campos de vetores ao longo da mesma geodésica com os mesmos valores de

fronteira, concluimos

Hess(ρ1)(X1, X1) =

∫ a

0

(| ∂

∂γ1

X̃1|2 − 〈X̃1, R(X̃1,
∂

∂γ1

)
∂

∂γ1

〉)dt

≤
∫ a

0

(|∇ ∂
∂γi

Z|2 − 〈Z,R(Z,
∂

∂γ1

)
∂

∂γ1

〉)dt

=

∫ a

0

(| ∂

∂γ1

X̃2|2 −K1(Z,
∂

∂γ1

))dt

≤
∫ a

0

(| ∂

∂γ1

X̃2|2 −K2(X̃2,
∂

∂γ2

))dt

= Hess(ρ2)(X2, X2),

isso prova o teorema 2.3.

Para o que segue nos caṕıtulos posteriores precisaremos da seguinte versão.
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Corolário 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja ρ a fun

cão distância em M a partir de x0. Seja γ uma geodésica minizante partindo de

x0 e suponha que a curvatura seccional radial de M ao longo de γ são limitadas

superiormente, i.e., Kγ ≤ κ. Então o Hessiano de ρ em γ(t) satisfaz

Hessρ(γ(t))(X, X) ≥ Ck

Sk

(t) · ‖X‖2, X ⊥ γ′(t), (2.9)

onde

Sk =





sen(
√

κ · t)/√κ, se κ > 0

t, se κ = 0

senh(
√−κ · t)/√−κ, se κ < 0

(2.10)

e Ck(t) = S ′k(t).

Prova. Seja X ∈ Tγ(ρ)M e X ⊥ γ′(ρ) e denotemos por X(t) o campo de

vetores obtido pela extensão paralela de X ao longo de γ. Seja X̃(t) o campo

de Jacobi ao longo de γ com X̃(0) = 0 e X̃(ρ) = X da forma

X̃(t) = f(t)X(t),

onde a função f(t) satisfaz a equação de Jacobi

f(t)′′ + κf(t) = 0 (2.11)

com as condições f(0) = 0 e f(ρ) = 1.

Seja

{
∂

∂γ
,X1, . . . , Xn−1

}
uma base ortonormal de Tγ(ρ)M e paralela ao longo

de γ.

Usando o campo de Jacobi

X̃i(t) = f(t)Xi(t)

com X̃i(0) = 0, X̃i(γ(ρ)) = Xi e |Xi| = 1 em (2.7), obtemos

Hess(ρ)(Xi, Xi) =

∫ ρ

0

(| ∂

∂γ
X̃i|2 − 〈R(X̃i,

∂

∂γ
)

∂

∂γ
, X̃i〉)dt

=

∫ ρ

0

(| ∂

∂γ
f(t)Xi|2 − f(t)2〈R(Xi,

∂

∂γ
)

∂

∂γ
,Xi〉)dt

=

∫ ρ

0

(|∂f(t)

∂t
|2 − κf(t)2)dt. (2.12)

Assim, para κ = −1, a solução de (2.11) será

f(t) =
senh(t)

senh(ρ)
,
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e de (2.12) segue

Hess(ρ)(Xi, Xi) =

∫ ρ

0

(
cosh2(t)

senh2(ρ)
− senh2(t)

senh2(ρ)

)
dt

=
1

senh(ρ)

∫ ρ

0

cosh(2t)dt

=
1

2senh2(ρ)

∫ ρ

0

d

dt
(senh(2t))dt

=
1

2senh2(ρ)
(senh(2t))

=
senh(ρ) cosh(ρ)

senh2(ρ)

= cosh(ρ).

Logo

Hess(ρ)(Xi, (Xi) = cosh(ρ).

Para κ = 0, a solução de (2.11) será

f(t) =
t

ρ
,

e de (2.12) obtemos

Hess(ρ)(Xi, Xi) =

∫ ρ

0

|f ′(t)|dt =
1

ρ2

∫ ρ

0

dt =
1

ρ
.

Para κ = 1, a equação (2.11) tem como solução

f(t) =
sen(t)

sen(ρ)
.

Substituindo em (2.12), resulta em

Hess(ρ)(Xi, Xi) =

∫ ρ

0

(
cos2(t)

sen2(ρ)
− sen2(t)

sen2(ρ)

)
dt

=
1

sen(ρ)

∫ ρ

0

cos(2t)dt

=
1

2sen2(ρ)

∫ ρ

0

d

dt
(sen(2t))dt

=
1

2sen2(ρ)
(sen(2t))

= cos(ρ).

A desigualdade (2.10) segue do teorema da comparação do Hessiano e do que

acabamos de provar.



Caṕıtulo 3

Estimativas do Espectro

Apresentaremos o Teorema de Barta na secção 3.1. O conteúdo da secção

3.2 consiste em apresentar estimativas de autovalores provadas por G. P. Bessa

e J. Fábio Montenegro em [3] e [2]. O teorema 3.3 é uma generalização do

teorema de Barta, já o teorema 3.4 se trata de uma generalização do resultado

de Cheung-Leung [11].

3.1 Teorema de Barta

Teorema 3.1 (Barta). Sejam M uma variedade Riemanniana limitada com

fronteira não-vazia seccionalmente suave ∂M e f ∈ C2(M) ∩ C0(M) com

f |M > 0 e f |∂M = 0 e seja λ1(M) o primeiro autovalor de Dirichlet de M.

Então

sup
M

(
−4f

f

)
≥ λ1(M) ≥ inf

M

(
−4f

f

)
(3.1)

com igualdade em (3.1) se, e somente se, f é uma primeira autofunção de M.

Para uma demonstração do teorema de Barta faremos uso da Fórmula

de Green

Teorema 3.2 (Fórmula de Green). Seja f : M → R uma função de classe

C2(M), h : M → R uma função de classe C1(M), pelo menos uma delas com

suporte compacto. Então,

∫

M

{h∆f + 〈grad h, grad f〉}dV = 0.



3.2. Estimativas de Bessa-Montenegro 26

Se ambas são de classe C2(M), então
∫

M

{h∆f − f∆h}dV = 0.

Prova. Segue-se do teorema da divergência.

Prova do Teorema de Barta. Seja φ uma auto-função associada a λ1(M)

com φ|M > 0 e φ|∂M = 0. Então

λ1(M) = −∆φ

φ
= −∆f

f
+

φ∆f − f∆φ

fφ
.

Observe que por hipótese fφ|M > 0 e pela fórmula de Green
∫

M

{φ∆f − f∆φ}dV = 0.

Então ou φ∆f − f∆φ ≡ 0 e o resultado segue-se ou existem x1, x2 ∈ M tais

que (φ∆f − f∆φ)(x1) > 0 e (φ∆f − f∆φ)(x2) < 0. Se φ∆f − f∆φ não é

identicamente nulo temos

λ1(M) > −∆f

f
(x1) ≥ inf

(
−∆f

f

)
.

Analogamente,

λ1(M) < −∆f

f
(x2) ≤ sup

(
−∆f

f

)
.

Se ocorre a igualdade então

φ∆f − f∆φ ≡ 0

e assim −4f/f = −4φ/φ = λ1(M), isto é , f é uma autofunção associada a

λ1(M).

3.2 Estimativas de Bessa-Montenegro

Seja M uma variedade Riemanniana e Ω ⊂ M um aberto conexo arbitrário.

O tom fundamental λ∗(Ω) de Ω é definido por

λ∗(Ω) = inf

{∫
Ω
|∇f |2∫
Ω

f 2
, f ∈ H1

0 (Ω) \ {0}
}

(3.2)

onde f ∈ H1
0 (Ω) é o completamento de C∞

0 (Ω) com respeito a norma

‖ ϕ ‖2
Ω=

∫

Ω

ϕ2 +

∫

Ω

|∇ϕ|2.
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Definição 3.1. Seja M uma variedade Riemanianna e X um campo de vetores

pertencente a L1
loc(M) (significa que |X| ∈ L1

loc(M)). A função g ∈ L1
loc(M) é

uma divergência fraca de X se

∫

M

φg = −
∫

M

〈grad φ,X〉 ∀φ ∈ C∞
0 (M). (3.3)

É claro que existe no máximo uma função g ∈ L1
loc com divergência fraca

para cada X ∈ L1
loc(M) e podemos escrever g = divX. Para campos de

vetores X de classe C1 a divergência clássica dada na definição 2.2 coincide

com a divergência fraca DivX.

Teorema 3.3. Seja Ω um conjunto aberto em uma variedade Riemanianna

M. Então

λ∗(Ω) ≥ sup
C(Ω)

{
inf
Ω

(divX − |X|2)
}

, (3.4)

onde C(Ω) é o conjunto de campos de vetores suaves em Ω\F para algum

conjunto fechado F com medida de Hausdorff Hn−1(F ∩ Ω) = 0.

Prova. Se X ∈ C(Ω) e f ∈ C∞
0 (M) temos fX ∈ C(Ω). Logo, pela proposição

2.3 teremos ∫

Ω

div(fX) =

∫

Ω

〈grad f, X〉+

∫

Ω

fdivX.

Além disso, se g = DivX segue de (3.3) que

∫

Ω

div(fX) = 0.

Agora note que se

(|f ||X| − |grad f |)2 ≥ 0,

então

− 2|f ||grad f ||X| ≥ −f 2|X|2 − |grad f |2. (3.5)

Munido destas informações obtemos, pela da proposição 2.1 e pela última

desigualdade acima,
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0 =

∫

Ω

div(f 2X) =

∫

Ω

〈grad f 2, 〉+

∫

Ω

f 2divX

≥ −
∫

Ω

|grad f 2||X|+
∫

Ω

f 2divX

= −
∫

Ω

2|f ||grad f |X|+
∫

Ω

f 2divX

≥ −
∫

Ω

f 2|X|2 −
∫

Ω

|grad f |2 +

∫

Ω

f 2divX

=

∫

Ω

(divX − |X|2)f 2 −
∫

Ω

|grad f |2

≥
∫

Ω

inf
Ω

(divX − |X|2)f 2 −
∫

Ω

|grad f |2

= inf
Ω

(divX − |X|2)
∫

Ω

f 2 −
∫

Ω

|grad f |2.

Dessa forma,

inf
Ω

(divX − |X|2)
∫

Ω

f 2 −
∫

Ω

|grad f |2 ≤ 0,

e assim,

inf
Ω

(divX − |X|2)
∫

Ω

f 2 ≤
∫

M

|grad f |2.
Portanto, ∫

Ω

|grad f |2 ≥ sup
C(Ω)

{
inf
Ω

(divX − |X|2)
} ∫

Ω

f 2.

Pela definição do tom fundamental (3.2) conclúımos que

λ∗(Ω) ≥ sup
C(Ω)

{
inf
Ω

(divX − |X|2)
}

.

Teorema 3.4. Seja Ω um conjunto aberto em uma variedade Riemanianna

M e c(Ω) a constante definida por

c(Ω) = sup
C+(Ω)

(infΩ divX)

supΩ |X|2
,

onde C+(Ω) = {X ∈ C(Ω), infΩ divX > 0 e supΩ |X| < ∞} . Então

λ∗(Ω) ≥ c(Ω)2

4
. (3.6)

Prova. Sejam X ∈ C+(Ω) e f ∈ C∞
0 . O campo vetorial f 2X tem suporte

compacto em Ω. Temos que

div(f 2X) = 〈grad f 2, X〉+ f 2divX.
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Como

f 2divX ≥ f 2 inf divX

e

|〈grad f 2, X〉| ≤ |grad f 2||X|,
segue que

div(f 2X) = 〈grad f 2, X〉+ f 2divX ≥ −|grad f 2||X|+ f 2 inf divX.

Pelo fato de

|gradf 2|2 = 〈grad f 2, grad f 2〉 = 4f 2〈grad f, grad f〉 = 4f 2|grad f |,

ou seja,

|grad f 2| = 2|f ||grad f |,
tem-se

−|grad f 2||X|+ f 2 inf divX ≥ −2|f ||grad f | sup |X|+ f 2 inf divX

pois −|X| ≥ − sup |X|. Temos ainda, para todo ε¿0,

(ε|f | − |grad f |)2 ≥ 0 ⇒ ε2|f |2 − 2ε|f ||grad f |+ |grad f |2 ≥ 0

⇒ −2ε|f ||grad f | ≥ −ε2|f |2 − |grad f |2
⇒ −2|f ||grad f | ≥ −ε|f |2 − 1

ε
|grad f |2.

Assim

div(f 2X) ≥ sup |X|(−ε|f |2 − 1

ε
|grad f |2) + inf divX.

Integrando a ultima expressão sobre um domı́nio normal D ⊃ Ω temos

0 =

∫

D

div(f 2X) ≥ sup |X|
∫

D

(−ε|f |2 − 1

ε
|grad f |2) + inf divX

∫

D

f 2

⇒
∫

D

|grad f |2 ≥ ε

sup |X|(inf divX − ε sup |X|)
∫

D

f 2.

Fazendo ε =
inf divX

2 sup |X| , obtemos

∫

Ω

|grad f |2 =

∫

D

|grad f |2

≥
[

inf divX

2 sup |X|
]2 ∫

D

f 2

=

[
inf divX

2 sup |X|
]2 ∫

Ω

f 2,
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e segue que ∫
Ω
|grad f |2∫

Ω
f 2

≥ 1

4

[
inf divX

supΩ |X|
]2

. (3.7)

Agora considerando em (3.7) o supremo de todos os campos X ∈ C+(Ω),

conclui-se que

λ∗(Ω) = inf
Ω

{∫
Ω
|grad f |2∫

Ω
f 2

}

≥ sup
C+(Ω)

1

4

[
inf divX

supΩ |X|2
]2

=
c(Ω)2

4
.

Proposição 3.1. Seja Ω um domı́nio limitado em uma variedade Riemani-

anna. Seja υ ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω), υ > 0 em Ω e υ | ∂Ω = 0. Então

λ∗(Ω) ≥ inf
Ω

(−∆υ

υ
). (3.8)

Além disso, λ∗(Ω) = inf
Ω

(−∆υ

υ
) se, e somente se, υ = u, onde u é uma

autofunção positiva de Ω, i.e., ∆u + λ∗(Ω)u = 0.

Prova. Seja εi → 0 uma sequência de valores regular positivo de v e seja

Ωv
εi

= {x ∈ Ω; v(x) > εi}. Aplicando o teorema de Barta temos que

λ∗(Ωv
εi
) = λ1(Ω

v
εi
) ≥ inf

Ωv
εi

(
−∆v

v

)
≥ inf

Ω

(
−∆v

v

)

Mas limεi→0 λ∗(Ωv
εi
) = λ∗(Ω), ver [6]. Seja agora u ∈ C∞(Ω) ∩ H1

0 (Ω) uma

autofunão positiva de Ω. Então

λ∗(Ω) = −∆u

u
= −∆v

v
+

u∆v − v∆u

uv
. (3.9)

Pela fórmula de Green temos que
∫

Ω

(u∆v − v∆u) = 0

Então ou u∆v − v∆u ≡ 0 e o resultado segue-se ou existem x1, x2 ∈ Ω tais

que (u∆v − v∆u)(x1) > 0 e (u∆v − v∆u)(x2) < 0. Se u∆v − v∆u não é

identicamente nulo temos de (3.9 ) que

λ∗(Ω) > −∆v

v
(x1) ≥ inf

Ω

(
−∆v

v

)
.
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Dessa forma se

λ∗(Ω) = inf
Ω

(
−∆v

v

)

então u∆v − v∆u ≡ 0 e assim v é uma autofunção.



Caṕıtulo 4

Teoremas Principais

Motivados com o estudo do tom fundamental de subvariedades mı́nimais do

espaço produto N ×R G. Pacelli Bessa e M. Silvana Costa apresentaram em

[1] o teorema 4.1. Além disso, foi proposto o estudo de tons fundamentais

de domı́nios em subvariedades com curvatura média localmente limitada em

N×R, isso é representado pelo teorema 4.2. Como parte da prova dos teoremas

citados, a primeira secção será destinada a verificação de um lema crucial para

as demonstrações posteriores.

4.1 Lema Técnico

Para provar os resultados que apresentaremos na última seção deste caṕıtulo

precisaremos do seguinte lema técnico.

Lema 4.1. Seja υ : BNn(κ)(r) → R uma primeira autofunção positiva de

BNn(κ)(r) ⊂ Nn(κ)(r) associada ao primeiro autovalor λ1(BNn(κ)(r)). Então

n
Cκ(t)

Sκ(t)
υ′(t) + λ1(BNn(κ)(r))υ(t) < 0, 0 < t < r, (4.1)

onde as funções Sk(t) e Ck(t) foram definidas em (2.10)

Prova. Trataremos os casos κ < 0, κ > 0 e κ = 0 separadamente. Suponha

primeiro que κ < 0, i.e., Sκ(t) = senh(
√−κ · t) \ √−κ. Por simplicidade,

denotaremos λ = λ1(BNn(κ)(r)). Lembre que em coordenadas geodésicas υ(t)

satisfaz a seguinte equação diferencial:
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υ′′(t) + (n− 1)
Cκ

Sκ

(t)υ′(t) + λυ(t) = 0, 0 < t < r (4.2)

Considere a equação suave µ(t) = Cκ(t)
λ

nκ . Assim,

µ′(t) =
λ

nκ
Cκ(t)

λ
nκ
−1C ′

κ(t)

= −λ

n
Sκ(t)Cκ(t)

λ
nκ
−1.

E

υ′(t)µ(t)− µ′(t)υ(t) = υ′(t)Cκ(t)
λ

nκ +
λ

nκ
Sκ(t)Cκ(t)

λ
nκ
−1υ′(t)

= υ′(t)Cκ(t)
λ

nκ +
1

n
Sκ(t)

Cκ(t)
λ

nκ

Cκ(t)
λυ(t) (4.3)

=
1

n
Cκ(t)

λ
nκ
−1Sκ(t)

(
n

Cκ(t)

Sκ(t)
υ′(t) + λυ(t)

)
.

Como
1

n
Cκ(t)

λ
nκ
−1Sκ(t) > 0,

observamos em (4.3) que para provar que nCκ(t)
Sκ(t)

υ′(t)+λυ(t) < 0 basta verificar

que

υ′(t)µ(t)− µ′(t)υ(t) < 0.

Para isso, multiplique a equação (4.2) por Sn−1
κ (t) obtendo a seguinte equação

diferencial:
(
Sn−1

κ υ′
)′

(t) + λSn−1
κ (t)υ(t) = 0, 0 < t < r. (4.4)

Agora, usando o fato de C2
κ(t) + κS2

κ(t) = 1 temos que

µ′′(t) = −λ

n

[
Cκ(t)

λ
nκ − κS2

κ(t)

(
λ

n
− 1

)
Cκ(t)

λ
nκ

C2
κ(t)

]

= −λ

n

[
1 +

κS2
κ(t)

C2
κ(t)

− λ

n

S2
κ(t)

C2
κ(t)

]
µ(t)

= −λ

[
1

nC2
κ(t)

− λ

n2

S2
κ(t)

C2
κ(t)

]
µ(t),

isto é, a função µ(t) satisfaz a equação diferencial:

µ′′(t) = −λ

(
1

nC2
κ(t)

− λ

n2

S2
κ(t)

C2
κ(t)

)
µ(t). (4.5)

Multiplicando a equação (4.5) por Sn−1
κ (t) obtemos

Sn−1
κ (t)µ′′(t) + λSn−1

κ (t)

(
1

nC2
κ(t)

− λ

n2

S2
κ(t)

C2
κ(t)

)
µ(t) = 0. (4.6)
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Adicionando e subtraindo o termo (n− 1)µ′(t)Sn−2
κ (t)Cκ(t) em (4.6) obtemos

(Sn−1
κ µ′)′(t) + λSn−1

κ (t)

(
n− 1

n
+

1

nC2
κ(t)

− λ

n2

S2
κ(t)

C2
κ(t)

)
µ(t) = 0. (4.7)

Em suma, as funções υ e µ satisfazem as seguintes identidades:

(Sn−1
κ υ′)′(t) + λSn−1

κ (t)υ(t) = 0,

(Sn−1
κ µ)′(t) + λSn−1

κ (t)

(
n− 1

n
+

1

nC2
κ(t)

− λ

n2

S2
κ(t)

C2
κ(t)

)
µ(t) = 0.

Multiplicando a primeira identidade por µ(t) e a segunda por υ(t) temos

(Sn−1
κ υ′)′µ(t) + λSn−1

κ (t)υ(t)µ(t) = 0, (4.8)

− (Sn−1
κ µ′(t))′υ(t)− λSn−1

κ (t)

(
n− 1

n
+

1

nC2
κ(t)

− λ

n2

S2
κ(t)

C2
κ(t)

)
µ(t)υ(t) = 0.

(4.9)

Somando (4.8) e (4.9) e integrando de 0 a t obtemos

Sn−1
κ (υ′µ− µ′υ)(t) = −

∫ t

0

λSn−1
κ (t)

(
1

n
− 1

nC2
κ(t)

+
λ

n2

S2
κ(t)

C2
κ(t)

)
µ(t)υ(t)dt.

(4.10)

Como

(
1

n
− 1

nC2
κ(t)

+
λ

n2

S2
κ(t)

C2
κ(t)

)
=

(
1

n
− 1

n cosh2(
√−κ · t) +

λ

(−κ)n2

senh2(
√−κ · t)

cosh2(
√−κ · t)

)

é positivo, pois −κ > 0 e cosh2(
√−κ · t) > 1 para 0 < t < r, temos

λSn−1
κ (t)

(
1

n
− 1

nC2
κ(t)

+
λ

n2

S2
κ(t)

C2
κ(t)

)
µ(t)υ(t) > 0.

Portanto, υ′(t)µ(t)− µ′(t)υ(t) < 0 para 0 < t < r. Isto resolve o caso κ < 0.

Suponha que κ > 0. Temos Sκ(t) = 1√
κ
sen(

√
κ · t) para t ∈ (0, r) com

r < π√
κ
. Defina µ(t) = Cκ(t)

−λ
nκ . Assim, µ′(t) = λ

n
Sκ(t)Cκ(t)

−λ
nκ
−1. Procedendo

de maneira similar como no caso anterior obtemos que υ e µ satisfazem as

seguintes identidades diferenciais:

(Sn−1
κ υ′)′(t) + λSn−1

κ (t)υ(t) = 0,

(Sn−1
κ µ)′(t) + λSn−1

κ (t)

(
n− 1

n
+

1

nC2
κ(t)

+
λ

n2

S2
κ(t)

C2
κ(t)

)
µ(t) = 0.
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Acima, multiplicando a primeira identidade por µ e a segunda por −υ. Adi-

cioná-las e integrando de 0 a t resulta em

Sn−1
κ (υ′µ−µ′υ)(t) = −

∫ t

0

λSn−1
κ (t)

(
2− 1

n
+

1

nC2
κ(t)

+
λ

n2

S2
κ(t)

C2
κ(t)

)
µ(t)υ(t)dt.

(4.11)

Claramente,

λSn−1
κ (t)

(
2− 1

n
+

1

nC2
κ(t)

+
λ

n2

S2
κ(t)

C2
κ(t)

)
µ(t)υ(t) > 0, t ∈ (0, r), r >

π√
κ
.

Portanto, temos que υ′(t)µ(t)− µ′(t)υ(t) para 0 < t < r, r > π√
κ
.

Finalmente, para κ = 0 usaremos o mesmo precedimento. Defina µ(t) =

e−
λt2

2n . A funções υ e µ satisfazem as seguintes idetidades:

(tn−1υ′(t))′ + λtn−1υ(t) = 0,

(tn−1µ′(t))′ = λtn−1(1− λt2

n2
)µ(t) = 0.

Acima, multiplicamos a primeira identidade por µ e a segunda identidade por

−υ. Adicioná-las e integrando de 0 a t o resultado obtido será

tn−1(υ′(t)µ(t)− υ(t)µ′(t)) = −λ2

n2

∫ t

0

µ(t)υ(t)dt < 0, ∀t ∈ (0, r).

Então υ′(t)µ(t)− µ′(t)υ(t) < 0. Isto prova o lema.

4.2 Prova dos Teoremas Principais

Definimos raio de injetividade, inj(x0) em p, como o maior número real

r > 0 tal que a aplicação exponencial expp : B(r) ⊂ Ep ⊂ TpM → expp(B(r)) ⊂
M seja um difeomorfismo. Ver (2.5).

Teorema 4.1. Seja ϕ : M ↪→ N × R uma subvariedade mı́nima completa

de dimensão m, onde N tem curvatura seccional radial K(γ(t))(γ′(t), υ) ≤ κ,

υ ∈ Tγ(t)N , |υ| = 1, υ ⊥ ∂t, ao longo da geodésica γ(t) partindo do ponto

x0 ∈ N . Seja Ω ⊂ ϕ−1(BN(x0, r) × R) uma componente conexa, onde r <

min{inj(x0), π/2
√

κ}(π/2
√

κ = ∞ se κ ≤ 0). Então

λ∗(Ω) ≥ λ1(BNm−1(κ)(r)). (4.12)

Se Ω é limitado, então a desigualdade (4.12) é estrita.
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Prova. Seja ρN(x) = distN(x0, x) a função distância em N para x0 e seja

υ : BNm−1(κ)(r) → R a primeira autofunção positiva associada ao primeiro

autovalor λ1(BNm−1(κ)(r)) da bola geodésica de raio r do espaço forma Nm−1(κ).

A autofunção υ é radial, i.e., υ(x) = υ(|x|), e podemos olhar para υ definida

em [0, r] satisfazendo a equação

υ′′(t) + (m− 2)
Cκ

Sκ

(t)υ′(t) + λ1(BNm−1(κ)(r))υ(t) = 0, t ∈ (0, t). (4.13)

Escolha a primeira autofunção que satisfaz as condições iniciais υ(0) = 1 e

υ′(0) = 0. Agora defina g : BN(r) × R → R por g = υ ◦ ρN ◦ p e f : Ω → R

por f = g ◦ ϕ, onde p : N × R→ R é a projeção no primeiro fator. Se fixado

X = −grad log f , segue das proposições 2.2 e 2.4 que divX − |X|2 = −∆f/f .

Assim, pelo teorema 3.3, temos

λ∗(Ω) ≥ inf
Ω

(−∆f

f
).

Para nosso objetivo encontraremos um limite inferior para −∆f/f . Seja

x ∈ Ω e {e1, . . . , em} uma base ortonormal qualquer para TxΩ. Lembramos

que o Laplaciano de f em x é dado por

∆Mf(x) =
m∑

i=1

Hess(N×Rg(ϕ(x))(ei, ei) + 〈grad g, α(ei, ei)〉.

E se resume a

∆Mf(x) =
m∑

i=1

Hess(N×R)g(ϕ(x))(ei, ei), (4.14)

pois a imersão ϕ é mı́nima. Portanto,

∆Mf(x) =
m∑

i=1

Hess(N×R)(υ ◦ ρN ◦ p)(ϕ(x))(ei, ei)

=
m∑

i=1

Hess(N×R)(υ ◦ ρN)(p(ϕ(x)))(ei, ei) (4.15)

=
m∑

i=1

HessNυ ◦ ρN(q)(ei, ei).

Considere {grad ρN , ∂/∂θ1, . . . , ∂/∂θn−1, ∂/∂s} uma base ortonormal para

T(q,s)(N×R), onde {grad ρN , ∂/∂θ1, . . . , ∂/∂θn−1} é uma base ortornormal para

TqN (coordenadas polares). Seja {e1, . . . , em} uma base ortonormal para TxΩ

e escreva

ei = ai · grad ρN + bi · ∂/∂s +
n−1∑
j=1

cj
i · ∂/∂θj, (4.16)
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onde ai, bi, cj
i são constantes satisfazendo a2

i +b2
i +

∑n−1
j=1 (cj

i )
2 = 1, i = 1, . . . ,m.

Para calcular ∆Mf(x) lembramos que ϕ(x) = (q, s), e colocamos t = ρN(q).

Dessa forma,

∆f(x) =
m∑
i

[ei(υ
′(t))〈grad ρN , ei〉+ υ′(t)HessNρN(ei, ei)]

= υ′′(t)
m∑

i=1

a2
i + υ′(t)

m∑
i=1

n−1∑
j=1

(cj
i )

2HessρN(∂/∂θj, ∂/∂θj).

Já que υ′(t) ≤ 0 obtemos pelo corolário 2.1 (Teorema da Comparação do

Hessiano) que

−∆f(x) ≥ −υ′′(t)
m∑

i=1

a2
i − υ′(t)

Cκ

Sκ

(t)
m∑

i=1

n−1∑
j=1

(cj
i )

2

= −υ′′(t)
m∑

i=1

a2
i − υ′(t)

Cκ

Sκ

(t)

[
m−

m∑
i=1

a2
i −

m∑
i=1

b2
i

]

= −υ′′(t)− (m− 2)υ′(t)
Cκ

Sκ

(t) (4.17)

+υ′′(t)

[
1−

m∑
i=1

a2
i

]
− υ′(t)

Cκ

Sκ

(t)

[(
1−

m∑
i=1

a2
i

)
+

(
1−

m∑
i=1

b2
i

)]

= λ1(BNm−1(κ)(r))υ(t)

+υ′′(t)

[
1−

m∑
i=1

a2
i

]
− υ′(t)

Cκ

Sκ

(t)

[(
1−

m∑
i=1

a2
i

)
+

(
1−

m∑
i=1

b2
i

)]
.

Agora vamos mostrar que a última linha de (4.17) é não negativa; isto é,

υ′′(t)

[
1−

m∑
i=1

a2
i

]
− υ′(t)

Cκ

Sκ

(t)

[(
1−

m∑
i=1

a2
i

)
+

(
1−

m∑
i=1

b2
i

)]
≥ 0. (4.18)

Como consequência de (4.18) obteremos

− ∆f

f
(x) ≥ λ1(BNm−1(κ)(r)). (4.19)

Para isso, substitua υ′′(t) = −(m−2)υ′(t)Cκ

Sκ
(t)−λ1(BNm−1(κ)(r))υ(t) em (4.18)

e obtenha

υ′′(t)

[
1−

m∑
i=1

a2
i

]
− υ′(t)

Cκ

Sκ

(t)

[(
1−

m∑
i=1

a2
i

)
+

(
1−

m∑
i=1

b2
i

)]
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= −
[
(m− 1)υ′(t)

Cκ

Sκ

(t) + λ1(BNm−1(κ)(r))υ(t)

] [
1−

m∑
i=1

a2
i

]

−υ′(t)
Cκ

Sκ

(t)

[
1−

m∑
i=1

b2
i

]
≥ 0.

A última igualdade segue do fato que

(m− 1)υ′(t)
Cκ

Sκ

(t)λ1(BNm−1(κ)(r))υ(t) < 0,

pelo Lema Técnico, e
[
1−

m∑
i=1

a2
i

]
≥ 0,

[
1−

m∑
i=1

b2
i

]
≥ 0.

De (4.19) conclúımos que

λ∗(Ω) ≥ inf
Ω

(−∆f/f) ≥ λ1(BNm−1(κ)(r)).

Para provar a segunda afirmação do teorema, suponha que temos a igual-

dade λ1(Ω) = λ1(BNm−1(κ)(r)), então λ∗(Ω) ≥ infΩ(−∆f/f), e portanto, segue

da proposição 3.1 que f é uma autofunção. Consequentemente, se observamos

(4.18) temos (em cada ponto de Ω)

υ′′(t)

[
1−

m∑
i=1

a2
i

]
− υ′(t)

Cκ

Sκ

(t)

[(
1−

m∑
i=1

a2
i

)
+

(
1−

m∑
i=1

b2
i

)]
= 0,

donde

−
[
(m− 1)υ′(t)

Cκ

Sκ

(t) + λ1(BNm−1(κ)(r))υ(t)

] [
1−

m∑
i=1

a2
i

]

−υ′(t)
Cκ

Sκ

(t)

[
1−

m∑
i=1

b2
i

]
= 0,

o que equivale a

1 =
m∑

i=1

a2
i =

m∑
i=1

b2
i .

Por outro lado, podemos escrever, para cada x ∈ Ω

gradN ρ =
m∑

i=1

aiei + (gradN ρ)⊥,

onde (gradN ρ)⊥ é normal ao espaço tangente TxΩ. Da mesma forma, escreve-

mos
∂

∂s
=

m∑
i=1

biei +

(
∂

∂s

)⊥
.
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Observe que

‖gradN ρ‖2 = 〈gradN ρ, gradN ρ〉

=

〈
m∑

i=1

aiei + (gradN ρ)⊥,

m∑
i=1

aiei + (gradN ρ)⊥
〉

=
m∑

i=1

a2
i + ‖(gradN ρ)⊥‖2.

e similarmente

‖ ∂/∂s‖2 =
m∑

i=1

b2
i + ‖(∂/∂s)⊥‖2.

Portanto,

(gradNρ)⊥ = 0 = (∂/∂s)⊥.

Assim, os vetores gradN ρ e ∂/∂s pertencem a TxΩ para cada x ∈ Ω. Dessa

forma, poderiamos ter escolhido em (4.16) uma base ortonormal para TxΩ da

seguinte forma: e1 = gradN ρ, e2 = ∂/∂s e {e3, . . . , em} ⊂ {∂/∂θ1, . . . , ∂/∂θn−1}.
Claramente o conjunto dos vetores gradN ρ e ∂/∂s formam campos de vetores

suaves em Ω uma vez que são restrições de campos de vetores suaves em N×R
para uma subvariedade imersa suave. As curvas integrais do campo de vetores

∂/∂s em Ω são {x} × R contidas em ϕ(M), e Ω = ϕ−1(BN(r) × R) não é

limidado. Isto prova o teorema 4.1.

Apartir de agora iremos propor o estudo de tons Fundamental de domı́nios

em subvariedades com curvatura média localmente limitada em N×R na qual

definiremos a seguir.

Definição 4.1. Uma subvariedade imersa ϕ : M ↪→ N × R tem curvatura

média localmente limitada |H| em N × R se para qualquer p ∈ N e r > 0, o

número

h(p, r) = sup {|H(x)|; x ∈ ϕ(M) ∩ (BN(p, r)× R)}
é finito.

Teorema 4.2. Seja ϕ : M ↪→ N × R uma subvariedade imersa completa

de dimensão m com curvatura média localmente limitada em N × R, onde N

tem curvatura seccional K ≤ κ, ao longo de uma geodésica partindo de um

ponto x0 ∈ N . Seja Ω(r) ⊂ ϕ−1(BN(p, r) × R) uma componente conexa com

r ≤ min{injN(x0), π/2
√

κ}. Suponha, além disso
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(a) Se |h(x0| < Λ2 < ∞, então r ≤ (Cκ/Sκ)
−1(Λ2/(m− 2)) ou

(b) Se limr→∞ h(x0, r) = ∞ então r ≤ (Cκ/Sκ)
−1(h(x0, r0)/(m − 2)), onde

r0 é tal que (m− 2)Cκ

Sκ
(r0)− h(x0, r0) = 0.

Então nós temos

λ∗(Ω(r)) ≥
[

(m− 2)Cκ

Sκ
(r)− h(x0, r)

2

]2

> 0.

Prova. Defina ρ̃N : N×R→ R por ρ̃N(x, t) = ρN(x), ρN = distN(x0, x). Seja

Ω(r) = ϕ−1(BN(x0, r)×R), f = ρ̃N ◦ϕ e X = grad f . A idéia é escolher conve

nientemente r < min{inj(x0), π/2
√

κ}, π/2
√

κ = ∞ se κ ≤ 0 de tal sorte que

infΩ(r) divX > 0. Apartir dáı, segue do teorema 3.4 que

λ∗(Ω(r)) ≥
(

inf divX

2 sup |X|
)2

.

Lembrando que divX = ∇Mf e usando (2.2) temos

∇Mf(x) =

[
m∑

i=1

HessN×Rρ̃N(ei, ei) + 〈gradN×Rρ̃N ,
−→
H 〉

]
(ϕ(x)),

onde
−→
H =

∑m
i=1 α(ei, ei) é o vetor curvatura média de ϕ(M) em ϕ(x) e

{ei, . . . , em} é uma base ortonormal de TxM como em (4.16) identificados com

{dϕ · e1, . . . , dϕ · em}. Agora, observe que

m∑
i=1

HessN×Rρ̃N
(ei, ei) =

m∑
i=1

HessNρ(ei, ei)

=
m∑

i=1

n−1∑
j=1

(ci
j)

2HessNρN(∂/∂θj, ∂/∂θj) (4.20)

≥
m∑

i=1

(1− a2
i − b2

i )
Cκ

Sκ

(r).

Por outro lado temos

〈gradNρN ,
−→
H 〉 =

〈
m∑

i=1

aiei + (gradNρN)⊥,
−→
H

〉

= 〈(gradNρN)⊥,
−→
H 〉

≤ |H|
√√√√1−

m∑
i=1

a2
i (4.21)

≤ h(x0, r)

√√√√1−
m∑

i=1

a2
i ,
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a primeira desigualdade segue do Teorema de Schwarz e da igualdade

|(gradNρN)⊥|2 = (1−
m∑

i=1

a2
i ).

Assim,

〈gradN×Rρ̃N ,
−→
H 〉 = 〈gradNρN ,

−→
H 〉

≤ h(x0, r)

√√√√1−
m∑

i=1

a2
i . (4.22)

Portanto, de (4.20), (4.21) e (4.22) temos que

∆Mf(x) ≥ (m− 2)
Cκ

Sκ

(r)− h(x0, r) > 0.

Voltando ao teorema, observamos que temos dois casos a considerar. Para o

primeiro caso, isto é , |h(x0, r)| < Λ2 < ∞ escolha

r ≤ min{inj(x0), π/2
√

κ, (Cκ/Sκ)
−1Λ2/(m− 2))}.

No caso em que limr→∞ h(x0, r) = ∞ existe r0 tal que (m − 2)Cκ

Sκ
(r0) −

h(x0, r0) = 0, já que podemos assumir sem perda de generalidade que h(x0, r)

é uma função cont́ınua e não decrescente em r. Então escolhemos

r ≤ min{inj(x0), π/2
√

κ, (Cκ/Sκ)
−1(h(x0, r0)/(m− 2))}.

Lembrando que escolhemos r satisfazendo infΩ(r) divX > 0. Portanto, em

ambos os casos, temos

λ∗(Ω(r)) ≥
[

(m− 2)Cκ

Sκ
(r)− h(x0, r)

2

]2

> 0.
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