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RESUMO

Obtemos limites inferiores para o tom fundamental de conjuntos abertos em
subvariedades com curvatura média localmente limitada no espaco produto
N x R, onde N ¢é uma variedade Riemanniana completa n-dimensional com
curvatura seccional Ky < k. Quando a imersao é minima nossas estimativas

sao otimas.



ABSTRACT

We give lower bounds for the fundamental of open sets in submanifolds
with locally bounded mean curvature in N x R, where N is an n-dimensional
complete Riemannian manifold with radial sectional curvature Ky < k. When

the immersion is minimal our estimates are sharp.
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Capitulo 1

Introducao

O Tom fundamental A*(2) de um conjunto aberto {2 em uma variedade

Riemanniana M é definido como segue

A*(Q) _inf{fﬂf'Lij,f c H&(Q)\{O}}. (1.1)

Onde H}(Q) ¢ o fecho de C§°(£2) com respeito a norma

I6|2 = / &+ / lgradg’

Quando €2 = M é uma variedade Riemanniana aberta, o tom fundamental
A*(€2) coincide com o infimum inf ¥ do espectro ¥ C [0, 00) da tnica extensao
auto-adjunta do Laplaciano A agindo em C§°(M). Quando 2 é compacta com
fronteira OS2 suave por partes, entao, A*({2) coincide com o primeiro auto-valor

A1(€2) do Laplaciano no problema de Dirichlet em (2.

Um problema importante na geometria do Laplaciano sao as relagoes entre
o primeiro auto-valor/tom fundamental de conjuntos abertos de uma variedade
Riemanniana e seus invariantes geométricos; ver [5], [6], [8]. Particularmente
interessante é a obtengao de limites inferiores/superiores para o primeiro auto-
valor/tom fundamental de conjuntos abertos em subvariedades minimais de
variedades Riemanniana; ver [7], [2],[3] , [10], [11]. Recentemente, tem havido
um crescente interesse no estudo de superficies minimais no espago produto
N x R. Isso nos motiva ao estudo de tom fundamental de subvariedades
minimais do espaco produto N x R. Neste texto, apresentaremos estimativas
inferiores para tom fundamental de certos dominios €2. Aqui estudaremos em

especial dois resultados provados por G. Pacelli Bessa e M. Silvana Costa em
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um artigo que é base fundamental desta dissertacao. O primeiro resultado,
Teorema 4.1 extende um teorema de G. Pacelli Bessa e J. Fabio Montenegro
2].
Teorema 4.1 Seja ¢: M — N x R uma subvariedade minima completa de
dimensao m, isometricamente imersa no produto N xR, onde N tem curvatura
seccional radial K(y(t))(7/'(t),v) < k, v € Ty )N, [v| =1, v L 0t, ao longo da
geodésica (t) partindo do ponto xg € N. Seja Q C o (By(z9,7) X R) uma
componente conexa, onde r < min{inj(zg),7/2\/k}(7/2\/k = o0 se k < 0).
Entao

A (Q) 2 M (Brm=1()(1))- (1.2)

Se Q é limitado, entio a desigualdade (4.12) € estrita. Aqui N""1(k) € o
espago forma simplesmente conezo de dimensao (m —1) e curvatura seccional

constante K.

O segundo resultado, Teorema 4.2 é o estudo do tom fundamental de

dominios em subvariedades com curvatura média localmente limitadas em

N x R.

Dizemos que uma subvariedade imersa ¢ : M — N X R tem curvatura
média localmente limitada |H| em N x R se para qualquer p € N er >0, 0

numero

h(p,r) = sup{|H (z)|;z € (M) N (Bn(p,r) x R)}
é finito.
Teorema 4.2 Seja ¢ : M — N X R uma subvariedade completa de dimensao
m com curvatura média localmente limitada isometricamente imersa no pro-
duto N x R, onde N tem curvatura seccional radial K < k, ao longo das
geodésicas partindo de um ponto zg € N. Seja Q(r) C ¢~ (Bn(p,7) X R) uma

componente conexa com r < min{injy(zo), 7/2\/k}. Suponha, além disso
(a) Se |h(zg,7)| < A? < 00, entdo r < (C,/S.) " (A?/(m — 2)) ou
(b) Se lim, .o h(zo,7) = oo entdao r < (Cy/S.) " (h(zo,70)/(m — 2)), onde

ro é tal que (m — 2)S—K(To) — h(zg,70) = 0.

K



Entao nos temos

onde

sen(v/k - t)/ VK, se k>0

Se =13 t, se k=0
senh(yv/—k -t)/v/—K, se K <0
¢ Cp= 5.

11



Capitulo 2

Geometria de Comparacao

2.1 Conceitos Basicos

Em todo texto nos referimos a M™ como uma variedade Riemanianna suave

de dimensao n.

Definicao 2.1. Seja M"™ wuma variedade Riemanianna e f: M"™ — R uma
funcao suave. O gradiente de f é o campo vetorial suave gradf, definido

sobre M por
<gl"adfaX> = X(f)>
para todo X € X(M).

O campo gradiente satisfaz as seguintes propriedades.

Proposicao 2.1. Se f,g: M™ — R sao fungoes suaves, entao

(a) grad (f +g) = grad f + grad g.
(b) grad (fg) = g(grad f) + f(gradg).

Prova. Se X é um campo de vetores suave em M, temos

(grad (f +9), X) = X(f+g)=X(f)+ X(g)
= (grad f, X) + (grad g, X)
= (grad f + grad g, X)
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(grad (fg), X) = X(fg)=g9X(f)+ fX(g)
= (g(grad f), X) + (f(grad g), X)
= (g(grad f) + f(grad g), X).

Proposicao 2.2. Se f: M" - R e ¢ : R — R sao funcoes suaves, entao

grad(¢ o f) = ¢/(f)grad f.
Prova. Sep e M, v € T,M e v : (—e,e) — M é uma curva suave tal que
7(0) = p e ~4/(0) = v, entdo
d
(grad(¢ 0 f).v) = —(do o)1) |0
d
= GO oD oo
= (¢'o f)(grad f, v),.
O

Definicao 2.2. Seja X um campo vetorial suave em uma variedade Riema-
nianna M"™. A divergéncia de X € a funcdo suave divX : M" — R, dada
por

(divX)(p) = Trago{v — (V,X)(p)},
onde v € T,M.

Proposicao 2.3. Se X, Ysdao campos de vetores suaves em M™ e f: M"™ — R

uma fungao suave, entao
(a) div(X +Y) =divX +divY.
(b) div(fX) = fdivX + (grad f, X).

Prova. Para provar (b) lembre que para um referencial ortonormal {e;, ..., e,}
temos grad f = X7_ e;(f)e;, portanto, segue da definicao que
le(fX) = 2_?=1<V€i (fX)7 ei) = 2?:1<61(f)X + fv6¢X7 €i>
= E?:1<€i(f)ei> X> + Zj:1f<veiX7 €i>
= (grad f, X) + fdivX.

O item (a) é trivial. O
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Definigao 2.3. O operador de Beltrami-Laplace, (Laplaciano) definido por
A =divograd: C*(M) — C*(M)
age nas fungoes de classe C*°(M).

Proposicao 2.4. Se f : M" - R e ¢ : R — R sao funcoes suaves, entao

A(go f)=(¢"o fllgrad fI* + (¢' o f)AS.

Prova. Segue da definicao acima e das proposicoes 2.2 e 2.3 que

Ao f) = div(grad(¢o f)) = div((¢' o f)grad [)
= (grad (¢’ o ), grad f) + (¢ o f)div(grad [)
= ((¢"o flgrad f,grad f) + (¢'o f)Af
= (¢" o f)lgrad f* + (¢' o f)AF.

2.2 Campos de Jacobi

Definigao 2.4. Seja v : [0,a] — M™ uma geodésica. Um campo suave de

vetores J ao longo de v € um campo de Jacobi se J satisfazer a equagao

de Jacobi

2

dt?

+ R(J,7" )y =0, Vt € [0,a]. (2.1)

Aqui, sem perda generalidade, consideraremos campos de Jacobi J ao longo

de geodésica tais que (J,7') = 0.

Exemplo 2.1. Seja M™ uma variedade Riemanniana, k € R e~ : [0,a] — M"
uma geodésica normalizada. Suponha que a curvatura seccional de M seja
K (t),X) =k para 0 <t < a e todo X € T,uyM nao colinear com v'(t).
Entao sabemos que, ao longo de v, o tensor curvatura R de M ¢é dado, para

XY, Z campos ao longo de v por

R(X,Y)Z = kY, 2)X — (X, 2)Y,
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de modo que a equagdo de Jacobi se reduz a (lembreque(J,~') = 0)
J"+k-J=0.

Dado w € T,yM tal que (w,~'(0)) =0, seja t — w(t) o transporte paralelo
de w ao longo de . Se Sk : [0,a] — R € a solu¢ao do problema de valores

INILCIALS

de imediato se verifica que

€ 0 unico campo de jacobi ao longo de v tal que J(0) =0 e J'(0) = w. Note

ainda que

sen(v/k - t)/\/K, se k>0

Sk =14 t, se k=0 .
senh(y/—k - t)/v/—k, se k<0

Definicao 2.5. Seja v : [0,a] — M"™ uma geodésica. Dizemos que (1),
0 <ty < a, € conjugado a v(0) ao longo de v se existir um campo de
Jacobi nao nulo J ao longo de ~y tal que J(0) = 0 e J(ty) = 0. Neste caso,
a multiplicidade de ~(ty) como ponto conjugado a ¥(0) ao longo de v é o
maior numero de campos de Jacobi linearmente independentes J ao longo de

v, com J(0) =0 e J(ty) = 0.

Proposicao 2.5. Seja v : [0,a] — M"™ uma geodésica tal que vy(a) ndo €
conjugado a y(0) ao longo de . Entdo dados wy € Tyo)M e wy € TyoyM,

ezxiste um unico campo de jacobi J ao longo de~y tal que J(0) = wy e J(a) = w,.
Prova. Para uma prova, ver Manfredo P. do Carmo [12]. O

Definigao 2.6. Seja M uma variedade Riemanniana, v : [0,a] — M uma
geodésica e v o espaco vetorial dos campos suaves por partes ao longo de v. A
Forma do Indice ao longo de v € a forma bilinear simétrica I, : v x v — R

dada por .
L) = [V = RV 1 W) e
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Teorema 2.1 (Lema do fndice). Seja M™ uma variedade Riemanniana e
v :10,a] — M wuma geodésica tal que v(t) nao é conjugado a v(0) ao longo de
v, para todo 0 < t < a. SeV é um campo suave por partes e J um campo
de Jacobi ao longo de 7y, com V(0) = J(0) = 0 e V(ty) = J(to) para algum
0 <ty <a, entao

L,(V,V) < Ly (J, J),

ocorrendo a igualdade se e s6 se V(t) = J(t), para 0 <t < .

Prova. Para uma prova, ver Manfredo P. do Carmo [12].

]

Uma variedade Riemanianna M ¢é geodesicamente completa se, para
todop € M e X € T,M a geodésica maximal em M que parte de p com
velocidade X for definida para todo tempo ¢t € R. Uma variedade Riemanniana
completa e com curvatura seccional constante é dita uma forma espacial. Em
varios textos é comum denotar uma forma espacial simplesmente conexa de

curvatura seccional constante x e dimensao n por NJ..

Exemplo 2.2. As variedades R™, S"(1) e H"(—1) sao formas espaciais sim-

plesmente conexas de curvatura seccionais constantes.

Teorema 2.2 (Cartan). Se N é uma forma espacial simplesmente conexa

de curvatura Kk, entao N € isométrica a:
(a) H(K), se k <0
(b) R™, se k =0

(¢) S™(k), se k > 0.

2.3 Hessiano e Laplaciano

Sejam M e W variedades Riemannianas completas de dimensao m e n,

respectivamente. Seja ¢ : M — W uma imersao isométrica, isto € :

(X,Y), = (dp(X), do(Y) )pm) VD € M eV X € T,M.



2.3. Hessiano e Laplaciano 17

Considere a fungao diferenciavel g : N — R e a composicao
f=gop:M—R. Indentifique X com dp(X).

Entao temos
(grad f, X) = dg(X) = (gradg, X) Vpe VX € T,M
pois
grad g = grad f + (grad g)*
onde (grad g)* ¢é perpendicular a T,M e ((grad g)*, X ) = 0.
Nosso objetivo nesta se¢ao é calcular o Hessiano de f = g o ¢. Denote por

V e V as conexoes Riemannianas de M e N, respectivamente.

Definicao 2.7. Seja f : M™ — R wuma fung¢do suave. Definimos a forma

bilinear Hesstana de f por
Hess(f)(X,Y) = (Vxgrad f,Y) em p e M, para X,Y € T,M.

Definicao 2.8. Seja ¢ : M — N uma imersao. Definimos a seqgunda forma

fundamental o : T,M x T,M —(T,M)* da imersdo ¢ por
a(X,Y)=VxY —VxY emp€ M para X,Y € T,M.
A seguinte proposigao foi provada por L. Jorge and D. Koutrofiotis [13].

Proposicao 2.6 (Jorge-Koutrofiotis). Pelas defini¢oes acima e para todo X,Y
€ T,M, temos que o Hessiano de f = g o ¢ € dado por

Hess(f)(X,Y) = Hess(g())(X,Y) + (grad f, a(X,Y)) (2.2)
Prova. Como
a(X, grad f) = Vxgrad f — Vxgrad f
temos

Hess(f)(X,Y) = (Vxgrad f,Y)
= (Vxgrad f — a(X, grad f),Y)
= <ngradf> Y> - <CY(X, gradf),Y>
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Lembrando que «(X,Y) € (T,M)* para todo X,Y € T,M obtemos

(a(X, grad f),Y) = 0.

Usando

X(Y,grad f) = (Vxgrad f,Y) + (VxY, grad f)

(grad f, X) = dflX) = (grad g, X)

segue-se que

Hessf(X,Y) = (Vxgradf,Y)
= X{grad f,Y) — (VxY, grad f)
xY, grad f)
(VxY,gradg) — (VxY,grad f)
(VxY,grad g — grad f)

= X(gradg,Y)—(V
n
n
+(VxY, (grad g)*)
n
n

= (Vxgradg,Y)
= (Vxgradg,Y)
= (Vxgradg,Y)
= Hess(g)(X,Y) + ((VxY)", grad g)

= Hess(g)(X,Y) + (grad g, a( X, Y)).

]

Como consequéncia, se calcularmos o trago em (2.2) com respeito a base

{e1,...,en} para T,,M, temos para o Laplaciano de f,

Af = TrHess(f)(es;,e;)

n n
i=1 i=1

Frequentemente neste texto usaremos as féormulas:

Hessf(X,)Y) = Hess(g)(X Y) + (grad g, (X, Y)), (2.3)

n

Af = ZHGSS (e, €) (gradg,Za(ei,ei». (2.4)

i=1
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2.4 O Hessiano da Funcao Distancia

Seja M uma variedade completa de dimensao m. Fixado p € M, se v :
[0, +00] — M é uma geodésica normalizada em M tal que v(0) = p, sabemos
que, para t > 0 suficientemente pequeno, tem-se d(p,v(t)) = ¢, i.e., Yoz ¢
minimizante. Por outro lado, se 7|y, nao for minimizante, entao 7o, nao
serd minimizante para todo t; > t;. Por fim, se (t)r>1 ¢ uma sequéncia
de numeros reais positivos tal que ¢, — fy e Y0, ¢ minimizante para todo
k > 1, entao a continuidade da funcao distancia a partir de p, juntamente
com d(p,7(tx) = t, para todo k > 1 garante que d(p,v(to) = to, i-e., Yo, €
minimizante. Portanto o conjunto dos t € [0, +-00] tais que 4, ¢ minimizante

é um intervalo da forma [0, ty], para algum ¢y, > 0, ou [0, oo].

Definicao 2.9. Seja M uma variedade Riemanniana completa e sejam dados p
€ M ev € T,M unitdrio. Sejay,: [0,+00) — M o raio geodésico normalizado
Yo(t) = exp,(tv). Se o conjunto dos t € (0,+00) tais que 7, € minimizante
em [0,t] para um intervalo da forma [0, o], dizemos que v,(ty) é o ponto de
minimo de p na dire¢cao de v. O cut locus Cut(p) de p em M € definido

como o conjunto dos pontos minimos de p em M (em alguma dire¢do).
Defina
E, = {v € T,M;exp,(tv) € M\Cut(p), V0 <t < 1}. (2.5)
Proposicao 2.7. exp, : E, — M\Cut(p) ¢ um difeomorfismo.
Prova. Ver Manfredo P. do Carmo [12] O

Fixando p € M denotaremos por p : M\(Cut(p) U {p}) — R% a funcao
distancia a partir de p, i.e., p(q) = d(p, q).

Proposicao 2.8. Seja v : [0,a] — M\Cut(p) uma geodésica normalizada
partindo de p. Entdo

grad p(v(t)) =+'(t), V0 <t < a. (2.6)
Em particular, |grad p| = 1

Prova. Seja y(t) = exp,(tv), 0 <t < a, e g =7(ty). Se w € TyM, wly'(ty),

segue da proposigao anterior e do Lema de Gauss a existécia de W € T,,(TpM)
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tal que (W,v) = 0 e (dexp, )W = w. Tomemos entdao a : (—¢,¢) — E, tal
que |a(s)| = to, @(0) = tov e &/(0) = W. Segue da unicidade de geodésica

minimizante que liga exp,(a(s)) a p que
plexp,(a(s))) = to,
e dai
0 = (grad p(q), (dexp, )i W) = (grad p(q), w).
Como a igualdade acima é valida para todo w_L+'(ty), segue que grad p(q)

¢ multiplo de 7/(to). Mas desde que p(y(t)) =t para 0 <t < a, temos

{grad p(y(1)),7'(1)) =1, V0 < t <a,
e dai grad p(v(t)) = 7/(t), para 0 < t < a. O

Agora fixe um ponto p € M. Para x € M \ Cut(p), seja 7 uma geodésica
minimizante ligando p a z, parametrizada pela distancia, tal que v(0) = p
e y(a) = x. Seja X € T,M tal que (X,a%)(x) = 0. J4 que z nao é ponto
conjugado de p, podemos estender X a um campo de Jacobi X ao longo de vy
satisfazendo X (7(0)) =0, X(y(a)) = X e [X, 2] = 0.

Observe que por (2.6) temos, — grad p e [X, grad p] = 0 entdo

0
vy

Vegrad p = Viraa o X
Logo

Hess(p)(X,X) = (Vzgradp, X)

= <vgradp)N<a )NQ

a g - _
%<X, (Vgrad p X )dt

/
/ ((vgrad p)?7 Vgrad pj\(:> + <X, vgrad pvgrad p)?)dt
0
[ Vi KP4 (X, Vit Vi K.
0
Usando o fato de X ser campo de Jacobi , temos que

Vgrad pVgrad p)? + R()?, grad p)grad p = 0.

Portanto,
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Hess(p)(X,X) = /Oa(|Vgradp)N(|2 — (X, R(X, grad p)grad p))dt, (2.7)

onde R ¢é a curvatura da variedade Riemanniana M e o segundo membro acima

é a forma do indice.

Na préxima se¢ao apresentaremos o objetivo principal de nosso capitulo o

Teorema de Comparagao do Hessiano.

2.5 Teorema de Comparacao do Hessiano

Teorema 2.3 (Teorema de Comparagao do Hessiano). Sejam M e N wvar-
iedades Riemannianas de dimensio n e ~y; : [0,a] — M; com i = 1,2, duas
geodésicas parametrizadas pelo comprimento de arco, onde ; nao intersecta
o cut locus de ~;(p). Seja p; a fungao distancia de v;(0) sobre M; e K; a

curvatura secional de M;. Suponha que em v, e y5 com 0 <t < a, tenhamos

0 0
Ki( Xy, —) > Ky( Xy, —),
1(X4 871) > K(Xo a%)
onde X; € um vetor unitdrio qualquer em T, M;, perpendicular a 8%_, entao

Hess(p1)(X1, X1) < Hess(p2)(Xa, Xo)

onde X; € T, ayM;, com (X, 2)=0elXi|=1.

) @_%

Prova. Seja EY,...,E’ um sistema de campos de vetores ortonormais paralelo

ao longo de 7; com E! = 8%;‘
Assim, por (2.7)
Hess(NXX) = [P — (X BTy o) g Ndt (29
? - 0 871 (2 9 79 a’yz a’yl Y *

sendo X; um campo de Jacobi ao longo de ; com X;(7:(0)) = 0 e X;(7;(0)) =
X. O campo )Z'Z ¢ decomposto como )?l = cai% + ()Z)L para algum c real.

Logo
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segue-se que ¢ = 0, e portanto, (X;, 22-(7;(t)) = 0 para todo 0 < t < a. Dessa

(2] 8
forma, )?Z é perpendicular a E’ em cada ponto de ;.

Considere

Tomemos Fj,.. . E} tal que

Xy = Xi(a) = Y (@) B (m(a)).

=1

Defina agora um campo de vetores Z ao longo de 7, por

Entao Z assume os mesmos valores de X; emt =0et = a.

Além disso,
1Z] = | X2

n—1 n—1
v o / 21 / 1)
‘V%Xﬂ = ’Zl)‘z(t)Ez | = l;)\z(t)El ’ - ‘V%ZL
Sabemos que o campo de Jacobi minimiza a forma do indice entre todos os

campos de vetores ao longo da mesma geodésica com os mesmos valores de

fronteira, concluimos

) ~ o .0
H X, X)) = X, — (X1, R(X], dt
css(p)(X0,X0) = [P - (R0 AR ) 50)
< / (|IV.o Z|* - (Z,R(Z, 0 —)— 0 ))dt
=/ a‘l o’ O
0
= (| =—X>|? Z,—))dt
I |a Gl - KilZ, )
o)
< —Xo|? — Ky (X, dt
< [ 5%l — K% 5
= Hess(pa)(X2, X2),
isso prova o teorema 2.3. 0

Para o que segue nos capitulos posteriores precisaremos da seguinte versao.
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Corolario 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja p a fun
cao distancia em M a partir de xo. Seja vy uma geodésica minizante partindo de
xo e suponha que a curvatura seccional radial de M ao longo de 7y sao limitadas

superiormente, i.e., K, < k. Entdo o Hessiano de p em ~(t) satisfaz
C
Hessp(1(8)) (X, X) = 2(0) - [X]%, X L'(0), (2.9)

onde

sen(\/k - t)/\/k, se k>0
Sk =14 t, se k=0 (2.10)

senh(v/—k - t)//—k, se k<0
e Ci(t) = Si.(t).

Prova. Seja X € T, M e X L +/(p) e denotemos por X(t) o campo de
vetores obtido pela extensao paralela de X ao longo de 7. Seja X (t) o campo

de Jacobi ao longo de  com X(0) = 0 e X(p) = X da forma

onde a funcao f(t) satisfaz a equagao de Jacobi

f@O)" +rf(t)=0 (2.11)

com as condigoes f(0) =0e f(p) = 1.
0

Seja {8_’ Xq,... ,an} uma base ortonormal de 7%, M e paralela ao longo
8

de 7.

Usando o campo de Jacobi

com X;(0) =0, X;(v(p)) = X; e |Xi] = 1 em (2.7), obtemos

_ [ 95e v 9.0 %
Hess(p) (X, X)) = / (5 5 = (R 5 Kot
- / L rx? — s R, 22 Xy
o 0Y Toy oy’
0
/0 (20 v (2.12)
Assim, para k = —1, a solugao de (2.11) serd

- 2l
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e de (2.12) segue

I cosh?(t) B senh?(t)
Hess(p) (X0 X) = (senh2<p> senh2<p>>dt
1

p
= h(2
senh(p) /0 cosh(2t)dt

_ ) /Op%(senh(%))dt

2senh?

1
= m(senh(%))

senh(p) cosh(p)
senh?(p)
= cosh(p).

Logo
Hess(p)(X;, (X;) = cosh(p).

Para k = 0, a solugao de (2.11) serd
t
f t) = )
=2
e de (2.12) obtemos
’ 1 [? 1
Hess(p)(Xs, X,) = / F(0)]dE = —2/ it =L
0 P~ Jo P
Para k = 1, a equagao (2.11) tem como solugao
sen(t)
sen(p)’

ft) =

Substituindo em (2.12), resulta em

Hess(p)(X.. X)) — /Of’ <COS2(t) B sen2(t)> 5t

sen?(p)  sen?(p)

1 P
= / cos(2t)dt
0

sen(p)

L e
- /O < sen(21))dt

1
= Sem?(a) 0 (sen(2t))

= cos(p).

24

A desigualdade (2.10) segue do teorema da comparagao do Hessiano e do que

acabamos de provar.

]



Capitulo 3

Estimativas do Espectro

Apresentaremos o Teorema de Barta na seccao 3.1. O contetido da seccao
3.2 consiste em apresentar estimativas de autovalores provadas por G. P. Bessa
e J. Fabio Montenegro em [3] e [2]. O teorema 3.3 ¢ uma generalizacao do

teorema de Barta, ja o teorema 3.4 se trata de uma generalizacao do resultado

de Cheung-Leung [11].

3.1 Teorema de Barta

Teorema 3.1 (Barta). Sejam M uma variedade Riemanniana limitada com
fronteira nao-vazia seccionalmente suave OM e f € C*(M) N C°(M) com

fIM >0 e flJOM = 0 e seja A\ (M) o primeiro autovalor de Dirichlet de M.

Entao
sup (—%) > M (M) > i]I\l4f (—%) (3.1)

M

com igualdade em (3.1) se, e somente se, f € uma primeira autofun¢ao de M.

Para uma demonstracao do teorema de Barta faremos uso da Férmula

de Green

Teorema 3.2 (Férmula de Green). Seja f: M — R uma fun¢ao de classe
C*(M), h: M — R uma func¢io de classe C1(M), pelo menos uma delas com

suporte compacto. Entao,

/ {RAf + (grad h, grad f)}dV = 0.
M
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Se ambas sao de classe C*(M), entdo

/ {hRAf — fAR}dV = 0.
M
Prova. Segue-se do teorema da divergéncia. O]

Prova do Teorema de Barta. Seja ¢ uma auto-fungao associada a A; (M)

com ¢|M >0 e ¢|OM = 0. Entao

Do _AF0Af- iAo
¢ f fo
Observe que por hip6tese f¢|M > 0 e pela férmula de Green

)\I(M>:_

| onr-sasav <o
M

Entao ou ¢Af — fA¢p = 0 e o resultado segue-se ou existem 1, x9 € M tais

que (QAf — fA@)(z1) > 0 e (pAf — fAP)(z2) < 0. Se pAf — fA¢ nao é

identicamente nulo temos

A (M) > —%(xl) > inf (—%) .

Analogamente,
A A
M (M) < ——f(xa) < sup (——f) :
f f
Se ocorre a igualdade entao
PAf — fAP=0

e assim —Af/f =—=A¢/p = (M), isto é , f é uma autofuncao associada a
A (M). O

3.2 Estimativas de Bessa-Montenegro

Seja M uma variedade Riemanniana e {2 C M um aberto conexo arbitrario.

O tom fundamental \*(Q2) de Q é definido por

A (Q) = inf {L?}Lf";' feH(Q)\ {0}} (3.2)

onde f € H}(R2) é o completamento de C§°(2) com respeito a norma

o 2= / e / Vol
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Definicao 3.1. Seja M uma variedade Riemanianna e X um campo de vetores

pertencente a Li,.(M) (significa que |X| € L}, (M)). A fungio g € L}, (M) é

loc loc loc

uma divergéncia fraca de X se

/M bg = — /M (grad 6, X) Vo € C5°(M). (3.3)

1

loe com divergéncia fraca

E claro que existe no méximo uma funcao g€eL
para cada X € L (M) e podemos escrever g = divX. Para campos de

vetores X de classe C! a divergéncia cldssica dada na definicao 2.2 coincide

com a divergéncia fraca Div.X.

Teorema 3.3. Seja ) um conjunto aberto em uma variedade Riemanianna
M. Entao

N (Q) > sup {inf(divX - \XP)} , (3.4)
c@ * 8

onde C(2) € o conjunto de campos de vetores suaves em Q\F para algum

conjunto fechado F' com medida de Hausdorff H*1(F N Q) = 0.

Prova. Se X € C(Q) e f € C°(M) temos fX € C(Q2). Logo, pela proposicao
2.3 teremos

/Qdiv(fX)—/Q<gradf,X>+/QfdivX.

Além disso, se g = DivX segue de (3.3) que

/div(fX) = 0.
Q
Agora note que se
(IF11X] = |grad f[)* > 0,

entao

— 2| f|lgrad f[|X| > —f*| X |* — |grad f|*. (3.5)

Munido destas informagoes obtemos, pela da proposicao 2.1 e pela ultima

desigualdade acima,
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0= /Q div(f?X) = /Q (grad f2,) + /Q fAdivX
_ 2 2 1
> /Q|gradf ||X|—|—/ﬂf divX
= —/QIngradf\X\—i-/fzdivX
0 0

_ 212 — d 72 2divX
> = [ pp = [l g+ [ pa
— /(divX—|X|2)f2—/lgmdf|2

Q Q

> /inf(diVX— ]X]Z)fQ—/ |grad f|?
o @ Q

_ inf(divX—|X|2)/f2—/|gradf|2.
Q@ Q Q

Dessa forma,
inf(divX—|X|2)/f2—/ jerad f[2 < 0,
Q Q Q

e assim,

inf(divX — |X]2)/f2 g/ |grad f|?.
& Q M
Portanto,

/ lgrad f|* > sup {inf(divX — |X\2)} / f2.
0 c@) @ Q

Pela defini¢ao do tom fundamental (3.2) concluimos que
X (Q) > sup {inf(divX - |X|2)} .
OB
O

Teorema 3.4. Seja ) um conjunto aberto em uma variedade Riemanianna
M e ¢(2) a constante definida por
infq divX
c(Q) = sup (infp divX) 2>,
c.(Q) Supg|X|
onde C4(Q) ={X € C(2),infodivX > 0 e supg |X| < co}. Entao

. c(2)?
(@) = =

(3.6)

Prova. Sejam X € C,(Q) e f € C5°. O campo vetorial f2X tem suporte

compacto em 2. Temos que

div(f?X) = (grad f%, X) + f2divX.
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Como
f2divX > f2infdivX
e
[(grad f*, X)| < |grad f*[|X],
segue que

div(f?X) = (grad f*, X) + f2divX > —|grad f?||X| + f?inf divX.
Pelo fato de

lgrad f2|*> = (grad f?, grad f?) = 4f*(grad f, grad f) = 4f*|grad f|,

ou seja,
lgrad f?| = 2| f||grad f],
tem-se
—|grad f2||X| + f?inf divX > —2|f||grad f|sup | X| + f?inf divX
pois —| X | > —sup | X|. Temos ainda, para todo €;0,

(elf| — lgrad f)2 > 0 = €*|f|* — 2¢|f||erad f| + |grad f|* > 0
=  —2¢|f||grad f| > —€*|f|* — |grad f]?
= —2|f||grad f| > —e|f[* — {|grad f|*.

Assim

1
div(f2X) > sup | X |(—€|f|> — =|grad f|?) + inf divX.
€

Integrando a ultima expressao sobre um dominio normal D D 2 temos

0 - /Ddiv(f2X)Zsup|X|/D(—e|f|2—%|gradf|2)+infdivX/Df2

€
= grad f|* > inf divX — esup | X / f2
[ e 1= e XD [

inf div.X
Fazendo € = mAvA , obtemos
2sup | X|

/\gradfl2 = /!gradf\2

Q D
e 2
inf div.X /f2
2sup | X|

B inf div.X / f
[ 2sup |X]|
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e segue que

Jolerad f1* 1 {infdivxr 57)

Jof? T 4 [supg[X]
Agora considerando em (3.7) o supremo de todos os campos X € C.(Q),

conclui-se que

d 2
(@) = mf{—fﬂ’grazﬂ }
Q Jof
1 [ infdivy 2
)4 supg, | X|?

AV
wn
il
Bhs

Ct
c()?
1

]

Proposicao 3.1. Seja Q2 um dominio limitado em uma variedade Riemani-

anna. Seja v € C*(Q)NC*(Q), v>0em QL ev|IQ=0. Entio

. . Av
, . . ) Av )
Além disso, () = %f(——) se, e somente se, v = u, onde u € uma
v

autofungao positiva de Q, i.e., Au~+ N (Q)u = 0.

Prova. Seja ¢, — 0 uma sequéncia de valores regular positivo de v e seja

W ={r € Qv(z) > }. Aplicando o teorema de Barta temos que

A A
N () = M () > inf (—-“) > inf (—-“)

oy v Q v

Mas lim,, o A*(QY) = A*(Q), ver [6]. Seja agora u € C*°(2) N Hy(2) uma
autofunao positiva de 2. Entao

N() = —2U AU uAv s van (3.9)

u (% uv

Pela férmula de Green temos que

/ (uAv —vAu) =0

Q

Entao ou uAv — vAu = 0 e o resultado segue-se ou existem x1, o € (2 tais
que (uAv — vAu)(zy) > 0 e (uAv — vAu)(xzz) < 0. Se uAv — vAu nao é
identicamente nulo temos de (3.9 ) que

M) > —2%() > inf (—ﬁ> .

v Q v



3.2. Estimativas de Bessa-Montenegro

Dessa forma se

v - (-2)

Q v

entao uAv — vAu = 0 e assim v é uma autofuncao.

31



Capitulo 4

Teoremas Principais

Motivados com o estudo do tom fundamental de subvariedades minimais do
espaco produto N x R G. Pacelli Bessa e M. Silvana Costa apresentaram em
[1] o teorema 4.1. Além disso, foi proposto o estudo de tons fundamentais
de dominios em subvariedades com curvatura média localmente limitada em
N xR, isso é representado pelo teorema 4.2. Como parte da prova dos teoremas
citados, a primeira seccao serd destinada a verificagao de um lema crucial para

as demonstracoes posteriores.

4.1 Lema Técnico

Para provar os resultados que apresentaremos na ultima secao deste capitulo

precisaremos do seguinte lema técnico.

Lema 4.1. Seja v @ Byniyy(r) — R uma primeira autofuncao positiva de

By (r) € N™(k)(r) associada ao primeiro autovalor \y(Byn(w(r)). Entdo

V' (t) + A (Byngo (r))v(t) <0, 0 <t <, (4.1)

onde as fungoes Si(t) e Cy(t) foram definidas em (2.10)

Prova. Trataremos os casos k < 0, kK > 0 e kK = 0 separadamente. Suponha
primeiro que £ < 0, i.e., S.(t) = senh(y/—k - t) \ /—k. Por simplicidade,
denotaremos A = A;(Bnn()(r)). Lembre que em coordenadas geodésicas v(t)

satisfaz a seguinte equacao diferencial:
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V() + (n—1)

iy

(' () + () =0,0<t<r (4.2)

Considere a equacao suave pu(t) = Cy(t)w. Assim,

W) = o

A Ay
LA G

V() — W) = VOC P + S0 (0)
o a1 Cn(ﬂ%
= V()Cu(t)m + ES”@T@)

Cult)
5.0 v'(t) + )\U(t)) :

\o(t) (4.3)

A

— G050 (n

n

Como
1
Gty (1) > 0,

Cr(t)
Sk(t)

observamos em (4.3) que para provar que nz==v'(t)+Av(t) < 0 basta verificar
que
V(Ou(t) — 1 (1)o(t) < 0.

Para isso, multiplique a equagao (4.2) por S”7!(¢) obtendo a seguinte equagao
diferencial:

(S22 (#) + AST (tw(t) =0, 0 < t <7 (4.4)

Agora, usando o fato de C2(t) + kS2(t) = 1 temos que

Co(t)me — rS2(t) (5 _ 1) C(t) e

AU n ') o

kS2(t) XN SA(t)
P+Cﬂ0_5@®LW)
B 1 A S3(t)
- ‘A{ncz@>‘%ﬁczaﬂ’“ﬂ’

isto é, a funcao u(t) satisfaz a equagao diferencial:

00 = A (g~ sead ) 10 (45)

Multiplicando a equagao (4.5) por S™~1(¢) obtemos

SeT " (t) + ASETH(1) (n 012 ol %ZQE?)) pu(t) = 0. (4.6)
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Adicionando e subtraindo o termo (n — 1)u/(¢)S™2(¢)C,(t) em (4.6) obtemos

(St ) () + ASE (8) (" — Ly nci@) - géiii) plt) =0 (47)

Em suma, as fungoes v e u satisfazem as seguintes identidades:

(S~ (1) + ASETH (Hu(t) = 0,

n=1__1 _ASON . _
n taem nQ(Jg(t)) (t) =0.

(SELa) (1) + AS1 (1) (

Multiplicando a primeira identidade por p(t) e a segunda por v(t) temos

(S2Y lt) + ASE o) = 0, (1)
n—1, 1 / n—1 n—1 1 A Sﬁ(t) o
— (S0 = A5 0 (" e — e ) WO =0
(4.9)
Somando (4.8) e (4.9) e integrando de 0 a t obtemos
S o)) = = [ S0 (5 - e 2 ) nov(odt
(4.10)
Como
11 A SA) (1 1 A senh®(y/—k - t)
(n nC2(t) T C,%(t)) (n n cosh?(v/—k - t) * (—k)n? cosh?(y/—k - t))

é positivo, pois —k > 0 e cosh?(y/—k -t) > 1 para 0 < t < r, temos

1 1 A S2(t)
ASIHE) | = — —r + 55 | u(t)v(t) > 0.
0 (- e e ) OV
Portanto, v'(t)u(t) — i/ (t)v(t) < 0 para 0 < t < r. Isto resolve o caso k < 0.
Suponha que £ > 0. Temos S,(t) = \/Lgsen(\/ﬁ -t) para t € (0,7) com
r < 2. Defina p(t) = Cy(t) . Assim, p/(t) = 28,(t)Cy(t) . Procedendo
de maneira similar como no caso anterior obtemos que v e p satisfazem as

seguintes identidades diferenciais:

(SEt) (8) + ASE=H(u(t) = 0,

(S0 #3820 (" + e gy ) H(O =0
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Acima, multiplicando a primeira identidade por u e a segunda por —v. Adi-

cioné-las e integrando de 0 a t resulta em

S (W p—plo)(t) = —/0 ASTL(t) (2 — % + n012(t) + %g;ig) p(t)o(t)dt.

(4.11)

Claramente,

1 1 A S3(t)
A 1) (2 - 1 A O
Ok “( n T neze o

) p(t)v(t) >0, te (0,7),r > NG

Portanto, temos que v'(t)u(t) — p/(t)v(t) para 0 <t <r, r > T
Finalmente, para £ = 0 usaremos o mesmo precedimento. Defina u(t) =

prs ~ . . N
e 2n. A fungoes v e u satisfazem as seguintes idetidades:

("' (t)) + A" to(t) = 0,

A2

() = M (1= 2 e) = 0.

Acima, multiplicamos a primeira identidade por u e a segunda identidade por

—uv. Adiciona-las e integrando de 0 a t o resultado obtido sera

"W (Hp(t) — vt (1)) = _:\Tz i u(t)v(t)dt < 0, vt € (0,r).
Entao o'(t)u(t) — i/ (t)v(t) < 0. Isto prova o lema. O

4.2 Prova dos Teoremas Principais

Definimos raio de injetividade, inj(xy) em p, como o maior nimero real
r > 0 tal que a aplicacao exponencial exp,,: B(r) C E, C T,M — exp,(B(r)) C

M seja um difeomorfismo. Ver (2.5).

Teorema 4.1. Seja ¢ : M — N x R uma subvariedade minima completa
de dimensao m, onde N tem curvatura seccional radial K(y(t))(+'(t),v) < &,
v e TyyN, v| =1, v L 0t, ao longo da geodésica (t) partindo do ponto
19 € N. Seja Q C ¢ Y(By(zo,7) x R) uma componente conexa, onde r <

min{inj(xo), 7/2v/k}H(7/2\/k = 00 se k < 0). Entdo
A Q) > M(Bunoso (1), (1.12)

Se Q € limitado, entdo a desigualdade (4.12) € estrita.
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Prova. Seja py(z) = disty(xg,x) a funcdo distancia em N para z; e seja
U 1 Bym-i() (r) — R a primeira autofunc¢do positiva associada ao primeiro
autovalor A (Bym-1(4)(r)) da bola geodésica de raio r do espaco forma N~ (k).
A autofungao v é radial, i.e., v(z) = v(]z|), e podemos olhar para v definida
em [0, r] satisfazendo a equagao

Cx

V() + (m — 2) S

(O (1) + M (Bymor oy (r))u(t) = 0, t € (0,8).  (4.13)

Escolha a primeira autofungao que satisfaz as condigoes iniciais v(0) =1 e
v’'(0) = 0. Agora defina g : By(r) xR - R porg=vopyope f: Q2 —R
por f =goy,onde p: N xR — R é a projecao no primeiro fator. Se fixado
X = —gradlog f, segue das proposicoes 2.2 e 2.4 que divX — |X|> = —Af/f.

Assim, pelo teorema 3.3, temos

Para nosso objetivo encontraremos um limite inferior para —Af/f. Seja
x € Qe {e,...,e,} uma base ortonormal qualquer para 7,€2. Lembramos

que o Laplaciano de f em x é dado por

Ay f(z) = ZHess(Nng(gp(a:))(ei, e;) + (grad g, a(e;, €;)).

i=1
E se resume a

Ay f(z) = Z Hessnxryg(@(x))(es, €:), (4.14)

pois a imersao ¢ é minima. Portanto,

Anf(a) = ) Hessuxm(vopy op)(p(x))(es )

i=1

= 3 Hesspuamy (v o pn)(plp(@)(ere)  (4.15)

i=1
= Z Hessyv o pn(q) (e, €).
i=1
Considere {grad py,0/001,...,0/00,,_1,0/0s} uma base ortonormal para
T4,y (N xR), onde {grad pn,0/001,...,0/00,_1} é uma base ortornormal para

T,N (coordenadas polares). Seja {ei,...,e,} uma base ortonormal para 7,2
e escreva 1
e,-:ai-gradequz--8/83+ZC{-8/80J~, (4.16)

i=1
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onde a;, b;, ¢! sdo constantes satisfazendo a?—i—b?—i—Z?j ()2=1,i=1,....m
Para calcular Ay, f(x) lembramos que ¢(z) = (¢, s), e colocamos t = pn(q).

Dessa forma,

m

Af(x) = Y [/ (D) (grad py, e) + ' () Hessnpy (i, e)]

%
m n—1

- U"(t)za?+v ) Y () Hesspy(0/00;,0/00;).

=1 j5=1
Ja que v'(t) < 0 obtemos pelo corolario 2.1 (Teorema da Comparacao do

Hessiano) que

—Af(z) > —U"(i)éa?—v (;F” i

??
—_

(1—§:a3> + (1—5;133

=1

Agora vamos mostrar que a tltima linha de (4.17) é nao negativa,; isto é,
m C m m
" 2 ! K 2 2
V'(t) [1 — Za] —v (t)S—H(t) (1 — Z;a> + (1 - 25)] > 0. (4.18)

i=1
Como consequéncia de (4.18) obteremos
_Af

f
Para isso, substitua v"(t) = —(m—Q)U/(t>g—:(t)—Al(BNm—l(H)<T’))U(t) em (4.18)

e obtenha

— (@) = M(Brm-1() (1)) (4.19)

)|
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Sl (VG

Sk

i=1

() + A1 (Brm-1(x) (T))U(t)] [1 — Z a?]

m

1= 0

=1

C
() == > 0.
v()sﬁ >0

(1)

A 1ltima igualdade segue do fato que

(m — l)vl(t)g—:(t))\l(BNm1(K)(r))v(t) <0,

pelo Lema Técnico, e

[1 — ia?] > 0, [1 — ib?] > 0.
=1 =1

De (4.19) concluimos que
A*(Q) > igf(—Af/f) > M (Bym-13)(1)).

Para provar a segunda afirmacao do teorema, suponha que temos a igual-
dade A\ (2) = A (Bym-1()(r)), entao X*(2) > info(—Af/f), e portanto, segue
da proposigao 3.1 que f é uma autofuncao. Consequentemente, se observamos

(4.18) temos (em cada ponto de )

0 que equivale a

Por outro lado, podemos escrever, para cada x € )

m
grady p = Z aie; + (grady p)*,

i=1

onde (grady p)* é normal ao espaco tangente T,£. Da mesma forma, escreve-

0 & o\"*
g—;bzel—i-(&) .

1mos
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Observe que

lgrady p||*> = (grady p,grady p)

— <Z aie; + (grady p)*, Z ae; + (grady p)L>
i=1 i=1

= ) ai+|(grady p)"

i=1
e similarmente

1 0/0s)* = b7 + 11(9/0s)"||*.
=1

Portanto,

(gradyp)t = 0= (9/9s)".

Assim, os vetores grady p e 0/0s pertencem a T,€) para cada x € . Dessa
forma, poderiamos ter escolhido em (4.16) uma base ortonormal para 7,2 da
seguinte forma: e; = grady p, ea = 0/0se{es,...,en} C{0/00y,...,0/00,_1}.
Claramente o conjunto dos vetores grad, p e d/0s formam campos de vetores
suaves em {2 uma vez que sao restri¢coes de campos de vetores suaves em N X R
para uma subvariedade imersa suave. As curvas integrais do campo de vetores
d/0s em ) sao {x} x R contidas em (M), e Q = o (By(r) x R) nao é
limidado. Isto prova o teorema 4.1.

]

Apartir de agora iremos propor o estudo de tons Fundamental de dominios
em subvariedades com curvatura média localmente limitada em N x R na qual

definiremos a seguir.

Definicao 4.1. Uma subvariedade imersa ¢ : M — N X R tem curvatura
média localmente limitada |H| em N x R se para qualquer p € N er >0, o

numero
h(p,r) = sup {|H(2)[;z € p(M) N (Bn(p,7) x R)}
¢ finito.

Teorema 4.2. Seja ¢ : M — N X R uma subvariedade imersa completa
de dimensao m com curvatura média localmente limitada em N X R, onde N
tem curvatura seccional K < k, ao longo de uma geodésica partindo de um
ponto g € N. Seja Q(r) C ¢ ' (By(p,r) X R) uma componente conexa com

r < min{injy(zo), 7/2\/k}. Suponha, além disso
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(a) Se |h(zo| < A* < 00, entdo r < (C,/S.) 1 (A?/(m —2)) ou

(b) Se lim, o h(xg,7) = 0o entdao r < (Cy/S.) " (h(zo,7m0)/(m — 2)), onde

ro € tal que (m — 2)g—:(r0) — h(zg,m9) = 0.

Entao nds temos
2

AN (Q(r)) =

[(m — Q)g—:(r) — h(zo,7) “o

Prova. Defina py : N xR — R por py(x,t) = pn(2), py = disty(zo, x). Seja
Q(r) = ¢ Y (Bn(zo,7) xR), f = pyope X = grad f. A idéia é escolher conve
nientemente r < min{inj(xzq), 7/2v/k}, 7/2y/k = 00 se k < 0 de tal sorte que
info () divX > 0. Apartir dai, segue do teorema 3.4 que

inf div.X ) ?
2sup |X|/)

N (Q(r) = <

Lembrando que divX =V, f e usando (2.2) temos

Varf(a) = [Z Hessy iy (e:, ) + {grady cad. ﬁ>] (o(2).

i=1
onde H = Yo alese;) é o vetor curvatura média de ¢(M) em p(z) e
{€;,...,en} é uma base ortonormal de T, M como em (4.16) identificados com
{dp-e1,...,dp-e,}. Agora, observe que

ZHessNxRﬁN(ei, e) = ZHessz(ei, ei)

i=1 =1

m n—1

= Y () Hesswon(0/06;,0/08;) (120
> > (- - BEe)

i=1

Por outro lado temos

— e T4
(gradypn, H) = <Z ae; + (gradypy) ", H>
i=1
_
= ((gradypn)*, H)

(4.21)
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a primeira desigualdade segue do Teorema de Schwarz e da igualdade
(gradypn) > = (1= a?).
Assim,

= —
<gradN><]RpN7H> = <gradeN7

(4.22)

Portanto, de (4.20), (4.21) e (4.22) temos que

Ce

Auf(@) 2 (m = 2"

(r) — h(zg,7) > 0.

Voltando ao teorema, observamos que temos dois casos a considerar. Para o

primeiro caso, isto é , |h(zg,7)| < A? < oo escolha

r < min{inj(z¢), 7/2vk, (Cr/S.) 'A% /(m — 2))}.

No caso em que lim, .o h(xg,7) = oo existe ry tal que (m — Z)g—:(m) -
h(zo,79) = 0, ja que podemos assumir sem perda de generalidade que h(zg,7)

¢ uma funcao continua e nao decrescente em r. Entao escolhemos

r < min{inj(zo), 7/2vk, (Cx/Se) " (h(x0,70)/(m — 2))}.

Lembrando que escolhemos r satisfazendo infg(ydivX > 0. Portanto, em
ambos 0s casos, temos

2

(m — 2)(57—:(7“) — h(zg,r) ~0.

X (Q(r) 2 .
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