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Área de concentração: Álgebra
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revisão do texto e valiosas colaborações, aos professores Othon Dantas e Trajano Nóbrega
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RESUMO

O propósito desta dissertação é apresentar aplicações da Teoria dos Grafos à Teoria dos
Grupos. De posse do grafo associado a um grupo finito, nós obtemos vários resultados interes-
santes sobre a estrutura do grupo analisando tal grafo à luz de técnicas-padrão da Teoria dos
Grafos. Mais precisamente, os números cromático e de independência do grafo de um grupo
finito nos permitem estimar a cardinalidade máxima de um subgrupo abeliano do mesmo, bem
como o tamanho ḿınimo posśıvel de um subconjunto do grupo formado por elementos que
não comutam dois a dois; no caso de grupos finitos abelianos, nós também estudamos seus
subconjuntos livres de somas.

Palavras-chave: Grupos. Grafos.
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ABSTRACT

This report deals with applications of Graph Theory to Group Theory. Once we construct
the graph associated to a finite group, we get several interesting results on the group struc-
ture by analysing its associated graph with the help of various standard graph-theoretic tools.
More precisely, the chromatic and independence numbers of the graph of a finite group allows
us to estimate the maximal cardinality of an abelian subgroup of it, as well as the minimal
size of a subset of the group, all of whose elements don’t commute in pairs; for finite abelian
groups, we also study their free-sum subsets.

Keywords: Groups. Graphs.

5



NOTAÇÕES
d(v) grau do vértice v em um grafo
Γ grafo Γ
α(Γ) número de independência do grafo Γ
a(G) número ḿınimo de subgrupos abelianos cobrindo o grupo G
|X| cardinalidade do conjunto X
C(x) centralizador do elemento x
G grupo G
Z(G) centro de G
k(G) número de classes de conjugação de G
xG classe de conjugação de x em G
CG(x) centralizador do elemento x em G
�x� parte inteira do número real x
S + S conjunto dos elementos que são soma de elementos do conjunto S
S − S conjunto dos elementos que são diferença de elementos do conjunto S
1
2
S conjunto dos elementos cujos dobros estão no conjunto S

A
.∪ B união disjunta dos conjuntos A e B

−S conjunto dos elementos −x tais que x está no conjunto S
|G : H| ı́ndice do subgrupo H em relação a G
Sn grupo das permutações de n letras
An grupo das permutações pares de n letras
Kn grafo completo de n vértices
A ≤ G A é subgrupo de G
〈X〉 subgrupo gerado pelos elementos do conjunto X
(u, v) aresta unindo os vértices u e v em um grafo ou

máximo divisor comum dos números naturais u e v
∃ existe
D2n grupo diedral de ordem 2n
a ≡ b mod n a e b deixam o mesmo resto na divisão pelo inteiro n
o(x) ordem de x em um grupo
CG(H) centralizador do subgrupo H em G
H � G H é subgrupo normal de G
H � G H é subgrupo normal próprio de G
HN conjunto dos elementos hn com h ∈ H e n ∈ N
H × N produto direto dos grupos H e N
X − Y conjunto dos elementos de X que não estão em Y
Hx conjunto dos elementos x−1hx com h ∈ H , x ∈ G > H
Ox órbita de x em um grupo
Zn conjunto das classes de equivalência de Z módulo n
H + a classe lateral de H
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INTRODUÇÃO

Como relacionar Teoria dos Grafos e Teoria dos Grupos? Num primeiro momento, podemos
pensar em uma correspondência entre os elementos do grupo com os vértices de um grafo.
Mas como seria a regra para haver uma aresta unindo dois vértices desse grupo? Veremos
neste texto boas maneiras (regras) de interligá-los.

Jerry Griggs e Tom Ramsey utilizaram Teoria dos Grafos e Prinćıpio Extremo para provar o

Teorema 0.0.1 (Wei). Seja d (v) o grau do vértice v no grafo Γ e α(Γ), o número de
independência de Γ. Então

α (Γ) ≥
∑
v∈Γ

1

d (v) + 1
,

com igualdade ocorrendo se, e somente se, Γ for uma união de cliques disjuntas.

Esse interessante resultado nos dá uma cota ḿınima para α(G), que é a quantidade
máxima de elementos que um grupo suporta sem haver comutatividade entre dois desses e-
lementos, a partir do número de independência de um grafo, utilizando apenas a Teoria dos
Grafos. Ele foi demonstrado por V. K. Wei [10] em 1980.

Ainda como conseqüência desse teorema, obtemos uma cota inferior para a quantidade
ḿınima de subgrupos abelianos necessários para a cobertura de um grupo.

Outro fato obtido a partir desse teorema é o

Lema 0.0.1. Seja G um grupo finito não-abeliano com k(G) classes de conjugação tal
que

α(G) ≤ |G|r − 1, 0 < r < 1.

Então:
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a) Para cada x ∈ G, |C(x)| ≥ |G| 1−r
2 .

b) Existe um elemento g ∈ G − Z(G) com |C(g)| > |G|1−r e |C(x) ∩ C(g)| > |G| 1−3r
2 ,

para cada x ∈ G.

c) Finalmente, em todo grupo finito G, pelo menos k(G)−α(G) das classes de conjugação

distintas em G satisfazem
∣∣xG
∣∣ < |G| 12 .

que é utilizado para mostrar o

Teorema 0.0.2. Seja G um grupo contendo um subgrupo próprio M tal que sempre que
x ∈ M − {1}, tem-se CG(x) ≤ M . Então

α(G) ≥
⌊
|G| 13

⌋
.

Ainda com o número de independência de um grafo, obtemos o

Teorema 0.0.3. Definamos uma função f(n) indutivamente por f(1) = 1 e

f(n) = n +

(
n

2

)
f(n − 1).

Seja a(G) a quantidade mı́nima de subgrupos abelianos que cobrem o grupo G. Se
α(G) < ∞, então

a(G) ≤ f(α(G)).

Em particular, a(G) < ∞.

que majora a quantidade ḿınima de subgrupos abelianos necessários para cobrir um grupo.

Ao final, temos os teoremas

Teorema 0.0.4. Seja G um grupo abeliano e finito e S, um conjunto livre de somas (a
soma de dois elementos de S não pode estar em S) localmente maximal em G (R livre
de somas e S ⊆ R ⊆ G implica R = S). Seja c uma constante positiva. Então:

i) G = S ∪ (S + S) ∪ (S − S) ∪ 1
2
S.

ii) Se |G| é ı́mpar, então |S| ≥ 1
6

(
(24|G| − 15)

1
2 − 3

)
.

iii) Se |G| é par, então |S| ≥ 1
6

(
(12|G| − 23)

1
2 − 1

)
.
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iv) Se |S + S| ≤ c|S|, então

|S| ≥ |G|
c2 + c + 2

para |G| ı́mpar e

|S| ≥ |G|
2(c2 + c + 1)

para |G| par.

que fornece uma cota inferior para a cardinalidade de um subconjunto livre de somas local-
mente maximal, e o

Teorema 0.0.5. Seja S um conjunto livre de somas localmente maximal no grupo abeliano
finito G. Então,

|S − S| + |S ∪−S| − 3 ≤ |G| (1 − |S − S|−1
)
,

com igualdade se, e somente se, S − S é um subgrupo de G, |G : S − S| = 3 e S é uma
classe lateral de S − S.

que relaciona a cardinalidade de um grupo com subconjuntos livres de somas localmente
maximais.

O texto está exposto da seguinte forma.

O caṕıtulo 1 traz definições e resultados básicos de grafos e de grupos a serem utilizados
ao longo desta dissertação.

O caṕıtulo 2 relaciona grupos e grafos a partir da seguinte associação:

xy = yx; x, y ∈ G ⇔ x é adjacente y em ΓG,

sendo ΓG o grafo associado a G. É bastante utilizado o conceito de número de independência
α(Γ) de um grafo.

Já o caṕıtulo 3 apresenta grupos aditivos abelianos associados a seus subconjuntos livres
de somas, tornando dois vértices adjacentes se a diferença entre eles estiver em S − S (S
livre de somas), além de abordar a relação entre Teoria dos Grupos e Teoria de Ramsey, que
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é melhor discutida no primeiro apêndice com definições, resultados e exemplos.

O segundo apêndice, que encerra este texto, detalha um fato utilizado no caṕıtulo 3 so-
bre as cardinalidades de S+S e S−S, que surgiu a partir de um questionamento de Paul Erdös.
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Caṕıtulo 1

DEFINIÇÕES E RESULTADOS
BÁSICOS

Este primeiro caṕıtulo apresenta definições de grafos, grupos e algumas relacionando ambos,
ilustrando-as se necessário. A partir dessas definições, já são percebidos alguns resultados
interessantes. Também é neste caṕıtulo que são demonstrados pequenos fatos utilizados
durante o texto a seguir.

1.1 Grafos

Começamos definindo conceitos básicos da Teoria dos Grafos.

Um grafo é simplesmente um conjunto de pontos (vértices) unidos ou não por segmen-
tos (arestas). Se existe aresta unindo dois vértices desse grafo, então dizemos que eles são
adjacentes. Neste texto, a letra Γ sempre denotará um grafo.

Um grafo pode representar cidades (vértices) e rotas aéreas (arestas) entre essas cidades,
mas também pode está associado a um grupo como no exemplo a seguir:

1

α α2

β

αβα2β

Exemplo de Grafo associado a S3

em que cada aresta está desenhada entre dois vértices se, e somente se, os elementos corres-
pondentes no grupo comutam.

12



Multigrafo é um grafo que possui arestas múltiplas (várias arestas conectando dois
vértices) ou loops (arestas com extremidades coincidentes). Nesta dissertação, os grafos
nunca são multigrafos.

O grau d(x) de um vértice é o número de arestas incidentes nesse vértice x, ou, equi-
valentemente, o número de vértices adjacentes a x, por não termos multigrafos. Observe que∑
x∈Γ

d (x) é o dobro da quantidade de arestas (as arestas são contadas duas vezes, uma para

cada um de seus vértices) e, portanto, a quantidade de vértices com grau ı́mpar do grafo é
um número par.

No exemplo anterior do grafo associado a S3, d(1) = 5, d(α) = d(α2) = 2, enquanto os
demais têm grau 1.

Em um grafo k-regular cada vértice x tem grau d(x) = k. Nos exemplos a seguir, todos
os vértices têm grau 2.

Um grafo é regular (simplesmente) quando todos os seus vértices têm o mesmo grau.

Dizemos que um grafo é completo quando qualquer par de vértices está unido por arestas.
A notação usual para um grafo completo de n vértices é Kn e ele possui

(
n
2

)
arestas.

Em um subgrafo H completo de Γ, o conjunto dos vértices é um subconjunto do conjunto
dos vértices de Γ em que todo par está unido por uma aresta de Γ. Um subgrafo completo
maximal de Γ é chamado de clique .

Exemplos de subgrafos 2-regulares de K5

Seja Γ um grafo não-direcionado (suas arestas não possuem orientação), sem loops ou
arestas múltiplas, cujos vértices são x1, x2, ..., xn. Γ pode ser k-colorido pelos vértices, ou,
simplesmente, k-colorido, sempre que for posśıvel particionar o conjunto

13



{x1, x2, ..., xn}
dos vértices em k subconjuntos sem que haja dois vértices em um mesmo subconjunto unidos
por uma aresta de Γ, ou seja, sempre que pudermos colorir os vértices de Γ com k cores sem
que haja aresta unindo vértices que tenham a mesma cor.

Por exemplo, em um conjunto de 6 pessoas dividido em 2 subconjuntos de 3 homens
H1, H2, H3 e 3 mulheres M1, M2, M3, podemos construir o grafo em que os vértices são as
pessoas e cujas arestas representam posśıveis casais, realizando uma 2-coloração:

M1

H1 M2

H2

H3M3

Exemplo de uma 2-coloração

Também é posśıvel colorir as arestas desde que seus vértices possuam determinada
relação. Um exemplo prático é o seguinte:

Em uma festa com s pessoas, em que s ≥ 6, há três pessoas que se conhecem mutua-
mente ou três que não se conhecem duas a duas entre si, supondo rećıproca a relação conhecer.

Podemos representar as pessoas na festa como vértices de um grafo. Em seguida, pin-
tamos as arestas do grafo completo formado com duas cores, de acordo com o tipo de
relacionamento (arestas) entre as pessoas (conhecidas ou desconhecidas) representadas pelos
dois vértices extremos de cada aresta. Encerraremos esse exemplo no primeiro apêndice sobre
Teoria de Ramsey.

A

B C

D

EF

Exemplo de uma coloração por arestas
com 2 cores de um K6
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Um conjunto independente em um grafo Γ é uma coleção de vértices sem haver dois
deles conexos por uma aresta de Γ. Pode ser entendido também como um subconjunto de
vértices que induz um subgrafo consistindo apenas de vértices isolados (vértices com grau 0).
Para um grafo finito Γ, seja α (Γ) (o número de independência de Γ) a maior cardinalidade
de um conjunto independente de Γ.

1.2 Grupos e Grafos

Nesta seção, veremos alguns bons exemplos de associação entre grupos e grafos. O primeiro
vem a seguir.

Sejam G um grupo finito e x, y ∈ G. Associaremos o grafo Γ = ΓG a G da seguinte
forma: os vértices de Γ associados a x e a y são adjacentes se, e somente se, xy = yx. Se
o grupo for abeliano, isto é, se quaisquer dois elementos comutam em relação à operação do
grupo, então o grafo associado é completo. Essa será a correspondência (ou regra) utilizada
em todo o caṕıtulo 2.

Assim, para um grupo com essa regra para construção das arestas, α(G) (ou α(Γ)) conta
a quantidade máxima de elementos desse grupo em que dois quaisquer não comutam.

Já a relação entre um subgrupo abeliano e uma k-coloração, também com a regra acima,
é a seguinte. Se um grafo pode ser k-colorido, ou seja, se é posśıvel pintar seus vértices
com k cores sem que haja dois vértices com a mesma cor unidos por uma aresta, então a
cardinalidade de um subgrupo abeliano é no máximo k. De fato, se um subgrupo abeliano
tivesse mais que k elementos, então dois deles estariam associados a vértices adjacentes (pois
o subgrupo é abeliano) com a mesma cor, o que não pode ocorrer.

Definimos a classe de conjugação contendo x no grupo G como

xG =
{
y−1xy; y ∈ G

}
.

O centralizador de x em G é dado por

C (x) =
{
y ∈ G; y−1xy = x

}
= {y ∈ G; xy = xy}.

Para o grafo Γ, ainda com a regra acima, o centralizador significa o conjunto dos vértices
adjacentes a x, além do próprio vértice x. Assim, temos a seguinte relação:

|C(x)| = d(x) + 1, ∀x ∈ G.

O centro Z (G) de G é dado por
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Z (G) =
⋂
x∈G

C(x)

ou ainda

Z(G) = {x ∈ G; xy = xy, ∀y ∈ G} .

Relacionando com Γ, o centro representa o conjunto dos vértices com grau n − 1, sendo
n o número total de vértices de Γ. De fato, se no grupo o elemento comuta com todos
os outros, então o vértice associado no grafo está adjacente a todos os outros. É um fato
bastante conhecido que o centro de Sn, n ≥ 3, é trivial, isto é, seu único elemento é a
identidade. O primeiro exemplo deste caṕıtulo ilustra esse resultado para n = 3.

No caṕıtulo 3, os vértices do grafo associado ao grupo são adjacentes se, e somente se, a
diferença entre esses elementos do grupo abeliano estiver em S−S, sendo S um subconjunto
livre de somas (isto é, se x, y ∈ S, então x + y /∈ S) do grupo. Tais representações são
conhecidas como Grafos de Cayley.

No primeiro apêndice, definimos em um dos exemplos o grafo associado a Z13 unindo
suas arestas se, e somente se, a diferença entre os elementos do grupo for um reśıduo cúbico
módulo 13.

1.3 Dois Resultados Básicos

Proposição 1.3.1. Seja G um grupo com centro Z(G). Se x ∈ G, então∣∣xG
∣∣ = 1 ⇔ x ∈ Z (G) .

Prova. ∣∣xG
∣∣ = 1 ⇔ xG = {x}

⇔ y−1xy = x, ∀y ∈ G

⇔ xy = yx, ∀y ∈ G

⇔ x ∈ Z (G) .

16



Corolário 1.3.1. Se G é um grupo, então∣∣xG
∣∣ = 1, ∀x ∈ G,

se, e somente se, G é abeliano.

Prova. ∣∣xG
∣∣ = 1, ∀x ∈ G

⇔ x ∈ Z (G) , ∀x ∈ G,

ou seja, G abeliano.

Proposição 1.3.2. Se G é um grupo e x ∈ G, então∣∣xG
∣∣ |C (x)| = |G| .

Prova. Seja C = C(x) e G̃, o conjunto de todas as classes laterais à direita de C.

Defina
f : xG −→ G̃

por

f
(
y−1xy

)
= Cy.

i) f está bem definida. De fato,

y−1xy = z−1xz

⇒ zy−1xyz−1 = x

⇒ (
yz−1

)−1
xyz−1 = x

⇒ yz−1 ∈ C ⇒ Cy = Cz.

17



ii) f é uma função injetora pois

f
(
y−1xy

)
= f

(
z−1xz

)⇒ Cy = Cz

⇒ yz−1 ∈ C

⇒ (
yz−1

)−1
xyz−1 = x

⇒ zy−1xyz−1 = x

⇒ y−1xy = z−1xz.

iii) f é sobrejetora uma vez que

y ∈ G ⇒ Cy = f
(
y−1xy

)
.

Assim, f é uma função bijetora e

∣∣xG
∣∣ =

∣∣∣G̃∣∣∣ =
|G|
|C| .
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Caṕıtulo 2

SUBGRUPOS ABELIANOS, α(G) E
a(G)

Neste segundo caṕıtulo, trataremos grupos multiplicativos. O primeiro resultado utiliza um
simples lema de coloração da Teoria dos Grafos para obter uma cota superior para cardinali-
dade de subgrupos abelianos, do qual derivamos alguns exemplos. Em seguida, demonstramos
o teorema de Wei, que relaciona o número de independência α(Γ) e os graus dos vértices de
um grafo Γ e será bastante utilizado neste e no próximo caṕıtulo. Aqui os grafos associados
aos grupos são constrúıdos unindo vértices com arestas se os elementos correspondentes no
grupo comutarem. A função a(G), que é o número ḿınimo de subgrupos abelianos que co-
brem G, surge em vários momentos deste caṕıtulo. Também apresentamos alguns corolários
e interessantes exemplos a partir da teoria estudada.

2.1 Uma Cota Superior para a Cardinalidade de um

Subgrupo Abeliano

Primeiramente, utilizaremos a Teoria dos Grafos para obter um majorante para a cardinalidade
de um subgrupo abeliano no Teorema 2.1.1. Na demonstração, faremos uso do seguinte

Lema 2.1.1. Seja Γ um grafo e d(x), o grau do vértice x. Se, para algum inteiro q > 1,

|{x ∈ Γ|d(x) ≥ q}| ≤ q,

então Γ pode ser q-colorido.

Prova. Se n é o número de vértices do grafo, então temos dois casos:

i) n ≤ q. Basta pintar os vértices com cores diferentes.
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ii) n > q. Façamos indução sobre n. Seja x um vértice de grau mı́nimo no grafo. Retire
esse vértice e todas as arestas incidentes nele, induzindo o grafo Γ − {x}.

Se d (x) ≥ q, então teŕıamos todos os n > q vértices com grau maior que ou igual a
q, o que contraria a hipótese. Assim, d (x) < q.

Dáı, em Γ − {x}, |{x ∈ Γ|d(x) ≥ q}| ≤ q ainda ocorre. Por hipótese de indução, é
posśıvel q-colorir Γ − {x}. Em seguida, pintamos x com uma cor não utilizada nos
vértices adjacentes a x (tal cor existe pois d(x) < q) e a demonstração está completa.

Teorema 2.1.1. Seja G um grupo finito com n elementos, com as classes de conjugação
ordenadas de acordo com as cardinalidades:

1 ≤ ∣∣x1
G
∣∣ ≤ ∣∣x2

G
∣∣ ≤ ...

Seja m o menor inteiro i tal que∣∣x1
G
∣∣ + ∣∣x2

G
∣∣+ ... +

∣∣xi
G
∣∣ ≥ |C (xi)| .

Então, cada subgrupo abeliano A ≤ G tem ordem

|A| ≤ ∣∣x1
G
∣∣+ ∣∣x2

G
∣∣+ ... +

∣∣xm
G
∣∣ .

Prova. Inicialmente, perceba que tal m existe pois∣∣x1
G
∣∣+ ∣∣x2

G
∣∣+ ... +

∣∣xk
G
∣∣ = |G| = n ≥ |C (xi)| , ∀i,

sendo k o número de classes de conjugação, pois G =
.⋃

1≤i≤k

xG
i .

O teorema é verdadeiro se G é abeliano. De fato, G abeliano dá
∣∣xi

G
∣∣ = 1 e |C (xi)| =

n, ∀i, e, portanto, m = n. Logo,

|A| ≤ ∣∣x1
G
∣∣+ ∣∣x2

G
∣∣ + ... +

∣∣xn
G
∣∣ = n.

Vejamos agora o caso G não-abeliano. Seja C (xl) o centralizador, diferente de G, de
maior cardinalidade. Então,∣∣x1

G
∣∣ =

∣∣x2
G
∣∣ = ... =

∣∣xl−1
G
∣∣ = 1

(Z(G) tem l − 1 elementos) para os elementos de Z(G) e
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|C (xl)| ≥ |C (xl+1)| ≥ ...(∗)
Seja A < G um subgrupo abeliano de cardinalidade máxima de G. Assim, Z(G) ≤ A

(caso contrário, existiria x ∈ Z (G), x /∈ A. Dáı, o subgrupo gerado por A e x seria
abeliano e conteria propriamente A, uma contradição pois A é abeliano com cardinali-
dade máxima). Então Z (G) ≤ A ∩ C (xl) (pois Z (G) ≤ C (xl)).

Vejamos agora que |A| ≤ |C (xl)|. De fato, se A ⊆ C(xl), então o resultado é imediato.
Senão, suponha que exista um elemento a ∈ A tal que a /∈ C (xl). Como A é abeliano,
A ≤ C (a) e |A| ≤ |C (a)|. Agora, observe que a ∈ xG

i para algum i /∈ {1, 2, ..., l−1}, pois
se a ∈ Z(G), então a estaria em C(xl) pelo parágrafo anterior, o que não pode ocorrer
pois estamos tomando a /∈ C(xl). Dáı,

|C(a)| ≤ |C(xl)|
e

|A| ≤ |C(xl)| .
Em seguida, afirmamos que m ≥ l. De fato, se m < l, então x1, x2, ..., xm estão todos

em Z (G). Logo, ∣∣x1
G
∣∣ = ∣∣x2

G
∣∣ = ... =

∣∣xm
G
∣∣ = 1,

C (xm) = n

e ∣∣x1
G
∣∣+ ∣∣x2

G
∣∣+ ... +

∣∣xm
G
∣∣ ≥ n ⇒ m ≥ n.

Portanto, n < l, o que é absurdo.

Se m = l, então

|A| ≤ |C (xl)| = |C (xm)| ≤ ∣∣x1
G
∣∣+ ∣∣x2

G
∣∣ + ... +

∣∣xm
G
∣∣

e o problema acaba por A ter cardinalidade máxima.

Assuma, então, m ≥ l+1. Considere Γ associado a G, construindo uma aresta unindo
os dois vértices associados a dois elementos do grupo sempre que estes comutarem. ΓG−Z

é o grafo obtido a partir de G deletando-se Z = Z (G) (que se compõe dos elementos
que estão em correspondência com os vértices conectados a todos os outros) e todas as
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arestas incidentes em seus vértices.

Afirmação. Nas notações acima, ΓG−Z pode ser

m∑
i=l

∣∣xi
G
∣∣-colorido.

Prova(Afirmação): A idéia será mostrar que em ΓG−Z o número de vértices de grau

≥ q =
m∑
i=l

∣∣xi
G
∣∣ é ≤ q. O resultado virá em seguida pelo Lema 2.1.1.

Em G, cada vértice y tem grau |C (y)| − 1. Assim, cada vértice y ∈ G − Z tem grau

|C (y)| − 1 − |Z|
em ΓG−Z , pois todos os elementos do centro Z eram adjacentes a y (observe que o grafo
considerado não possui loops).

Vamos contar |{y ∈ G − Z|d(y) ≥ q}|. Temos

|C (y)| − 1 − |Z| ≥ q =

m∑
i=l

∣∣xi
G
∣∣ ,

o que dá

|C (y)| − 1 ≥ |Z| +
m∑
i=l

∣∣xi
G
∣∣ =

m∑
i=1

∣∣xi
G
∣∣ ≥ |C (xm)| ,

pela definição de m. Então |C (y)| > |C (xm)| ou
∣∣yG
∣∣ < ∣∣xm

G
∣∣, pois∣∣yG

∣∣ |C (y)| =
∣∣xm

G
∣∣ |C (xm)| = |G| .

Portanto, y ∈
m−1⋃
i=l

xG
i (por (*) e m > l) e

m−1∑
i=l

∣∣xG
i

∣∣ é um limite superior para

|{y ∈ G − Z|d(y) ≥ q}|. Finalmente, observe que essas união e soma estão bem definidas
pois m ≥ l + 1.

Desde que os elementos de Z estavam unidos a todos os outros, precisamos de mais
|Z| cores para trazermos de volta os elementos de Z e as arestas partindo deles. Assim,

Γ pode ser

(
|Z| +

m∑
i=l

∣∣xG
i

∣∣)-colorido, ou seja,

(
m∑

i=1

∣∣xG
i

∣∣)-colorido e, portanto,

|A| ≤
m∑

i=1

∣∣xG
i

∣∣ ,
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pois, caso |A| >
m∑

i=1

∣∣xG
i

∣∣ , A abeliano, teŕıamos dois vértices de A com a mesma cor, o

que não pode ocorrer.

Como A foi escolhido com cardinalidade máxima, o teorema está provado.

Exemplo 2.1.1. Seja M = {m1, m2, ..., m2k−1} um grupo abeliano de ordem ı́mpar 2k−
1, k ≥ 2. Se x tem ordem 2 (isto é, x2 = 1 e x �= 1) e satisfaz

xmx = m−1(∗),
∀m ∈ M , então 〈x, M〉 (grupo gerado por x e M e chamado de Grupo Diedral Genera-
lizado) tem 4k − 2 elementos e classes de conjugação com as seguintes cardinalidades:

1, 2, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
k−1

, 2k − 1,

como veremos a seguir.

i) 1G = {1}.

ii) mi
G = {mi, mi

−1}. De fato,
1mi1 = mi,

mjmimj
−1 = mimjmj

−1 = mi,

pois M abeliano dá mimj = mjmi. Além disso,

xmix
−1 = xmix = mi

−1,

xmjmi(xmj)
−1 = xmjmimj

−1x

= xmimjmj
−1x = xmix = mi

−1.

Como M é um grupo, o inverso de mi está em M−{1} e mi �= m−1
i pois |M | é ı́mpar.

Assim, os 2k−2 elementos de M−{1} formam k−1 classes de 2 elementos cada uma.
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iii) xG = {xm1, xm2, ..., xm2k−1} pois

1x1−1 = x,

xxx−1 = x,

mixmi
−1 = mixxmix = mi

2x = mjx,

por (*) e M ser um grupo. Observe que mjx não pode estar em M . De fato, obvi-
amente, esse elemento não pode ser 1 nem mj. Se mjx = mi, então x = mj

−1mi

e, portanto, x ∈ M , um absurdo pois x tem ordem 2 e |M | = 2k − 1 (contradiz o
Teorema de Lagrange) .

Além disso,

xmjx(xmj)
−1 = xmjxmj

−1x−1

= xmjxxmjxx = xmjmj = xmk,

já que M é um grupo.

Somando parcialmente as cardinalidades das classes, obtemos 1, 3, 5, .... O menor
ı́ndice m para que se cumpra a condição do teorema 1 é m = k e a igualdade da
desigualdade proposta ocorre com M pois

m∑
i=1

∣∣xG
i

∣∣ = 1 + 2 + 2 + ... + 2︸ ︷︷ ︸
k−1

= 2k − 1 = |M |.

Observe que C(mi) = M, ∀i e C(x) = 〈x〉 .

Exemplo 2.1.2. O grupo S3 das permutações de 3 letras satisfaz a igualdade

m∑
i=1

∣∣xG
i

∣∣ = |C(xl)| ,
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sendo l definido como no Teorema 2.1.1, isto é, C(xl) é o centralizador de maior cardi-
nalidade e diferente de G.

De fato, sendo

S3 = {1, α, α2, β, αβ, α2β},
em que α3 = 1, β2 = 1, βα = α2β, temos cardinalidades das 3 classes de conjugação
iguais a

1, 2, 3.

Portanto, as cardinalidades dos centralizadores são

6, 3, 2,

o que pode ser visualizado em

1

α α2

β

αβα2β

Grafo associado a S3

Novamente, como no exemplo anterior, m = 2 e o centralizador diferente de S3 de
maior cardinalidade tem 3 elementos. Assim,

m∑
i=1

∣∣xG
i

∣∣ = 1 + 2 = 3 = |C(xl)| .

Segundo Bertram [1], grupos solúveis com no máximo 7 classes de conjugação, exceto S4,
cumprem a igualdade encontrada no exemplo 2.1.2 e a maioria (não todos) é de Frobenius.

Além disso, ainda por Bertram [1], em S4 e em cada grupo não-solúvel com no máximo 7
classes de conjugação, ocorre
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m∑
i=1

∣∣xG
i

∣∣ > |C(xl)| ,

e em Sn com n ≥ 7 tem-se

m∑
i=1

∣∣xG
i

∣∣ < |C(xl)| .

Exemplo 2.1.3. Considere o grupo G = S4. A tabela a seguir nos dá as cardinalidades
das classes de conjugação e dos centralizadores de G.

i xi

∣∣xG
i

∣∣ |C(xi)|
1 1 1 24
2 (1 2)(3 4) 3 8
3 (1 2) 6 4
4 (1 2 3 4) 6 4
5 (1 2 3) 8 3

Assim, m = 3, l = 2 e

3∑
i=1

∣∣xG
i

∣∣ = 1 + 3 + 6 > 8 = |C(xl)| .

Exemplo 2.1.4. Agora, vejamos G = S7. Novamente, a seguir temos as cardinalidades
das classes de conjugação e dos centralizadores de G.
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i xi

∣∣xG
i

∣∣ |C(xi)|
1 1 1 5040
2 (1 2) 21 240
3 (1 2 3) 70 72
4 (1 2)(3 4) 105 48
5 (1 2)(3 4)(5 6) 105 48
6 (1 2 3 4) 210 24
7 (1 2)(3 4)(5 6 7) 210 24
8 (1 2 3)(4 5 6) 280 18
9 (1 2)(3 4 5) 420 12
10 (1 2 3)(4 5 6 7) 420 12
11 (1 2 3 4 5) 504 10
12 (1 2)(3 4 5 6 7) 504 10
13 (1 2)(3 4 5 6) 630 8
14 (1 2 3 4 5 6 7) 720 7
15 (1 2 3 4 5 6) 840 6

Logo, m = 3, l = 2 e

3∑
i=1

∣∣xG
i

∣∣ = 1 + 21 + 70 < 240 = |C(xl)| .

Observe que o Teorema 2.1.1 garante que CS7 ((1 2)) não é abeliano.

2.2 Cotas Inferiores para α(Γ)

Como vimos no caṕıtulo 1, o número de independência de Γ, denotado por α (Γ), representa
a maior cardinalidade de um conjunto independente de Γ (coleção de vértices sem haver dois
deles conexos por uma aresta de Γ).

Os resultados desta seção encontram cotas inferiores para α(Γ) (Γ - grafo) e, portanto,
para α(G) (G - grupo).

O seguinte teorema relaciona α (Γ) e os graus dos vértices de Γ. Esse resultado foi provado
em 1980 por V. K. Wei [10] removendo um vértice v0 de grau ḿınimo, todos os vértices ad-
jacentes a v0 e todas as arestas incidentes em qualquer um desses vértices. A demonstração
apresentada aqui, de Jerry Griggs e Tom Ramsey, deleta um vértice de grau máximo.
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Teorema 2.2.1 (Wei). Seja d (v) o grau do vértice v no grafo Γ e α(Γ), o número de
independência de Γ. Então

α (Γ) ≥
∑
v∈Γ

1

d (v) + 1
,

com igualdade ocorrendo se, e somente se, Γ for uma união de cliques disjuntas.

Prova. Claramente, a igualdade ocorre se Γ não tem arestas, caso em que α (Γ) = |Γ| e
d (v) = 0, ∀v ∈ Γ, ou se Γ tem apenas 2 vértices, situação em que α (Γ) = 1 e d (v) = 1,
∀v ∈ Γ. Se não tivermos essas configurações, vejamos o que acontece.

Seja v0 um vértice de Γ de grau máximo, isto é,

d (v0) ≥ d (v) , ∀v ∈ Γ.

Denote por Γ− o grafo formado por todos os vértices de Γ−{v0} e todas as arestas de
Γ não-incidentes em v0, ou seja, o grafo induzido a partir de Γ removendo-se v0 e todos
as arestas incidentes nele.

v0
Γ Γ−

Exemplo de Γ e Γ− associado

Os vértices dentro da elipse em destaque nessa última figura (à esquerda) formam um
conjunto independente.

Denotemos por d− (v) o grau de v em Γ−. Para cada v ∈ Γ−,

d− (v) = d (v) ,

se (v, v0) não é uma aresta de Γ, e

d− (v) = d (v) − 1,

se (v, v0) é uma aresta de Γ. Logo, d− (v) ≤ d (v).
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Segue que

α (Γ) = α
(
Γ−)+ 1,

se v0 havia sido contado para α (Γ) e não existia outro subconjunto gerando α(Γ), ou

α (Γ) = α
(
Γ−) ,

caso contrário. Assim, podemos analisar duas situações:

1a. Se α (Γ) = α (Γ−) + 1, então podemos mostrar que

α (Γ) >
∑
v∈Γ

1

d (v) + 1
.

De fato, suponha por indução sobre o número de vértices que α (Γ−) ≥
∑
v∈Γ−

1

d− (v) + 1
.

Dáı, ∑
v∈Γ

1

d (v) + 1
≤ 1

d (v0) + 1
+
∑
v∈Γ−

1

d− (v) + 1

< 1 +
∑
v∈Γ−

1

d− (v) + 1
≤ 1 + α

(
Γ−)

= α (Γ) .

2a. Agora assuma α (Γ) = α (Γ−). Pode ser provado que sempre vale∑
v∈Γ−

1

d− (v) + 1
≥
∑
v∈Γ

1

d (v) + 1

ou que, equivalentemente,∑
v∈Γ−

[
1

d− (v) + 1
− 1

d (v) + 1

]
≥ 1

d (v0) + 1
,

usando que Γ = Γ− ∪ {v0}. Então, vejamos.

A última desigualdade se torna
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∑
v∈Γ−
∃(v,v0)

[
1

d− (v) + 1
− 1

d (v) + 1

]
+
∑
v∈Γ−

�(v,v0)

[
1

d− (v) + 1
− 1

d (v) + 1

]
≥ 1

d (v0) + 1

⇔
∑
v∈Γ−
∃(v,v0)

[
1

d (v)
− 1

d (v) + 1

]
+
∑
v∈Γ−

�(v,v0)

[
1

d (v) + 1
− 1

d (v) + 1

]
≥ 1

d (v0) + 1
,

pois para cada v ∈ Γ−, d−(v) = d(v)− 1, se (v, v0) é uma aresta de Γ, e d−(v) = d(v), se
(v, v0) não é uma aresta de Γ. Assim, ficamos com∑

v∈Γ−
∃(v,v0)

1

d(v) (d(v) + 1)
≥ 1

d (v0) + 1
(∗),

o que é verdade pois o somatório do lado esquerdo possui d(v0) parcelas e cada uma delas
é, no mı́nimo, 1

d(v0)(d(v0)+1)
já que d(v0) ≥ d(v), ∀v ∈ Γ, por hipótese.

Agora, assumimos α(Γ−) ≥
∑
v∈Γ−

1

d−(v) + 1
como hipótese de indução sobre a quanti-

dade de vértices. Dáı,

α(Γ−) ≥
∑
v∈Γ−

1

d−(v) + 1

⇒ α(Γ) ≥
∑
v∈Γ−

1

d−(v) + 1
≥
∑
v∈Γ

1

d(v) + 1
.

Isso prova a primeira parte do teorema.

Em seguida, se Γ é a união de cliques disjuntas Γ1, Γ2, ..., Γs, então α(Γ) = s (formando
o conjunto independente com um vértice de cada uma das cliques) e, em cada Γi, teremos∑

v∈Γi

1

d(v) + 1
=
∑
v∈Γi

1

|Γi| − 1 + 1
= |Γi| 1

|Γi| = 1.

Logo,

∑
v∈Γ

1

d(v) + 1
=

s∑
i=1

∑
v∈Γi

1

d(v) + 1
=

s∑
i=1

1 = s = α(Γ).
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Neste momento, suponha que ocorra a igualdade α(Γ) =
∑
v∈Γ

1

d(v) + 1
. Como

α(Γ) ≥ α(Γ−) ≥
∑
v∈Γ−

1

d−(v) + 1
≥
∑
v∈Γ

1

d(v) + 1
,

devemos ter

α(Γ) = α(Γ−) =
∑
v∈Γ−

1

d−(v) + 1
=
∑
v∈Γ

1

d(v) + 1
(∗∗).

Por indução sobre o número de vértices, nós podemos assumir que Γ− é uma união
de cliques disjuntas, digamos Γ1, Γ2, ..., Γr, sendo r = α(Γ−). Logo, r = α(Γ) (por (**)).
Então v0 deve ser adjacente a todo vértice em algum Γi, pois, caso contrário, existiria um
conjunto independente em Γ de cardinalidade r+1 (v0 e um vértice de cada Γi, 1 ≤ i ≤ r).

Se v0 é adjacente a todo vértice em alguma Γi e não tem outros vértices adjacentes,
então Γ é uma união disjunta das cliques.

Senão, v0 é adjacente a um vértice v0 que não está em Γi e, então, d(v0) ≥ |Γi| + 1 e
d(v) = |Γi|, para cada v ∈ Γi. Assim, como{

v ∈ Γ−; ∃(v, v0)
} ⊇ Γi ∪

{
v0
}

,

teŕıamos ∑
v∈Γ−
∃(v,v0)

1

d(v) (d(v) + 1)

≥ |Γi| 1

|Γi| (|Γi| + 1)
+

1

d(v0) (d(v0) + 1)

>
1

|Γi| + 1
>

1

|Γi| + 1 + 1
≥ 1

d(v0) + 1
,

pois d(v0) ≥ |Γi| + 1. Mas isso é absurdo uma vez que (*) e (**) nos dão∑
v∈Γ−
∃(v,v0)

1

d(v) (d(v) + 1)
=

1

d(v0) + 1
.

Isso conclui essa demonstração.

31



Esse teorema nos dá o seguinte

Corolário 2.2.1. Nas notações do Teorema 2.2.1,

α(Γ) ≥ |V (Γ)|2
|V (Γ)| + 2 |E (Γ)| ,

com igualdade se, e somente se, Γ for uma união disjunta de cliques de mesma cardina-
lidade, sendo E(Γ) o conjunto das arestas e V (Γ), o conjunto dos vértices de Γ.

Prova. Por Cauchy-Schwartz,(∑
v∈Γ

1

d(v) + 1

)(∑
v∈Γ

(d(v) + 1)

)
≥
(∑

v∈Γ

1

)2

= |V (Γ)|2 .

Dáı,

∑
v∈Γ

1

d(v) + 1
≥ |V (Γ)|2

|V (Γ)| + 2 |E(Γ)| ,

pois ∑
v∈Γ

(d(v) + 1) =
∑
v∈Γ

d(v) +
∑
v∈Γ

1 = 2 |E(Γ)| + |V (Γ)| .

Pelo Teorema 2.2.1, α(Γ) ≥
∑
v∈Γ

1

d(v) + 1
. Logo,

α(Γ) ≥ |V (Γ)|2
|V (Γ)| + 2 |E (Γ)| .

Para ocorrer a igualdade nessa última desigualdade, devemos ter
1

d(v)+1

d(v)+1
constante, ou

seja, d(v) constante, pela condição de igualdade da desigualdade de Cauchy-Schwartz, e,
pelo Teorema 2.2.1, Γ como uma união de cliques disjuntas.

Novamente, associe a G o grafo Γ = ΓG construindo uma aresta unindo os dois vértices
associados a dois elementos do grupo sempre que estes comutarem. Assim, α(Γ) (ou α(G))
denota a cardinalidade máxima dentre os subconjuntos de elementos de G que não comutam.

Definição 2.2.1. a(G) denota o número mı́nimo de subgrupos abelianos cuja união cobre
G.

32



Como no máximo um elemento de um mesmo subgrupo abeliano dos a(G) que cobrem
G pode ser contabilizado para α(G), então α(G) ≤ a(G). Isso mostra que nossas cotas infe-
riores para α(G) também servem para a(G).

Se k(G) denota o número de classes de conjugação x1
G, x2

G, ..., xk(G)
G distintas de G e

A é um subgrupo abeliano qualquer de G, então nós temos o seguinte

Corolário 2.2.2.

a) |G| ≤ α(G) · k(G);

b) |A|2 ≤ k(G) · |G|;
c) |A|2 ≤ α(G) · (k(G))2,

com igualdade ocorrendo em cada caso se, e somente se, G é abeliano e A = G em b) e
c).

Prova. Para o item a), veja que, para cada x ∈ G, o centralizador C(x) = {g ∈ G; gx = xg}
significa o conjunto dos vértices de Γ que estão conectados a x, além do próprio x. Logo,
d(x) = |C(x)| − 1 (lembrando que Γ não possui loops). Assim,

2 |E (Γ)| =
∑
x∈G

d(x) =
∑
x∈G

(|C(x)| − 1)

=
∑

classes
distintas

∣∣xG
∣∣ |C(x)| − |G|

= k(G) |G| − |G| ,
pois |C(x)| · ∣∣xG

∣∣ = |G| = |V (Γ)| , ∀x ∈ G e k(G) é a quantidade de classes distintas.
Portanto,

|V (Γ)| + 2 |E(Γ)| = k(G) · |V (Γ)| .
Pelo Corolário 2.2.1, segue que

α(Γ) ≥ |V (Γ)|
k(G)

.

e a igualdade vale se, e somente se, Γ é uma união de cliques disjuntas de mesma cardina-
lidade. Mas sendo G um grupo, o vértice correspondente a 1 deve estar unido a todos
os outros. Assim, o grafo associado a G deve ser completo e, portanto, G é abeliano,
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completando a parte a).

Para provar o item seguinte, vamos assumir A subgrupo abeliano com cardinalidade
máxima. Somando sobre as kG(A) G-classes distintas aG, a ∈ A, e usando que A =
·⋃

a∈A

(
aG ∩ A

)
, obtemos

|A| =
∑
a∈A

∣∣aG ∩ A
∣∣

≤ max
a∈A

∣∣aG
∣∣ · kG(A)

=
∣∣aG

0

∣∣ · kG(A)

≤ |G| · k(G)

|C(a0)|

≤ |G| · k(G)

min
a∈A

|C(a)| ,

pois kG(A) ≤ k(G) e
∣∣aG

0

∣∣ |C(a0)| = |G|.

Além disso, como A é abeliano, C(a) contém A. Assim, min |C(a)| ≥ |A| e, portanto,

|A| ≤ |G| · k(G)

|A|
e

|A|2 ≤ |G| · k(G).

Se G é abeliano (k(G) = |G|) e A = G (|A| = |G|), então ocorre a igualdade.

Agora, assuma que tenhamos a igualdade. Se vale a igualdade, então

|A| =
|G| · k(G)

min
a∈A

|C(a)|

=
|G| · k(G)

|A|
e, assim, |C(a)| = |A|, ∀a ∈ A e, então,

|aG| = |bG|, ∀a, b ∈ A.
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Logo

|aG| = 1, ∀a ∈ A,

pois |1G| = 1, o que dá A abeliano.

Temos ainda

|G| = |aG| |C(a)| = 1 · |A| = |A|,
que dá G = A.

Finalmente, c) segue diretamente de a) e b).

Recordemos os grupos diedrais de ordem 2n, n inteiro positivo. Eles são dados por

D2n =
〈
x, y; x2 = yn = 1, xyx = y−1

〉
= {1, y, y2, ..., yn−1, x, xy, xy2, ..., xyn−1}.

Exemplo 2.2.1. Para os grupos diedrais G = D2n,

k (D2n) =

{
n+3

2
se n ≡ 1 mod 2

n
2

+ 3 se n ≡ 0 mod 2

De fato,

i) se n é ı́mpar, então temos as classes 1G, {x, xy, xy2, ..., xyn−1} e (yj)
G
, com j =

1, 2, ..., n−1
2

, num total de

2 +
n − 1

2
=

n + 3

2

classes. (A idéia de encontrar tais classes é semelhante à usada no exemplo 2.1.1)

ii) se n é par, então temos as classes 1G, {x, xy2, ..., xyn−2}, {xy, xy3, ..., xyn−1}, (y n
2

)G
e (yj)

G
, com j = 1, 2, ..., n−2

2
, num total de

4 +
n − 2

2
=

n

2
+ 3
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classes.

Em cada um dos casos acima, o subgrupo abeliano A = 〈y; yn = 1〉 de ordem n cumpre

lim
n→∞

k · |G|
|A|2 = 1,

pois |G| = 2n = 2|A|, nesse caso.

Vejamos agora exemplos de grupos em que ocorre α(G) = a(G).

Exemplo 2.2.2. Com n ı́mpar, os grupos diedrais G = D2n mostram que

α(G) = a(G) =
1

2
|G| + 1.

De fato, Mason mostra em [7] que quando o centro do grupo é trivial (que é o caso
de D2n, n ı́mpar), então

a(G) ≤ 1

2
|G| + 1.

Por outro lado,

{x, y, xy, xy2, ..., xyn−1}
mostra que α(G) = n + 1. Assim, ocorre a igualdade.

Exemplo 2.2.3. Se G é não-abeliano, |G| = pq, em que p < q são primos e q ≡ 1 mod p,
então todos os seus subgrupos próprios, inclusive seus centralizadores, são abelianos por
terem ordens primas. Dáı, α(G) = a(G).

Na verdade, todo grupo não-abeliano G, em que todos os centralizadores diferentes de
G são abelianos, satisfaz α(G) = a(G). De fato, sendo

g1, g2, ..., gα(G)
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a maior coleção de elementos de G sem comutatividade dois a dois, temos

G =

α(G)⋃
j=1

C(gj),

pois cada x ∈ G deve comutar com pelo menos um dos gi.

Como cada centralizador C(gj) é abeliano, segue que

a(G) ≤ α(G).

Mas α(G) ≤ a(G) sempre. Logo, ocorre a igualdade.

Exemplo 2.2.4. Se G é não-abeliano, |G| = pq2, em que p e q são primos e q < p < q2,
então todos os seus centralizadores diferentes de G são abelianos.

Para mostrar essa afirmação, seja x �= 1 um elemento de G, o(x), a ordem de x
em G e C(x), o centralizador de x em G. Considere também o subgrupo N = 〈x〉 ge-
rado por x, cujo centralizador em G é CG(N) = C(x), pois N é ćıclico. Denotemos
CG(N) = C(x) = C. Claramente, N � C.

O teorema de Lagrange garante que o(x) divide pq2. Assim, analisaremos os seguintes
casos:

i) o(x) = pq.

Nesse caso, C = N pois C é um subgrupo próprio. Logo, C é ćıclico e, portanto,
abeliano.

ii) o(x) = q2.

Análogo ao caso anterior.

iii) o(x) = p.

Se C = N , então novamente temos C abeliano. Senão, |C| = pq, pois C �= G.
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Seja H um q-subgrupo de Sylow de C. Dáı, |H| = q. Além disso, N � C garante que
HN ≤ C. Como |N | = p nesse caso, |HN | = pq e, portanto, C = HN .

Como N centraliza H (pois H está contido em C), então N normaliza H. Além
disso, é claro que H normaliza H. Segue que H é subgrupo normal de HN = C.

Por outro lado, (|H|, |N |) = 1. Assim, C = H × N e C é ćıclico. Portanto, C é
abeliano também nesse caso.

iv) o(x) = q.

Vamos supor C �= N (caso contrário, não temos mais nada a fazer).

Se |C| = q2, então C é abeliano.

Senão, |C| = pq. Dáı, podemos aplicar os teoremas de Sylow e mostrar que C pos-
sui um único p-subgrupo de Sylow. Sendo H esse subgrupo, segue que H � C. Aqui
também ocorre (|H|, |N |) = 1 e, como no caso anterior, C é abeliano novamente.

Dáı, todo centralizador próprio de G é abeliano e, portanto, α(G) = a(G), pelo exem-
plo 2.2.3.

Exemplo 2.2.5. No exemplo 2.2.3, vimos que se em um grupo G não-abeliano todos os
centralizadores diferentes de G são abelianos, então α(G) = a(G). Mas essa condição
não é necessária.

Com efeito, no grupo não-abeliano S4 (das simetrias dos śımbolos 1, 2, 3, 4) o centra-
lizador de (1 2)(3 4) não é abeliano (de fato, (1 3)(2 4) e (3 4) estão nesse centralizador
e não comutam entre si).

Além disso, S4 é coberto por 10 subgrupos abelianos:

〈(1 2 3 4)〉 , 〈(1 3 2 4)〉 , 〈(1 2 4 3)〉 ,
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〈(1 2 3)〉 , 〈(1 2 4)〉 , 〈(1 3 4)〉 , 〈(2 3 4)〉 ,

{(1 2), (3 4), (1 2)(3 4), 1},

{(1 3), (2 4), (1 3)(2 4), 1},

{(1 4), (2 3), (1 4)(2 3), 1},

que se intersectam dois a dois apenas em {1}. Logo, a(S4) ≤ 10.

Por outro lado, os 7 primeiros geradores da cobertura acima juntamente com (1 2), (1 3)
e (1 4) formam uma coleção de 10 permutações sem comutatividade duas a duas. Assim,
α(S4) ≥ 10.

Portanto,
10 ≤ α(S4) ≤ a(S4) ≤ 10

o que dá
α(S4) = a(S4) = 10.

2.3 Grupos com Cota Superior para α(G)

Lema 2.3.1. Seja G um grupo finito não-abeliano com k(G) classes de conjugação dis-
tintas tal que

α(G) ≤ |G|r − 1, 0 < r < 1.

Então:

a) Para cada x ∈ G, |C(x)| ≥ |G| 1−r
2 .

b) Existe um elemento g ∈ G − Z(G) com |C(g)| > |G|1−r e |C(x) ∩ C(g)| > |G| 1−3r
2 ,

para cada x ∈ G.
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c) Finalmente, em todo grupo finito G, pelo menos k(G)−α(G) das classes de conjugação

distintas em G satisfazem
∣∣xG
∣∣ < |G| 12 .

Prova. a) Veja que

1

|G|
∑

classes
distintas

∣∣xG
∣∣2 =

∑
classes

distintas

∣∣xG
∣∣2

|G| =
∑

classes
distintas

∣∣xG
∣∣

|C(x)| =
∑
x∈G

1

|C(x)| ,

pois |G| = |C(x)||xG|, ∀x ∈ G.

Do Teorema 2.2.1, temos

α(G) ≥
∑
x∈G

1

d(x) + 1
=
∑
x∈G

1

|C(x)| .

Dáı,

1

|G|
∑

classes
distintas

∣∣xG
∣∣2 ≤ α(G) ≤ |G|r − 1 < |G|r

⇒
∑

classes
distintas

∣∣xG
∣∣2 < |G|r+1

⇒ ∣∣xG
∣∣2 < |G|r+1, ∀x ∈ G,

já que
∣∣xG
∣∣2 ≤ ∑

classes
distintas

∣∣xG
∣∣2 , ∀x ∈ G. Logo, obtemos sucessivamente

|xG| < |G| r+1
2 ,

|G|
|C(x)| < |G| r+1

2

e

|C(x)| > |G| 1−r
2 .
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b) Novamente do Teorema 2.2.1,

α(G) ≥
∑
x∈G

1

|C(x)| =
∑

x∈G−Z(G)

1

|C(x)| +
∑

x∈Z(G)

1

|C(x)|

=
∑

x∈G−Z(G)

1

|C(x)| +
|Z(G)|
|G| ,

desde que os centralizadores dos elementos do centro Z(G) são exatamente G.

Suponha que |C(x)| ≤ |G|1−r, ∀x ∈ G − Z(G). Dáı,

α(G) − |Z(G)|
|G| ≥

∑
x∈G−Z(G)

1

|G|1−r

=
|G| − |Z(G)|

|G|1−r
= |G|r − |Z(G)|

|G|1−r
.

Da hipótese,

α(G) − |Z(G)|
|G| ≤ |G|r − 1 − |Z(G)|

|G| .

Assim,

|G|r − |Z(G)|
|G|1−r

≤ |G|r − 1 − |Z(G)|
|G| ,

donde

1 ≤ |Z(G)|
|G|1−r

− |Z(G)|
|G|

e

1

|Z(G)| ≤
1

|G|1−r
− 1

|G| <
1

|G|1−r
.

Mas |Z(G)| ≤ |C(x)| , ∀x ∈ G e |C(x)| ≤ |G|1−r para x ∈ G − Z(G) por hipótese.
Portanto,

|Z(G)| ≤ |G|1−r,
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contradizendo o parágrafo anterior. Logo, existe g em G − Z(G) tal que |C(g)| >
|G|1−r.

Em seguida, de |C(x) ∩ C(g)| = |C(x)||C(g)|
|C(x)C(g)| e |C(x)C(g)| ≤ |G| (pois C(x)C(g) ⊆ G),

obtemos

|C(x) ∩ C(g)| ≥ |C(x)| |C(g)|
|G| .

Segue que

|C(x) ∩ C(g)| >
|G| 1−r

2 · |G|1−r

|G| = |G| 1−3r
2 ,

pois |C(x)| ≥ |G| 1−r
2 pelo item anterior.

c) Denote por l(G) o número de classes de conjugação distintas de G satisfazendo
∣∣xG
∣∣2 <

|G|. Segue que k(G)− l(G) classes cumprem
∣∣xG
∣∣2 ≥ |G| (k(G) é o total de classes de

conjugação distintas). Dáı,

∑
classes

distintas

∣∣xG
∣∣2 ≥ ∑

classes
distintas

|xG|2≥|G|

∣∣xG
∣∣2 ≥ |G| (k(G) − l(G)) .

Na prova do item a), vimos que

∑
classes

distintas

∣∣xG
∣∣2 ≤ α(G)|G|.

Assim, α(G) ≥ k(G) − l(G) e, portanto,

l(G) ≥ k(G) − α(G).

Como observação a esse último Lema, suponha que∣∣xG
∣∣ ≥ |G|r,
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para toda classe não-central de G. Assim, estamos negando o resultado obtido no item b)
desse Lema e, portanto, a hipótese não ocorre, isto é,

α(G) > |G|r − 1

e

α(G) ≥ �|G|r� .

Em particular, se r = 1
2
, então obtemos

α(G) ≥
⌊
|G| 12

⌋
.

Além disso, ainda com r = 1
2
,
∣∣xG
∣∣ < |G| 12 se, e somente se, x ∈ Z(G) (pois

∣∣xG
∣∣ = 1 se

x ∈ Z(G)). Logo, l(G) = |Z|. Usando o desenvolvimento do item c), temos

|Z| = l(G) ≥ k − α(G),

ou seja,

α(G) ≥ k − |Z|.
Agora, vamos comparar

⌊
|G| 12

⌋
e k − |Z| para saber qual é o melhor limite inferior para

α(G) no caso em que r = 1
2
.

Como |xG| ≥ |G| 12 para as k−|Z| classes não-centrais, passando o somatório sobre essas
classes, obtemos

|G| − |Z| ≥ |G| 12 (k − |Z|) .

Mas |G| > |G| − |Z|. Segue que

|G| > |G| 12 (k − |Z|)
e

k − |Z| < |G| 12 ,
ou seja, α(G) ≥ k − |Z| não melhora o limite inferior dado por

α(G) ≥
⌊
|G| 12

⌋
.

Outra observação é que nem sempre vale k(G) − α(G) ≥ 0. Nosso exemplo é o grupo
A4 das permutações pares de ordem 4. Por um lado, G = A4 possui 4 classes de conjugação:
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1G, (1 2)(3 4)G (a união dessas duas classes forma o conhecido Grupo de Klein), (1 2 3)G,
(2 3 4)G. Logo, k(A4) = 4. Por outro, α(A4) = 5, tomando cada um dos elementos de
(1 2 3)G além de (1 2)(3 4).

2.4 Mais Cotas Inferiores para α(G)

A partir do Lema 2.3.1, obtemos como conseqüência mais uma cota inferior para α(G), nos
casos em que o grupo contém um subgrupo M fechado para os centralizadores (isto é,
sempre que x ∈ M − {1}, tem-se CG(x) ≤ M) e em que existe um elemento de um grupo
não-abeliano com centralizador de cardinalidade prima.

Teorema 2.4.1. Seja G um grupo contendo um subgrupo próprio M tal que sempre que
x ∈ M − {1}, tem-se CG(x) ≤ M . Então

α(G) ≥
⌊
|G| 13

⌋
.

Prova. Suponha

α(G) <
⌊
|G| 13

⌋
≤ |G| 13 ,

ou seja,
α(G) ≤ |G| 13 − 1.

Essa é exatamente a hipótese do Lema 2.3.1 se r = 1
3
∈ (0, 1). Pelo item b) desse

lema, ∃g ∈ G − Z(G) com

|C(x) ∩ C(g)| > |G| 1−3r
2 = 1, ∀x ∈ G,

o que indica que C(x) ∩ C(g) possui elemento diferente de 1, uma contradição pois se

i) g ∈ M − {1}, então C(g) ≤ M. Tome x /∈ M (pois M é subgrupo próprio).

Se y ∈ M − {1}, então C(y) ≤ M , ou seja, os elementos que comutam com y estão
todos em M . Assim, xy �= yx e y /∈ C(x).

Se y ∈ G − M , então y /∈ C(g) (desde que C(g) ≤ M).

Assim, C(x) ∩ C(g) = ∅.
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ii) g /∈ M , tome x ∈ M − {1} e, portanto, C(x) ≤ M .

Se y ∈ G − M , então y /∈ C(x) (como no caso anterior).

Se y ∈ M − {1}, então C(y) ≤ M , o que dá y /∈ C(g) (pois se y ∈ C(g), então
g ∈ C(y), dando g ∈ M , que contraria a hipótese).

Novamente, C(x) ∩ C(g) = ∅.

Segue que α(G) ≥
⌊
|G| 13

⌋
.

Vamos a mais um

Corolário 2.4.1. Seja p um primo qualquer dividindo a ordem de um grupo não-abeliano
G. Se existe um elemento x ∈ G tal que |C(x)| = p, então

α(G) ≥
⌊
|G| 13

⌋
.

Prova. Basta mostrar que C(x) cumpre as condições de M do Teorema 2.4.1.

Como p é primo, C(x) é abeliano e ćıclico. Denotemos C(x) = {1, x, x2, ..., xp−1},
o que dá o(x) = p. Vamos mostrar que para y ∈ C(x) − 1, digamos y = xk, k ∈
{1, 2, ..., p − 1} , C(y) = C(x).

Obviamente,

xβ = βx, ∀β ∈ C(x).

Logo,

xkβ = βxk, ∀β ∈ C(x).

Assim, C(x) ⊆ C(y).

Seja β ∈ C(y). Como (k, p) = 1, existem a e b inteiros tais que ak + bp = 1, dando

xak+bp = x,
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que implica

xak · xbp = x

e, portanto,

xak = x.

Mas de xkβ = βxk resulta

xakβ = βxak,

ou seja,

xβ = βx, ∀β ∈ C(x).

Logo, C(y) ⊆ C(x).

Segue que C(x) = C(y).

Exemplo 2.4.1. Um grupo G é dito de Frobenius se existe {1} �= H < G tal que

Hx ∩ H = {1}, ∀x ∈ G, x /∈ H.

Grupos de Frobenius são exemplos de grupos contendo subgrupo fechado para os centra-
lizadores. Com efeito, seja h ∈ H − {1} e x ∈ C(h) (isto é, xh = hx). Se x /∈ H, então

hx = h ∈ Hx ∩ H

e, portanto, h = 1, absurdo. Logo, x ∈ H e, conseqüentemente, C(h) ⊂ H.

Exemplo 2.4.2. Outro exemplo de grupo G contendo subgrupo fechado para os centra-
lizadores é um grupo de permutação transitivo de p (p primo) śımbolos (G ≤ Sp) agindo
transitivamente sobre X = {1, 2, ..., p}.

Sejam

Gx = {g ∈ G; g(x) = x}, x ∈ X,

e
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Ox = {g(x); g ∈ G}
a órbita de x ∈ X. Logo,

|Ox| = |G : Gx| .
Como a ação é transitiva, existe apenas uma órbita, cuja ordem é, portanto, p.

A idéia, a partir de agora, será mostrar que um p-subgrupo de Sylow P ≤ G é fechado
para os centralizadores. Como a maior potência de p dividindo p! é p, segue que |P | = p.
Dáı, P é ćıclico, isto é, ∃a ∈ G com o(a) = p tal que P = 〈a〉.

Precisamos mostrar que C(a) ⊆ P, ∀a ∈ P . Na verdade, podemos demonstrar que
C(P ) = P .

Como o(a) = p, temos que a é um p-ciclo. Dáı, P ∩ Gx = {1}.

Além disso, |G : P | divide p!
p

= (p−1)! e |G : Gx| = p. Portanto, (|G : P |, |G : Gx|) =
1. Logo, G = PGx.

Afirmação. C(P ) ∩ Gx = {1}.
Prova. Dado b ∈ C(P ) ∩ Gx, então

ba(x) = ab(x) = a(x),

pois b ∈ C(P ), a ∈ P e b(x) = x, já que b ∈ Gx.

Assim,

ba2(x) = aba(x) = a2(x).

Por indução, temos

bar(x) = ar(x), ∀r.

Logo, b = 1 e segue o resultado.

Como C(P ) ⊂ G = PGx, segue que C(P ) = PGx ∩ C(P ). Pela regra de Dedekind,

PGx ∩ C(P ) = P (C(P ) ∩ Gx) = P,

pois P ≤ C(P ). Assim, C(P ) = P .
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2.5 Uma Cota Superior para a(G)

Finalizando este caṕıtulo, lembrando novamente que a(G) representa a quantidade ḿınima
de subgrupos abelianos que cobrem o grupo G, passemos ao seguinte

Teorema 2.5.1. Definamos uma função f(n) indutivamente por f(1) = 1 e

f(n) = n +

(
n

2

)
f(n − 1).

Se α(G) < ∞, então
a(G) ≤ f(α(G)).

Em particular, a(G) < ∞.

Prova. Denote α(G) = α. Sejam x, y ∈ G com xy �= yx. Suponha que existam

c1, c2, ..., cα ∈ C(x) ∩ C(y)

(ou seja, xcj = cjx e ycj = cjy, ∀j ∈ {1, 2, ..., α}) elementos não comutando dois a dois.

x y

c1 c2 cα−1 cα

C(x) ∩ C(y)
..

Então dois dos elementos x, c1y, c2y, ..., cαy devem comutar, pois α é a quantidade
máxima de elementos em G sem haver dois que comutem.

Suponha que x comute com algum cjy. Então, como cj ∈ C(x),

xcjy = cjyx.

Portanto,

cjxy = cjyx

e

xy = yx.

absurdo.
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Agora, suponha que existam ciy e cjy comutando, ou seja,

ciycjy = cjyciy.

Dáı,
cicjy

2 = cjciy
2

e, portanto,

cicj = cjci,

novamente uma contradição. Assim,

α (C(x) ∩ C(y)) < α(G),

sempre que xy �= yx.

Agora, sejam x1, x2, ..., xα elementos que não comutam dois a dois e defina

Bjk = C(xj) ∩ C(xk),

para j �= k, num total de
(

α
2

)
conjuntos. Como xjxk �= xkxj , temos

α(Bjk) < α(G)

pelo parágrafo anterior e, portanto,

α(Bjk) ≤ α − 1.

Por indução sobre α, segue que

a(Bjk) ≤ f (α(Bjk)) ≤ f(α − 1)

(pois f é crescente). Assim, Bjk pode ser coberto por f(α − 1) subgrupos abelianos.

Seja agora Aj = C(xj) −
⋃
k �=j

Bjk, 1 ≤ j ≤ α.

Afirmação. 〈Aj〉 é abeliano, 1 ≤ j ≤ α.

Prova(Afirmação): Sejam u, v ∈ Aj. Então,

x1, ..., xj−1, u, xj+1, ..., xα(j ≤ α)
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formam um conjunto C de α elementos que não comutam dois a dois, pois, pela definição
de Aj , u não comuta com xk, k ∈ {1, ..., j − 1, j + 1, ..., α}.

Mas em

C ∪ {v}
há α+1 elementos e, portanto, dois deles comutam. Logo, v comuta com algum elemento
de C. Como u e v estão em Aj, que não contém elementos que comutam com os demais
de C pela definição de Aj , esses elementos comutam e 〈Aj〉 é abeliano.

Portanto, a (〈Aj〉) = 1, ∀j.

Como

G =
⋃

1≤j≤α

〈Aj〉 ∪
⋃

1≤j≤α

Bjk,

segue que

a(G) ≤ α +

(
α

2

)
f(α − 1) = f(α(G)).

Obtemos, assim, uma cota superior para a(G).

Outra cota superior muito interessante para a(G) foi utilizada no exemplo 2.2.2 e é devida
a D.R. Mason [7]: quando o centro do grupo G é trivial, isto é, Z = {1} e |Z| = 1, há no
máximo 1

2
|G| + 1 subgrupos abelianos que cobrem G.
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Caṕıtulo 3

SUBCONJUNTOS LIVRES DE
SOMAS

Neste caṕıtulo, todos os grupos são aditivos abelianos. Começamos apresentando algumas
definições para grupos aditivos, seguidas de resultados básicos e exemplos. Os resultados
relacionarão os conjuntos S +S, S−S e 1

2
S, sendo S um subconjunto livre de somas ou livre

de somas localmente maximal do grupo G. Nesta parte a colaboração da Teoria dos Grafos
virá da seguinte associação: dois vértices serão adjacentes se, e somente se, sua diferença
pertence a S −S, sendo S um subconjunto livre de somas localmente maximal em um grupo
G. Alguns fatos são complementados nos dois apêndices a seguir.

3.1 Introdução

Definição 3.1.1. Seja G um grupo finito. Um subconjunto S de G é chamado livre de
somas se sempre que x, y ∈ S, então x + y /∈ S. Além disso, sejam

S + S = {x + y; x, y ∈ S}
e

S − S = {x − y; x, y ∈ S}.
Exemplo 3.1.1. ∅ é trivialmente livre de somas.

Exemplo 3.1.2. Sendo Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} e S = {1, 3} ⊂ Z6, S é um subconjunto
livre de somas de Z6.
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Exemplo 3.1.3. {1} é subgrupo não-vazio livre de somas em qualquer grupo.

Lema 3.1.1. S é livre de somas se, e somente se, S ∩ (S + S) = ∅ = S ∩ (S − S).

Prova. ⇒ ) Dado x ∈ S + S, ∃a, b ∈ S tais que x = a + b. Dáı, x /∈ S pois S é livre de
somas. Logo,

S ∩ (S + S) = ∅.
Dado x ∈ S − S, ∃a, b ∈ S tais que x = a − b, que não pertence a S pois b e

(a − b) + b = a estão em S, que é livre de somas. Logo,

S ∩ (S − S) = ∅.
⇐ ) Se x, y ∈ S, então x + y ∈ S + S. Como S ∩ (S + S) = ∅, temos x + y /∈ S. Logo, S
é livre de somas.

Esse lema será bastante utilizado nas demonstrações seguintes.

Definição 3.1.2. Define-se 1
2
S = {x ∈ G; 2x ∈ S}, sendo G um grupo.

Lema 3.1.2. Se S é livre de somas, então 1
2
S é livre de somas.

Prova. Suponha x, y ∈ 1
2
S. Então, 2x e 2y estão em S. Como S é livre de somas,

2x + 2y = 2(x + y) /∈ S

e, portanto, x + y /∈ 1
2
S. Assim, 1

2
S é livre de somas também.

Lema 3.1.3. Seja G um grupo finito. Se |G| é ı́mpar e S ⊆ G, então∣∣∣∣12S

∣∣∣∣ = |S|.
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Prova. Defina f : 1
2
S → S dada por f(x) = 2x. Se mostrarmos que f é bijetora, segue

o resultado.

Dado x ∈ S, então x
2
∈ 1

2
S por definição. Logo, f é sobrejetora.

Suponha f(x) = f(y). Dáı, 2x = 2y e 2(x − y) = 0. Logo, o(x − y)|2. Mas |G| é
ı́mpar, o que dá o(x − y) = 1, ou seja, x − y = 0 e x = y. Assim, f é injetora.

Portanto, f é bijetora.

Lema 3.1.4. Sejam A, B ⊆ G, sendo G um grupo. Então,

G = A + B ou |G| ≥ |A| + |B|.
Prova. Se G �= A + B, então escolha g ∈ G tal que g /∈ A + B (tal elemento existe pois
A + B ⊆ G, já que G é um grupo). Defina o conjunto

B′ = {g − b; b ∈ B}.
Assim,

|B′| = |B|,
além de B′ ⊆ G.

Agora, suponha que A ∩ B′ �= ∅. Então, existe a ∈ A ∩ B′. Logo,

a = g − b ⇔ g = a + b,

o que contradiz a definição de g. Logo, A ∩ B′ = ∅ e, portanto,

|G| ≥ |A| + |B′| = |A| + |B|,
pois A ∪ B′ ⊆ G e |A ∪ B′| = |A| + |B′| − |A ∩ B′|.
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3.2 Subconjuntos Livres de Somas Localmente Ma-

ximais

Definição 3.2.1. Seja G m grupo finito. Um subconjunto S de G livre de somas é
chamado localmente maximal se, sempre que T é um subconjunto livre de somas de
G e S ⊆ T , tivermos S = T necessariamente.

Exemplo 3.2.1. Sendo Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} e S = {1, 3, 5} ⊂ Z, S é um subconjunto
livre de somas localmente maximal de Z6, pois 0 = 0+0, 2 = 1+1 e 4 = 1+3 não podem
ser inseridos (caso contrário, o subconjunto não seria livre de somas).

Conjuntos livres de somas localmente maximal têm sido estudados devido à sua relação
com os números de Ramsey

R(3, 3, ..., 3︸ ︷︷ ︸
k

),

que é o menor inteiro positivo n tal que em qualquer coloração das arestas com k cores do
grafo completo Kn existe (pelo menos) um triângulo monocromático. Mais detalhes a res-
peito desse assunto podem ser vistos no Apêndice A.

Lema 3.2.1. Seja G um grupo abeliano finito e S, um subconjunto de G livre de somas
localmente maximal. Então

|S| ≤ 1

2
|G|.

Em particular, como todo R ⊂ G livre de somas está contido em um subconjunto livre
de somas localmente maximal, temos que |R| ≤ 1

2
|G| ocorre para qualquer R ⊂ G livre de

somas.

Prova. Pelo Lema 3.1.4,

G = S + S ou |G| ≥ 2|S|.
Como S é livre de somas , então (S + S) ∩ S = ∅. Se G = S + S, então

G ∩ S = ∅,
o que implicaria S = ∅ já que S ⊂ G �= ∅. Mas isso é um absurdo pois S é livre de somas
localmente maximal. Assim,
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|G| ≥ 2|S|.

Lema 3.2.2. Seja G um grupo finito. Se |G| é par e S é um subconjunto livre de somas
de G, então ∣∣∣∣12S

∣∣∣∣ ≤ 1

2
|G|.

Prova. Pelo lema anterior, todo conjunto livre de somas em um grupo finito qualquer
tem cardinalidade menor que ou igual a 1

2
|G| e, pelo Lema 3.1.2, 1

2
S é livre de somas.

Por outro lado, ∣∣∣∣12S

∣∣∣∣ =
1

2
|G|

ocorre quando

S = {2 + 4i}n−1
0 ⊂ Z4n.

Por fim, o exemplo G = Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} e S = {0, 1, 2, 3} mostra que se S não for
livre de somas, então o resultado não necessariamente é verdadeiro, pois 1

2
S = {0, 1, 3, 4}

dá
∣∣1
2
S
∣∣ = 4 > 3 = 1

2
|G|.

Exemplo 3.2.2. No exemplo dado na prova do Lema 3.2.2 para
∣∣1
2
S
∣∣ = 1

2
|G| ,

S = {2, 6, 10, 14, ..., 4n− 2} ⊂ Z4n

e

1

2
S = {1, 3, 5, ..., 2n − 1, 2n + 1, 2n + 3, ..., 4n − 1}.

Portanto,
∣∣1
2
S
∣∣ = 2 |S|.

Por outro lado, o conjunto livre de somas

S = {(2, 0), (2, 2), (2, 3)} ⊂ Z4 ⊕ Z4
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e não localmente maximal, pois S ∪ {(2, 1)} é livre de somas, mostra que não necessari-
amente ocorre

∣∣1
2
S
∣∣ ≤ 2 |S|, uma vez que

1

2
S = {(1, 0), (3, 0), (1, 2), (3, 2), (1, 1), (3, 3), (3, 1), (1, 3)}.

Seria verdade que S livre de somas localmente maximal implica
∣∣1
2
S
∣∣ ≤ 2 |S|?

Teorema 3.2.1. Seja G um grupo e S, um conjunto livre de somas localmente maximal
em G. Seja c uma constante positiva. Então:

i) G = S ∪ (S + S) ∪ (S − S) ∪ 1
2
S.

ii) Se |G| é ı́mpar, então |S| ≥ 1
6

(
(24|G| − 15)

1
2 − 3

)
.

iii) Se |G| é par, então |S| ≥ 1
6

(
(12|G| − 23)

1
2 − 1

)
.

iv) Se |S + S| ≤ c|S|, então

|S| ≥ |G|
c2 + c + 2

para |G| ı́mpar e

|S| ≥ |G|
2(c2 + c + 1)

para |G| par.

Prova.

i) Suponha x ∈ G − S ∪ (S + S) ∪ (S − S). Sendo S = {s1, s2, ..., sn}, S ∪ {x} =
{x, s1, s2, ..., sn} não é livre de somas pois S foi tomado maximal. Por isso, temos
3 possibilidades

1. si + sj = sk, que não pode por S ser livre de somas;

2. si + x = sj e x ∈ S − S, absurdo pela escolha de x;

3. x + x = si e 2x ∈ S, o que dá x ∈ 1
2
S,
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e, portanto,

G = S ∪ (S + S) ∪ (S − S) ∪ 1

2
S.

ii),iii) Inicialmente, observe que

|S + S| ≤
(|S|

2

)
+ |S|(∗)

(a primeira parcela vem de elementos distintos de S e a segunda, de elementos
iguais) e

|S − S| ≤ 1 + 2

(|S|
2

)
(∗∗)

(a primeira parcela vem de elementos iguais, a segunda, de elementos distintos e o
fator 2 pela escolha da ordem entre as parcelas na diferença).

Para ii,
∣∣1
2
S
∣∣ = |S| (pelo Lema 3.1.3). Logo, de i), temos

|G| ≤ |S| + |S + S| + |S − S| +
∣∣∣∣12S

∣∣∣∣
≤ |S| +

(|S|
2

)
+ |S| + 1 + 2

(|S|
2

)
+ |S|,

por (*), (**) e
∣∣1
2
S
∣∣ = |S|. Assim,

|G| ≤ 3|S| + 1 + 3
|S| (|S| − 1)

2
=

3

2
|S|2 +

3

2
|S| + 1.

Resolvendo a inequação em |S|, obtemos

|S| ≥ 1

6

(
(24|G| − 15)

1
2 − 3

)
.

Para iii, ∣∣∣∣12S

∣∣∣∣ ≤ 1

2
|G|.
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(pelo Lema 3.2.2). Logo, por i),

|G| ≤ |S| + |S + S| + |S − S| +
∣∣∣∣12S

∣∣∣∣
≤ |S| +

(|S|
2

)
+ |S| + 1 + 2

(|S|
2

)
+

1

2
|G|,

por (*), (**) e
∣∣1
2
S
∣∣ ≤ 1

2
|G|. Dáı,

1

2
|G| ≤ 2|S| + 1 + 3

|S| (|S| − 1)

2

=
3

2
|S|2 +

1

2
|S| + 1

⇒ |G| ≤ 3|S|2 + |S| + 2.

Resolvendo a inequação em |S|, obtemos |S| ≥ 1
6

(
(12|G| − 23)

1
2 − 1

)
.

iv) |S + S| ≤ c|S| implica |S − S| ≤ c2|S| (***) (veja demonstração no Apêndice B).

Se |G| é ı́mpar, temos
∣∣1
2
S
∣∣ = |S|(pelo Lema 3.1.3). Assim, por i),

|G| ≤ |S| + |S + S| + |S − S| +
∣∣∣∣12S

∣∣∣∣
≤ |S| + c|S| + c2|S| + |S|,

por (***) e
∣∣1
2
S
∣∣ = |S|. Assim,

|G| ≤ |S|(c2 + c + 2).

Agora se |G| é par, temos
∣∣1
2
S
∣∣ ≤ 1

2
|G|(pelo Lema 3.2.2) e, portanto, por i),

|G| ≤ |S| + |S + S| + |S − S| +
∣∣∣∣12S

∣∣∣∣
≤ |S| + c|S| + c2|S| + 1

2
|G|,

58



por (***) e
∣∣1
2
S
∣∣ ≤ 1

2
|G|. Portanto,

|G| ≤ |S|2(c2 + c + 1).

Antes do próximo teorema, considere um grupo G de ordem diviśıvel por 3 e H , um
subgrupo de ı́ndice 3 em G. Então,

G = H
.∪ (H + a)

.∪ (H + 2a),

em que a e 2a não estão em H , mas 3a ∈ H .

Sendo S = H + a, então S + S = H + 2a e S − S = H . Dáı,

G = S
.∪ (S + S)

.∪ (S − S)

e S ∩ (S + S) = ∅ = S ∩ (S − S). Logo, S é livre de somas. Para mostrar que S é livre de
somas localmente maximal, temos a seguinte

Afirmação. Nas notações acima, se x ∈ G − S, então T = S ∪ {x} não é livre de somas
e, portanto, S é livre de somas localmente maximal.

Prova(Afirmação): Como x /∈ S, então temos dois casos:

i) x ∈ S + S = H + 2a. Neste caso, x = h + 2a = (h + a) + a. Isso significa que T não
é livre de somas pois h + a e a estão em S = H + a e S ⊂ T .

ii) x ∈ S − S = H .

Aqui, basta tomar a ∈ S = H + a e ver que x + a também está em S = H + a.
Novamente, T não é livre de somas.

Além disso,

S ∪−S = S
.∪ (S + S).

Dáı,

|S − S| + |S ∪ −S| − 3 = |G| − |G|
|S − S| ,
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pois H = S − S implica |G|
|S−S| = |G : H| = 3.

Agora, vejamos o último resultado, que é uma relação entre a cardinalidade de um grupo
e subconjuntos livres de somas localmente maximais.

Teorema 3.2.2. Seja S um conjunto livre de somas localmente maximal no grupo finito
G. Então,

|S − S| + |S ∪−S| − 3 ≤ |G| (1 − |S − S|−1
)
,

com igualdade se, e somente se, S − S é um subgrupo de G, |G : S − S| = 3 e S é uma
classe lateral de S − S.

Prova. O exemplo anterior a este teorema mostra que tomando S = H +a (classe lateral
de H = S − S ≤ G) com |G : H| = 3 temos a igualdade.

Para a rećıproca, seja S um subconjunto livre de somas localmente maximal em G.

Se R = {x1, x2, ..., xr} é um conjunto qualquer de elementos distintos de G com
xi − xj /∈ S − S, 1 ≤ i �= j ≤ r, então

r ≤ |G| − |S − S| − |S ∪−S| + 3.

De fato, considere o r-conjunto definido por yi = xi − x1, 1 ≤ i ≤ r. Apenas y1 = 0
está em S − S pela definição de R.

Se houvesse yi e yj, i, j ≥ 2, em S, então yi − yj = xi − xj estaria em S − S, o que
não pode ocorrer. Logo, no máximo um dos yi, i ≥ 2, pertence a S. Analogamente, no
máximo um dos yi, i ≥ 2, pertence a −S.

Como S é livre de somas, (S − S) ∩ S = ∅ = (S − S) ∩ (−S) e, assim,

(S − S) ∩ (S ∪−S) = ∅.
Portanto, em G, há três subconjuntos disjuntos de elementos:

i. Y = {0 = y1, y2, ..., yr};
ii. (S − S) − {0};
iii. S ∪−S, descontando no máximo dois elementos já possivelmente contados em Y .
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Assim,

|G| ≥ r + (|S − S| − 1) + (|S ∪ −S| − 2) .

Segue que

r ≤ |G| − |S − S| − |S ∪−S| + 3.

Agora, ainda com S dado no grupo abeliano G = {g1, g2, ..., gn}, associe a G o grafo
ΓS cujos vértices são g1, g2, ..., gn e com uma aresta entre gi e gj se, e somente se, gi−gj ∈
S − S. (Grafo de Cayley)

Para cada gi em G há |S − S| − 1 elementos gj �= gi tais que

gi − gj ∈ (S − S) − {0}.
Ou seja, ΓS é grafo regular pois cada vértice tem grau |S − S| − 1. Sendo E o conjunto
de arestas de ΓS, temos

|E| =
1

2
n (|S − S| − 1) .

Juntamente com o Corolário 2.2.1, obtemos

α(G) ≥ |G|2
|G| + 2|E| =

|G|
|S − S| ,

com igualdade se, e somente se, ΓS for uma união de cliques disjuntas, cada uma com
cardinalidade |S − S| pois ΓS é regular.

Um conjunto independente em ΓS é um conjunto de elementos distintos g1, g2, ..., gr

que satisfaz

gi − gj /∈ S − S

para i �= j. Logo,

|G|
|S − S| ≤ α(G) ≤ |G| − |S − S| − |S ∪−S| + 3,

e a desigualdade foi provada.

Agora, para ocorrer a igualdade, devemos ter

1. α(G) = |G|
|S−S| , o que ocorre se, e somente se, ΓS é uma união de cliques disjuntas de

cardinalidade |S − S|;
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2. α(G) = |G| − |S − S| − |S ∪−S| + 3.

Vejamos o que essas sentenças geram passo a passo:

• S − S é um subgrupo de G.

Pela definição de ΓS, 0 está conectado a todos os elementos de (S−S)−{0}. Por 1,
0 não pode se conectar a nenhum outro elemento (pela cardinalidade de cada clique)
e, também por 1, está formada a clique S −S (ΓS é, pela igualdade assumida, uma
união de cliques disjuntas). Segue que S − S é um subgrupo de G.

• S é uma classe lateral de S − S.

Afirmação. S é uma clique em ΓS.

Prova(Afirmação): Note que cada par de elementos de S está conectado por
arestas de ΓS (veja definição de ΓS).

Suponha que exista a /∈ S e a conectado a cada elemento de S (observe que ΓS é
uma união de cliques disjuntas). Dáı,

(a − S) ∪ (S − a) ⊆ S − S.(∗)
Então:

i) 2a /∈ S.

Suponha que ∃s ∈ S tal que 2a = s. Assim,

a = s − a ∈ S − S,

por (*). Além disso, s /∈ S − S já que s ∈ S e S ∩ (S − S) = ∅ por S ser livre
de somas. Mas os elementos de S−S só se conectam a elementos que também
estejam em S − S pois S − S é uma clique. Logo, 2a /∈ S.

ii) a /∈ S + S.

Suponha que ∃si, sj ∈ S tais que

a = si + sj .
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Então, si = a − sj ∈ S − S por (*). Dáı, si ∈ S ∩ (S − S), o que não pode
ocorrer já que S é livre de somas (e, portanto, S ∩ (S − S) = ∅). Assim,
a /∈ S + S.

iii) a /∈ S − S.

Suponha que ∃si, sj ∈ S tais que

a = si − sj ou a − si = −sj .

Por (*),

−sj ∈ S − S ou sj ∈ S − S,

o que contradiz a hipótese de S ser livre de somas (S e S − S têm interseção
vazia). Assim, a /∈ S − S.

Agora, vamos analisar o conjunto S ∪ {a}. Sendo

S = {s1, s2, ..., sk},
temos

S ∪ {a} = {a, s1, s2, ..., sk}.
Vimos que 2a /∈ S, a /∈ S + S e a /∈ S − S. Portanto, S ∪ {a} é livre de somas,
contradizendo a hipótese de que S é livre de somas localmente maximal. Logo, não
existe a /∈ S com a conectado a todos os elementos de S, o que implica que S é
uma clique em ΓS e, conseqüentemente, |S| = |S − S|.

Vamos mostrar agora que S é uma classe lateral não-trivial de S − S.

Afirmação. Nas notações acima, S = s + (S − S), ∀s ∈ S.

Prova(Afirmação): Se x ∈ S, então

x = s + (x − s), ∀s ∈ S,
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mostra que x ∈ s + (S − S). Logo, S ⊆ s + (S − S). Mas |S| = |S − S| dá que S é
uma classe lateral de S − S.

• |G : S − S| = 3.

Analogamente, −S também é uma classe lateral de S − S.

Temos duas possibilidades: S = −S ou S ∩−S = ∅.

Suponha S = −S. Então S ∪ −S = S. Por 1, 2 e |S − S| = |S|, temos

|G|
|S − S| = α(G) = |G| − |S − S| − |S ∪−S| + 3

⇒ |G|
|S| = |G| − 2|S| + 3

⇒ |G| (|S| − 1) = |S| (2|S| − 3) .

Mas |S|−1 é primo com |S| (pois são números inteiros consecutivos) e com 2|S|−3
(sendo d = (|S| − 1, 2|S| − 3), então d divide 2·(|S| − 1)−(2|S| − 3) = 1. Portanto,
d = 1.).

Assim, |S| = 2 = |G| e S = G, o que não pode ocorrer pois S é livre de somas.

Logo, S∩−S = ∅ e, portanto, |S∪−S| = 2|S|. Observe também que a cardinalidade
de um subconjunto livre de somas localmente maximal é no mı́nimo 2. Dáı,

|G|
|S| = |G| − 3|S| + 3

⇒ |G| = |S||G| − 3|S| (|S| − 1)

⇒ |G| (1 − |S|) = 3|S| (1 − |S|)

⇒ |G| = 3|S|
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ou
|G| = 3|S − S|,

dando que S − S tem ı́ndice 3 em G.
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Apêndice A

TEORIA DE RAMSEY

O filósofo inglês Frank P. Ramsey (1903-1930) provou por volta 1928, pouco antes de morrer
próximo de completar 27 anos, em seu artigo On a Problem of Formal Logic, publicado em
1930, o teorema a seguir de existência dos chamados números de Ramsey.

Definição A.0.2. R = R(k1, k2, ..., kn) é chamado Número de Ramsey. Ele denota
a quantidade mı́nima R de vértices de um KR grafo completo colorido por arestas com
n cores para que haja uma k1-clique monocromática da primeira cor, ou uma k2-clique
monocromática da segunda cor,..., ou uma kn-clique com vértices pintados com a mesma
n-ésima cor.

Teorema A.0.3 (Teorema de Ramsey). Nas notações acima, existe R(k1, k2, ..., kn),
sendo n inteiro positivo.

Uma demonstração desse teorema pode ser encontrada em [9].

Um exemplo da teoria de Ramsey é apresentado mais classicamente da seguinte forma:

Exemplo A.0.3. Em uma festa com s pessoas, em que s ≥ 6, há três pessoas que
se conhecem mutuamente ou três que não se conhecem duas a duas entre si, supondo
rećıproca a relação conhecer.

Relacionado com esse, temos da teoria dos grupos o seguinte

Exemplo A.0.4. Os elementos não-nulos de Z5 dos inteiros módulo 5 podem ser parti-
cionados em dois conjuntos livres de somas S1 = {1, 4} e S2 = {2, 3} para mostrar que
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R(3, 3) > 5.

De fato, associemos S1 a uma cor C1 e S2, a uma cor C2 da seguinte forma: sendo
v0, ..., v4 os vértices de K5 associado a G, colorimos a aresta que une vi a vj com a cor
Ck se i − j ∈ Sk. Como Sk = −Sk, essa coloração está bem definida. Desde que S1 e S2

são livres de somas, não há triângulos monocromáticos nessa pintura.

De fato, se vi, vj, vl fossem vértices de um triângulo monocromático, então vi − vj,
vj − vl, vl − vi estariam em um mesmo subconjunto Sk, k = 1 ou k = 2, um absurdo pois
vi − vj + vj − vl = vi − vl e Sk é livre de somas.

Assim, R(3, 3, 2) > 5.

Voltando ao primeiro exemplo, vamos mostrar que o resultado ocorre com 6 pessoas (ou
mais). Escolha uma pessoa P qualquer do grupo. Se representarmos a relação conhecer com
arestas de cor 1 e a não conhecer com arestas de cor 2, de P partem 3 arestas às pessoas
A, B, C de uma das cores, digamos cor 1 sem perda de generalidade. Então, há aresta da
cor 1 unindo A, B, C ou as arestas unindo A, B, C são todas da cor 2. Em qualquer caso, o
resultado está provado. Portanto, R(3, 3) = 6.

Exemplo A.0.5. Vamos estudar R(3, 5). Considere

Z13 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},
e associe-o a um grafo em que cada elemento é um vértice.

Os reśıduos cúbicos não-nulos de Z13 são

1, 5, 8, 12.

Se a diferença entre dois vértices é um reśıduo cúbico, então colorimos a aresta cor-
respondente de vermelho. Caso contrário, a pintamos de azul. Como 1 = −12 mod 13
e 5 = −8 mod 13, a pintura está bem definida.

Nesse grafo, não há subconjunto de três vértices conectados por segmentos vermelhos,
nem subconjunto de cinco vértices unidos por linhas azuis. Logo,

R(3, 5) > 13.
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Exemplo A.0.6. É fácil ver que

R(2, m) = m, m = 2, 3, ...

Em particular, R(2, 4) = 4. Além disso, R(3, 3) = 6 pelos exemplos A.0.3 e A.0.4.

Também pode ser mostrado que se R(k − 1, m) = 2p e R(k, m − 1) = 2q, então

R(k, m) < 2p + 2q = R(k − 1, m) + R(k, m − 1),

que é uma conseqüência da desigualdade

R(k, m) ≤ R(k − 1, m) + R(k, m − 1)

(veja [6]). Segue que

R(3, 4) < 4 + 6,

o que dá R(3, 4) ≤ 9.

Como R(2, 5) = 5 e

R(3, 5) ≤ R(2, 5) + R(3, 4) ≤ 5 + 9,

segue que R(3, 5) = 14 e, portanto, R(3, 4) = 9.

Esses foram mais alguns interessantes resultados unindo a Teoria dos Grafos, através dos
estudos de Ramsey, à Teoria dos Grupos. Em [6] encontram-se mais exemplos.
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Apêndice B

SOBRE A CARDINALIDADE DE
S + S E S − S

O objetivo deste segundo apêndice é demonstrar um resultado utilizado no item iv do Teorema
3.2.1 do caṕıtulo 3.

Seja S um subconjunto de um grupo finito e aditivo G. Como definimos no caṕıtulo 3,

S + S = {si + sj; si, sj ∈ S},

S − S = {si − sj ; si, sj ∈ S}.

Em 1976, I.Z. Ruzsa respondeu em [8] de forma elementar à seguinte pergunta de P.
Erdös:

Para toda constante positiva c, existe c′ tal que para todo conjunto S,

|S + S| ≤ c|S| ⇒ |S − S| ≤ c′|S|?

no caso em que c′ = c2.

Em [5], G.A. Freiman trata os conjuntos satisfazendo |S + S| ≤ c|S| de forma profunda.
Um dos teoremas desse livro responde rapidamente à pergunta de Erdös. Vejamos agora a
solução de Ruzsa.

O resultado segue do
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Teorema B.0.4. Nas notações acima, |S||S − S| ≤ |S + S|2.
De fato, se |S + S| ≤ c|S|, então

|S + S|2 ≤ c2|S|2.

Pelo teorema acima, |S||S − S| ≤ c2|S|2, o que dá

|S − S| ≤ c2|S|.

Esse teorema é conseqüência do

Teorema B.0.5. Para S, X, Y conjuntos finitos, temos

|S||X − Y | ≤ |S − X||S − Y |.
fazendo X = Y = −S.

Passemos, então, à prova desse último resultado.

Prova. Se mostrarmos a existência de uma função injetora de S × (X − Y ) em (S −
X) × (S − Y ), então teremos provado o teorema.

Definamos f : S × (X − Y ) → (S − X) × (S − Y ) por

f(s, d) = (s − x, s − y),

em que d = x − y ∈ X − Y , tomando x maximal. Vamos mostrar que f é injetora.

De fato, se

f(s, d) = f(s′, d′),

em que d′ = x′ − y′ ∈ X − Y , x′ maximal, então

(s − x, s − y) = (s′ − x′, s′ − y′).

Dáı, {
s − x = s′ − x′

s − y = s′ − y′
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o que dá x − y = x′ − y′, ou seja, d = d′. Como x e x′ são maximais, x = x′ e, portanto,
s = s′.

Logo, (s, d) = (s′, d′) e f é injetora.
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Vértices isolados, 15

74


