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RESUMO

Apresentamos uma extensao do Teorema de Barta devido a G. P. Bessa and J.
F. Montenegro e fazemos algumas aplicagoes geométricas do resultado obtido. A
primeira aplicacao geométrica da extensao do Teorema de Barta é uma extensao
do Teorema de Cheng sobre estimativas inferiores de autovalores do Laplaciano em
bolas geodésicas normais. A segunda aplicagdo geométrica éuma generalizacao do
Teorema de Cheng-Li-Yau de estimativas de autovalores para uma subvariedade

minima do espaco forma.

Palvras-chave: Teorema de Barta. Teorema de comparagao de autovalores de Cheng.



ABSTRACT

We present an extension to Barta’s Theorem due to G. P. Bessa and J. F. Mon-
tenegro and we show some geometric applications of the obtained result. As first
application, we extend Chang’s lower eigenvalue estimates of the Laplacian in nor-
mal geodesic balls. As second application, we generalize Cheng-Li-Yau’s eigenvalue

estimates to a minimal submanifold of the space forms.

Keywords: Barta’s theorem. Chang’s eigenvalue comparison Theorem
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Introducao

O problema de Dirichlet consiste em encontrar todos os nimeros reais A para
os quais se tem pelo menos uma fungdo ndo nula f € C?(Q) N C°() que seja
solucao da equacao Af + Af = 0 com f|Q > 0 e f|02 = 0 onde, @ C M é um
aberto limitado da variedade Riemanniana M. A existencia de tais autovalores é
garantida pelo teorema espectral que diz que tais autovalores consistem de uma
sequéncia 0 < A1 < A9 < ... < +00. Definimos também o tom fundamental de um

subconjunto aberto conexo 2 C M por

A*(Q) = inf {W, f e Hi(Q)\ {0}} :
Jof

Quando 2 é compacto com bordo 92 suave por partes, possivelmente vazio, o tom
fundamental \*(£2) é o primeiro autvalor A;(Q2) de Q. Neste trabalho provaremos
uma extensao do Teorema de Barta, Teorema (2.3) devido a G.P. Bessa e J.F. Mon-
tenegro que pode ser encontrado em [2], que d4 uma limitagao inferior para o tom
fundamental A* de uma variedade Riemanniana M. Tal resultado serd usado para
dar-se alguma aplicagoes geométricas. A primeira delas é uma extensao do teorema
de estimativas de autovalores de Cheng, que pode ser encontrado em [5]. Este re-
sultado d4, sob determinadas hipdteses, uma comparacao entre o tom fundamental
A* de uma bola geodésica numa variedade Riemanniana M e o primeiro autovalor
do laplaciano A1, numa bola geodésica no espago forma N"(c¢) e garante que se eles
sao iguais entao tais bolas sao isométricas.

A segunda aplicagao geométrica também é baseada no Teorema (2.3), e é de fato
uma generalizagao do Teorema de Cheng-Li-Yau [6], para estimativas de autovalores
em subvariedades minimas do espago forma N"(c).

Tais resultados aqui apresentados visam aumentar o conhecimento dos autoval-

ores do laplaciano que é um tema de bastante interesse na pesquisa Matematica.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 O Gradiente, Divergente e o Laplaciano

Nesta se¢ao iremos dar as definigoes de gradiente, divergente e laplaciano de
uma funcdo f: M — R de classe C* onde M é uma variedade riemanniana, visto

que esses sao objetos que serao usados no decorrer deste trabalho.

1.1.1 O Gradiente

Definicao 1.1. Seja f: M — R defininos o gradiente de f, como o campo vetorial
gradf € X(M) onde X(M) ¢é o conjuto dos campos de vetores de classe C*° em M,

por
(gradf,V) =df(V), YV € X(M).

Propriedades 1.1.1.
a) grad(f + g) = gradf + gradg

b) grad(fg) = g(gradf) + f(gradg)

Prova.
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a)
(grad(f +9),V) = d(f+9)(V)
= (df +dg)(V)
= df(V)+dg(V)
= (gradf,V) + (gradg, V)
= (gradf + gradg, V).
Como V ¢ arbitrario segue-se que grad(f + g) = gradf + gradg.

b)
(grad(fg),V) = d(fg)(V)
= (fdg+ gdf)(V)
= [fdg(V)+gdf(V)
= f(gradg,V) + g(gradf, V)
= (f(gradg) + g(gradf), V).

como V é qualquer entao grad(fg) = g(gradf) + f(gradg). O

Se (z1,x2, ..., ) é uma sistema de coordenadas em M temos

dfzzggg“idxz
€
9
V:Zviaxz

asim em coordenadas,

K A R .
dfvV) =, %dxz(jzlwamj)ul vid Zaxl

onde
i

n
0
onde v;: M — R sa@o as coordenadas de V. Se fizermos gradf = Z a;
—

a;: M — R entao

(gradf,V szaj 8x 6:): ZU%%Q%J
i J

=1

Portanto pela definicdo de gradiente

Vi@ Gii = ——;, VV.
Z JIt] Zz; axl

i=1

Dado V = i dai temos que
Oxy,

af
Z GiGk; = %
J
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Of
Zaggk]g B

onde (¢*) = (gp1) ™!

e assim

Logo

, 0 que implica

of
Zaz 1 _Za$k kl

of gt
Z Omk

gradf Z af k"L

1.1.2 Divergéncia

a$k

12

Defini¢ao 1.2. Dado o campo de vetores X € X(M), o divergente de X no ponto

p € definido como

(divX)(p) =

onde V € a conexdo de Levi-Civita de M. Se eq, e, ...

trago(v — V, X)

entao N
(divX)(p) = S (Ve X, e1).
i=1
Propriedades 1.1.2.
a) div(X +Y) =divX 4+ divY

b) div(fX) = fdivX + (gradf,

Prova.

)
div(iX+Y) =

X) Vf € C®(M)

trago(v — V(X +Y))

traco(v — (V,X + V,)Y)

trago(v — V,X) + trago(v — V,Y)
divX +divY

,en € uma base ortonormal,
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b)

PRELIMINARES

div(fX) = traco(v+— V,fX)

= trago(v — fV,X +v(fX))

= trago(v — fV,X) + traco(v — v(f)X)
X Y e X))

= fdivX + > fixi

= fdivX + (gradf, X).

Em coordenadas temos que

Entao se X = Za] 9

De fato,

Assim,

0 que implica

divX = Z 2 j .

,onde a;: M — R de classe C°°, teremos

divX = Z Oai —|— Zajf‘éj
V)

da
V%X:Zaaéax] 2 aif ”a or

<V Z 02, Lo+ aTgu

: 9\ ik
divX = Z<va‘ilX 87>g

= Za gikg™ + > a; T gig™
0
- Zag +2 ol
1

]

como queriamos demonstrar.

Lema 1.1. Seja g = det(gi;). Entdo

1 0
faﬂj ( 7+Zakrzk

1 0
Em coordenadas divX = — _—_
75 2 By
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Prova. Temos que g = det(gi;) = det(((aii, a—x])) entao
1 0 1 1 0 da 10 da
— T (Vgar) = — g+ Jgok ) = — T, T
V9 Oxg V9 \2y/g Oz oxy 2g Oxy, oxy
basta entao calcular ({fg e o lema serd mostrado. Ora, mas observe que g pode ser
Tk
visto como
<i/\i/\ /\ii/\i/\ /\i)
9= O0x1 Ora Oz, Oxr1 Oxo oz,

onde A é o produto vetorial. Sendo assim temos que

dg 0 o 0 0
R P N R\
oxy, Z 8:61 A vagk &v@ 4 0z, 0x1 A Oxn>
o 0 0
= 2 It e N —
Z 8x1 M AZ ’“a N e 0o D)
g 0 0
= 2 F —_—
Z N oan e " o)
= 2gZF
Logo
1 0 . Oday,
—2 Iia + — =Y apl'},; +
f@x > (V9 QZ ki Ok o sz: kLK
como queriamos. O

1.1.3 Laplaciano

Definicao 1.3. Seja f: M — R uma fun¢do suave na variedade Riemanniana M.

Definimos o Laplaciano de f, que denotamos por Af, como sendo
Af = div(gradf).

Propriedades 1.1.3.

Se f,g: M — R sdo diferencidveis, entao

a)A(f+9) =Af +Ag

b) A(fg) = fAg+ gAf + 2(gradf, gradg).

Prova.
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a)
A(f+g) = div(grad(f +9))
= div(gradf + gradg)
= div(gradf) + div(gradg)
= Af+Ag

A(fg) = div(grad(fg))
div(f(gradg) + g(gradf))

(f )

) +

div(f(gradg)) + div(g(gradf))
= f(div(gradg) + (gradf, gradg)

+ g(div(gradf)) + (gradg, gradf)
fAg+ gAf + 2(gradf,gradg).

como queriamos demonstrar. O

Em coordenadas temos

Af = div(gradf)
. Of 0
= div (ZQ o= o, 8x]>

_ i Of
- ﬁEjM(@gjaxj)'

1.2 Hessiano

Sejam M e N variedades Riemannianas completas de dimensao m e n, respec-
tivamente. Seja ¢ : M — N uma imersao isométrica, isto é, uma aplicacao

satisfazendo

(X,Y)p = (dp(X), dp(Y) o) ¥ € M e ¥ X € T, M.

w(p

Considere a fungao diferenciavel g: N — R e a composi¢ao f = go p: M — R.
Indentifique X com dp(X).

Entao, temos
(gradf, X) = dg(X) = (gradg, X) Vp e M e VX € T, M,
visto que

gradg = gradf + (gradg)*t
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onde (gradg)® é perpendicular a T,M e ((gradg)*, X ) =0.

Nosso objetivo nessa secao é calcular o Hessiano de f = go . Para isso, denote
por V e V as conexdes Riemannianas de M e N respectivamente.
Definicao 1.4. Seja f: M — R. Definimos a forma Hessiana de f por
Hess(f)(X,Y) = (Vxgradf,Y) em p € M, para X, Y € T,M.

Definicao 1.5. Seja ¢ : M — N uma imersao. Definimos a segunda forma fun-

damental o : T,M x T,M —(T,M)* da imensdo ¢ por
a(X,Y)=VxY—VxYemp€ Mpara X, Y € T,M.
A proposigao a seguir é devido a L. Jorge e D. Koutrofiotis [7]

Proposicao 1.1. Pelas difinicoes acima e para todo X, Y € T,M, temos que o

Hessiano de f =g o ¢ € dado por
Hess(f)(X,Y) = Hess(g(p))(X,Y) + (gradf, a(X,Y)) (1.1)
Prova. Como
a(X,gradf) = Vxgradf — Vxgradf
temos

Hess(f)(X,Y) = (Vxgradf,Y)
= <6Xgradf - Oé(X, gradf)v Y>
= (Vxgradf,Y) — {(a(X,gradf),Y).

Lembrando que a(X,Y) € (T,M)* para todo X,Y € T,M

obtemos
(a(X, gradf),Y) =0.
Usando
X (Y, gradf) = (Vxgradf,Y) + (VxY, gradf) (1.2)
e

(gradf, X) = df (X) = (gradg, X) (1.3)
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segue-se que

Hessf(X,Y) = (Vxgradf,Y)
— X({gradf,Y) — (VxV,gradf)
= X(gradg,Y) — (VxY,gradf)
= (Vxgradg,Y) + (VxY,gradg) — (VxY, gradf)
= (Vxgradg,Y) + (VxY, gradg — gradf)
= (Vxgradg,Y) + (VxY, (gradg)*)
= Hess(9)(X,Y) + (VxY)", gradg)
— Hess(g)(X,Y) + (gradg, a(X,Y)).

Como consequéncia, se calcularmos o trago em 1.1 com respeito a base {e1,...,en}

para T, M, temos para o Laplaciano de f,

Af = TrHess(f)(ei,e; )

n n

= ZHGSS(Q)(ei, e;) + (gradg, Z a(ei, e;)).-

i=1 =1

O

Iremos agora enunciar e demonstrar um teorema que serd muito usado neste
trabalho de dissertacao e que é de grande improtancia na literatura matematica.

Para isto necessitaremos de mais alguns resultados que daremos a seguir.

1.2.1 A Funcao Distancia

Seja M uma variedade Riemanniana defina o conjunto
E, ={v € T,M;exp,(tv) € M\Cut(p), V0 <t <1} (1.4)
Proposicao 1.2. exp,, : E, — M\Cut(p) ¢ um difeomorfismo.
Fixando p € M denotaremos por p : M\ (Cut(p) U{p}) — R’ a funcao distacia
apartir de p, i.e., p(q) = d(p,q).

Proposicao 1.3. Seja v : [0,a] — M\Cut(p) uma geodésica normalizada partindo
de p. Entao
gradp(y(t)) =~'(t), VO <t <a. (1.5)

Em particular, |gradp| = 1
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Prova. Seja y(t) = exp,(tv), 0 <t < a, e ¢ =(ty). Se w € T,M, wly(to), segue
da proposi¢ao anterior e do Lema de Gauss a existécia de W € T, (T, M) tal que
(W,v) =0 e (dexp,)iwW = w. Tomemos entdo a: (—¢,€) — Ej tal que |a(s)| = to,
a(0) = tov e /(0) = W. Segue da unicidade de geodésica minimizante que liga
expp(a(s)) a p que

pexpy(a(s))) = to,

e dai

0 = (gradp(q), (dexp, )t W) = (gradp(q), w).

Como a igualdade acima é vélida para todo wl~/(tg), segue que gradp(q) é

multiplo de 7/(tp). Mas desde que p(y(t)) =t para 0 < ¢t < a, temos

(gradp(~(t)),7'(t)) =1, V0 <t <a,

e daf gradp(vy(t)) =~/(t), para 0 < t < a. O

Vamos entao ao teorema.

Teorema 1.1 (Teorema de Comparagao do Hessiano). Sejam M; e My variedades
de dimensao n e 7y; : [0,a] — M; com i = 1,2, duas geodésicas parametrizada pelo
comprimento de arco, onde 7y; ndo intersecta o cut locus de v;(p). Seja p; a fungdo
distancia de v;(0) sobre M; e K; a curvatura secional de M;. Suponha que em vy, e

Yo com 0 <t < a, tenhamos

0 0
> —
K (X, (971) > Ka(Xo, C{Mz)’

onde X; € um vetor unitdrio qualquer em T’ ) M;, perpendicular a 6%1-’ entao
Hess(p1)(X1,X1) < Hess(pz)(X2, X2).

Prova. Seja Ei,...,E}, um sistema de campos de vetores ortonormais paralelo ao

longo de ; com E! = a?yi.

Assim temos,

0 — ~ ~ 0,0
Xil* — (X, R(X;, —

i =4 ( 5%)

Hess(f)(X, X) = /0 "

sendo X; um campo de Jacobi ao longo de 7; com 3\(;(%(0)) =0 e 3(:(%(0)) = X.

O campo j)\(; ¢é decomposto como 5(/2 = c% + (5(;)L para algum c real.

Logo
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~ 0 o 0

0= (X, 87%>(’Y(a)) = <687%’ (97%>

segue-se que ¢ = 0, e portanto, (Xl, e (7i(t)) = 0 para todo 0 < ¢t < a. Dessa

forma, )71 é perpendicular a E, em cada ponto de ;.

Considere )
= Z Xi(t)E}
i=1

Tomemos Ei,....E} tal que

n—1

X1 = Xi(a) = Y N(@) B (1(a))

i=1
Defina agora um campo de vetores Z ao longo de ; por

n—1

Z=> NtE].

i=1

Entao Z assume os mesmos valores de X; emt=0et =a.
Além disso,

1Z| = | Xa|

L n—1 n—1
V o Xo| = N E?| = MNOEN =V o Z|.
‘ 5%, 2’ |:g: z() z’ ’:g: z() z‘ ’ 5% |

Sabemos que o campo de Jacobi minimiza a forma do indice entre todos os campos de

vetores ao longo da mesma geodésica com os mesmos valores de fronteira, concluimos

B @0 =9 > ~ 0 .0
Hess(p1)(X1,X1) = /0(\X1| <X1=R(X1,87%)8771>)dt

om
g, 0
< 2
< [0V 2P~ 2Rz
a0 0
= Xo|? Z,—))dt
[ g%l — Kz )

-~ 0
< [T~ Ka(Fa, g

= Hess(p2)(X2, X2),

isso prova o teorema. O
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1.3 Tom Fundamental

Seja M uma variedade riemanniana e {2 C M um aberto conexo. O tom funda-

mental \*(£2) de Q é definido por

2
N(Q) = inf{w,f c Hi (D) \ {o}} (1.7)

onde f € H}(2) é o completamento de C§°(€2) com respeito a norma

| o l2= / o+ / Vol
Q Q

Se Q1 C Q9 sdo abertos, entao
A*(21) > A" (Q2) > 0.

Se Q) C Q9 C ... C M é uma exaustao de M entao lim, ..o A*(€2,) existe e se tem
Tim A(Qn) = N(M)

onde A*(M) é dada por (1.7)



Capitulo 2

Uma Extensao do Teorema de

Barta

Neste capitulo iremos nos dedicar a demonstracao do teorema que pode ser

considerado uma extensao do Teorema de Barta.

Necessitaremos no decorrer do seguinte teorema:

Teorema 2.1 (Férmula de Green). Sejam f: M — R uma fungdo de classe C*(M),
h: M — R uma funcio de classe C'(M), de modo que pelo menos uma delas tenha

com suporte compacto. Entao,
/ {hAf + (gradh, grad f)}dV = 0.
M
Se ambas sio de classe C*(M), entdo
/ (hAf — fAR}AV = 0.
M
Vamos entao enunciar o teorema que iremos estender.

Teorema 2.2 (Barta). Seja M uma variedade Riemanniana limitada com fronteira
ndo-vazia seccionalmente suave OM e f € C*(M)NC°(M) com fIM >0 e flJOM =
0 e seja M (M) o primeiro autovalor de Dirichlet de M. Entdo

sup (—Aff> > Ay(M) 2 inf <—Aff> (2.1)

com igualdade em (2.1) se, e somente se, f é uma primeira auto-fungao de M.

Prova. Seja ¢ uma auto-funcao associada a A\j(M) com ¢|M > 0 e ¢|OM = 0.

Entao
Do __Af L GAF-fAG

MM) === 74
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Observe que por hip6tese f¢|M > 0 e pela férmula de Green, enunciado no teorema
(2.1),
| (oaf  racpav o

Entao ou ¢Af — fA¢ = 0 e o resultado segue-se, ou existem z1,x2 € M tais que
(PAf — fAP)(x1) > 0e (PAf — fAP)(x2) < 0. Se pAf — fA¢p nao é identicamente
nulo, temos

Af

w0 > - @) = int (—f>

analogamente

Se ocorre a igualdade, entao
PAf — fAP=0
e assim f = ¢, ou seja , f é uma auto-funcao associada a \;(M).

O]

Para fazermos o que foi dito no inicio deste capitulo, precisaremos de algumas
defini¢ées e resultados que apresentaremos a seguir. Para o que se seguird, supore-
mos M uma variedade riemanniana com bordo OM # @ e f € C*(M)NC°(M) uma

fungao positiva.

Definicao 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana e um campo de vetores X €

L (M) (significando que |X| € L} (M)). Uma fungio g € L} (M) é uma di-

loc loc loc

vergéncia fraca de X se
[ o9== [ terado,x) 0 € o).
M M

E claro que existe, no mdzimo, no sentido de funcoes mensurdveis, uma divergéncia

1
loc

1
loc

fraca g € L; (M) para um dado campo X € L; (M) e escrevemos g = DivX. Para
campos de vetores X € C' a divergéncia usual divX coincide com a divergéncia

fraca, isto é, divX = DivX se X ¢ de classe C'.

Definigao 2.2. Denotamos por WH o espaco de Sobolev de todos os campos de

vetores X € L}, (M) que possuem divergéncia fraca DivX € L} (M).

loc loc
Observagao 2.1. Se X € WHY{(M) e f € CYM) entdo fX € WHL(M) com
Div(fX) = (gradf, X)+ fDivX. Em particular se f € C§°(M) temos, pela defini¢ao
(2.1), que
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[ ivtr0) = [ ((grads, %) (grads. X)) =0,
M M
Reciprocamente, se fX € WH(M) para toda f € C§°(M) entio X € WH(M).

Vamos agora ao nosso Teorema.

Primeiro observe que se definirmos o campo de vetores X = —grad(log f), onde

f é uma funcao positiva, entao
Af
-
De fato, temos que se Y é um campo de vetores entao (gradf,Y) = df(Y). Da

divX — |X|? =

mesma forma

1 1 rad
(arad(og £),Y) = dllog £)(Y) = 7df(¥) = ferads, V) = (£ )
rad
= (grad(og ),Y) = (%L, v)
= grad(log f) = grz}df‘
_ gradf . ) N
Entao X = —grad(log f) = — 7 Também se g é uma fungao de classe
CH(M), k > 0, e Z 6 um campo de vetores entdo div(gZ) = gdivZ + (gradg, Z).
Assim
divX = div (grafdf ) - }div(grad £+ <gr;ff,gradf>
Af gradf gradf
= —— + < ’ >
Aff f f
= =L 1x)?
/ 7 | X|
0 que nos da
divX — | X|> = —Aff

e (2.2) é provado.
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2.1 Teorema Principal

Teorema 2.3 (Bessa-Montenegro). Seja M uma variedade riemanniana. Entao

N (M) > sup {inf(DivX—|X]2)}. (2.3)
WL1(M) M

Se M € uma variedade riemanniana compacta com fronteira suave ndo-vazia, entdo

A (M) = Wil%)M) {mf(DivX — |Xy2)} . (2.4)

Prova. Seja X € WHL(M) e f € C°(M). Pela observcio (2.1), temos

0= /MDiv(fQX) = /M (gradf?, X / f?DivX

> —/ |gradf2||X|+/ P DivX
M M

= —/ 2\f|]gradf]X]+/ ?DivX
M M

- [ pxp = [ feaafP o [ fpivx

- /M (DivX — |X|?)f / jgrad f|?

> /inf(DivX IX1?) f /|gradf|2
M M

AV

= inf(DivX—|X|2)/ f2—/ |grad f|?
M M M

onde a terceira igualdade e segunda desigualdade seguem, reespectivamente, do fato

que

grad(fg) = f(gradg) + g(gradf)

(If11X] = [gradf[)? = 0 = —2|f||grad f||X| = — f*|X|* — |grad f|*.

Portanto,

inf(DivX — yXP)/ f2 —/ lgradf|? <0
M M M
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e assim
iAr}[f(DivX— ]X]Q)/ £ S/ lgrad f|2.
M M
Dai temos
df2
M > {inf(DiVX - |X|2)}
Jar f M
Portanto,
df2
JulgradiP {mf(DivX - \X|2>}
Jur f wiian) (M
e assim,

N(M) > sup {i&f(DivX—yXP)}.

WLL(M)
O que prova (2.3). Para provar (2.4), suponhamos agora que M é compacta com
fronteira suave nao-vazio e seja v uma primeira auto-fungao positiva de M. Fixamos
Xo = —grad(log v), de modo que
Av
diVX() - ‘Xo‘Q = - = )\1(M)
v

e assim

A(M) = sup {inf(divXo - |X0|2)}
wiim) (M

uma vez que para campos de vetores X € C!, divX = DivX temos

M (M) = sup {inf(DivX0—|X0|2)}
WL1(M) M

o que demonstra (2.4). O

Observagao 2.2. A mesma demonstracao mostra que

N(M)> sup inf (DivXy — |Xo|?),
Wl,l(M)M\F

onde F' tem volume riemanniano nulo.



Capitulo 3

Aplicacoes (Geométricas

Este capitulo sera destinado a algumas aplicagoes geométricas do Teorema (2.3).
Necessitaremos no entanto de mais alguns resultados que irao ser apresentados no
decorrer do mesmo. No que se segue suporemos o campo de vetores X € W1 (M),
onde M é uma variedade riemanniana. Pela Teoria Espectral, sabe-se que dado um
dominio limitado  C M existe uma auto-funcio u € C°°(Q) N H(Q), positivo em
Q) satisfazendo

Au~+ M\ (Q)u =0,

onde A\1(2) = \*(92).

Proposicao 3.1. Seja Q2 C M um dominio limitado na variedade riemanniana M.

Seja v e C*(Q)NC°Q), v >0 em Q ev|0Q=0. Entdo

A*(Q) > int <_A”> . (3.1)

Q v

Além disso

A (Q) = inf (—A”> (3.2)

Q
se, e somente se, v = u, onde u € uma auto-fun¢ao positiva de Q, isto é Au+\*(Q) =

0.

Prova. Seja ¢; — 0 uma sequéncia de valores regular positivo de v e seja ¢ =
{z € Q;v(z) > ¢}. Aplicando o Teorema de Barta (2.2) temos que

A(Q) = M(6,) = inf <—Av) > inf <_AU>

v v Q v
Mas lime, o A*(Q2Y) = A*(€), ver em [4]. Seja agora u € C*°(Q) N H{(Q) uma
auto-funcao positiva de €. Entao

Au Av  ulAv —vAu

3.3
U v Uv (3:3)
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Pela férmula de Green, teorema (2.1), temos que

/Q (uAv — vAw) = 0

Entao ou uAv — vAu = 0 e o resultado segue-se ou existem x1,xs € €) tais que
(uAv —vAu)(z1) > 0 e (uAv — vAuY)(z2) < 0. Se uAv — vAu nao é identicamente

nulo temos de (3.3 ) que

Av Av
* =Y > i ="
() > U(:zq)_lgf( v>
Dessa forma se
A*(Q) = inf (-A”>
Q v

entao uAv — vAu = 0 e assim v é uma auto-funcao.

O

Seja X um espago métrico dotado de uma métrica p. O didmetro de um conjunto
U C X é dado por
diam(U) = sup{p(z,y) : z,y € X }.

diam(() := 0.
Seja S C X um subconjunto qualquer e § > 0 um namero real qualquer. Defina
[o.¢] (0.)
H}(S) = inf {Z diam(U;)" : | Ui © 8, diam(U;) < 5} .
i=1 i=1
Note que H(S) é mondtona decrescente em §. Dessa forma o limite lims_q Hy (S)
existe. Definimos entdo a n-medida de Hausdorff de S, H™ por

H"(S) :=sup H§'(S) = lim H3(S5)
§>0 6—0

Lema 3.1. Seja Q@ C M um dominio limitado na variedade Riemanniana M e
F C M um subconjunto fechado com (n-1)-medida de Hausdorff H" *(F N Q) = 0.
Seja X um campo de vetores de classe C1(Q2\ F) N L>®(Q) tal que divX € L'(9).
Entdo X € WH(Q) com DivX = divX em Q\ F.

Uma demonstragao completa desse lema pode ser encontrada em [2].

3.1 Coordenadas Geodésicas

Sejam M uma variedade riemanniana e um ponto p € M. Para cada vetor
§ € T,M, seja ¢ a unica geodésica satisfazendo 7¢(0) = p e ’yé(O) =¢ed =
sup{t > 0 : distyr(p,7¢(t)) = t}. Considere o maior subconjunto aberto
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D, = {t6 € T,M : 0 <t < d(€),¢| = 1}

de T, M tal que para todo { € D, a geodésica v¢(t) = exp,(t§) minimiza a distancia
de p a v¢(t) para todo t € [0,d(§)]. O Cut Locus de p é dada por

Cut(p) = {exp,(d(£)§), & € T,M, |€] = 1}

M = Cut(p) Uexp,(Dy).

A aplicagao exponencial exp, : Dp — exp,(Dp) é um difeomorfismo e define

coordenadas geodésicas em M \ Cut(p).

Fixado um vetor § € T,M, |{| = 1, denote por &1 o complemento ortogonal de

{R¢} em T,M. Seja
Tt TpM — Texpp(tg)M
o transporte paralelo ao longo de 7¢. Defina o caminho da transformacoes lineares
At €)1 &8 — &t
por
A(t, En = (r) 'Y (¢)

onde Y (t) é o campo de Jacobi ao longo de v¢ determinado pelas condicoes iniciais

onde V denota a conexao Levi-Civita de M.

Defina agora a funcao
R.eb gl
por
R(t)n = (1) R(vE(t), ) (t)

onde R é o tensor curvatura de M. Verifica-se que a aplicagao R(t) é uma aplicagao
autoadjunta, e o caminho de transformacoes lineares A(t, §) satisfaz a equagao difer-

encial
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A"+RA=0
com condicoes iniciais
A0,£) =0 e A'(0,8) =1.
No conjunto expp(Dp) a métrica riemanniana de M pode ser expressa por
ds?(exp, (t€)) = dt* + |A(t, &)dE[>.
Se a variedade M tem curvatura seccional constante igual a ¢ temos
A(t, &) = Se(t) - 1

onde S,(t) é dada no enunciado teorema de Bishop, que apresentaremos a seguir.

Daqui em diante chamaremos +/g(t, &) = det A(t, ).
Teorema 3.1 (Bishop). Se a curvatura seccional ao longo da geodésica ¢ satisfaz
(R(7%, v)7g, v) < efvf?, vt € (0,7),

onde ¢ € constante, e se Sc(t) ndo se anula em (0,r) entdo

[g(tf)] >0,V¢ € (0,7) (3.4)

SeHt)
Vy(t, &) = SE7H(t) =, vt € (0,7) (3.5)

Além disso a igualdade ocorre em um ponto ty € (0,r) se, e somente se, R=c-1I e

A=S.-1 em todo [0,t]. Aqui C.(t) = S.L(t) e Sc(t) é dada por

L sin(y/ct), sec>0

c

S

Se(t) =

~~

, sec=20

\/%7 sinh(v/—ct),  se c<O.
Uma demonstragao do teorema acima é dada em [4].
Definicao 3.1. Definimos o espago forma n-dimensional simplesmente conexo de

curvatura seccional constante igual a ¢, e denotamos N™(c), por:

S™(c), sec>0
N"(c) =< R7, sec=0
H"(c) se ¢ < 0.
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3.2 Teoremas Principais

Nesta secao encontram-se os teoremas que sao de maior importancia deste capitulo,
0s quais sao aplicacoes geométricas do trabalho feito no capitulo anterior.

A primeira aplicagao é uma extensao do Teorema de Cheng para estimativas de
autovalores, cuja demonstracao pode ser encontrada em [5].

Definimos o raio de injetividade de um ponto p na variedade riemanniana M, e

denotamos inj(p), por inj(p) = inf{d(§) : (| =1, { € T,M}

Teorema 3.2 (Cheng). Seja N uma n-variedade Riemanniana e Byn(p,T) uma
bola geodésica centrada em p com raio v < inj(p). Seja ¢ uma limita¢ao superior
para todas as curvaturas seccionais em Bpy(p,r) e seja N"(¢) o n-espago forma

simplesmente conexo de curvatura seccional constante c. Entdo
A(BN(p,7)) = A1(Byn(e) (1))
Vamos entao ao nosso teorema.

Teorema 3.3. Seja N uma n-variedade Riemanniana com curvatura seccional radial
K(m)(%,v) <c¢,x € Bn(p,7)\Cut(p) ev e T,NN (%)l com |v] < 1. Seja N™(c) o
n-espaco forma simplesmente conexo de curvatura seccional constante c e suponha

que H"Y(Bn(p,r) N Cut(p)) = 0. Entdo
A (Bn(p;7)) = A1 ( By (o) (r)- (3.6)

Com igualdade se, e somente se Byn()(r) e Bn(p,7) sdo isométricos.

Prova. Primeiro observemos que se ¢ > 0 e r > %, entao N"(c¢) = S"(¢c) =
Byn(e) (1), mas A1 (S"(c)) = 0, o que assegura que A1 (Byn () (r)) = 0. Como A\*(Bn(p,7)) >
0, por definicao, nao ha o que fazer. Portanto vamos assumir que r < % se ¢ > 0.
Seja v uma uma primeira auto-fungao positiva de Byn () (r). Ocorre que v é uma

funcao radial que satisfaz a seguinte equacao diferencial
Av + A\ (BNn(C)(’I“)>U =0,

que em coordenadas geodésicas se escreve
Se(t)
Sc(t)
onde S.(t) é dada no Teorema de Bishop (3.1), com v'(t) < 0 e v/'(t) = 0 se, somente

V() + (n = 1) g5V (8) + A (B (o) (1))o(t) = 0, (3.7)
se, t = 0. Defina a funcao u: By(p,r) — [0, 00) por:
v(t) se x = exp,(t§),t € [0,d(£)) N [0,7]
u(z) =

0 se x = exp,(d(§)¢) € Cut(p)
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Defina agora o campo de vetores

—grad(logu(z))  sex € Bn(p,7) \ ({p} UCut(p))
X(z) =
0 se x € By(p,r) N ({p} U Cut(p))
O qual escrito em coordenadas geodésicas fica
V'(t) O

w7 expy,(t8), ¢ € (0,d(£)) N (0, 7]

X(z) =

0 se x = p ou x = exp,(d(§)E)
Chamando B = By(p,r) e F' = {p} U Cut(p), por simplicidade de notagao, temos

pelo teorema (2.3) e observagao (2.2) que

Au
“(B) > inf {DivX — | X2} = inf {divX — | X|?) = inf [ - == )
N(B) 2 ut {DivX — X[} = inf {aivX — |XP’) é%( u) (3.8)

Au
pois para campos de vetores C' temos que DivX = divX, e —— = divX — | X|?
u

foi feito no capitulo 2. Mas em coordenadas geodésicas temos

_ L |9 (m 9 9 (s 93,
Au = G0 | ot <g g(t,§)8t> +i§>:1 2%, (g g(t,ff)agj)]
1 , 0 0?
= o (WAEE G+ Vil s ) v
— ,U// ( g(t’é.))lvf
- 9(t,€)
onde \/g(t,&) = detA(t, &) e g'' = 1. Assim se t € [0,d(£)) N [0,7], temos
_ & ex — _L o ( 9(t7§))/v/
ey (1€) =~ { )+ VI <t>} . (39
Mas pelo Teorema de Bishop (3.1), se t € (0,7)

g9(t, &) />0
Se=te) )~

(Vg(t,9)"Se~1(t) = (n = DV/g(t, S ()Se(t) _
(Se~"(t))? B

4

=

(V9(t,9)"  (n=1)Vg(t, S %)
SeH(t) Se7H () B
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entao por (3.9) e (3.7) temos que

- e, (16) 2 1 {0+ (0= DEG L = MBroo () (310

Assim por (3.8) e por (3.10)

N (Bl 2 jut (-5 2 M(Bunio ),

0 que implica
N(Bn(p,7)) = A (Bun(e) (1))

e assim (3.6) é provado.
Tomemos agora uma primeira auto-fungo positiva 1» € C°(By (p,7))NH (By(p, 7)),
isto é ¥|Bn(p,r) > 0 tal que A+ X\*(By(p, 7)) = 0. Entao pela proposigao (3.1)

temos que u = 1 é uma primeira auto-fungdo em By (p,r), isto é,

Au
N (B (pr 1)) = — = (exp, (1)), ¥t € (0,(€)).
Entao se ocorre a igualdade em (3.6) teremos de (3.9) e (3.10) que

(oGO 5
o Vs

set e [0,7] (3.11)

Novamente pelo Teorema de Bishop (3.1), temos que a igualdade em (3.11) ocorre
se, e somente se, R =c-I e A= S.-I o que ocorre se, e somente se, By(p,r) e

B () (1) sdo isométricos.

Iremos provar agora que o campo de vetores X estd contido em WH(By(p, 7))
terminando assim a prova do teorema. Pela observagdo (2.1) basta provar que
fX e WhY(By(p,r)) para toda f € C$°(By(p,r)). Mas pra isso basta provar, pelo
lema (3.1), que div(fX) € LY(By(p,7)) e fX € CY(Bn(p,r) \ F) N L=(By(p,7)),
onde F' = {p} UCut(p). Observe que sendo X (z) = —grad(logu(z)), € Bn(p,7) \
F, entao X é diferencidvel neste conjunto, assim divX = DivX e div(fX) =

(gradf, X) + fdivX. Dal temos
|div(fX)] < [(gradf, X)| + [fdivX| < |grad f[| X | + | f||divX]|
Integrando em D = By (p,r) Nsupp(f) temos
/ |divfX]| < / |grad f|| X| —|—/ | f]|divX]. (3.12)
D D D
Como

lgrad f[| X[ < sup (|gradf]|X]),
supp(f)
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entao

/ lgrad f||X] < / sup (lgradf||X]) = sup (|gradf]|X]) / 1
D D

D supp(f) supp(f)
(3.13)

= sup (|gradf||X]).Vol(Bn(p,r)) < oo
supp(f)

pois | X (x)| < |(v'/v)(t)] < oo, se & = exp,(t§) € By(p,7) Nsupp(f) e [gradf| < oo

em By(p,r). Também temos que
A " / 2 / P ’
divX = fju +|X)? = —%(t) + <1;(t)> - Z(t)@

assim

" v 2
Fldivx] = rfr‘—i)<t>+(v<t>) -y WALy

v g(t,€)
([Zoo]+[%0)) 151+] 20 S al

Integrando em D e usando o Teorema de Fubini temos

2<t>]) F 1/t E)dude

[ismaxt < [ (| %]+
L
SIS
LT

onde #(§) é o maior valor de t < min{d({),r} tal que exp,(t§) € supp(f) e cada
termo de (3.14) ¢ finito. Juntando agora (3.13) e (3.14) temos que (3.12) é finito e
assim div(fX) € L*(Bn(p,r)).

\ m\/ S dtde

K

\ Vo) |fldtde < o

(3.14)

/2

<t>]) F1V/alt e

O fatode fX € CY(By(p,r)\F)NL>®(Bn(p,r)) vem de que | X (z)| < |(v'/v)(t)| <
oo se x = exp,(t€) € By(p,) Nsupp(f) e supp(f) é compacto. O

Uma segunda aplicagdo geométrica é o Teorema (3.5) que é uma generalizagao

do Teorema de Cheng-Li-Yau cuja demonstragao pode ser encontrada em [6].
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Teorema 3.4 (Cheng-Li-Yau). Seja M™ C N"™ uma subvariedade m-dimensional
minima do n-espaco forma simplesmente conexo de curvatura seccional constante

c€{-1,0,1} e D C M um dominio C* compacto. Seja
a = inf sup distyn () (p,2) > 0
PeED D
o raio exterior de D. Se ¢ =1 suponha que a < 5. Entao
AL(D) = A1 (Bn(e)(a))
Com igualdade se, e somente se, M € totalmente geodésica em N"(c) e D = Byn(¢)(a).

Para o nosso proximo teorema usaremos o lema a seguir:

Lema 3.2. Seja v : Byn(e)(r) — R a primeira auto-fungdo positiva de Byn(c(r) C

N"(c)(r) associado ao primeiro autovalor A1(Byn()(r)). Entdo

Ce(t)
Se(t)

n V'(t) + M(Bun(e) (1)) <0, 0 <t <7 (3.15)

Prova. Trataremos os casos ¢ < 0, ¢ = 0 e ¢ = 0 separadamente. Suponha
primeiro que ¢ < 0, i.e., Sc(t) = senh(y/—c-t)\ v/—c. Por simplicidade admiti-
mos a notagao A = A1(Byn(c)(r)). Lembrando que em coordenadas geodésicas v(t)

satisfaz a seguinte equacao diferencial:

V') + (n— 1))V () + () =0,0<t<r (3.16)

SIS

Considere a seguinte fungao u(t) = Cc(t)ﬁ. Assim,

WD) = o
= s
OBl — K Bot) = VOCMH + S0 (3.17)
. / A 1 C'C(t)E
= VOCH0) + 1 Selt) g )
_ l A1 ’rLCc(t)’U/ )
= a0 (agiv O+ u).
Como
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observamos em (3.17) que para provar que ngz((g V'(t) + Mv(t) < 0 basta verificar
que

V' (t)p(t) — p(to(t) < 0.

Para isso, multiplique a equacio (3.16) por S7~!(¢) obtendo a seguinte equacio
diferencial:

(SP71) (1) + AP (#)u(t) =0, 0 < t <1 (3.18)

Agora, usando o fato de C2(t) + ¢S2(t) = 1 temos que
2
we) = =2 e - asto (5 -1) S

A cS2(t) A S(t)
" [1 C2(1) c2<t>}“<t)

B 1 A S2(t)
= {ncc?(t) - nZCE(t)] i),

isto é, a funcao pu(t) satisfaz a equagao diferencial:

2

Multiplicando a equacdo (3.19) por S?~1(t) obtemos

. .. 1 A S2(t)
SE O 0 + 35270 (g — e ) MO - (3.20)

Adicionando e subtraindo o termo (n — 1)u/(¢)S?~2(t)C.(t) em (3.20) obtemos

(t) em
n— 2
<S?—1u’>’<t>+A52—1<t>( - : +n012() 22 (Sp((?))w 0. (321

Em suma, as funcGes v e u satisfazem as seguintes identidades:

(Se™H)' (1) + ASETH()v(t) =0,

_ _ — S2(¢
(S24) (1) + AS2H0) (252 + by — 2 2 ) mlt) = 0.
Multiplicando a primeira identidade por u(t) e a segunda por —v(t) temos

(Se™1") () + ASETH v (t)u(t) = 0, (3.22)

n — 2
(ST ) o (t) = AST(E) ( . 012 Ol %%) w(olt) = 0. (3.23)

Somando (3.22) e (3.23) e integrando de 0 a t obtemos

n s ey - yene ! 1 A SZ(t)
Sc l(v w—=p U)(t) - _/0 )‘Sc 1(t> (n - ncg(t) + 77/2002@)) M(t)U(t)dt. (324)
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Como

1 1 N HOANINA! 1 A senh?(y/—c-t)
(n ~ nC2(1) + 122002(16)) N <n B n cosh?(y/=c - t) * (—e)n? cosh?(v/=c - t)> >0,

pois —c¢ > 0 e cosh?(y/—c-t) > 1 para 0 < t < r. Consequentemente,

2
ASE(1) <71L - - ci? ok A 22((’?)) u(Ho() > 0

Portanto, ' (t)u(t) — /' (t)v(t) < 0 para 0 < t < r. Isso resolve o caso ¢ < 0.

Suponha que ¢ > 0. Temos S.(t) = %sen(\/é -t) para t € (0,7) com r < %

- Y
Defina pu(t) = Cc(t)n%. Assim, p//(t) = 28.(t)C.(t) 7 ~'. Procedendo de maneira
similar como no caso anterior obtemos que v e u satisfazem as seguintes identidades

diferenciais:

(Se™H)' (1) + ASETH()v(t) =0,

2
(Se™' )/ (1) + ASETH(2) <an1 + cEm T %3({3) u(t) = 0.

Acima, multiplicando a primeira identidade por u e a segunda por —v. Adicioné-las

e integrando de 0 a ¢ resulta em

t 1 1 A S2(t)
m—1/, /1, — _ n—1 - e
Se o)) = = [ Ast0) (2 %+ e + oy ) MO
(3.25)
Claramente,
n—1 . l 1 i‘sg(t) l
ASTTH() <2 - + nC2() + 2 C2(1) p(t)v(t) >0, t € (0,7),r > NG
Portanto, temos que v'(t)u(t) — p'(t)v(t) para 0 <t < r,r > T
At2

Finalmente, para ¢ = 0 usaremos o mesmo precedimento. Defina pu(t) = e 2n .

A funcgoes v e i satisfazem as seguintes identidades:
("' (1)) + M Lo(t) = 0,

(1 (8) = M1 = 25 () = 0.

n2

Acima, multiplicamos a primeira identidade por p e a segunda identidade por —wv.

Adicionéa-las e integrando de 0 a t o resultado obtido sera

2 ot
"W () (t) — v () = f% ; wu(t)v(t)dt < 0, vt € (0,7).

Entao o' (t)u(t) — p/(t)v(t) < 0. Isto prova o lema. O
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Teorema 3.5. Seja N uma n-variedade Riemanniana com curvatura raadial sec-
cional constante K(x)(%,v) <c¢, z € By(p,r) \ Cut(p), v L % e |v] < 1. Suponha
que H" Y (Cut(p) N By(p,7)) = 0. Seja ¢ : M — N wuma subvariedade m-
dimensional minima e seja Q C ¢~ (Bn(p,7)) uma componente conezxa. Se ¢ > 0

suponha que r < 2%/5 Entao
A*(Q) > Al(BNm(c) (’l“)), (326)

onde Bym()(r) € a bola geodésica de raio v no espago forma simplesmente conero
N™(¢) de curvatura seccional constante constante c. Se § € limitado a igualdade em

(8.26) ocorre se, e somente se, 2 = Bym (e ().

Prova. Seja v: BNm(C) (r) — R uma auto-fungao positiva associada ao primeiro au-
tovalor de Dirichlet de Bym () (r). Temos que v é uma fungao radial com v'(t) <0 e
v'(t) = 0 se, e somente se, t = 0. Sem perda de generalidade suponhamos v(0) = 1.

v satisfaz a seguinte equacao diferencial
Av(t) + A (Bymey(r))v(t) =0

que em coordenadas geodésicas se escreve

Ce(t)
Se(t)

onde S(t) é dada no teorema de Bishop 3.1. Lembremos que para cada & € T,N,

V() + (m—1) V'(t) + A (Bym () (1))o(t) = 0, Vt € [0,7], (3.27)
& =1, d(&) > 0 é o maior numero real tal que a geodésica v = exp,(t£) minimiza
3 P

a distancia de 7¢(0) = p a y¢(t) para todo t € [0,d(&)]. Também temos que
By (p,r) = exp,({t§ € TpN : 0 <t <min{r,d(&)}, [£] = 1}).

Defina agora a funcao u: By (p,7) — R dada por

u(exp,(t§)) = v(t), se t <min{r,d(&)} e u(rf) = u(d(§)E) = 0.

Defina também a fungao : 2 — R por ¥ = uw o ¢, onde ¢ é dada no enunciado do
teorema. Temos que o campo de vetores X = —grad log 1, identificado com dp(X),
ndo é diferencidvel em F = ¢! (Cuty(p)). Por hipétese temos H™ 1(QNF)=0e
como foi feito no teorema (3.3) temos que X € Wh1(Q), entdo pelo teorema (2.3) e

pela observacao(2.2) feita no final de sua demonstracao temos que

* > _ 2\ _ _ 2\ .
A*(Q) > 1n\f(l)1vX | X|%) = lI\lf (divX — | X]%) = inf <_¢ >

Agora se {e1, ...,en} ¢ uma base ortonormal de Ty, entao

AY(z) = ZHessu(cp(az))(ei,ei)—l—(gradu,ﬁ>
=1

- Z Hessu(p(z)) (e, €;)
i=1
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onde ¢(z) = exp,(t{) e o vetor curvatura média H =0, pois a imersio é minima.
Escolhendo esta base de modo que eg, es, ..., e, sejam tangentes a 0B(p,t) C N e
fazendo e; = cos 34 + sin B4, onde 8 = B(z) e & € {e2,....em} com |G| = 1,
teremos entao que
m
AY(z) = ZHGSS u(p(z)) (e, €;)
= v”(t)(l sin? 3) 4+ v'(t) sin® BHess(t) (%, %)

+ ZHGSS )(ei,€:),

C
onde t = disty(p,x). Agora somando e subtraindo os termos S—c(t)v'(t) sin? 8 e

(m — 1)%(75)1)’(15) na igualdade acima temos
AY(z) = '(t )(1 —sin? B) + /(t) sin? BHess(t) (5, )
+ Z Hess(t)(e;, €;) gj (t)v'(t) sin?
_ gz(t)v (C)’ t)sin? B + (m — 1)?0(15)1/(15)

- DEO)

C

que agrupando os termos em comum fica

AYp(z) = V"
+ <H€ss 8@@@) gﬁ(t)) V' (t) sin? 3

n f;[Hess (es, ;) — SZ(t)} v'(t)

Sc

\_/

1%
Vs,

.

que por (3.27) fica

-SP@) = MBym)
C. v .
— (Hess( ) (8@ %) S—c( )> v((tt)) sin? 3
B m B g ’U/(t) (3.28)
ZZ; [Hess( )(ei, €;) 2 (t)} D)
1 oc
— @ (SC >Sln 0.

Como por hipétese a curvatura radial K (x )(6t’ v) <¢, Yz € By(p,7)\ Cut(p) para
todo v L % com |v| < 1, temos entao pelo teorema da comparagao do hessiano(ver

[8]) que
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Hess(t(z))(v,v) > 9(t),

[

para todo v L —gt onde t(x) = t, & = exp,(t§). Mas v'(t) <0, entao temos
o 0 C. V(t)
— — Y — | = = >
(Hess(t) (80’ 80) S (t)) o) sin®3 >0

_ ; [Hess(t)(ei,ei) - gj(t)} 1;’((;)) > 0.

Se tivermos também

teremos

—Af > A (Bymo) (1)

e pelo teorema (2.3) teremos

() > gzr\lg (—ff) > M (Bym(e) (7))

e a primeira parte do teorema fica provada. Mas para termos
1 Cc / " s 2
——— | =)V () —v"(¢) | sin >0
o (@ =) st s >

temos que ter

<§Z(t)vl(t) B v//(t)> <0, Vt e (0,r)

ou equivalentemente, de (3.27)

m—-(t)v'(t) + A1 (Bym (e (r))v(t) <0, VE(0,7)

39

o que acontece pelo lema (3.2), o que prova a primeira parte do teorema. Para provar

a segunda parte seja € limitado e suponha que A\*(2) = A1 (Bym(c)(r)). Temos que

©(092) € OBN(p,r) e pela proposicio (3.1) temos que 1 € C%(Q) é uma auto-funcao

de €, ou seja,
A+ X (Q) =0,

A
o que nos da \*(Q2) = —f. Entao de (3.28) temos que
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Q

;)(1t> (g:’v’(t) — v”(t)) sin? 8 =0

paro todo t tal que ¢(x) = exp,(t§). O que implica que sin? = 0 e daf temos que
0 _ " .

e1(p(x)) = g E integrando o campo 5 teremos uma geodésica minimizante, de

N N (), ligando ¢(x) ao centro p. O que nos da que © é uma bola geodésica em

M de raio 7 e centro ¢~ !(p), ou seja,

Q= BM(QO_l(p)v T)'

Como supomos A\*(2) = A1(Bym(c)(r)) temos entdo que 1 é também uma auto-

funcdo de A1 (Bym(e)(r)) dai temos que

CApo(t) Apm (eyv(2)

o) o) t = disty(p,¢(q)), Vg € Q

0 que nos da

Apv(t) = Anmeo(t), t = distn(p,¢(q)), Vg € Q

que escrevendo em coordendas gedésicas fica

ou seja,

que pelo torema de Bishop (3.1) ocorre se, e somente se, R = ¢-I e A= S.-I, ou seja,

se e somente se 2 = By(¢ ™! (p), ) € Bym(c)(r) sdo isométricos, como querfamos.

O]
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