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RESUMO

Estudamos folheacoes de formas espaciais por hipersuperficies completas,
sob certas condigoes sobre as suas curvaturas médias de ordem superior. Em
particular, no espaco euclidiano obtemos um Teorema tipo-Bernstein para
graficos cujas curvaturas média e escalar ndao mudam de sinal (podendo ser
nao constantes). Nés também estabelecemos a nao existéncia de folheagoes da
esfera padrao cujas folhas sao completas e tém curvatura escalar constante,
alargando assim um teorema de Barbosa, Kenmotsu e Oshikiri. Para o caso
mais geral de folheagoes r-minimas do espaco euclidiano, possivelmente com
um conjunto singular, somos capazes de invocar um teorema de D. Ferus para
dar condicoes sob as quais as folhas nao-singulares sao folheadas por hiper-

planos.



ABSTRACT

We study foliations of space forms by complete hypersurfaces, under some
mild conditions on its higher order mean curvatures. In particular, in Eu-
clidean space we obtain a Bernstein-type theorem for graphs whose mean and
scalar curvature do not change sign but may otherwise be nonconstant. We
also establish the nonexistence of foliations of the standard sphere whose leaves
are complete and have constant scalar curvature, thus extending a theorem of
Barbosa, Kenmotsu and Oshikiri. For the more general case of r-minimal fo-
liations of the Euclidean space, possibly with a singular set, we are able to
invoke a theorem of Ferus to give conditions under which the nonsigular leaves

are foliated by hyperplanes.
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Capitulo 1
Introducao

Estudaremos neste trabalho folheagoes de formas espaciais por hipersuperficies
completas, supondo que as folhas da folheacao tenham segunda forma funda-
mental limitada e que duas curvaturas médias de ordem superior nao mudam
de sinal. Primeiro estudamos o caso particular em que a variedade é o grafico

de uma funcao diferenciavel. Assim, obtemos o

Teorema 6.1. Seja M™ C R"" o grdfico de uma funcao u : R* — R tal
que |Vu—V| € LY(M), para algum V € R" e ||Hessu|® < c(l1+ \Vu|2),
para algum ¢ > 0. Se existem 0 < r < n — 1 tais que as funcoes simétricas
elementares S,11 € Sy12 nao mudam de sinal em M, entao M possui nulidade
relativa v > n —r. Em particular, se S, # 0, entao o grafico € folheado por

hiperplanos de dimensao n — r.

Que fornece uma estimativa para a nulidade relativa da variedade e, por
um Teorema de D. Ferus, mostra que a variedade é folheada por hiperplanos
de uma determinada dimensao. Mostramos, por dois exemplos, que nossas
hipéteses nao sao supérfluas. Como conseqiiéncia interessante do Teorema
6.1, obtemos, no Corolario 6.2, um Teorema tipo-Bernstein para este grafico,
desde que a curvatura média e escalar nao mudem de sinal (podendo ser nao

constantes).

Passando para o caso geral, isto é, folheagoes transversalmente orientadas
de formas espaciais, seguimos a abordagem de [2], calculando na Proposic¢ao
7.1 a divergéncia do campo vetorial P,V y N sobre as folhas da folheacdo, onde
N é um campo vetorial normal unitario e P, é a r—ésima transformacao de

Newton da folheagao com respeito a N. Com isso, mostramos o
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Teorema 7.3. Nao existem, na esfera Fuclidiana, folheacoes transversalmente
orientadas e diferencidveis, cujas folhas sao completas e possuem curvatura es-

calar constante e maior que um.

Consideramos também uma generalizacao mais direta do problema de Bern-
stein, ou seja, o estudo de folhea¢oes r—minimas (possivelmente com um con-
junto singular) do espaco Euclidiano. Nesse sentido, também somos capazes

de invocar um teorema de Ferus para provar o

Teorema 7.5. Seja F folheacao transversalmente rientada e diferencidvel de
codimensdao um de R", cujas folhas sao completas, r—minimais e tais que
S, nao mudam de sinal sobre elas. Se |X| € L' e |A| € limitada ao longo de
cada folha, entao a nulidade relativa de cada folha €, pelo menos, n —r. Em
particular, se S, # 0 em uma folha, entao esta folha € folheada por hiperplanos

de dimensao n —r.

Além da férmula para a divergéncia de P,V yN, outra ferramenta cen-
tral para o nosso trabalho é uma analise mais aprofundada, realizada na
Proposicao 5.3 e no Coroléario 5.4, da extensao de S. T. Yau para o Teorema
de H. Hopf de fungoes subharmonicas em variedades Riemannianas completas

e nao-compactas.

Este trabalho se baseia no artigo Complete foliations of space forms by

hypersurfaces de F. Camargo, A. Caminha e P. Sousa [3].
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Campos de Vetores

Seja M™ uma variedade diferencidvel n—dimensional e considere uma funcao

f: M — R

Definicao 2.1. Dizemos que f ¢é uma funcao diferenciavel se, para todo
p € M", existe uma carta diferencidvel (U, p) para M™ cujo dominio contém p

1

e tal que a funcao composta f o™ € diferencidvel sobre o subconjunto aberto

U =pU) de R

Podemos destacar as fungoes f : M" — R diferenciaveis em M". Sendo

assim, denotaremos o conjuno de tais fungoes por C*(M).

Definicao 2.2. Um campo de vetores X em M™ é uma fun¢ao que associa
a cada ponto p € M"™ um vetor X, € T,M. Dizemos que o campo X ¢

diferenciavel se a aplicagcao X : M" — T'M for diferencidvel.

Denotaremos por X'(M) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis
em M".

Se X é um campo de vetores em M™ e f : U — R é uma funcao
difrenciavel definida em um subconjunto aberto U de M", entao obtemos uma

nova funcao X f : U — R definida por

X[f(p) =Xpf.
Lema 2.3. Sejam M"™ uma variedade diferencidvel e X um campo de vetores.
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X € diferencidvel se, e somente se, Xf : U — R € diferencidvel, para todo

conjunto aberto U C M™ e toda fun¢ao f € C°(M).
Demonstracao. Ver Lee [12], pagina 86. ]

Assim, um campo X € X (M) define uma aplicagao, claramente R-linear,
X : C®(M) — C*(M). E, pela regra do produto para vetores tangentes em

M™, tal funcao satisfaz a regra de Liebniz

X(fg) = fX(g) +9X(f),

para todas as fungoes f,g € C*°(M).

Definigao 2.4. Uma aplicagio Y : C®°(M) — C*(M) € uma derivagao
se ela € linear sobre R e satisfaz a regra de Liebniz para todas as fungoes de

Coo(M).

Pode-se mostrar que uma aplicac¢ao & : C*°(M) — C*°(M) é uma derivacao
se, e somente se, £ é da forma {f = X[ para algum campo X € X(M).
Assim, podemos identificar as derivagoes de C*°(M) com campos de vetores

diferencidveis.

Se X € X(M) e f € C®(M), entdao obtemos um novo campo de vetores
fX : C®(M) — C*(M) definido por

(fX)(g9) = fX(9).

Sejam X, Y € X(M) e f € C°(M). Assim, aplicando X a f, obtemos
outra fungdo X f € C*(M) e, por sua vez, podemos aplicar o campo Y a
X f e obter, ainda, outra funcdo Y X f = Y(Xf) em C*(M). Sendo assim,

podemos definir

Defini¢ao 2.5. O colchete de Lie dos campos X,Y € X(M) € o operador
(X, Y]:C®(M) — C>(M) definido por

X,Y]f=XYf—-YXF.

Lema 2.6. O colchete de Lie de qualquer par de vetores X, Y € X (M) é um

campo de vetores em M".
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Demonstragao. Basta mostrar que [X, Y] é uma derivagao de C*°(M). Note

que

(X, Y(fg) = X(Y(f9) =Y (X(f9))
= X(fYg+gVf)=Y(fYg+gY[)
= [XYg+gXY[f—fYXg—gVXS
= [IX.Y]g+g[X.Y]f,

para todas as fungoes f,g € C*°(M).

E o resultado segue-se, pois, claramente, [X,Y] é R-linear. ]

Claramente temos que [X, Y] = —[Y, X|, para quaisquer campos de vetores
X,Y € X(M). Com isso, pode-se mostrar, para quaisquer X,Y, 7 € X(M),

que
[[X7 Y],Z] + [D/a Z]aX] + HZvX]7Y] =0.

A igualdade acima é dita a identidade de Jacobi.

2.2 Variedades Riemannianas

Seja M™ uma variedade diferenciavel n—dimensional.

Definicao 2.7. Uma métrica Riemanniana em M™ € uma forma bilinear,

simétrica e positiva definida
(L) X(M) x X(M) —> C=(M).

E imediato que a restrigao de (, ) a cada espago tangente 7,M estd bem

definida e torna 7, M um espaco vetorial com produto interno.

Definicao 2.8. Uma variedade Riemanniana € uma varidade diferencidavel

M™ munida com uma métrica Riemanniana ( , ).

Se (M™,( , )) é uma variedade Riemanniana e (U, (z')) uma carta coorde-
nada em M"™, com campos coordenados 0y, s, ..., 0,,. Entao, podemos definir

n? fungoes diferencidveis g;; : U — R por
9ij = (0:,9;) -

14



Definicao 2.9. As n? fungoes diferencidveis g;; - U — R sdo ditas coefici-

entes da métrica de M"™ em U.

Sejam M"™ uma variedade Riemanniana n—dimensional com métrica Rie-
manniana (, ) e p € M™, considere uma base {ej, e, ..., €, } ortonormal posi-
tiva em T,,M. Dados os campos de vetores z1, o, ..., z, € T,M, temos que

n

Ty = g ai;e;, J=1,2,...,n.

i=1

Sendo assim, podemos definir
w(z1, Ta, ..., Ty) = det(ay;).

Evidentemente w é uma n—forma diferencial em M"™. Agora note que

n

n n
(901‘,%'): g akiekag Qsji€s ZE ApiQkyj,
k=1 s=1

k=1

e portanto det({z;,z;)) = (det(a;))* = w?(x1,22,...,x,). Supondo que z,

Ty, ..., T, sd0 linearmente independentes, obtemos que det({x;,z;)) > 0 e,
consequentemente,

w(T1, Ta, ..., Tn) = £/ det((z4, 75)),
onde + ou — ¢ o sinal de det(a;;). Assim, w(zy,2,...,2,) > 0 quando

os vetores xy, g, ..., T, formam (nesta ordem) uma base positiva de T,M e

w(zy, x2, ..., z,) < 0 se a base x1, xg, ..., x,, for negativa.

Observacao 2.10. No caso de xy, s, ...,x, forem linearmente dependentes,

tem-se que det((z;,z;)) =0 e, dessa forma, w(xy, 2, ..., x,) = 0.

Definicao 2.11. A forma diferencial w de grau n definida por

w(@y, Ta, ...y Ty) = £4/det((z;, 25)),

¢ chamada de elemento de volume de M™.

Pode-se mostrar que uma n—forma em M" define uma orientagao. Sendo

assim, o elemento de volume define uma orientagao em M™.

Se w;, 1 = 1,2, ...,n, sao formas diferenciais de grau um definidas em uma

vizinhanca de p € M" por w;(e;) = 0;;, entdo w = wy A ... A wy,.

15



2.3 Conexoes e Geodésicas

Seja M™ uma variedade diferenciavel.
Definicao 2.12. Uma conexao em M" ¢ uma aplicacao R—bilinear

V:X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) — VyY

satisfazendo as sequintes condigoes:

(a) foy = fVXY;

(b) Vx(fY) = X())Y + fVxY.
Para X,)Y € X(M) e f € C®(M).

Se M™ ¢é uma variedade Riemannnina, entao é possivel mostrar que existe

uma unica conexao V satisfazendo:

(a) X(Y,Z) =(VxY,z)+ (Y, VxZ) (compatibilidade com a métrica).

(b) VxY — VyX = [X,Y] (simetria).

Tal conexao ¢ dita conexao Riemanniana, ou conexao de Levi-Civita.

Definicao 2.13. Uma curva em uma variedade diferencidvel M™ € uma
aplicacao diferencidvel v : I — M™, onde I C R € um intervalo. Um campo
de vetores X ao longo de uma curva v : I — M"™ é uma aplicagao difer-
encidvel que associa a cada t € I um vetor X(t) € TyuM. Dize-se que X ¢
diferenciavel se a fung¢aot — X (t)f € diferencidvel em I, para toda fungao

f e C>(M).

Suponha que v : [ — M™ é uma curva e X € X(M). Para cada t € I,
seja X(t) = Xw(t). E fdcil verificar, em coordenadas, que X ¢é diferencigvel.

Sendo assim,

Definicao 2.14. Um campo de vetores X ao longo de uma curva vy € dito

estendivel se existe um campo de vetores X em uma vizinhan¢a da imagem

de 7 tal que X (t) = X .

16



Nem todos os campos de vetores ao longo de uma curva podem ser exten-
didos, por exemplo, se v : I — M™" é tal que, para ti,to € [ com t; # to,
v(t1) = y(t2) e (t1) # (t2), entdo 4 nao é estendivel.

Sejam M™ uma variedade diferencidvel com uma conexao V e p € M".

Escolhendo um sistema de coordenadas {z1, zs, ..., x,} em torno de p temos,

para X,Y € X(M), que

X = le& e Y= Zy]ﬁj,
i=1 Jj=1
onde 0; = 0/0x;. Assim,

VXY = ZZL’ZVaZ (Z yjaj>

i=1 j=1
= Z xiijaiaj + Z xlaz(y])aj
ij=1 ij=1
Fazendo Vy,0; = > 1_, F” Ok, concluimos que F sao funcoes diferenciaveis.

Definicao 2.15. As funcoes Ffj sao chamadas de simbolos de Christoffel

de ¥V com respeito aos campos coordenados {0y, s, ..., O }.

Pode-se mostrar que

SUPERY DR
i1 = 9 g]k’ axjgk’z axkgz] .

Como a matriz (g, ) admite uma inversa (¢*™), obtemos

1 0 0 0 ke,
Lo = Z {8 gjk + &rjgki - 8_9%%} g

Observacao 2.16. Para o espaco euclidiano R™ temos que Ffj = 0.

Assim,

VXY:Z<ZnyJF + X(y )) ks

k=1 ,j=1

o que mostra que VxY (p) depende somente do valor de X (p) e do valor de Y
ao longo de uma curva tangente a X em p. Sendo assim, faz sentido falar em
VxX, onde X é um campo de vetores ao longo de uma curva v : [ — M" e

X uma extensio de X (supondo X estendivel). Logo,

17



Proposicao 2.17. Seja M"™ uma variedade diferencidvel com uma conexao

V. Entao V determina um unico opertador que associa a uwm campo vetorial

] BX

X ao longo de uma cuva vy : I — M"™ um outro campo vetorial =

ao longo

de v tal que:

(a) 2 (aX +bY) =aZX 4+ 2"
) B(IX) = X + f2X.

(c) Se X ¢ estendivel, entao para qualquer extensao X de X.

DX

ik v 'S
dt Vs

para quaisquer campo de campo Y ao longo de vy, a,b € R e f € C®°(M).
Demonstragao. Ver Lee [13], pagina 57. ]

Definicao 2.18. O campo % definido como acima € a derivada covariante

de X ao longo da curva 7.

Seja M™ uma variedade diferenciavel com uma conexao V.

Definicao 2.19. A aceleragao de um curva v : I — M"™ € o campo de

D‘ Ve . ’ .
vetores 3 ao longo de v. A curva vy € dita uma geodésica em ty com

respeito a 'V se sua aceleragao em ty € nula, isto é, % =0. Sey: I — M"

for uma geodésica para todo t € I, dizemos que v é uma geodésica.

2.4 Operadores Diferenciais

Vamos considerar, neste topico, M™ uma variedade Riemanniana com métrica

Riemanniana ( , ) e conexao Riemanniana V.

Definicao 2.20. O gradiente V[ de uma fungio f € C(M) é um campo

vetorial sobre M™ tal que
(Vf,X) =df(X) = X(f).
Para todo X € X(M).

Decorre diretamente da definigao que se f,g € C*°(M), entao

18



L V(f+g9)=Vf+Vg;
2. V(fg) =gV f+fVyg.

Seja {ey, €g, ..., €, } um referencial ortonormal em uma vizinhanga U C M™.

Assim, se X € X(M), temos

3

Definicao 2.21. Seja X um campo vetorial em M"™. A divergéncia divX

de X ¢ a funcao suave divX : M" — R dada por
(divX)(p) =tr{v— V,X(p)},
onde v € T,M e tr{v+—— V,X(p)} denota o trago de {v+— V,X(p)}.

Em outras palavras, temos que

div X = Z (Ve, X, €),

i=1
onde {ey, s, ..., e,} é um referencial ortonormal em uma vizinhanga U C M™.

Decorre diretamente da definicao que
1. div(X +Y) =divX + divY
2. div(fX)= fdivX + (V [, X),

para quaisquer X,Y € TM e qualquer f € C>®(M).
Considere, em M", o elemento de volume dV (que é uma n—forma em M")
e, para todo X € X (M), definamos o produto interior de X por dV, que

denotaremos por txdV', como a (n — 1)—forma dada por
txdV(Xa, ., Xp) = dV(X, X, ..., X,).

19



Sejam p € M" e {ej,ey,...,e,} um referencial geodésico em p. Assim,
n
X =2l iei e

ixdV(Xy, . Xy) = dV(X, Xp, ., X)) =dV(X =) mie;, Xs, .., X;)
=1

= D (DM zwi A AG A Awn(Xa, 0 X,
=1

Portanto txdV = >"" (=1)Mzuw A A A A w, e

1=

n

dixdV) = dO (1) zwr AL AGA L Awy)
=1

= D (-D)Md@) Awr A AGIA L Aw,
=1

+ D ()T adwi A AD A A wy).
=1

Mas d(wy A ... AN&; A ... Awy,) = 0 em p, pois
dwi(es, e) = ejwi(e;) — ejwr(es) — wi(les, e5]) = wi(Ve,e; — Ve,e5) = 0,
ja que {ey, eq,...,e,} é um referencial geodésico em p e, portanto, V.,e; = 0.

Assim,

n

d(1xdV) = <Z(—1)i+lei(:pi)> dV = div(X)dV.

i=1
Integrando ambos os membros da igualdade acima e utilizando o teorema

de Stokes, um pouco mais de trabalho permite mostrar o seguinte

Teorema 2.22 (Teorema da Divergéncia). Se M™ € uma variedade Riemanni-

ana compacta, orientada pelo elemento de volume dV' e com bordo OM , entdio,

para X € X (M),

/ divXdV = [ (X,N)adv,
M oM

onde N € o campo unitdrio normal & OM apontando para fora de M™ e dV é

o elemento de volume da métrica induzida em OM .

Demonstracao. Ver Lee [12], pagina 43. O
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Definigao 2.23. O laplaciano Af de uma funcio f € C®(M) € a funcao
Af: M"™ — R dada por

Af = divf(VF).

Pelas propriedades do gradiente e da divergéncia, temos que

L A(f+9) =Af +Ag;

2. A(fg) = fAg+gAf+2(Vf Vg).
Para quaisquer f,g € C*(M).

Mais adiante precisaremos da seguinte

Definicao 2.24. Dizemos que f € C*(M) é uma fun¢do hamonica (respec.,

subharmonica) se Af =0 (respec., Af >0).

Definigao 2.25. O hessiano de uma fung¢ao f € C°°(M), denotado por
Hessf, € o campo de operadores lineares Hessf : TpM — T,M definido,
para cada v € T,M, por

(Hessf)(v) =V, V.

Proposicao 2.26. : O operador linear (Hessf), : TpM — T,M, com p €
Mm™ e feC®(M), éauto-adjunto.

Demonstragao. Sejam v,w € T,M e V,W usas extensoes as campos em uma

vizinhanga U C M"™ de p. Temos

(Hess[)p(v),w) =

p
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Denotaremos também por Hessf, f € C*°(M), a forma bilinear simétrica

em T, M dada por

(Hessf)(v,w) = (Vo Vf,w) =v(w(f)) — (Vow)f.
Para v, w € T,M. Dai,

(Hessf)(v,w) = (V,Vf,w) =v(Vfw)—(Vf V,w).

Se 01, 0s, ..., 0, sao os campos coordenados em uma vizinhanca coordenada

UcC M", temos
(Hessf)(0:,0;) = 0i(Vf,0;) —(Vf,V50;)

= 0:0;(f) — <Z al(f)alvrfjak>
!
= 0:0;(f) = > _ T
!
Observacao 2.27. Ja que em R™ temos Ffj =0, teremos em R™ que
(Hess[)(0;,0;) = 0:0;(f)-
Proposicao 2.28. Se f € C*(M), entao Af =tr(Hessf).

Demonstracao. Seja U C M™ uma vizinhanca de p e considere o referencial
ortonormal {ey, e, ..., e, }. Assim,

n

tr(Hessf), = Z((Hessf)p(ei,ei>

= Y (V. Vfe),

i=1

= div(Vf)(p)
= Af(p).

2.5 Curvatura, Curvatura Seccional, Curvatura

de Ricci e Escalar

Seja M™ uma variedade Riemanniana com conexao Riemanniana V.
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Definicao 2.29. A curvatura R de M™ ¢ a aplicagdo R : X (M) x X (M) x
X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[Xy]Z.

E imediato a partir das propriedades de V que R é uma aplicagao C*°(M)

-linear. Por outro lado, pela simetria da conexao Riemanniana V, temos que

R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z,X)Y = VyVxZ-VxVyZ+VixyZ
VsVy X = Vy VX + Viy g X
VxVzY = VVxY +VizxY
— V,[X, Z]] + 2, [V, X]] + [X,[Z,Y]).

Pela identidade de Jacobi para campos de vetores, obtemos a primeira iden-

tidade de Bianchi
RX,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.
De agora em diante, escreveremos por conveniéncia
(R(X,Y)Z,T) = (X,Y, 2,T),

para todos X,Y, Z,T € X(M).
Proposicao 2.30. Para X,Y,Z,T € X(M), temos

(o) (X,Y,Z,T)+ (Y, Z,X,T)+ (Z,X,Y,T) =0;

(b) (X, Y, Z2,T)=—(Y,X,Z,T);

(c) (X, Y, Z2,T)=—(X,Y,T,2);

(d) (X,Y,Z,T)=(Z,T,X,Y).
Demonstragao. Ver do Carmo [11], pagina 102. O]

Seja 0 C T,M um subespaco bi-dimensional do espago tangente T,M e
considere dois vetores z,y € o linearmente independentes. Pode-se mostrar
que

K(gj" ) — 5 (x’ y27 ‘/L.? y) 5 5
Nzl llyll” = (=, 9)7)

nao depende da escolha dos vetores z,y € 0. Com isso temos a seguinte
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Definicao 2.31. Dado um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional o C
T,M, o nimero real K(z,y) = K(0), onde {x,y} é uma base qualquer de o,

¢ chamado curvatura seccional de o em p.

Lema 2.32. Sejam M™ uma variedade Riemanniana e p um ponto de M™.

Defina uma aplicagdo tri-linear R : T,M x T,M x T,M — T,M por
(R(X,Y,W),Z) = (X, W) (Y, 2) = (Y, W) (X,2),

para todos X,Y,Z,W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante

igual a Koy se, e somente se, R = KR , onde R € a curvatura de M.
Demonstragao. Ver do Carmo [I1]], pagina 107. ]

Seja x = e, um vetor unitdrio em 7, M e considere uma base {ey, es, ..., €,-1}

ortonormal do hiperplano de T, M ortogonal a z.

Definicao 2.33. As médias

1 n—1

Ric,(z) = e Z (R(z,e;)z, ;)

K) =53 Rieye)

sao chamadas de curvatura de Ricci na direcao de x e curvatura escalar

em p, respectivamente.

Definamos agora a seguinte forma em 7, M

Q(x,y) =tr{z— R(z,2)y},

para x,y € T,M.

Obviamente ) ¢é bilinear. Escolhendo x unitario e uma base ortonormal
{e1,e9,...,e4_1,6, = x} para T,M temos

n

Q(I7y) = Z<R(I7ei>y7€i>

= Z <R(y, 61‘)1’, €i> = Q(yv x)

Assim, ) é uma forma bilinear simétrica e Q(x,z) = (n — 1)Ric,.
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Por outro lado, a forma bilinear () em 7,M corresponde uma aplicacao

linear auto-adjunta F', dada por
(F(z),y) = Q(z,y).

Dai, denotando por tr F' o traco de F', temos

n

trF = Z(F(Gj),€j>:ZQ(€j»€j)

j=1
— (=1} Ricyle;) = n(n — DK (p)
j=1
Portanto, as curvaturas de Ricci e escalar nao dependem da escolha das cor-

respondentes bases ortonormais.

2.6 Tensores em Variedades Riemannianas

Note que X' (M) tem uma estrutura linear quando tomamos como “escalares” os

elementos de C*°(M).

Definicao 2.34. Um tensor T' de ordem r em uma variedade Riemanniana

M™ é uma aplicagao multilinear

T:X(M)x X(M) x - x X(M) —s C(M).

N J/
~~

r—vezes

Isto quer dizer que, dados Xy, ..., X, € X(M), T(Xy, ..., X,) é uma diferen-

ciavel em M™ e que T é linear em cada entrada, isto é,
T( Xy, ... fX+gY, X,) = fT(Xy,..X,.., X,) +¢T(Xy,....Y, ..., X;),
para todos X,Y € X(M) e todas f,g € C(M).

Definicao 2.35. Seja M™ uma variedade Riemanniana n—dimensional e con-
sidere uma vizinhangca U C M™ de p € M™ onde seja possivel definir campos
e1, €, ...,en, € X(M) de modo que, em cada q € U, os vetores e1(q), e2(q),
...en(q) formam uma base de T, M. Diremos, neste caso, que {e1,es,...,e,} €

um referencial mével em U.

25



Assim, podemos restringir os campos X, ..., X, a U e expressé-los no re-

ferencial mével {eq, ey, ..., e,} da seguinte maneira

Xlzg $z‘16i1,~-7Xr:E i€y Uy eyl = 1,0,
i1 i

Pela linearidade de T, temos que

T(Xl,...,XT) = Z xil...x”T(eil,...eir).

Portanto temos que o valor de T'(X7, ..., X)) em p € M"™ depende apenas
dos valores de T'(e;,, ...€;,) e de X1, ..., X, em p.

Definigao 2.36. As funcoes T'(e;,,...e;.) =Ty, em U, sao ditas as com-

ponentes de T' no referencial {ey, e, ...,e,}.

Exemplo 2.37. O tensor curvatura de uma variedade Riemanniana M™ é

definido por
R:X(M)x X(M)x X(M)x X(M) — C*(M)

(X,Y,Z,W) — R(X,Y,Z,W)=(R(X,Y)Z,W).

E imediato verificar que R € um tensor de ordem 4, cujas componentes no
referencial {0/0x1, ...,0/0x,}, associado ao sistema de coordenadas {x1, ..., x,},
500

R(X“ X]? Xku Xl) - RZ]kl

Definicao 2.38. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante

VT deT é um tensor de ordem (r + 1) dado por

VT(X1, .. X, 2) = Z(T(X1,... X)) = T(VzX1, ..., X,))
e = T(Xy, e X1, VX,

Definigao 2.39. Seja T um tensor de ordem r. Para cada Z € X (M), a
derivada covariante V de T em relagao a Z ¢ um tensor de ordem r dado

por

V(X1 ... X,) = VT(X1,.... X, Z).
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2.7 Imersoes Isométricas

Sejam M™ e N™ variedades diferenciaveis e considere uma aplicacao diferen-

ciavel ¢ : M™ — N™.

Definicao 2.40. Um ponto p € M™ ¢ dito ponto regular de ¢ quando
dpy : TyM™ — T, N™ € injetiva. Dizemos que ¢ € uma imersao se todo
ponto p € M™ ¢ um ponto reqular de @, isto €, dp, : T,M™ — T, N"
¢ injetiva para todo p € M™. Se, além disso, ¢ é um homeomorfismo sobre
©(M) C N, onde p(M) tem a topologia induzida por N™, entdo diz-se que ¢

¢ um mergulho.

Note que se ¢ : M™ — N™ é uma imersao, entao m < n. A diferenca
n —m é chamada a codimensao da imersao ¢. As hipersuperficies de NV

sa0 as imersoes isométricas com codimensao 1.

Definicao 2.41. Se M™ C N™ e a aplica¢ao inclusao v : M — N ¢é um

merqulho, diz-se que M™ ¢é uma subvariedade de N™.

Proposicao 2.42. Seja ¢ : M™ — N™ uma imersao. Para todo ponto p €
M™, existe uma vizinhan¢a V- C M™ de p tal que a restri¢ao ¢ |y: V. — N"

¢ um merqgulho.
Demonstragao. Ver do Carmo [I1], pagina 14. O

. —k . . : . .,
Seja agora ¢ : M™ — M uma imersao de uma variedade diferenciavel
. - . . . =k . -
M™ de dimensao n em uma variedade Riemanniana M de dimensao k = n+m
com métrica Riemanniana ¢ = (, ). A métrica Riemanniana g de M~ induz,

de maneira natural, uma métrica Riemanniana g em M": se vy,v, € T, M,

define-se (v, v2) = g(dpp(v1), dpp(v2)).

Definicao 2.43. Sejam M™ e M variedades Riemannianas com métricas Rie-
mannianas g e g, respectivamente. Dizemos que uma imersao diferencidavel o :

M" — " ¢ wma imersdo isométrica se g(v1,v2) = g(dpy(v1), dpy(v2)).

2.8 A Segunda Forma Fundamental

Seja p : M" — M uma imersao. Dado p € M, existe, pela proposicao 2.42,

uma vizinhanca U C M de p tal que ¢(U) C M é uma subvariedade de M. Isto
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quer dizer que existem uma vizinhanca U C M de ¢(p) e um difeomorfismo
¢ :U C M — V C R*™" em uma aberto V de R™™, tal que ¢ aplica
difeomorficamente ¢(U) N U em um aberto do subespaco R™ x {0} C R**™.

Para simplificar a notacao, identificamos U com ¢(U) e cada vetor v €
T,M, q € U, com dp,(v) € Ty M. Usaremos tais identificagoes para esten-
der, por exemplo, um campo local (isto é, definido em U) de vetores de M a
um campo local (isto ¢, definido em U) de vetores em M; se U é suficiente-
mente pequeno, tal extensao é sempre possivel, como se vé facilmente usando

o difeomorfismo .

Para cada p € M™, o produto interno em 7, pM decompoe TPM na soma

direta
TPM = TpM D (TPM)L’

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Se v € T,M,

p € M™, podemos escrever
v=v'+vt Wl €eT,M, vte(T,M)"

Tal decomposicao é evidentemente diferencidvel no sentido que as aplicacoes
de TM em TM dadas por (p,v) — (p,v") e (p,v) — (p,v") sdo difer-

enciaveis.

Definicao 2.44. Dizemos que v' é a componente tangencial de v e que

v+ € a componente normal de v.

7 ~ . . ——n+m .
Seja V a conexao Riemanniana de M e considere campos de vetores

locais X e Y em M™. Para X e Y extensoes locais de X e Y a Mn+m, definimos
VY = (V7).

Supondo que M™ tem a métrica Riemanniana induzida por ¢, pode-se

mostrar que V é a conexao Riemanniana de M™. Assim,
B(X,Y)=VxY —VyY

, —n-+m
¢ um campo local em M normal a M™".

Agora note que, sendo X e Y; outras extensoes locais de X e Y, respec-

tivamente, temos
(VxY —=VyxY) - (Vx,Y = VxY)=Vx ¢V
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se anula em M", pois X — X; =0 em M". Por outro lado,
(VY —VxY) — (VY| - VxY) =Vx(Y - Y;) =0,

pois Y — Y, = 0 ao longo de uma trajetéria de X.

Portanto B(X,Y) ndo depende das extensdes X e Y e, consequentemente,
estd bem definida. No que se segue, indicaremos por X (U)+ os campos dife-

rencidveis em U de vetores normais a ¢(U) ~ U.

Proposigao 2.45. Se X,Y € X(U), a aplicacio B : X(U) x X(U) — X(U)*+
dada por

B(X,Y)=VxY —VxY
¢ bilinear e simétrica.

Demonstracao. Pelas propriedades de linearidade de uma conexao, conclui-se
imediatamente que B é aditiva em X e Y e que B(fX,Y) = fB(X,Y), f €
C>*(U). Resta mostrar que B(X, fY) = fB(X,Y), f € C*(U). Indicando
por ? uma extensao de f a U, teremos
B(X, fY) = Vx(JY) = Vx(fY)
= fVxY — fVxY + X(f)Y — X(f)Y.

Como em M, f = f e X(f) = X(f), concluimos que as duas tltimas

parcelas se anulam, donde B(X, fY) = fB(X,Y), isto é, B é bilinear. Para

mostrar que B é simétrica, utilizaremos a simetria da conexao Riemanniana,

obtendo
B(X,Y)=VxY —VxY =VeX + [X,Y] - Vy X — [X,Y].
Como em M, [X,Y] = [X,Y], concluimos que B(X,Y) = B(Y, X). O

Como B é bilinear, concluimos, exprimindo B em um sistema de coorde-

nadas , que o valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y(p).

Seja p € M™ e considere a aplicacao H,, : T,M x T,M — R dada por
Hn(x7y>: <B($>y)ﬂ7>a I,yGTpM,

onde n € (T,M)".

Temos, pela proposicao 2.45, que H, ¢ uma forma bilinear simétrica.
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Definicao 2.46. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
IT,(z) = Hy(z, x),

¢ chamada a segunda forma fundamental de ¢ em p sequndo o wvetor

normal 7.

Observe que a aplicagao bilinear H, fica associada uma aplicacao linear
auto-adjunta, chamada aplicacao de Weingarten, A, : T,M — T,M dada

por

(Ay(x),y) = Hy(2,y) = (B(z,y),1).

Proposigao 2.47. Sejam p € M, x € T,M en € (T,M)*. Se N é uma

extensao local de n normal a M, entao
Ay(z) = =(VoN)".

Demonstracao. Seja y € T,M e considere X,Y extensoes locais de z,y, res-

pectivamente, e tangentes a M. Entao, (IV,Y) = 0, e portanto,

(Ay(@),y) = (B(X,Y)(p),N) =(VxY = VxY.N)(p)

= (VxY,N)(p) = (Y. VxN)(p)
- <_vCEN7 y>7
para todo y € T,M. O]

Sejam K e K as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, definidas

por
Ky - BEXY)
[ X7 [[Y]" = (X, Y)?
KX 7) = AENXY)
X[ Y]] = (X, Y)?
onde

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VixnZ,

E(X, Y)Z = VYVXZ — vayZ +v[X,Y]Z-
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Teorema 2.48 (Gauss). Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M.

Entao

Demonstragao. Ver do Carmo [I1]], pagina 143. [

Definicao 2.49. Uma imersao ¢ : M" — M ¢ geodésica em p € M"
se, para todo n € (T,M)*, a sequnda forma fundamental I1, € identicamente

nula em p. A imersao ¢ € totalmente geodésica se ela é geodésica para todo
pe M.
Proposicao 2.50. Uma imersao ¢ : M"™ — M geodésica em p € M se,

e so se, toda geodésica v de M™ partindo de p € geodésica de M em .

Demonstragao. Suponhamos que v(0) = pe/(0) = z e sejam N uma extensao
local, normal a M, de um vetor normal  em p e X uma extensao local,

tangente a M, de 7/(t). Como (X, N) = 0, obteremos em p,
Hﬂ<x7$) = <A77(£E),ZE> = —<va, X>
= —X(N,X)+(N,VxX) = (N,VxX).
Decorre dai que ¢ ¢ geodésica em p se, e s6 se, para todo o € T,M, a

geodésica v de M que é tangente a x em p satisfaz a condicdo: VxX(p)

nao tem componente normal. Portanto, ¢ é geodésica em p se, e sé se, toda

geodésica v de M™ partindo de p é geodésica de M em . O]
Definicao 2.51. Uma tmersao ¢ : M" — M ¢ minima se para todo

p € M™ e todo n € (T,M)* tem-se que trA, = 0.

Sendo {ey, €y, ..., €, } um referencial ortonormal de vetores em X (U)*, onde

U é uma vizinhanca de p na qual ¢ é um mergulho, podemos escrever, em p,
B('x?y) :ZHei(xyy)eia :E,yGTpM, Z: 1,...,m.

Nao é dificil verificar que o vetor normal dado por

1
H:— tAe. 4
LS e

7

nao depende do referencial {ej, es, ..., e, } escolhido.

Definicao 2.52. O wvetor H dado acima é chamado o vetor curvatura

média de ¢.
E claro que ¢ é minima se, e s6 se, H(p) = 0 para todo p € M.
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2.9 As Equacoes Fundamentais de Uma Imersao

Isométrica

. ~ . s, . ——n+m
Dada uma imersao isométrica ¢ : M"™ — M , temos, em cada p € M", a

decomposi¢ao
T,M =T,M @ (T,M)*

que varia diferenciavelmente com p. Isto significa que, localmente, a parte
do fibrado tangente TM que se projeta sobre M se decompoe em um fibrado
tangente TM e em um fibrado normal TM*. No que se segue, usaremos
sistematicamente as letras latinas X, Y, Z, etc., para indicar os campos difer-
enciaveis de vetores tangentes e as letras gregas &,n, (, etc., para indicar os

campos diferenciaveis de vetores normais.

Dados X e 7, ji vimos que a componente tangente de Vyxn é dada por
(Vxn)'" = —A,X. A componente normal de V x7, chamada conex@o normal

V+ da imersao é dada por
Vxn=(Vxn)* =Vxn—(Vxn)' =Vxn+A,X.

Verifica-se facilmente que a conexao normal V* possui as propriedades

usuais de uma conexao, isto ¢, ¢é linear em X, aditiva em 7, e
Vx(fn) = fVxn+X(fin,  feCx(M).

De maneira analoga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir de
V+ uma nocao de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura

normal R' da imersdo e definida por
RH(X,Y)n = VyVxn — VxVyn + Vigy:
Proposicao 2.53. Com as notacoes acima, as sequintes equagoes se verificam

(a) (Equagdo de Gauss)

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T)— (B(Y,T),B(X,Z))
+ (B(X,T),B(Y,2)).
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(b) (Equagdo de Ricci)

<R(X7 Y)% C> - <RL(X7 Y)n: C> = <[A77’ AC]X7 Y>

onde [A,, A¢] indica o operador A, o A; — Ao A,).
Demonstragao. Ver do Carmo [I1]], pagina 149. ]

Observacao 2.54. Dizemos que o fibrado normal de uma imersao é plano
(flat) se R+ = 0. Admita que o espago ambiente M tem curvatura seccional

constante. Entao a equacao de Ricci se escreve
<RL(X7 Y)na C) - _<[A77a AC]X7 Y>

Decorre dai que Rt = 0 se, e s6 se, [A,, A¢] = 0 para todo n e C, isto
¢, se, e s0 se, para todo p € M" existe uma base de T,M que diagonaliza

simultaneamente todos os An-

Dada uma imersao isométrica, convém indicar por X (M)* o espaco dos
campos diferenciaveis de vetores normais a M. A segunda forma fundamental

da imersao pode entao ser considerada como um tensor
B:X(M)x X(M)x X(M)> — C>®(M)

(X,Yﬂ?) — B(X,Kn) = <B(X,Y),?7>.

A definicao de derivada covariante se estende a este tipo de tensor de

maneira natural

(VxB)(Y,Z,n) = X(B(Y,Zmn)) - B(VxY,Z,n)

Proposicao 2.55 (Equagao de Codazzi). Com a notagdo acima, vale
Demonstragao. Ver do Carmo [I1]], pagina 151. [

Observacao 2.56. Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional con-

stante, a equacao de Codazzi se escreve como
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Se, além disto, a codimensdo da imersao é um, tem-se Vxn = 0. Donde,

VxB(Y,Z,n) = X(A)Y,Z)—(A,(VxY),Z)—(A,Y,VxZ)
= (Vx(AyY), Z) = (4,(VxY), Z).

Portanto, neste caso, a equacao de Codazzi se escreve

VX<A71Y) - VY(AWX) = An([Xv Y])
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Capitulo 3
Transformacoes de Newton

. S+l . ~ ’ . .
Seja x : M™ — M " (¢) uma imersao, onde M™ é uma variedade difer-
encidvel compacta, conexa, orientavel, com bordo OM (podendo ser OM = ()

—n+1 . . . . .

e M " (c¢) uma variedade riemanniana simplesmente conexa, orientada e com
. . ———n+1 Ly . .

curvatura seccional constante c. Considere em M a métrica riemanniana

(,), a conexao Riemanniana V e dM sua forma volume e tome em M" a

métrica induzida por x, de modo que z se torne uma imersao isométrica.

A segunda forma fundamental A : TM — TM da imersao x : M" —

Mﬂﬂ(c) com respeito a um campo vetorial normal unitario N € X+(M)

induz, em cada p € M, um operador linear auto-adjunto A : T,M — T, M.

Seus autovalores sao as curvaturas principais Aq, Ao, ...\, da imersao x.

Associadas a A, tem-se as n funcoes simétricas elementares
ST = Sr(/\b )\2, ceey )\n),

com 1 <r < n, dadas por

n

p(t) = det(tl — A) = Z(_l)rsrtnﬂ,

r=0
onde p(t) é o polondomio caractistico de A e I é o operador identidade.

Em outras palavras, Syo =1 e, para 1l <r <mn,

S/r - Z /\11)‘Z2>\2r

1<i1<ia<...<ir<n
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Note, em particular, que
i i<j
— Z)\f
= |AP
onde |[A]* = (A, A) = tr(A?). Portanto,
25, + |A]? = S7,

Dado p € M, seja {ey,...,e,} um referencial ortonormal (um referencial
geodésico, por exemplo) numa vizinhanga de p tal que {e1(p),...,en(p)} seja
uma base ortonormal de T, M formada por autovetores de A,. Se R ¢ a cur-

vatura escalar de M, segue da equacao de Gauss que

1
R = m;(R(eu%)@j’@
- ﬁzm (Alei, ), Alej,e)) = [ Alesse)) )
G
= o+ mZ“A(ei;ei)aA(ej’ej)) — [[Aless ) [1?)-
i#]

Como (N, N) = 1 e a codimensao é 1, segue que A(e;, e;) = (A(e;, e;), N)N.

Assim, temos em p

<A(eivei)v"4(€j76j)> = <A(6ivei>7N><A(ej7€j>’N>

= (Ap(ei), e)(Ap(e)), e5)
= N

Por um argumento andlogo, ||A(e;, e;)||* = 0 se i # j.
Segue entao que
R = c+ ﬁ D AN
i
2

= o™

ou seja,
25y =n(n—1)(R —c).
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Para 1 < r < n, nés definimos a r—ésima curvatura média H, de x por

—1)"
Hr = %ST
Em particular, H; = H é a curvatura média de x. Tais fungoes satisfazem

certas desigualdades algébricas muitos uteis, usualmente conhecidas como de-

sigualdades de Newton. Os dois resultados que se seguem foram obtidos de
[5].

Lema 3.1. Se f € R[z] é um polindmio com k > 1 raizes reais, contadas
as multiplicidades, entao f' tem pelo menos k — 1 raizes reais, contadas as
multiplicidades. Em particular, se todas as raizes de f sdo reais, o mesmo

ocorre com f’.

Demonstracao. Seja o« € R uma raiz de multiplicidade £ > 1 de f, isto é,

f(x) = (xr — a)¥g(x), com g(a) # 0. Derivando obtemos

fi@) = klz—a)'g(@) + (z - a)'q'(z)
= (=)' (kg(2) + (2 - a)g'(x)).

Como kg(a)+ (o —a)g'(a) # 0, segue que « é raiz de multiplicidade k — 1
de f.

Agora sejam aq, ...,a; € R as raizes distintas de f, isto é,

fl@) = (z—a)™ (2 —a)g(a),

onde ki, ...,k s@o inteiros positivos e g(a;) # 0, i = 1,...,l. Como vimos
acima, «; € raiz de multiplicidade k; — 1 de f’. Contadas as multiplicidades,
f tem k = ki + ... + k; raizes reais. Supondo, sem perda de generalidade, que
a; < ... < oy, obtemos mais [ — 1 raizes para f’, distintas dos «;, aplicando o
Teorema do Valor Médio aos intervalos [ay, ajy1]. Assim, f’ tem pelo menos

(ki —1)+ ...+ (k—-0D+(U—-1)=k—1+1—1=k—1 raizes reais. O

Proposicao 3.2. Sejam n > 1 inteiro, e A\, ..., \, numeros reais. Defina,

para 0 <r <mn, S, = S5,(\) como acima, e H. = H.(\;) = (Z)_IST()\i).

(a) Para 1 < r < n, tem-se H> > H, 1H,,,. Além disso, se a igualdade
ocorre para v = 1 ou para algum 1 < r < n, com H,.,1 # 0 neste caso,

entao A\y = ... = \,.
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(b) Se Hy, Hy, ..., H, > 0 para algum 1 <r < n, entdo Hy > /Hy > /H3 >
w. > N/ H,.. Mais ainda, se a igualdade ocorre para algum 1 < j < r,

entao A\ = ... = \,.

(c) Se, para algum 1 < r < n, tem-se H, = H,;; = 0, entdo H; = 0 para
todor < j <mn. Em particular, no mdximo r — 1 dos \; sao diferentes

de zero.

Demonstracao. Para provar (a) nés usamos indugao sobre o nimero n > 1 de

nimeros reais. Para n = 2, temos somente r = 1, e a desigualdade segue de

1
H — HyHy, = (551)2 — S

1
= (500 + %) = ko
1
= Z((A1 + X2)? — 41 ))
= 220,

valendo a igualdade se e s6 se \; = \y. Suponha agora que as desigualdades
sejam verdadeiras para n — 1 numeros reais, com igualdade para r = 1 ou
l<r<mneH, 1 #0seesoésetodos os \; sdo iguais. Dados n > 3 nimeros

reais Ay, ..., A\, seja

F@) = (@ + M)+ An) = En: (”) H,o(\)z"".

r=0

Entao

n—

fla) = im—m(ﬁ)mui)xnw

r=0
Como as raizes de f sdo todas reais, o mesmo ocorre com f’, de modo que

existem numeros reais i, ..., V,_1 tais que

n—1
fl(x) = nx+y)..(+ym1)=nY S.(y)az" !
r=0
n—1
-1
= n(n )HT(%)Q:”_”_I.
r
r=0
Desde que n(”zl) = (n — r)(:‘), comparando os coeficientes temos que

H,.(\;)) = H.(v;) para 0 < r <n — 1. Dai, segue da hip6tese de indugao que,
para 1 <r <n —2,

HE(N) = HE(vi) = Hoy(73) Hyr () = Hr—a (M) Hya (N).
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Além disso, se a igualdade ocorre para os \; com r = 1, respectivamente
Il <r<n-—1eH.1(N\) # 0, ela também ocorre para os 7; com r = 1,
respectivamente 1 < r < n—1e H,.1(v;) # 0. Segue entao da hipdtese de
indugao que vy, = ... = y,_1, e assim A\; = ... = \,.

Por fim, temos que mostrar que H2 |(\;) > H, o(\;)H,(\;), com igual-
dade para H, # 0 se e s se todos os \; sao iguais. Se A\; = 0 para algum

1 <i<mn, temos H,(\;) =0 e a desigualdade é 6bvia. Se nao, H,, # 0 e

1 2 -1
H n 4,
H2 S Hni Hn n n > n Hn
n—1 = 2 < [(n—l) Z )\i] N [(n_2> i<j )\i/\j]

7

& (n-1) (Z%) Zz”ZAilAj'

~ A
Por simplicidade, facamos «; = Ai Assim, a desigualdade acima equivale
7

(n—l)(Z:Ozi)2 > 2n2aiaj.

i<j

Fazendo T'(a;) = (n — 1) (3011, i)® — 2n 37, aiarj, nés temos

T(ay) = n(z a;)? — (Z ;)® — 2nZaiaj

= n[(z a;)? =2 Z%‘%‘] - (Z @)’

n

- nzn:a? - (Zai>2 > 07
i=1

i=1
onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para os vetores u = (s, ..., ;)
ev=(1,...,1). Assim, vale a igualdade se e s6 se existe t € R tal que u = tv,
isto é, se e 86 se todos os (e entao todos os \;) sdo iguais.

Para a prova de (b), observe que H; > HQ% segue de (a), pois aqui temos
H,, Hy > 0. Suponha entao que H; > Hé > .. > Hj para algum 2 < k < r.

Entao,
) E-1
Hp > Hy 1Hpn > H " Hpyo.

k=1 1 1
Dividindo por H,* , obtemos H} > H}f/. Segue imediatamente das
1 1
desigualdades acima que se H} = H,fﬁ para algum 1 < k < r, entao

H? = H;_1Hyyy. Assim, o item (a) nos dd \; = ... = \,,.
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Para provar o item (c), podemos supor r < n — 1, pois o caso r = n — 1
é direto. Pelo item (a), H?, > H,H, 2, e como H, = H,.; = 0, vale a
igualdade, de sorte que se H,,5 # 0, segue ainda de (a) que A\ = ... =\, = \.
Mas H, =0 = X =0= H,,» =0 (veja a definigao dos H,), uma contradigao.
Assim H,,o = 0, e analogamente H,,3 = ... = H,, = 0. Para finalizar, ¢é

suficiente notar que o polinomio f(x) do item (a) é, neste caso,

n r—1
flz) = Z Sz = Z S
=0 =0
[

Para 0 < r < n definimos a r—ésima transformacao de Newton P, em

M por Py = I (operador identidade) e, para 1 < r < n, por
P. = (=1)"S, I+ AP,_;.
Segue facilmente por indugao que
P = (=1)"(S.I —S,_1A+ S,_9A% — ..+ (—1)"A"),

Em particular, cada P,, sendo um polinomio em A, é auto-adjunto e tem
os mesmos autovetores de A. Dai, A e todos os P, podem ser simultaneamente

diagonalizados. Pelo teorema de Cayley - Hamilton, temos

n

0=p(A) =) (-1)"S, A" = (=1)"P,.

r=0

Sejam ey, eq, ..., e, autovetores linearmente independentes de A e ky, ko, ..., k,
os autovalores correspondentes. Denotando por A; a restricao de A a {e;}*+ C

T,M e por S,(A;) a r—ésima fungao simétrica associada a A;, segue-se que

3
—

det(tl — A;) = (—1)E Sy (A1,
0

i

onde

(1<G1< . <jp<n) s
Observe que os autovalores de A; sao ki, ks, ..., ki, ky,.

Proposicao 3.3. Para 0 <r <n,
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(a) Poe; = Sy(Ae;.

(b) tr(P) = 321, Sr(Ai) = (n—1)S,.

() tr(AP.) = 3" kiSp(Ad) = (r 4+ 1)Spy1.

(d) tr(A2P,) = S0 k2S,(A;) = 81541 — (1 + 2)Spsa.

7

Demonstracao. (a) - Fixemos 1 < i < n e fagamos indugao em r. Para r =0

temos P0€i = €; = (-1)06i = (—1)OSO<AZ)€1 Para T = 1,
P1<€Z') = <51[ + A)ez
= (Sl — kl)ez
= Sl(Al)ez

Suponhamos, por inducao, que P,(e;) = S.(A;)e;, para 0 < r < n — 1.

Assim,

Pra(e) = (Sl — AP )e;
= (Sry1 — kiS,(Ai))e

= > ki ki | e
(1< <Jrt1)jasti

= Sr+1 (Az)ez

(b) - Pelo item (a) temos que

tr(P) = Zmei,e»

No somatério Y ; S, (4;), para 1 < j; < ... < j, < n, o termo kj k;, -+ k;,
comparece em S, (4;) exatamente uma vez para cada indice 1 < ¢ < n diferente

de j1, 72, ey Jr, isto é, (n — r) vezes. Logo,
tr(P,) = (n—r)S,.
(c) - De Py = S,111 — AP,, temos que

tT(APr) = tT(ST+]_I - PT+].)
= nS1— (n—(r+1))S4
= (7" + 1)57-_‘,_1.
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Observe ainda que
Donde

(d) - De Pryy = S,;1f — AP,, obtemos A?P,; = S,;1A — AP,. Entao,

tr(A*P) = tr(S, ;1A — AP))

= 51541 — (r+2)S,40.

Por fim

A’Pe; = A*(S.(Ai)e;) = k7S, (Ay).

Donde
tr(A*P,) = zn: k2S,.(Ay).
i=1
O

Associada a cada transformacao de Newton P, de uma imersao x : M" —
St . . .
M | temos o operador diferencial linear de segunda ordem L, : C*°(M) —

C*(M) dado por
L.f =tr(P.Hessf).

Em particular, Lof = tr(Hessf) = Af. O préximo resultado consta de
Rosenberg [16].

Proposicao 3.4. : Se M tiver curvatura seccional constante, entao
L.f =diwv(P.Vf).
Demonstragao. Note que, sendo 3 uma base de T,,M, temos

tr(HessfoP,) = ZHessf(PTX,X) = ZVdf(PTX,X)
Xep Xep

= Y (VxVf PX)

Xep

= Z <VPTXVf7X> :

Xep
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Por outro lado temos

div(P,Vf) = tr(X — VxP.(Vf))
= Z <VXPr(vf)’X> .

Xep

Logo

tr(Hessfo P,) = div(BVf) <= Y (VxP.(Vf),X)=> (VpxVf X).

Xep Xep

Assim, para provar L, f = div(P.V f) basta mostrar que
tr(X — VpxY)=tr(X — VxPY).

Afirmamos agora que se tr(X — Vp xY) = tr(X —— VxP.Y) for vélido
para um campo Y, entao também serd valido para o campo @Y, para toda
fungdo ¢ € C°(M). De fato, sendo § é uma base de T,M formada por

autovetores X de P,, com autovalores A, entao

> (VaxoY, X) =Y (6(VaxY. X) + (PX)(9) (X, 1))

Xep Xep

> (VxP(¢Y),X) =D (¢ (VxPY,X) + X(¢) (X, P,Y)),

Xep Xep

uma vez que P, é auto-adjunto. Agora, (P.X)(¢)X = AX(9)X = X(9)AX =
X(¢p)P.X, e as equagOes acima sao iguais desde que tr(X —— VpxY) =
tr(X —— VxP.Y) seja valido pra Y. Assim, basta estabelecer que tr(X ——
Ve.xY)=tr(X — VxPY) é vélido para Y = ey, onde {ey, es,...,e,} é um
referencial ortonormal, em uma vizinhanca U C M de p, geodésico em P e
que diagonaliza A em p.

Supunhamos, por inducao, que tr(X —— Vp xY) = tr(X — VxPBY)
seja valido para r — 1. Como os e; diagonalizam também P,., digamos P,e; =
i€, temos

n n

tr(X — Vp.xer) = Z (Vp.e,e1,€) = Z (Vie€1,€5) = 0.

i=1 i=1

Assim, basta mostrar que tr(X —— VxP,e;) =0 em P.
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Porém note que

n n

t’l“(X [— VXPT_1A€1) == Z <v€iPT—1A617 €Z‘> = Z <vPrileiA€1, €i>

i=1 i=1

= Z (Ve Aer, e;) = Z (Ve,Aeq, fize;)
=1 i—1

= Z <ve¢A€17 Pr71€i> = Z <Pr71ve¢Ael> ei> .

i=1 i=1

Logo,
tr(X — VxP,_1Ae;) = tr(X — VxS, Aey).
Portanto,
tr(X — VxP.e) =0,
ja que P, = S,.I — AP,_; e, consequentemente,

tr(X — VxPe;) =tr(X — VxP,_1Ae;) —tr(X — VxS, Aey).

. s ——n+1 .
Como, por hipétese, M tem curvatura seccional constante, segue-se,pela

equacao de Codazzi, que
(Ve A)er = (Ve Ae;
Donde,
Ve Aey — AV, ey =V, Ae; — AV, e; = V. Ae; = V., Ae;.

Logo
tr(X — VxPider) = Y (B1Ve,Aej e;)
i=1

= tr(P,,_lveiA) = <VST‘7 61> )

tr(X — VxS,e;) = (Ve Srer,e;) = Zei (Sre1,e;)
=1 =1
= <Sr€1> 61) - el(S’r‘)
= <VS7"7 el)

Agora, para r=1, basta mostrarmos que
tr(X —— VxAey) =tr(X — VxSie),
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pois P, = 511 — PpA = 511 — A. Ora,

n n

tr(X — VxAe) = Z (Ve Aey,e;) = Z (Ve, Ae;, e)

i=1 i=1

= Z €1 <A€i7 6,‘) = €1 Z <A€i7 6,‘)
i=1 i=1
= 61(51).

Por outro lado,

n n

tr(X — VxSie) = Z (Ve,Se1,e) = Z e1 (Sie1, e;)

i=1 i=1
= €& <51€17€1> = 61(51);
e com isso concluimos a demonstracao do teorema.
O
Proposicao 3.5. : Seja v : M" — MH—H(C) uma imersao, onde Mn+1(c)
representa R" | a esfera Euclidiana S™™ (1) ou o espago hiperbdlico H" 1(—1).

Considere um vetor fizo U de R (nos dois primeiros casos) ou de L™ (no

terceiro caso), N um campo unitdirio de vetores normal a M e as fungoes

f,9: M — R dadas por

Entao
(a) Vf=—-AU") eVg=UT;
(8) L.(g) = tr(AP,)f — ctr(P.)g;
(¢) Li(f) = —tr(A’P)f + ctr(AP,) = U (Sp11).
Demonstracao. : Faremos a prova para o caso em que M = s Os

demais casos seguem-se de forma analoga.

Seja {X = eq, €1, €9, ..., €y, €,01 = N} um referencial ortonormal adaptado
.. . = . = +1
A imersao z, V a conexdo de R"2 V a de M e V a de M. Suponhamos
que {ej, €g, ..., €,, } é geodésico em p € M e diagonaliza A em p.

Note que

g=(X,U) = e;(g) = <VeiX, U> = (&;,U).
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Suponha agora, sem perda de generalidade, que |U| = 1. Entao,

Vg =3 elglei=>0" (e, U)=U";
Vol +f* +¢° = D it (e:,U)* + (ens1,U)* + (e, U)* = |U)* = 1.

Agora
gy = ei(eil9) = e5tenU) = (Ve U) = (Voo U) + ((Voet, U)
= (Ve U) +{(Veoye 5, U) + (Voo X ) (X,0)
= (Veyen, NN, U) + (e {ei, X) = (€1, Ve, X ))g
= (e e5) [ —(eie5) g
= hijf — dij9-

L,(g9) = tr(P,Hessg) = (P.Hessg(ey), ex) = Sr(Ak) ek
1 1

= tr(APT)f—tr(PR) :
Por outro lado,
o= (N,U) = e;(f) = <%N, U> = (V. N,U) + <(6eiN)i, U>

= i<ve¢N,€j><ej,U>+<VeiN,N><N,U>+<%N,X> (X,U)
- _Zhw e, U) + (& (N, X) — <N7661X>)g

= —Z%‘Ag‘ (e;,U) — (N.€i) g
j=1

= _)\z <6i7 U> .
Logo
Vf = ez(f)ez:_z)\i:_Z<A6iaUT>€i
i=1 i=1 i=1
= —Z<AUT,61>€Z
i=1
= —AUT.
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Para o que falta, note que
fi=—(AUT &) = fij = ¢;(f;)) = —¢; (AU, e;) = — (VAU ,¢;).
Assim, pela equacao de Codazzi, temos que

fz'j = - <vUTA€j + A[ej, UT], 62'> = — <VUTA€]', €i> — <A€i, [ej, UT]>
= —U"(hi;) + (Ae;, Vyre) — (Ae;, V,U' — Vyre;)
= —UT(hy) — (Ae;, V,U"),

em p, pois {ej, €z, ..., €, } em p implica em V,e; =0, Vv € T,M. Entdo, em p,

fig = — ngek €ij) Z (Aei, Ve, (grer))

k=1

= - nghijk - Z e;(gx) (Aei, er)
k=1 k=1

= - nghijk - Z(hkjf = 0k 9) k-
k=1 k=1

Segue-se que

n

L,(f) = ZPrej(ej(f)):ZSr(Aj)fjj
= Z Sr(4j) | = Z grhijk — Z(hkjf - 5kj9)hjk:]

= - Z Sr(Aj)hjjkgr — Z Si( )\25kjf+ Z Sr(A

k=1 7,k=1 7,k=1
= —E (Prej,ej) e ]]gk—<§ Sr( )
]k 1

= — Z (Prej, Ve, hjie;) g — tr(A*P,) f + tr(AP,)g.

J,k=1

Porém temos que

Y (P Ve, (hyse)) g = Y (e, Vivglhie;)) = D (e, PV (Ae)))
k=1 j=1 J=1
= Y {e;, (BVyrA)ey)
j=1



Portanto

LT(f) = _tT<A2PT)f + tT<APT)g - UT(ST+1>'

Observacao 3.6. Note que, pela proposicao 3.3, temos

L.(f) = —tr(A*P)f+ctr(AP)g — U"(S,11)
= (81541 = (r+2)S2) f + c((r +1)S141)9 + U (Sr41)

Ly(g) = tr(AB,) [ — ctr(Pr)g = ((r + 1)Sr1)f = c((n = 7)5;)g.

Assim, se a curavtura seccional ¢ for nula, teremos

Lo(f) = = (51841 — (r +2)Spp2) f + U ' (Sr11)

Ly(g) = =((r + 1)Sr1) f.
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Capitulo 4

Folheacoes

4.1 Distribuicoes Tangentes

Definigao 4.1. Seja M uma variedade Riemanniana. A escolha de um sube-
spago linear k—dimensional D, C T,M em cada ponto p € M é chamada
uma distribuicao tangente k—dimensional em M, ou simplesmente uma
distribuigao, se nao houver risco de confusao. Uma distribuicao é chamada
diferencidvel se D = ]_[peM D, for um subfibrado suave do fibrado tangente

TM.

Definicao 4.2. Seja D uma distribuicao diferencidvel sobre M. Uma subvar-
iedade imersa N C M ¢€ dita uma variedade integral de D se T,N = D,
para cada ponto p € N. Dizemos que D ¢ integravel se cada ponto de M

esta contido em uma variedade integral de D.

Definicao 4.3. Dizemos que D ¢ involutiva se dados campos diferencidveis
X eY em um aberto U de M tais que X,,Y, € D, para todo p € U, entdao o
colchete de Lee [X,Y] € tal que [XY], € D,, para todo p € U.

Proposicao 4.4. : Toda distribuicao integravel é involutiva.

Demonstracao. Seja D C T'M uma distribuigao integravel. Suponha que X
e Y sao secoes locais diferenciaveis de D definidas em algum aberto U de M.
Sejam p € U qualquer e N uma variedade integral de D contendo p. Como X e
Y sao secoes de D, segue-se que X e Y sao tangentes a NV e, consequentemente,

[X,Y] também o é. J& que p € U é qualquer, D é involutiva. ]

49



Definicao 4.5. Dada uma distribuicao D C T'M de dimensao k, dizemos que
uma carta coordenada (U, ¢) sobre M ¢é plana se ¢(U) € o produto de abertos
conezos U, U" C R¥ x R"* e, em pontos de U, D € gerado pelos primeiros k
campos vetoriais coordenados 8/0x*,0/0x?,...,0/0x*. Uma distribuicao D C
TM ¢ completamente integravel se existe uma carta plana para D em uma

vizinhanca de todo ponto de M.

Segue-se facilmente que toda distribuicao completamente integravel é in-

tegravel e, portanto, involutiva. A reciproca é dada pelo

Teorema 4.6 (Frobenius). Toda distribuicao involutiva é completamente in-

tegravel.

Demonstragao. Ver Lee [13], pagina 501. ]

Corolario 4.7. Toda distribuicao involutiva € integrdvel.

4.2 Folheacoes

Definicao 4.8. Se U € um subconjunto de R", uma fatia de dimensao k é

qualquer subconjunto de forma

S={(z", 2% . 2" " 2" C Ut = KLt =

+1 n

para algumas constantes koL e

Sejam M uma variedade diferencidvel n—dimensional e (U, ¢) uma carta

diferenciavel em M.

Definigao 4.9. Se S € um subconjunto de U tal que ¢(S) é uma fatia k— di-
mensional de ¢p(U), entao dizemos que S € uma fatia k—dimensional de

U.

Definicao 4.10. Uma folheacao de dimensdo k sobre uma variedade n— di-
mensional M € uma colecao de subvariedades de dimensao k, disjuntas, conezxas
e imersas de M (chamadas de folhas da folheac¢ao) cuja uniao é M e tais que,
em uma vizinhanga de cada ponto p € M, existe uma carta (U, ¢) com a pro-
priedade que ¢p(U) € o produto de dois abertos conexos U xU" CcRF xR *

e cada folha da folheacao intersepta U ou em um conjunto vazio ou em uma
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k+1 k+1
N

colecao enumerdvel de fatias de dimensdao k da forma "7 = ¢

(tal carta é chamada de carta plana da folheagao).

Uma folheagao de dimensao k de uma variedade diferenciavel M™ é, a grosso
modo, uma decomposicao de M™ em subvariedades conexas de dimensao k
chamadas folhas, as quais se aglomeram localmente como os subconjuntos de

R" = R* x R"* com segunda coordenada constante.

Definicao 4.11. Seja F uma folheacao de dimensao k de uma variedade di-

ferencidvel n—dimensional M™. O numero n — k é dito a codimensao da

folheagao F.

Proposicao 4.12. Sejam F uma folheacdo de codimensao um de uma varieda-
de Riemanniana conexa compacta M"™ e f: M"™ — R uma fungao constante

ao longo das folhas de F. Se f é nao constante em M™, entao
s ={w e M f(@) = max(f(2) }
contém pelo menos uma folha compacta.
Demonstragao. Ver proposigao 2.31 de [1J. O

Toda folha L de uma folheacao F possui uma estrutura de variedade di-
ferenciavel induzida pelas cartas de F. Esta estrutura é chamada estrutura

intrinseca de L.

Seja agora M uma variedade Riemanniana orientdvel e F uma folheacio
diferenciavel de codimensao 1 sobre M. Dado p € M, se N é um campo de
vetores unitario normal as folhas de F em alguma vizinhanca de p em M,
podemos obter um referencial ortonormal adaptado {eq,es, ..., e, €01 = N}
de modo que ey, es, ..., €, sejam tangentes as folhas de F. A imersao de cada
folha em M nos permite considerar o vetor de curvatura média H na diregao

de N.

Definicao 4.13. Considerando o contexto acima, para campos de vetores V'
tangentes as folhas de F, podemos definir a divergéncia ao longo da folha por

n

div, (V) =) (Ve N,e) .

i=1
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Como (N,N) = 1, segue que 2(VyN,N) = 0 e, consequentemente, o
campo de vetores VN é tangente as folhas de F. Assim, para todo campo

X tangente as folhas de F, temos

n

div(X) = Y (Ve X&)+ (VyX,N)

= divy(V)+ N(X,N) — (X, VxyN).
Fazendo X = VN, obtemos

= div (V) — |X|*.

4.3 O Teorema de D. Ferus

Considere uma variedade Riemanniana M™ e uma distribuicao suave D, de-
finida em um subconjunto aberto U C M, a qual é involutiva e tem folhas
totalmente geodésicas. Defina a distribuicao D+ sobre U, associando a cada
x € U o complemento ortogonal (Dx)L de D, em T,,M. Nés associamos a cada

X € D a aplicacao Cx : D+ — D+ definida por
CxY = —P(VyX).
onde P : TU — D+ é a projecao ortogonal e V é a conexao de Levi-Civita

de M. A aplicacdo C' : D x D+ — D+ dada por O(X,Y) = CxY, X € De

Y € D4, é um tensor, uma vez que, para f € C*°(U),

C(fX,Y) = CpxY = —P(VyfX) = —P(Y(f)X + fVyX)
— [CxY = fO(X,Y)

C(X,fY) = CxfY =—P(Vy)X = —P(fVyX)
= fOxY = fC(X,Y).

Note que D+ é involutiva se, e somente se, C'x for simétrico para todo

X € D. De fato, para Y, Z € D+ e X € D, temos

(CxY,Z) = —P(VyX,Z))=—(VyX,Z)
= —Y(X,Z)+(X,Vy2) = (X,Vy2),

02



de maneira que

<ny, Z> = <K CXZ> = <X, VyZ> = <X, V2Y>
& (XY, Z]) =0,
isto 6, C'x é simétrico para todo X € D se e s6 se [Y,Z] € D+ para todos
Y, Z € D*. Por outro lado, caso C'x seja simétrico para todo X € D, ele serd

o operador de forma, na direcao X, da inclusao das folhas de D+ em M, uma

vez que
CxY = —P(VyX) = —(VyX)*+

em que L indica a projecao ortogonal sobre D*.

Voltando ao caso geral, desde que as folhas de D sao totalmente geodésicas
temos VzW € D para todos para Z,W € D. Portanto, para Y € D+, segue

que
0=Z{Y,W) = (V,Y,W)

e concluimos que

V,YeDt VZeD, Y eDt (4.1)

Em particular, para X € D, podemos definir a derivada covariante de C'y

pondo
(VzCx)Y =Vz(CxY)—Cx(VzY).

O carater tensorial de C' da sentido ao enunciado da seguinte

Proposicao 4.14. Se v : I — M ¢é uma geodésica de M contida em uma
folha de D, entao o operador C. satisfaz, ao longo de v, a equagao diferencial

ordindria

D

%C’y =C% + P(R(-,7).7). (4.2)
Demonstracao. SejaY € TM e Z € D. Como Y — PY € D e as folhas de D
sao totalmente geodésicas, temos V(Y — PY) € D. Portanto,

P(VzY)=P(Vy(Y — PY)+V4PY)=P(V4PY)=V,PY, (43
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onde utilizamos (4.1]) na tltima igualdade.

Seja X € D uma extensdo local de v e seja Y € D+. Utilizando (&3,

obtemos ao longo de v que

(VxCx)Y = VxZ(CxY)—-Cx(VxY)
= Vx(=P(VyX))+ P(Vy,vX)
= —P(VxVyX)+ P(Vy,vX)
P(R(Y, X)X — VyVxX + ViyxX) + P(Vy,y X)
P(R(YY,X)X)+ P(Vy,xX);
a tltima igualdade segue de que P(VyVxX) = —Cy,xY = 0, uma vez que
C é um tensor e Vx X = 0 ao longo de 7.

Por fim, utilizando novamente o fato de D ter folhas totalmente geodésicas,

obtemos

P(VeyxX) = P(Verwyx)X + V¥ X)omp. empX)
= P(Vpwyx)X = -Cy(P(VyX)) = CJY,

e basta substituir a tultima relagao acima na expressao para (VxCx)Y ao longo

de 7. O]

Seja f: M™ — M"™"P uma imersao isométrica. Para x € M, o conjunto

Alx)={X e T,M; o(X,Y)=0,VY € T,M} (4.4)

é um subespaco de T, M, denominado o subespaco de nulidade relativa
de f em z; sua dimensdo v(z) é o indice de nulidade relativa de f em z.
Denotamos ainda por 1y o indice de nulidade relativa minima de f, isto
é,

vy = minv(z).

zeM

Nas notagoes acima, temos o seguinte

Lema 4.15. Se f: M™ — M™P ¢ uma imersao isométrica e x € M, entao

At(z) = span{A¢ X, VX € T,M, ¢ € T,M*}. (4.5)
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Demonstracao. Se V denota o subespago do segundo membro em (1), basta
provarmos que ¥V C A*(z) e que V* C A(x). Para V C At(z), dado Y €
A(z), temos

(A X,Y) = {a(X,Y), ) = 0;
como isso vale para todo Y € A(x), segue que A:X € At(z). Quanto a
inclusio V+ C A(z), dado Z € V* temos

((Z,X),8) = (2, AcX) = 0,

para todos X € T,M, £ € T,M*; dai, a(Z,X) = 0, para todo X € T, M, o

que é o mesmo que dizer que Z € A(x). O

Proposicao 4.16. Para uma imersao isométrica f : M™ — M"™P, tem-se

que:

(a) A distribuicao de nulidade relativa x — A(x) € suave sobre qualquer

subconjunto aberto em que v seja constante.
(b) O conjunto O = {x € M; v(x) =1y} € aberto.

Demonstragao. (a) Suponha que dimA(z) = m em todos os pontos do subcon-
junto aberto U de M. Segue de (.3 que, dado zg € U, existem X, ..., X, _,, €
TopoM e &y, ... & € Ty M+ tais que

A(rg) = span{Ag, Xj; 1 < j <n—m}.

Tome extensoes locais suaves de X1,..., Xp-me &1, &pomem TM e TM*,
respectivamente. Por continuidade, os campos vetoriais A¢, X;, 1 < j < n—m,
permanecem linearmente independentes em uma vizinhanca V' C U de xq, e
portanto geram A+, uma vez que a dimensao de A+ nao muda em U. Portanto,
A ¢ uma distribuicao suave sobre U, logo 0o mesmo é vélido em relacio a A.

(b) Nas notagoes de (a), seja zo € O e {Ag, Xj(x0); 1 < j <n — 1y} uma
base para A*(xo). Novamente por continuidade, o conjunto {A¢, X;; 1 < j <
n — m} permanece linearmente independente numa vizinhanga de zy; nessa

vizinhanca, temos entao dimA*(x) > dimA* (), e daf
dimA(z) < dimA(x) = vp.

Pela minimalidade de vy, temos igualdade na desigualdade acima, e basta

agora aplicar o item (a). O
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O teorema a seguir (cf. [7], capitulo 5) é o resultado que procuramos.

Teorema 4.17 (Ferus). Seja f : M™ — M™? uma imersio isométrica, e
U C M um conjunto aberto no qual o indice de nulidade relativa minima v da

imersao € constante e iqual a m. Entao, temos sobre U que:

(a) A distribui¢ao de nulidade relativa A é suave e integravel, e suas folhas

sao totalmente geodésicas em M™ e em MI*P.

(b) Se:[0,b] = M é uma geodésica tal que (]0,b)) estd contido em uma
folha de A, entao v(y(b)) = m.

(¢) As folhas da distribuicao de nulidade relativa minima sao completas sem-

pre que M for completa.

Demonstracao. (a) Se X,Y € A e Z € TM, entao
(VZa)(X,Y) =V5a(X,Y) —a(VzX,Y) —a(X,VzY) = 0.
Segue agora da equagao de Codazzi que
0= (R(X,2)Y)" = (Vxa)(Z,Y) — (Vza)(X,Y) = —a(Z,VxY).

Assim, VxY € A e, analogamente, Vy X € A. Isto implica que [X,Y] €

A, i.e., que A é involutiva; ademais, desde que
VxY =VxY +a(X,Y)=VyY €A,

segue que as folhas de A sdo totalmente geodésicas em M e em M.

(b) Seja £ uma folha de A contendo ([0,b)), e X3, ..., X,, campos parale-
los ao longo de ([0, b]) e formando uma base de A em cada ponto de ([0, b)).
Entao, para todo campo Y ao longo de v, temos «o(X;(t),Y (¢)) = 0, donde
segue por continuidade que a(X;(b), Y (b)) = 0. Como isso é valido para todo
Y, obtemos a desigualdade v(vy(b)) > v(y(0)).

A fim de estabelecer a desigualdade contraria, seja Z um campo paralelo
ao longo de v, tal que Z(y(b)) € A(y(b)). E claramente suficiente mostrar que
Z(v(0)) € A(v(0)), para o qué precisamos da seguinte

Afirmacgao: para cada W € At(4(0)), existe um tnico campo vetorial ¥ ao

longo de vjjo) tal que
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(2)
(i) 2Y +C)Y =0para0 <t <be

(7i1) Y se estende suavemente a t = b.

Os itens (i) e (ii) sdo imediatos a partir do teorema de existéncia e unicidade

para o problema de Cauchy para EDO’s de primeira ordem (veja que, em

principio, s6 é possivel resolver a EDO em
7([0,b)) € U).
utilizando (ii) e ([£2):

0

s6 sabemos que

Para (iii),

[0,0), pois At é suave em U mas

calculemos a segunda derivada,

Portanto, Y é uma solucao de uma EDO linear de segunda ordem com

coeficientes constantes em [0,0), e assim admite uma extensao suave a t = b.

Para o que falta, seja X uma extensao de v em A e seja Y como na

afirmacao acima. Primeiramente, temos que

@V/Oz(Y, Z) = —Aa(xz)"}// + V,JY_/Oé

(Y,

Z)=VyaY,Z

Por outro lado, o paralelismo de Z e a equacao de Codazzi fornecem

Via(y, Z)
(Vya)(X,Z) +
(VyX Z + o

(C’ Y—I— YZ

(VLa)(Y.Z) +a (DY z) (

D
Y, —Z7
" dt

|
2
)

D
dt

=

“(a
(
)=o

onde, na pentltima igualdade, utilizamos a definicao de C,/Y" e o fato de a

componente tangente de VxY estar em A.
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Segue das relagoes acima que ||a(Y, Z)|| é constante ao longo de v e se an-
ula em v(b), uma vez que Z(y(b)) € A(y(b)). Assim, (Y (v(0)), Z(v(0))) = 0,
e segue que Z(v(0)) € A(y(0)), conforme desejado.

(¢) Como em (b), seja £ uma folha contendo ([0, b)). Como v(y(b)) = vy

e U ¢ aberto, temos v(x) = vy numa vizinhanca de (b), de maneira que £

contém uma vizinhanga de 7(b) na topologia induzida de M (pela unicidade

da folha por um ponto). Assim, a extensao de -y para além de b esta contida

em L, de modo que L é completa. m

Exemplos 4.18.

(a)

Seja f : M? — R?® uma superficie flat, totalmente geodésica em ponto
algum, i.e., tal que v = 1 sobre M. Entao a distribuicao A ¢é integravel e
tem folhas totalmente geodésicas, as quais sao retas. Tal fato concorda
com a classificacao local das superficies flats em R? como cilindros, cones

e superficies tangentes (cf. [11]).

Analogamente, seja f : M? — S® uma imersao isométrica de uma su-
perficie de curvatura Gaussiana constante K = 1 em S3, sem pontos
totalmente geodésicos. Pela equacao de Gauss, f tem nulidade relativa
1 sobre M, de maneira que a superficie é folheada por grandes circulos.
Neste caso a superficie nunca pode ser completa, pois, do contrario, os
levantamentos das folhas da folheacao ao recobrimento universal S? de
M? (munido com a métrica do recobrimento) seriam grandes circulos

completos, os quais se intersectariam.
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Capitulo 5

Um Teorema Tipo Hopf para

Variedades Completas

Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa n—dimensional. No paper

[T7], S.T. Yau obteve a seguinte verao do Teorema de Stokes:

Lema 5.1. Seja w uma (n—1)—forma diferencidvel e integravel em M™, entao
existe uma sequéncia de dominios B;, em M™, tais que M™ =, B;, B; C Bi41

e

lim dw = 0.
i—+oo B,

Demonstracao. Seja r a funcao lipshitz definida em M"™ que assume em cada
ponto a distancia de um ponto fixado p. Para cara R > 0, seja B(R) a bola
de raio R e centro p. Entao, através da aproximacao da funcao r, podemos

encontrar uma funcao diferenciavel na-nula gr tal que

(1) Para todo ntimero finito t < R, g'(t) é uma hipersuperficie regular

compacta;
(2) |dgr| < 3/2 em gz ([0, R]);

(3) g5'(t) C B(t+1)\ B(t —1), parat < R.

Por outro lado, pode-se mostrar (ver teorema 3.2.22 de [6]) que

R
/ dga || = / / ol | dt.
95" ([0,R]) 0 gt ()

R
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Segue-se, de (2), que

R 3
/ / 0] dtg-/ .
o \Jop'® 2 Jm

R

Portanto, para algum R/2 < tg < R onde g_i(tg) é uma hyersuperficie

/ |K3/I
wl < —= w| .
95" (tr) R Ju

Assim,pelo teorema de Stokes, temos que

3
< [ i<l [l
97" ([0,tr]) 95 (tr) M

ja que gp'(t) C B(t+1) B(t — 1), para t < R, segue-se que

regular compacta,

2w =g (fo.t)

lim dw = 0.

imEee S g (0t
Provando assim o lema. O
Considere agora a funcgao diferencidvel f : M — R e seja w = iyy,

onde iy denota a contragao (ou produto interior) na direcio de Vf. Yau
estabelece, aplicando o lema acima, a seguinte extensao do teorema de Hopf

em uma variedade Riemanniana completa nao-compacta:

Corolario 5.2. Se f é uma funcdao subharmonica definida em M™ com

J il < o

entao f € harmonica.

No que se segue, vamos estudar os resultados obtidos no artigo Complete

Foliations of Space Forms by Hypersurfaces de F. Camargo, A. Caminha e P.
Sousa (cf. [3]).

Suponhamos M™ orientada pelo elemento de volume dM e seja L'(M) o

conjunto de funcoes Lebesgue integraveis em M.
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Proposicao 5.3. Seja X um campo de vetores diferencidves em uma variedade

Riemanniana M™ n—dimensional orientada, completa e nao compacta tal que

divX nao muda de sinal em M. Se |X| € LY (M), entdo divX =0 em M

Demonstracao. Como divX nao muda de sinal em M, podemos supor, sem
perda de generalidade, que divX > 0 sobre M. Seja w a (n — 1)—forma em
M dada por w = ixdM.

Se {e1, ea, ..., e, } é um referencial ortonormal em um conjunto aberto U C
M, com co-referencial {wy,ws, ...,w,}, entao

ixdM = (1) wi(X)wr A AG; A oo A,

i=1

Porém temos que

n
X = E l’j@j.
j=1

Logo,
wi(X) = ws (Z fL‘ﬁj) = wwile) =Y ;6
j=1 Jj=1 Jj=1
= Zl’j <€j, 6i> = <X7 €i> .
j=1
Donde

ixdM = (=1 (X, e) wi A e AGi A o A wy,

i=1
ja que as (n — 1)—formas wy A ... A@; A ... Aw, sdo ortonormais em Q"1 (M),

obtemos

n

W = (X,e)? = X]"

i=1

Entao |w| € LY(M) e j& que dw = d(ixdM) = (divX)dM, segue-se, pelo
lema anterior, que existem dominios B; em M tais que M = |J, B;, B; C Bi1

e

lim (divX)dM = lim dw = 0.

i—+oo B; i—+oo B;
Portanto temos que divX = 0 em M, uma vez que divX > 0em M. [
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Corolério 5.4. Seja x : M™ — Q""'(a) uma hipersuperficie orientada com-
pleta de uma forma espacial Q"t, com sequnda forma fundamental limitada.
Se f: M — R € uma funcao diferencidvel tal que |V f| € LY(M) e L,.f ndo

muda de sinal em M, entdo L,f =0 em M.

Demonstracdo. Se A é a segunda forma fundamental da imersao x, entao seus

autovalores sao funcoes continuas em M". Ja que
T
P, = E (—1)7S,_; A’
J=0

e A é limitada em M", segue-se que ||P,| é limitado em M™ e, consequente-

mente, existe uma constante ¢ > 0 tal que || P,|| < ¢ em M". Logo
[PV <PV <V € LY(M).

Por outro lado, temos que L, f = div(P.Vf) e L,f nao muda de sinal em

M. Portanto temos, pela proposicao 1, que L, f =0 em M™. O
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Capitulo 6
Graficos No Espaco Euclidiano

Este capitulo se refere, ainda, aos resultados obtidos no artigo Complete Fo-
liations of Space Forms by Hypersurfaces de F. Camargo, A. Caminha e P.
Sousa (cf. [3]).

Sejam v : R” — R uma funcao diferencidavel, M" C R"*! o gréfico de
u (isto &, M"™ = {(x1, 29, ..., Tn, u(T1, To, ..., ) € R (21, 29, ..., 2,) € R"})
e x : M™ — R"" uma hipersuperficie orientada completa. Assim, podemos

considerar a seguinte parametrizacao X : R® — M"™ dada por
X (21,9, ey ) = (21, T, oy Ty, w1, Ty ooy Ty)).

Dai, obtemos os campos coordenados X1, Xs,...X,,, X,,11, onde

_0X L 0)
o c%z -G 8ZEZ Entl

e e1,€,...,en41 ¢ a base canonica de R"!

Queremos, agora, encontrar um campo normal unitario N em M". Isto é,

n+1
i1 aie; tal que

um campo N =)
I (N,X;)=0.
II. ||IN|| = 1.

A partir de (I) e (II) vamos determinar os a; e, portanto, o campo N.
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Note que, de (I), temos

0= (N, X;) = <Z a;€; + Apy1€nt1, €k + 3k(u)@n+1>

i=1
= <Z a;€;, €k> + <Z aieiaak(u)€n+1>
i=1 i=1

=0
+  (@ny1€ni1, k) + (anp1€ni1, Op(u)en i) -
—————

=0

Portanto,
ar = —apy10k(u) (6.1)

Ja em (II) obtemos

1= ||NH2 = <N N <Z @;€; + Qpy1€n41, Zazel + an+1€n+1>

=1 =1
n n n
= g a;€;, g ae; ) + 2 g i€, Upy1Cnpl
=1 i=1 i=1
N J/

+ <an+1 €n+1, an+1€n+1>

Il
—
(]
£
D
I'Mz
£
L
\/

_|._

s
SN
_l’_

—

Segue-se, por (6.1), que

1 = <Z(—an+18¢(u)€i), (—an+1ai(u)@i)>+arzz+1

i=1 i=1

n+1 <Za el,z ()€i>+ai+1
i=1
= @, (IVulP +1).
Dai

Upy] = —F————ou. (6.2)
1+ ||Vu||2

Portanto, temos que

N = —(-Vu,1).

Sl

onde W = /1 + || Vul*.
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Assim, se A denota a sgunda forma fundamental de M™ com respeito a

N = 5 (=Vu, 1), temos

Aleie;) = —(Vx,N,X;) = (Vx,X;, N)

= (Vierowensn) (€ + 05(w)eni1), N) .

Porém temos que os Simbolos de Christofel sao nulos em R™*! e, portanto,

Vierttswensn) (€ + 0j(W)ent1) = Vee;+e0;(u)enss + 0;(u) Ve enia
~—— A,O_/
=0 =

+ 81(14) VenJrlej —|—(9Z (U)aj (U) VEHH €nt1
=0 =0
= ei(‘?j(u)enH.

Logo,

9 -
A(ez’,@j) = <€iaj(u)€n+1,N> = ‘ V][ﬁu) <6n+1, _Zaiei + 6n+1>

i=1

Por outro lado temos que

(Hessu)(ei,e;) = e (Vu,e;) — (Vu, Vee;)
ezaj(u)

Portanto a segunda forma fundamental de M™ com respeitoa N = (—Vu, 1)

Hessu
w

Logo, a condicao de limitacao se deve a existéncia de uma constante ¢ > 0

para a qual
|A||* < ¢ = ||Hessul” < ¢ (1+ |Vu]2) :
Considere agora f,g: M™ — R dadas por
f=NU) e g=(z,U),

onde U é um campo de vetores paralelo em R"™! e N um campo de vetores

normal sobre M. Denotando por U a projecdo ortogonal de U para M, temos
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(1) Vf=-A(U") eVg=UT;
( ) L f_ (Sl r+1 — (T+2) T+2)f+UT(Sr+1)7;

(3) Lyg=—(r+1)S,41f.

Fazendo U = (—=V,1), onde V é um campo de vetores paralelo em R™.

Obtemos

— VW24 V(Vu)? + Vu, W2 — VVu + 1)

il
1
= (= VO VuP)+ V(Va) + Vu, (1+ [Vuf) - VVu - 1)
1
= W(Vu V, (Vu, Vu) — (Vu V})
1
= —(Vu-V,(Vu,vu-1))
Donde
. 1
UT =U — (U,N)U W(vu—mw,vu—w).
Assim

uT]? = (Ut ut)
= M1/4<(Vu V. (Vu, Vu=V) ), (Vu=V,(Va,Vu=V) )

- W{yvu—vﬁﬂwu,vu—w?}
1 1

< W|VU—V|2+W\VU|Z\VU—V|2
1 2 1 |Vu|2
1

= 7 IVu — VI|>.

Logo,
U’ < % [Vu—V].
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Portanto,

1
/|UT\dMg/ —|Vu—V|de:/ |Vu — V| dx.
M RHW n

E isto é finito se, por exemplo, exitirem constantes positivas R, ¢ e « tais

que

Vu(p) — V] < —-

S W (6.3)

Sempre que |p| > R.

De fato, denotando por B a bola unitaria em R", centrada na origem e

com raio 1, basta mostrarmos que a funcao p \pl’% ¢ integravel sobre
B¢ = R™\B. Para tanto, nos valemos da férmula de integragao em coordenadas

polares (cf. Teorema 2.49 de [§]):

1 Foo 1 S
—dx = r"drdw
Be .T|n+a 1 §n—1 |TW|n+a

+oo
= Vol(S”l)/ roldr
1

% |t

= Vol(s" )

—Q il

1
= Vol(S" )= < +oo.
o

Teorema 6.1. Seja M™ C R™ o grdfico de uma funcio u : R® — R tal
que |Vu — V| € LY(M), para algum V € R" e ||Hessu|® < c(1+ |Vu|2),
para algum ¢ > 0. Se existem 0 < r < n — 1 tais que as funcgoes simétricas
elementares S,11 € Sy1o nao mudam de sinal em M, entao M possui nulidade
relativa v > n —r. Em particular, se S, # 0, entdao o grdfico é folheado por

hiperplanos de dimensao n — r.

Demonstragao. Sejam f = (N,U) e g = (x,U) como anteriormente. Segue-se
da nossa hipotese que |V f| e |Vg| sao integraveis em M. Por outro lado,
ja que M é um grafico, a funcao f é positiva ou negativa em M. Ja que
Sy+1 nao muda de sinal em M, temos que o mesmo é verdade para L,.g, pois
L.g = —(r +1)S,.1f. Portanto temos, pelo corolario 0.24, que L.g = 0
em M. Por sua vez, esta informacao garante que S,.; se anula em M e,
consequentemente, L.f = (r + 2)S,;of. Aplicando o mesmo raciocinio (ja

que S,12 nao muda de sinal em M), obtemos que L,f = 0 em M e, assim,
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Syp2 = 0. Ja que S, = Sy42 = 0, a proposicao 3.2 da que S; = 0 para todo
J>r—+1,de modo que v >n—r.
Segue-se do teorema 4.17, que as folhas da folheacao sao totalmente geo-

désicas, portanto, hiperplanos. O]

Temos, agora, o seguinte resultado tipo-Bernstein, onde nao assumimos

que a hipersuperficie tem curvatura média constante.

Corolario 6.2. Seja M™ C R"* o grdfico de uma funcdo diferencidvel u :
R — R tal que [Vu— V| € LYR") para algum V € R™ em ||Hessul|> <
c (1 + \Vu|2), para algum ¢ > 0. Se a curvatura escalar e média de M™ nao

mudam de sinal em M™, entio M™ é o hiperplano em R™™! ortogonal a (—V, 1).

Demonstracao. Sejam H e R a curvatura média e escalar, respectivamente, de
M™. Basta notar que S; = nH e, pela equacao de Gauss, n(n—1)R = 25,5, de
modo que 57 e Sy nao mudam de sinal em M"™. Pelo resultado anterior, M™
possui nulidade relativa n e, ja que ela pe completa, M™ é um hiperplano. O

restante segue-se de nossas discussoes anteriores. ]

Observacao 6.3. Para ver que as condigoes sobre u nao sao desnecessdrias,

considere os sequintes exemplos:

(a) Seja
Wz, ooy ) = (22 + oo+ 22) (1 Ty + oo+ QTy),
onde ay.y1,...,, € R sao constantes nao todas nulas. Assim, se M é
o grafico de u, entao, fora do hiperplano o, 12,41 + ... + @z, = 0,
M possui indice de nulidade relativa exatamente igual a n — r. Em
particular, S,,; = S,,» = 0. Por outro lado, |Vu — V| ¢ L}(R") para

todo V € R" e nao existe ¢ > 0 tal que
|Hessul]> < ¢ (1+ |Vu|2) :
para todo x € R"™.

(b) Se u(wy,...,x,) = 22+ ... + 22 ¢ M é o grafico de u, entdao Sy, S > 0
em M e |[Hessul|”> < 4n (1 + [Vul*), apesar de |[Vu — V| ¢ L'(R") para
todo V € R".
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Capitulo 7
Folheacoes de Formas Espaciais

Este capitulo se refere, ainda, aos resultados obtidos no artigo Complete Fo-
liations of Space Forms by Hypersurfaces de F. Camargo, A. Caminha e P.
Sousa (cf. [3]).

Seja M 6 uma variedade Riemanniana (n+1)—dimensional orientavel e
F uma folheacao diferencidvel de codimensao 1 em M. F é transversalmente
orientavel se pudermos escolher uma campo de vetores diferenciavel unitario
N definido em M, que é normal as folhas de F. Se este é o caso, entdo, para
cada p € M, consideramos o operador linear A : TpM — TPM definida por
A(Y(p)) = —=Vy(N, onde V é a conexdo de Levi-Civita de M. E claro que
se Y é um campo de vetores diferencidvel em M, entdo o mesmo é verdade
para A(Y). Além disso, se Ay denota a segunda forma fundamental de uma
folha L de F, obtemos A|;, = Ap. Nesse sentido, seja P, : TPM — TPM
o operador linear que coincide com a r—ésima transformacgao de Newton em

cada folha da folheagao.

Segundo [2], tomamos X = VN, de modo que X é tangente as folhas da
folheacao e independe da escolha do campo N. No que se segue, calculamos o

divergente de P.(X) em M e em uma folha L de F.

Proposicao 7.1. Sejam F uma folheacao diferencidvel, transversalmente ori-
. ~ . . . ——n+1
entada e de codimensao 1 de uma variedade Riemanniana M, N um campo

de vetores em M, normal as folhas de F e X = VyN. Se L é uma folha de

F, entao

div (P (X)) = Z (R(N,e;)N, P.(e;)) + (X, div P,)
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+ tr(A*P,) + (X, P(X)) — N(S,41), (7.1)

onde R € o tensor curvatura de M, ey, es,...,e, € um referencial ortonormal

em L e tr(-) denota o traco em L para o operador no parénteses. Além disso,
divy P (X) = divp P (X) — (P(X), X) . (7.2)

Demonstracao. Dado um ponto p € L, escolha um referencial adaptado ey,
€9, ..vy €, €nr1 definido em uma vizinhanga de p em M, isto é, um conjunto
ortonormal de campos de vetores tais que eq, e, ..., €, sao tangentes as folhas
e eny1 = N. Pedimos ainda que A(e;(p)) = Aei(p), para todo 1 < i < n. Se

chamarmos de V a conexdo de Levi-Civita de L (e, como antes, V a de M),

entao

div, P (X) = i(veipr(X)aez):iei<Pr(X)aei>_ ':<PT(X),Vei€i>
— Zj;eZ(X, P.(e;)) — Zj;(X, P.(Veei))
— ieﬁw, P.(e;)) — zn;WNN, P (Vee:))
_ ;:Wﬁw, Paes) + émzv, V. Ple))
- éﬁw,zﬂweiem
_ i(?zuv, e:)N, Po(e;)) + Zf;WNVQN, P(e:))
— (Tt Ble) + YT T )
- i<vNN,PT<veiei>>
_ éu—m, (N, Py(e)) - éﬁm@, Py(e)
) iﬁw NP (o) + i}mN, Ve Pler) = Po(V o).

Agora, substituindo

[Nv 62‘} = Z<[N7 ei]>€j>ej + <[N? ei]7N>N

J=1
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Na igualdade acima, obtemos

div, P (X)

D (RN, )N, Pr(e)) = N (o (A(ed). Pres)

+§<A<e> VxFi(e)) - ijn_lwv ei ) (Ve, N, Pr(en)

- ilqzv e, NY(V N, P(e;)) + (X, div, P,)

SR, Ffe) = N Yol AR )

+ i@‘l(ei), VaP.(e)) + (X, div, P,

- Z:@N, ) (Aley). Prle0)) + i_l%ei, &) (A(e,), Pe)
+ ,ilﬁeiN, N)(X, Pr(ei); — gﬁm, NYX, P.(¢e;))

Z(E(N, e;)N, P.(e;)) — N(trAP,) + (X, div, P,)

+ Z(A(ei)VNPr(ez'D + Z (Ale:), ;) (Ale;), Pr(e:))

+ ) (Ve ei)(Aley) Poen) + ) (e, VNN)X, P(er)

ij=1 i=1

+ > (Ale:), VPr(e) + Y (Aler), APo(e;))

71



n

= Y (R(N,e;)N, Po(e;)) — N(trAP,) + (X, div, P,)

+ trA*P, + (X, P (X +Z r(e1))
+ Z(Vwei,ejﬂfl(e;’)?Pr(ei)>'

Afim de entender os ultimos dois somatoérios acima, sejam ;; = (Vye;, ;)

e mj; = (A(ej), P.(e;)). Nao é dificil de verificar que l;; = —l;; € m;; = my;.
Assim,

> (Dneire;)(Ale)), Po(e)) = Y Lyymy; = 0.

i,=1 i,j=1

Por outro lado,

g< Ale), VnPiles)) = ;m(ei),ej><VNPr<ei>,ej>
_ ijzn:l<A(ei),ej>N(<Pr<ei>,e;-))
_;1 Po(e:), Vxe;)
_ ijzn:l<A(ei),ej>N(<Pr(ei),ej>)
_%“1 Po(e:), ex){ex, Vves).

Sendo h;; = (A(e;), ;) e ti, = (Pr(e;), ex), obtemos h;; = hj; ety = i, €,

portanto,
Z <A(6i)7ej><P (61) ek ek7vN€j Z hzytzkl i = 0.
1,5,k=1 i,j,k=1
Logo,
S (A(e;). Dy Pi(er)) = Z(A(ei),ej>N<<Pr(ei),ej)> =3 hyN(ty)
i=1 i,j=1 ij=1
ij=1 ij=1
= N(tr(AP,) Z N (hij)t;.
i,7=1
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n

ij=1 N (hij)ti; = N(Sy41) em p, e isso conclui a prova de

Concluimos que » |
(7.1).
Agora é facil obter

n

divirP(X) = ) (Ve P(X),e;) + (VNPo(X),N)

_ ZWQPT(X),@) — (P(X), VNN)

= diVLPr<X) - <PT<X)7X>
]

~ ~ . . 5 n+1 .
Observagao 7.2. Com relacdo aos cdlculos acima, se M~ possui curvatura
seccional constante, entao Rosenberg prova em [16] que divy P, = 0, simplifi-

cando (7.1). Vamos usar este fato no que seque.

Estudaremos, agora, folheacoes de codimensao um de S"*! cujas folhas

possuem curvatura escalar constante. Estendemos assim o Corolario 3.5 de

Teorema 7.3. Nao existe folheagdo transversalmente orientada e diferen-
cidvel, cujas folhas sao completas e possuem curvatura escalar constante maior

que um, para a esfera Euclidiana S,

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que existe uma folheacao F de
S"*! com as propriedades acima. J4 que, por hipétese, F é transversalmente
orientada, existe um campo de vetores unitdrio N em S"*!' normal as folhas
de F. Considere o operador de forma Ap(-) = —v(.)N de uma folha L com
respeito a N. Se Rj, denota o valor constante da curvatura escalar da folha L

de F, decorre da equacao de Gauss que
252 = ’I’L(TZ - ].)(RL — 1),

de modo que S, é uma constante positiva.

Assim, se A, Ag, ..., A\, sd0 os autovalores de Ay, entao
S2 = |A]? 428, > |A]” > A2,

Escolhendo a orientacao de tal forma que S; > 0, segue-se da desigualdade

acima que S; — A; > 0. Com isso, temos que P; é positivo definito em L.
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Considere, agora, a funcao curvatura escalar R : S"*! — R, que associa
a cada ponto de S"™! o valor da curvatura escalar da folha de F através desse
ponto. Temos, por hipdtese, que R é constante nas folhas. Assim obtemos

dois casos:
I. R é constante em S™t1.

Neste caso temos que N(S2) =0 e, por (6) e (7), obtemos
divP (X) = tr(Py) + tr(A*P;) > 0.
Porém, integracao sobre S"*! fornece

/ divPy(X) = 0,
S+l

que é um absurdo.
II. R é nao-constante em S™*!.

Pela proposicao 4.12, temos que

5= {pes iRy = max (k)

pGSn+l
contém pelo menos uma folha compacta.

Seja L uma folha compacta de F, com curvatura escalar maximal R; =
max,esn+1(R(p)). Assim, N(S2) = 0 ao longo de L. O operador curvatura da

esfera, junto com a Observagao 2 e (6), nos dao
divy P (X) = tr(P) + tr(A*P) + (X, P (X)) > 0.
Por outro lado, obtemos, aplicando o teorema da divergéncia a L, que
/ divy Py(X) = 0,
L
uma vez que L é compacto. Mas isso é uma contradicao. O

Observacao 7.4. Ressaltamos que existem vdrias familias de toros compactos
S"*t com curvatura seccional constante maior que um, e remetemos o leitor
para o Exemplo 4.4 de [{l] para mais detalhes. Naturalmente, nenhum deles

constitui uma folheacao de SPT1.
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Finalizamos este trabalho com uma generalizagao do teorema 1 a uma fol-
heacao singular de R™*!, para a qual entendemos uma folheacao F de R"** S,
onde S C R"" é um conjunto de Lebesgue de medida nula. A fim de indicar
este resultado, se F é uma tal folheagao transversalmente orientavel, com
campo de vetores normal unitdrio N normal as folhas , entdo (como antes)

seja X = VN, onde V é a conexdo de Levi-Civita de R™!.

Teorema 7.5. Seja F folheacao transversalmente rientada e diferencidvel de
codimensao um de R"™, cujas folhas sao completas, r—minimais e tais que
S, nao mudam de sinal sobre elas. Se |X| € L e |A| € limitada ao longo de
cada folha, entao a nulidade relativa de cada folha € pelo menos n —r. Em
particular, se S, # 0 em uma folha, entao esta folha € folheada por hiperplanos

de dimensao n — r.

Demonstracao. Seja L uma folha de F. J& que S, nao muda de sinal em L,
temos novamente P, semi-definida por um resultado de J. Hounie M. L. Leite
[9], de modo que tr(A%P,) e (X, P,(X)) sao ambas nao-negativas ou ambas

nao-positivas em L. Portanto, aplicando (7.1) e a observagao 7.4, obtemos
div, P (X) = tr(P) +tr(A*P) + (X, P (X)),

que é ou maior que zero ou menor que zero em L. Portanto temos, pela

proposigao 1, que div, Pi(X) =0 e, jd que S,;; = 0 em L, obtemos
tr(A’P,) = —(r +2)S,42 = 0.

Dessa forma obtemos, como antes, S = 0 para todo k& > r + 1, e isso ¢

suficiente, como no final da demonstracao do teorema 1, ao invocar o teorema

de . ]
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