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Fábio Montenegro, Robério e Othon, pela dedicação nas disciplinas ministradas.
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RESUMO

Estudamos folheações de formas espaciais por hipersuperf́ıcies completas,

sob certas condições sobre as suas curvaturas médias de ordem superior. Em

particular, no espaço euclidiano obtemos um Teorema tipo-Bernstein para

gráficos cujas curvaturas média e escalar não mudam de sinal (podendo ser

não constantes). Nós também estabelecemos a não existência de folheações da

esfera padrão cujas folhas são completas e têm curvatura escalar constante,

alargando assim um teorema de Barbosa, Kenmotsu e Oshikiri. Para o caso

mais geral de folheações r-mı́nimas do espaço euclidiano, possivelmente com

um conjunto singular, somos capazes de invocar um teorema de D. Ferus para

dar condições sob as quais as folhas não-singulares são folheadas por hiper-

planos.



ABSTRACT

We study foliations of space forms by complete hypersurfaces, under some

mild conditions on its higher order mean curvatures. In particular, in Eu-

clidean space we obtain a Bernstein-type theorem for graphs whose mean and

scalar curvature do not change sign but may otherwise be nonconstant. We

also establish the nonexistence of foliations of the standard sphere whose leaves

are complete and have constant scalar curvature, thus extending a theorem of

Barbosa, Kenmotsu and Oshikiri. For the more general case of r-minimal fo-

liations of the Euclidean space, possibly with a singular set, we are able to

invoke a theorem of Ferus to give conditions under which the nonsigular leaves

are foliated by hyperplanes.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Estudaremos neste trabalho folheações de formas espaciais por hipersuperf́ıcies

completas, supondo que as folhas da folheação tenham segunda forma funda-

mental limitada e que duas curvaturas médias de ordem superior não mudam

de sinal. Primeiro estudamos o caso particular em que a variedade é o gráfico

de uma função diferenciável. Assim, obtemos o

Teorema 6.1. Seja Mn ⊂ R
n+1 o gráfico de uma função u : R

n −→ R tal

que |∇u − V | ∈ L1(M), para algum V ∈ R
n e ‖Hessu‖2 ≤ c

(
1 + |∇u|2

)
,

para algum c > 0. Se existem 0 ≤ r ≤ n − 1 tais que as funções simétricas

elementares Sr+1 e Sr+2 não mudam de sinal em M , então M possui nulidade

relativa ν ≥ n − r. Em particular, se Sr 6= 0, então o gráfico é folheado por

hiperplanos de dimensão n − r.

Que fornece uma estimativa para a nulidade relativa da variedade e, por

um Teorema de D. Ferus, mostra que a variedade é folheada por hiperplanos

de uma determinada dimensão. Mostramos, por dois exemplos, que nossas

hipóteses não são supérfluas. Como conseqüência interessante do Teorema

6.1, obtemos, no Corolário 6.2, um Teorema tipo-Bernstein para este gráfico,

desde que a curvatura média e escalar não mudem de sinal (podendo ser não

constantes).

Passando para o caso geral, isto é, folheações transversalmente orientadas

de formas espaciais, seguimos a abordagem de [2], calculando na Proposição

7.1 a divergência do campo vetorial Pr∇NN sobre as folhas da folheação, onde

N é um campo vetorial normal unitário e Pr é a r−ésima transformação de

Newton da folheação com respeito a N . Com isso, mostramos o
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Teorema 7.3. Não existem, na esfera Euclidiana, folheações transversalmente

orientadas e diferenciáveis, cujas folhas são completas e possuem curvatura es-

calar constante e maior que um.

Consideramos também uma generalização mais direta do problema de Bern-

stein, ou seja, o estudo de folheações r−mı́nimas (possivelmente com um con-

junto singular) do espaço Euclidiano. Nesse sentido, também somos capazes

de invocar um teorema de Ferus para provar o

Teorema 7.5. Seja F folheação transversalmente rientada e diferenciável de

codimensão um de R
n+1, cujas folhas são completas, r−minimais e tais que

Sr não mudam de sinal sobre elas. Se |X| ∈ L1 e |A| é limitada ao longo de

cada folha, então a nulidade relativa de cada folha é, pelo menos, n − r. Em

particular, se Sr 6= 0 em uma folha, então esta folha é folheada por hiperplanos

de dimensão n − r.

Além da fórmula para a divergência de Pr∇NN , outra ferramenta cen-

tral para o nosso trabalho é uma análise mais aprofundada, realizada na

Proposição 5.3 e no Corolário 5.4, da extensão de S. T. Yau para o Teorema

de H. Hopf de funções subharmônicas em variedades Riemannianas completas

e não-compactas.

Este trabalho se baseia no artigo Complete foliations of space forms by

hypersurfaces de F. Camargo, A. Caminha e P. Sousa [3].
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Campos de Vetores

Seja Mn uma variedade diferenciável n−dimensional e considere uma função

f : Mn −→ R
k.

Definição 2.1. Dizemos que f é uma função diferenciável se, para todo

p ∈ Mn, existe uma carta diferenciável (U,ϕ) para Mn cujo domı́nio contém p

e tal que a função composta f ◦ϕ−1 é diferenciável sobre o subconjunto aberto

Ũ = ϕ(U) de R
n

Podemos destacar as funções f : Mn −→ R diferenciáveis em Mn. Sendo

assim, denotaremos o conjuno de tais funções por C∞(M).

Definição 2.2. Um campo de vetores X em Mn é uma função que associa

a cada ponto p ∈ Mn um vetor Xp ∈ TpM . Dizemos que o campo X é

diferenciável se a aplicação X : Mn −→ TM for diferenciável.

Denotaremos por X (M) o conjunto dos campos de vetores diferenciáveis

em Mn.

Se X é um campo de vetores em Mn e f : U −→ R é uma função

difrenciável definida em um subconjunto aberto U de Mn, então obtemos uma

nova função Xf : U −→ R definida por

Xf(p) = Xpf.

Lema 2.3. Sejam Mn uma variedade diferenciável e X um campo de vetores.
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X é diferenciável se, e somente se, Xf : U −→ R é diferenciável, para todo

conjunto aberto U ⊂ Mn e toda função f ∈ C∞(M).

Demonstração. Ver Lee [12], página 86.

Assim, um campo X ∈ X (M) define uma aplicação, claramente R-linear,

X : C∞(M) −→ C∞(M). E, pela regra do produto para vetores tangentes em

Mn, tal função satisfaz a regra de Liebniz

X(fg) = fX(g) + gX(f),

para todas as funções f, g ∈ C∞(M).

Definição 2.4. Uma aplicação Y : C∞(M) −→ C∞(M) é uma derivação

se ela é linear sobre R e satisfaz a regra de Liebniz para todas as funções de

C∞(M).

Pode-se mostrar que uma aplicação ξ : C∞(M) −→ C∞(M) é uma derivação

se, e somente se, ξ é da forma ξf = Xf para algum campo X ∈ X (M).

Assim, podemos identificar as derivações de C∞(M) com campos de vetores

diferenciáveis.

Se X ∈ X (M) e f ∈ C∞(M), então obtemos um novo campo de vetores

fX : C∞(M) −→ C∞(M) definido por

(fX)(g) = fX(g).

Sejam X,Y ∈ X (M) e f ∈ C∞(M). Assim, aplicando X a f , obtemos

outra função Xf ∈ C∞(M) e, por sua vez, podemos aplicar o campo Y a

Xf e obter, ainda, outra função Y Xf = Y (Xf) em C∞(M). Sendo assim,

podemos definir

Definição 2.5. O colchete de Lie dos campos X,Y ∈ X (M) é o operador

[X,Y ] : C∞(M) −→ C∞(M) definido por

[X,Y ]f = XY f − Y Xf.

Lema 2.6. O colchete de Lie de qualquer par de vetores X,Y ∈ X (M) é um

campo de vetores em Mn.
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Demonstração. Basta mostrar que [X,Y ] é uma derivação de C∞(M). Note

que

[X,Y ](fg) = X(Y (fg)) − Y (X(fg))

= X(fY g + gY f) − Y (fY g + gY f)

= fXY g + gXY f − fY Xg − gY Xf

= f [X,Y ]g + g[X,Y ]f,

para todas as funções f, g ∈ C∞(M).

E o resultado segue-se, pois, claramente, [X,Y ] é R-linear.

Claramente temos que [X,Y ] = −[Y,X], para quaisquer campos de vetores

X,Y ∈ X (M). Com isso, pode-se mostrar, para quaisquer X,Y, Z ∈ X (M),

que

[[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.

A igualdade acima é dita a identidade de Jacobi.

2.2 Variedades Riemannianas

Seja Mn uma variedade diferenciável n−dimensional.

Definição 2.7. Uma métrica Riemanniana em Mn é uma forma bilinear,

simétrica e positiva definida

〈 , 〉 : X (M) ×X (M) −→ C∞(M).

É imediato que a restrição de 〈 , 〉 a cada espaço tangente TpM está bem

definida e torna TpM um espaço vetorial com produto interno.

Definição 2.8. Uma variedade Riemanniana é uma varidade diferenciável

Mn munida com uma métrica Riemanniana 〈 , 〉.

Se (Mn, 〈 , 〉) é uma variedade Riemanniana e (U, (xi)) uma carta coorde-

nada em Mn, com campos coordenados ∂1, ∂2, ..., ∂n. Então, podemos definir

n2 funções diferenciáveis gij : U −→ R por

gij = 〈∂i, ∂j〉 .

14



Definição 2.9. As n2 funções diferenciáveis gij : U −→ R são ditas coefici-

entes da métrica de Mn em U .

Sejam Mn uma variedade Riemanniana n−dimensional com métrica Rie-

manniana 〈 , 〉 e p ∈ Mn, considere uma base {e1, e2, ..., en} ortonormal posi-

tiva em TpM . Dados os campos de vetores x1, x2, ..., xn ∈ TpM , temos que

xj =
n∑

i=1

aijei, j = 1, 2, ..., n.

Sendo assim, podemos definir

ω(x1, x2, ..., xn) = det(aij).

Evidentemente ω é uma n−forma diferencial em Mn. Agora note que

〈xi, xj〉 =

〈
n∑

k=1

akiek,
n∑

s=1

asjes

〉
=

n∑

k=1

akiakj,

e portanto det(〈xi, xj〉) = (det(aij))
2 = ω2(x1, x2, ..., xn). Supondo que x1,

x2, ..., xn são linearmente independentes, obtemos que det(〈xi, xj〉) > 0 e,

consequentemente,

ω(x1, x2, ..., xn) = ±
√

det(〈xi, xj〉),

onde + ou − é o sinal de det(aij). Assim, ω(x1, x2, ..., xn) > 0 quando

os vetores x1, x2, ..., xn formam (nesta ordem) uma base positiva de TpM e

ω(x1, x2, ..., xn) < 0 se a base x1, x2, ..., xn for negativa.

Observação 2.10. No caso de x1, x2, ..., xn forem linearmente dependentes,

tem-se que det(〈xi, xj〉) = 0 e, dessa forma, ω(x1, x2, ..., xn) = 0.

Definição 2.11. A forma diferencial ω de grau n definida por

ω(x1, x2, ..., xn) = ±
√

det(〈xi, xj〉),

é chamada de elemento de volume de Mn.

Pode-se mostrar que uma n−forma em Mn define uma orientação. Sendo

assim, o elemento de volume define uma orientação em Mn.

Se ωi, i = 1, 2, ..., n, são formas diferenciais de grau um definidas em uma

vizinhança de p ∈ Mn por ωi(ej) = δij, então ω = ω1 ∧ ... ∧ ωn.
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2.3 Conexões e Geodésicas

Seja Mn uma variedade diferenciável.

Definição 2.12. Uma conexão em Mn é uma aplicação R−bilinear

∇ : X (M) ×X (M) −→ X (M)

(X,Y ) 7−→ ∇XY

satisfazendo as seguintes condições:

(a) ∇fXY = f∇XY ;

(b) ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY .

Para X,Y ∈ X (M) e f ∈ C∞(M).

Se Mn é uma variedade Riemannnina, então é posśıvel mostrar que existe

uma única conexão ∇ satisfazendo:

(a) X 〈Y, Z〉 = 〈∇XY, z〉 + 〈Y,∇XZ〉 (compatibilidade com a métrica).

(b) ∇XY −∇Y X = [X,Y ] (simetria).

Tal conexão é dita conexão Riemanniana, ou conexão de Levi-Civita.

Definição 2.13. Uma curva em uma variedade diferenciável Mn é uma

aplicação diferenciável γ : I −→ Mn, onde I ⊂ R é um intervalo. Um campo

de vetores X ao longo de uma curva γ : I −→ Mn é uma aplicação difer-

enciável que associa à cada t ∈ I um vetor X(t) ∈ Tγ(t)M . Dize-se que X é

diferenciável se a função t −→ X(t)f é diferenciável em I, para toda função

f ∈ C∞(M).

Suponha que γ : I −→ Mn é uma curva e X̃ ∈ X (M). Para cada t ∈ I,

seja X(t) = X̃γ(t). É fácil verificar, em coordenadas, que X é diferenciável.

Sendo assim,

Definição 2.14. Um campo de vetores X ao longo de uma curva γ é dito

estend́ıvel se existe um campo de vetores X̃ em uma vizinhança da imagem

de γ tal que X(t) = X̃γ(t).
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Nem todos os campos de vetores ao longo de uma curva podem ser exten-

didos, por exemplo, se γ : I −→ Mn é tal que, para t1, t2 ∈ I com t1 6= t2,

γ(t1) = γ(t2) e γ̇(t1) 6= γ̇(t2), então γ̇ não é estend́ıvel.

Sejam Mn uma variedade diferenciável com uma conexão ∇ e p ∈ Mn.

Escolhendo um sistema de coordenadas {x1, x2, ..., xn} em torno de p temos,

para X,Y ∈ X (M), que

X =
n∑

i=1

xi∂i e Y =
n∑

j=1

yj∂j,

onde ∂i = ∂/∂xi. Assim,

∇XY =
n∑

i=1

xi∇∂i

(
n∑

j=1

yj∂j

)

=
n∑

i,j=1

xiyj∇∂i
∂j +

n∑

i,j=1

xi∂i(yj)∂j.

Fazendo ∇∂i
∂j =

∑n

k=1 Γk
ij∂k, conclúımos que Γk

ij são funções diferenciáveis.

Definição 2.15. As funções Γk
ij são chamadas de śımbolos de Christoffel

de ∇ com respeito aos campos coordenados {∂1, ∂2, ..., ∂n}.

Pode-se mostrar que

∑

l

Γl
ijgl =

1

2

{
∂

∂xi

gjk +
∂

∂xj

gki −
∂

∂xk

gij

}
.

Como a matriz (gkm) admite uma inversa (gkm), obtemos

Γm
ij gl =

1

2

∑

k

{
∂

∂xi

gjk +
∂

∂xj

gki −
∂

∂xk

gij

}
gkm.

Observação 2.16. Para o espaço euclidiano R
n temos que Γk

ij = 0.

Assim,

∇XY =
n∑

k=1

(
n∑

i,j=1

xiyjΓ
k
ij + X(yk)

)
ek,

o que mostra que ∇XY (p) depende somente do valor de X(p) e do valor de Y

ao longo de uma curva tangente a X em p. Sendo assim, faz sentido falar em

∇XX̃, onde X é um campo de vetores ao longo de uma curva γ : I −→ Mn e

X̃ uma extensão de X (supondo X estend́ıvel). Logo,
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Proposição 2.17. Seja Mn uma variedade diferenciável com uma conexão

∇. Então ∇ determina um único opertador que associa a um campo vetorial

X ao longo de uma cuva γ : I −→ Mn um outro campo vetorial DX
dt

ao longo

de γ tal que:

(a) D
dt

(aX + bY ) = aDX
dt

+ bDY
dt

.

(b) D
dt

(fX) = df

dt
X + f DX

dt
.

(c) Se X é estend́ıvel, então para qualquer extensão X̃ de X.

DX

dt
= ∇γ̇X̃.

para quaisquer campo de campo Y ao longo de γ, a, b ∈ R e f ∈ C∞(M).

Demonstração. Ver Lee [13], página 57.

Definição 2.18. O campo DX
dt

definido como acima é a derivada covariante

de X ao longo da curva γ.

Seja Mn uma variedade diferenciável com uma conexão ∇.

Definição 2.19. A aceleração de um curva γ : I −→ Mn é o campo de

vetores Dγ̇

dt
ao longo de γ. A curva γ é dita uma geodésica em t0 com

respeito a ∇ se sua aceleração em t0 é nula, isto é, Dγ̇

dt
≡ 0. Se γ : I −→ Mn

for uma geodésica para todo t ∈ I, dizemos que γ é uma geodésica.

2.4 Operadores Diferenciais

Vamos considerar, neste tópico, Mn uma variedade Riemanniana com métrica

Riemanniana 〈 , 〉 e conexão Riemanniana ∇.

Definição 2.20. O gradiente ∇f de uma função f ∈ C∞(M) é um campo

vetorial sobre Mn tal que

〈∇f,X〉 = df(X) = X(f).

Para todo X ∈ X (M).

Decorre diretamente da definição que se f, g ∈ C∞(M), então

18



1. ∇(f + g) = ∇f + ∇g;

2. ∇(fg) = g∇f + f∇g.

Seja {e1, e2, ..., en} um referencial ortonormal em uma vizinhança U ⊂ Mn.

Assim, se X ∈ X (M), temos

X =
n∑

i=1

xiei.

Logo,

X(f) =
n∑

i=1

xiei(f) =

〈
n∑

i=1

xiei,
n∑

j=1

ej(f)ej

〉
=

〈
X,

n∑

j=1

ej(f)ej

〉
.

Dáı

∇f =
n∑

j=1

ej(f)ej.

Definição 2.21. Seja X um campo vetorial em Mn. A divergência divX

de X é a função suave divX : Mn −→ R dada por

(divX)(p) = tr {v 7−→ ∇vX(p)} ,

onde v ∈ TpM e tr {v 7−→ ∇vX(p)} denota o traço de {v 7−→ ∇vX(p)}.

Em outras palavras, temos que

div X =
n∑

i=1

〈∇ei
X, ei〉 ,

onde {e1, e2, ..., en} é um referencial ortonormal em uma vizinhança U ⊂ Mn.

Decorre diretamente da definição que

1. div(X + Y ) = divX + divY ;

2. div(fX) = fdivX + 〈∇f,X〉,

para quaisquer X,Y ∈ TM e qualquer f ∈ C∞(M).

Considere, em Mn, o elemento de volume dV (que é uma n−forma em Mn)

e, para todo X ∈ X (M), definamos o produto interior de X por dV , que

denotaremos por ιXdV , como a (n − 1)−forma dada por

ιXdV (X2, ..., Xn) = dV (X,X2, ..., Xn).
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Sejam p ∈ Mn e {e1, e2, ..., en} um referencial geodésico em p. Assim,

X =
∑n

i=1 xiei e

ιXdV (X2, ..., Xn) = dV (X,X2, ..., Xn) = dV (X =
n∑

i=1

xiei, X2, ..., Xn)

=
n∑

i=1

(−1)i+1xiω1 ∧ ... ∧ ω̂i ∧ ... ∧ ωn(X2, ..., Xn).

Portanto ιXdV =
∑n

i=1(−1)i+1xiω1 ∧ ... ∧ ω̂i ∧ ... ∧ ωn e

d(ιXdV ) = d(
n∑

i=1

(−1)i+1xiω1 ∧ ... ∧ ω̂i ∧ ... ∧ ωn)

=
n∑

i=1

(−1)i+1d(xi) ∧ ω1 ∧ ... ∧ ω̂i ∧ ... ∧ ωn

+
n∑

i=1

(−1)i+1xid(ω1 ∧ ... ∧ ω̂i ∧ ... ∧ ωn).

Mas d(ω1 ∧ ... ∧ ω̂i ∧ ... ∧ ωn) = 0 em p, pois

dωk(ei, ej) = eiωk(ej) − ejωk(ei) − ωk([ei, ej]) = ωk(∇ei
ej −∇ej

ei) = 0,

já que {e1, e2, ..., en} é um referencial geodésico em p e, portanto, ∇ei
ej = 0.

Assim,

d(ιXdV ) =

(
n∑

i=1

(−1)i+1ei(xi)

)
dV = div(X)dV.

Integrando ambos os membros da igualdade acima e utilizando o teorema

de Stokes, um pouco mais de trabalho permite mostrar o seguinte

Teorema 2.22 (Teorema da Divergência). Se Mn é uma variedade Riemanni-

ana compacta, orientada pelo elemento de volume dV e com bordo ∂M , então,

para X ∈ X (M),

∫

M

divXdV =

∫

∂M

〈X,N〉 dṼ ,

onde N é o campo unitário normal à ∂M apontando para fora de Mn e dṼ é

o elemento de volume da métrica induzida em ∂M .

Demonstração. Ver Lee [12], página 43.

20



Definição 2.23. O laplaciano ∆f de uma função f ∈ C∞(M) é a função

∆f : Mn −→ R dada por

∆f = divf(∇f).

Pelas propriedades do gradiente e da divergência, temos que

1. ∆(f + g) = ∆f + ∆g;

2. ∆(fg) = f∆g + g∆f + 2〈∇f,∇g〉.

Para quaisquer f, g ∈ C∞(M).

Mais adiante precisaremos da seguinte

Definição 2.24. Dizemos que f ∈ C∞(M) é uma função hamônica (respec.,

subharmônica) se ∆f = 0 (respec., ∆f ≥ 0).

Definição 2.25. O hessiano de uma função f ∈ C∞(M), denotado por

Hessf , é o campo de operadores lineares Hessf : TP M −→ TpM definido,

para cada v ∈ TpM , por

(Hessf)(v) = ∇v∇f.

Proposição 2.26. : O operador linear (Hessf)p : TP M −→ TpM , com p ∈
Mn e f ∈ C∞(M), é auto-adjunto.

Demonstração. Sejam v, w ∈ TpM e V,W usas extensões as campos em uma

vizinhança U ⊂ Mn de p. Temos

〈(Hessf)p(v), w〉 = 〈∇V ∇f,W 〉p
= (V 〈∇f,W 〉)(p) − 〈∇f,∇V W 〉p
= (V (Wf))(p) − 〈∇f,∇W V + [V,W ]〉p
= (W (V f))(p) + ([V,W ] f)(p) − 〈∇f,∇W V + [V,W ]〉p
= (W (V f))(p) − 〈∇f,∇W V 〉p
= 〈(Hessf)p(w), v〉 .
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Denotaremos também por Hessf , f ∈ C∞(M), a forma bilinear simétrica

em TpM dada por

(Hessf)(v, w) = 〈∇v∇f, w〉 = v(w(f)) − (∇vw)f.

Para v, w ∈ TpM . Dáı,

(Hessf)(v, w) = 〈∇v∇f, w〉 = v 〈∇f, w〉 − 〈∇f,∇vw〉 .

Se ∂1, ∂2, ..., ∂n são os campos coordenados em uma vizinhança coordenada

U ⊂ Mn, temos

(Hessf)(∂i, ∂j) = ∂i 〈∇f, ∂j〉 − 〈∇f,∇∂i
∂j〉

= ∂i∂j(f) −
〈
∑

l

∂l(f)∂l, Γ
k
ij∂k

〉

= ∂i∂j(f) −
∑

l

∂l(f)Γk
ijglk.

Observação 2.27. Já que em R
n temos Γk

ij = 0, teremos em R
n que

(Hessf)(∂i, ∂j) = ∂i∂j(f).

Proposição 2.28. Se f ∈ C∞(M), então ∆f = tr(Hessf).

Demonstração. Seja U ⊂ Mn uma vizinhança de p e considere o referencial

ortonormal {e1, e2, ..., en}. Assim,

tr(Hessf)p =
n∑

i=1

〈(Hessf)p(ei, ei〉

=
n∑

i=1

〈∇ei
∇f, ei〉p

= div(∇f)(p)

= ∆f(p).

2.5 Curvatura, Curvatura Seccional, Curvatura

de Ricci e Escalar

Seja Mn uma variedade Riemanniana com conexão Riemanniana ∇.
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Definição 2.29. A curvatura R de Mn é a aplicação R : X (M) ×X (M) ×
X (M) −→ X (M) dada por

R(X,Y )Z = ∇Y ∇XZ −∇X∇Y Z + ∇[X,Y ]Z.

É imediato a partir das propriedades de ∇ que R é uma aplicação C∞(M)

-linear. Por outro lado, pela simetria da conexão Riemanniana ∇, temos que

R(X,Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = ∇Y ∇XZ −∇X∇Y Z + ∇[X,Y ]Z

+ ∇Z∇Y X −∇Y ∇ZX + ∇[Y,Z]X

+ ∇X∇ZY −∇Z∇XY + ∇[Z,X]Y

= [Y, [X,Z]] + [Z, [Y,X]] + [X, [Z, Y ]].

Pela identidade de Jacobi para campos de vetores, obtemos a primeira iden-

tidade de Bianchi

R(X,Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0.

De agora em diante, escreveremos por conveniência

〈R(X,Y )Z, T 〉 = (X,Y, Z, T ),

para todos X,Y, Z, T ∈ X (M).

Proposição 2.30. Para X,Y, Z, T ∈ X (M), temos

(a) (X,Y, Z, T ) + (Y, Z,X, T ) + (Z,X, Y, T ) = 0;

(b) (X,Y, Z, T ) = −(Y,X,Z, T );

(c) (X,Y, Z, T ) = −(X,Y, T, Z);

(d) (X,Y, Z, T ) = (Z, T,X, Y ).

Demonstração. Ver do Carmo [11], página 102.

Seja σ ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente TpM e

considere dois vetores x, y ∈ σ linearmente independentes. Pode-se mostrar

que

K(x, y) =
(x, y, x, y)

(
‖x‖2 ‖y‖2 − 〈x, y〉2

)2

não depende da escolha dos vetores x, y ∈ σ. Com isso temos a seguinte
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Definição 2.31. Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bi-dimensional σ ⊂
TpM , o número real K(x, y) = K(σ), onde {x, y} é uma base qualquer de σ,

é chamado curvatura seccional de σ em p.

Lema 2.32. Sejam Mn uma variedade Riemanniana e p um ponto de Mn.

Defina uma aplicação tri-linear R
′

: TpM × TpM × TpM −→ TpM por

〈
R

′

(X,Y,W ), Z
〉

= 〈X,W 〉 〈Y, Z〉 − 〈Y,W 〉 〈X,Z〉 ,

para todos X,Y, Z,W ∈ TpM . Então M tem curvatura seccional constante

igual a K0 se, e somente se, R = K0R
′

, onde R é a curvatura de M .

Demonstração. Ver do Carmo [11], página 107.

Seja x = en um vetor unitário em TpM e considere uma base {e1, e2, ..., en−1}
ortonormal do hiperplano de TpM ortogonal a x.

Definição 2.33. As médias

Ricp(x) =
1

n − 1

n−1∑

i=1

〈R(x, ei)x, ei〉

e

K(p) =
1

n

n∑

j

Ricp(ej)

são chamadas de curvatura de Ricci na direção de x e curvatura escalar

em p, respectivamente.

Definamos agora a seguinte forma em TpM

Q(x, y) = tr {z 7→ R(x, z)y} ,

para x, y ∈ TpM .

Obviamente Q é bilinear. Escolhendo x unitário e uma base ortonormal

{e1, e2, ..., en−1, en = x} para TpM temos

Q(x, y) =
n∑

i=1

〈R(x, ei)y, ei〉

=
n∑

i=1

〈R(y, ei)x, ei〉 = Q(y, x).

Assim, Q é uma forma bilinear simétrica e Q(x, x) = (n − 1)Ricp.
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Por outro lado, à forma bilinear Q em TpM corresponde uma aplicação

linear auto-adjunta F , dada por

〈F (x), y〉 = Q(x, y).

Dáı, denotando por tr F o traço de F , temos

trF =
n∑

j=1

〈F (ej), ej〉 =
n∑

j=1

Q(ej, ej)

= (n − 1)
n∑

j=1

Ricp(ej) = n(n − 1)K(p).

Portanto, as curvaturas de Ricci e escalar não dependem da escolha das cor-

respondentes bases ortonormais.

2.6 Tensores em Variedades Riemannianas

Note que X (M) tem uma estrutura linear quando tomamos como “escalares”os

elementos de C∞(M).

Definição 2.34. Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana

Mn é uma aplicação multilinear

T : X (M) ×X (M) × · · · × X (M)︸ ︷︷ ︸
r−vezes

−→ C∞(M).

Isto quer dizer que, dados X1, ..., Xr ∈ X (M), T (X1, ..., Xr) é uma diferen-

ciável em Mn e que T é linear em cada entrada, isto é,

T (X1, ..., fX + gY,Xr) = fT (X1, ...X, ..., Xr) + gT (X1, ..., Y, ..., Xr),

para todos X,Y ∈ X (M) e todas f, g ∈ C∞(M).

Definição 2.35. Seja Mn uma variedade Riemanniana n−dimensional e con-

sidere uma vizinhança U ⊂ Mn de p ∈ Mn onde seja posśıvel definir campos

e1, e2, ...,en ∈ X (M) de modo que, em cada q ∈ U , os vetores e1(q), e2(q),

...,en(q) formam uma base de TqM . Diremos, neste caso, que {e1, e2, ..., en} é

um referencial móvel em U .
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Assim, podemos restringir os campos X1, ..., Xr a U e expressá-los no re-

ferencial móvel {e1, e2, ..., en} da seguinte maneira

X1 =
∑

i1

xi1ei1 , ..., Xr =
∑

ir

xireir , i1, ..., ir = 1, ..., n.

Pela linearidade de T , temos que

T (X1, ..., Xr) =
∑

i1,...,ir

xi1 ...xirT (ei1 , ...eir).

Portanto temos que o valor de T (X1, ..., Xr) em p ∈ Mn depende apenas

dos valores de T (ei1 , ...eir) e de X1, ..., Xr em p.

Definição 2.36. As funções T (ei1 , ...eir) = Ti1,...,ir em U , são ditas as com-

ponentes de T no referencial {e1, e2, ..., en}.

Exemplo 2.37. O tensor curvatura de uma variedade Riemanniana Mn é

definido por

R : X (M) ×X (M) ×X (M) ×X (M) −→ C∞(M)

(X,Y, Z,W ) −→ R(X,Y, Z,W ) = 〈R(X,Y )Z,W 〉 .

É imediato verificar que R é um tensor de ordem 4, cujas componentes no

referencial {∂/∂x1, ..., ∂/∂xn}, associado ao sistema de coordenadas {x1, ..., xn},
são

R(Xi, Xj, Xk, Xl) = Rijkl.

Definição 2.38. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante

∇T de T é um tensor de ordem (r + 1) dado por

∇T (X1, ..., Xr, Z) = Z(T (X1, ..., Xr)) − T (∇ZX1, ..., Xr)

− · · · − T (X1, ..., Xr−1,∇ZXr).

Definição 2.39. Seja T um tensor de ordem r. Para cada Z ∈ X (M), a

derivada covariante ∇Z de T em relação a Z é um tensor de ordem r dado

por

∇ZT (X1, ..., Xr) = ∇T (X1, ..., Xr, Z).
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2.7 Imersões Isométricas

Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis e considere uma aplicação diferen-

ciável ϕ : Mm −→ Nn.

Definição 2.40. Um ponto p ∈ Mm é dito ponto regular de ϕ quando

dϕp : TpM
m −→ Tϕ(p)N

n é injetiva. Dizemos que ϕ é uma imersão se todo

ponto p ∈ Mm é um ponto regular de ϕ, isto é, dϕp : TpM
m −→ Tϕ(p)N

n

é injetiva para todo p ∈ Mm. Se, além disso, ϕ é um homeomorfismo sobre

ϕ(M) ⊂ N , onde ϕ(M) tem a topologia induzida por Nn, então diz-se que ϕ

é um mergulho.

Note que se ϕ : Mm −→ Nn é uma imersão, então m ≤ n. A diferença

n − m é chamada a codimensão da imersão ϕ. As hipersuperf́ıcies de N

são as imersões isométricas com codimensão 1.

Definição 2.41. Se Mm ⊂ Nn e a aplicação inclusão ι : M →֒ N é um

mergulho, diz-se que Mm é uma subvariedade de Nn.

Proposição 2.42. Seja ϕ : Mm −→ Nn uma imersão. Para todo ponto p ∈
Mm, existe uma vizinhança V ⊂ Mm de p tal que a restrição ϕ |V : V −→ Nn

é um mergulho.

Demonstração. Ver do Carmo [11], página 14.

Seja agora ϕ : Mn −→ M
k

uma imersão de uma variedade diferenciável

Mn de dimensão n em uma variedade Riemanniana M
k

de dimensão k = n+m

com métrica Riemanniana g = 〈 , 〉. A métrica Riemanniana g de M
k

induz,

de maneira natural, uma métrica Riemanniana g̃ em Mn: se v1, v2 ∈ TpM ,

define-se g̃(v1, v2) = g(dϕp(v1), dϕp(v2)).

Definição 2.43. Sejam Mn e M
k
variedades Riemannianas com métricas Rie-

mannianas g̃ e g, respectivamente. Dizemos que uma imersão diferenciável ϕ :

Mn −→ M
k

é uma imersão isométrica se g̃(v1, v2) = g(dϕp(v1), dϕp(v2)).

2.8 A Segunda Forma Fundamental

Seja ϕ : Mn → M
n+m

uma imersão. Dado p ∈ M , existe, pela proposição 2.42,

uma vizinhança U ⊂ M de p tal que ϕ(U) ⊂ M é uma subvariedade de M . Isto

27



quer dizer que existem uma vizinhança U ⊂ M de ϕ(p) e um difeomorfismo

φ : U ⊂ M → V ⊂ R
n+m em uma aberto V de R

n+m, tal que φ aplica

difeomorficamente ϕ(U) ∩ U em um aberto do subespaço R
n × {0} ⊂ R

n+m.

Para simplificar a notação, identificamos U com ϕ(U) e cada vetor v ∈
TqM , q ∈ U , com dϕq(v) ∈ Tϕ(q)M . Usaremos tais identificações para esten-

der, por exemplo, um campo local (isto é, definido em U) de vetores de M a

um campo local (isto é, definido em U) de vetores em M ; se U é suficiente-

mente pequeno, tal extensão é sempre posśıvel, como se vê facilmente usando

o difeomorfismo ϕ.

Para cada p ∈ Mn, o produto interno em TpM decompõe TpM na soma

direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM . Se v ∈ TpM ,

p ∈ Mn, podemos escrever

v = v⊤ + v⊥, v⊤ ∈ TpM, v⊥ ∈ (TpM)⊥.

Tal decomposição é evidentemente diferenciável no sentido que as aplicações

de TM em TM dadas por (p, v) → (p, v⊤) e (p, v) → (p, v⊥) são difer-

enciáveis.

Definição 2.44. Dizemos que v⊤ é a componente tangencial de v e que

v⊥ é a componente normal de v.

Seja ∇ a conexão Riemanniana de M
n+m

e considere campos de vetores

locais X e Y em Mn. Para X e Y extensões locais de X e Y a M
n+m

, definimos

∇XY = (∇XY )⊤.

Supondo que Mn tem a métrica Riemanniana induzida por ϕ, pode-se

mostrar que ∇ é a conexão Riemanniana de Mn. Assim,

B(X,Y ) = ∇XY −∇XY

é um campo local em M
n+m

normal a Mn.

Agora note que, sendo X1 e Y 1 outras extensões locais de X e Y , respec-

tivamente, temos

(∇XY −∇XY ) − (∇X1
Y −∇XY ) = ∇X−X1

Y
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se anula em Mn, pois X − X1 = 0 em Mn. Por outro lado,

(∇XY −∇XY ) − (∇XY 1 −∇XY ) = ∇X(Y − Y 1) = 0,

pois Y − Y 1 = 0 ao longo de uma trajetória de X.

Portanto B(X,Y ) não depende das extensões X e Y e, consequentemente,

está bem definida. No que se segue, indicaremos por X (U)⊥ os campos dife-

renciáveis em U de vetores normais a ϕ(U) ≈ U .

Proposição 2.45. Se X,Y ∈ X (U), a aplicação B : X (U)×X (U) → X (U)⊥

dada por

B(X,Y ) = ∇XY −∇XY

é bilinear e simétrica.

Demonstração. Pelas propriedades de linearidade de uma conexão, conclui-se

imediatamente que B é aditiva em X e Y e que B(fX, Y ) = fB(X,Y ), f ∈
C∞(U). Resta mostrar que B(X, fY ) = fB(X,Y ), f ∈ C∞(U). Indicando

por f uma extensão de f a U , teremos

B(X, fY ) = ∇X(fY ) −∇X(fY )

= f∇XY − f∇XY + X(f)Y − X(f)Y.

Como em M , f = f e X(f) = X(f), conclúımos que as duas últimas

parcelas se anulam, donde B(X, fY ) = fB(X,Y ), isto é, B é bilinear. Para

mostrar que B é simétrica, utilizaremos a simetria da conexão Riemanniana,

obtendo

B(X,Y ) = ∇XY −∇XY = ∇Y X + [X,Y ] −∇Y X − [X,Y ].

Como em M , [X,Y ] = [X,Y ], conclúımos que B(X,Y ) = B(Y,X).

Como B é bilinear, conclúımos, exprimindo B em um sistema de coorde-

nadas , que o valor de B(X,Y )(p) depende apenas de X(p) e Y (p).

Seja p ∈ Mn e considere a aplicação Hη : TpM × TpM → R dada por

Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉, x, y ∈ TpM,

onde η ∈ (TpM)⊤.

Temos, pela proposição 2.45, que Hη é uma forma bilinear simétrica.
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Definição 2.46. A forma quadrática IIη definida em TpM por

IIη(x) = Hη(x, x),

é chamada a segunda forma fundamental de ϕ em p segundo o vetor

normal η.

Observe que à aplicação bilinear Hη fica associada uma aplicação linear

auto-adjunta, chamada aplicação de Weingarten, Aη : TpM → TpM dada

por

〈Aη(x), y〉 = Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉.

Proposição 2.47. Sejam p ∈ M , x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Se N é uma

extensão local de η normal a M , então

Aη(x) = −(∇xN)⊤.

Demonstração. Seja y ∈ TpM e considere X,Y extensões locais de x, y, res-

pectivamente, e tangentes a M . Então, 〈N, Y 〉 = 0, e portanto,

〈Aη(x), y〉 = 〈B(X,Y )(p), N〉 = 〈∇XY −∇XY,N〉(p)

= 〈∇XY,N〉(p) = −〈Y,∇XN〉(p)

= 〈−∇xN, y〉,

para todo y ∈ TpM.

Sejam K e K as curvaturas seccionais de M e M , respectivamente, definidas

por

K(X,Y ) =
〈R(X,Y )X,Y 〉

‖X‖2 ‖Y ‖2 − 〈X,Y 〉2
,

e

K(X,Y ) =
〈R(X,Y )X,Y 〉

∥∥X
∥∥2 ∥∥Y

∥∥2 − 〈X,Y 〉2
,

onde

R(X,Y )Z = ∇Y ∇XZ −∇X∇Y Z + ∇[X,Y ]Z,

R(X,Y )Z = ∇Y ∇XZ −∇X∇Y Z + ∇[X,Y ]Z.
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Teorema 2.48 (Gauss). Sejam p ∈ M e x, y vetores ortonormais de TpM .

Então

K(x, y) − K(x, y) = 〈B(x, x), B(y, y)〉 − ‖B(x, y)‖2.

Demonstração. Ver do Carmo [11], página 143.

Definição 2.49. Uma imersão ϕ : Mn → M
n+m

é geodésica em p ∈ Mn

se, para todo η ∈ (TpM)⊥, a segunda forma fundamental IIη é identicamente

nula em p. A imersão ϕ é totalmente geodésica se ela é geodésica para todo

p ∈ M .

Proposição 2.50. Uma imersão ϕ : Mn → M
n+m

é geodésica em p ∈ M se,

e só se, toda geodésica γ de Mn partindo de p é geodésica de M
n+m

em p.

Demonstração. Suponhamos que γ(0) = p e γ′(0) = x e sejam N uma extensão

local, normal a M , de um vetor normal η em p e X uma extensão local,

tangente a M , de γ′(t). Como 〈X,N〉 = 0, obteremos em p,

Hη(x, x) = 〈Aη(x), x〉 = −〈∇XN,X〉

= −X〈N,X〉 + 〈N,∇XX〉 = 〈N,∇XX〉.

Decorre dáı que ϕ é geodésica em p se, e só se, para todo x ∈ TpM , a

geodésica γ de M que é tangente a x em p satisfaz a condição: ∇XX(p)

não tem componente normal. Portanto, ϕ é geodésica em p se, e só se, toda

geodésica γ de Mn partindo de p é geodésica de M
n+m

em p.

Definição 2.51. Uma imersão ϕ : Mn → M
n+m

é mı́nima se para todo

p ∈ Mn e todo η ∈ (TpM)⊥ tem-se que trAη = 0.

Sendo {e1, e2, ..., en} um referencial ortonormal de vetores em X (U)⊥, onde

U é uma vizinhança de p na qual ϕ é um mergulho, podemos escrever, em p,

B(x, y) =
∑

i

Hei
(x, y)ei, x, y ∈ TpM, i = 1, ...,m.

Não é dif́ıcil verificar que o vetor normal dado por

H =
1

n

∑

i

(trAei
)ei

não depende do referencial {e1, e2, ..., en} escolhido.

Definição 2.52. O vetor H dado acima é chamado o vetor curvatura

média de ϕ.

É claro que ϕ é mı́nima se, e só se, H(p) = 0 para todo p ∈ M .
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2.9 As Equações Fundamentais de Uma Imersão

Isométrica

Dada uma imersão isométrica ϕ : Mn → M
n+m

, temos, em cada p ∈ Mn, a

decomposição

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥

que varia diferenciavelmente com p. Isto significa que, localmente, a parte

do fibrado tangente TM que se projeta sobre M se decompõe em um fibrado

tangente TM e em um fibrado normal TM⊥. No que se segue, usaremos

sistematicamente as letras latinas X,Y, Z, etc., para indicar os campos difer-

enciáveis de vetores tangentes e as letras gregas ξ, η, ζ, etc., para indicar os

campos diferenciáveis de vetores normais.

Dados X e η, já vimos que a componente tangente de ∇Xη é dada por

(∇Xη)⊤ = −AηX. A componente normal de ∇Xη, chamada conexão normal

∇⊥ da imersão é dada por

∇⊥
Xη = (∇Xη)⊥ = ∇Xη − (∇Xη)⊤ = ∇Xη + AηX.

Verifica-se facilmente que a conexão normal ∇⊥ possui as propriedades

usuais de uma conexão, isto é, é linear em X, aditiva em η, e

∇⊥
X(fη) = f∇⊥

Xη + X(f)η, f ∈ C∞(M).

De maneira análoga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir de

∇⊥ uma noção de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura

normal R⊥ da imersão e definida por

R⊥(X,Y )η = ∇⊥
Y ∇⊥

Xη −∇⊥
X∇⊥

Y η + ∇⊥
[X,Y ]η.

Proposição 2.53. Com as notações acima, as seguintes equações se verificam

(a) (Equação de Gauss)

〈R(X,Y )Z, T 〉 = 〈R(X,Y )Z, T 〉 − 〈B(Y, T ), B(X,Z)〉

+ 〈B(X,T ), B(Y, Z)〉.
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(b) (Equação de Ricci)

〈R(X,Y )η, ζ〉 − 〈R⊥(X,Y )η, ζ〉 = 〈[Aη, Aζ ]X,Y 〉.

onde [Aη, Aζ ] indica o operador Aη ◦ Aζ − Aζ ◦ Aη.

Demonstração. Ver do Carmo [11], página 149.

Observação 2.54. Dizemos que o fibrado normal de uma imersão é plano

(flat) se R⊥ = 0. Admita que o espaço ambiente M
n+m

tem curvatura seccional

constante. Então a equação de Ricci se escreve

〈R⊥(X,Y )η, ζ〉 = −〈[Aη, Aζ ]X,Y 〉.

Decorre dáı que R⊥ = 0 se, e só se, [Aη, Aζ ] = 0 para todo η e ζ, isto

é, se, e só se, para todo p ∈ Mn existe uma base de TpM que diagonaliza

simultaneamente todos os Aη.

Dada uma imersão isométrica, convém indicar por X (M)⊥ o espaço dos

campos diferenciáveis de vetores normais a M . A segunda forma fundamental

da imersão pode então ser considerada como um tensor

B : X (M) ×X (M) ×X (M)⊥ −→ C∞(M)

(X,Y, η) 7−→ B(X,Y, η) = 〈B(X,Y ), η〉 .

A definição de derivada covariante se estende a este tipo de tensor de

maneira natural

(∇XB)(Y, Z, η) = X(B(Y, Z, η)) − B(∇XY, Z, η)

− B(Y,∇XZ, η) − B(Y, Z,∇⊥
Xη).

Proposição 2.55 (Equação de Codazzi). Com a notação acima, vale

〈R(X,Y )Z, η〉 = (∇Y B)(X,Z, η) − (∇XB)(Y, Z, η).

Demonstração. Ver do Carmo [11], página 151.

Observação 2.56. Se o espaço ambiente M
n+m

tem curvatura seccional con-

stante, a equação de Codazzi se escreve como

(∇XB)(Y, Z, η) = (∇Y B)(X,Z, η).
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Se, além disto, a codimensão da imersão é um, tem-se ∇⊥
Xη = 0. Donde,

∇XB(Y, Z, η) = X〈AηY, Z〉 − 〈Aη(∇XY ), Z〉 − 〈AηY,∇XZ〉

= 〈∇X(AηY ), Z〉 − 〈Aη(∇XY ), Z〉.

Portanto, neste caso, a equação de Codazzi se escreve

∇X(AηY ) −∇Y (AηX) = Aη([X,Y ]).
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Caṕıtulo 3

Transformações de Newton

Seja x : Mn −→ M
n+1

(c) uma imersão, onde Mn é uma variedade difer-

enciável compacta, conexa, orientável, com bordo ∂M (podendo ser ∂M = ∅)
e M

n+1
(c) uma variedade riemanniana simplesmente conexa, orientada e com

curvatura seccional constante c. Considere em M
n+1

a métrica riemanniana

〈, 〉, a conexão Riemanniana ∇ e dM sua forma volume e tome em Mn a

métrica induzida por x, de modo que x se torne uma imersão isométrica.

A segunda forma fundamental A : TM −→ TM da imersão x : Mn −→
M

n+1
(c) com respeito a um campo vetorial normal unitário N ∈ X⊥(M)

induz, em cada p ∈ M , um operador linear auto-adjunto A : TpM −→ TpM .

Seus autovalores são as curvaturas principais λ1, λ2, ...λn da imersão x.

Associadas a A, tem-se as n funções simétricas elementares

Sr = Sr(λ1, λ2, ..., λn),

com 1 ≤ r ≤ n, dadas por

p(t) = det(tI − A) =
n∑

r=0

(−1)rSrt
n−r,

onde p(t) é o polonômio caract́ıstico de A e I é o operador identidade.

Em outras palavras, S0 = 1 e, para 1 ≤ r ≤ n,

Sr =
∑

1≤i1<i2<...<ir≤n

λi1λi2 ...λir .
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Note, em particular, que

S2
1 − 2S2 = (

∑

i

λi)
2 − 2

∑

i<j

λiλj

=
∑

i

λ2
i

= |A|2.

onde |A|2 = 〈A,A〉 = tr(A2). Portanto,

2S2 + |A|2 = S2
1 ,

Dado p ∈ M , seja {e1, ..., en} um referencial ortonormal (um referencial

geodésico, por exemplo) numa vizinhança de p tal que {e1(p), ..., en(p)} seja

uma base ortonormal de TpM formada por autovetores de Ap. Se R é a cur-

vatura escalar de M , segue da equação de Gauss que

R =
1

n(n − 1)

∑

i6=j

〈R(ei, ej)ej, ei〉

=
1

n(n − 1)

∑

i6=j

(c + 〈A(ei, ei), A(ej, ej)〉 − ‖A(ei, ej)‖2)

= c +
1

n(n − 1)

∑

i6=j

(〈A(ei, ei), A(ej, ej)〉 − ‖A(ei, ej)‖2).

Como 〈N,N〉 = 1 e a codimensão é 1, segue que A(ei, ej) = 〈A(ei, ej), N〉N .

Assim, temos em p

〈A(ei, ei), A(ej, ej)〉 = 〈A(ei, ei), N〉〈A(ej, ej), N〉

= 〈Ap(ei), ei〉〈Ap(ej), ej〉

= λiλj.

Por um argumento análogo, ‖A(ei, ej)‖2 = 0 se i 6= j.

Segue então que

R = c +
1

n(n − 1)

∑

i6=j

λiλj

= c +
2

n(n − 1)
S2,

ou seja,

2S2 = n(n − 1)(R − c).
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Para 1 ≤ r ≤ n, nós definimos a r−ésima curvatura média Hr de x por

Hr =
(−1)r

(
n

r

) Sr.

Em particular, H1 = H é a curvatura média de x. Tais funções satisfazem

certas desigualdades algébricas muitos úteis, usualmente conhecidas como de-

sigualdades de Newton. Os dois resultados que se seguem foram obtidos de

[5].

Lema 3.1. Se f ∈ R[x] é um polinômio com k ≥ 1 ráızes reais, contadas

as multiplicidades, então f ′ tem pelo menos k − 1 ráızes reais, contadas as

multiplicidades. Em particular, se todas as ráızes de f são reais, o mesmo

ocorre com f ′.

Demonstração. Seja α ∈ R uma raiz de multiplicidade k ≥ 1 de f , isto é,

f(x) = (x − α)kg(x), com g(α) 6= 0. Derivando obtemos

f ′(x) = k(x − α)k−1g(x) + (x − α)kg′(x)

= (x − α)k−1(kg(x) + (x − α)g′(x)).

Como kg(α) + (α−α)g′(α) 6= 0, segue que α é raiz de multiplicidade k− 1

de f ′.

Agora sejam α1, ..., αl ∈ R as ráızes distintas de f , isto é,

f(x) = (x − α1)
k1 · · · (x − αl)

klg(x),

onde k1, ..., kl são inteiros positivos e g(αi) 6= 0, i = 1, ..., l. Como vimos

acima, αi é raiz de multiplicidade ki − 1 de f ′. Contadas as multiplicidades,

f tem k = k1 + ... + kl ráızes reais. Supondo, sem perda de generalidade, que

α1 < ... < αl, obtemos mais l − 1 ráızes para f ′, distintas dos αi, aplicando o

Teorema do Valor Médio aos intervalos [αi, αi+1]. Assim, f ′ tem pelo menos

(k1 − 1) + ... + (kl − l) + (l − 1) = k − l + l − 1 = k − 1 ráızes reais.

Proposição 3.2. Sejam n > 1 inteiro, e λ1, ..., λn números reais. Defina,

para 0 ≤ r ≤ n, Sr = Sr(λi) como acima, e Hr = Hr(λi) =
(

n

r

)−1
Sr(λi).

(a) Para 1 ≤ r < n, tem-se H2
r ≥ Hr−1Hr+1. Além disso, se a igualdade

ocorre para r = 1 ou para algum 1 < r < n, com Hr+1 6= 0 neste caso,

então λ1 = ... = λn.

37



(b) Se H1, H2, ..., Hr > 0 para algum 1 < r ≤ n, então H1 ≥
√

H2 ≥ 3
√

H3 ≥
... ≥ r

√
Hr. Mais ainda, se a igualdade ocorre para algum 1 ≤ j < r,

então λ1 = ... = λn.

(c) Se, para algum 1 ≤ r < n, tem-se Hr = Hr+1 = 0, então Hj = 0 para

todo r ≤ j ≤ n. Em particular, no máximo r − 1 dos λi são diferentes

de zero.

Demonstração. Para provar (a) nós usamos indução sobre o número n > 1 de

números reais. Para n = 2, temos somente r = 1, e a desigualdade segue de

H2
1 − H0H2 = (

1

2
S1)

2 − S2

= (
1

2
(λ1 + λ2))

2 − λ1λ2

=
1

4
((λ1 + λ2)

2 − 4λ1λ2)

=
1

4
(λ1 − λ2)

2 ≥ 0,

valendo a igualdade se e só se λ1 = λ2. Suponha agora que as desigualdades

sejam verdadeiras para n − 1 números reais, com igualdade para r = 1 ou

1 < r < n e Hr+1 6= 0 se e só se todos os λi são iguais. Dados n ≥ 3 números

reais λ1, ..., λn, seja

f(x) = (x + λ1)...(x + λn) =
n∑

r=0

(
n

r

)
Hr(λi)x

n−r.

Então

f ′(x) =
n−1∑

r=0

(n − r)

(
n

r

)
Hr(λi)x

n−r−1.

Como as ráızes de f são todas reais, o mesmo ocorre com f ′, de modo que

existem números reais γ1, ..., γn−1 tais que

f ′(x) = n(x + γ1)...(x + γn−1) = n
n−1∑

r=0

Sr(γi)x
n−r−1

=
n−1∑

r=0

n

(
n − 1

r

)
Hr(γi)x

n−r−1.

Desde que n
(

n−1
r

)
= (n − r)

(
n

r

)
, comparando os coeficientes temos que

Hr(λi) = Hr(γi) para 0 ≤ r ≤ n − 1. Dáı, segue da hipótese de indução que,

para 1 ≤ r ≤ n − 2,

H2
r (λi) = H2

r (γi) ≥ Hr−1(γi)Hr+1(γi) = Hr−1(λi)Hr+1(λi).
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Além disso, se a igualdade ocorre para os λi com r = 1, respectivamente

1 < r < n − 1 e Hr+1(λi) 6= 0, ela também ocorre para os γi com r = 1,

respectivamente 1 < r < n − 1 e Hr+1(γi) 6= 0. Segue então da hipótese de

indução que γ1 = ... = γn−1, e assim λ1 = ... = λn.

Por fim, temos que mostrar que H2
n−1(λi) ≥ Hn−2(λi)Hn(λi), com igual-

dade para Hn 6= 0 se e só se todos os λi são iguais. Se λi = 0 para algum

1 ≤ i ≤ n, temos Hn(λi) = 0 e a desigualdade é óbvia. Se não, Hn 6= 0 e

H2
n−1 ≥ Hn−2Hn ⇔

[(
n

n − 1

)−1∑

i

Hn

λi

]2

≥
[(

n

n − 2

)−1∑

i<j

Hn

λiλj

]
Hn

⇔ (n − 1)

(
∑

i

1

λi

)2

≥ 2n
∑

i<j

1

λiλj

.

Por simplicidade, façamos αi = 1
λi

. Assim, a desigualdade acima equivale

a

(n − 1)(
n∑

i=1

αi)
2 ≥ 2n

∑

i<j

αiαj.

Fazendo T (αi) = (n − 1)(
∑n

i=1 αi)
2 − 2n

∑
i<j αiαj, nós temos

T (αi) = n(
n∑

i=1

αi)
2 − (

n∑

i=1

αi)
2 − 2n

∑

i<j

αiαj

= n[(
n∑

i=1

αi)
2 − 2

∑

i<j

αiαj] − (
n∑

i=1

αi)
2

= n

n∑

i=1

α2
i − (

n∑

i=1

αi)
2 ≥ 0,

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para os vetores u = (α1, ..., αn)

e v = (1, ..., 1). Assim, vale a igualdade se e só se existe t ∈ R tal que u = tv,

isto é, se e só se todos os αi(e então todos os λi) são iguais.

Para a prova de (b), observe que H1 ≥ H
1
2

2 segue de (a), pois aqui temos

H1, H2 > 0. Suponha então que H1 ≥ H
1
2

2 ≥ ... ≥ H
1
k

k para algum 2 ≤ k < r.

Então,

H2
k ≥ Hk−1Hk+1 ≥ H

k−1

k

k Hk+1.

Dividindo por H
k−1

k

k , obtemos H
1
k

k ≥ H
1

k+1

k+1 . Segue imediatamente das

desigualdades acima que se H
1
k

k = H
1

k+1

k+1 para algum 1 ≤ k < r, então

H2
k = Hk−1Hk+1. Assim, o item (a) nos dá λ1 = ... = λn.
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Para provar o item (c), podemos supor r < n − 1, pois o caso r = n − 1

é direto. Pelo item (a), H2
r+1 ≥ HrHr+2, e como Hr = Hr+1 = 0, vale a

igualdade, de sorte que se Hr+2 6= 0, segue ainda de (a) que λ1 = ... = λn = λ.

Mas Hr = 0 ⇒ λ = 0 ⇒ Hr+2 = 0 (veja a definição dos Hr), uma contradição.

Assim Hr+2 = 0, e analogamente Hr+3 = ... = Hn = 0. Para finalizar, é

suficiente notar que o polinômio f(x) do item (a) é, neste caso,

f(x) =
n∑

j=0

Sjx
n−j =

r−1∑

j=0

Sjx
n−j.

Para 0 ≤ r ≤ n definimos a r−ésima transformação de Newton Pr em

M por P0 = I (operador identidade) e, para 1 ≤ r ≤ n, por

Pr = (−1)rSrI + APr−1.

Segue facilmente por indução que

Pr = (−1)r(SrI − Sr−1A + Sr−2A
2 − ... + (−1)rAr),

Em particular, cada Pr, sendo um polinômio em A, é auto-adjunto e tem

os mesmos autovetores de A. Dáı, A e todos os Pr podem ser simultaneamente

diagonalizados. Pelo teorema de Cayley - Hamilton, temos

0 = p(A) =
n∑

r=0

(−1)rSrA
n−r = (−1)nPn.

Sejam e1, e2, ..., en autovetores linearmente independentes de A e k1, k2, ..., kn

os autovalores correspondentes. Denotando por Ai a restrição de A a {ei}⊥ ⊂
TpM e por Sr(Ai) a r−ésima função simétrica associada a Ai, segue-se que

det(tI − Ai) =
n−1∑

k=0

(−1)kSk(Ai)t
n−1−k,

onde

Sk(Ai) =
∑

(1≤j1<...<jk≤n)js 6=i

kj1kj2 · · · kjn
.

Observe que os autovalores de Ai são k1, k2, ..., k̂i, kn.

Proposição 3.3. Para 0 ≤ r ≤ n,
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(a) Prei = Sr(Ai)ei.

(b) tr(Pr) =
∑n

i=1 Sr(Ai) = (n − r)Sr.

(c) tr(APr) =
∑n

i=1 kiSr(Ai) = (r + 1)Sr+1.

(d) tr(A2Pr) =
∑n

i=1 k2
i Sr(Ai) = S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2.

Demonstração. (a) - Fixemos 1 ≤ i ≤ n e façamos indução em r. Para r = 0

temos P0ei = ei = (−1)0ei = (−1)0S0(Ai)ei. Para r = 1,

P1(ei) = (S1I + A)ei

= (S1 − ki)ei

= S1(Ai)ei.

Suponhamos, por indução, que Pr(ei) = Sr(Ai)ei, para 0 ≤ r < n − 1.

Assim,

Pr+1(ei) = (Sr+1I − APr)ei

= (Sr+1 − kiSr(Ai))ei

=




∑

(j1<...<jr+1)js 6=i

kj1kj2 · · · kjr+1



 ei

= Sr+1(Ai)ei.

(b) - Pelo item (a) temos que

tr(Pr) =
n∑

i=1

〈Prei, ei〉

=
n∑

i=1

Sr(Ai).

No somatório
∑n

i=1 Sr(Ai), para 1 ≤ j1 < ... < jr ≤ n, o termo kj1kj2 · · ·kjr

comparece em Sr(Ai) exatamente uma vez para cada ı́ndice 1 ≤ i ≤ n diferente

de j1, j2, ..., jr, isto é, (n − r) vezes. Logo,

tr(Pr) = (n − r)Sr.

(c) - De Pr+1 = Sr+1I − APr, temos que

tr(APr) = tr(Sr+1I − Pr+1)

= nSr+1 − (n − (r + 1))Sr+1

= (r + 1)Sr+1.
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Observe ainda que

APrei = A(Sr(Ai)ei) = Sr(Ai)ki.

Donde

tr(APr) =
n∑

i=1

kiSr(Ai).

(d) - De Pr+1 = Sr+1I − APr, obtemos A2Pr+1 = Sr+1A − APr. Então,

tr(A2Pr) = tr(Sr+1A − APr+1))

= S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2.

Por fim

A2Prei = A2(Sr(Ai)ei) = k2
i Sr(Ai).

Donde

tr(A2Pr) =
n∑

i=1

k2
i Sr(Ai).

Associada a cada transformação de Newton Pr de uma imersão x : Mn −→
M

n+1
, temos o operador diferencial linear de segunda ordem Lr : C∞(M) −→

C∞(M) dado por

Lrf = tr(PrHessf).

Em particular, L0f = tr(Hessf) = ∆f . O próximo resultado consta de

Rosenberg [16].

Proposição 3.4. : Se M
n+1

tiver curvatura seccional constante, então

Lrf = div(Pr∇f).

Demonstração. Note que, sendo β uma base de TpM , temos

tr(Hessf ◦ Pr) =
∑

X∈β

Hessf(PrX,X) =
∑

X∈β

∇df(PrX,X)

=
∑

X∈β

〈∇X∇f, PrX〉

=
∑

X∈β

〈∇PrX∇f,X〉 .
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Por outro lado temos

div(Pr∇f) = tr(X 7−→ ∇XPr(∇f))

=
∑

X∈β

〈∇XPr(∇f), X〉 .

Logo

tr(Hessf ◦ Pr) = div(Pr∇f) ⇐⇒
∑

X∈β

〈∇XPr(∇f), X〉 =
∑

X∈β

〈∇PrX∇f,X〉 .

Assim, para provar Lrf = div(Pr∇f) basta mostrar que

tr(X 7−→ ∇PrXY ) = tr(X 7−→ ∇XPrY ).

Afirmamos agora que se tr(X 7−→ ∇PrXY ) = tr(X 7−→ ∇XPrY ) for válido

para um campo Y , então também será válido para o campo φY , para toda

função φ ∈ C∞(M). De fato, sendo β é uma base de TpM formada por

autovetores X de Pr, com autovalores λ, então

∑

X∈β

〈∇PrXφY,X〉 =
∑

X∈β

(φ 〈∇PrXY,X〉 + (PrX)(φ) 〈X,Y 〉)

e

∑

X∈β

〈∇XPr(φY ), X〉 =
∑

X∈β

(φ 〈∇XPrY,X〉 + X(φ) 〈X,PrY 〉) ,

uma vez que Pr é auto-adjunto. Agora, (PrX)(φ)X = λX(φ)X = X(φ)λX =

X(φ)PrX, e as equações acima são iguais desde que tr(X 7−→ ∇PrXY ) =

tr(X 7−→ ∇XPrY ) seja válido pra Y. Assim, basta estabelecer que tr(X 7−→
∇PrXY ) = tr(X 7−→ ∇XPrY ) é válido para Y = e1, onde {e1, e2, ..., en} é um

referencial ortonormal, em uma vizinhança U ⊂ M de p, geodésico em P e

que diagonaliza A em p.

Supunhamos, por indução, que tr(X 7−→ ∇PrXY ) = tr(X 7−→ ∇XPrY )

seja válido para r − 1. Como os ei diagonalizam também Pr, digamos Prei =

µiei, temos

tr(X 7−→ ∇PrXe1) =
n∑

i=1

〈∇Prei
e1, ei〉 =

n∑

i=1

〈∇µiei
e1, ei〉 = 0.

Assim, basta mostrar que tr(X 7−→ ∇XPrei) = 0 em P .
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Porém note que

tr(X 7−→ ∇XPr−1Ae1) =
n∑

i=1

〈∇ei
Pr−1Ae1, ei〉 =

n∑

i=1

〈
∇Pr−1ei

Ae1, ei

〉

=
n∑

i=1

〈∇µ̃iei
Ae1, ei〉 =

n∑

i=1

〈∇ei
Ae1, µ̃iei〉

=
n∑

i=1

〈∇ei
Ae1, Pr−1ei〉 =

n∑

i=1

〈Pr−1∇ei
Ae1, ei〉 .

Logo,

tr(X −→ ∇XPr−1Ae1) = tr(X −→ ∇XSrAe1).

Portanto,

tr(X 7−→ ∇XPrei) = 0,

já que Pr = SrI − APr−1 e, consequentemente,

tr(X −→ ∇XPrei) = tr(X −→ ∇XPr−1Ae1) − tr(X −→ ∇XSrAe1).

Como, por hipótese, M
n+1

tem curvatura seccional constante, segue-se,pela

equação de Codazzi, que

(∇ei
A)e1 = (∇e1

A)ei.

Donde,

∇ei
Ae1 − A∇ei

e1 = ∇e1
Aei − A∇e1

ei =⇒ ∇ei
Ae1 = ∇e1

Aei.

Logo

tr(X −→ ∇XPr−1Ae1) =
n∑

i=1

〈Pr−1∇e1
Aei, ei〉

= tr(Pr−1∇ei
A) = 〈∇Sr, e1〉 ,

tr(X 7−→ ∇XSre1) =
n∑

i=1

〈∇ei
Sre1, ei〉 =

n∑

i=1

ei 〈Sre1, ei〉

= 〈Sre1, ei〉 = e1(Sr)

= 〈∇Sr, e1〉 .

Agora, para r=1, basta mostrarmos que

tr(X 7−→ ∇XAe1) = tr(X 7−→ ∇XS1e1),
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pois P1 = S1I − P0A = S1I − A. Ora,

tr(X 7−→ ∇XAe1) =
n∑

i=1

〈∇ei
Ae1, ei〉 =

n∑

i=1

〈∇e1
Aei, ei〉

=
n∑

i=1

e1 〈Aei, ei〉 = e1

n∑

i=1

〈Aei, ei〉

= e1(S1).

Por outro lado,

tr(X 7−→ ∇XS1e1) =
n∑

i=1

〈∇ei
S1e1, ei〉 =

n∑

i=1

e1 〈S1e1, ei〉

= e1 〈S1e1, e1〉 = e1(S1),

e com isso conclúımos a demonstração do teorema.

Proposição 3.5. : Seja x : Mn −→ M
n+1

(c) uma imersão, onde M
n+1

(c)

representa R
n+1, a esfera Euclidiana S

n+1(1) ou o espaço hiperbólico H
n+1(−1).

Considere um vetor fixo U de R
n+2 (nos dois primeiros casos) ou de L

n+2 (no

terceiro caso), N um campo unitário de vetores normal a M e as funções

f, g : M −→ R dadas por

f(p) = 〈N(p), U〉 e g(p) = 〈X(p), U〉 .

Então

(a) ∇f = −A(U⊤) e ∇g = U⊤;

(b) Lr(g) = tr(APr)f − ctr(Pr)g;

(c) Lr(f) = −tr(A2Pr)f + ctr(APr) − U⊤(Sr+1).

Demonstração. : Faremos a prova para o caso em que M
n+1

= S
n+1. Os

demais casos seguem-se de forma análoga.

Seja {X = e0, e1, e2, ..., en, en+1 = N} um referencial ortonormal adaptado

à imersão x, ∇̃ a conexão de R
n+2, ∇ a de M

n+1
e ∇ a de M . Suponhamos

que {e1, e2, ..., en, } é geodésico em p ∈ M e diagonaliza A em p.

Note que

g = 〈X,U〉 =⇒ ei(g) =
〈
∇̃ei

X,U
〉

= 〈ei, U〉 .
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Suponha agora, sem perda de generalidade, que |U | = 1. Então,





∇g =

∑n

i=1 ei(g)ei =
∑n

i=1 〈ei, U〉 = U⊤;

|∇g|2 + f 2 + g2 =
∑n

i=1 〈ei, U〉2 + 〈en+1, U〉2 + 〈e0, U〉2 = |U |2 = 1.

Agora

gij = ej(ei(g)) = ej 〈ei, U〉 =
〈
∇̃ej

ei, U
〉

=
〈
∇ej

ei, U
〉

+
〈
(∇̃ej

ei)
⊥, U

〉

=
〈
∇ej

ei, U
〉

+
〈
(∇ej

ei)
⊥, U

〉
+
〈
∇̃ej

ei, X
〉
〈X,U〉

=
〈
∇ej

ei, N
〉
〈N,U〉 + (ej 〈ei, X〉 −

〈
ei, ∇̃ej

X
〉
)g

= 〈Aei, ej〉 f − 〈ei, ej〉 g

= hijf − δijg.

Dáı,

Lr(g) = tr(PrHessg) =
n∑

k=1

〈PrHessg(ek), ek〉 =
n∑

k=1

Sr(Ak)gkk

=
n∑

k=1

Sr(Ak)(hkkf − g) =

(
n∑

k=1

Sr(Ak)λk

)
f −

(
n∑

k=1

Sr(Ak)

)
g

= tr(APr)f − tr(PR)g.

Por outro lado,

f = 〈N,U〉 =⇒ ei(f) =
〈
∇̃ei

N,U
〉

=
〈
∇ei

N,U
〉

+
〈
(∇̃ei

N)⊥, U
〉

=
n∑

j=1

〈
∇ei

N, ej

〉
〈ej, U〉 +

〈
∇ei

N,N
〉
〈N,U〉 +

〈
∇̃ei

N,X
〉
〈X,U〉

= −
n∑

j=1

hij 〈ej, U〉 + (ei 〈N,X〉 −
〈
N, ∇̃ei

X
〉
)g

= −
n∑

j=1

δijλj 〈ej, U〉 − 〈N, ei〉 g

= −λi 〈ei, U〉 .

Logo,

∇f =
n∑

i=1

ei(f)ei = −
n∑

i=1

λi = −
n∑

i=1

〈
Aei, U

⊤
〉
ei

= −
n∑

i=1

〈
AU⊤, ei

〉
ei

= −AU⊤.
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Para o que falta, note que

fi = −
〈
AU⊤, ei

〉
=⇒ fij = ej(fi) = −ej

〈
AU⊤, ei

〉
= −

〈
∇ej

AU⊤, ei

〉
.

Assim, pela equação de Codazzi, temos que

fij = −
〈
∇U⊤Aej + A[ej, U

⊤], ei

〉
= −〈∇U⊤Aej, ei〉 −

〈
Aei, [ej, U

⊤]
〉

= −U top(hij) + 〈Aej,∇U⊤ei〉 −
〈
Aei,∇ej

U⊤ −∇U⊤ei

〉

= −U⊤(hij) −
〈
Aei,∇ei

U⊤
〉
,

em p, pois {e1, e2, ..., en} em p implica em ∇vei = 0, ∀v ∈ TpM . Então, em p,

fij = −
n∑

k=1

gkek(eij) −
n∑

k=1

〈
Aei,∇ej

(gkek)
〉

= −
n∑

k=1

gkhijk −
n∑

k=1

ej(gk) 〈Aei, ek〉

= −
n∑

k=1

gkhijk −
n∑

k=1

(hkjf − δkjg)hjk.

Segue-se que

Lr(f) =
n∑

j=1

Prej(ej(f)) =
n∑

j=1

Sr(Aj)fjj

=
n∑

j=1

Sr(Aj)

[
−

n∑

k=1

gkhjjk −
n∑

k=1

(hkjf − δkjg)hjk

]

= −
n∑

j,k=1

Sr(Aj)hjjkgk −
n∑

j,k=1

Sr(Aj)λ
2
jδkjf +

n∑

j,k=1

SR(Aj)

= −
n∑

j,k=1

〈Prej, ej〉 ek(hjj)gk −
(

n∑

j=1

Sr(Aj)λ
2
j

)
g

= −
n∑

j,k=1

〈
Prej,∇ej

hjjej

〉
gk − tr(A2Pr)f + tr(APr)g.

Porém temos que

n∑

j,k=1

〈
Prej,∇ej

(hjjej)
〉
gk =

n∑

j=1

〈ej,∇∇g(hjjej)〉 =
n∑

j=1

〈ej, Pr∇U⊤(Aej)〉

=
n∑

j=1

〈ej, (Pr∇U⊤A)ej〉

= tr(Pr∇U⊤A) = U⊤(Sr+1).
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Portanto

Lr(f) = −tr(A2Pr)f + tr(APr)g − U⊤(Sr+1).

Observação 3.6. Note que, pela proposição 3.3, temos

Lr(f) = −tr(A2Pr)f + ctr(APr)g − U⊤(Sr+1)

= −(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)f + c((r + 1)Sr+1)g + U⊤(Sr+1)

e

Lr(g) = tr(APr)f − ctr(PR)g = ((r + 1)Sr+1)f − c((n − r)Sr)g.

Assim, se a curavtura seccional c for nula, teremos

Lr(f) = −(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)f + U⊤(Sr+1)

e

Lr(g) = −((r + 1)Sr+1)f.
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Caṕıtulo 4

Folheações

4.1 Distribuições Tangentes

Definição 4.1. Seja M uma variedade Riemanniana. A escolha de um sube-

spaço linear k−dimensional Dp ⊂ TpM em cada ponto p ∈ M é chamada

uma distribuição tangente k−dimensional em M , ou simplesmente uma

distribuição, se não houver risco de confusão. Uma distribuição é chamada

diferenciável se D =
∐

p∈M Dp for um subfibrado suave do fibrado tangente

TM .

Definição 4.2. Seja D uma distribuição diferenciável sobre M . Uma subvar-

iedade imersa N ⊂ M é dita uma variedade integral de D se TpN = Dp

para cada ponto p ∈ N . Dizemos que D é integrável se cada ponto de M

está contido em uma variedade integral de D.

Definição 4.3. Dizemos que D é involutiva se dados campos diferenciáveis

X e Y em um aberto U de M tais que Xp, Yp ∈ Dp para todo p ∈ U , então o

colchete de Lee [X,Y ] é tal que [XY ]p ∈ Dp, para todo p ∈ U .

Proposição 4.4. : Toda distribuição integrável é involutiva.

Demonstração. Seja D ⊂ TM uma distribuição integrável. Suponha que X

e Y são seções locais diferenciaveis de D definidas em algum aberto U de M .

Sejam p ∈ U qualquer e N uma variedade integral de D contendo p. Como X e

Y são seções de D, segue-se que X e Y são tangentes à N e, consequentemente,

[X,Y ] também o é. Já que p ∈ U é qualquer, D é involutiva.
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Definição 4.5. Dada uma distribuição D ⊂ TM de dimensão k, dizemos que

uma carta coordenada (U, φ) sobre M é plana se φ(U) é o produto de abertos

conexos U
′

, U
′′ ⊂ R

k ×R
n−k e, em pontos de U , D é gerado pelos primeiros k

campos vetoriais coordenados ∂/∂x1, ∂/∂x2, ..., ∂/∂xk. Uma distribuição D ⊂
TM é completamente integrável se existe uma carta plana para D em uma

vizinhança de todo ponto de M.

Segue-se facilmente que toda distribuição completamente integrável é in-

tegrável e, portanto, involutiva. A rećıproca é dada pelo

Teorema 4.6 (Frobenius). Toda distribuição involutiva é completamente in-

tegrável.

Demonstração. Ver Lee [13], página 501.

Corolário 4.7. Toda distribuição involutiva é integrável.

4.2 Folheações

Definição 4.8. Se U é um subconjunto de R
n, uma fatia de dimensão k é

qualquer subconjunto de forma

S =
{
(x1, x2, ..., xk, xk+1, ..., xn) ⊂ U ; xk+1 = ck+1, ..., xn = cn

}
,

para algumas constantes ck+1, ..., cn.

Sejam M uma variedade diferenciável n−dimensional e (U, φ) uma carta

diferenciável em M .

Definição 4.9. Se S é um subconjunto de U tal que φ(S) é uma fatia k−di-

mensional de φ(U), então dizemos que S é uma fatia k−dimensional de

U .

Definição 4.10. Uma folheação de dimensão k sobre uma variedade n−di-

mensional M é uma coleção de subvariedades de dimensão k, disjuntas, conexas

e imersas de M(chamadas de folhas da folheação) cuja união é M e tais que,

em uma vizinhança de cada ponto p ∈ M , existe uma carta (U, φ) com a pro-

priedade que φ(U) é o produto de dois abertos conexos U
′ × U

′′ ⊂ R
k × R

n−k

e cada folha da folheação intersepta U ou em um conjunto vazio ou em uma
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coleção enumerável de fatias de dimensão k da forma xk+1 = ck+1, ..., xn = cn

(tal carta é chamada de carta plana da folheação).

Uma folheação de dimensão k de uma variedade diferenciável Mn é, a grosso

modo, uma decomposição de Mn em subvariedades conexas de dimensão k

chamadas folhas, as quais se aglomeram localmente como os subconjuntos de

R
n = R

k × R
n−k com segunda coordenada constante.

Definição 4.11. Seja F uma folheação de dimensão k de uma variedade di-

ferenciável n−dimensional Mn. O número n − k é dito a codimensão da

folheação F .

Proposição 4.12. Sejam F uma folheação de codimensão um de uma varieda-

de Riemanniana conexa compacta Mn e f : Mn −→ R uma função constante

ao longo das folhas de F . Se f é não constante em Mn, então

S =
{

x ∈ Mn; f(x) = max
M

(f(x))
}

contém pelo menos uma folha compacta.

Demonstração. Ver proposição 2.31 de [1].

Toda folha L de uma folheação F possui uma estrutura de variedade di-

ferenciável induzida pelas cartas de F . Esta estrutura é chamada estrutura

intŕınseca de L.

Seja agora M uma variedade Riemanniana orientável e F uma folheação

diferenciável de codimensão 1 sobre M . Dado p ∈ M , se N é um campo de

vetores unitário normal às folhas de F em alguma vizinhança de p em M ,

podemos obter um referencial ortonormal adaptado {e1, e2, ..., en, en+1 = N}
de modo que e1, e2, ..., en sejam tangentes às folhas de F . A imersão de cada

folha em M nos permite considerar o vetor de curvatura média H na direção

de N .

Definição 4.13. Considerando o contexto acima, para campos de vetores V

tangentes às folhas de F , podemos definir a divergência ao longo da folha por

divL(V ) =
n∑

i=1

〈∇ei
N, ei〉 .
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Como 〈N,N〉 = 1, segue que 2 〈∇NN,N〉 = 0 e, consequentemente, o

campo de vetores ∇NN é tangente às folhas de F . Assim, para todo campo

X tangente às folhas de F , temos

div(X) =
n∑

i=1

〈∇ei
X, ei〉 + 〈∇NX,N〉

= divL(V ) + N 〈X,N〉 − 〈X,∇NN〉 .

Fazendo X = ∇NN , obtemos

= divL(V ) − |X|2 .

4.3 O Teorema de D. Ferus

Considere uma variedade Riemanniana Mn e uma distribuição suave D, de-

finida em um subconjunto aberto U ⊂ M , a qual é involutiva e tem folhas

totalmente geodésicas. Defina a distribuição D⊥ sobre U , associando a cada

x ∈ U o complemento ortogonal (Dx)
⊥ de Dx em TxM . Nós associamos a cada

X ∈ D a aplicação CX : D⊥ → D⊥ definida por

CXY = −P (∇Y X).

onde P : TU → D⊥ é a projeção ortogonal e ∇ é a conexão de Levi-Civita

de M . A aplicação C : D × D⊥ → D⊥ dada por C(X,Y ) = CXY , X ∈ D e

Y ∈ D⊥, é um tensor, uma vez que, para f ∈ C∞(U),

C(fX, Y ) = CfXY = −P (∇Y fX) = −P (Y (f)X + f∇Y X)

= fCXY = fC(X,Y )

e

C(X, fY ) = CXfY = −P (∇fY )X = −P (f∇Y X)

= fCXY = fC(X,Y ).

Note que D⊥ é involutiva se, e somente se, CX for simétrico para todo

X ∈ D. De fato, para Y, Z ∈ D⊥ e X ∈ D, temos

〈CXY, Z〉 = −P (∇Y X,Z)〉 = −〈∇Y X,Z〉

= −Y 〈X,Z〉 + 〈X,∇Y Z〉 = 〈X,∇Y Z〉,
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de maneira que

〈CXY, Z〉 = 〈Y,CXZ〉 ⇔ 〈X,∇Y Z〉 = 〈X,∇ZY 〉

⇔ 〈X, [Y, Z]〉 = 0,

isto é, CX é simétrico para todo X ∈ D se e só se [Y, Z] ∈ D⊥ para todos

Y, Z ∈ D⊥. Por outro lado, caso CX seja simétrico para todo X ∈ D, ele será

o operador de forma, na direção X, da inclusão das folhas de D⊥ em M , uma

vez que

CXY = −P (∇Y X) = −(∇Y X)⊥

em que ⊥ indica a projeção ortogonal sobre D⊥.

Voltando ao caso geral, desde que as folhas de D são totalmente geodésicas

temos ∇ZW ∈ D para todos para Z,W ∈ D. Portanto, para Y ∈ D⊥, segue

que

0 = Z〈Y,W 〉 = 〈∇ZY,W 〉

e conclúımos que

∇ZY ∈ D⊥, ∀ Z ∈ D, Y ∈ D⊥. (4.1)

Em particular, para X ∈ D, podemos definir a derivada covariante de CX

pondo

(∇ZCX)Y = ∇Z(CXY ) − CX(∇ZY ).

O caráter tensorial de C dá sentido ao enunciado da seguinte

Proposição 4.14. Se γ : I → M é uma geodésica de M contida em uma

folha de D, então o operador Cγ′ satisfaz, ao longo de γ, a equação diferencial

ordinária

D

dt
Cγ′ = C2

γ′ + P (R( · , γ′), γ′). (4.2)

Demonstração. Seja Y ∈ TM e Z ∈ D. Como Y − PY ∈ D e as folhas de D
são totalmente geodésicas, temos ∇Z(Y − PY ) ∈ D. Portanto,

P (∇ZY ) = P (∇Z(Y − PY ) + ∇ZPY ) = P (∇ZPY ) = ∇ZPY, (4.3)
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onde utilizamos (4.1) na última igualdade.

Seja X ∈ D uma extensão local de γ′ e seja Y ∈ D⊥. Utilizando (4.3),

obtemos ao longo de γ que

(∇XCX)Y = ∇XZ(CXY ) − CX(∇XY )

= ∇X(−P (∇Y X)) + P (∇∇XY X)

= −P (∇X∇Y X) + P (∇∇XY X)

= P (R(Y,X)X −∇Y ∇XX + ∇[Y,X]X) + P (∇∇XY X)

= P (R(Y,X)X) + P (∇∇Y XX);

a última igualdade segue de que P (∇Y ∇XX) = −C∇XXY = 0, uma vez que

C é um tensor e ∇XX = 0 ao longo de γ.

Por fim, utilizando novamente o fato de D ter folhas totalmente geodésicas,

obtemos

P (∇∇Y XX) = P (∇P (∇Y X)X + ∇(∇Y X)comp. emD
X)

= P (∇P (∇Y X))X = −Cγ′(P (∇Y X)) = C2
γ′Y,

e basta substituir a última relação acima na expressão para (∇XCX)Y ao longo

de γ.

Seja f : Mn → M̃n+p uma imersão isométrica. Para x ∈ M , o conjunto

∆(x) = {X ∈ TxM ; α(X,Y ) = 0, ∀Y ∈ TxM} (4.4)

é um subespaço de TxM , denominado o subespaço de nulidade relativa

de f em x; sua dimensão ν(x) é o ı́ndice de nulidade relativa de f em x.

Denotamos ainda por ν0 o ı́ndice de nulidade relativa mı́nima de f , isto

é,

ν0 = min
x∈M

ν(x).

Nas notações acima, temos o seguinte

Lema 4.15. Se f : Mn → M̃n+p é uma imersão isométrica e x ∈ M , então

∆⊥(x) = span{AξX, ∀X ∈ TxM, ξ ∈ TxM
⊥}. (4.5)
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Demonstração. Se V denota o subespaço do segundo membro em (4.5), basta

provarmos que V ⊂ ∆⊥(x) e que V⊥ ⊂ ∆(x). Para V ⊂ ∆⊥(x), dado Y ∈
∆(x), temos

〈AξX,Y 〉 = 〈α(X,Y ), ξ〉 = 0;

como isso vale para todo Y ∈ ∆(x), segue que AξX ∈ ∆⊥(x). Quanto à

inclusão V⊥ ⊂ ∆(x), dado Z ∈ V⊥ temos

〈α(Z,X), ξ〉 = 〈Z,AξX〉 = 0,

para todos X ∈ TxM , ξ ∈ TxM
⊥; dáı, α(Z,X) = 0, para todo X ∈ TxM , o

que é o mesmo que dizer que Z ∈ ∆(x).

Proposição 4.16. Para uma imersão isométrica f : Mn → M̃n+p, tem-se

que:

(a) A distribuição de nulidade relativa x 7→ ∆(x) é suave sobre qualquer

subconjunto aberto em que ν seja constante.

(b) O conjunto O = {x ∈ M ; ν(x) = ν0} é aberto.

Demonstração. (a) Suponha que dim∆(x) = m em todos os pontos do subcon-

junto aberto U de M . Segue de (4.5) que, dado x0 ∈ U , existem X1, . . . , Xn−m ∈
Tx0

M e ξ1, . . . , ξn−m ∈ Tx0
M⊥ tais que

∆(x0) = span{Aξj
Xj; 1 ≤ j ≤ n − m}.

Tome extensões locais suaves de X1, . . . , Xn−m e ξ1, . . . , ξn−m em TM e TM⊥,

respectivamente. Por continuidade, os campos vetoriais Aξj
Xj, 1 ≤ j ≤ n−m,

permanecem linearmente independentes em uma vizinhança V ⊂ U de x0, e

portanto geram ∆⊥, uma vez que a dimensão de ∆⊥ não muda em U . Portanto,

∆⊥ é uma distribuição suave sobre U , logo o mesmo é válido em relação a ∆.

(b) Nas notações de (a), seja x0 ∈ O e {Aξj
Xj(x0); 1 ≤ j ≤ n − ν0} uma

base para ∆⊥(x0). Novamente por continuidade, o conjunto {Aξj
Xj; 1 ≤ j ≤

n − m} permanece linearmente independente numa vizinhança de x0; nessa

vizinhança, temos então dim∆⊥(x) ≥ dim∆⊥(x0), e dáı

dim∆(x) ≤ dim∆(x0) = ν0.

Pela minimalidade de ν0, temos igualdade na desigualdade acima, e basta

agora aplicar o item (a).

55



O teorema a seguir (cf. [7], caṕıtulo 5) é o resultado que procuramos.

Teorema 4.17 (Ferus). Seja f : Mn → M̃n+p
c uma imersão isométrica, e

U ⊂ M um conjunto aberto no qual o ı́ndice de nulidade relativa mı́nima ν da

imersão é constante e igual a m. Então, temos sobre U que:

(a) A distribuição de nulidade relativa ∆ é suave e integrável, e suas folhas

são totalmente geodésicas em Mn e em M̃n+p
c .

(b) Se γ : [0, b] → M é uma geodésica tal que γ([0, b)) está contido em uma

folha de ∆, então ν(γ(b)) = m.

(c) As folhas da distribuição de nulidade relativa mı́nima são completas sem-

pre que M for completa.

Demonstração. (a) Se X,Y ∈ ∆ e Z ∈ TM , então

(∇⊥
Zα)(X,Y ) = ∇⊥

Zα(X,Y ) − α(∇ZX,Y ) − α(X,∇ZY ) = 0.

Segue agora da equação de Codazzi que

0 = (R̃(X,Z)Y )⊥ = (∇⊥
Xα)(Z, Y ) − (∇⊥

Zα)(X,Y ) = −α(Z,∇XY ).

Assim, ∇XY ∈ ∆ e, analogamente, ∇Y X ∈ ∆. Isto implica que [X,Y ] ∈
∆, i.e., que ∆ é involutiva; ademais, desde que

∇̃XY = ∇XY + α(X,Y ) = ∇XY ∈ ∆,

segue que as folhas de ∆ são totalmente geodésicas em M e em M̃ .

(b) Seja L uma folha de ∆ contendo γ([0, b)), e X1, . . . , Xm campos parale-

los ao longo de γ([0, b]) e formando uma base de ∆ em cada ponto de γ([0, b)).

Então, para todo campo Y ao longo de γ, temos α(Xi(t), Y (t)) = 0, donde

segue por continuidade que α(Xi(b), Y (b)) = 0. Como isso é válido para todo

Y , obtemos a desigualdade ν(γ(b)) ≥ ν(γ(0)).

A fim de estabelecer a desigualdade contrária, seja Z um campo paralelo

ao longo de γ, tal que Z(γ(b)) ∈ ∆(γ(b)). É claramente suficiente mostrar que

Z(γ(0)) ∈ ∆(γ(0)), para o quê precisamos da seguinte

Afirmação: para cada W ∈ ∆⊥(γ(0)), existe um único campo vetorial Y ao

longo de γ|[0,b) tal que
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(i) Y (0) = W ,

(ii) D
dt

Y + Cγ′Y = 0 para 0 ≤ t < b e

(iii) Y se estende suavemente a t = b.

Os itens (i) e (ii) são imediatos a partir do teorema de existência e unicidade

para o problema de Cauchy para EDO’s de primeira ordem (veja que, em

prinćıpio, só é posśıvel resolver a EDO em [0, b), pois ∆⊥ é suave em U mas

só sabemos que γ([0, b)) ⊂ U). Para (iii), calculemos a segunda derivada,

utilizando (ii) e (4.2):

0 =
D2

dt2
Y +

D

dt
Cγ′Y

=
D2

dt2
Y +

(
D

dt
Cγ′

)
Y + Cγ′

(
D

dt
Y

)

=
D2

dt2
Y +

(
D

dt
Cγ′

)
Y − C2

γ′Y

=
D2

dt2
Y + P (R(Y, γ′)γ′))

=
D2

dt2
Y + cY.

Portanto, Y é uma solução de uma EDO linear de segunda ordem com

coeficientes constantes em [0, b), e assim admite uma extensão suave a t = b.

Para o que falta, seja X uma extensão de γ′ em ∆ e seja Y como na

afirmação acima. Primeiramente, temos que

∇̃γ′α(Y, Z) = −Aα(Y,Z)γ
′ + ∇⊥

γ′α(Y, Z) = ∇⊥
γ′α(Y, Z).

Por outro lado, o paralelismo de Z e a equação de Codazzi fornecem

∇⊥
γ′α(Y, Z) = (∇⊥

Xα)(Y, Z) + α

(
D

dt
Y, Z

)
+ α

(
Y,

D

dt
Z

)

= (∇⊥
Y α)(X,Z) + α

(
D

dt
Y, Z

)

= −α(∇Y X,Z) + α

(
D

dt
Y, Z

)

= α

(
Cγ′Y +

D

dt
Y, Z

)
= 0,

onde, na penúltima igualdade, utilizamos a definição de Cγ′Y e o fato de a

componente tangente de ∇XY estar em ∆.
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Segue das relações acima que ||α(Y, Z)|| é constante ao longo de γ e se an-

ula em γ(b), uma vez que Z(γ(b)) ∈ ∆(γ(b)). Assim, α(Y (γ(0)), Z(γ(0))) = 0,

e segue que Z(γ(0)) ∈ ∆(γ(0)), conforme desejado.

(c) Como em (b), seja L uma folha contendo γ([0, b)). Como ν(γ(b)) = ν0

e U é aberto, temos ν(x) = ν0 numa vizinhança de γ(b), de maneira que L
contém uma vizinhança de γ(b) na topologia induzida de M (pela unicidade

da folha por um ponto). Assim, a extensão de γ para além de b está contida

em L, de modo que L é completa.

Exemplos 4.18.

(a) Seja f : M2 → R
3 uma superf́ıcie flat, totalmente geodésica em ponto

algum, i.e., tal que ν = 1 sobre M . Então a distribuição ∆ é integrável e

tem folhas totalmente geodésicas, as quais são retas. Tal fato concorda

com a classificação local das superf́ıcies flats em R
3 como cilindros, cones

e superf́ıcies tangentes (cf. [11]).

(b) Analogamente, seja f : M2 → S
3 uma imersão isométrica de uma su-

perf́ıcie de curvatura Gaussiana constante K = 1 em S
3, sem pontos

totalmente geodésicos. Pela equação de Gauss, f tem nulidade relativa

1 sobre M , de maneira que a superf́ıcie é folheada por grandes ćırculos.

Neste caso a superf́ıcie nunca pode ser completa, pois, do contrário, os

levantamentos das folhas da folheação ao recobrimento universal S
2 de

M2 (munido com a métrica do recobrimento) seriam grandes ćırculos

completos, os quais se intersectariam.
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Caṕıtulo 5

Um Teorema Tipo Hopf para

Variedades Completas

Seja Mn uma variedade Riemanniana completa n−dimensional. No paper

[17], S.T. Yau obteve a seguinte verão do Teorema de Stokes:

Lema 5.1. Seja ω uma (n−1)−forma diferenciável e integrável em Mn, então

existe uma sequência de domı́nios Bi, em Mn, tais que Mn =
⋃

i Bi, Bi ⊂ Bi+1

e

lim
i→±∞

∫

Bi

dω = 0.

Demonstração. Seja r a função lipshitz definida em Mn que assume em cada

ponto a distância de um ponto fixado p. Para cara R > 0, seja B(R) a bola

de raio R e centro p. Então, através da aproximação da função r, podemos

encontrar uma função diferenciável nã-nula gR tal que

(1) Para todo número finito t < R, g−1
R (t) é uma hipersuperf́ıcie regular

compacta;

(2) |dgR| ≤ 3/2 em g−1
R ([0, R]);

(3) g−1
R (t) ⊂ B(t + 1) \ B(t − 1), para t ≤ R.

Por outro lado, pode-se mostrar (ver teorema 3.2.22 de [6]) que

∫

g−1
R

([0,R])

|dgR| |ω| =

∫ R

0

(∫

g−1
R

(t)

|ω|
)

dt.
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Segue-se, de (2), que

∫ R

0

(∫

g−1
R

(t)

|ω|
)

dt ≤ 3

2

∫

M

|ω| .

Portanto, para algum R/2 ≤ tR ≤ R onde g−1(tR) é uma hyersuperf́ıcie

regular compacta,

∫

g−1
R

(tR)

|ω| ≤ 3

R

∫

M

|ω| .

Assim,pelo teorema de Stokes, temos que

∣∣∣∣∣

∫

g−1
R

([0,tR])

|ω|
∣∣∣∣∣ ≤

∫

g−1
R

(tR)

|ω| ≤ 3

R

∫

M

|ω| ,

já que g−1
R (t) ⊂ B(t + 1) B(t − 1), para t ≤ R, segue-se que

Mn =
∞⋃

i=1

g−1
i ([o, ti])

e

lim
i→±∞

∫

g−1
i ([0,]ti

dω = 0.

Provando assim o lema.

Considere agora a função diferenciável f : M −→ R e seja ω = i∇f ,

onde i∇f denota a contração (ou produto interior) na direção de ∇f . Yau

estabelece, aplicando o lema acima, a seguinte extensão do teorema de Hopf

em uma variedade Riemanniana completa não-compacta:

Corolário 5.2. Se f é uma função subharmônica definida em Mn com

∫

M

|df | < ∞.

então f é harmônica.

No que se segue, vamos estudar os resultados obtidos no artigo Complete

Foliations of Space Forms by Hypersurfaces de F. Camargo, A. Caminha e P.

Sousa (cf. [3]).

Suponhamos Mn orientada pelo elemento de volume dM e seja L1(M) o

conjunto de funções Lebesgue integráveis em M .
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Proposição 5.3. Seja X um campo de vetores diferenciáves em uma variedade

Riemanniana Mn n−dimensional orientada, completa e não compacta tal que

divX não muda de sinal em M . Se |X| ∈ L1(M), então divX = 0 em M

Demonstração. Como divX não muda de sinal em M , podemos supor, sem

perda de generalidade, que divX ≥ 0 sobre M . Seja ω a (n − 1)−forma em

M dada por ω = iXdM .

Se {e1, e2, ..., en} é um referencial ortonormal em um conjunto aberto U ⊂
M , com co-referencial {ω1, ω2, ..., ωn}, então

iXdM =
n∑

i=1

(−1)i−1ωi(X)ω1 ∧ ... ∧ ω̂i ∧ ... ∧ ωn.

Porém temos que

X =
n∑

j=1

xjej.

Logo,

ωi(X) = ωi

(
n∑

j=1

xjej

)
=

n∑

j=1

xjωj(ej) =
n∑

j=1

xjδij

=
n∑

j=1

xj 〈ej, ei〉 = 〈X, ei〉 .

Donde

iXdM =
n∑

i=1

(−1)i−1 〈X, ei〉ω1 ∧ ... ∧ ω̂i ∧ ... ∧ ωn,

já que as (n− 1)−formas ω1 ∧ ... ∧ ω̂i ∧ ... ∧ ωn são ortonormais em Ωn−1(M),

obtemos

|ω|2 =
n∑

i=1

〈X, ei〉2 = |X|2 .

Então |ω| ∈ L1(M) e já que dω = d(iXdM) = (divX)dM , segue-se, pelo

lema anterior, que existem domı́nios Bi em M tais que M =
⋃

i Bi, Bi ⊂ Bi+1

e

lim
i→±∞

∫

Bi

(divX)dM = lim
i→±∞

∫

Bi

dω = 0.

Portanto temos que divX = 0 em M , uma vez que divX ≥ 0 em M .
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Corolário 5.4. Seja x : Mn −→ Qn+1(a) uma hipersuperf́ıcie orientada com-

pleta de uma forma espacial Qn+1, com segunda forma fundamental limitada.

Se f : M −→ R é uma função diferenciável tal que |∇f | ∈ L1(M) e Lrf não

muda de sinal em M , então Lrf = 0 em M .

Demonstração. Se A é a segunda forma fundamental da imersão x, então seus

autovalores são funções cont́ınuas em Mn. Já que

Pr =
r∑

j=0

(−1)jSr−jA
j

e A é limitada em Mn, segue-se que ‖Pr‖ é limitado em Mn e, consequente-

mente, existe uma constante c > 0 tal que ‖Pr‖ ≤ c em Mn. Logo

|Pr∇f | ≤ ‖Pr‖ |∇f | ≤ c |∇f | ∈ L1(M).

Por outro lado, temos que Lrf = div(Pr∇f) e Lrf não muda de sinal em

M . Portanto temos, pela proposição 1, que Lrf = 0 em Mn.
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Caṕıtulo 6

Gráficos No Espaço Euclidiano

Este caṕıtulo se refere, ainda, aos resultados obtidos no artigo Complete Fo-

liations of Space Forms by Hypersurfaces de F. Camargo, A. Caminha e P.

Sousa (cf. [3]).

Sejam u : R
n −→ R uma função diferenciável, Mn ⊂ R

n+1 o gráfico de

u (isto é, Mn = {(x1, x2, ..., xn, u(x1, x2, ..., xn) ∈ R
n+1; (x1, x2, ..., xn) ∈ R

n})
e x : Mn −→ R

n+1 uma hipersuperf́ıcie orientada completa. Assim, podemos

considerar a seguinte parametrização X : R
n −→ Mn dada por

X(x1, x2, ..., xn) = (x1, x2, ..., xn, u(x1, x2, ..., xn)).

Dáı, obtemos os campos coordenados X1, X2, ...Xn, Xn+1, onde

Xi =
∂X

∂xi

= ei +
∂(u)

∂xi

en+1

e e1, e2, ..., en+1 é a base canônica de R
n+1

Queremos, agora, encontrar um campo normal unitário N em Mn. Isto é,

um campo N =
∑n+1

i=1 aiei tal que

I. 〈N,Xi〉 = 0.

II. ‖N‖ = 1.

A partir de (I) e (II) vamos determinar os ai e, portanto, o campo N .
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Note que, de (I), temos

0 = 〈N,Xi〉 =

〈
n∑

i=1

aiei + an+1en+1, ek + ∂k(u)en+1

〉

=

〈
n∑

i=1

aiei, ek

〉
+

〈
n∑

i=1

aiei, ∂k(u)en+1

〉

︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈an+1en+1, ek〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈an+1en+1, ∂k(u)en+1〉 .

Portanto,

ak = −an+1∂k(u) (6.1)

Já em (II) obtemos

1 = ‖N‖2 = 〈N,N〉 =

〈
n∑

i=1

aiei + an+1en+1,

n∑

i=1

aiei + an+1en+1

〉

=

〈
n∑

i=1

aiei,
n∑

i=1

aiei

〉
+ 2

〈
n∑

i=1

aiei, an+1en+1

〉

︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈an+1en+1, an+1en+1〉 =

〈
n∑

i=1

aiei,
n∑

i=1

aiei

〉
+ a2

n+1.

Segue-se, por (6.1), que

1 =

〈
n∑

i=1

(−an+1∂i(u)ei),
n∑

i=1

(−an+1∂i(u)ei)

〉
+ a2

n+1

= a2
n+1

〈
n∑

i=1

∂i(u)ei,
n∑

i=1

∂i(u)ei

〉
+ a2

n+1

= a2
n+1

(
‖∇u‖2 + 1

)
.

Dáı

an+1 =
1√

1 + ‖∇u‖2
. (6.2)

Portanto, temos que

N =
1

W
(−∇u, 1).

onde W =
√

1 + ‖∇u‖2.
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Assim, se A denota a sgunda forma fundamental de Mn com respeito a

N = 1
W

(−∇u, 1), temos

A(ei, ej) = −
〈
∇Xi

N,Xj

〉
=
〈
∇Xi

Xj, N
〉

=
〈
∇(ei+∂i(u)en+1)(ej + ∂j(u)en+1), N

〉
.

Porém temos que os Śımbolos de Christofel são nulos em R
n+1 e, portanto,

∇(ei+∂i(u)en+1)(ej + ∂j(u)en+1) = ∇ei
ej︸ ︷︷ ︸

=0

+ei∂j(u)en+1 + ∂j(u)∇ei
en+1︸ ︷︷ ︸

=0

+ ∂i(u)∇en+1
ej︸ ︷︷ ︸

=0

+∂i(u)∂j(u)∇en+1
en+1︸ ︷︷ ︸

=0

= ei∂j(u)en+1.

Logo,

A(ei, ej) = 〈ei∂j(u)en+1, N〉 =
ei∂j(u)

W

〈
en+1,−

n∑

i=1

∂iei + en+1

〉

=
ei∂j(u)

W
.

Por outro lado temos que

(Hessu)(ei, ej) = ei 〈∇u, ej〉 − 〈∇u,∇ei
ej〉

= ei∂j(u).

Portanto a segunda forma fundamental de Mn com respeito a N = (−∇u, 1)

é

Hessu

W
.

Logo, a condição de limitação se deve a existência de uma constante c > 0

para a qual

‖A‖2 ≤ c =⇒ ‖Hessu‖2 ≤ c
(
1 + |∇u|2

)
.

Considere agora f, g : Mn −→ R dadas por

f = 〈N,U〉 e g = 〈x, U〉 ,

onde U é um campo de vetores paralelo em R
n+1 e N um campo de vetores

normal sobre M . Denotando por U⊤ a projeção ortogonal de U para M , temos
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(1) ∇f = −A(U⊤) e ∇g = U⊤;

(2) Lrf = −(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)f + U⊤(Sr+1),;

(3) Lrg = −(r + 1)Sr+1f .

Fazendo U = (−V, 1), onde V é um campo de vetores paralelo em R
n.

Obtemos

U −〈U,N〉N = (−V, 1) −
〈

(−V, 1),
1

W
(−∇u, 1)

〉
1

W
(−∇u, 1)

= (−V, 1) − 1

W 2

(
〈(−V, 1), (−∇u, 1)〉 (−∇u), 〈(−V, 1), (−∇u, 1)〉

)

= (−V, 1) − 1

W 2

(
− V (∇u)2 −∇u, V ∇u + 1

)

=
1

W 2

{(
− V W 2,W 2

)
−
(
− V (∇u)2 −∇u, V ∇u + 1

)}

=
1

W 2

(
− V W 2 + V (∇u)2 + ∇u,W 2 − V ∇u + 1

)

=
1

W 2

(
− V (1 + |∇u|2) + V (∇u)2 + ∇u, (1 + |∇u|2) − V ∇u − 1

)

=
1

W 2

(
∇u − V, 〈∇u,∇u〉 − 〈∇u, V 〉

)

=
1

W 2

(
∇u − V, 〈∇u,∇u − V 〉

)
.

Donde

U⊤ = U − 〈U,N〉U =
1

W 2

(
∇u − V, 〈∇u,∇u − V 〉

)
.

Assim,

∣∣U⊤
∣∣2 =

〈
U⊥, U⊥

〉

=
1

W 4

〈(
∇u − V, 〈∇u,∇u − V 〉

)
,
(
∇u − V, 〈∇u,∇u − V 〉

)〉

=
1

W 4

{
|∇u − V |2 + |〈∇u,∇u − V 〉|2

}

≤ 1

W 4
|∇u − V |2 +

1

W 4
|∇u|2 |∇u − V |2

=
1

W 2
|∇u − V |2

{
1

W 2
+

|∇u|2
W 2

}

=
1

W 2
|∇u − V |2 .

Logo,

∣∣U⊤
∣∣ ≤ 1

W
|∇u − V | .
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Portanto,

∫

M

∣∣U⊤
∣∣ dM ≤

∫

Rn

1

W
|∇u − V |Wdx =

∫

Rn

|∇u − V | dx.

E isto é finito se, por exemplo, exitirem constantes positivas R, c e α tais

que

|∇u(p) − V | ≤ c

|p|n+α . (6.3)

Sempre que |p| > R.

De fato, denotando por B a bola unitária em R
n, centrada na origem e

com raio 1, basta mostrarmos que a função p 7→ 1
|p|n+α é integrável sobre

Bc = R
n\B. Para tanto, nos valemos da fórmula de integração em coordenadas

polares (cf. Teorema 2.49 de [8]):

∫

Bc

1

|x|n+α
dx =

∫ +∞

1

∫

Sn−1

1

|rω|n+α
rn−1drdω

= Vol(Sn−1)

∫ +∞

1

r−α−1dr

= Vol(Sn−1)
r−α

−α

∣∣∣
+∞

1

= Vol(Sn−1)
1

α
< +∞.

Teorema 6.1. Seja Mn ⊂ R
n+1 o gráfico de uma função u : R

n −→ R tal

que |∇u − V | ∈ L1(M), para algum V ∈ R
n e ‖Hessu‖2 ≤ c

(
1 + |∇u|2

)
,

para algum c > 0. Se existem 0 ≤ r ≤ n − 1 tais que as funções simétricas

elementares Sr+1 e Sr+2 não mudam de sinal em M , então M possui nulidade

relativa ν ≥ n − r. Em particular, se Sr 6= 0, então o gráfico é folheado por

hiperplanos de dimensão n − r.

Demonstração. Sejam f = 〈N,U〉 e g = 〈x, U〉 como anteriormente. Segue-se

da nossa hipótese que |∇f | e |∇g| são integráveis em M . Por outro lado,

já que M é um gráfico, a função f é positiva ou negativa em M . Já que

Sr+1 não muda de sinal em M , temos que o mesmo é verdade para Lrg, pois

Lrg = −(r + 1)Sr+1f . Portanto temos, pelo corolário 0.24, que Lrg = 0

em M . Por sua vez, esta informação garante que Sr+1 se anula em M e,

consequentemente, Lrf = (r + 2)Sr+2f . Aplicando o mesmo racioćınio (já

que Sr+2 não muda de sinal em M), obtemos que Lrf = 0 em M e, assim,
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Sr+2 = 0. Já que Sr+1 = Sr+2 = 0, a proposição 3.2 dá que Sj = 0 para todo

j ≥ r + 1, de modo que ν ≥ n − r.

Segue-se do teorema 4.17, que as folhas da folheação são totalmente geo-

désicas, portanto, hiperplanos.

Temos, agora, o seguinte resultado tipo-Bernstein, onde não assumimos

que a hipersuperf́ıcie tem curvatura média constante.

Corolário 6.2. Seja Mn ⊂ R
n+1 o gráfico de uma função diferenciável u :

R
n+1 −→ R tal que |∇u − V | ∈ L1(Rn) para algum V ∈ R

n em ‖Hessu‖2 ≤
c
(
1 + |∇u|2

)
, para algum c > 0. Se a curvatura escalar e média de Mn não

mudam de sinal em Mn, então Mn é o hiperplano em R
n+1 ortogonal à (−V, 1).

Demonstração. Sejam H e R a curvatura média e escalar, respectivamente, de

Mn. Basta notar que S1 = nH e, pela equação de Gauss, n(n−1)R = 2S2, de

modo que S1 e S2 não mudam de sinal em Mn. Pelo resultado anterior, Mn

possui nulidade relativa n e, já que ela pe completa, Mn é um hiperplano. O

restante segue-se de nossas discussões anteriores.

Observação 6.3. Para ver que as condições sobre u não são desnecessárias,

considere os seguintes exemplos:

(a) Seja

u(x1, ..., xn) = (x2
1 + ... + x2

r)(αr+1xr+1 + ... + αnxn),

onde αr+1, ..., αn ∈ R são constantes não todas nulas. Assim, se M é

o gráfico de u, então, fora do hiperplano αr+1xr+1 + ... + αnxn = 0,

M possui ı́ndice de nulidade relativa exatamente igual a n − r. Em

particular, Sr+1 = Sr+2 = 0. Por outro lado, |∇u − V | /∈ L1(Rn) para

todo V ∈ R
n e não existe c > 0 tal que

‖Hessu‖2 ≤ c
(
1 + |∇u|2

)
,

para todo x ∈ R
n.

(b) Se u(x1, ..., xn) = x2
1 + ... + x2

n e M é o gráfico de u, então S1, S2 > 0

em M e ‖Hessu‖2 ≤ 4n
(
1 + |∇u|2

)
, apesar de |∇u− V | /∈ L1(Rn) para

todo V ∈ R
n.
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Caṕıtulo 7

Folheações de Formas Espaciais

Este caṕıtulo se refere, ainda, aos resultados obtidos no artigo Complete Fo-

liations of Space Forms by Hypersurfaces de F. Camargo, A. Caminha e P.

Sousa (cf. [3]).

Seja M
n+1

é uma variedade Riemanniana (n+1)−dimensional orientável e

F uma folheação diferenciável de codimensão 1 em M . F é transversalmente

orientável se pudermos escolher uma campo de vetores diferenciável unitário

N definido em M , que é normal às folhas de F . Se este é o caso, então, para

cada p ∈ M , consideramos o operador linear A : TpM −→ TpM definida por

A(Y (p)) = −∇Y (p)N , onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de M . É claro que

se Y é um campo de vetores diferenciável em M , então o mesmo é verdade

para A(Y ). Além disso, se AL denota a segunda forma fundamental de uma

folha L de F , obtemos A|L = AL. Nesse sentido, seja Pr : TpM −→ TpM

o operador linear que coincide com a r−ésima transformação de Newton em

cada folha da folheação.

Segundo [2], tomamos X = ∇NN , de modo que X é tangente às folhas da

folheação e independe da escolha do campo N . No que se segue, calculamos o

divergente de Pr(X) em M
n+1

e em uma folha L de F .

Proposição 7.1. Sejam F uma folheação diferenciável, transversalmente ori-

entada e de codimensão 1 de uma variedade Riemanniana M
n+1

, N um campo

de vetores em M , normal às folhas de F e X = ∇NN . Se L é uma folha de

F , então

divL(Pr(X)) =
n∑

i=1

〈
R(N, ei)N,Pr(ei)

〉
+ 〈X, divLPr〉
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+ tr(A2Pr) + 〈X,Pr(X)〉 − N(Sr+1), (7.1)

onde R é o tensor curvatura de M , e1, e2, ..., en é um referencial ortonormal

em L e tr(·) denota o traço em L para o operador no parênteses. Além disso,

divMPr(X) = divLPr(X) − 〈Pr(X), X〉 . (7.2)

Demonstração. Dado um ponto p ∈ L, escolha um referencial adaptado e1,

e2, ..., en, en+1 definido em uma vizinhança de p em M , isto é, um conjunto

ortonormal de campos de vetores tais que e1, e2, ..., en são tangentes às folhas

e en+1 = N . Pedimos ainda que A(ei(p)) = λiei(p), para todo 1 ≤ i ≤ n. Se

chamarmos de ∇ a conexão de Levi-Civita de L (e, como antes, ∇ a de M),

então

divLPr(X) =
n∑

i=1

〈∇ei
Pr(X), ei〉 =

n∑

i=1

ei〈Pr(X), ei〉 −
n∑

i=1

〈Pr(X),∇ei
ei〉

=
n∑

i=1

ei〈X,Pr(ei)〉 −
n∑

i=1

〈X,Pr(∇ei
ei)〉

=
n∑

i=1

ei〈∇NN,Pr(ei)〉 −
n∑

i=1

〈∇NN,Pr(∇ei
ei)〉

=
n∑

i=1

〈∇ei
∇NN,Pr(ei)〉 +

n∑

i=1

〈∇NN,∇ei
Pr(ei)〉

−
n∑

i=1

〈∇NN,Pr(∇ei
ei)〉

=
n∑

i=1

〈R(N, ei)N,Pr(ei)〉 +
n∑

i=1

〈∇N∇ei
N,Pr(ei)〉

−
n∑

i=1

〈∇[N,ei]N,Pr(ei)〉 +
n∑

i=1

〈∇NN,∇ei
Pr(ei)〉

−
n∑

i=1

〈∇NN,Pr(∇ei
ei)〉

=
n∑

i=1

〈R(N, ei)N,Pr(ei)〉 −
n∑

i=1

〈∇NA(ei), Pr(ei)〉

−
n∑

i=1

〈∇[N,ei]N,Pr(ei)〉 +
n∑

i=1

〈∇NN,∇ei
Pr(ei) − Pr(∇ei

ei)〉.

Agora, substituindo

[N, ei] =
n∑

j=1

〈[N, ei], ej〉ej + 〈[N, ei], N〉N
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Na igualdade acima, obtemos

divLPr(X) =
n∑

i=1

〈R(N, ei)N,Pr(ei)〉 − N
( n∑

i=1

〈A(ei), Pr(ei)〉
)

+
n∑

i=1

〈A(ei),∇NPr(ei)〉 −
n∑

i,j=1

〈[N, ei], ej〉〈∇ej
N,Pr(ei)〉

−
n∑

i=1

〈[N, ei], N〉〈∇NN,Pr(ei)〉 + 〈X, divLPr〉

=
n∑

i=1

〈R(N, ei)N,Pr(ei)〉 − N
( n∑

i=1

〈ei, APr(ei)〉
)

+
n∑

i=1

〈A(ei),∇NPr(ei)〉 + 〈X, divLPr〉

−
n∑

i,j=1

〈∇ei
N, ej〉〈A(ej), Pr(ei)〉 +

n∑

i,j=1

〈∇Nei, ej〉〈A(ej), Pr(ei)〉

+

=0︷ ︸︸ ︷
n∑

i=1

〈∇ei
N,N〉〈X,Pr(ei)〉 −

n∑

i=1

〈∇Nei, N〉〈X,Pr(ei)〉

=
n∑

i=1

〈R(N, ei)N,Pr(ei)〉 − N(trAPr) + 〈X, divLPr〉

+
n∑

i=1

〈A(ei),∇NPr(ei)〉 +
n∑

i,j=1

〈A(ei), ej〉〈A(ej), Pr(ei)〉

+
n∑

i,j=1

〈∇Nei, ej〉〈A(ej), Pr(ei)〉 +
n∑

i=1

〈ei,∇NN〉〈X,Pr(ei)〉

=
n∑

i=1

〈R(N, ei)N,Pr(ei)〉 − N(trAPr) + 〈X, divLPr〉

+
n∑

i=1

〈A(ei),∇NPr(ei)〉 +
n∑

i,j=1

〈A(ei), ej〉〈ej, APr(ei)〉

+
n∑

i,j=1

〈∇Nei, ej〉〈A(ej), Pr(ei)〉 +
n∑

i=1

〈ei,∇NN〉〈Pr(X), ei〉

=
n∑

i=1

〈R(N, ei)N,Pr(ei)〉 − N(trAPr) + 〈X, divLPr〉

+
n∑

i=1

〈A(ei),∇NPr(ei)〉 +
n∑

i=1

〈A(ei), APr(ei)〉

+
n∑

i,j=1

〈∇Nei, ej〉〈A(ej), Pr(ei)〉 + 〈∇NN,Pr(X)〉
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=
n∑

i=1

〈R(N, ei)N,Pr(ei)〉 − N(trAPr) + 〈X, divLPr〉

+ trA2Pr + 〈X,Pr(X)〉 +
n∑

i=1

〈A(ei),∇NPr(ei)〉

+
n∑

i,j=1

〈∇Nei, ej〉〈A(ej), Pr(ei)〉.

Afim de entender os últimos dois somatórios acima, sejam lij = 〈∇Nei, ej〉
e mji = 〈A(ej), Pr(ei)〉. Não é dif́ıcil de verificar que lij = −lji e mij = mji.

Assim,

n∑

i,j=1

〈DNei, ej〉〈A(ej), Pr(ei)〉 =
n∑

i,j=1

lijmji = 0.

Por outro lado,

n∑

i=1

〈A(ei),∇NPr(ei)〉 =
n∑

i,j=1

〈A(ei), ej〉〈∇NPr(ei), ej〉

=
n∑

i,j=1

〈A(ei), ej〉N
(
〈Pr(ei), ej〉

)

−
n∑

i,j=1

〈A(ei), ej〉〈Pr(ei),∇Nej〉

=
n∑

i,j=1

〈A(ei), ej〉N
(
〈Pr(ei), ej〉

)

−
n∑

i,j,k=1

〈A(ei), ej〉〈Pr(ei), ek〉〈ek,∇Nej〉.

Sendo hij = 〈A(ei), ej〉 e tik = 〈Pr(ei), ek〉, obtemos hij = hji e tik = tki, e,

portanto,

n∑

i,j,k=1

〈A(ei), ej〉〈Pr(ei), ek〉〈ek,∇Nej〉 =
n∑

i,j,k=1

hijtikljk = 0.

Logo,

n∑

i=1

〈A(ei), DNPr(ei)〉 =
n∑

i,j=1

〈A(ei), ej〉N
(
〈Pr(ei), ej〉

)
=

n∑

i,j=1

hijN(tij)

= N
( n∑

i,j=1

hijtij

)
−

n∑

i,j=1

N(hij)tij

= N(tr(APr)) −
n∑

i,j=1

N(hij)tij.
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Conclúımos que
∑n

i,j=1 N(hij)tij = N(Sr+1) em p, e isso conclui a prova de

(7.1).

Agora é fácil obter

divMPr(X) =
n∑

i=1

〈∇ei
Pr(X), ei〉 + 〈∇NPr(X), N〉

=
n∑

i=1

〈∇ei
Pr(X), ei〉 − 〈Pr(X),∇NN〉

= divLPr(X) − 〈Pr(X), X〉.

Observação 7.2. Com relação aos cálculos acima, se M
n+1

possui curvatura

seccional constante, então Rosenberg prova em [16] que divLPr = 0, simplifi-

cando (7.1). Vamos usar este fato no que segue.

Estudaremos, agora, folheações de codimensão um de S
n+1 cujas folhas

possuem curvatura escalar constante. Estendemos assim o Corolário 3.5 de

[2].

Teorema 7.3. Não existe folheação transversalmente orientada e diferen-

ciável, cujas folhas são completas e possuem curvatura escalar constante maior

que um, para a esfera Euclidiana S
n+1.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que existe uma folheação F de

S
n+1 com as propriedades acima. Já que, por hipótese, F é transversalmente

orientada, existe um campo de vetores unitário N em S
n+1 normal às folhas

de F . Considere o operador de forma AL(·) = −∇(·)N de uma folha L com

respeito a N . Se RL denota o valor constante da curvatura escalar da folha L

de F , decorre da equação de Gauss que

2S2 = n(n − 1)(RL − 1),

de modo que S2 é uma constante positiva.

Assim, se λ1, λ2, ..., λn são os autovalores de AL, então

S2
1 = |A|2 + 2S2 > |A|2 ≥ λ2

i .

Escolhendo a orientação de tal forma que S1 > 0, segue-se da desigualdade

acima que S1 − λi > 0. Com isso, temos que P1 é positivo definito em L.

73



Considere, agora, a função curvatura escalar R : S
n+1 −→ R, que associa

a cada ponto de S
n+1 o valor da curvatura escalar da folha de F através desse

ponto. Temos, por hipótese, que R é constante nas folhas. Assim obtemos

dois casos:

I. R é constante em S
n+1.

Neste caso temos que N(S2) = 0 e, por (6) e (7), obtemos

divP1(X) = tr(P1) + tr(A2P1) > 0.

Porém, integração sobre S
n+1 fornece

∫

Sn+1

divP1(X) = 0,

que é um absurdo.

II. R é não-constante em S
n+1.

Pela proposição 4.12, temos que

S =

{
p ∈ S

n+1; R(p) = max
p∈Sn+1

(R(p))

}

contém pelo menos uma folha compacta.

Seja L uma folha compacta de F , com curvatura escalar maximal RL =

maxp∈Sn+1(R(p)). Assim, N(S2) = 0 ao longo de L. O operador curvatura da

esfera, junto com a Observação 2 e (6), nos dão

divLP1(X) = tr(P1) + tr(A2P1) + 〈X,P1(X)〉 > 0.

Por outro lado, obtemos, aplicando o teorema da divergência à L, que

∫

L

divLP1(X) = 0,

uma vez que L é compacto. Mas isso é uma contradição.

Observação 7.4. Ressaltamos que existem várias famı́lias de toros compactos

S
n+1 com curvatura seccional constante maior que um, e remetemos o leitor

para o Exemplo 4.4 de [4] para mais detalhes. Naturalmente, nenhum deles

constitui uma folheação de S
n+1.
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Finalizamos este trabalho com uma generalização do teorema 1 a uma fol-

heação singular de R
n+1, para a qual entendemos uma folheação F de R

n+1 S,

onde S ⊂ R
n+1 é um conjunto de Lebesgue de medida nula. A fim de indicar

este resultado, se F é uma tal folheação transversalmente orientável, com

campo de vetores normal unitário N normal às folhas , então (como antes)

seja X = ∇NN , onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de R
n+1.

Teorema 7.5. Seja F folheação transversalmente rientada e diferenciável de

codimensão um de R
n+1, cujas folhas são completas, r−minimais e tais que

Sr não mudam de sinal sobre elas. Se |X| ∈ L1 e |A| é limitada ao longo de

cada folha, então a nulidade relativa de cada folha é pelo menos n − r. Em

particular, se Sr 6= 0 em uma folha, então esta folha é folheada por hiperplanos

de dimensão n − r.

Demonstração. Seja L uma folha de F . Já que Sr não muda de sinal em L,

temos novamente Pr semi-definida por um resultado de J. Hounie M. L. Leite

[9], de modo que tr(A2Pr) e 〈X,Pr(X)〉 são ambas não-negativas ou ambas

não-positivas em L. Portanto, aplicando (7.1) e a observação 7.4, obtemos

divLP1(X) = tr(P1) + tr(A2P1) + 〈X,P1(X)〉 ,

que é ou maior que zero ou menor que zero em L. Portanto temos, pela

proposição 1, que divLP1(X) = 0 e, já que Sr+1 = 0 em L, obtemos

tr(A2Pr) = −(r + 2)Sr+2 = 0.

Dessa forma obtemos, como antes, Sk = 0 para todo k ≥ r + 1, e isso é

suficiente, como no final da demonstração do teorema 1, ao invocar o teorema

de .
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