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Resumo

O objetivo dessa Dissertação é apresentar uma fórmula para o operador

Lr(g) = div(Pr∇g) de uma nova função suporte g, definida sobre uma hiper-

superf́ıcie Mn em uma forma espacial Riemanniana Mn+1
c , bem como mostrar

que uma hipersuperf́ıcie diferenciável estrelada compacta Σn, com segunda

função simétrica S2 constante positiva na esfera Euclidiana S
n+1, deve ser

uma esfera geodésica S
n(ρ). Isso generaliza um resultado obtido por Jellett [9]

em 1853 para tais tipos de superf́ıcies no espaço Euclidiano R
3.

Palavras chave: Função suporte; Gráfico radial; Curvatura média constante.
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Abstract

The purpose of this dissertation is to desire a formula for the operator

Lr(g) = div(Pr∇g) of a new support function g, defined over a hypersurface

Mn in a Riemannian space form Mn+1
c and to show that a compact smooth

starshaped hypersurface Σn in the Euclidean sphere S
n+1, whose second sym-

metric function S2 is positive and constant must be a geodesic sphere S
n(ρ).

This generalizes a result obtained by Jellett [9] in 1853 for such surfaces in the

Euclidean space R
3.

Keywords: Support function; Radial graph; Constant mean curvature.
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Introdução

Os resutados centrais aqui apresentados, foram obtidos por A. Barros e P.

Souza e estão presentes no artigo [5], o qual foi a principal referência dessa

dissertação. Esse trabalho encontra-se dividido nos seguintes caṕıtulos: Pre-

liminares, Campos de Vetores Conformes, As r-ésimas curvaturas médias, O

operador Lr de uma função suporte e Gráficos radiais compactos.

O primeiro caṕıtulo traz as preliminares, onde introduzimos as principais

notações, apresentamos definições e resultados importantes a serem utilizados

nos demais caṕıtulos. Nesse momento, definimos alguns operadores, tais como

gradiente, divergente, laplaciano, hessiano e traço. Apresentamos também

um pouco sobre imersões isométricas entre variedades Riemannianas, segunda

forma fundamental e equações fundamentais de uma imersão isométrica.

O segundo caṕıtulo destaca os campos de vetores conformes, apresentando

definições, exemplos e um resultado envolvendo derivada de Lie em relação ao

tensor métrica de uma variedade Riemanniana M . O terceiro caṕıtulo trata

das funções simétricas Sr associadas ao operador de Weingarten A, as r-ésimas

funções de curvatura média Hr e os tensores de Newton Pr.

O quarto caṕıtulo apresenta um dos principais resultados do trabalho, o

qual fornece uma fórmula para o operador Lr(g) = div(Pr∇g) de uma nova

função suporte g definida sobre uma hipersuperf́ıcie Mn em uma forma espa-

cial Riemanniana Mn+1
c , bem como aplicações desse resultado.

Por fim, o último caṕıtulo trata de gráficos radiais e apresenta o resultado

central desse trabalho, o qual mostra que uma hipersuperf́ıcie diferenciável es-

trelada compacta Σn na esfera Euclidiana S
n+1, cuja segunda função simétrica

S2 é constante e positiva, deve ser uma esfera geodésica S
n(ρ).
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Nesse trabalho vamos considerar Mn uma variedade Riemanniana de di-

mensão n e classe C∞, D(M) o anel das funções reais de classe C∞ definidas

em M , X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞ em M e D a

conexão Riemanniana de M . Se p ∈M então TpM denotará o espaço tangente

a M em p e TM o fibrado tangente de M .

Agora vamos introduzir algumas definições e apresentar alguns resultados

que serão utilizados no decorrer do trabalho.

Definição 1.1 O gradiente de f ∈ D(M), denotado por ∇f , é o campo de

vetores em M , definido pela seguinte condição:

〈∇f,X〉 = X(f), ∀X ∈ TM.

Decorrem da definição de gradiente, as propriedades

1. ∇(f + g) = ∇f +∇g,
2. ∇(fg) = f∇g + g∇f ,

para quaisquer f, g ∈ D(M).
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Definição 1.2 O divergente de X ∈ TM é a função divX : M → R, definida

por

divX(p) = tr[Y (p) 7→ (DYX)(p)],

onde tr denota o traço da aplicação.

Decorrem da definição de divergente, as propriedades

1. div(X + Y ) = divX + divY,

2. div(fX) = fdivX + 〈∇f,X〉,

para quaisquer X, Y ∈ TM e qualquer f ∈ D(M).

Teorema 1.1 (Teorema da Divergência) Sejam M uma variedade Riemanni-

ana compacta com bordo e X ∈ C1(M), então

∫

M

divX dM =

∫

∂M

〈X, η〉 dS,

onde η é o campo unitário normal a ∂M apontando para o exterior de M.

Demonstração: Pode ser encontrada em [10].

Definição 1.3 O Laplaciano de f ∈ D(M) é o operador ∆ : D(M) → D(M)

definido por:

∆f = div(∇f).

Usando as propriedades do gradiente e divergente, temos

1. ∆(f + g) = ∆f + ∆g,

2. ∆(fg) = f∆g + g∆f + 2〈∇f,∇g〉,

para quaisquer f, g ∈ D(M).
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Observação 1.1 (Referencial móvel) Seja Mn uma variedade Riemanniana de

dimensão n e p ∈ M . Então existe uma vizinhança U ⊂ M de p e n campos

de vetores linearmente independentes E1, ..., En ∈ X (U) ortonormais.

Proposição 1.1 Se {E1, . . . , En} é um referencial ortonormal local em M ,

então

∇f =
n
∑

i=1

Ei(f)Ei.

Demonstração: Escrevendo ∇f =
n
∑

i=1

aiEi, temos que

Ej(f) = 〈∇f, Ej〉 =

〈

n
∑

i=1

aiEi, Ej

〉

= aj

e assim

∇f =
n
∑

i=1

Ei(f)Ei.

�

Proposição 1.2 Se X =
∑n

i=1XiEi, onde {E1, . . . , En} é um referencial local

em M , então

divX =
n
∑

i=1

(Ei(Xi)− 〈DEi
Ei, X〉).

Demonstração: Usando a definição, temos

divX =
n
∑

i=1

〈DEi
X,Ei〉

=
n
∑

i=1

〈

DEi

(

n
∑

j=1

XjEj

)

, Ei

〉

=
n
∑

i,j=1

[〈Ei(Xj)Ej, Ei〉+ 〈XjDEi
Ej, Ei〉]

e como 〈Ei, Ej〉 = δij, tem-se que

0 = Ei〈Ei, Ej〉 = 〈DEi
Ei, Ej〉+ 〈Ei, DEi

Ej〉,
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ou seja,

〈DEi
Ej, Ei〉 = −〈DEi

Ei, Ej〉.

Dáı, obtemos

divX =
n
∑

i=1

Ei(Xi)−
n
∑

i,j=1

Xj〈DEi
Ei, Ej〉

=
n
∑

i=1

Ei(Xi)−
n
∑

i=1

〈DEi
Ei, X〉

=
n
∑

i=1

(Ei(Xi)− 〈DEi
Ei, X〉).

�

Definição 1.4 Definimos o hessiano de f ∈ D(M) em p ∈ M como sendo o

operador linear Hessf : TpM → TpM , dado por:

(Hessf)Y = DY (∇f), ∀Y ∈ TM.

Observação 1.2 : Prova-se que ∆f = tr(Hessf).

Observação 1.3 : Podemos considerar o hessiano de f como um tensor tal

que para cada par de campos X, Y ∈ TM , temos

(hessf)(X, Y ) = 〈(Hessf)(X), Y 〉.

Definição 1.5 Definimos a curvatura R de uma variedade Riemanniana M ,

como sendo uma correspondência que associa a cada par X, Y ∈ X (M) uma

aplicação R(X, Y ) : X (M) → X (M), dada por

R(X, Y )Z = DYDXZ −DXDYZ +D[X,Y ]Z,

onde Z ∈ X (M) e D denota a conexão Riemanniana de M .
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1.2 Imersões Isométricas

Seja ϕ : Mn → M
n+m

uma imersão de uma variedade diferenciável M

de dimensão n em uma variedade Riemanniana M de dimensão n + m, isto

é, dado p ∈ Mn temos que dϕp : TpM → Tϕ(p)M é injetiva. A métrica Rie-

manniana de M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana em M :

se v1, v2 ∈ TpM , define-se 〈v1, v2〉p = 〈dϕp(v1), dϕp(v2)〉ϕ(p). Nessas condições,

dizemos que ϕ é uma imersão isométrica de M em M .

1.2.1 A segunda forma fundamental

Seja ϕ : Mn → M
n+m

uma imersão. Dado p ∈ M , existe um aberto

U ⊂M contendo p tal que ϕ(U) ⊂M é uma subvariedade mergulhada de M .

Isto quer dizer que existem uma vizinhança U ⊂ M de ϕ(p) e um difeomor-

fismo φ : U ⊂ M → V ⊂ R
n+m em uma aberto V de R

n+m, tal que φ aplica

difeomorficamente ϕ(U) ∩ U em um aberto do subespaço R
n × {0} ⊂ R

n+m.

Para simplificar a notação, identificamos U com ϕ(U) e cada vetor v ∈
TqM , q ∈ U , com dϕq(v) ∈ Tϕ(q)M . Usaremos tais identificações para esten-

der, por exemplo, um campo local (isto é, definido em U) de vetores de M a

um campo local (isto é, definido em U) de vetores em M ; se U é suficiente-

mente pequeno, tal extensão é sempre posśıvel, como se vê facilmente usando

o difeomorfismo φ.

Para cada p ∈ M , o produto interno em TpM decompõe TpM na soma

direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM . Se v ∈ TpM ,

p ∈M , podemos escrever

v = vT + vN , vT ∈ TpM, vN ∈ (TpM)⊥,
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onde vT é denominada a componente tangencial de v e vN a componente normal

de v. Essa decomposição é evidentemente diferenciável no sentido que as

aplicações de TM em TM dadas por

(p, v) → (p, vT ) e (p, v) → (p, vN)

são diferenciáveis.

Denotando a conexão Riemanniana de M por D, se X e Y são campos

locais de vetores em M e X,Y são extensões locais a M , definimos

DXY = (DXY )⊤.

Observação 1.4 : Prova-se queD é a conexão Riemanniana relativa à métrica

induzida de M por ϕ.

Queremos definir a segunda forma fundamental da imersão ϕ : M → M .

Para isto convém introduzir previamente a seguinte definição. Se X, Y são

campos locais em M , então

B(X, Y ) = DXY −DXY

é um campo local em M normal a M . Além disso, B(X, Y ) não depende das

extensões X,Y . Com efeito, se X1 é uma outra extensão de X, teremos

(DXY −DXY )− (DX1
Y −∇XY ) = DX−X1

Y,

que se anula em M , pois X − X1 = 0 em M . Por outro lado, se Y 1 é outra

extensão de Y , então

(DXY −DXY )− (DXY 1 −DXY ) = DX(Y − Y 1) = 0,

pois Y − Y 1 = 0 ao longo de uma trajetória de X. Portanto B(X, Y ) está

bem definida.
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Observação 1.5 No que se segue, indicaremos por X (U)⊥ os campos difer-

enciáveis em U de vetores normais a ϕ(U) ≈ U.

Proposição 1.3 Se X, Y ∈ X (U), a aplicação B : X (U) × X (U) → X (U)⊥

dada por

B(X, Y ) = DXY −DXY

é bilinear e simétrica.

Demonstração: Usando propriedades de linearidade de uma conexão, conclui-

se imediatamente que B é aditiva em X e Y e que B(fX, Y ) = fB(X, Y ),

f ∈ D(U). Falta mostrar que B(X, fY ) = fB(X, Y ), f ∈ D(U). Indicando

por f uma extensão de f a U , teremos

B(X, fY ) = DX(fY )−DX(fY )

= f DXY − fDXY +X(f)Y −X(f)Y.

Sabendo que em M , f = f e X(f) = X(f), então as duas últimas parcelas se

anulam, donde B(X, fY ) = fB(X, Y ), isto é, B é bilinear. Para mostrar que

B é simétrica, utilizaremos a simetria da conexão Riemanniana, obtendo

B(X, Y ) = DXY −DXY = DYX + [X,Y ]−∇YX − [X, Y ],

no entanto [X,Y ] = [X, Y ] em M , segue então que B(X, Y ) = B(Y,X). �

Observação 1.6 Como B é bilinear, exprimindo B em um sistema de coor-

denadas, pode-se concluir que o valor de B(X, Y )(p) depende apenas de X(p)

e Y (p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental, então seja p ∈ M e

η ∈ (TpM)⊥. A aplicação Hη : TpM × TpM → R dada por

Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉, x, y ∈ TpM,

é pela Proposição 1.3, uma forma bilinear simétrica.
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Definição 1.6 A forma quadrática IIη definida em TpM por

IIη(x) = Hη(x, x)

é chamada a segunda forma fundamental de ϕ em p segundo o vetor normal η.

Observação 1.7 As vezes se utiliza também a expressão segunda forma fun-

damental para designar a aplicação B que em cada p ∈ M é uma aplicação

bilinear, simétrica, tomando valores em (TpM)⊥.

Observe que à aplicação bilinear Hη fica associada a uma aplicação linear

auto-adjunta Aη : TpM → TpM , chamada operador de Weingarten, definida

por

〈Aη(x), y〉 = Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉.

Proposição 1.4 Seja p ∈ M , x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Seja N uma extensão

local de η normal a M , então

Aη(x) = −(DxN)T .

Demonstração: Seja y ∈ TpM e X, Y extensões locais de x, y, respectiva-

mente, e tangentes a M . Então

〈Aη(x), y〉 = 〈B(X, Y )(p), N〉 = 〈DXY −DXY,N〉(p)

= 〈DXY,N〉(p) = −〈Y,DXN〉(p) = 〈−DxN, y〉,

para todo y ∈ TpM , onde usamos que 〈N, Y 〉 = 0. �

Agora sejam K e K as curvaturas seccionais de M e M , respectivamente,

definidas por

K(X, Y ) =
〈R(X, Y )X, Y 〉

‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X, Y 〉2
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e

K(X,Y ) =
〈R(X,Y )X,Y 〉

‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X,Y 〉2
,

onde R e R denotam as curvaturas de M e M .

Teorema 1.2 (Gauss) Sejam p ∈M e x, y vetores ortonormais de TpM , então

K(x, y)−K(x, y) = 〈B(x, x), B(y, y)〉 − ‖B(x, y)‖2.

Demonstração: Pode ser encontrada em [7].

Definição 1.7 Uma imersão ϕ : M →M é geodésica em p ∈M , se para todo

η ∈ (TpM)⊥ a segunda forma fundamental IIη é identicamente nula em p. A

imersão ϕ é totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p ∈M.

Proposição 1.5 Uma imersão ϕ : M → M é geodésica em p ∈ M se, e

somente se, toda geodésica γ de M partindo de p é geodésica de M em p.

Demonstração: Sejam γ(0) = p e γ′(0) = x. Sejam N uma extensão local,

normal a M , de um vetor normal η em p e X uma extensão local, tangente a

M , de γ′(t). Como 〈X,N〉 = 0, obteremos em p,

Hη(x, x) = 〈Aη(x), x〉 = −〈DXN,X〉

= −X〈N,X〉+ 〈N,DXX〉 = 〈N,DXX〉,

decorre dáı que ϕ é geodésica em p se, e somente se, para todo x ∈ TpM , a

geodésica γ de M que é tangente a x em p satisfaz a condição: DXX(p) não

tem componente normal. Portanto, ϕ é geodésica em p se, e somente se, toda

geodésica γ de M partindo de p é geodésica de M em p. �
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Definição 1.8 Uma imersão ϕ : M → M é mı́nima se para todo p ∈ M e

todo η ∈ (TpM)⊥ tem-se que tr(Aη) = 0.

Escolhendo um referencial ortonormal η1, η2, . . . , ηm de vetores em X (U)⊥,

onde U é uma vizinhança de p em que ϕ é um mergulho, podemos escrever

B(x, y) =
∑

i

Hηi
(x, y)ηi, x, y ∈ TpM, i = 1, . . . ,m,

em relação a um ponto p.

Não é dif́ıcil verificar que o vetor normal dado por

H =
1

n

∑

i

(trAηi
)ηi

não depende do referencial ηi escolhido. O vetor H é chamado o vetor cur-

vatura média de ϕ e além disso ϕ é mı́nima se, e somente se, H(p) = 0 para

todo p ∈M.

1.2.2 As equações fundamentais de uma imersão isomé-

trica

No que se segue, usaremos sistematicamente as letras latinas X, Y, Z, etc.,

para indicar os campos diferenciáveis de vetores tangentes e as letras gregas

ξ, η, ζ, etc., para indicar os campos diferenciáveis de vetores normais.

Dados X e η, já vimos que a componente tangente de DXη é dada por

(DXη)
T = −AηX. A componente normal de DXη, chamada conexão normal

D⊥ da imersão é dada por

D⊥Xη = (DXη)
N = DXη − (DXη)

T = DXη + AηX.
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Podemos facilmente verificar que a conexão normal D⊥ possui as pro-

priedades usuais de uma conexão, isto é, é linear em X, aditiva em η e além

disso

D⊥X(fη) = fD⊥Xη +X(f)η, f ∈ D(M).

De maneira análoga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir deD⊥

uma noção de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura normal

R⊥ da imersão e definida por

R⊥(X, Y )η = D⊥YD
⊥

Xη −D⊥XD
⊥

Y η +D⊥[X,Y ]η.

Proposição 1.6 As seguintes equações se verificam

(a) Equação de Gauss

〈R(X, Y )Z, T 〉 = 〈R(X, Y )Z, T 〉 − 〈B(Y, T ), B(X,Z)〉

+〈B(X,T ), B(Y, Z)〉,

(b) Equação de Ricci

〈R(X, Y )η, ζ〉 − 〈R⊥(X, Y )η, ζ〉 = 〈[Aη, Aζ ]X, Y 〉,

onde [Aη, Aζ ] indica o operador Aη ◦ Aζ − Aζ ◦ Aη.

Demonstração: Pode ser encontrada em [7].

Admita que o espaço ambiente M tem curvatura seccional constante, então

a equação de Ricci se escreve

〈R⊥(X, Y )η, ζ〉 = −〈[Aη, Aζ ]X, Y 〉.

decorre dáı que R⊥ = 0 se, e só se, [Aη, Aζ ] = 0 para todo η, ζ, isto é, se e

somente se, para todo p ∈M existe uma base de TpM que diagonaliza simul-

taneamente todos os Aη.
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Dada uma imersão isométrica, convém indicar por X (M)⊥ o espaço dos

campos diferenciáveis de vetores normais a M . A segunda forma fundamental

da imersão pode então ser considerada como um tensor

B : X (M)×X (M)×X (M)⊥ → D(M),

definido por

B(X, Y, η) = 〈B(X, Y ), η〉

e a definição de derivada covariante se estende a este tipo de tensor de maneira

natural:

(DXB)(Y, Z, η) = X(B(Y, Z, η))−B(DXY, Z, η)

− B(Y,DXZ, η)−B(Y, Z,D⊥Xη).

Proposição 1.7 (Equação de Codazzi) Com a notação acima

〈R(X, Y )Z, η〉 = (DYB)(X,Z, η)− (DXB)(Y, Z, η).

Demonstração: Pode ser encontrada em [7].

Observação 1.8 Se o espaço ambiente M tem curvatura seccional constante,

a equação de Codazzi se escreve como

(DXB)(Y, Z, η) = (DYB)(X,Z, η).

Se além disto, a codimensão da imersão é 1, D⊥Xη = 0 e assim

DXB(Y, Z, η) = X〈AηY, Z〉 − 〈Aη(DXY ), Z〉 − 〈AηY,DXZ〉

= 〈DX(AηY ), Z〉 − 〈Aη(DXY ), Z〉,

neste caso, a equação de Codazzi se escreve

DX(AηY )−DY (AηX) = Aη([X, Y ]).
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Definição 1.9 Seja ϕ : Mn →M
n+1

uma hipersuperf́ıcie e A : TMn → TMn

o tensor de Weingarten. A derivada covariante de A é a aplicação DA :

TMn × TMn → TMn dada por:

DA(X, Y ) = DY (AX)− A(DYX).

Proposição 1.8 Seja A : TMn → TMn o tensor de Weingarten, então a

derivada covariante DA é bilinear.

Demonstração: Dados X, Y, Z ∈ TMn e f ∈ D(M), temos

DA(X + fY, Z) = DZ(A(X + fY ))− A(DZ(X + fY ))

= DZ(AX) +DZ(fAY )− A(DZX)− A(DZ(fY ))

= DZ(AX)− A(DZX) + fDZ(AY ) + Z(f)AY

− fA(∇ZY )− Z(f)AY

= DA(X,Z) + f(DZ(AY )− A(DZY ))

= DA(X,Z) + fDA(Y, Z)

e

DA(X,Z + fY ) = DZ+fY (AX)− A(DZ+fYX)

= DZ(AX)− A(DZX) + f(DY (AX)− A(DYX))

= DA(X,Z) + fDA(X, Y ).

�

Proposição 1.9 Seja ϕ : Mn → M
n+1

uma hipersuperf́ıcie, onde M
n+1

tem

curvatura seccional constante. Então DA é simétrica, isto é,

DA(X, Y ) = DA(Y,X),

para X, Y ∈ TMn.
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Demonstração: Desde que Mn+1 tem curvatura seccional constante e ϕ tem

codimensão um, segue-se da equação de Codazzi que

DX(AY )−DY (AX) = A([X, Y ]) = A(DXY )− A(DYX),

para X, Y ∈ TMn. �

Definição 1.10 Dado um tensor simétrico T : TMn × TMn → TMn, defini-

mos o traço de T como sendo

tr(T ) =
n
∑

i=1

T (Ei, Ei),

onde {E1, . . . , En} é um referencial ortonormal.

Observação 1.9 Não é dif́ıcil verificar que o traço de um tensor simétrico,

como apresentado acima, está bem definido.
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Caṕıtulo 2

Campos de Vetores conformes

Dado um campo de vetores V ∈ X (M) em uma variedade Riemanniana M

e um tensor r-covariante ω, a derivada de Lie de ω com relação a V é definida

por

(LV ω)(X1, ..., Xn) = V (ω(X1, ..., Xn)) −
r
∑

i=1

ω((X1, ..., [V,Xi], ..., Xn)).

Em particular, se ω = 〈 , 〉, ou seja, ω é a métrica Riemanniana de M , então

(LV 〈 , 〉)(X, Y ) = 〈DXV, Y 〉+ 〈X,DY V 〉

De fato, por um cálculo direto, obtemos

(LV 〈 , 〉)(X, Y ) = V 〈X, Y 〉 − 〈[V,X], Y 〉 − 〈X, [V, Y ]〉

= V 〈X, Y 〉 − 〈DVX, Y 〉+ 〈DXV, Y 〉

− 〈X,DV Y 〉〉+ 〈X,DY V 〉

= 〈DVX, Y 〉 + 〈X,DV Y 〉 − 〈DVX, Y 〉+ 〈DXV, Y 〉

− 〈X,DV Y 〉〉+ 〈X,DY V 〉

= 〈DXV, Y 〉+ 〈X,DY V 〉.

Definição 2.1 Dizemos que V ∈ X (M) é um campo de vetores conforme se

existe ψ ∈ D(M), chamado fator conforme de V , tal que

LV 〈 , 〉 = 2ψ〈 , 〉.
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Exemplo 2.1 Um campo de Killing V ∈ X (M) em uma variedade Rieman-

niana M é um exemplo de campo conforme, cujo fator conforme é ψ ≡ 0.

Observação 2.1 Lembre-se que V ∈ X (M) é um campo de Killing, se e

somente se, V satisfaz a equação de Killing, ou seja, 〈DXV, Y 〉+〈X,DY V 〉 = 0

para todos X, Y ∈ X (M).

Um campo de vetores conforme frenquentemente usado em uma forma es-

pacial M
n+1

c é o campo determinado pelo vetor posição com origem em um

ponto x0 ∈ M
n+1

c fixado. Ele foi introduzido para espaços não Euclidianos

por Heintze [8] da forma como segue: seja ρ : M
n+1

c → R a função distância

definida por ρ( . ) = dist(. , x0). O campo vetor posição é dado pela expressão

V = (s ◦ d)∇d, onde s(t) é solução da equação diferencial y′′ + cy = 0, com as

condições iniciais y(0) = 0 e y′(0) = 1.

Lema 2.1 Sejam x0 ∈ S
n+1 um ponto arbitrário e ρ : S

n+1 → R a função

distância definida por ρ( , ) = dist(. , x0), então vale a igualdade

senρHessρ(X, Y ) = cos ρ [ 〈X, Y 〉 −XρY ρ ], (2.1)

onde X e Y são campos de vetores em S
n+1.

Demonstração: Sendo ρ : S
n+1 → R dada por ρ(x) = distSn(x, x0), então

ρ = θ, onde θ é o ângulo formado pelos vetores x e x0 em R
n+2. Logo

cos ρ (x) =
〈x, x0〉
|x||x0|

= 〈x, x0〉,

pois |x| = |x0| = 1. Dessa forma, temos por um lado que

X(cos ρ) = − senρXρ,

e por outro,

X(cos ρ) = X〈x, x0〉 = 〈X, x0〉,
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dáı

〈X, x0〉 = − senρXρ.

Agora derivando em relação a Y , obtemos

Y X(cos ρ) = Y (− senρXρ)

= − senρY Xρ− cos ρY ρXρ,

no entanto

Y 〈X, x0〉 = 〈DYX, x0〉

= 〈DYX +B(X, Y ), x0〉,

onde D denota a conexão do R
n+2 e B(X, Y ) é a segunda forma fundamental

(vetorial) de S
n+1, vista como hipersuperf́ıcie de R

n+2.

Além disso, sabemos que B(X, Y ) = −〈X, Y 〉 e dáı temos

−senρY Xρ− cos ρXρY ρ = 〈DYX − 〈X, Y 〉x, x0〉

= 〈DYX, x0〉 − 〈X, Y 〉〈x, x0〉

= 〈DYX, x0〉 − 〈X, Y 〉(cos ρ).

Observe que 〈DYX, x0〉 = (DYX)〈x, x0〉 = (DYX)(cos ρ) = − senρ (DYX)ρ,

de modo que, substituindo na expressão acima, obtemos

− senρY Xρ− cos ρY ρXρ = − senρ (DYX)ρ− cos ρ 〈X, Y 〉,

segue então que

cos ρ [ 〈X, Y 〉 −XρY ρ ] = senρ [Y Xρ− (DYX)ρ ]

= senρ [XY ρ− (DXY )ρ ].

Como Hessρ(X, Y ) = 〈DX∇ρ, Y 〉 = XY ρ− (DXY )ρ, então

senρHessρ(X, Y ) = cos ρ [ 〈X, Y 〉 −XρY ρ ],

como queŕıamos provar. �
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Proposição 2.1 O campo de vetores posição V em relação a um ponto x0

sobre a esfera S
n+1 é um campo conforme, cujo fator conforme é ψ = cos ρ,

onde ρ é a distância intŕınseca de S
n+1.

Demonstração: Sabendo que a curvatura de S
n+1 é c = 1, temos que s(t)

é solução da equação diferencial y′′ + y = 0 e satisfaz as condições iniciais

s(0) = 0 e s′(0) = 1, logo s(t) = sent. Nessas condições, V é dado por

V = senρ∇ρ, onde ρ é a distância intŕınseca ao ponto x0 ∈ S
n fixado.

Observe então o seguinte

(LV 〈 , 〉)(X, Y ) = 〈DXV, Y 〉+ 〈X,DY V 〉

= 〈DX(senρ∇ρ), Y 〉+ 〈X,DY (senρ∇ρ)〉,

com

〈DX(senρ∇ρ), Y 〉 = 〈 senρDX∇ρ+X(senρ)∇ρ, Y 〉

= senρ 〈DX∇ρ, Y 〉+X(senρ)〈∇ρ, Y 〉

= senρHessρ(X, Y ) + cos ρXρY ρ.

Substituindo (2.1) na expressão anterior, segue que

〈DX(senρ∇ρ), Y 〉 = cos ρ [〈X, Y 〉 −XρY ρ] + cos ρXρY ρ

= cos ρ 〈X, Y 〉,

analogamente, obtemos

〈X,DY (senρ∇ρ)〉 = cos ρ 〈X, Y 〉,

e dáı conclúımos que

(LV 〈 , 〉)(X, Y ) = 2 cos ρ〈X, Y 〉,

portanto V = senρ∇ρ é um campo conforme, onde ψ = cos ρ é o seu fator

conforme. �
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Caṕıtulo 3

As r-ésimas curvaturas médias

Considere uma imersão ϕ : Mn # M
n+1

c de uma variedade Riemanniana

M em uma forma espacial M
n+1

c . Sendo N um campo de vetores unitário

normal sobre M , podemos considerar sobre M o operador de Weingarten A

com respeito a N e denotar por λ1, . . . , λn os autovalores de A, ou seja, as

curvaturas principais de M , sendo E1, . . . , En os seus respectivos autovetores

associados.

Definimos a r-ésima função simétrica Sr associada ao operador A, dizendo

que S0 = 1 e

Sr =
∑

i1<...<ir

λi1 . . . λir ,

para r = 1, 2, . . . , n.

Nessas condições, definimos a r-ésima curvatura média de ϕ por

Hr =
1
(

n

r

)Sr,

onde r = 0, 1, . . . , n.

Observação 3.1 : Para r = 1, H1 = H é a curvatura média da imersão e

para r = n, Hn = K é sua curvatura de Gauss-Kronecker.
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Agora se Ai é a restrição do operador A ao espaço normal a Ei, então

definimos a r-ésima função simétrica associada a Ai, dizendo que S0(Ai) = 1 e

Sr(Ai) =
∑

i1<...<ir
i1,...,ir 6=i

λi1 . . . λir ,

para r = 1, 2, . . . , n − 1. Definimos também o r-ésimo tensor de Newton Pr

pela recorrência

Pr =











I, se r = 0

SrI − A ◦ Pr−1, se r = 1, 2, . . . , n
,

onde I denota a aplicação identidade.

Observação 3.2 A partir desse momento, usaremos ∂Sr+1

∂λi
no lugar de Sr(Ai)

para denotar a r-ésima função simétrica associada a Ai.

Proposição 3.1 Considerando as notações acima, valem as seguintes igual-

dades:

(a) Pr(Ei) =
∂Sr+1

∂λi

Ei, em particular Pr é auto-adjunto;

(b) tr(Pr) = (n− r)Sr;

(c) tr(A ◦ Pr) = (r + 1)Sr+1;

(d) tr(A2 ◦ Pr) = S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2.

Demonstração: (a) A prova é feita por indução sobre r. Para r = 1, temos

que

P1(Ei) = (S1Id− A ◦ P0)(Ei) = (S1Id− A)(Ei)

= S1Id(Ei)− A(Ei) = S1Ei − λiEi

= (S1 − λi)Ei

=
∂S2

∂λi

Ei.
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Supondo válido para r − 1, obtemos

Pr(Ei) = (SrId− A ◦ Pr−1)(Ei) = SrEi − A(Pr−1(Ei))

= SrEi − A

(

∂Sr

∂λi

Ei

)

= SrEi −
∂Sr

∂λi

A(Ei)

= SrEi −
∂Sr

∂λi

λiEi =

(

Sr − λi

∂Sr

∂λi

)

Ei

=
∂Sr+1

∂λi

Ei.

(b) Calculando o traço de Pr, obtemos

tr(Pr) =
n
∑

i=1

〈Pr(Ei), Ei〉,

pelo ı́tem (a), segue que

tr(Pr) =
n
∑

i=1

〈

∂Sr+1

∂λi

Ei, Ei

〉

=
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

〈Ei, Ei〉

=
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

=
n
∑

i=1

∑

i1<...<ir
i1,...,ir 6=i

λi1 . . . λir

= (n− r)
∑

i1<...<ir

λi1 . . . λir

= (n− r)Sr.

(c) Inicialmente, temos que

tr(Pr+1) = tr(Sr+1Id− A ◦ Pr)

= tr(Sr+1Id)− tr(A ◦ Pr)

= nSr+1 − tr(A ◦ Pr),

ou ainda,

tr(A ◦ Pr) = nSr+1 − tr(Pr+1), (3.1)

então usando o ı́tem (b), obtemos

tr(A ◦ Pr) = nSr+1 − [n− (r + 1)]Sr+1

= (r + 1)Sr+1.
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(d) Sabendo que Pr = SrI − A ◦ Pr−1, temos

Pr+2 = Sr+2Id− A(Sr+1Id− A ◦ Pr)

= Sr+2Id− Sr+1A+ A2 ◦ Pr,

logo

A2 ◦ Pr = Pr+2 − Sr+2Id+ Sr+1A.

Aplicando o traço na expressão acima, obtemos

tr(A2 ◦ Pr) = tr(Pr+2 − Sr+2Id+ Sr+1A)

= tr(Pr+2)− tr(Sr+2Id) + tr(Sr+1A),

então usando o ı́tem (b), segue que

tr(A2 ◦ Pr) = [n− (r + 2)]Sr+2 − tr(Sr+2Id) + tr(Sr+1A)

= [n− (r + 2)]Sr+2 − nSr+2 + Sr+1tr(A)

= S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2.

�

Sendo Mn uma variedade Riemanniana de dimensão n, vamos denotar por

M0, o subconjunto constitúıdo pelos pontos de M , nos quais o número de

curvaturas principais é localmente constante, então temos que M0 é aberto e

denso em M e além disso, para todo p ∈M0, existe um referencial ortonormal

local {E1, . . . , En} em uma vizinhança de p, tal que A(Ei) = λiEi, com λi

diferenciável para cada 1 ≤ i ≤ n.

Observação 3.3 As informações apresentadas no parágrafo acima, serão im-

portantes na demonstração da próxima Proposição, bem como na demons-

tração de alguns resultados do Caṕıtulo 4. Para maiores esclarecimentos sobre

o assunto, você pode consultar [2].
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Proposição 3.2 Considerando as mesmas notações da Proposição anterior,

temos que

tr(Pr ◦ DXA) = 〈X,∇Sr+1〉.

Demonstração: Usando um referencial ortonormal {E1, . . . , En}, como o que

descrevemos acima, temos em cada ponto de M0 que

tr(Pr ◦DXA) =
n
∑

i=1

〈(Pr ◦DXA)(Ei), Ei〉

=
n
∑

i=1

〈(DXA)(Ei), Pr(Ei)〉

=
n
∑

i=1

〈

(DXA)(Ei),
∂Sr+1

∂λi

(Ei)

〉

=
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

〈(DXA)(Ei), Ei〉,

onde usamos o ı́tem (a) da Proposição 3.1 em uma das passagens acima.

Sabendo que (DXA)(Ei) = DX(A(Ei))− A(DXEi), então

tr(Pr ◦DXA) =
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

〈(DXA)(Ei), Ei〉

=
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

[〈DX(A(Ei))− A(DXEi), Ei〉]

=
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

[〈DX(A(Ei)), Ei〉 − 〈A(DXEi), Ei〉]

=
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

[〈DX(λiEi), Ei〉 − 〈A(DXEi), Ei〉].

no entanto, DX(λiEi) = λiDXEi +X(λi)Ei e A é auto-adjunto, logo

tr(Pr ◦DXA) =
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

[〈λiDXEi +X(λi)Ei, Ei〉 − 〈DXEi, A(Ei)〉]

=
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

[λi〈DXEi, Ei〉+X(λi)− λi〈DXEi, Ei〉]

=
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

X(λi) = X(λ1λ2 · · ·λn)

= X(Sr) = 〈X,∇Sr〉,
∑
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portanto a igualdade se verifica para todos os pontos deM0 e por continuidade,

vale para todos os pontos de M , já que M0 é denso em M . �

Observação 3.4 : Uma outra demonstração da Proposição acima, pode ser

encontrada em [6, Lema 3.9].

A próxima Proposição foi obtidos por A. Caminha em [6]. Apresentaremos

aqui um esboço da demonstração, mas para isso precisamos do Lema a seguir:

Lema 3.1 Se f ∈ R[x] é um polinômio com k ≥ 1 ráızes reais, contadas

as multiplicidades, então f ′ tem pelo menos k − 1 ráızes reais, contadas as

multiplicidades. Em particular, se todas as ráızes de f são reais, o mesmo

ocorre com f ′.

Demonstração: Seja r ∈ R uma raiz de multiplicidade k ≥ 1 de f , isto é,

f(x) = (x− r)kg(x), com g(r) 6= 0. Derivando f , obtemos

f ′(x) = k(x− r)k−1g(x) + (x− r)kg′(x)

= (x− r)k−1(kg(x) + (x− r)g′(x))

e como kg(r)+(r−r)g′(α) 6= 0, segue que r é raiz de multiplicidade k−1 de f ′.

Agora sejam r1, ..., rl ∈ R as ráızes distintas de f , isto é,

f(x) = (x− r1)
k1 · · · (x− rl)

klg(x),

onde k1, ..., kl são inteiros positivos e g(ri) 6= 0, i = 1, ..., l. Como vimos acima,

ri é raiz de multiplicidade ki−1 de f ′, então contadas as multiplicidades, pode-

mos afirmar que f possui k = k1 + ...+ kl ráızes reais.

Supondo, sem perda de generalidade, que r1 < ... < rl, obtemos mais l − 1
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ráızes distintas dos ri para f ′, aplicando o Teorema do Valor Médio aos inter-

valos [ri, ri+1]. Portanto, conclúımos que f ′ tem pelo menos

(k1 − 1) + ...+ (kl − l) + (l − 1) = k − l + l − 1 = k − 1

ráızes reais. �

Proposição 3.3 Sejam n > 1 inteiro e λ1, . . . , λn números reais. Para 0 ≤
r ≤ n, defina Sr = Sr(λi) como polinômio simétrico associado aos números

reais λi’s e Hr = Hr(λi) =
(

n

r

)−1
Sr(λi).

(a) Para 1 ≤ r < n, tem-se H2
r ≥ Hr−1Hr+1. Além disso, se a igualdade

ocorre para r = 1 ou para algum 1 < r < n, com Hr+1 6= 0 neste caso,

então λ1 = ... = λn.

(b) Se H1, H2, ..., Hr > 0 para algum 1 < r ≤ n, então H1 ≥
√
H2 ≥ 3

√
H3 ≥

... ≥ r
√
Hr. Mais ainda, se a igualdade ocorre para algum 1 ≤ j < r,

então λ1 = ... = λn.

Demonstração: (a) Usaremos indução sobre a quantidade n > 1 de números

reais. Para n = 2, temos apenas r = 1 e a desigualdade segue de

H2
1 −H0H2 = (

1

2
S1)

2 − S2

= (
1

2
(λ1 + λ2))

2 − λ1λ2

=
1

4
(λ1 − λ2)

2 ≥ 0,

valendo a igualdade, se e somente se, λ1 = λ2.

Suponha agora que as desigualdades sejam verdadeiras para n − 1 números

reais, com igualdade para r = 1 ou 1 < r < n e Hr+1 6= 0, se e somente

se, todos os λi’s são iguais. Nessas condições, dados n ≥ 3 números reais

λ1, ..., λn, seja

f(x) = (x+ λ1)...(x+ λn) =
n
∑

r=0

(

n

r

)

Hr(λi)x
n−r,
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então

f ′(x) =
n−1
∑

r=0

(n− r)

(

n

r

)

Hr(λi)x
n−r−1.

Como as ráızes de f são todas reais, então pelo Lema 3.1, o mesmo ocorre

com f ′, logo existem números reais γ1, ..., γn−1 tais que

f ′(x) = n(x+ γ1)...(x+ γn−1),

mas por outro lado

f ′(x) = n

n−1
∑

r=0

Sr(γi)x
n−r−1 =

n−1
∑

r=0

n

(

n− 1

r

)

Hr(γi)x
n−r−1.

Sabendo que n
(

n−1
r

)

= (n − r)
(

n

r

)

e comparando os coeficientes, temos que

Hr(λi) = Hr(γi) para 0 ≤ r ≤ n− 1. Portanto segue por hipótese de indução

que

H2
r (λi) = H2

r (γi) ≥ Hr−1(γi)Hr+1(γi) = Hr−1(λi)Hr+1(λi),

para 1 ≤ r ≤ n− 2.

Além disso, se a igualdade ocorre para os λi’s com r = 1, respectivamente

1 < r < n− 1 e Hr+1(λi) 6= 0, o mesmo ocorre para os γi’s com r = 1, respec-

tivamente 1 < r < n − 1 e Hr+1(γi) 6= 0. Dessa forma, segue da hipótese de

indução que γ1 = ... = γn−1, portanto λ1 = ... = λn.

Falta mostrar que H2
n−1(λi) ≥ Hn−2(λi)Hn(λi), com igualdade para Hn 6= 0,

se e somente se, todos os λi’s são iguais. Se λi = 0 para algum 1 ≤ i ≤ n,

então Hn(λi) = 0 e a desigualdade é óbvia. Caso contrário, teremos Hn 6= 0 e

além disso

H2
n−1 ≥ Hn−2Hn,

se e somente se,

[

(

n

n− 1

)−1 n
∑

i=1

λ−1
i Hn

]2

≥
[

(

n

n− 2

)−1
∑

i<j

λ−1
i λ−1

j Hn

]

Hn,
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ou equivalentemente

(n− 1)

(

n
∑

i=1

λ−1
i

)2

≥ 2n
∑

i<j

λ−1
i λ−1

j .

Fazendo F (λ−1
i ) = (n− 1)(

∑n

i=1 λ
−1
i )2 − 2n

∑

i<j λ
−1
i λ−1

j , temos que

F (λ−1
i ) = n(

n
∑

i=1

λ−1
i )2 − (

n
∑

i=1

λ−1
i )2 − 2n

∑

i<j

λ−1
i λ−1

j

= n[(
n
∑

i=1

λ−1
i )2 − 2

∑

i<j

λ−1
i λ−1

j ]− (
n
∑

i=1

λ−1
i )2

= n

n
∑

i=1

(λ−1
i )2 − (

n
∑

i=1

λ−1
i )2 ≥ 0,

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para u = (λ−1
1 , . . . , λ−1

n ) e

v = (1, . . . , 1). Então vale a igualdade, se e somente se, existe t ∈ R tal que

u = tv, isto é, se e somente se, todos os λi’s são iguais.

(b) Como H1, H2 > 0, então pelo ı́tem (a), temos H1 ≥ H
1

2

2 . Agora suponha

que H1 ≥ H
1

2

2 ≥ ... ≥ H
1

k

k para algum 2 ≤ k < r, então

H2
k ≥ Hk−1Hk+1 ≥ H

k−1

k

k Hk+1.

Agora dividindo por H
k−1

k

k , obtemos H
1

k

k ≥ H
1

k+1

k+1 . Segue diretamente das

desigualdades acima que se H
1

k

k = H
1

k+1

k+1 para algum 1 ≤ k < r, então

H2
k = Hk−1Hk+1 e pelo item (a), conclúımos que λ1 = ... = λn. �
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Caṕıtulo 4

O operador Lr de uma função

suporte

Nesse caṕıtulo vamos calcular o operador Lr de uma nova função su-

porte definida sobre uma hipersuperf́ıcie orientável Mn em uma forma espa-

cial Mn+1
c . Dado um campo de vetores V em Mn+1

c e uma imersão isométrica

ϕ : Mn # M
n+1

c , tal função suporte é definida sobre M por

g(p) = 〈V,N〉(x(p)),

onde N é um campo normal unitário definido sobre Mn. Além disso, identifi-

camos p ∈Mn com a sua imagem ϕ(p) ∈Mn+1

c .

Definição 4.1 Se D(M) é o conjunto das funções reais de classe C∞ sobre

M , definimos o operador Lr : D(M) → D(M) por

Lr(f) = tr(Pr ◦Hessf),

onde r ∈ {0, 1, . . . , n}.

Observação 4.1 Em particular, para r = 0, temos que

L0(f) = tr(P0 ◦Hessf) = tr(Hessf) = ∆f,

ou seja, L0(f) = ∆f .
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Lema 4.1 Sejam ϕ : Mn # M
n+1

uma imersão isométrica entre as variedades

Riemannianas Mn e M
n+1

, N um campo normal unitário a M e Y ∈ TM um

campo qualquer. Então em todos os pontos de M0, vale a igualdade

〈(DEi
Pr)Y,Ei〉 = Ei(Sr)〈Y,Ei〉 − Pr−1(Y )(λi) + 〈R(Ei, Pr−1Y )N,Ei〉

−λi〈(DEi
Pr−1Y,Ei)〉,

onde M0 e {E1, . . . , En} são como na Proposição 3.2, R é o tensor curvatura

de M e r ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

Demonstração: Fazendo uso das propriedades de derivação covariante de

tensores e da conexão Riemanniana D de M , temos que

(DEi
Pr)Y = (DEi

SrI)Y − (DEi
A ◦ Pr−1)Y, (4.1)

e também

(DEi
SrI)Y = DEi

(SrI(Y ))− SrI(DEi
Y )

= DEi
(SrY )− SrDEi

Y

= Ei(Sr)Y + SrDEi
Y − SrDEi

Y

= Ei(Sr)Y,

dáı obtemos

〈(DEi
SrI)Y,Ei〉 = Ei(Sr)〈Y,Ei〉. (4.2)

Por outro lado, note que

(DEi
A ◦ Pr−1)Y = DEi

A ◦ Pr−1(Y )− A ◦ Pr−1(DEi
Y ) (4.3)

e além disso

(DEi
A)Pr−1(Y ) = DEi

A ◦ Pr−1(Y )− A(DEi
Pr−1(Y )), (4.4)

então das igualdades (4.3) e (4.4), obtém-se

(DEi
A ◦ Pr−1)Y = (DEi

A)Pr−1(Y ) + A(DEi
Pr−1(Y ))− A ◦ Pr−1(DEi

Y )
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mas (DEi
Pr−1)Y = DEi

Pr−1(Y )− Pr−1(DEi
Y ), logo

(DEi
A ◦ Pr−1)Y = (DEi

A)Pr−1(Y ) + A((DEi
Pr−1)Y ),

e assim, temos

〈(DEi
A ◦ Pr−1)Y,Ei〉 = 〈(DEi

A)Pr−1(Y ), Ei〉+ 〈A((DEi
Pr−1)Y ), Ei〉

= 〈(DEi
A)Pr−1(Y ), Ei〉+ 〈(DEi

Pr−1)Y,A(Ei)〉

= 〈(DEi
A)Pr−1(Y ), Ei〉+ λi〈(DEi

Pr−1)Y,Ei〉,

isto é,

〈(DEi
A ◦ Pr−1)Y,Ei〉 = 〈(DEi

A)Pr−1(Y ), Ei〉+ λi〈(DEi
Pr−1)Y,Ei〉. (4.5)

Substituindo as igualdades (4.2) e (4.5) em (4.1), obtemos

〈(DEi
Pr)Y,Ei〉 = Ei(Sr)〈Y,Ei〉 − λi〈(DEi

Pr−1)Y,Ei〉

− 〈(DEi
A)Pr−1(Y ), Ei〉 (4.6)

e usando a equação de Codazzi, chegamos em

〈(DEi
A)Pr−1(Y ), Ei〉 = 〈(DPr−1(Y )A)Ei, Ei〉 − 〈R(Ei, Pr−1(Y ))N,Ei〉. (4.7)

Agora, observe que em todos os pontos de M0, tem-se que

(DPr−1(Y )A)Ei = DPr−1(Y )A(Ei)− A(DPr−1(Y )Ei)

= DPr−1(Y )(λiEi)− A(DPr−1(Y )Ei)

= Pr−1(Y )(λi)Ei + λiDPr−1(Y )Ei − A(DPr−1(Y )Ei),

no entanto, A é um operador auto-adjunto, portanto

〈(DPr−1(Y )A)Ei, Ei〉 = Pr−1(Y )(λi),

então substitúındo em (4.7), obtemos a igualdade

〈(DEi
A)Pr−1(Y ), Ei〉 = Pr−1Y (λi)− 〈R(Ei, Pr−1Y )N,Ei〉
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e finalmente, substituindo em (4.6), conclúımos que

〈(DEi
Pr)Y,Ei〉 = Ei(Sr)〈Y,Ei〉+ 〈R(Ei, Pr−1Y )N,Ei〉 − Pr−1Y (λi)

−λi〈(DEi
Pr−1)Y,Ei〉,

em todos os pontos de M0. �

Lema 4.2 Nas mesmas condições do lema acima, temos em todos os pontos

de M0, a igualdade

∇Sr =
r
∑

j=1

(−1)j−1

j
Sr−j∇αj, (4.8)

onde αj =
∑n

i=1 λ
j
i e r ∈ {1, 2, . . . , n}.

Demonstração: Faremos a prova por indução sobre r, então para r = 1,

temos que a igualdade (4.8) é claramente satisfeita. Agora suponha que a

mesma igualdade vale para k ∈ {1, . . . , r−1} e usando a identidade de Jacobi,

dada por

Sr =
1

r

r
∑

j=1

(−1)j−1αjSr−j, (4.9)

obtemos

∇Sr =
1

r

r−1
∑

j=1

(−1)j−1αj∇Sr−j +
1

r

r
∑

j=1

(−1)j−1Sr−j∇αj, (4.10)

vale observar que se j = r, temos Sr−j = S0 = 1 e com isso ∇Sr−j = 0.

Pela hipótese de indução, segue-se que

1

r

r−j
∑

j=1

(−1)j−1αj∇Sr−j =
1

r

r−1
∑

j=1

(−1)j−1αj

[

r−l
∑

k=1

(−1)k−1

k
Sr−j−k∇αk

]

=
1

r

r−1
∑

j=1

r−j
∑

k=1

(−1)j+k

k
αjSr−j−k∇αk,

reordenando os termos, obtemos

1

r

r−1
∑

j=1

(−1)j−1αj∇Sr−j =
1

r

r
∑

j=1

(−1)j−1

j
(r − j)Sr−j∇αj,
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então substituindo na igualdade (4.10), temos que

∇Sr =
1

r

r
∑

j=1

(−1)j−1

j
(r − j)Sr−l∇αj +

1

r

r
∑

j=1

(−1)j−1Sr−j∇αj

=
1

r

r
∑

j=1

(−1)j−1

(

r − j

j
+ 1

)

Sr−j∇αj

=
r
∑

j=1

(−1)j−1

j
Sr−j∇αj,

ou seja,

∇Sr =
r
∑

j=1

(−1)j−1

j
Sr−j∇αj,

como queŕıamos provar. �

Lema 4.3 Sejam ϕ : Mn # M
n+1

uma imersão isométrica entre as variedades

Riemannianas Mn e M
n+1

, N um campo normal unitário a M e Y ∈ TM um

campo qualquer, então vale a igualdade

tr[X 7→ (DXPr)Y ] =
n
∑

i=1

r
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i 〈R(Ei, Pr−jY )N,Ei〉,

onde {E1, . . . , En} é um referencial ortonormal como no Lema4.1, R é o tensor

curvatura de M e r ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

Demonstração: Inicialmente, provaremos por indução sobre r, que em todos

os pontos de M0, vale a igualdade

〈(DEi
Pr)Y,Ei〉 =

r
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i Ei(Sr−j+1)Yi +

r
∑

j=1

(−1)j

j
Pr−j(Y )

(

λ
j
i

)

+
r−1
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i 〈R(Ei, Pr−j(Y ))N,Ei〉,

onde Yi = 〈Y,Ei〉.

Usando o Lema 4.1, temos que a igualdade acima é válida para r = 1,

então suponha que a referida igualdade vale para r−1. Novamente pelo Lema
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4.1, obtemos

〈(DEi
Pr)Y,Ei〉 = Ei(Sr)Yi − Pr−1(Y )(λi) + 〈R(Ei, Pr−1(Y ))N,Ei〉

− λi〈(DEi
Pr−1)Y,Ei〉,

pela hipótese de indução, segue que

〈(DEi
Pr)Y,Ei〉 = Ei(Sr)Yi − Pr−1(Y )(λi) + 〈R(Ei, Pr−1Y )N,Ei〉

− λi

r−1
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i Ei(Sr−j)Yi

− λi

r−1
∑

j=1

(−1)j

j
Pr−j−1(Y )

(

λ
j
i

)

− λi

r−1
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i 〈R(Ei, Pr−j−1(Y ))N,Ei〉,

ou ainda

〈(DEi
Pr)Y,Ei〉 =

r
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i Ei(Sr−j+1)Yi +

r
∑

j=1

(−1)j

j
Pr−j(Y )

(

λ
j
i

)

+
r
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i 〈R(Ei, Pr−j(Y ))N,Ei〉. (4.11)

Usando a definição do traço, temos que

tr[X → (DXPr)Y ] =
n
∑

i=1

〈(DEi
Pr)Y,Ei〉,

então substituindo (4.11) na igualdade acima, obtém-se

tr[X → (DXPr)Y ] =
n
∑

i=1

r
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i Ei(Sr−j+1)Yi

+
n
∑

i=1

r
∑

j=1

(−1)j

j
Pr−j(Y )

(

λ
j
i

)

+
n
∑

i=1

r
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i 〈R(Ei, Pr−j(Y ))ξ, Ei〉, (4.12)

Como {E1, . . . , En} é um referencial ortonormal, podemos escrever

∇Sr+1−j =
n
∑

k=1

Ek(Sr+1−j)Ek,
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logo

〈∇Sr+1−j, Ei〉 =
n
∑

k=1

Ek(Sr+1−j)〈Ek, Ei〉

= Ei(Sr+1−j),

no entanto, escrevendo Y =
n
∑

l=1

YlEl, temos ainda

n
∑

i=1

r
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i Ei(Sr−j+1)Yi =

r
∑

j=1

(−1)j−1〈∇Sr+1−j, A
j−1Y 〉, (4.13)

onde usamos o fato de que Aj−1(Ei) = λ
j−1
i Ei.

Por outro lado, observe que

n
∑

i=1

r
∑

j=1

(−1)j

j
Pr−j(Y )(λj

i ) =
r
∑

j=1

n
∑

i=1

(−1)j

j
〈Pr−j(Y ),∇λj

i 〉

=
r
∑

j=1

(−1)j−1

〈

Pr−j(Y ),
1

j
∇
(

n
∑

i=1

λ
j
i

)〉

,

ou simplesmente,

n
∑

i=1

r
∑

j=1

(−1)j

j
Pr−j(Y )(λj

i ) =
r
∑

j=1

(−1)j−1

〈

Pr−j(Y ),
1

j
∇αj

〉

, (4.14)

onde αj =
n
∑

i=1

λ
j
i .

Substituindo as igualdades (4.13) e (4.14) em (4.12), segue-se que

tr[X → (DXPr)Y ] =
r
∑

j=1

(−1)j−1〈∇Sr−j+1, A
j−1Y 〉

+
r
∑

j=1

(−1)j

〈

Pr−j(Y ),
1

j
∇αj

〉

+
n
∑

i=1

r
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i 〈R(Ei, Pr−jY )N,Ei〉, (4.15)

mas usando a definição do tensor Pr, tem-se a expressão

Pr−j =

r−j+1
∑

k=1

(−1)k−1Sr−j−k+1A
k−1,
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então considerando as notações

T1 =
r
∑

j=1

(−1)j−1〈∇Sr−j+1, A
j−1Y 〉

e

T2 =
r
∑

j=1

(−1)j

〈

Pr−j(Y ),
1

j
∇αj

〉

,

obtemos

T2 =
r
∑

j=1

(−1)j

〈

r−j+1
∑

k=1

(−1)k−1Sr−j−k+1A
k−1(Y ),

1

j
∇αj

〉

=
r
∑

j=1

r−j+1
∑

k=1

(−1)j+k−1Sr−j−k+1

〈

Ak−1(Y ),
1

j
∇αj

〉

.

Fazendo uma mudança de ı́ndices, chegamos em

T2 =
r
∑

k=1

r−k+1
∑

j=1

(−1)j+k−1Sr−j−k+1

〈

Ak−1(Y ),
1

j
∇αj

〉

=
r
∑

k=1

(−1)k

〈

Ak−1(Y ),
r−k+1
∑

j=1

(−1)j−1

j
Sr−k−j+1∇αj

〉

,

então usando o Lema anterior, temos ainda

T2 =
r
∑

k=1

(−1)k
〈

Ak−1(Y ),∇Sr−k+1

〉

= −
r
∑

k=1

(−1)k−1
〈

∇Sr−k+1, A
k−1(Y )

〉

= −T1,

ou seja,

r
∑

j=1

(−1)j

〈

Pr−j(Y ),
1

j
∇αj

〉

= −
r
∑

j=1

(−1)j−1〈∇Sr−j+1, A
j−1Y 〉,

por fim, substituindo na igualdade (4.15), conclúımos que

tr[X 7→ (DXPr)Y ] =
n
∑

i=1

r
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i 〈R(Ei, Pr−jY )N,Ei〉,

em todos os pontos de M0 e por continuidade em todos os pontos de M , já

que M0 é denso em M . �
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Lema 4.4 SeM
n+1

é uma variedade Riemanniana de curvatura seccional con-

stante igual a c, então o tensor curvatura R de M satisfaz:

R(X, Y )Z = c[〈Z,X〉Y − 〈Z, Y 〉X], ∀X, Y, Z ∈ TM

Demonstração: Pode ser encontrada em [7, Lema 3.4].

A seguinte proposição foi demonstrada inicialmente por Rosenberg em [11].

Proposição 4.1 Se M é uma hipersuperf́ıcie em uma forma espacial Mn+1
c ,

então o operador Lr pode ser escrito na forma de divergente, ou seja, Lr(f) =

div(Pr∇f).

Demonstração: Inicialmente, temos que

div(Pr∇f) =
n
∑

i=1

〈DEi
(Pr∇f), Ei〉.

Como DEi
(Pr∇f) = (DEi

Pr)∇f + Pr(DEi
∇f), segue que

div(Pr∇f) =
n
∑

i=1

〈(DEi
Pr)∇f + Pr(DEi

∇f), Ei〉

=
n
∑

i=1

[〈(DEi
Pr)∇f, Ei〉+ 〈Pr(DEi

∇f), Ei〉]

=
n
∑

i=1

〈(DEi
Pr)∇f, Ei〉+

n
∑

i=1

〈Pr(DEi
∇f), Ei〉,

logo, obtemos a igualdade

div(Pr∇f) =
n
∑

i=1

〈(DEi
Pr)∇f, Ei〉+

n
∑

i=1

〈Pr(DEi
∇f), Ei〉. (4.16)

Por outro lado, temos

Lr(f) = tr(Pr ◦Hessf)

=
n
∑

i=1

〈Pr((Hessf)(Ei)), Ei〉
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e como (Hessf)(Ei) = DEi
∇f , segue que

Lr(f) =
n
∑

i=1

〈Pr(DEi
∇f), Ei〉. (4.17)

Substituindo (4.17) em (4.16), obtemos

div(Pr∇f) = Lr(f) +
n
∑

i=1

〈(Dei
Pr)∇f, ei〉

= Lr(f) + tr[(DXPr)∇f ],

ou seja,

div(Pr∇f) = Lr(f) + tr[(DXPr)∇f ]. (4.18)

Usando o Lema 4.3, obtemos a igualdade

tr[(DXPr)∇f ] =
n
∑

i=1

r
∑

j=1

(−1)j−1λ
j−1
i 〈R(Ei, Pr−j∇f)N,Ei〉, (4.19)

onde R é o tensor curvatura de Mn+1
c e N é um campo normal unitário a M .

Como Mn+1
c tem curvatura secional constante c, segue do Lema 4.17 que

R(Ei, Pr−j∇f)N = c[〈N,Ei〉Pr−j∇f)− 〈N,Pr−j∇f)〉Ei] = 0,

de maneira que

tr[(DXPr)∇f ] = 0.

Por fim, substituindo em (4.18), conclúımos que

Lr(f) = div(Pr∇f),

como queŕıamos provar. �
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Teorema 4.1 Seja ϕ : Mn # Mn+1
c uma imersão isométrica orientada com

um campo de vetores unitário normal N . Se V é um campo de vetores em

Mn+1
c e g = 〈V,N〉 representa a função suporte sobre Mn, então

Lr(g) = −(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)g − c(n− r)Srg

−1

2
(r + 1)Sr+1LN,N +

n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

Ei(Li,N)

−1

2

n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

N(Li,i)− 〈V,∇Sr+1〉,

onde LN,N = (LV 〈, 〉)(N,N), Li,i = (LV 〈, 〉)(Ei, Ei) e Li,N = (LV 〈, 〉)(Ei, N).

Demonstração: Dado p ∈ ϕ(Mn), sejam {E1(p), ..., En(p)} ⊂ TpM uma

base ortonormal que diagonaliza A em p e λ1, ..., λn os respectivos autovalores

associados. Denote também por por 〈, 〉 a métrica Riemanniana de Mn+1
c e

por {E1, ..., En} o referencial geodésico que estende a base acima para uma

vizihança de p em ϕ(Mn), com DNEi(p) = 0 e DEi
Ei(p) = λiN(p).

Nessas condições, temos que

EiEi(g) = Ei(Ei〈V,N〉)

= Ei(〈DEi
V,N〉) + 〈V,DEi

N〉)

= Ei〈DEi
V,N〉) + Ei〈V,DEi

N〉

= (〈DEi
DEi

V,N〉) + 2〈DEi
V,DEi

N〉) + (〈V,DEi
DEi

N〉),

ou seja,

EiEi(g) = 〈DEi
DEi

V,N〉+ 2〈DEi
V,DEi

N〉+ 〈V,DEi
DEi

N〉. (4.20)

Como DEi
N(p) = −A(Ei(p)) = −λiEi(p), temos

〈DEi
V,DEi

N〉(p) = −λi〈DEi
V,Ei〉(p) =

λi

2
Li,i(p), (4.21)

substituindo em (4.20), segue que

EiEi(g)(p) = 〈DEi
DEi

V,N〉(p) + 〈V,DEi
DEi

N〉(p)− λiLi,i(p). (4.22)
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Agora derivando a expressão Li,N = 〈DEi
V,N〉+ 〈Ei, DNV 〉 na direção de Ei,

obtemos

Ei(Li,N) = Ei〈DEi
V,N〉+ Ei〈Ei, DNV 〉

= 〈DEi
DEi

V,N〉+ 〈DEi
V,DEi

N〉+ 〈DEi
Ei, DNV 〉)

+ 〈Ei, DEi
DNV 〉,

usando (4.21), temos ainda

Ei(Li,N)(p) = 〈DEi
DEi

V,N〉(p)− λi

2
Li,i(p) + 〈DEi

Ei, DNV 〉(p)

+ 〈Ei, DEi
DNV 〉(p). (4.23)

Sabendo que {E1, ..., En} é um referencial geodésico em p, tal que DEi
Ei(p) =

λiN(p), logo

〈DEi
Ei, DNV 〉)(p) = λi〈N,DNV 〉)(p) =

λi

2
LN,N(p), (4.24)

substituindo (4.24) em (4.23), segue que

Ei(Li,N)(p) = 〈DEi
DEi

V,N〉(p)− λi

2
Li,i(p) +

λi

2
LN,N(p)

+ 〈Ei, DEi
DNV 〉(p), (4.25)

portanto

〈DEi
DEi

V,N〉(p) = Ei(Li,N)(p) +
λi

2
Li,i(p)−

λi

2
LN,N(p)

− 〈DEi
DNV,Ei〉(p). (4.26)

e como [N,Ei](p) = DNEi(p) − DEi
N(p) = −DEi

N(p) = λiEi(p), chegamos

na igualdade

〈D[N,Ei]V,Ei〉(p) = λi〈DEi
V,Ei〉(p) =

λi

2
Li,i(p). (4.27)

Derivando agora a expressão 〈DEi
V,Ei〉 =

1

2
Li,i com relação a N e aplicando

o resultado em p, obtemos

〈DNDEi
V,Ei〉(p) + 〈DEi

V,DNEi〉(p) =
1

2
N(Li,i)(p)
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e levando em consideração que DNEi = 0, conclúımos que

〈DNDEi
V,Ei〉(p) =

1

2
N(Li,i)(p). (4.28)

Pela definição do operador curvatura, temos que

〈R(N,Ei)V,Ei〉(p) = 〈DEi
DNV,Ei〉(p)− 〈DNDEi

V,Ei〉(p)

+ 〈D[N,Ei]V,Ei〉(p),

substituindo (4.26) e (4.27) na expressão anterior, obtém-se

〈R(N,Ei)V,Ei〉(p) = 〈DEi
DNV,Ei〉(p)−

1

2
N(Li,i)(p) +

λi

2
Li,i(p)

e dáı

〈DEi
DNV,Ei〉(p) = 〈R(N,Ei)V,Ei〉(p) +

1

2
N(Li,i)(p)−

λi

2
Li,i(p).

Agora substituindo a última expressão acima em (4.26), obtemos a igualdade

〈DEi
DEi

V,N〉(p) = Ei(Li,N)(p) + λiLi,i(p)−
λi

2
LN,N(p)

− 〈R(N,Ei)V,Ei〉(p)−
1

2
N(Li,i)(p),

a qual substitúıda em (4.22), implica em

EiEi(g)(p) = − 〈R(N,Ei)V,Ei〉(p) + 〈DEi
DEi

N, V 〉(p) + Ei(Li,N)(p)

− 1

2
N(Li,i)(p)−

λi

2
LN,N(p). (4.29)

Escrevendo V =
n
∑

j=1

vjEj + gN , onde vj = 〈V,Ej〉, temos que

〈DEi
DEi

N, V 〉 = 〈DEi
DEi

N,

n
∑

j=1

vjEj + gN〉,

ou ainda

〈DEi
DEi

N, V 〉 =
n
∑

j=1

vj〈DEi
DEi

N,Ej〉+ g〈DEi
DEi

N,N〉.
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Calculando a segunda derivada covariante de 〈N,N〉 na direção de Ei, obtemos

〈DEi
DEi

N,N〉+ 〈DEi
N,DEi

N〉 = 0

e assim

〈DEi
DEi

N,N〉(p) = −〈DEi
N,DEi

N〉 = −λ2
i . (4.30)

Aplicando o mesmo procedimento para 〈N,Ej〉, segue-se que

〈DEi
DEi

N,Ej〉(p) + 2〈DEi
N,DEi

Ej〉(p) + 〈N,DEi
DEi

Ej〉(p) = 0,

além disso, o fato do referencial ser geodésico em p nos dá

〈DEi
N,DEi

Ej〉(p) = 〈−λiEi, DEi
Ej〉(p)

= −λi〈Ei, N〉〈DEi
Ej, N〉(p) = 0.

Portanto

〈DEi
DEi

N,Ej〉(p) + 〈N,DEi
DEi

Ej〉(p) = 0,

ou ainda

〈DEi
DEi

N,Ej〉(p) = −〈DEi
DEi

Ej, N〉(p). (4.31)

Sabendo que [Ei, Ej](p) = 0, temos

DEi
Ej(p)−DEj

Ei(p) = 0

e assim

〈DEi
Ej, N〉(p) = 〈DEj

Ei, N〉(p),

então derivamos a expressão acima na direção de Ei, de modo que

〈DEi
DEi

Ej, N〉+ 〈DEi
Ej, DEi

N〉 = 〈DEi
DEj

Ei, N〉+ 〈DEj
Ei, DEi

N〉,
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mas como 〈DEi
Ej, DEi

N〉 = 〈DEj
Ei, DEi

N〉 = 0, logo

〈DEi
DEi

Ej, N〉 = 〈DEi
DEj

Ei, N〉,

consequentemente usando a igualdade (4.31), conclúımos que

−〈DEi
DEi

N,Ej〉(p) = 〈DEi
DEi

Ej, N〉(p) = 〈DEi
DEj

Ei, N〉(p).

Por outro lado, tem-se que

Ej〈DEi
Ei, N〉(p) = 〈DEj

DEi
Ei, N〉(p) + 〈DEi

Ei, DEj
N〉(p)

= 〈DEj
DEi

Ei, N〉(p),

usando novamente o tensor curvatura, obtemos

〈R(Ei, Ej)Ei, N〉(p) = 〈DEj
DEi

Ei, N〉(p)− 〈DEi
DEj

Ei, N〉(p)

+ 〈D[Ei,Ej ]Ei, N〉(p)

= 〈DEj
DEi

Ei, N〉(p)− 〈DEi
DEj

Ei, N〉(p)

= Ej〈DEi
Ei, N〉(p)− 〈DEi

Ei, DEj
N〉(p)

+ 〈DEi
DEi

N,Ej〉(p),

onde levamos em consideração o fato de que [Ei, Ej](p) = 0.

Como DEi
Ei(p) = λiN(p) e DEj

N = −λjEj, podemos escrever

〈R(Ei, Ej)Ei, N〉(p) = Ej〈DEi
Ei, N〉(p) + 〈DEi

DEi
N,Ej〉(p)

e assim

〈DEi
DEi

N,Ej〉(p) = 〈R(Ei, Ej)Ei, N〉(p)− Ej〈DEi
Ei, N〉(p). (4.32)

Dessa forma, lembrando a expressão anteriormente obtida, temos que

〈DEi
DEi

N, V 〉(p) =
n
∑

j=1

vj〈DEi
DEi

N,Ej〉(p) + g〈DEi
DEi

N,N〉(p)
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e substituindo (4.30) em (4.32), segue que

〈DEi
DEi

N, V 〉(p) =
n
∑

j=1

vj(〈R(Ei, Ej)Ei, N〉 − Ej〈DEi
Ei, N〉(p)− g(p)λ2

i

=
n
∑

j=1

vj〈R(Ei, Ej)Ei, N〉(p)−
n
∑

j=1

vjEj〈DEi
Ei, N〉(p)− g(p)λ2

i

= 〈R(Ei,

n
∑

j=1

vjEj)Ei, N〉(p)−
n
∑

j=1

vjEj〈DEi
Ei, N〉(p)− g(p)λ2

i

= 〈R(Ei, V − gN)Ei, N〉(p)−
n
∑

j=1

vjEj〈DEi
Ei, N〉(p)− g(p)λ2

i

= 〈R(Ei, V )Ei, N〉(p)− g(p)〈R(Ei, N)Ei, N〉(p)

−
n
∑

j=1

vjEj〈DEi
Ei, N〉(p)− g(p)λ2

i ,

mas Mn+1
c tem curvatura constante, logo 〈R(Ei, N)Ei, N〉(p) = c e assim

〈DEi
DEi

N, V 〉(p) = 〈R(Ei, V )Ei, N〉(p)− cg(p)

−
n
∑

j=1

vjEj〈DEi
Ei, N〉(p)− g(p)λ2

i .

Substituindo a expressão acima na igualdade (4.29), temos que

EiEi(g)(p) = Ei(Li,N)(p)− 1

2
N(Li,i)(p)−

λi

2
LN,N(p)− cg(p)

− g(p)λ2
i −

n
∑

j=1

vjEj〈DEi
Ei, N〉(p),

no entanto

〈DEi
Ei, N〉 = Ei〈Ei, N〉 − 〈Ei, DEi

N〉 = −〈Ei, DEi
N〉

= 〈−DEi
N,Ei〉 = 〈A(Ei), Ei〉

então substituindo na igualdade anterior, obtemos

EiEi(g)(p) = Ei(Li,N)(p)− 1

2
N(Li,i)(p)−

λi

2
LN,N(p)− cg(p)

− g(p)λ2
i −

n
∑

j=1

vjEj〈A(Ei), Ei〉, (4.33)
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vale observar também que

Lr(g)(p) = tr(Pr ◦Hessg)(p) =
n
∑

i=1

〈(Pr ◦Hessg)(Ei), Ei〉(p)

=
n
∑

i=1

〈DEi
∇g, Pr(Ei)〉(p) =

n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

〈DEi
∇g, Ei〉(p)

=
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

(Ei〈∇g, Ei〉 − 〈∇g,DEi
Ei〉)(p)

=
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

(Ei〈∇g, Ei〉 − 〈∇g, λiN〉)(p)

=
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

Ei〈∇g, Ei〉(p) =
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

EiEi(g)(p),

isto é,

Lr(g)(p) =
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

EiEi(g)(p).

Agora substituindo a igualdade (4.33) na expressão anterior, segue que

Lr(g)(p) =
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

Ei(Li,N)(p)− 1

2

n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

N(Li,i)(p)

− 1

2
LN,N(p)

n
∑

i=1

λi

∂Sr+1

∂λi

− g(p)
n
∑

i=1

λ2
i

∂Sr+1

∂λi

− cg(p)
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

−
n
∑

i,j=1

∂Sr+1

∂λi

vjEj〈A(Ei), Ei〉(p),

que pode ser reescrita da seguinte forma

Lr(g)(p) =
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

Ei(Li,N)(p)− 1

2

n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

N(Li,i)(p)

− 1

2
tr(APr)LN,N(p)− tr(A2Pr)g(p)

− c tr(Pr)g(p)−
n
∑

i,j=1

∂Sr+1

∂λi

vjEj〈A(Ei), Ei〉(p).

Fazendo uso dos ı́tens (b), (c) e (d) da Proposição 3.1, temos ainda
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Lr(g)(p) = −(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)g(p)− c(n− r)Srg(p)

− 1

2
(r + 1)Sr+1LN,N(p) +

n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

Ei(Li,N)(p)

− 1

2

n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

N(Li,i)(p)−
n
∑

i,j=1

∂Sr+1

∂λi

vjEj〈A(Ei), Ei〉(p),

mas por outro lado

n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

Ej〈A(Ei), Ei〉 =
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

〈(DEj
A)(Ei), Ei〉

=
n
∑

i=1

〈(DEj
A)(Ei), Pr(Ei)〉

=
n
∑

i=1

〈(Pr ◦DEj
A)(Ei), Ei〉

= tr(Pr ◦DEj
A)

e usando a Proposição (3.2), temos

n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

Ej〈A(Ei), Ei〉 = 〈Ej,∇Sr+1〉,

então, multiplicando por vj e depois somando em j, segue que

n
∑

i,j=1

∂Sr+1

∂λi

vjEj〈A(Ei), Ei〉 =
n
∑

j=1

vj〈Ej,∇Sr+1〉 = 〈V,∇Sr+1〉,

dáı obtemos

Lr(g)(p) = −(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)g(p)− c(n− r)Srg(p)

−1

2
(r + 1)Sr+1LN,N(p) +

n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

Ei(Li,N)(p)

−1

2

n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

N(Li,i)(p)− 〈V,∇Sr+1〉(p).

como queŕıamos provar. �
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Corolário 4.1 Nas mesmas condições do teorema anterior, se em particular

V é um campo de vetores conforme, então

Lr(g) = − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)g − c(n− r)Srg − (n− r)SrN(ψ)

− (r + 1)Sr+1ψ − 〈V,∇Sr+1〉,

onde ψ, a qual identificamos com ψ ◦ ϕ, é o fator conforme de V.

Demonstração: Sendo V um campo de vetores conforme, temos LN,N =

Li,i = 2ψ e Li,N = 0. Usando o Teorema 4.1, obtemos

Lr(g) = − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)g − c(n− r)Srg

− (r + 1)Sr+1ψ −N(ψ)
n
∑

i=1

∂Sr+1

∂λi

− 〈V,∇Sr+1〉,

ou ainda

Lr(g) = − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)g − c(n− r)Srg − (r + 1)Sr+1ψ

− tr(Pr)N(ψ)− 〈V,∇Sr+1〉.

Finalmente usando o ı́tem (b) da Proposição 3.1, temos que

Lr(g) = − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)g − c(n− r)Srg − (n− r)SrN(ψ)

− (r + 1)Sr+1ψ − 〈V,∇Sr+1〉,

como queŕıamos provar. �

Corolário 4.2 Nas mesmas condições do corolário anterior, se V é um campo

de Killing, então

Lr(g) = − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)g − c(n− r)Srg − 〈V,∇Sr+1〉

Demonstração: Sendo V um campo de Killing, em particular V é um campo

conforme com fator conforme ψ ≡ 0, portanto do corolário anterior segue o

resultado. �
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Lema 4.5 Seja ϕ : Mn # M
n+1

uma imersão isométrica orientada, com um

campo de vetores unitário normal N, e V é um campo de vetores conforme

sobre M
n+1

, cujo fator conforme é ψ. Então

div(Pr(V
T )) = 〈div(Pr), V 〉+ cr(ψHr + 〈V,N〉Hr+1),

onde cr = (n− r)

(

n

r

)

e div(Pr) =
n
∑

i=1

(DEi
Pr)(Ei) por definição.

Demonstração: Pode ser encontrada em [1, Igualdade (8.4)].

Lema 4.6 Se o espaço ambiente M tem curvatura seccional constante, então

as transformações de Newton satisfazem div(Pr) = 0 para cada r.

Demonstração: Pode ser encontrada em [1, Corolário 3.2].

Lema 4.7 Seja ϕ : Mn # Mn+1
c uma imersão isométrica orientada com

campo de vetores unitários normal N . Se V é um campo de vetores con-

forme sobre Mn+1
c com fator conforme ψ e g = 〈V,N〉 representa a função

suporte sobre Mn, então vale

div(Pr(V
T )) = (n− r)Srψ + (r + 1)Sr+1g.

Demonstração: Usando os Lemas 4.5 e 4.6, obtemos

div(PrV
T ) = cr(ψHr + 〈V,N〉Hr+1)

= (n− r)

(

n

r

)

ψHr + (n− r)

(

n

r

)

gHr+1

= (n− r)ψSr + (r + 1)Sr+1g,

como queŕıamos demonstrar. �
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Corolário 4.3 Seja ϕ : Mn # Mn+1
c uma imersão isométrica de uma var-

iedade orientada Mn com Sr+1 constante. Se V = s(ρ)∇ρ, g = 〈V,N〉 e

W = (n − r − 1)Pr∇g + (r + 1)Pr+1(V
T ), onde N é um campo normal de

vetores unitário em Mn e ρ é a distância sobre Mn+1
c para um ponto fixado

p0, então

div(W ) = −n(r + 2)

(

n

r + 2

)

(H1Hr+1 −Hr+2)g.

Demonstração: Primeiro observe que V = s(ρ)∇ρ é um campo de vetores

conforme, cujo fator conforme é dado por ψ = s′(ρ), além disso N(ψ) = −cg.
Por outro lado, usando o Corolário 4.1, temos que

Lr(g) = −(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)g − c(n− r)Srg + c(n− r)Srg

−(r + 1)Sr+1s
′(ρ)− 〈V,∇Sr+1〉,

ou ainda

Lr(g) = −(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)g − (r + 1)Sr+1s
′(ρ),

uma vez que Sr+1 é constante.

Pela Proposição 4.1, temos Lr(g) = div(Pr∇g). Dáı concluimos que

div(Pr∇g) = −(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)g − (r + 1)Sr+1s
′(ρ). (4.34)

Agora usando o Lema 4.7, obtemos

div(Pr+1(V
T )) = (n− r − 1)Sr+1s

′(d) + (r + 2)Sr+2g, (4.35)

de maneira que

div(W ) = (n− r − 1)div(Pr∇g) + (r + 1)div(Pr+1(V
T ))

= (n− r − 1)[−(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)g − (r + 1)Sr+1s
′(d)]

+ (r + 1)[(n− r − 1)Sr+1s
′(d) + (r + 2)Sr+2g]

= −(n− r − 1)S1Sr+1g + (n− r − 1)(r + 2)Sr+2g

− (n− r − 1)(r + 1)Sr+1s
′(d) + (n− r − 1)(r + 1)Sr+1s

′(d)

+ (r + 1)(r + 2)Sr+2g

= −(n− r − 1)S1Sr+1g + n(r + 2)Sr+2g,
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ou seja,

div(W ) = −(n− r − 1)S1Sr+1g + n(r + 2)Sr+2g.

Como S1 = nH1, Sr+1 =
(

n

r+1

)

Hr+1 e Sr+2 =
(

n

r+2

)

Hr+2, conclúımos

div(W ) = −n(r + 2)

(

n

r + 2

)

(H1Hr+1 −Hr+2)g,

como queŕıamos provar. �
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Caṕıtulo 5

Gráficos Radiais Compactos

Por um gráfico radial compacto diferenciável Σn ⊂ R
n+1, entendemos como

sendo um gráfico de uma função diferenciável, cujo domı́nio é uma esfera S
n(r)

de raio r > 0. A construção desse tipo de gráfico é feita da seguine forma:

fixamos um ponto p0 ∈ R
n+1, chamado origem, o qual coincide com o centro

da esfera, então para cada direção v ∈ Tp0
R

n+1 ∼= R
n+1, consideramos um

ponto p(v) ∈ Σn que corresponde ao ponto final de um segmento não trivial

de geodésica de R
n+1, partindo de p0 na direção de v. Esse tipo de gráfico é

também chamado de hipersuperf́ıcie estrelada diferenciável do espaço Euclid-

iano R
n+1.

Uma construção similar é dada para um gráfico radial compacto Σn ⊂ S
n+1.

De fato, fixamos um ponto p0 ∈ S
n+1 e para cada direção v ∈ Tp0

S
n+1 conside-

ramos um ponto p(v) ∈ Σn que corresponde ao ponto final de um segmento de

geodésica sobre S
n+1, partindo de p0 na direção de v.

Consideremos Σn ⊂ R
n+1 um gráfico radial compacto diferenciável, cujo

domı́nio é uma esfera euclidiana S
n(r) de raio r > 0. Em seguida, indro-

duzamos coordenadas locais u = (u1, ..., un) sobre S
n(r) e sejam X(u) e Y (u)

parametrizações de S
n(r) e Σn, respectivamente. Fazendo σ(u) = |Y (u)| > 0,

segue que Y = σX.
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Agora seja f : Σn → R a função definida por f(Y ) = 〈Y,NY 〉, onde NY é

o campo unitário normal a Σn. Sabendo que Y = σX, temos Yi = σXi + σiX

e dáı, obtemos

f(Y ) =

〈

σX,
Y1 ∧ . . . ∧ Yn

|Y1 ∧ . . . ∧ Yn|

〉

=

〈

σX,
(σX1) ∧ . . . ∧ (σXn)

|Y1 ∧ . . . ∧ Yn|

〉

= σn+1

〈

X,
X1 ∧ . . . ∧Xn

|Y1 ∧ . . . ∧ Yn|

〉

=
σn+1

|Y1 ∧ . . . ∧ Yn|
〈X,X1 ∧ . . . ∧Xn〉

=
σn+1

|Y1 ∧ . . . ∧ Yn|
〈X, |X1 ∧ . . . ∧Xn|NX〉

= σn+1 |X1 ∧ . . . ∧Xn|
|Y1 ∧ . . . ∧ Yn|

〈X,NX〉 ,

considerando o campo unitário normal NX = −1

r
X de S

n(r), com o qual a

curvatura média de S
n(r) é positiva, temos que:

f(Y ) = σn+1 |X1 ∧ . . . ∧Xn|
|Y1 ∧ . . . ∧ Yn|

〈

X,−1

r
X

〉

= −σ
n+1

r

|X1 ∧ . . . ∧Xn|
|Y1 ∧ . . . ∧ Yn|

r2

= −rσn+1 |X1 ∧ . . . ∧Xn|
|Y1 ∧ . . . ∧ Yn|

< 0 (5.1)

Finalmente, dado um gráfico radial diferenciável e compacto Σn ⊂ S
n+1

como acima, suponha que Σn ⊂ S
n+1\{p0,−p0} e sejam π : S

n+1\{p0} → R
n+1

a projeção estereográfica e VSn+1 o campo de vetores-posição com base no ponto

p0 em S
n+1, vale ressaltar que no Lema a seguir, NY é como no caso de gráficos

radiais sobre S
n+1 em R

n+1.

Lema 5.1 Considerando as condições acima, a função g = 〈VSn+1 , NY 〉 tem

um sinal bem definido.
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Demonstração: Se X e Y são parametrizações de S
n(r) e Σn, respectiva-

mente, então π(X) é uma parametrização de uma esfera em R
n+1, enquanto

π(Y ) é uma parametrização de um gráfico radial diferenciável sobre π(X) em

R
n+1.

Sabendo que π é uma aplicação conforme, existe eφ ∈ D(Σn), satisfazendo

〈dπ(VSn+1), dπ(NY )〉 = e2φ〈VSn+1 , NY 〉,

mais geralmente, como dπ preserva ângulos e é um difeomorfismo, existem

funções cont́ınuas g1, g2 : π(Y ) → R, ambas positivas ou ambas negativas, tais

que dπ(VSn+1) = g1VRn+1 e dπ(NY ) = g2Nπ(Y ). Portanto, segue da desigualdade

(5.1) que

e2φ〈VSn+1 , NY 〉 = 〈dπ(VSn+1), dπ(NY )〉

= 〈g1VRn+1 , g2Nπ(Y )〉 > 0

= g1g2〈VRn+1 , Nπ(Y )〉 > 0 (ou < 0),

implicando que g = 〈VSn+1 , NY 〉 tem sinal bem definido. �

Teorema 5.1 Se Σn ⊂ R
n+1 é uma hipersuperf́ıcie estrelada diferenciável

compacta com S2 constante e positiva, então Σn é totalmente umb́ılica.

Demonstração: Fazendo r = 1 no Corolário 4.3, temos que

div(W ) = −3n

(

n

3

)

(H1H2 −H3)g, (5.2)

por outro lado, como ∂Σ = ∅, o Teorema da Divergência nos dá

∫

Σn

div(W ) = 0, (5.3)

segue então que

∫

Σn

(H1H2 −H3)gdΣ = 0. (5.4)

62



Como S1 =
∑n

i=1 λi, temos

S2
1 =

(

n
∑

i=1

λi

)2

=
n
∑

i=1

λ2
i + 2

∑

i1<i2

λi1λi2 = |A|2 + 2S2,

dáı conclúımos que H2
1 > 0.

Sabendo que H0 = S0 = 1, então segue da Proposição 3.3 que

H2
1 −H0H2 = H2

1 −H2 > 0

e também

−H1H3 ≤ −H2
2 ,

dáı obtemos

H1(H1H2 −H3) ≥ H2(H
2
1 −H2) ≥ 0 (5.5)

Observe que g tem sinal bem definido pelo Lema 5.1, então usando as igual-

dades (5.4) e (5.5), juntamente com o fato de que S1 > 0, obtemos

H1H2 −H3 = 0.

Segue então da desigualdade (5.5) que H2
1 − H2 = 0 e usando novamente a

Proposição 3.3 conclúımos que Σn é totalmente umb́ılica. �

Para finalizar o trabalho, mostraremos o seguinte resultado.

Teorema 5.2 Seja Σn ⊂ S
n+1 uma hipersuperf́ıcie diferenciável estrelada

mı́nima e compacta. Então Σn é totalmente geodésica.

Demonstração: Fazendo r = 1 no Lema 4.7, temos que

div(P1(V
T )) = (n− 1)S1ψ + 2S2g = 2S2g, (5.6)

uma vez que Σn é mı́nima. Portanto
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∫

Σ

S2gdΣ =
1

2

∫

Σ

div(P1(V
T ))dΣ = 0.

Sendo S1 = 0, temos 2S2 = −|A|2 e como g não muda de sinal, segue que

S1 = S2 = 0, logo |A|2 = 0 e Σn é totalmente geodésica. �
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[4] BARROS, A.; SOUSA, P. An extension of Jellett’s theorem. Bull. Sc.

Math., v. 133, n. 2, p. 190-197, 2009.

[5] ......................................... . Compact graphs over a sphere of constant se-

cond order mean curvature. Proc. Amer. Math. Soc., v. 137, n. 9, p.

3105-3114, 2009.

[6] CAMINHA, A. Sobre hipersuperf́ıcies em espaços de curvatura seccional
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