UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
CURSO DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

MESTRADO EM MATEMATICA

JOAO FRANCISCO DA SILVA FILHO

GRAFICOS COMPACTOS COM
CURVATURA MEDIA DE SEGUNDA ORDEM

CONSTANTE SOBRE A ESFERA

FORTALEZA - CE
2009



JOAO FRANCISCO DA SILVA FILHO

GRAFICOS COMPACTOS COM
CURVATURA MEDIA DE SECUNDA ORDEM

CONSTANTE SOBRE A ESFERA

Dissertacao submetida a Coordenacao do
Curso de Pés-Graduagao em Matematica da
Universidade Federal do Ceara, como re-
quisito parcial para a obtencao do Grau de

Mestre em Matematica.

Area de Concentracao: Geometria Diferencial

Orientador: Prof. Dr. Abdénago Alves de

Barros

FORTALEZA - CE
2009



Silva Filho, Joao Francisco da
S58¢g Graficos compactos com curvatura média de segunda ordem
constante sobre a esfera / Jodo Francisco da Silva Filho - For-
taleza, 2009.
66 f.

Orientador: Prof. Dr. Abdénago Alves de Barros
Dissertacao(Mestrado) - Universidade Federal do Cear4,
Depto de Matematica, Fortaleza, 2009.

1 - Geometria Diferencial

CDD 516.36




Em memoéria do meu pai Joao Francisco.



Agradecimentos

Inicialmente, agradego a Deus por ter me dado forca para superar mais
esse desafio. Agradeco a minha mae Maria de Nazareth e minhas irmas Paula

e Poliana pelo apoio e incentivo dado ao longo dessa caminhada.

Ao meu orientador Professor Abdénago Alves de Barros por ter aceitado
me orientar, pelos conselhos, ensinamentos, pela paciéncia e prestatividade

que teve durante o desenvolvimento desse trabalho.

Aos professores Antonio Caminha Muniz Neto e José Nelson Bastos Bar-
bosa por terem aceitado o convite de participar da banca examinadora e pelas

contribuigoes dadas a esse trabalho através das sugestoes e corregoes.

Aos meus professores da Universidade Regional do Cariri, Mario de Assis
Oliveira, Liane Mendes Feitosa Soares e Carlos Humberto Soares Junior, pela
amizade, pelos conselhos, apoio e incentivo que me deram durante e apds a

Graduagao.

Agradeco aos grandes amigos, André Luiz, Maria Claudia e Robério Gutem-
berg pela amizade e pelo apoio dado mesmo estando longe. Aos amigos de
turma da Graduacao, Allan Oliveira, Lucié Macedo, Maria Auxiliadora, Sa-

brina Alves e Tiago da Silva.

Aos amigos Damiao Junio, Flavio Franca e Jocel Faustino pelo apoio du-

rante o Curso de Verao dos anos de 2006 e 2007.

Aos amigos Aurineide Fonseca, Flavio Franca e Marco Antonio, princi-
palmente pelo apoio e pelos conselhos no momento mais dificil que enfrentei

durante essa caminhada.



Aos amigos que contribuiram direta ou indiretamente com a realizacao e
apresentacao desse trabalho, Adam Oliveira, Damiao Junio, Halyson Baltazar,
Kelton Silva, Marco Antonio e Nazareno Gomes, através de dicas, sugestoes e

indicacao de fonte de pesquisa.

Aos demais amigos caririenses do Mestrado e Doutorado e aos outros ami-

gos que fiz aqui na UFC durante esses dois anos de caminhada.

Nao poderia deixar de agradecer a secretaria Andréa Costa Dantas pela de-
licadeza e paciéncia mesmo quando estava tao atarefada, sempre se mostrando

disposta a ajudar.

Ao CNPQ pelo apoio financeiro.



Resumo

O objetivo dessa Dissertacao é apresentar uma formula para o operador
L.(g) = div(P,Vg) de uma nova fungao suporte g, definida sobre uma hiper-
superficie M™ em uma forma espacial Riemanniana M”™! bem como mostrar
que uma hipersuperficie diferencidvel estrelada compacta 3", com segunda
funcao simétrica S, constante positiva na esfera Euclidiana S"™!, deve ser
uma esfera geodésica S"(p). Isso generaliza um resultado obtido por Jellett [9]

em 1853 para tais tipos de superficies no espaco Euclidiano R3.

Palavras chave: Funcao suporte; Grafico radial; Curvatura média constante.



Abstract

The purpose of this dissertation is to desire a formula for the operator
L,(g) = div(P.Vg) of a new support function g, defined over a hypersurface
M™ in a Riemannian space form M"™! and to show that a compact smooth
starshaped hypersurface " in the Euclidean sphere S**!, whose second sym-
metric function Sy is positive and constant must be a geodesic sphere S™(p).
This generalizes a result obtained by Jellett [9] in 1853 for such surfaces in the

Euclidean space R3.

Keywords: Support function; Radial graph; Constant mean curvature.
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Introducao

Os resutados centrais aqui apresentados, foram obtidos por A. Barros e P.
Souza e estdo presentes no artigo [5], o qual foi a principal referéncia dessa
dissertagao. Esse trabalho encontra-se dividido nos seguintes capitulos: Pre-
liminares, Campos de Vetores Conformes, As r-ésimas curvaturas médias, O

operador L, de uma funcao suporte e Graficos radiais compactos.

O primeiro capitulo traz as preliminares, onde introduzimos as principais
notagoes, apresentamos defini¢oes e resultados importantes a serem utilizados
nos demais capitulos. Nesse momento, definimos alguns operadores, tais como
gradiente, divergente, laplaciano, hessiano e traco. Apresentamos também
um pouco sobre imersoes isométricas entre variedades Riemannianas, segunda

forma fundamental e equagoes fundamentais de uma imersao isométrica.

O segundo capitulo destaca os campos de vetores conformes, apresentando
defini¢oes, exemplos e um resultado envolvendo derivada de Lie em relacao ao
tensor métrica de uma variedade Riemanniana M. O terceiro capitulo trata
das fungoes simétricas S, associadas ao operador de Weingarten A, as r-ésimas

funcoes de curvatura média H, e os tensores de Newton P,.

O quarto capitulo apresenta um dos principais resultados do trabalho, o
qual fornece uma férmula para o operador L,(g) = div(P.Vg) de uma nova
funcao suporte g definida sobre uma hipersuperficie M"™ em uma forma espa-

cial Riemanniana M bem como aplicagoes desse resultado.

Por fim, o ultimo capitulo trata de graficos radiais e apresenta o resultado
central desse trabalho, o qual mostra que uma hipersuperficie diferenciavel es-
trelada compacta X" na esfera Euclidiana S"*!, cuja segunda funcao simétrica

Sy é constante e positiva, deve ser uma esfera geodésica S"(p).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Nesse trabalho vamos considerar M™ uma variedade Riemanniana de di-
mensao n e classe C*°, D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas
em M, X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e D a
conexao Riemanniana de M. Se p € M entao T, M denotara o espago tangente

aMempeTM o fibrado tangente de M.

Agora vamos introduzir algumas defini¢oes e apresentar alguns resultados

que serao utilizados no decorrer do trabalho.

Definigao 1.1 O gradiente de f € D(M), denotado por Vf, é o campo de

vetores em M, definido pela seguinte condigao:

(V£,X)=X(f), VXeTM.

Decorrem da definicao de gradiente, as propriedades

L. V(f+g9)=Vf+Vg,
2. V(fg) = fVg+gVf,

para quaisquer f,g € D(M).
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Definicao 1.2 O divergente de X € TM é a funcao divX : M — R, definida

por
divX (p) = tr[Y(p) — (Dy X)(p)],

onde tr denota o trago da aplicacao.

Decorrem da definicao de divergente, as propriedades

1. div(X +Y) = divX + divY,
2. div(fX) = fdivX + (Vf, X),

para quaisquer X,Y € TM e qualquer f € D(M).

Teorema 1.1 (Teorema da Divergéncia) Sejam M uma variedade Riemanni-

ana compacta com bordo e X € C*(M), entao

/ divX dM = (X,n) ds,
M oM

onde 7 é o campo unitario normal a M apontando para o exterior de M.

Demonstragao: Pode ser encontrada em [10].

Definicao 1.3 O Laplaciano de f € D(M) é o operador A : D(M) — D(M)
definido por:
Af =div(Vf).

Usando as propriedades do gradiente e divergente, temos

1. A(f+g) = Af + Ag,
2. A(fg) = fAg+ gAf+2(Vf,Vg),

para quaisquer f,g € D(M).

12



Observacao 1.1 (Referencial mével) Seja M™ uma variedade Riemanniana de
dimensao n e p € M. Entao existe uma vizinhanca U C M de p e n campos

de vetores linearmente independentes E, ..., E, € X(U) ortonormais.

Proposicao 1.1 Se {Fi,...,E,} é um referencial ortonormal local em M,

entao

Vf=>_ Ei(f)E:
=1

n
Demonstragao: Escrevendo V f = Z a; F;, temos que
i=1

Ei(f) =(V[f.Ej) = <ZazEzEj> = a;

i=1

e assim
n

Proposigao 1.2 Se X =" | X;E;, onde {Ey, ..., E,} é um referencial local

em M, entao

divX = i(Ei(Xi) — (Dp. B, X)).

Demonstragao: Usando a definicao, temos

divX = > (DpX, E)

=1

= i [(EZ(X])EJ,EZ> + <XjDEiEj’ EZ)]

ij=1

e como (E;, E;) = 0;j, tem-se que

0 = Ei(E;, Ej) = (Dg, B, Ej) + (B, D, Ej),
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ou seja,

Dai, obtemos

divX = ZEz(Xz) - Z X;(Dg, Ei, Ej)

Defini¢ao 1.4 Definimos o hessiano de f € D(M) em p € M como sendo o
operador linear Hessf : T,M — T,,M, dado por:

(Hessf)Y = Dy (Vf), VY e€TM.

Observagao 1.2 : Prova-se que Af = tr(Hessf).

Observagao 1.3 : Podemos considerar o hessiano de f como um tensor tal

que para cada par de campos X,Y € T'M, temos

(hessf)(X,Y) = ((Hessf)(X),Y).

Definicao 1.5 Definimos a curvatura R de uma variedade Riemanniana M,

como sendo uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma

aplicacdo R(X,Y) : X(M) — X (M), dada por
R(X,Y)Z = DyDxZ — DxDyZ + Dix 2,

onde Z € X(M) e D denota a conexao Riemanniana de M.
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1.2 Imersoes Isométricas

Seja ¢ : M" — M"™ uma imersdo de uma variedade diferencidvel M
de dimensdo n em uma variedade Riemanniana M de dimensdo n + m, isto
¢, dado p € M™ temos que dy, : T,M — T¢(p)ﬂ é injetiva. A métrica Rie-
manniana de M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana em M:
se vy, v € TyM, define-se (vy,v2), = (dp,(v1), dy(v2))p(p)- Nessas condigoes,

dizemos que ¢ é uma imersao isométrica de M em M.

1.2.1 A segunda forma fundamental

Seja ¢ : M" — M uma imersio. Dado p € M, existe um aberto
U C M contendo p tal que ¢(U) C M é uma subvariedade mergulhada de M.
Isto quer dizer que existem uma vizinhanca U C M de o(p) e um difeomor-
fismo ¢ : U C M — V C R™™ em uma aberto V de R*™, tal que ¢ aplica
difeomorficamente ¢(U) N U em um aberto do subespaco R" x {0} C R*+™.

Para simplificar a notacao, identificamos U com ¢(U) e cada vetor v €
T,M, q € U, com dp,(v) € TW(Q)M. Usaremos tais identificagoes para esten-
der, por exemplo, um campo local (isto é, definido em U) de vetores de M a
um campo local (isto é, definido em U) de vetores em M; se U é suficiente-
mente pequeno, tal extensao é sempre possivel, como se vé facilmente usando

o difeomorfismo ¢.

Para cada p € M, o produto interno em 7, pM decompoe TpM na soma

direta
TPM = TpM & (TpM)L7

onde (T,M)* ¢é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Se v € T,M,

p € M, podemos escrever

v=0v"+oN, T eT,M, o e (T,M)*,
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N

onde vT é denominada a componente tangencial de v e vV a componente normal

de v. Essa decomposicao é evidentemente diferencidvel no sentido que as

aplicacoes de TM em TM dadas por
(p.v) = (p,0") e (p,v) = (p,v")
sao diferenciaveis.
Denotando a conexao Riemanniana de M por D, se X e Y sdo campos
locais de vetores em M e X,Y sdo extensdes locais a M, definimos

DxY = (DxY)".

Observacao 1.4 : Prova-se que D é a conexao Riemanniana relativa a métrica

induzida de M por .

Queremos definir a segunda forma fundamental da imersao ¢ : M — M.
Para isto convém introduzir previamente a seguinte definicao. Se X,Y sao

campos locais em M, entao
B(X,Y) = DY — DxY

é um campo local em M normal a M. Além disso, B(X,Y) ndo depende das

extensdes X,Y. Com efeito, se X; é uma outra extensdo de X, teremos
(DxY — DxY) — (Dx,Y —VxY)=Dx_x,Y,

que se anula em M, pois X — X; = 0 em M. Por outro lado, se Y é outra

extensao de Y, entao
(DY — DxY)— (DY, — DxY)=Dx(Y —Y;) =0,

pois Y — Y, = 0 ao longo de uma trajetéria de X. Portanto B(X,Y) estd
bem definida.
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Observacao 1.5 No que se segue, indicaremos por X (U)t os campos difer-

enciaveis em U de vetores normais a p(U) ~ U.

Proposigao 1.3 Se X,Y € X(U), a aplicacdo B : X(U) x X(U) — X(U)*+
dada por
B(X,Y) = DY — DxY

é bilinear e simétrica.

Demonstracgao: Usando propriedades de linearidade de uma conexao, conclui-
se imediatamente que B ¢ aditiva em X e Y e que B(fX,Y) = fB(X,Y),
f € D(U). Falta mostrar que B(X, fY) = fB(X,Y), f € D(U). Indicando
por 7 uma extensao de f a U, teremos
B(X,fY) = Dx(fY)— Dx(fY)
= [DxY — fDxY + X(f)Y = X(f)Y-

Sabendo que em M, f = f e X(f) = X(f), entdo as duas tltimas parcelas se
anulam, donde B(X, fY) = fB(X,Y), isto é, B é bilinear. Para mostrar que

B é simétrica, utilizaremos a simetria da conexao Riemanniana, obtendo

B(X,Y)=DxY — DxY = D+X +[X,Y] - VyX — [X,Y],

no entanto [X,Y] = [X,Y] em M, segue entao que B(X,Y) = B(Y,X). O

Observagao 1.6 Como B ¢ bilinear, exprimindo B em um sistema de coor-
denadas, pode-se concluir que o valor de B(X,Y')(p) depende apenas de X (p)
e Y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental, entao seja p € M e

n € (T,M)*. A aplicacdo H, : T,M x T,M — R dada por
Hy(z,y) = (B(z,y),n),  xy€T,M,

¢é pela Proposicao 1.3, uma forma bilinear simétrica.

17



Definicao 1.6 A forma quadratica /1, definida em 7T,M por

11 (z) = Hy(z, 7)

¢ chamada a segunda forma fundamental de ¢ em p segundo o vetor normal 7.

Observacao 1.7 As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fun-
damental para designar a aplicagao B que em cada p € M é uma aplicacao

bilinear, simétrica, tomando valores em (7,M)=.

Observe que a aplicacao bilinear H, fica associada a uma aplicagao linear
auto-adjunta A, : T,M — T,M, chamada operador de Weingarten, definida

por

<A77(x)ay> = Hﬂ<x>y) = <B($ay)a77>'

Proposicao 1.4 Sejap € M,z € T,M e n € (T,M)*. Seja N uma extensio

local de 7 normal a M, entao

Demonstracao: Seja y € T,M ¢ X,Y extensoes locais de z,y, respectiva-

mente, e tangentes a M. Entao

(Ay(@),y) = (B(X,Y)(p),N) = (DxY — DxY,N)(p)
= (DxY,N)(p) = —(Y. DxN)(p) = (~D.N,y),

para todo y € T,M, onde usamos que (N,Y) = 0. O

Agora sejam K e K as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente,
definidas por

(REYIXY)
BXY) = REIVE = .7

18



7T . (EETEY)
’ XY = (X, Y)?

onde R e R denotam as curvaturas de M e M.

Teorema 1.2 (Gauss) Sejam p € M e z,y vetores ortonormais de 7, M, entao

Demonstragao: Pode ser encontrada em [7].

Defini¢do 1.7 Uma imersio ¢ : M — M é geodésica em p € M, se para todo
n € (I,M)* a segunda forma fundamental /1, é identicamente nula em p. A

imersao ¢ ¢ totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p € M.

Proposicdo 1.5 Uma imersdo ¢ : M — M é geodésica em p € M se, e

somente se, toda geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.

Demonstracao: Sejam v(0) = p e 7/(0) = x. Sejam N uma extensao local,
normal a M, de um vetor normal 7 em p e X uma extensao local, tangente a

M, de ~/(t). Como (X, N) = 0, obteremos em p,

Hy(v,x) = (A(x),2) = —(DxN,X)
= —X(N,X)+ (N,DxX) = (N,DxX),
decorre dai que ¢ ¢ geodésica em p se, e somente se, para todo x € T,M, a
geodésica  de M que é tangente a x em p satisfaz a condicio: Dx X (p) ndo

tem componente normal. Portanto, ¢ é geodésica em p se, e somente se, toda

geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p. U
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Definicao 1.8 Uma imersio ¢ : M — M é minima se para todo p € M e

todo n € (T,M)* tem-se que tr(A,) = 0.

Escolhendo um referencial ortonormal 7y, 7, . . ., N, de vetores em X (U)*,

onde U é uma vizinhanga de p em que ¢ é um mergulho, podemos escrever
B(I7y):ZHm(LU,y>7]Z7 .ZU,yeTpM, i:l,...,m,
em relagado a um ponto p.

Nao ¢ dificil verificar que o vetor normal dado por

1
H=—% (trdA,)n,

n

)

nao depende do referencial 7; escolhido. O vetor H ¢ chamado o vetor cur-
vatura média de ¢ e além disso ¢ é minima se, e somente se, H(p) = 0 para

todo p € M.

1.2.2 As equacgoes fundamentais de uma imersao isomé-

trica

No que se segue, usaremos sistematicamente as letras latinas X, Y, Z, etc.,
para indicar os campos diferencidveis de vetores tangentes e as letras gregas

&,m, (, ete., para indicar os campos diferenciaveis de vetores normais.

Dados X e 7, j4 vimos que a componente tangente de Dyn é dada por
(Dxn)T = —A,X. A componente normal de D7, chamada conexio normal

D+ da imersao é dada por

Dyn = (Dxn)N =Dxn— (Dxn)" = Dxn+ A, X.

20



Podemos facilmente verificar que a conexao normal D+ possui as pro-
priedades usuais de uma conexao, isto é, é linear em X, aditiva em 7 e além

disso
Dx(fn) = fDxn+ X(f)n, f€DM).

De maneira andloga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir de D+
uma nocao de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura normal

R* da imersao e definida por

R*(X,Y)n = Dy Dxn — Dx Dy + Dix yyn-

Proposicao 1.6 As seguintes equacoes se verificam
(a) Equagao de Gauss

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T)— (B(Y,T),B(X,Z))
+(B(X,T),B(Y, Z)),

(b) Equagao de Ricci
(R(X,Y)n,¢) — (RH(X,Y)n, Q) = ([Ay, AJX,Y),

onde [A,, A¢] indica o operador A, o Ar — A; 0 A,,.

Demonstracao: Pode ser encontrada em [7].

Admita que o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, entao

a equagao de Ricci se escreve
<RJ_(X’ Y)nv C) = _<[A77’ AC]X> Y>'

decorre dai que R+ = 0 se, e s6 se, [A,, A¢] = 0 para todo 1, (, isto é, se e
somente se, para todo p € M existe uma base de T, M que diagonaliza simul-

taneamente todos os An-
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1

Dada uma imersao isométrica, convém indicar por X' (M)~ o espago dos

campos diferenciaveis de vetores normais a M. A segunda forma fundamental

da imersao pode entao ser considerada como um tensor
B:X(M)x X(M)x X(M)* — D(M),

definido por
B(X,Y,n) = (B(X,Y),n)

e a definicao de derivada covariante se estende a este tipo de tensor de maneira

natural:

(DxB)(Y.Z.n) = X(B(Y,Zn)) - B(DxY,Z,n)
— B(Y,DxZ,nm) — B(Y, Z,Dxn).

Proposicao 1.7 (Equacao de Codazzi) Com a notacao acima

<}_%<X7Y)Z>77> = (EYB)(X7 Z, 77) - (EXB)(Yv Z777)'

Demonstracao: Pode ser encontrada em [7].

Observacgao 1.8 Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante,

a equacgao de Codazzi se escreve como

(EXB)(Y7 27 77) = (ﬁYB)(X> Z> 77)'

Se além disto, a codimensdo da imersdo ¢ 1, Dyn = 0 e assim

DxB(Y,Z,n) = X(A)Y,Z)—(A(DxY),Z) — (A)Y,DxZ)
= (Dx(A)Y),Z) — (A)(DxY), Z),

neste caso, a equagao de Codazzi se escreve

DX(AnY) - DY(AHX) = An([Xv Y])

22



Definicao 1.9 Seja ¢ : M™ — M uma hipersuperficiee A : TM"™ — TM"
o tensor de Weingarten. A derivada covariante de A é a aplicagao DA :

TM" x TM"™ — TM"™ dada por:

DA(X,Y) = Dy(AX) — A(Dy X).

Proposicao 1.8 Seja A : TM"™ — TM" o tensor de Weingarten, entao a

derivada covariante DA é bilinear.

Demonstracao: Dados X,Y,Z € TM™ e f € D(M), temos

DAX + fY,Z) = Dz(AX + fY)) — A(Dz(X + fY))
= Dy(AX) + D4(fAY) ~ A(DzX) — A(Dz(fY))
— Dy(AX) — A(DzX) + fD5(AY) + Z(f) AY
— JA(VLY) - Z()AY
— DA(X,Z) + f(D4(AY) = A(D,Y))
— DA(X,Z) + fDA(Y, Z)

DA(X,Z+ fY) = Dyipy(AX) — A(Dgspy X)
= Dz(AX) — A(DzX) + f(Dy(AX) — A(Dy X))
— DA(X,Z) + fDA(X,Y).

Proposicao 1.9 Seja ¢ : M" — M uma hipersuperficie, onde M tem

curvatura seccional constante. Entao DA é simétrica, isto é,
DA(X,Y) = DA(Y, X),

para X,Y € T'M™".
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Demonstragao: Desde que M™™! tem curvatura seccional constante e ¢ tem

codimensao um, segue-se da equacao de Codazzi que
Dx(AY) = Dy(AX) = A([X,Y]) = A(DxY) — A(DyX),

para X,Y € T'M™". O

Definicao 1.10 Dado um tensor simétrico T : TM"™ x TM™ — TM™, defini-
mos o trago de T" como sendo

n

tr(T) = > T(E; E),

i=1

onde {E},..., E,} é um referencial ortonormal.

Observacao 1.9 Nao ¢ dificil verificar que o traco de um tensor simétrico,

como apresentado acima, estda bem definido.
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Capitulo 2

Campos de Vetores conformes

Dado um campo de vetores V' € X (M) em uma variedade Riemanniana M
e um tensor r-covariante w, a derivada de Lie de w com relacao a V' é definida

por

r

(Lyw)(Xis s X)) = V(X X)) = Y w((X1,eor [V X, o X)),

i=1

Em particular, se w = ( ,), ou seja, w é a métrica Riemanniana de M, entdo
(£V< 7>)(X7 Y) = <DXV7 Y> + <X7 DYV>
De fato, por um calculo direto, obtemos
(‘CV< 7>)<X7 Y) = V<X7 Y> - <[Vv X]>Y> - <X> [V7 Y]>
= V(X)Y)—(DyX,Y)+ (DxV.Y)
X, DyY)) 4+ (X, DyV)

(
= (DvX.Y) +(X,DvY) — (DvX,Y) + (DxV.Y)
(X, DyY)) 4+ (X, DyV)

(

DxV.Y) + (X, DyV).

Definigao 2.1 Dizemos que V € X (M) é um campo de vetores conforme se

existe ¢ € D(M), chamado fator conforme de V| tal que

£V< 7>:21/J< >>'
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Exemplo 2.1 Um campo de Killing Ve X(M) em uma variedade Rieman-

niana M é um exemplo de campo conforme, cujo fator conforme é ¢ = 0.

Observagao 2.1 Lembre-se que V € X (M) é um campo de Killing, se e
somente se, V satisfaz a equagao de Killing, ou seja, (DxV, Y)Y+ (X, DyV) =0

para todos X,Y € X(M).

Um campo de vetores conforme frenquentemente usado em uma forma es-
pacial MZH ¢ o campo determinado pelo vetor posicao com origem em um
ponto xy € M:H fixado. Ele foi introduzido para espacos nao Euclidianos
por Heintze [8] da forma como segue: seja p : MZH — R a funcao distancia
definida por p( . ) = dist(. ,xy). O campo vetor posicao é dado pela expressao
V = (sod)Vd, onde s(t) ¢ solugao da equacao diferencial y” + cy = 0, com as

condigbes iniciais y(0) =0 e y'(0) = 1.

Lema 2.1 Sejam 7, € S""! um ponto arbitrario e p : S"*' — R a funcao

distancia definida por p( , ) = dist(. ,zo), entdo vale a igualdade
senp Hessp(X,Y) = cosp [(X,Y) — XpYp], (2.1)

onde X e Y sdo campos de vetores em S"H.

Demonstragao: Sendo p : S"™' — R dada por p(z) = distgn(x, ), entao

p =0, onde 0 é o angulo formado pelos vetores x e zo em R"2. Logo

cos p(z) = fjl’é?, — (2, 20),

pois |z| = |zo| = 1. Dessa forma, temos por um lado que
X (cosp) = —sen p Xp,
e por outro,

X(cos p) = X(x,z0) = (X, z0),
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dai

(X, x0) = —senp Xp.

Agora derivando em relacao a Y, obtemos
YX(cosp) = Y(—senpXp)
= —senpY Xp—cospYpXp,
no entanto

Y{(X,20) = (DyX, o)
= <DYX—|—B(X,Y),Z'0>,

onde D denota a conexdo do R"*2 ¢ B(X,Y) é a segunda forma fundamental

(vetorial) de S™*!, vista como hipersuperficie de R""2.

Além disso, sabemos que B(X,Y) = —(X,Y") e dai temos

—senpY Xp —cospXpYp = (DyX — (X,Y)z, )
= <DYX,ZI§'[)>—<X,Y><I,ZE()>
= <DYX,I‘0> - <X7Y>(COSIO)'

Observe que (Dy X, z9) = (DyX)(z,x9) = (DyX)(cosp) = —senp(DyX)p,

de modo que, substituindo na expressao acima, obtemos
—senpY Xp—cospYpXp=—senp(DyX)p—cosp(X,Y),
segue entao que

cosp[(X,Y) = XpYp] = senp[YXp— (DyX)p]
= senp[XYp— (DxY)p].

Como Hessp(X,Y) = (DxVp,Y) = XYp— (DxY)p, entao
senp Hessp(X,Y) = cosp[(X,Y) — XpYp],

como queriamos provar. U
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Proposicao 2.1 O campo de vetores posicao V' em relagdo a um ponto xg
sobre a esfera S"*! é um campo conforme, cujo fator conforme é 1) = cos p,

onde p é a distancia intrinseca de S"*!.

Demonstragao: Sabendo que a curvatura de S"™ é ¢ = 1, temos que s(t)
¢ solucao da equacgao diferencial y” + y = 0 e satisfaz as condigbes iniciais
s(0) = 0 e §'(0) = 1, logo s(t) = sent. Nessas condi¢oes, V é dado por

V =senpVp, onde p é a distancia intrinseca ao ponto xy € S™ fixado.

Observe entao o seguinte

(‘CV< 7>)(X’Y) = <DX‘/7Y> + <X, DYV>
= (Dx(senpVp),Y) + (X, Dy (senpVp)),

com

(Dx(senpVp),Y) = (senpDxVp+ X(senp)Vp,Y)
= senp(DxVp,Y) + X(senp)(Vp,Y)

= senpHessp(X,Y) +cospXpYp.

Substituindo (2.1) na expressao anterior, segue que

(Dx(senpVp),Y) = cosp[(X,Y) = XpYp|+cospXpYp
= cosp(X,Y),

analogamente, obtemos
(X, Dy (senpVp)) = cos p(X,Y),
e dai concluimos que
(Lv(NXY) = 2cos p(X,Y),

portanto V' = senpVp é um campo conforme, onde ¥ = cosp é o seu fator

conforme. ]
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Capitulo 3
As r-ésimas curvaturas meédias

. . ~ ———n+1 . . .
Considere uma imersao ¢ : M™ 9% M_,  de uma variedade Riemanniana
. —n41 s
M em uma forma espacial M, . Sendo N um campo de vetores unitario

normal sobre M, podemos considerar sobre M o operador de Weingarten A

com respeito a N e denotar por Ai,...,\, os autovalores de A, ou seja, as
curvaturas principais de M, sendo Ei, ..., E, os seus respectivos autovetores
associados.

Definimos a r-ésima fungao simétrica S, associada ao operador A, dizendo
que Sp=1e

ST — Z )‘il e /\i,',,

i1<...<7;r

parar =1,2,...,n.

Nessas condigoes, definimos a r-ésima curvatura média de ¢ por

1
Hr = _Sra

(")

onde r=0,1,...,n.

Observacao 3.1 : Parar = 1, H; = H é a curvatura média da imersao e

para r =n, H, = K é sua curvatura de Gauss-Kronecker.
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Agora se A; é a restricao do operador A ao espaco normal a FE;, entao

definimos a r-ésima funcao simétrica associada a A;, dizendo que Sy(4;) =1 e

Se(A) = > AN

i <...<ip
8] enes Py
parar = 1,2,...,n — 1. Definimos também o r-ésimo tensor de Newton P,
pela recorréncia
I, ser=0

P, =

?

S I —AoP,_q,ser=1,2,....n

onde I denota a aplicacao identidade.

Observacao 3.2 A partir desse momento, usaremos ag—;\jl no lugar de S,.(A;)

para denotar a r-ésima funcao simétrica associada a A;.

Proposicao 3.1 Considerando as notacoes acima, valem as seguintes igual-
dades:

( 05,41

O\
(b) tr(P,) = (n —1r)S,;
( )
(

E;, em particular P, é auto-adjunto;

o
S~—
~
3
—~
s
@)
~
I
—~
=
+
—_
S~—
0
+
—

Demonstracao: (a) A prova é feita por indugao sobre r. Para r = 1, temos
que

= (S1—N)E;
05,

= —F,.
oN "
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Supondo valido para r — 1, obtemos

— S.E - A(as ) S, E; — aSA(EZ-)

O\ O\
05, 05,
= Sk, — o, —NE; = (ST — Aza—)\l) E;
8SrJrl
= E;.
o

(b) Calculando o trago de P,, obtemos

pelo item (a), segue que

tT(PT,) _ Z <0§;\+1 EZ7EZ> Z aSr+1 EZ,E

=1

-2 85*“ Z Z Niy - N,

(c) Inicialmente, temos que

tT(PT+1) == tT(SH_l]d —Ao PT)
= tr(Sys1ld) —tr(Ao P,)
= nS,y —tr(Ao P,

ou ainda,
tr(AoP,) = nS,y1 —tr(Pry1),
entao usando o item (b), obtemos

tr(AoP.) = nS,p1—[n—(r+1)]S4
— (T _|_ 1)ST+1'
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(d) Sabendo que P, = S,.I — Ao P,_4, temos

PT+2 == ST+2]d - A(ST+1Id - A e} P’r‘)
Sqn+2[d - Sr+1A + A2 o Pr,

logo
A*o0P. =P, 5 — Syiold+ Sy 1A
Aplicando o trago na expressao acima, obtemos

tT(AQ o PT) == tT(PT+2 - ST+2_[d + ST+1A)
= tT(PT+2> — tT(Sqq,QId) + tT(ST+1A),

entao usando o item (b), segue que

tr(A2o0 P,) = [n— (r+2)]Sma — tr(Spyold) + tr(S, 11 A)
= [n—(r+2)]Sr42 —nSri2 + Sppatr(A)
== 51S7«+1 — (7" + 2)57«4_2.

Sendo M"™ uma variedade Riemanniana de dimensao n, vamos denotar por
My, o subconjunto constituido pelos pontos de M, nos quais o nimero de
curvaturas principais é localmente constante, entao temos que M, é aberto e
denso em M e além disso, para todo p € M), existe um referencial ortonormal
local {Ey,...,E,} em uma vizinhanca de p, tal que A(E;) = \E;, com \;

diferenciavel para cada 1 <17 < n.

Observacao 3.3 As informagoes apresentadas no paragrafo acima, serao im-
portantes na demonstracao da proxima Proposicao, bem como na demons-
tragao de alguns resultados do Capitulo 4. Para maiores esclarecimentos sobre

o assunto, vocé pode consultar [2].

32



Proposicao 3.2 Considerando as mesmas notagoes da Proposicao anterior,
temos que

tT’(PT O DX_A) = <X, VS7~+1>.

Demonstragao: Usando um referencial ortonormal {Ey, ..., E,}, como o que

descrevemos acima, temos em cada ponto de My que
tr(P,o DxA) = > ((P,oDxA)(E;),E)

=1
n

> ((DxA)(E), P(E))

=1

n

> ((oxB). 55 )

=1

> 85; H(DxA)(E), Ey),

onde usamos o item (a) da Proposi¢do 3.1 em uma das passagens acima.

Sabendo que (DxA)(E;) = Dx(A(E;)) — A(DxE;), entao

tT'(Pr @) DxA) =

> 051 (D (A(EY), Br) — (A(Dx Fe), Fi)

N Z ag;? (Dx(NiEi), Ei) = (A(Dx Ei), Ei).

no entanto, Dx (N FE;) = Mi\Dx E; + X(\)E; e A é auto-adjunto, logo

— O\
. aSr—l—l
= Z A [(Ni(Dx Ei, Ei) + X(\i) — A\i(Dx By, E;)]
i=1 ¢
", 98,
= a):lX()\i) = X(Ahg- - A)

=1

= X(5)=(X,V5,),
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portanto a igualdade se verifica para todos os pontos de Mj e por continuidade,

vale para todos os pontos de M, ja que M, ¢ denso em M. 0

Observacgao 3.4 : Uma outra demonstragao da Proposigao acima, pode ser

encontrada em [6, Lema 3.9].

A préxima Proposigao foi obtidos por A. Caminha em [6]. Apresentaremos

aqui um esboco da demonstracao, mas para isso precisamos do Lema a seguir:

Lema 3.1 Se f € R[z] é um polinémio com k > 1 raizes reais, contadas
as multiplicidades, entdo f’ tem pelo menos k — 1 raizes reais, contadas as
multiplicidades. Em particular, se todas as raizes de f sao reais, o mesmo

ocorre com f.
Demonstracgao: Seja r € R uma raiz de multiplicidade £ > 1 de f, isto é,
f(z) = (z —r)*g(x), com g(r) # 0. Derivando f, obtemos

fi) = k(z—r)""g(z) + (x =) (2)
= (=) kg(2) + (z — )¢ ()

e como kg(r)+(r—r)g'(a) # 0, segue que r ¢ raiz de multiplicidade k—1 de f.

Agora sejam 71, ..., € R as raizes distintas de f, isto é,

flz) = (@—r)" - (z—r)lg(x),

onde ky, ..., k; sdo inteiros positivos e g(r;) # 0,4 = 1, ...,1. Como vimos acima,
r; é raiz de multiplicidade k; —1 de f’, entao contadas as multiplicidades, pode-

mos afirmar que f possui k = ki + ... + k; raizes reais.

Supondo, sem perda de generalidade, que r; < ... < 7, obtemos mais [ — 1
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raizes distintas dos r; para f’, aplicando o Teorema do Valor Médio aos inter-

valos [r;, 7;41]. Portanto, concluimos que f’ tem pelo menos
k=D +.+k-0D+(0-1)=k—-14+1-1=k-1

ralzes reais. O

Proposicao 3.3 Sejam n > 1 inteiro e Aq,..., A\, numeros reais. Para 0 <

r < n, defina S, = S,()\;) como polinémio simétrico associado aos nimeros

reais \;’s e H, = H,.(\;) = (2)715’,”()\1-).

(a) Para 1 < r < n, tem-se H> > H, 1H,,;. Além disso, se a igualdade
ocorre para r = 1 ou para algum 1 < r < n, com H,,; # 0 neste caso,

entao A\ = ... = \,.

(b) Se Hy, Ha, ..., H, > 0 para algum 1 < r <n, entdo H; > /Hy > /H3 >
... > v/H,. Mais ainda, se a igualdade ocorre para algum 1 < j < r,

entao A\ = ... = \,.

Demonstracao: (a) Usaremos indugao sobre a quantidade n > 1 de nimeros

reais. Para n = 2, temos apenas r = 1 e a desigualdade segue de

H? — HyHy, = (

valendo a igualdade, se e somente se, A\ = As.

Suponha agora que as desigualdades sejam verdadeiras para n — 1 nimeros
reais, com igualdade parar = 1 oul < r < n e H, 1 # 0, se e somente
se, todos os \;’s sao iguais. Nessas condicoes, dados n > 3 numeros reais

A1y ooy Ap,y SEjA

F@) = (@ + M)+ \) = n (”) Ho ()",
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entao

Como as raizes de f sao todas reais, entao pelo Lema 3.1, o mesmo ocorre

com f’. logo existem ntimeros reais ..., Yn—1 tals que
) 1, s In—1

(@) =n(@+y).(x + Y1),

mas por outro lado

fx)=n Z Sp(i)a T = n (n B 1) H,(y)z" 1.

Sabendo que n(";l) =(n-r) (:) e comparando os coeficientes, temos que

H,.(\;)) = H.(y;) para 0 < r <n — 1. Portanto segue por hipétese de inducao

que
HX(N) = H2(vi) = He1 (i) He (33) = Heot () Hr (A),

paral <r <n-—2.

Além disso, se a igualdade ocorre para os \;’s com r = 1, respectivamente
l<r<n-—1eH.1(\) #0, 0 mesmo ocorre para os 7;’s com r = 1, respec-
tivamente 1 < r <n —1e H,y1(7;) # 0. Dessa forma, segue da hipdtese de

indugao que y; = ... = y,_1, portanto A\; = ... = \,.

Falta mostrar que H? |(\;) > H,_»(\;)H,()\;), com igualdade para H,, # 0,
se e somente se, todos os \;’s sao iguais. Se A\; = 0 para algum 1 < i < n,
entdao H,(\;) = 0 e a desigualdade é 6bvia. Caso contrario, teremos H,, # 0 e

além disso

Hi,l Z Hn—2Hna

se e somente se,

[(n . 1) ) 2:; A;lHn] " [(n " 2) oy )\;1)\;1[—]”] H,,

i<j
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ou equivalentemente

(n—1) (i /\il) >2n ) AN

i=1 i<j

Fazendo F(A;Y) = (n— D2, A 7H)2 —2n dici A7 PA temos que

i=1""

F(NT) = n(fj A - (fj AP =20y AT
i=1 i=1

1<j

_ n[(z )\;1)2 —9 Z )\Z—l)\J—l] - (Z )\;1)2

i<j

= ni(&»l)? - (i A2 >0,
=1 =1

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para u = (\[',..., \;!) e
v=(1,...,1). Entao vale a igualdade, se e somente se, existe ¢ € R tal que

u = tv, isto é, se e somente se, todos os \;’s sao iguais.

1
(b) Como Hy, Hy > 0, entao pelo item (a), temos Hy; > Hg. Agora suponha
1 1
que Hy > H; > ... > H}} para algum 2 < k <7, entao

E-1
Hp > Hy_1Hy > Hy " Hy

h—1 1 1
Agora dividindo por H,* , obtemos H} > H/f|. Segue diretamente das
1 1
desigualdades acima que se H} = H;f; para algum 1 < k < 7, entdo

H? = Hy_1Hy1 e pelo item (a), concluimos que A} = ... = \,. O
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Capitulo 4

O operador L, de uma funcao

suporte

Nesse capitulo vamos calcular o operador L, de uma nova funcao su-
porte definida sobre uma hipersuperficie orientavel M™ em uma forma espa-
cial M. Dado um campo de vetores V em M?™™! e uma imersdo isométrica

w: M" MZH, tal funcao suporte é definida sobre M por

g(p) = (V. N)(z(p)),

onde N é um campo normal unitario definido sobre M™. Além disso, identifi-

——n+1

camos p € M™ com a sua imagem ¢(p) € M

C

Definigao 4.1 Se D(M) é o conjunto das funcgoes reais de classe C'™° sobre

M, definimos o operador L, : D(M) — D(M) por
L.(f) =tr(P, o Hessf),

onde r € {0,1,...,n}.

Observacao 4.1 Em particular, para r = 0, temos que
Lo(f) =tr(Pyo Hessf) =tr(Hessf) = Af,

ou seja, Lo(f) = Af.
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. —n+1 . -~ . s .
Lema 4.1 Sejam ¢ : M"™ & M uma imersao isométrica entre as variedades
. . S n+1 sl s
Riemannianas M"™ e M, N um campo normal unitario a M e Y € T'M um

campo qualquer. Entao em todos os pontos de M, vale a igualdade

(DE,P)Y,E) = Ei(S)(Y,E;) — P..1(Y)(\) + (R(E;, P,_1Y)N, E;)
—Xi((Dg,P,_1Y, E;)),

onde My e {E}, ..., E,} sao como na Proposigao 3.2, R é o tensor curvatura

de Mere{l,2,....n—1}.

Demonstracao: Fazendo uso das propriedades de derivagao covariante de

tensores e da conexao Riemanniana D de M, temos que
(Dg,P.)Y = (Dg,S,1)Y — (Dg,Ao P,_,)Y, (4.1)
e também

(Dg,S,1)Y = Dg/(51(Y)) = 8,1(DgY)
= Dg,(S.Y)—5.DgY
= Ei(S,)Y + S,DgY — S,Dp,Y

= Ei(5)Y,
dai obtemos
(De.S DY, Ey) = Ei(S:){Y, E). (4.2)
Por outro lado, note que
(D, Ao P,_1)Y =D, Ao P,_1(Y)— Ao P,_1(DgY) (4.3)
e além disso
(D, A)P.1(Y) = DgAo P (YY)~ A(Dg,P.1(Y)), (4.4)

entao das igualdades (4.3) e (4.4), obtém-se

(Dg,Ae F1)Y = (D, A) P 1 (Y) + A(Dg, F,1(Y)) = Ao Py (DY)
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mas (Dg,P,_1)Y = D, P,_1(Y) — P._1(Dg,Y), logo
(D, Ao Py)Y = (D, AP,y (V) + A((Di, )Y,
e assim, temos

<(DE2‘AOPT*1)Y7EZ'> = <(DE'ZA>

B

1Y), Ei) + (A((Dg, Pr-1)Y), Ey)

I
S
&
=
%

1Y), Ei) + (D, Pr-1)Y, A(E3))
= (D, A)P1(Y), Ei) + Mi((Dg, Pr1)Y, Ey),

isto é,

<(DEZA o P?”—l)}/a Ez) = <(DE1A)PT—1(Y)a Ez) + >\z<(DE1Pr—1)Y> Ez> (45)

Substituindo as igualdades (4.2) e (4.5) em (4.1), obtemos
(De, )Y, E;) = Ei(S:)(Y, Ei) — Mi{(Dp, Pr1)Y, Ej)
— (D AP (Y), E) (4.6)
e usando a equacao de Codazzi, chegamos em

<(DEiA)PT—1(Y)7 Ez) = <(DPr71(Y)A)Ei7Ei> - <E(Ei>Pr—1(Y))N> Ez> (4~7)

Agora, observe que em todos os pontos de My, tem-se que

(Dp,syA)Ei = Dp,_ o A(E;) — A(Dp, ) Ey)
= Dp_,v)(N\iEi) — A(Dp,_, (v Ei)
= Po_1(Y)(N)Ei + NiDp,_, vy Ei — A(Dp,_,(v)Ey),

no entanto, A é um operador auto-adjunto, portanto
<(DP7-71(Y)A)E1'7 El) = PT—1<Y)(>‘Z')7
entao substituindo em (4.7), obtemos a igualdade

(D, A)P,_1(Y), E;) = P,_1Y(\;) — (R(E;, P,_1Y)N, E;)
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e finalmente, substituindo em (4.6), concluimos que

(D, P)Y,E) = Ei(S )Y, E;) + (R(E;, 1 Y)N, Ej) — P1Y ()
—Ai((Dg, P.21)Y, By,

em todos os pontos de M,. O

Lema 4.2 Nas mesmas condi¢oes do lema acima, temos em todos os pontos

de My, a igualdade

T _ ]71
VST = Z ( 1) ST_jVOéj, (48)

=

Mere{l,2,...,n}.

i=1"%

onde aj = Y "

Demonstragao: Faremos a prova por indugao sobre r, entao para r = 1,

temos que a igualdade (4.8) é claramente satisfeita. Agora suponha que a

mesma igualdade vale para k € {1,...,r—1} e usando a identidade de Jacobi,

dada por
1 ¢ :
Sy = — —1)771 .
g 7AZ( 1) a8, (4.9)
Jj=1
obtemos
1 r—1 1 T
VST = ; Z(—l)jflozjVSr,j + ; Z(—l)jfls,_jVaj, (410)
j=1 =1

vale observar que se j = r, temos S,_; = Sy = 1 e com isso V.S,_; = 0.

Pela hipétese de inducao, segue-se que

1 r—j . 1 r—1 r—I k—1
; (—1)] ajVSr,j = ; Sy j— k Vo
j=1 j:l k=1
1 r—1 r— j ]-‘,—k
= ; Oé] r—j— kvaka
j=1 k=1

reordenando os termos, obtemos

r—1 T ;

1 . 1 —1)-t ,

; E (—1)] IOZjVST_j = ; E ( J) (7’ — ])S,,_jVozj,
j=1 j=1
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entao substituindo na igualdade (4.10), temos que

1 r (_1)]—1 4 1 T .
VS, = . Z —(r —35)S,—iVa; + . Z(—l)f 'S, Vo,

J

J=1 J=1

1 r ' o
_ _Z(_nﬂ—l (T ~/ +1) S, ;Va;
r ey 7

r _1 j—].

j=1

ou seja,

como queriamos provar. O

. w—n+1 . ~ . sy .
Lema 4.3 Sejam ¢ : M"™ & M uma imersao isométrica entre as variedades
. . n+1 oz
Riemannianas M™ e M, N um campo normal unitarioa M e Y € TM um

campo qualquer, entao vale a igualdade
tr[X = (DxP,)Y ZZ YN THR(E, PrjY )N, Ey),
=1 j=1

onde {E1, ..., E,} é um referencial ortonormal como no Lema4.1, R é o tensor

curvatura de M er € {1,2,...,n—1}.

Demonstragao: Inicialmente, provaremos por indugao sobre r, que em todos

os pontos de My, vale a igualdade

T

((Dg,P)Y, E;) = Z(—l)j_l/\g B (S—j1) Y+Z (V) (X)

+Z Y INTYR(E;, P_;(Y))N, E,),

onde Y; = (Y, E;).

Usando o Lema 4.1, temos que a igualdade acima ¢é vélida para r = 1,

entao suponha que a referida igualdade vale para r — 1. Novamente pelo Lema
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4.1, obtemos

(Dg,P)Y,E;) = Ei(S,)Y;— P_1(Y)(\i) + (R(Ei, P—1(Y))N, E;)

— MNl{(Dp,Pr1)Y, By,

pela hipdtese de inducao, segue que

(Dg,P)Y,E)) = Ei(S,)Y;— P_1(Y)(\) + (R(Ei, P._,Y)N, E;)

— XY (1IN TS )Y

- /\zi(_j—l)] i1 (Y) (X))

o )\ Z ] 1>‘J 1 (Eiapr—j—l(y))NaEi>>

ou ainda

T

(D, PYY,E) = S (=17 N B ”+1Y+Z

=1

+Z Y=Y (R(E,, Pr(Y))N, By,

Usando a definicao do trago, temos que

tr[X — (DxP,)Y] = i((DEZPT)Y, E),

=1

entao substituindo (4.11) na igualdade acima, obtém-se

X = (DyPIY] = 3 S (DTN E(S, )
n ﬂ )
D =Ty

+ 3N ()TN TN R(E, Py(Y))E B,

i=1 j=1

Como {Ey, ..., E,} é um referencial ortonormal, podemos escrever

VS1-j = Y Ex(Sr1-5)Ex,
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logo

(VSri1-j  E) = > Ei(Se1)(EBr, E;)

= Ei(Sr41-5),
n
no entanto, escrevendo Y = Z Y, E;, temos ainda
=1

r

S S N B )Y = S (TS, A1), (419

i=1 j=1 7j=1

onde usamos o fato de que A71(E;) = X 7'E;.

Por outro lado, observe que

i=1 j=1

ou simplesmente,

ZZ V)(N) = D (=1 <Prj(Y),%v04j>, (4.14)

i=1 j=1 7j=1

n

— J

onde a; = E ;.
i=1

Substituindo as igualdades (4.13) e (4.14) em (4.12), segue-se que

T

tr[X — (DxP)Y] = > (=1)"H{VS,_ju1, A'Y)

T ] 1
+ ;(_1) <Prj(Y),5VOéj>
+ ii(—l)j1A§1<§(E@-,Per)N,Ei>, (4.15)

mas usando a definicao do tensor P,, tem-se a expressao

r—j+1

Prfj = Z <_1)k715r7j7k+114k717

k=1
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entao considerando as notacoes

r

Ty =) (=1)7HVS, 1, A7Y)

j=1
e
r . 1
7y = 30(-1) (Bey¥), 550 ),
=1
obtemos

T, = Z(—1>j<_2(—1)’“sr_j—k+1z4’“1(Y>,%Vaj>

Fazendo uma mudanca de indices, chegamos em

r r—k+1

1
o= ) > (™S <Ak1(Y);—.VO<j>
k=1 j=1 J
o\ k] gkt "~ (=11 , .
- Z( 1) A (Y)7 Z . Sr_k_]+1v04] s
k=1 j=1 J

entao usando o Lema anterior, temos ainda

T

T2 = Z <Ak ! VS’I‘ k+1>

k=1

= =) (-D)F(VS i, AN(Y)) = =T,

ou seja,
Z<—1>f<a L), v%>_ S (1P VS, AV,
j=1 J=1

por fim, substituindo na igualdade (4.15), concluimos que

tr[X — (DxP,)Y ZZ YN YR(E;, Pr_;Y)N, Ey),
i=1 j=1

em todos os pontos de M, e por continuidade em todos os pontos de M, ja

que My é denso em M. O
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—n+1 , . . . .
Lema 4.4 Se M ¢ uma variedade Riemanniana de curvatura seccional con-

stante igual a ¢, entdao o tensor curvatura R de M satisfaz:

R(X,Y)Z =c[{Z,X)Y —{(Z,Y)X], VX,Y,Z € TM

Demonstracao: Pode ser encontrada em [7, Lema 3.4].

A seguinte proposicao foi demonstrada inicialmente por Rosenberg em [11].

Proposigao 4.1 Se M é uma hipersuperficie em uma forma espacial M7,

entao o operador L, pode ser escrito na forma de divergente, ou seja, L,(f) =

div(P,V f).

Demonstracgao: Inicialmente, temos que

n

div(P,Vf) = (Dg,(P,V{),E;).

i=1
Como Dg,(P,Vf)=(Dg,P.)Vf+ P.(Dg,Vf), segue que

_ Z[((DEiPr)Vf, Ei) +(P(Dg,V [), E;)]

= Z(( PV, E;) +Z (D, Vf), E),

logo, obtemos a igualdade

n

div(P,V f) =Y ((Dg,P)V [ E Z (D, V f), ;). (4.16)

i=1

Por outro lado, temos

L.(f) = tr(P.oHessf)

n

= Z<PT((H€SS]C)(E1’))7 E;)

i=1
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e como (Hessf)(E;) = Dg,V f, segue que

n

L,(f) =Y (P(DpV[),E). (4.17)

i=1
Substituindo (4.17) em (4.16), obtemos

div(P,Vf) = Lr(f)+z<(DeiPr)Vf,ei>

= L.(f) +tr[(DxP)Vf],

ou seja,

div(P,V ) = L,(f) + tr[(Dx P,)V f]. (4.18)

Usando o Lema 4.3, obtemos a igualdade

tr[(Dx PV f] = ZZ Y INTYR(E;, P._jV[)N, E;), (4.19)

i=1 j=1

onde R é o tensor curvatura de M+ e N é um campo normal unitério a M.

Como M™! tem curvatura secional constante ¢, segue do Lema 4.17 que
R(E, P jNIN = c[(N,E)P_;V[)—(N,P_;V[)E] =0,

de maneira que

tr[(Dx P,V f] = 0.

Por fim, substituindo em (4.18), concluimos que
L.(f)=div(P,Vf),

como queriamos provar. O
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Teorema 4.1 Seja ¢ : M™ & M uma imersao isométrica orientada com
um campo de vetores unitario normal N. Se V é um campo de vetores em

M e g = (V, N) representa a fungao suporte sobre M", entao

Lr‘(g) = _(Slerrl - (T + 2)5r+2)g - C(n - T)Srg

1 058,
2(7“ + ]-)Sr-i—lLNN + Z +1 z(ci,]\/>

! Z 5’5r+1 —(V,VS01),

onde ACN’N = (ﬁv<,>)(N, N), Ei,i = (‘Cv<,>)(E“E1) ($ ‘Ci,N = (,Cv<,>>(EZ,N)

Demonstracao: Dado p € p(M™), sejam {Ei(p),..., E,(p)} C T,M uma
base ortonormal que diagonaliza A em p e \q, ..., \, 0s respectivos autovalores
associados. Denote também por por (,) a métrica Riemanniana de M""! e

por {E, ..., E,} o referencial geodésico que estende a base acima para uma

vizihanca de p em o(M™), com DyE;(p) =0 e Dy, E;(p) = \iN(p).

Nessas condicoes, temos que

EiEi(9) = Ei(E(V.N))
= Ei((DgV.N)) +(V,Dg,N))
= E;(DgV,N))+ E{V,Dg,N)
= ((Dg,Dg,V,N)) +2(Dg,V, Dg,N)) + ({V, Dg,Dg,N)),

ou seja,

E;Ei(g) = (Dg,Dg,V, N) + 2(Dg,V, Dg,N) + (V, Dg, Dg, N).  (4.20)

Como Dg,N(p) = —A(E;(p)) = =\ Ei(p), temos
Ai
(DgV, D N)(p) = =A(Dg,V, Bi)(p) = 5 Lia(p), (4.21)
substituindo em (4.20), segue que

EEi(9)(p) = (DgDgV,N)(p)+(V,Dg,Dg,N)(p) — NiLii(p). (4.22)
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Agora derivando a expressao L; y = (Dg,V, N) + (E;, DyV') na diregao de E;,

obtemos

E,(Lin) = Ei(DgV,N)+ E(E;, DNV)
= (Dg,Dg,V,N)+ (Dg,V,Dg,N) + (Dg,Ei, DN V)
+ (L, Dg,DNV),

usando (4.21), temos ainda

EALn)(p) = {DeDsViN)(p) ~ S Lislp) + (D, B, DyV) )
+ (Ei, Dg,DNV)(p). (4.23)

Sabendo que {F4, ..., E,} é um referencial geodésico em p, tal que Dg, E;(p) =
AiN(p), logo

(Dr, B DNV))(9) = NN, DaV))(p) = 5L (), (120

substituindo (4.24) em (4.23), segue que

(L)) = (DeDeV,N)p) ~ 2 Lailp) + 5 L)

+ (Ei, D, DnV)(p), (4.25)
portanto
(DEDEVN)B) = EilLin)(p) + 3 Lislp) — 5 La(p)
— (Dg, DNV, Ei)(p). (4.26)

e como [N, E;|(p) = DyE;(p) — Dg,N(p) = —Dg,N(p) = \;E;(p), chegamos
na igualdade

DoV, B 9) =MDV B D) = 3 Losp) (4.27)

1
Derivando agora a expressao (Dg,V, E;) = §£“ com relagao a N e aplicando
o resultado em p, obtemos

(DxDi V. E)p) + D5V, DxE)(p) = ;N (£:2)(0)
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e levando em consideracao que Dy FE; = 0, concluimos que

(DnDEV, E) ) = 5N (L) (p). (4.28)

Pela definicao do operador curvatura, temos que

(R(N, E))V,E;)(p) = (Dg, DNV, E;)(p) — (DnDg,V, Ei)(p)
+ (Dwv.e)V, Ei)(p),

substituindo (4.26) e (4.27) na expressao anterior, obtém-se

(R(N, E)V, Ei)(p) = (Dg, DNV, E;)(p) — %N(ﬁi,i)@) + %ﬁi,i(p)

e dafl

(Ds DAV, E)p) = (RON, BV, B (p) + 5N (£Lia)(p) = 5 Lialr).

Agora substituindo a ultima expressao acima em (4.26), obtemos a igualdade

(DsDEV,NB) = ElLow)(p) + MLasp) — 2 Lo (D)

— (RN, BV, E)(p) — 5N (£::)(0),

a qual substituida em (4.22), implica em

EiEi(g)(p) = — (R(N,E)V,E;)(p) + (Dg,Dg,N,V)(p) + Ei(Lin)(p)
~ SN (i) B) — L) (4.29)

Escrevendo V' = ZvjEj + gN, onde v; = (V, E;), temos que

J=1

(Dp,Dg,N,V) = (Dp, DN, " v,E; + gN),

Jj=1

ou ainda

(D, Dp, N, V) =Y v;(Dp,Dp,N, Ej) + (D, D, N, N).

J=1
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Calculando a segunda derivada covariante de (N, N) na diregao de E;, obtemos
(Dp,Dg,N,N) + (Dg,N,Dg,N) =0
e assim

Aplicando o mesmo procedimento para (N, E}), segue-se que
(D, D, N, E;)(p) + 2(Dg, N, Dg, E;)(p) + (N, Dg, D, E;) (p) = 0,
além disso, o fato do referencial ser geodésico em p nos da

(Dg,N, D, E;)(p) = (=Nl Dg,Ej;)(p)
= —Ai(E;, N)(Dg,Ej, N)(p) = 0.

Portanto
<DEiDEiN7 Ej>(p) + <N7 DEZDEZEJKP) = 07
ou ainda

(Dg, D, N, E;)(p) = —(Dg, D, Ej, N)(p). (4.31)

Sabendo que [E;, E;](p) = 0, temos
D, Ej(p) — D, Ei(p) = 0
e assim
(Dp,Ej, N)(p) = (D, Ei, N)(p),
entao derivamos a expressao acima na direcao de F;, de modo que

(Dg,Dg,Ej, N) + (Dg,E;, Dg,N) = (Dg,Dg,E;, N) + (Dg, E;, Dg,N),
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mas como (Dg, E;, D, N) = (Dg, E;, Dg,N) = 0, logo
(Dp, D, Ej, N) = (D, Dg, B, N),
consequentemente usando a igualdade (4.31), concluimos que

_<DEiDE¢N7 Ej><p) = <DEiDE¢Ej7N>(p) = <DE1DEjEi>N>(p)'

Por outro lado, tem-se que

Ei(Dg,Ei, N)(p) = (Dg,Dg,E;, N)(p) + (Dg,Ei, Dg;N)(p)
- <DEJDEZEZ7N>(p)7

usando novamente o tensor curvatura, obtemos

(R(E;, E;)Ei, N)(p) = (Dg,Dg,E;, N)(p) — (Dg,Dg, Ei, N)(p)
+ (Dig,,m;) i N) (p)
= (Dg,Dg,Ei, N)(p) — (Dg,Dg; E;, N)(p)
= E;(Dp,Ei,N)(p) — (Dg, E;, Dg;N)(p)
+ (Dg,DE, N, Ej)(p),

onde levamos em consideragao o fato de que [E;, E;|(p) = 0.

Como Dg, Ei(p) = \iN(p) e Dg,N = —\;E;, podemos escrever
(R(Ei, E;)Ei, N)(p) = Ej(Dp, Ei, N)(p) + (D, D, N, Ej) (p)

e assim

(D, Dg, N, E;)(p) = (R(Ei, Ej)Ei, N)(p) — E;(Dg, E;, N)(p).  (4.32)

Dessa forma, lembrando a expressao anteriormente obtida, temos que

(Dp,De,N,V)(p) = Y vj{DgDgN, E;)(p) + g(Dg,Di,N, N)(p)

Jj=1

52



e substituindo (4.30) em (4.32), segue que

(Dg,Dg,N,V)(p) = ZUJ R(E;, Ej)E;, N) — E;j(Dg, Ei, N)(p) — g(p)\

- Zvj(R(EI,E E;, N)(p Zvj (Dg,Ei, N)(p) — g

n n

(P)A?

= (R(E,) _vE))E, N)(p) = Y v;Ej(Dg, Ei, N)(p) — g(p)A]

= (R(E;,V —gN)E;, N)(p) — Z%ENDEiEuNXP)
= (R(E;,V)E;, N)(p) — g(p)(R(E;, N)Ei, N)(p)

n

— Y 0E{(Dg.Ei,N)(p) — g(p)X},

j=1
mas M""! tem curvatura constante, logo (R(E;, N)E;, N)(p) = ¢ e assim

(Dg,Dg,N,V)(p) = (R(E;,V)E;, N)(p) — cg(p)

n

— > vE{Dg,Ei, N)(p) — g(p)A}.

j=1

Substituindo a expressdo acima na igualdade (4.29), temos que

Ai

N(Lii)(p) = S Lxn(p) = cg(p)

no entanto

(DB, N) = Ey(E;,N)— (E;, Dp.N) = —(E;, Dy N)
- <_DE~LN7 EZ) = <A(EZ)aEZ>

entao substituindo na igualdade anterior, obtemos

1 i

EiEi(9)(p) = Bi(Lin)(p) = 5N (Lii)(p) — 5 L (p) — cg(p)

(p)A2 — Z v E;(A(E), E;), (4.33)
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vale observar também que

n

Li(g)(p) = tr(Pro Hessg)(p) = Y ((P.o Hessg)(E:), Ei)(p)

i=1
n n aSr+1
i=1 i=1 v
", 08,
i=1 ¢
", 98,
= Y BV E) = (Vg AN)) ()
i=1 v
- aSrJrl a aSr+1
— , , — E.E.
— a)\z E7«<V97El>(p) p— a)\z 2 z(Q)(p),
isto é,
" 98,
L(9)p) = 3_ =5 S EE(9)(p).

i=1

Agora substituindo a igualdade (4.33) na expressao anterior, segue que

- 3ST+1 1 - aST+1

L.(9)(p) = N Ei(Lin)(p) — B O, N(Li;)(p)

i=1 i=1
1 = 8ST+1 a 2 aSrJrl

. aSrJrl . aSrJrl

oN AN

=1 1,]=

— cg(p) v B (A(E:), E3)(p),

que pode ser reescrita da seguinte forma

“ aSr+1 1 & a‘S’I’-i-l

L.(9)(p) = o, Ei(Lin)(p) — 22- "o, N(Li;)(p)

=1 =1

— St (AP)Lx(p) — tr(AZP)g(p)

2
- aSrJrl
O\

— ctr(P)g(p) — v E(A(E), E3)(p).-

1,j=1

Fazendo uso dos itens (b), (c¢) e (d) da Proposigao 3.1, temos ainda
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L.(g)(p) = —(S1841—(r+ 2)5r+2)9(p) —c(n —1)S.g(p)

1 dS,
— 5(7“ + 1) r+1»CNN ‘|‘ Z +1 z Lin (p)
05, 05,
— Z +1 zz ) - 8—)\HUJEJ<A<EZ>7 EZ>(p)7
- ij=1 %
mas por outro lado
& 8S’r—&—l o & aSr—i—l
p a)\z EJ <A<El)7El> - p a>\2 <(DEJA>(EZ)7EZ>
= Z<(DEJ'A)<E1)’ Pr(Ez»
i=1
— S {(P,o Dy, A)(E), E))

e usando a Proposigao (3.2), temos

g asr—f—l
O\

Ei(A(E:), Ei) = (E;,VSia),

=1

entao, multiplicando por v; e depois somando em j, segue que

oS, -
a/\jlvjEﬂA(Ei), E) = Y (B, VS) = (V,VS,1),

3,j=1 j=1

dai obtemos

L.(9)(p) = —(S1Sr1—(r+ 2)Sr+z)g(p) —c(n —r1)S.g(p)

1 IS,
_E(r + 1) r+1£NN + Z +1 Z z (p)

__Zc?SrH L.)(p) — (V,VS1)(p).

como queriamos provar.
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Corolario 4.1 Nas mesmas condigoes do teorema anterior, se em particular

V' é um campo de vetores conforme, entao

Li(g9) = — (8151 = (r+2)Si42)g — c(n —r)Srg — (n —r)S,N(¥)
- (7’ + 1)Sr+1w - <‘/7 VST+1>7

onde v, a qual identificamos com 1 o ¢, é o fator conforme de V.

Demonstracao: Sendo V' um campo de vetores conforme, temos Lyy =

Lii=2eL; y=0. Usando o Teorema 4.1, obtemos

Li(g) = — (51841 — (r+2)Sr42)g — c(n —1)5,9
DS - N Y B v sy,
—~ O\
ou ainda
Li(g) = — (51841 = (r+2)S42)g —c(n—r)Sg— (r+1)S1¢

— tr(P,)N(¢) — (V,V.S,41).
Finalmente usando o item (b) da Proposi¢ao 3.1, temos que

Li(g) = — (81541 — (r+2)Si12)9 = c(n —1)Sg — (n — r)S,N(¥)
- (T + 1>Sr+1¢ - <‘/7 VST‘+1>7

como queriamos provar. O

Corolario 4.2 Nas mesmas condigoes do corolario anterior, se V' é um campo

de Killing, entao

Lr(g) = - (SlSr-i-l - (7“ + 2)ST+2)9 - C(TL - T)Srg - <V> VST-H)

Demonstracgao: Sendo V' um campo de Killing, em particular V' é um campo
conforme com fator conforme ¢ = 0, portanto do corolario anterior segue o

resultado. O
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. ——n+1 . ~ . sy .
Lema 4.5 Seja ¢ : M" & M uma imersao isométrica orientada, com um
campo de vetores unitario normal N, e V' é um campo de vetores conforme

1 . , ~
sobre M , cujo fator conforme é 1. Entao

div(P,(V™)) = (div(P,), V) + c.(YH, + (V,N)H,,1),

onde ¢, = (n—r) (Z) e div(P,) = Z(DEPT)(EZ) por definigao.

i=1

Demonstracao: Pode ser encontrada em [1, Igualdade (8.4)].

Lema 4.6 Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, entao

as transformagdes de Newton satisfazem div(P,) = 0 para cada 7.

Demonstracao: Pode ser encontrada em [1, Coroldrio 3.2].

Lema 4.7 Seja ¢ : M™ & M uma imersdo isométrica orientada com
campo de vetores unitarios normal N. Se V é um campo de vetores con-
forme sobre M com fator conforme v e g = (V, N) representa a funcao

suporte sobre M™, entao vale

div(P.(VT)) = (n —1)Spp + (r +1)S,419.

Demonstragao: Usando os Lemas 4.5 e 4.6, obtemos

div(P,VY) = c.(¢H, +{V,N)H, ;)

= =)ot + =) (")t
(=S (DS,

como queriamos demonstrar. O
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Coroldrio 4.3 Seja ¢ : M™ & M™! uma imersao isométrica de uma var-
iedade orientada M"™ com S,,; constante. Se V = s(p)Vp, g = (V,N) e
W= (n-r—1)PVg+ (r+1)P.1(VT), onde N ¢ um campo normal de
vetores unitario em M" e p ¢ a distancia sobre M para um ponto fixado

Do, entao
. n
div(W) = —n(r + 2) (r n 2) (HiH,y1 — Hyy2)g.

Demonstracao: Primeiro observe que V' = s(p)Vp é um campo de vetores
conforme, cujo fator conforme é dado por ¢ = s'(p), além disso N(¢)) = —cg.

Por outro lado, usando o Corolario 4.1, temos que
Li(g) = —(S1Sr41— (r+2)S42)g — c(n —1)S.g + c(n—1)Sg
—(r+ 1)S8'(p) = (V. Vi),
ou ainda
Li(9) = —(S1841— (r+2)Sm42)g — (r +1)Sm415'(p),

uma vez que S, é constante.

Pela Proposicao 4.1, temos L,(g) = div(P,Vg). Dal concluimos que

div(P,Vg) = —(51511 — (r +2)S,12)g — (r + 1)S,115'(p). (4.34)

Agora usando o Lema 4.7, obtemos
div(P,ii(VT)) = (n—1r—1)S,18(d) + (r +2)S, 429, (4.35)
de maneira que
div(W) = (n—r—1)div(P.Vg)+ (r+ 1)div(P,1 (V"))

= (n—r—=1)[=(51S41 — (r+2)Sr42)g — (r +1)S,415'(d)]

+ (r+D[(n—7r—1)S418(d) + (r +2)S,129]
—(n =7 =1)8,S 419 + (n — 7 —1)(r +2)S109
— (n—r—=Dr+1)S,us'(d)+n—r—1)(r+1)S.115(d)

+ (r+1)(r+2)Sy29
= —(n—r—1)515119+ n(r+2)S,;29,
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ou seja,

div(W) = —(n—r —1)515,419 + n(r + 2)S,129.

n n s
Como S =nHy, S,y1 = <T+1) H.i1e S0 = (r+2) H, .5, concluimos

. n
dZ’U(W) = —n(?“ + 2) (1” X 2) (HlHr+1 — HT+2)g,

como queriamos provar.
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Capitulo 5
Graficos Radiais Compactos

Por um grafico radial compacto diferencidvel ¥* C R"*!, entendemos como
sendo um grafico de uma fungao diferenciavel, cujo dominio é uma esfera S™(r)
de raio r > 0. A construcao desse tipo de grafico é feita da seguine forma:
fixamos um ponto py € R"*!, chamado origem, o qual coincide com o centro
da esfera, entao para cada diregao v € T, R"™ = R"" consideramos um
ponto p(v) € X" que corresponde ao ponto final de um segmento nao trivial
de geodésica de R™*!, partindo de py na direcao de v. Esse tipo de grafico é
também chamado de hipersuperficie estrelada diferenciavel do espago Euclid-

iano R+,

Uma construcao similar é dada para um grafico radial compacto ¥ C S**1.
De fato, fixamos um ponto py € S"™! e para cada dire¢io v € T,,S™™ conside-
ramos um ponto p(v) € 3" que corresponde ao ponto final de um segmento de

geodésica sobre S*! partindo de py na direcao de wv.

Consideremos X" C R""! um grafico radial compacto diferencidvel, cujo
dominio é uma esfera euclidiana S"(r) de raio » > 0. Em seguida, indro-
duzamos coordenadas locais u = (uy, ..., u,) sobre S"(r) e sejam X (u) e Y (u)
parametrizagoes de S"(r) e X", respectivamente. Fazendo o(u) = |Y (u)] > 0,

segue que Y = o0.X.
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Agora seja f : X" — R a fungao definida por f(Y) = (Y, Ny), onde Ny é
o campo unitario normal a X". Sabendo que Y = 0X, temos Y; = 0 X; + 0; X

e dai, obtemos

YiA...AY,
Y) = (oX, — "
/) <U ’|Y1A.../\Yn|>

- ()

XiN...NX
_ n+1 X 1 n
? < ’]YlA.../\Yn\>
O.n+1

O.nJrl

= —— (X, | Xi A AXLN
|Y1/\.../\Yn|< X [Nx)

XA A
7 |Y1/\.../\Yn|< Nx)

1
considerando o campo unitario normal Nx = ——X de S"(r), com o qual a
r

curvatura média de S™(r) é positiva, temos que:

Xi A ANXG 1
y) = onilX X, =X
/) 7 YiA...AY,| o

XA A X
r YiAL AY,

npt | X1 A A X
— <0 5.1
"7 YiA ... AY,] (5.1)

Finalmente, dado um grafico radial diferencidvel e compacto X" c S"H!
como acima, suponha que X" C S"™\ {py, —po} e sejam 7 : S"T\ {py} — R
a projecao estereografica e Vgn+1 0 campo de vetores-posi¢ao com base no ponto
po em S"T! vale ressaltar que no Lema a seguir, Ny é como no caso de graficos

radiais sobre S"*1 em R™+1,

Lema 5.1 Considerando as condigoes acima, a fun¢ao g = (Vgut1, Ny) tem

um sinal bem definido.
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Demonstracao: Se X e Y sdo parametrizagoes de S™(r) e X", respectiva-
mente, entdo 7(X) é uma parametrizagao de uma esfera em R"™! enquanto
7(Y) é uma parametrizagao de um grafico radial diferenciavel sobre 7(X) em

Rn+1

Sabendo que 7 é uma aplicagiao conforme, existe e? € D(X"), satisfazendo
(dmt(Vgni1), dm(Ny)) = €**(Vans1, Ny),

mais geralmente, como dm preserva angulos e é um difeomorfismo, existem
fungoes continuas g1, g2 : 7(Y) — R, ambas positivas ou ambas negativas, tais
que dm(Vgn+1) = g1 Vgnsr e dn(Ny) = gaNr(v). Portanto, segue da desigualdade
(5.1) que

62¢<Vgn+1, Ny) (dm(Vgni1), dm(Ny))

= (91Ven+1, 92Nr(y)) > 0
= g192(Vent1, Npvy) > 0 (ou < 0),

implicando que g = (Vgn+1, Ny) tem sinal bem definido. U

Teorema 5.1 Se " C R""! é uma hipersuperficie estrelada diferencidvel

compacta com Sy constante e positiva, entao X" é totalmente umbilica.

Demonstracgao: Fazendo » = 1 no Corolario 4.3, temos que
div(W) = —3n (Z) (H\H, — Hy)g, (5.2)
por outro lado, como 9% = (), o Teorema da Divergéncia nos d&

/ div(W) =0, (5.3)

segue entao que
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Como Sy = > 7 | A, temos

n 2 n
52 = (Z)\Z) =D N2> A, = A+ 28,
=1 =1

i1<iz
daf concluimos que H? > 0.
Sabendo que Hy = Sy = 1, entao segue da Proposicao 3.3 que
H? — HyHy = H? — H, >0
e também
~H Hy < —Hj,
dai obtemos
H\(H\Hy — H3) > Hy(H? — Hy) >0 (5.5)

Observe que g tem sinal bem definido pelo Lema 5.1, entao usando as igual-

dades (5.4) e (5.5), juntamente com o fato de que S; > 0, obtemos
H,Hy — H; = 0.

Segue entao da desigualdade (5.5) que H? — Hy = 0 e usando novamente a

Proposicao 3.3 concluimos que " é totalmente umbilica. O

Para finalizar o trabalho, mostraremos o seguinte resultado.

Teorema 5.2 Seja X" C S""!' uma hipersuperficie diferencidvel estrelada

minima e compacta. Entao X" é totalmente geodésica.

Demonstragao: Fazendo » = 1 no Lema 4.7, temos que
div(Py (V1)) = (n — 1)S19 + 2559 = 25,9, (5.6)

uma vez que X" é minima. Portanto
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/ Sagdy = 1/ div(P(VT))dx = 0.
P 2 )

Sendo S; = 0, temos 25, = —|A[* e como g nao muda de sinal, segue que

S; = Sy =0, logo |A|?> = 0 e X" é totalmente geodésica. O
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