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RESUMO

Neste trabalho estabeleceremos as definigoes das fungdes de Green em mecéanica es-
tatistica e suas propriedades basicas. Estas fungoes dependem duplamente do tempo e
da temperatura. Isto pode ser observado por meio de suas defini¢oes, onde aparecem os
valores médios dos produtos de operadores. Neste caso a média ¢é feita sobre o ensemble
grao-candnico, por exemplo, (A(t)B(t')) = Tr{e PH-sNA(t)B(t')}/O, com = 1/ksT,
sendo T a temperatura absoluta. Os operadores envolvidos nestas fungoes satisfazem a
equacao de movimento de Heisenberg, o que nos permite descrever as equacoes de evolucao
para as fungoes de Green. Por meio da representacao espectral das fungoes de correlagao
temporal (Fag(t —t') = (A@t)B(t')) ou Fga(t —t') = (B(t)A(t))), que é feita através
da introducao de uma transformada de Fourier para mudar o sistema do espaco dos tem-
pos para o espago das frequéncias, podemos obter as representacoes espectrais para as
funcoes de Green retardada G,, avancada G, e causal G.. Por ultimo, faremos o uso
da funcao de Green retardada para descrever a condutividade elétrica de um sistema de
elétrons submetido a um campo elétrico externo dependente de tempo, em outras pala-
vras, descreveremos o tensor de condutividade elétrica em termos de G, e, por tltimo,
calcularemos a condutividade elétrica de um sistema de elétrons e fonons.

Palavras-chave: Funcgoes de Green. Mecanica Estatistica. Funcao de Correlagao .
Representacao Espectral. Condutividade Elétrica.



ABSTRACT

In this work we will establish the definitions of the Green’s functions in statisti-
cal mechanics and their basic properties. These functions depend on double-time and
temperature. It can be observed by mean of theier definitions, where we can find the
medium values of the operators product, this average is done over the grand canonical

A A ~ A

ensemble, for instance, (Fap(t —t') = (A(t)B(t')) ou Fpa(t —t') = (B(t')A(t))), with
f = 1/kgT, and T is the absolute temperature. The operators involved in theses func-
tions satisfy the Heisenberg equation of motion, which permit us describe the evolution
equations for Green’s functions. By mean of spectral representation of the time correlation

~

functions(Fap(t—t') = (A(t)B(t')) or Fga(t—t') = (B(t')A(t))), that is done by the intro-
duction of a Fourier transform to change the system from time-space to frequency-space,
we can obtain the spectral representations for the retarded G,, advanced G, e causal G,
green’s functions. Lastly, we will make the use of retarded green’s function to describe the
electrical conductivity of a system of electrons under a external time-dependent electric
field, in others words, we will write the electrical conductivity tensor in terms of G, and,
at last, we will calculate the electrical conductivity of a system of electrons and phonons.

Keywords: Green’s Functions. Statistical Mechanics . Time Correlation Function.
Spectral Representation . Electrical Conductivity .
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1 INTRODUCAO

Historicamente, o conceito de fungoes de Green se originou com o trabalho em teoria
de poténcial de um matematico e fisico inglés George Green, que nasceu em Nottingham
em 14 de julho de 1793[1]. O trabalho de Green, que foi primeiramente um estudo dos
métodos na resolucao das equacgoes de Laplace e Poisson com varias condicoes de contorno,
continha as origens de uma ampla formulagao para resolver uma variedade de problemas

de autovalor de operadores lineares e equagoes nao-homogéneas correspondentes.

As fungoes de Green aparecem em muitas areas da fisica ( Eletrostdtica, Fisica de
Particulas Elementares, dentre outras) e em todos os casos elas estao associadas a ”in-
fluéncia” que um ponto do espaco exerce sobre outro, podendo essa influéncia ser eletro-

magnética, gravitacional, ou através das forcas nucleares forte e fraca.

Nosso trabalho consiste em fazer um estudo das funcoes de Green em mecanica es-
tatistica, pois elas representam uma técnica muito adequada na andlise de sistemas de
particulas em interacao. Primeiro faremos uma descricao das propriedades basicas das
funcoes de Green dependentes duplamente do tempo e da temperatura e depois fazere-
mos uma aplicacao para um sistema de elétrons submetido a um campo elétrico externo
(perturbagao) dependente do tempo para ver como se comporta a condutividade deste

sistema perante esta perturbacao.

Finalmente calcularemos a condutividade de um sistema de elétrons e fonons submeti-
dos a um campo elétrico externo dependente do tempo. Para tal sistema o Hamiltoniano
é dado por #H = 3, Eralay + >0 Yabibg + Xk, /\qahqak(bq +0!_,) (Hamiltoniano de
Frohlich[2, 3]). Com a aplicacao de uma perturbacio #!(t) = —E - (eD)e ™+ surge no
sistema uma densidade de corrente induzida, que pode ser dada em termos da funcao de
Green retardada ((aa; Do (7)))¥ %, onde a'a séo, respectivamente, os operadores criacao

e destruicao e eD é o momento de dipolo total do sistema.



2 FUNQ()ES DE GREEN EM
MECANICA ESTATISTICA

Na fisica tedrica tem-se diversas classes de fungoes de Green [4, 5, 6, 7, 8, 9. A
diferenca esta na forma de tomarmos os valores médios dos produtos de operadores que
aparecem. Se a média for tomada no estado fundamental do istema, tem-se as fungoes de
Green de teoria de campos [10, 11]. Se a média for tomada sobre um ensemble estatistico,
tem-se as fungoes de Green da mecanica estatistica ou termodinamica. Destacamos que
na maioria dos casos basta considerar as funcoes que dependem de dois tempos, tanto

retardadas como avancadas.

Neste capitulo estabeleceremos as defini¢coes e propriedades das fungoes de Green,
obtendo as equacoes de evolugao para as mesmas. Introduziremos as fungoes de correlacao

temporal e representagoes espectrais.

2.1 Funcoes de Green Retardada, Avancada e Causal

Podemos considerar em mecanica estatistica, assim como em teoria quantica de cam-
pos, diferentes tipos de funcoes de Green, entre elas a funcao de Green causal de duplo
tempo G.(t,t'), definida em termos do valor médio do produto T de operadores, ou as

fungoes de Green retardada e avangada,G,.(t,t') e G,(t,t').

Definimos as fungoes de Green retardada G,.(t,t'), avancada G, (t,t") e causal G.(t,t')

da seguinte forma [12, 13, 14]:

G,(t1) = ((A(t); BU)Y), = —i0(t — 1){[At), BE)): (2.1a)
BIE (2.1b)
(2.1c)
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sinal de 7 ¢ escolhido positivo ou negativo dependendo do que for mais conveniente para o
problema. Usualmente escolhe-se o sinal positivo se Ae B sdo operadores de Bose ( para
bésons, temos 7 = 1 e a relagao entre os operadores serd de comutagao) e o negativo, se
eles sao operadores de Fermi (para férmions, temos 7 = —1 e a relac¢ao entre os operadores

serd de anticomutagao)[15, 14]. Porém, esta nao é a tnica escolha possivel.

Nestas definicoes das funcées de Green, aparece a relacio (AB) (ou (BA)) que cor-
responde ao valor médio estatistico do produto de operadores. Esta média é feita sobre o

ensemble grao-canonico [16, 17].

Ensemble é definido como sendo uma colegao de sistemas fisicos, idénticos entre si e
preparados nas mesmas condicoes macroscépicas, que se encontram nos diferentes micro-
estados acessiveis. O ensemble grao-canonico possui um volume definido em contato com

uma fonte térmica com a qual também troca particulas.

A média feita sobre o ensemble grao-canoénico é expressa em termos do trago (soma
dos elementos da diagonal principal de uma matriz) deste produto. Assim, o valor médio
estatistico de um operador X ¢ dado por [14]

. Tr{e*ﬁ(‘q*“mf(}
<X> = @ 7

(2.2)

onde

©="Tr{ e_ﬂ(ﬁ_“m}
é a funcao de grao-partigao. O parametro 8 é dado por § = 1/kgT, onde kg é a constante

de Boltzmann e T" é a temperatura absoluta.

Quanto a p, trata-se do potencial quimico que é definido como sendo a variagao na
energia I de um sistema fisico devido a varia¢ao no nimero total de particulas N [16, 17],

ou seja,

oF

S

Este potencial é devido a troca de particulas entre o sistema fisico e o recipiente que

o encerra que é caracteristico de um ensemble grao-canonico.

A aplicacao do ensemble grao-canonico é muito conveniente quando o nimero total
de particulas precisa ser levado em consideracao e, também, o nimero de ocupacao dos

diferentes estados sao independentes.

A dependéncia temporal dos operadores fica explicada por trabalharmos na repre-

sentacao de Heisenberg e sua equacgao de movimento é satisfeita por estes operadores, de
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modo que

iHt A —iFHt

Aty =en Ade™n = Mt Ae= it (2.3)

onde usamos uma unidade de medida na qual 7 = 1 e definimos H como
H=H— N, (2.4)

sendo H o operador Hamiltoniano independente do tempo e N , 0 operador nuiimero total

de particulas do sistema.

As fungoes de Green contém, também, a fun¢do degrau ou fungao de Heaveside [18]
definida como sendo 6(t) = 1, parat > 0 e §(t) = 0, para t < 0, conforme mostra a figura
1.

Bt

Figura 1: Grafico da funcao degrau ou funcao de Heaveside.

Derivando esta funcao no ponto ¢t = 0, sua derivada tende ao infinito, caracterizando

a funcao delta de Dirac. Matematicamente temos

do(t)
N7 — 5(¢t 2.
“2 = 6() (25)
e
t
0(t) = / o(t)dt (2.6)
Na funcao de Green causal aparece o operador de ordenamento temporal T, de modo
que
T{A(1), B(t')} = A(t) B(t),
parat >t e
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para t < t’, ou ainda:

T{A(t), B(t} = 0(t — t"YA()B(t") +no(t' — t)B(t")A(2). (2.7)

Devido a fungao degrau, as fungoes de Green (retardada, avangada e causal) nao estao

definidas para t = t'.

Podemos verificar que tais fungoes de Green dependem de t e t’ através da diferenga

t — t' calculando o valor médio estatistico de A(t)B(t'). Vejamos.

_ Tr{e PN A#) B(t')}
N ©
B Tr{efmzemtﬁefmtemt/];efmtf}
= 5 A
B Tr{efmemtefmt'AefmtemyB}
N o ©
Tr{efﬁ’%eﬁ-[(tft’)Aefiﬁ(tft’)B}
N (C]
_ Tr{eP1A(t —t)B}
@ )

(2.8)

onde usamos a propriedade de que os operadores podem ser permutados ciclicamente

dentro do trago. Entao podemos escrever

(A®)B(t)) = Fap(t —t). (2.9)

Cosiderando que as fungdes de contém termos do tipo (A(t)B(t')) e (B(t')A(t)) po-

demos escrever
((A@); BE)) ) rae = (At = '); B))rae = ((A; B = 1)) acc. (2.10)

Assim as fungoes de Green, em estatistica, nao dependem somente do tempo mas,
também, da temperatura, de modo que, quando esta tende a zero nas equagoes (2.1),
teremos as funcoes de Green de teoria de campo. Estas fungoes sao as fungoes de Green

causais de tempo multiplo e sao definidas da seguinte maneira:

n

onde T é o operador de ordenamento temporal, definido como anteriormente, e |[0) é o

estado fundamental do sistema. ¢()Zntn) e W(Xntn) sao funcgoes de campo na segunda
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quantizacao [15, 9, 10] na representagdo de Heisenberg

(X, 1) = an(t)er(X)

ayp € al sao os operadores de aniquilacdo e destruicao ( operadores de Fermi ou Bose),

—

©r(X) é um conjunto ortogonal completo de fungées de uma particula.

A fungado de Green retardada é definida somente para ¢t > t' e representa uma in-
formacao que foi emitida no tempo t' sendo recebida no instante ¢, posterior a t'. J4 a
funcao de Green avancada ¢é definida apenas para t < t' e representa uma informacao
que foi emitida num tempo t' e que é recebida no instante ¢, anterior a t’, apresentando,
assim, dificuldades quanto a uma interpretacao fisica, sendo, portanto, uma ferramenta
matematica que eventualmente pode ser utilizada como artificio de calculo em algum
problema especifico. E quanto a funcao de Green causal, ela esta definida para qualquer

valor nao-nulo de ¢t — ¢'.

Estas fungoes sao muito convenientemente aplicadas em estatistica quatica para pro-
blemas envolvendo um sistema de muitas particulas interatuantes. Os operadores Ae
B podem ser de diferentes tipos, tais como os operadores de criagao ou de destruicao
e seus produtos, operador densidade, dentre outros. A escolha dos operadores Ae Bé

determinada pelas condi¢oes do problema.

2.2 Equacoes de Evolucao para as Funcoes de Green

Podemos obter um conjunto de equagoes para as fungoes de Green. Como estamos
trabalhando na representacao de Heisenberg, os operadores satisfazem sua equacao de
movimento de modo que

dAG)
i = A1), A1), (2.11)

onde fl(t) ¢ um operador qualquer dependente do tempo e # é o hamiltoniano do sistema

dado pela equagao (2.4). No lado direito desta equagdo usamos a forma explicita do
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Hamiltoniano e as rela¢oes de comutagao para operadores. Entao, para G, (t,t’) , teremos:

,dGT(t,t/) o d o D!
i = i ({A); B(E))r

- ii{_ze(t —t')([A(1), B(t")])}
)

O awBa + o6 - (S s

8t =)AW@ B()) + 0t — ){[~i(AWH — HAW®), BE))
ot = AWM B + {~i0(t - (AW - HAW), BED)
5 VB +

(t = WADBW)]) + ((A)H = HA(L); BI))). (2.12)

A

—

Podemos fazer o mesmo procedimento para G,(t,t’), o que nos fornece:

2,dGUL(t, t)y .d
dt dt

|
~
=
~
>
—~
~
~
|
~
~
—~
SN
—~
~
~
sv
—~
~
~
~—
—
~
——

) o , dA®t) -,
= —— g {AGOBO)) - 0" - t)([——, B{)])

= —————(AWBW)) — 0 — )([~i(AD)H — HA()), B(t)
= —{=0(t = ) ([AMBEN} + i8¢ — ) ((ADH — HA®)), B()])

) +i0(t' — ) ([A(t)YH — HA(t), B(t)])
)+ ((A()H — HA(®t); B(t)))a- (2.13)
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E finalmente podemos fazer o mesmo procedimento para G.(t,t'), o que nos da:

AGu(t,t) A
i = iAW) BE)

o

Aqui usamos o fato de que
ot —t) do(t —t')

dt dt
As equagodes (2.12), (2.13) e (2.14) podem ser escritas como uma unica, dada por
@'%«A(t); B = ot — V[ABBE]) + (AWH — HAW®):; B (2.15)

onde k ={ r,a,c}.

As fungoes de Green do lado direito da equagao (2.15) sdo, geralmente falando, de
ordem mais alta que as iniciais, ou seja, na equagao de movimento para o par de operadores

temos uma funcao de Green de trés operadores.

As equagoes (2.15) sao exatas e as solugoes desta corrente de equagoes sao geralmente
extremamente complicadas. Pode-se, algumas vezes, por algum método aproximativo,
desacoplar a corrente de equagoes (2.15), isto é, reduzi-la a um conjunto finito de equagoes,

que pode ser entao resolvido.
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2.3 Funcoes de Correlacao Temporal

J& vimos anteriormente que

(A)B(t')) = (At — ) B(0)) = (A(0)B(t' — 1)) = Fap(t — ).

Chamamos de fungao de correlagao temporal a média sobre o ensemble grao-canonico

do produto de operadores na representacao de Heisenberg, ou seja,

Fap(t —t') = (A(t)B(t")) (2.16)

Fpa(t—t') = (B(t)A(t)). (2.17)

Diferentemente das fungdes de Green (r,a,c), que nao estao definidas para t = ¢’ devido
ao fator 6(t —t'), as fungoes de correlagao temporal estao, também, definidas neste caso.

Assim, de acordo com a defini¢ao, temos

Fap(0) = (A(t)B(1)) = (A(t — 1)B(0)) = (A(0)B(0)). (2.18)

Como exemplo vamos considerar o Hamiltoniano para um sistema de particulas idénticas

interatuantes[15] dado por

1
H=> Taja + 3 > (mn|V|pg)al,ala,a,. (2.19)
m,n,p,q
Onde
(mn|V|pg) = Vij{lml ki) kil Lp) (L ) (s 1) (2.20)

]

A energia do sistema corresponde ao valor médio termodinamico do Hamiltoniano H,

que calculado fica:

R 1
B= (i) =3 Taja) +5 3 (malVipa){al,alage)
k m,n,p,q

= 5" Tl + % Y (mn|Vipg)(AB)

m’n7p7q

Onde fizemos A = af,al, , B = a,a, e 1, = alak. M, € o nimero de ocupacao do modo k

n

e a e a' sdo os operadores destruicao e criacdo, respectivamente.
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Desta forma, concluimos que para obter a energia do sistema , é necessario conhecer

as funcdes de correlagao (alay) e (alafaga,), que sdo bem conhecidas em fisica estatistica.

(ala;& d4 a verdadeira distribuigao de momento das particulas e {a} af a,a,) descreve a
correlacao entre duas particulas. O conhecimento da funcao distribuicao de uma particula
nos permite avaliar, em geral, os valores médios de quantidades dinamicas aditivas, a

funcao distribuicao de pares de carater binario etc.

As fungoes de correlacao temporal (2.16) e (2.17) satisfazem as equagoes

dFpa(t—t)  d{B(t)A(t))
! dt - dt
— i) 20,
— (B()~{AWAED) - HOAD)})

l

= (B){AWH() — HOAD}).

{AHE) = HOAW)IBW))
= ({AOH() — HO AWM} B()),

que foram obtidas pela diferenciacao com respeito a t e pela utilizacao da equagao de
movimento de Heisenberg para os operadores. Notemos que desde que (2.16) e (2.17) nao
sejam discontinuas em ¢t = t/; as equagoes acima nao tém o termo singular 6(t — t') que

ocorre nas equagoes (2.15) para as fungoes de Green.

As funcoes de correlacao podem ser avaliadas também pela integracao direta destas
equacoes, a qual deve ser adicionada ainda as condicoes de contorno, ou indiretamente

pela avaliacao, primeiramente, das equagoes (2.15).

O segundo método que devemos usar é consideravelmente mais simples, desde que o

faga mais facil para satisfazer as condig¢bes de contorno usando teoremas espectrais (Sec.
2.4).
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2.4 Representacao Espectral Para as Funcoes de Cor-
relacao Temporal

Levando em consideracao que as fungoes de Green dependem do tempo através da
diferenca t — ', podemos introduzir expansoes em auto-estados que representam um con-
junto completo de solugoes para as fungoes de Green, ou seja, podemos através de uma
transformada de Fourier[19] passar da dependéncia temporal para o espago das frequéncias

€ escrever o espectro.

Para resolver as equacgoes para as funcoes de Green é importante ter estas repre-
sentacoes espectrais, que suplementam o conjunto de equacoes, com as condigoes de con-

torno adequadas.

Denotemos o auto estado de # por |v) de modo que

~

H|v) = B, |v), (2.21)

onde a (2.21) é a equagao de autovalor, sendo E, o autovalor (auto energia) do operador

Hamiltoniano 7. Assim teremos, para a funcio de correlacao temporal Fg alt—=1):

Fpa(t —t') = (B()A(1))

L, o s
= 6Tr{e PR A(t)}

1 N v Lt e A
— 6TT{6—ﬂH67th Be—z’Ht ethAez’Ht}

_ é Z<V|e—ﬂﬁeiﬁﬂéemt’eiﬁt;lemt|V>
v

— é Z<V‘ez’?—lt’Befi?:Lt’eiﬁtAei?:tt‘V>675E,,
14

1 TRV Yt A A Al
_ 6 Z<V‘ez7{t Befﬂ{t (Z ’M> <M|> ethAeth|V>€fﬁEl,
v 1

1 iHY D —iHt e A
G) D W™ Bem ™ ) (| ™ Ae ™ v)e P
v,p
— 6 Z e”LEyt @—ZEut <V|B|M> <M|A|V62E“te_ZEvt G_BEV
v,
1 R . ‘ | |
- 6 Z<V|B|N’> <M|A|V>€_6EUQZ(E“_E”)t@_Z(Eu—Ey)t

v,p

1 . - ~ /
-5 Z<V|B|p> (| Alv)e BB i Bu=Bn)(t=t)) (2.22)
o
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Aqui introduzimos o operador unitdrio ) |u)(u| que, obviamente, ndo altera em
nada o resultado. Desta forma escrevemos a funcao de correlagao temporal em termos

das energias de excitacao do sistema.

Podemos fazer o mesmo para Fup(t —t'). Vejamos.

Fap(t —t') = (AW B(t))

1 —BH A Y
= 6TT{€ PFRAMB()}

1 e A e el A g
— 6TT{675H€thAemtemt Beitt }

= é Z(V\e_ﬂﬂemtﬁe_iﬁte’myBemt/|V>

_ é Z<V|eiﬁtAe—i’}:lteiﬁt’Bei’}:[t’|V>6—6Eu

_ éz<y|em%e_mt (Z ) <M|> eiﬁt’geiﬁt’|y>e—ﬁEu
v "

= & Sl A ) (e B e

v,

_ 6 Z ezEl,te—zEut<y|A|lu> <M|B|V>62E“t e—zEl,t e—,BEV

v,p
1 . . B o o
- 6Z<V‘A’“><N‘B|V>€ BEy pi(By—Eu)t o —i(By—Ep)t
v,
1 A > - 7 — Y
= = S Al (ul Bl BB B (2.93)
v,p

Na equacao (2.22) podemos trocar v por u e vice-versa, sem perda de generalidade, o

que nos leva a seguinte relagao:

Foalt = 1) = g S (1Bl al Ajp)e e/ FuBe=0)

1 . . ' /
- =) Z(M’B|V><I/‘A’/Qe*rBEuel(EufEu)(tft )

v

1 . - : :
= 5 (Al (| Blvye P P i D)

v

1 A - : :
— & (Al (ul Bly)e B E B A EED) (9,04

v

Assim, encontramos uma relacao entre as funcoes de correlacao temporal, de modo
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que
Fpa(t —t') = Fag(t —t")e P BB, (2.25)

Vamos introduzir a transformada de Fourier Jp4(w) tal que
Fpa(t —1t') = / JBA(w)e_i“(t_t/)dw, (2.26)

com sua transformada inversa dada por

1 [~ i
Tpa(w) = J(w) = o~ / Fpa(t —t)e ="t (2.27)

Fazendo 7 =t — t/, de modo que dt = dr e usando a equagao (2.24) teremos:

JBA(M)

*“"( dr

Blv){(v|A|p)e#Ex ei(Eu—EH)(T)] (™) g

(w)
1 /
2T
IRk
2T
11 > —iwT Ji(Ey—Eu)T
= Z<M|B|V><V|A|M> e eIy

O 2r
11 —BE, OO —i[Ey—E,—w|T
= 59- > (ulBlv)(v]Alp)e e dr.
1, —0o0
A integral que aparece na equacao acima pode ser calculada da seguinte maneira:

o) 27 27
/ e HBu—Bu—ulr g — / cos[(E, — E, — w)T|dT — z/ sen|[(E, — E, —w)T]dr
_ 0 0

oo

Para w # E, — E, , teremos:

o _ B —ulr 1 T . T
/_ e HBu—Ey }drzm([semﬁ]g +Z[COS¢]8 =

0 “w v

Para w = E, — L, teremos:

oo 2T 2m
/ e BBl g — / cos0dep — z/ sen0d¢ = [¢]3™ = 27
— 00 0 0

desta forma podemos concluir que

/ T S L P 27T(5(EM —-E,— w). (2.28)

—00



Assim a expressao para J(w) torna-se:

11 . I
JW) = 5oz D _(ulB) | Al ?Pr2md(E, - B, —w)
W,V
1 A AL e
=5 2_{ulB) | Alp)e "Fro(E, — B, - w).

u?y

Analogamente, teremos para a transformada de Fourier de Fup(t —t'),

Fap(t —t') = / Jap(w)e " duw,

o0

com sua transformada inversa dada por (usando a equacao (2.23)):

1 [~ o
Jap(w) = —/ Fup(t —t)e*tdt

2r J_ o
1 > tw(T)
= — Fap(r)e™ Vdr
21 J_ o
1 [>11 z AN —BEy i(Bu—Eu)(t—t') | iwr
= [T S A (ulBlwje B0 | e
v
11 8B, [ (B Batw)
= — V)e [ T
e S WAl Bl e [ e Earg
11 510N\ —BE, —BE, BE
= S A (| Blve e P2 (B, — B, + )
T L~
= S Al Blv)e EO(E, — B, + ) BB
O -

= Jpa(w)ePEu=Er) — J(w)e.

Desta forma podemos escrever as seguintes relacoes:

Fpa(t—t') = / J(w)e ™ dw

—00

Fap(t—1t) = / J(w)eP e ™7 dw.

[e.e]

21

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

As equagoes (2.32) e (2.33) sao as requeridas representagoes espectrais para as fungoes

de correlagao temporal, onde J(w) é a densidade espectral da funcao Fpa(t,t’). Como

exemplo, podemos fazer A = a e B = al. Desta forma teremos:

%N—ﬁ=/ Tora(w)e™ " dus

—00
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e
1 > WWT
JaTa(w) = %/ JaTa(w)e dr
1 _
= 5 X_ula W) {vlalu)e 5B, — B, - w)
TR
1 _
= o > vlalPe B 5 (B, — By — w)
L,V
Assim J,i,(w) é definida positiva. Outra propriedade das fungoes de correlagao é a
seguinte:

A . 1 g A A
(A(t)B(0)) = 6TT[6_5H6WA6_’%B]
_ éTr [efﬁﬁéefﬁﬂeiﬁt;lefiﬁteﬂﬁ}

_ éTT [6—m—lBa(tﬁﬁ)?%j[le—i(tﬂﬂ)ﬂ}

_ ém@ﬁ%é,@(t +iB)]
= (B(0)A(t +1iB)). (2.34)
Desta forma, a equagao (2.33) pode ser obtida a partir da equagdo (2.32) através da
subistituicao t — ' — ¢t — t' 4+ i3, ou seja,
Fup(t—t') = Fpa(t —t' +iP)

— / J(w>67iw(t7t/+’iﬂ)dw

= / J(w)e’i“(t’t/)eﬁwdw

o0

= / J(w)e e dw

o0

2.5 Representacoes Espectrais para G, e G,

Consideremos agora as representagoes espectrais para as fungoes de Green retardada
e avancada. Podemos obté-las facilmente por meio das representacoes espectrais para as

funcoes de correlagao temporal.

Primeiro faremos para G,.(t — t'). Podemos introduzir a componente de Fourier da
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mesma através da relagao

G.(t—t) = / G (E)e Bt R

o0

G.(1) = / G.(E)e "FTdE,

onde 7 =t—t' e G.(F) é a componente de Fourier da fungao de Green retardada G, (t—t')
que é dada por

G.(F) ! /00 G.(1)e'FTdr (2.35)

" or

—00

Utilizando a defini¢ao de G,.(t — t'), teremos a seguinte expressao:

G.(F) = L /00 G, (T)eFTdr

= o [ A 0), BODYe s
= = [ oA - 1)BO) ~ nBO)A(L~ 1)) rdr
= = [ OARIBO) — n(BO)A) Y dr,

que contém as fungoes de correlacao temporal. Como

oo

(A(T)B(0)) = / J(w)eP?e ™7 duw

— 00

o0

(B0)A(r)) = / J(w)e T dw,

(e}

teremos:

G.(F) = —% 0(7) {/ J(w>€6w67iw7dw _ 77/ J(w)eimdw] BT
VR e o0

=—5- [ 007) { / ~ J(w)e (e — n)dw] eTdr

—0o0

= —z'/ dwJ(w)(e™ —n) / eFre ™ To(1)dr

00 2m —00

=i [ dws) e — g [ o

00 2m —00

Para tornar mais simples esta expressao, faremos uso da representacao integral de

0(7). Como ja vimos antes, podemos escrever esta fun¢ao descontinua em termos da
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funcao delta de Dirac, §(7), ou seja,

onde € — 0 (e > 0).

Porém uma das representagoes para a fungao delta de Dirac é dada por [21]

1 [~ _
d(7) / e XTdX.

:% N

Desta forma , (1) torna-se:

0(r) = / "o

—00

T ! 1 > . /
:/ e’ {—/ eI dX] dr’

1 o T / . /
= — dX / e e X dr!
2m J_ oo
1 - ! (e=iX)71' 3.1
= — dX e dr
27r —00 —0o0
1 [ 1 v ]
—- dx (e—iX)T
2 J_o [e X" e
1 0 e—iXT
= — dX
2r J_ o€ —1X
i 00 e—iXT
= — dX 2.36
2m J_oo X + i€ ( )

Verifica-se que a funcao definida desta maneira tem, de fato, as propriedades da
funcao descontinua 6(7) . Devemos considerar X como uma varidvel complexa. Como o

integrando contém polo (X = —ie), a (2.37) serd resolvida através do método dos residuos

[20].

Quando 7 < 0, o contorno deve ser fechado por cima, nao encerrando a singularidade

(segundo a figura 2). De acordo com o teorema de Cauchy [20] a integral é nula, ou seja,

i 00 e—iXT

T o oo X F €

6(7) dr = 0.
Quando 7 > 0 , o contorno deve ser fechado por baixo, encerrando a singularidade

(segundo a figura 3). Assim, pelo teorema do residuo, teremos:

00 e*lXT

e iedX = —2miRes f(—ie),



Im[X]

<0

Y
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Re[X]

Figura 2: Contorno de integracao da equacdo (2.36) para valores negativos da varidvel

tempo.

Im[X]

>0

y —i€

Re[X]

Figura 3: Contorno de integracao da equagao (2.36) para valores positivos da varidvel

tempo.

onde o sinal de menos é devido o fato de a integracao esta sendo feita no sentido horario

e Resf(a) é o residuo da fung¢do no ponto de singularidade, ou seja, X = a, e é dado por:

Resf(a) = lim (X —a)f(X).

X—a
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Assim teremos

00 —iXT —iXT

€ . 1. . .
X = 7w i Jim (X )

= 27 lim e t(=e)7
e—0T

€T

= —2m lim e = —2m¢

e—0t
e 0(7), serd igual a unidade, ou seja,
[e'¢) —iXT

7 e 1
2 J_ o X + e 27T( ™)

0()

Teremos, entao, a seguinte relacao:

oo 5 oo 5 i o] efin
/ e FT0 (1) dr = / e dr v X
oo —oo T J_so 1€

i [ dX o
Com ) X +ie )
v [ dX o

ez(Efw)Tesz'rdT

i(Efwa)TdT

T X tie) ©
- % : deie%d(E Cw—X)
= z/_Z(S(E —w _X)deie
- E—Z)Jrz‘e' (2:37)
Desta forma, G, (F) transforma-se em:
G.(E)=—i /Z de(w)(eﬂ“ — n)% /Z €i(E_w)T0(T)dT
= —Z/Z dw J (w)(e™ — U)%m
= % Z J(w)(e™ - 77)#&;2.6-
(2.38)

Este resultado mostra a rela¢do entre G,.(F) e a fungao de correlagao temporal através
de J(w).

Analogamente podemos introduzir a componente de Fourier G,(F) para a func¢ao de
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Green avancada, ou seja,

o0

Ga(t,t") = / Gu(E)e B R = / G.(E)e P dE.

o0 oo

Utilizando a defini¢ao de fungao de Green avancada a componente de Fourier G, (F)

torna-se:

’LET
Gl d
27r / G T

— 29( ){([A(t = 1), B(0)]))edr

’/ O(—1)(A(t — ) B(0) — nB(O)A(t — t')))eEmdr

= QL dre'? [ (w)e e ™ dw — n/ J(w)e_imdw} 6(—7)
™ 0o —00
S REGE )dw/oodmeTe( .
Porém,
i 00 eiXT
O(—7) = — dX.
(=7) 21 J_ oo X +ie

Desta forma, G,(FE) torna-se:

?: o) [e’e] ) Z [e’e] eiXT
E) = — Bw d d —z(w—E)T_/ adx
Gu(B) = 5= | Il = [ areiepron [
1 0 % JX 0
— Bw d z(E—w—l—X)d
et BRACICRR) B == I 7

1 o < dX
R —— Pu _ _
om)? /OO J(w)(e n)dw/ooX+i€27r5(E w+ X)
1 [ dw
= Bw _
[ e

(2.39)

E —w—ie

As equagoes para G,.(E) e G,(F) podem ser escritas como uma tnica equagao, ou

seja,

GralB) = 5 [ T I - (2.40)

27 E —w=xie

onde o indice r corresponde ao sinal + e o indice a corresponde ao sinal -.

Até agora temos considerado £ como uma quantidade real. A funcdo G, ,(E) pode ser

analiticamente continua no plano complexo E. Assim, assumindo que E seja complexo,
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teremos:

, (2.41)

1 [ dw G.(E), Im[E] >0
EF—-w

— w) (e — =
27 ) " G.(E),Im[E] <0

Podemos ver que G,.(F) pode ser analiticamente estendida ao plano complexo Im(E) >

G.(B) = 5 | Gulr)erar,

0 da seguinte maneira:

onde G, (1) = 0 para 7 < 0.

Fazendo F = a + (i, com [ > 0, teremos:
G.(a+1ip) = / G () etihTgr — / G (T)e e PTdr.
7T —0Q

Entao e #7 desempenha o papel de um fator de corte que faz G,.(E) e suas derivadas com

respeito a £ convergirem sob hipdteses suficientemente gerais sobre a fun¢ao G,.(7).

Podemos, similarmente, ver que que a fungao G,(E) pode ser analiticamente continua

dentro do plano complexo Im[E] < 0. Vejamos.

G.(E) = %/ Ga(1)eFdr.

com G,(1) =0 para 7 > 0 . Fazendo E = a + i, com < 0, teremos:

0

1 .
Go(T)e e PTdr.

0
. 1
_ i(a+iB)T _
Gu(FE) 5 /Oo Ga(T)e dr o

Novamente o termo e™?7 faz o papel de um fator de corte.

Se conhecermos a fun¢do G(F), podemos encontrar também a intensidade espectral

J(w), ou seja,
G(E") - G(E™) = G(E +ie) — G(E — ie),

onde E+ = E + ie. Desta forma teremos:

1 dw 1 & dw

GE-6lE7) = - [ @@ - o [ @ -

(2.42)

— W

Para resolver a equagao (2.42) usaremos a identidade de Dirac [7] dada por:

- i =P (%) T im(X), (2.43)
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onde ¢ — 07 (¢ > 0,¢ — 0), X é uma varidvel real e P denota o valor principal na
integragao sobre X (parte principal da integral)[20].

A parte principal da integral de uma funcao f(x), num intervalo a < z < b, continua

neste intervalo, exceto no ponto g (a < xg < b), é dada por:

/ f(x)d = lim [ / " e + / :_5 f(x)dx}. (2.44)

O significado desta identidade pode ser percebida considerando a seguinte integral,

[ f(X)
1 X
e—l>%l+/_ooX—ie ’

de modo que f(X) nao tem singularidades no eixo real. O resultado desta integral seré:

lim. /Z )?(X? dX = P/O; @d}( +im /Oo S(X)f(X)dX

— 1€

no limite quando € — 0:

< f(X
-r I 4x 4 inf(0)
e X
Portanto,
/ fX dX—l lim f(X )dX—l—l lim / LX?dX—i—hmhm/ L)QdX.
e—>0 — j€ e—=0r—0 J_ — € e—0r—0 J_ X — 1€ —0r—0 [ X — e
Assumimos, sem perda de generalidade, que ¢ < r. Entao
-r 00 X f! .
lim/ f(X dX lim { f(X dX+/ f(X dX] + lim lim F0) + XF <0) i ]dX.
e—0 — 7€ r—0 _ e=0r—0 /. X — e

As duas primeiras integrais do lado direito correspondem a parte principal da integral
e para o ultimo termo fez-se uma expansao em série de Taylor [21] em torno da origem.
uma vez que € é extremamente pequeno, consideraremos apenas o primeiro termo da

expansao. Logo,

(2.45)

~© f(X ~ F(X Todx
g%/_oo){,( ?dX:P/_OOQanLf(O)hmlim

— 1€ e—0r—=0 [ X —ie

Calculemos a ultima integral a direita.

"dX : r— i€ ir+e 1+ir/e
—In(X — L =1 —In . (24
X —ie ( ie)l n(—r—ie) n(—ir+e) <1—zr/e> (2.46)
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Agora, podemos utilizar a seguinte relagao[22]

1. /1
tanh™' & = S n ( i x) , (2.47)

1—=x

de modo que

In G - Z?Z) — 2 tanh~(ir /c).

Porém, se usarmos tanh™'(iz) = i tan™"

In G * Z:@ — 2itan~"(r/e).

T, teremos

Assim a equagao (2.46) torna-se:

"odX _ln(l—i-ir/e

X —ie 1_—W/E) = 2itan" (r/e). (2.48)

Logo a equagao (2.45) fica

lim /Z %d)( = P/i:> @dX + 24 £(0) lim lim tan™"(r /¢)

e—0 e—0r—0
o [T X N
_P/oo X +2if(0);

_ p/_oo @d}( +imf(0). (2.49)

[e.e]

O que mostra a equagao (2.43).

Agora, utilizando tal identidade,com f(X) = (¢ —n)J(w) e X = F — w, a equagao
(2.42) torna-se:

GE) -G = - [ it - [ =
= % V_Z(eﬂw - n)J(w)Edfw — i /:(eﬁw —n)J(w)S(E — w)]
- % [P /oo (™ = n)J (w) Edfw +im /Oo (€™ — ) J(w)d(E — w)}
o i e

B %fm(e‘”ﬂ —)J(E) — %iﬂ(e‘”ﬂ —n)J(E)

= —i(e’F —n)J(E) (2.50)
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e podemos, entao, escrever a seguinte relacao para J(w):

J(w) = Z_G(E;zw—_Cj?(E_) _ Z_G(w + ieeﬁ)w—_Cj?(w — z'e)‘ (2.51)

Com este resultado, podemos escrever a func¢ao de correlagao temporal Fp,(t —t') da

seguinte forma:

T GET) -GED)

Fpalt—t) =i / et . (2.52)

—00

efw —n

Desta maneira concluimos que o conhecimento da funcao de Green permite obter a

fungao de correlagao temporal, e a componente de Fourier de G,.(t —t’) pode ser dada por

G (E) = /w<eﬁw—n>J<w> o

T ) Ef —w
o B e
o | =g i - )
5P [ € =) g~ 5 - B, (259
de modo que
q 1[G ()] = —5(e* ~ n)J(w)
Re[G,(E)] = %P / Z(eﬁw — n)J(E) Edfw
[ e w5
_ %/: de, (2.54)

que é a relacao entre as partes real e imaginaria da funcao de Green retardada.

Analogamente, para G,(E), teremos:

Gu(B) = 5 | ()=

" or oo E-—w
1 [ dw
E— o _ -
or ) (I
1 . bw dw . BE
= | @ I (e ) I(E)
1 o dw i
—52P [ (=g 5 ) (E)
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de modo que

RlGu(B) = 5P [ (% = )

_ _%/_OO B(eﬁ‘“—n)J(w)} wd_wE
1 /OO ImlGaw)] (2.55)

T ) o w—FE

Temos aqui uma conexao entre as partes real e imaginaria da funcao de Green avangada.

2.6 Representacao Espectral para G¢

Trataremos, agora, da representagao espectral para a funcao de Green causal. Consi-

deremos a componente G¢(FE) de Go(t —t') de modo que

Golr) = /_ " Go(B)e i

1 0 )
Go(E) —/ Gc(T>62ETdT,

T o oo

onde E é real.

Temos as seguintes relagoes:
Go(t,t') = —i[0(t — ') (A()B(t')) +nb(t' — t)(B(t')A(1))],

que ¢ a definicao da fungao de Green causal;

o0

Fap(t—t) = (A)B()) = / J(w)eP e duw:;

—0o0

Fpa(t—t') = (B(t)A(t)) = /_00 J(w)e ™ dw.

o0

As duas ultimas relagoes sao as fungoes de correlacao temporal, ja vistas anterior-
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mente. Assim, usando-as, calcularemos a componente de Fourier G¢(FE). Vejamos.

/ {—ilB(t — ) (A BE)) +n6( — ) (BEYAD) e dr

</ / =T duetPTo (1 dT+T]/ / i‘”dweiETG(—T)dT)

= ——/ dew/ eE- “’70( )dT—i-n/ J(w )dw/ e(E"“)TH(—T)dT.

Fazendo uso das (2.37) e (2.39), teremos:

) & ) & )
Go(B) =5, U Ty ot | JWMm]

oo oo

1 o dw > dw
_ L Bu _ .
2m [/ Jw)e E —w+ie 77/_ J(W)E—w—ie}

—00 o

Utilizando novamente a equagao(2.43), teremos:

Go(E 27r/ J(w B“dw{P(E_w>—z’7r5(E—w)]
_%n/ooj( w)ds [P(Eiw>+i7r5(E—w)}

iP/ J(w)e d —iiw/ J(w)e?§(E — w)dw

:27r EF—w 27

—00 —00

_inp/oo J(w) du —imn/m J(w)o(F — w)dw

2

= %P /: J(w)e™ Edf 5t /Z 7) Edf w

- %W(E)eﬁ’f - %mf (E)

5P [ e - - L - T
- [ e - e e,

de modo que a parte imaginaria de G¢(FE) serd

mlGo(B)] = ~5J(B)(" +n)
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e sua parte real sera dada por

Re[Go(E)] = P / T ) (w) =

I . EF—w
[e'e} eﬁw - W
_ %p / [—%J(w)(eﬁ“ +1)] Eeﬁw n Zi wd_ E

(2.56)

1, [ (7 —n) Im[Gc(w)]
%P/_oo (eP*+n) w—FE oy

que é a relagao entre as partes real e imagindria da componente de Fourier G¢(E).

2.7 O Oscilador Harmonico

Como exemplo do uso das fungoes de Green, consideraremos o método da funcao de
Green convencional aplicado ao oscilador harmonico simples classico unidimensional de

massa m e frequéncia angular wy.

A equacao de movimento é,

d*x

M +mwiz = f(t), (2.57)

onde f(t) é uma forga dependente do tempo. A solucao formal desta equacao pode ser

escrita como,

z(t) = /Oo Gt —t)f(tdt, (2.58)

[e.e]

onde G(t — t') é a fungao de Green que satisfaz a equagao
md—2 +mwi | Gt —t) =6t —t) (2.59)
t2 0 h— . .

Aqui §(t — t') é a funcao delta de Dirac.

Considerando a forma integral de Fourier na representacao da funcao delta de Dirac,

temos,

5t — 1) =

5 /Oo expliw(t —t")]dw, (2.60)

— 00
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nos obtemos da Eq. (2.59),
Git—t) = [m— + mwg

d2 ) -1 o) ‘ ,
— {m@%—mwo} %/ expliw(t — t)]dw

i < expliw(t — t')]dw
27T m(w% — w?)

= w)expliw(t —t')]dw (2.61)

J_

onde G(w) é a transformada de Fourier de G(t), que é dado por,

1
G(w) = T (2.62)

Substituindo a Eq.(2.61) na Eq.(2.58) nos obtemos,
z(t) =
() / V(27)
= / dwG(w)F(w)exp(iwt), (2.63)

oo

de exp(iwt)] exp(—iwt') f(t)

onde,

\/_/ f(t)exp(—iwt)dt. (2.64)

A resolugao das integrais nas Eq.(2.61) e Eq.(2.63) apresentam problema por causa da
ocorréncia de polos simples em G(w) em w = Fwy no contorno da integragao, isto é, no
eixo real. O contorno pode ser recuado sobre esses polos no plano de w de varias maneiras
onde cada escolha leva a uma Funcdo de Green particular. Na Fig.(1.5), temos quatro

possiveis contornos dos muitos que podem ser tomados.

Os contornos (a) e (b), que sdo fechados por semicirculos na metade superior e plano-
inferior sendo (¢t —#') > 0 ou (¢t —t') < 0, conduz respectivamente para as Fungoes de
Green avancada e retardada respectivamente,

1 [ expliw(t —1t)]dw
27 m(wg — w?)
Sinwy(t —t'
= —#e(f — 1), (2.65)

mwo

Ga(t—1t) =
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(t—t')=0 (t=t']=>0

Figura 4: Possiveis contornos no plano de w.

Glt — ) = 2ol =) gy 4y (2.66)

mwy

Onde 0(t) é a Fungao degrau de Heaviside, tendo a seguinte propriedade,

0(t) = 0, para t<0,
1
> para t =0,

1, para t>0. (2.67)

>
—~

~
N

Neste problema de mecénica classica Ggr(t —t') é a fungao de Green 1til, desde que o
seu uso na Eq.(2.58) dé a solugao para x(t) com a caracteristica desejavel que seu valor em
t nao seja influenciado por f(t') parat’ > t, isto é, o deslocamento atual do oscilador nao é
influénciado por uma futura forma de uma forca. Em outras palavras, usamos a Fungao de
Green retardada dada como uma solucao que satisfaz o principio da causalidade, segundo

a qual a causa (forga) deve preceder o efeito (deslocamento).

Isto é uma conecgao entre o principio da causalidade e a propriedade analitica de

Gr(w), a Transformada de Fourier da Funcao de Green retardada.

1

(2m)m(wi — (w — ie)’]

Gr(w) = lime_o+ (2.68)
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O contorno pode ser entao ao longo do eixo real. A Eq.(2.68) indica que Gr(w)
¢ analitica na metade do plano inferior; esta caracteristica de Gg(w) implica que sua
transformada de Fourier de Gg(t) desaparecia para t < 0. Se mantivermos o sinal de
convengao no expoente no integrando da transformada de Fourier da Funcao de Green
como na Eq.(2.61). O principio da casualidade é analitico no semiplano. Isto é de fato a
propriedade da transformada de Fourier para algumas fungoes que desaparece para valores

negativos de seus argumentos.

A Eq.(2.63) tem um significado importante. A integral de Fourier pode ser invertida

para dar,

1 > .
r(w) = \/m/_oox(t)exp(—zwt)dt

= Gw)F(w)y/(2n) (2.69)

Disto se segue que a transformada de Fourier da resposta (deslocamento) é proporci-
onal ao estimulo (forca), e a constante de proporcionalidade é a Fungao de Green G(w).
Assim, G(w) tem a caracteristica de susceptibilidade generalizada, isto é, da capacidade

de um sistema para responder a estimulos. Por exemplo, se f(t) é uma forca senoidal da

forma,
f(t) = foexp(iwnt), (2.70)
entao
F(w) ~ foG(w)d(w — w), (2.71)
z(w) ~ foG(wi)d(w —wr), (2.72)
portanto
w(t) ~ folG(wn)exp(iwnt). (2.73)

Assim, G(wy) é o raio do deslocamento da forca senoidal de frequéncia wy. Se xp(w)
representa a susceptibilidade do deslocamento da forca senoidal de frequéncia w, entao

claramente,

Xp(w) = G(w)y/(27). (2.74)
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Podemos de forma anéloga definir outros tipos de susceptibilidade. Por exemplo, xy (w)

definido como
Xv(w) = iwG(w)+/(27), (2.75)

conectando a velocidade da particula de uma forga senoidal de frequéncia w.
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3 FUNCAO DE GREEN
RETARDADA E O TENSOR
DE CONDUTIVIDADE
ELETRICA

Neste capitulo faremos uma aplicacao das fungoes de Green. Veremos como a condu-

tividade elétrica pode ser escrita em termos da funcao de Green retardada.

De acordo com a lei de Ohm, a corrente elétrica I que flui em um fio é proporcional
a queda de potencial V' ao longo do fio: V' = RI, onde R, a resisténcia do fio, depende
de suas dimensoes, mas independe do tamanho da corrente ou da queda de potencial. A
ristividade p é definida como a constante de proporcionalidade entre o campo elétrico E

em um ponto no metal e a densidade de corrente que ela induz, ou seja,
E=pl.

Podemos também escrever esta relacao como

J=0E,
onde 0 = 1/p é a condutividade elétrica do metal. Em geral, E e J nao precisam ser

paralelos. Define-se ,entao, um tensor de condutividade [23].

Para calcular a corrente induzida em um metal, por exemplo, por um campo elétrico
dependente de tempo, resolve-se, em geral, uma equagao de movimento para os elétrons
[23, 24, 25]. Porém, aqui, faremos de uma maneira diferente, utilizando a func¢ao de Green

retardada.

As fungoes de Green nao sao somente aplicadas a casos de equilibrio estatistico. Elas
sao, também, um meio conveniente de estudar sistemas de nao equilibrio, tais como a

resposta de um sistema de elétrons a aplicagao de um campo elétrico externo.
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Quando o desvio do estado de equilibrio é pequeno, ou seja, quando os campos aplica-
dos nao sao muito intensos, pode-se avaliar os coeficientes de transporte desses sistemas

em termos da funcao de Green retardada, definida no caso de equilibrio.

3.1 Evolucao Temporal do Operador Estatistico

Consideremos a reacao de um sistema quantico -mecanico com um Hamiltoniano inde-
pendente do tempo H quando submetido a uma perturbacao externa ’;fl} O hamiltoniano
total serd dado por

Hy = H + H, (3.1)
onde assumimos que nao havia perturbagao externa em ¢ = —oco, ou seja, ﬁ} — 0 quando

t — —o0.

Denotaremos o operador estatistico, ou matriz densidade [14, 13], de equilibrio por

Po, que é dado por
e PH L

o Tr{e*/m}.

~

Po =

(3.2)

Na representacao da interacao ou representagao de Dirac [15], teremos as seguintes
relagoes para p(t) e H

pi(t) = e p(t)e ™ (3.3)

Hi(t) = ™A, (3.4
onde j (t) e H}(t) sio, respectivamente, o operador densidade e o operador Hamiltoniano

da perturbacao externa na representacao de Dirac. Aqui, novamente, usamos uma unidade

de medida na qual h = 1.

Multiplicando cada membro das (3.3) e (3.4) por e—iHt pelo lado esquerdo e por e/’

pelo lado direito, teremos:

efthpl (t)eﬁ-tt _ efi?{tei%tp@)ei?-ttef?—lt — ﬁ(t> (35)

€_Z’Ht7'[% (t)eﬂ-{,t — G_Z’HtethHg ethe—th — Hi (36)

O operador densidade satisfaz a equacao de Liouville. Tal equagao é dada pela seguinte
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expressao: X
i%gz%ﬁw=m+%ﬂm=mwMH%ﬂm, (3.7)

com a condigao de contorno p(t — —o0) = po. Aqui usamos a seguinte propriedade da

comutagao
[A+ B,C)=[A,C]+[B,CY,
sendo A, B e C, operadores quaisquer.

Levando em conta a equagao (3.5) teremos para a equagao de Liouville:

Apt) A gy e Al dp () gy A€
i d(t) :Za{e Htpl(t)e%}:z {dt }pl(t)e%—l—ze Ht ;t()em_i_w Htm(t) {dt }
_ ﬂefmtﬁl (t)emt mmﬁl( )eiﬁtx]:l + e~ dpalhft> emt
N ~ dpi(t
= Hp(t) — p(t/H + i~ ™! p;t( ) it
Yo —iudp(t)
_ THt iHt
= (R p()] + i

d At ~ ” A~ PN —1 dA 3 7
i) (i 0] 4 (L () = [ p(0)) + e P e
dt dt
de modo que )
4 do+(t ; A
e PO e gt ()

Porém, se multiplicarmos, ambos os membros desta equacao, por e pelo lado es-

querdo e por e_”:”, pelo lado direito, teremos:

~

At iH i o dpr(t) oy, dp (t
MU, p(t)]e” M = jeiTtle it p;t( )emte—mt _ P;i )7

de modo que

Z%t(t) _ emt[ﬁ;’ pA(t)]e—ﬂ:tt _ emt[ﬁ;’ e—iﬁtﬁl (t)emt]e—iﬁt
_ emt{ggeﬂmﬁl(wemt o e—i?—ltﬁl(t)ei?:ttr}:[g}efiﬁt
_ emtme_ p1(t)e™ eiﬂte—iﬂt,al (t)eiﬂt}ztle—mt
_ emtme_ pi(t) — pi(t)e thHl

Pela equacgao (3.4), resulta que

deA1<t> » ~ » _ 1
dt
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que é a equagao que pi(t) satisfaz, com a condigao de contorno p;(t — —o0) = po.

A equagao (3.8) diz que a evolugao temporal do operador densidade transformado

p1(t) é governado pelo Hamiltoniano de interacéo transformado 1 (t).

3.2 A Resposta do Sistema

Estamos interessados em descobrir a resposta do sistema frente a um campo externo.
Para tanto, é de fundamental importancia sabermos como se calcula o valor médio ter-
modinamico de uma varidvel A. Segundo a mecanica estatistica, isto é obtido através da
relagao [14]

(A) = Tr(Ap). (3.9)

Entao precisamos obter p para a situacao de nao equilibrio. Integrando a equacgao

(3.8) tem-se:

8 (3 0), )] =

=+t [, O (3.10)

Multiplicando ambos os membros desta equacao por et pelo lado esquerdo e por

e pelo lado direito, teremos:

e—z’HtpAl (t)z’Ht — e—z’HtﬁOez’Ht + ze—th |:/ [H%/(t/),,él (t/)]dt/ GZHt.
Como a integracao é feita em t', os termos e~ o eifilt podem ir para dentro da

integral. Quanto ao operador densidade pg, pela equacgao (3.2), vemos que ele comuta

com e~ ou com e Assim, tendo em conta a equacdo ( 3.5 ), podemos escrever
o1 [t N -
,5(25) — pAoeszteth + _./ eszt [KH%/ (tl), Al(t/ﬂeﬂ{tdt/
¢ —0o0
LY s 7
= po+ = / e AL (), pr ()] e at
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Porém,

[ (), o ()] =Hi (¢)pi(t') = () Hy (t)
_ emt/#/ e—z’?—lt' emy ﬁ(t/)e_”:“/ o 619—1# ﬁ(t/) emt/ emt’?_z; e—iﬁt'

_ thH ( ) th’ 'LHt’ ( )Htllefﬂ-lt
= ML) — p(t Y™
_ ei’Ht’ [7:[%/’ ﬁ(t/>]€_iﬂt/,

onde fizemos o uso das equagoes (3.3) e (3.4). Assim, p(t), torna-se:

t

~ ~ 1 et THE —iHt' A
R B

Z —Oo0
1 [ ,
:ﬁ0+5/ A=D1 ()] e HE D! (3.11)

Tem-se uma expressao simples para se fazer uma aproximacao as solugoes para a

matriz p(t) do problema de nao equlibrio.

Se trocarmos p(t) por seu valor de equilibrio, gy, no segundo membro da equagao

(3.10), teremos uma aproximacao linear para p(t) com a perturbagao externa H;.
Consequentemente, os valores termodinamicos calculados nesta aproximacao, consti-
tuem a resposta linear do sistea. Desta forma teremos, para p(t):

t L
ﬁ(t) ~ ﬁ() 4 ;/ —z’Ht z’Ht {Ht'p() ﬁoq_ﬁ/}e—i’)—lt 6z’z‘-htdt/

—00

1 e
~ po + = e Z’Ht{ez?{t H%/e iHE Do _poez’Ht H%/@ THE }ethdt/
(4

—00

~ 1 t _Z‘A ~ R N iA
S B O O

—00

1/t i
~ po + / e ML (), poleat’ (3.12)

tJ -

Vimos, anteriormente, que o valor médio estatistico de um observéavel qualquer A, é

dado pela equacao (3.9). Desta forma, fazendo uso da equagao (3.11), este valor médio
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torna-se:
(A) = Tr(Ap)
t ~, ~
~Tr ({Ao + 1 / e MHL (), p )]emtdt'} A)
2 — 00
N 1t—Ht1/A'7:Lt/A
=Tr poA—i—Z e " Hy (1), pole’™ dt" A
1 t
= TT{pOA} + TT (;/ _ZHt[Htll (t/), 0 ] ltht/A)
. 1 [t A
= (A +Tr (;/ [H,, (t/),ﬁo]elHtAemtdt’)
. 1 _too
1 3 . N
= e+ (5 [ 1A A )
1

onde (A)? = Tr(Apy), ou seja, é o valor médio de A para o caso de equilibrio.

Porém, pela definicao das funcoes de Green retardadas, o valor médio termodinamico

de A pode ser escrito da seguinte maneira:
) = A+ [ (=il A, R OP)ar
= (AP [ (vt - A0, 1))

onde A(t — ') = 1 parat > t' e f(t —t') = 0 para t < t'. Assim (A) torna-se:

(A = (A)° + / (AW FL(#))), e (3.13)

—00

Deste modo a resposta do sistema, frente a perturbacao externa, se expressa em termos

da funcao de Green retardada.

3.3 O Tensor de Condutividade Elétrica

Agora vamos estabelecer a conexao entre o tensor de condutividade elétrica e a funcao

de Green retardada.
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Tomemos o caso em que a perturbacao é causada pela introducao de um campo
elétrico externo E,q(t) adiabaticamente tal que a condicdo H! . . = 0 seja satisfeita.
Este campo é uniforme no espaco e varia periodicamente no tempo com a frequéncia w,
tal que

By (t) = Ecos(wt), (3.14)
onde E ¢ um vetor constante.

Tomemos o campo como complexo, pela simplicidade de tratamento, para depois

extrair somente a parte real, de modo que

—

Eepy(t) = Bttt (3.15)

onde € — 07. O correspondente operador de interacao é dado por

Hi(t) == ejXjaBae (3.16)
j7a
onde e; é a carga da J-ésima particula, j soma sobre os N elétrons do sistema e « indica

a componente carteziana.

Sob a influéncia da perturbacao 7:1,,} (t) surge no sistema uma densidade de corrente
elétrica j, a qual queremos calcular pela equacao (3.13):
(b =+ [ (WTatey et
Para o sistema em equilibrio, ou seja, nao ha perturbacao, nao hé densidade de

corrente, de modo que (j5>0 =0 e, entao,

b = [ (a0 (= X e R )y

[e§) ;
J7a

== ¢k / ((Ja(t); Xja(t)))re ™ F at’.
Ja >

Porém, pela equacao (2.3), ou seja,

((A():; BU))r = ((A(0); B = 6))).,

podemos escrever

((Ts(0); Xsp(t))r = ((J(0); Xyt — 1)), (3.17)
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Desta forma, (.J) , torna-se:

= =3t [ (0Tl
=Xk | U0 Tl = et
= =SB [ (=i = O(0), Tyt — e
Jsox -
Fazendo 7 =t/ — ¢, teremos dr = dt’, de modo que
0 A ~ I . /
— Z ean / {_i<[J,8(O); Xj,a (T)]>}€7Mt elmeﬂmeet efeteetdt/
Jrox -
1 0 z > ; U /
_ Z eane_Zwt+6ti / <[‘]/3(0)’ Xj7a(7')]>€_w(t —t) pe(t' 1) g4’
Jso >

0
= 3 e Bt / ([s(0), Xja () dr.
j?a m

A integral do lado direito nesta equacao pode ser calculada por partes. Entao facamos

dv = )7 dr =

/dv = /e(e_i“’)TdT =

1

€ — W

e(efiw)‘r.

v =

Facamos, agora, a integracao por partes.

/ (15(0), X D)7 dr = ([Jo(0), X a(r)) ——elm 70

o € — W

0 e(efiw)T R 2
_ / —([J5(0), X ()])dr

oo €W

R ~ i 0 e(e—iw)r R A
= ([/5(0), X;a(0)]) — —’i/ —([/5(0), Xja(T)])dT.

w + 1€ oo
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A

Desta forma (.Jg) torna-se:

0

<j5> = Z eane—iwt+et2'/ <[j,3(0)7Xj,a<7)]>€(e_iw)7—d7

: 00
]7a

- )

= e (<[J6<o>, 2,0 (0))

- ? 5
w + 1€ Lo W€

~—
D
Gy
7
E
3
T
\Q >
—~
(@)
SN—
<o
o
Q
—~
\1
S—
=
o}
\1
\/

. 1

=Y e (<[j5<o>, 20 (0))

\o
)
o~
|
Iy
£
S~
=
—
o
SN—
>
o
Q
—~
\]
~
S~
Q
\]
N———

w+ 1€ oo W€

jg ¢é o operador densidade de corrente dado pela seguinte expressao:

o ]_ dQ] . 1 d(ne]Avaﬁ(t)) o .
CaP il D DL R

J

= 3 Xs(0) = = e Pislt) (3.20)

onde P;3 é a componente 3 do momento linear da particula j e n = % é o nimero de

particulas ( no caso somente a particula j ) por unidade de volume, aqui considerado

unitario. Desta forma teremos:

. I X X 1 0 (e—iw)r 2
<Jﬁ>:—zean€_’“t+d < %Zejpj,ﬂ(o)>Xj,a(0) > S / <[J6(0)7Xj,a(7)]>d7)

jo wHie J_ o wtie
_ E e-iwtet 1 p b ] 1 0 plemiw)r )A( p
= —jZaJej ae E;ej 150 KO | ) = | S U0, Xialr)r

w + i€ oo

. N R 0 e(efiw)‘r ?
== B (LY (1500, KO~ <[J6<o>,xj,a<7>]>d7>.
| (3.21)

Porém, sabemos da mecanica quantica que a relacao de comutacao entre as componetes

da posicao e do momento linear de uma particula é dada por
(X, Ps] = ihda g

e, entao

[Pg, X,] = —ihdap. (3.22)
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onde i = 1. Substituindo a equagao (3.22) na (3.21), teremos:

. ) ) 0 le—iw)r A
—Zkﬂw“m«%Z}maw»&aw%ik—[ w+kwmmj4ﬂwﬂ

oo
==Y e Byemiort _—iZe~5 ,3;—/
ja]a mjja’w—l—ie

—00

2 ; 0 _(e—iw)T A
_ —iwt et € 1 e 7 §
= E ejEqe (E Ew+z’e§a’6+ Ej %) i ([/5(0), Xjal(r)])dr
§ :E —iwt+et j Z 5 ’ e(e_iw)T 7 )2 d
N ¢ Z] Ew—i—ze a’ﬁ+/oo w + i€ J’B(O)’Zej o (7) T

J
0 e(e—iw)T

2 .
_ E,e —iwt-et J t S / 5 2 d
Z ( —~ mw +ie wp T o W ie ([J5(0), Ja(7)]) 7')

= 3 capEac ™, (323)

0 e—iw)T

el

w + 1€

onde
2

ej i 0 6(677,’0.))7’ . N
ror =Y L bant [ S a0), Jalrr, (3:20

mw + te oo

¢ definido como o tensor de condutividade elétrica. Podemos escrever este tensor em

termos da funcao de Green retardada. Vejamos:

iNe2 0 e(e—iw)T . R
o = ———0q —([J5(0), Ju d
op = it | S (0, Jur)ae

iNe e(efiw)T

:____.Bf/{w N ([J5(0), Ja(r)])}=

(w +i€) iw—€

=—4@@f7&w41[%«zxmﬂkv»» "

m(w + i€ - € —iw

dr

Como € — 0, podeoms escrever

€ — W

iNe? co R e(eflw)T
Oap =~ 5a’g—|—/ ((J5(0); Jo(T)))r —dr. (3.25)

—00

Nesta equacao o primeiro termo corresponde a condutividade elétrica de um sistema

de cargas livres e nao esta conectada com a interagao das particulas.

Desta forma, podemos encontrar a condutividade elétrica por meio da funcao de Green

retardada, que era a nossa proposta inicial.
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3.4 Condutividade Elétrica de um Sistema de Elétrons
e Fonons

Se considerarmos o caso onde os elétrons sao espalhados por ondas de rede (fonons),
o movimento de um elétron nao pode ser separado dos outros devido a interacao mutua
deles através do campo de fonons. Assim temos que considerar como um problema de

muitos corpos.

Um sistema de elétrons e fonons é descrito pelo Hamiltoniano de Frohlich,

H =" Epafa,+ > vgblbg + > Agal a(b, + b)) (3.26)
k q

k,q

Aqui az e ai sao os operadores de criacao e destruicao, respectivamente, para um elétron
no estado |k), Ej é a energia cinética de um elétron livre, enquanto b;, b, e v, sao as
quantidades correspondentes para fonons (A = 1). A soma em ¢ se estende sobre a
primeira zona de Brillouin, enquanto a soma sobre k£ se estende por todo o espaco dos
momentos. A funcao A, com a propriedade A\, = A_,, determina o acoplamento entre

elétrons e fonons.
No caso da condutividade elétrica, a perturbacao externa é dada por

HI(t) = —E - (eD)e ™!+, (3.27)

onde eD é o momento de dipolo total do sistema, e, a carga de um elétron, enquanto a

v-ésima componente de D é dada por

D, = / bt () (r)dr, (3.28)

sendo

W(r) = ai(rlk) (3.29)

k

Wi(r) =) al{klr). (3.30)
k
(r|k) é a fungao de onda do estado |k).

A p-ésima componente da densidade de corrente elétrica é dada por

Js =Y _(Jx)salar, (3.31)
k

onde (jx)s ¢ a fB-ésima componente do operador densidade de corrente elétrica de um
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elétron que ¢é diagonal na base k.

Pela equacio (3.13), com (J5)° = 0, o valor médio de Js por unidade de volume é

dado por .
(U= [t b @)t (332)

onde <(J5A(t); HL (1)), é a funcdo de Green retardada. Assim teremos, para o valor médio

de J5 por unidade de volume:

7 1 > 7 o, —iwt' fet!
(Jg) = _V/ ((Js(t); eE - De™ *<)) at’

= — Z %Eaem+6t/ <<j,8(0)7 lja (T)>>T€fi(w+ie)rd7_’ (333)

comT=1t-—1t.

Definamos a seguinte transformada de Fourier,

~ ~ ~

(3000 a0 = 5= [ (Wal0) Dal e+

2r J_ o
1 < A . )
=5- / ((Js(0); Da(7)>)ie_’(w+“)7d7. (3.34)
™ oo

Desta forma, (J3) torna-se:
(Js) = = 32 5 Eae™ 2 (y(0): D))
= 3 B |2 (o Datr
= Za: Oa,5(w) Eae™ ", (3.35)

onde
Oap(w) = == ({Js(0); Do (7)) (3.36)
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é o tensor de condutividade elétrica. Usando a equacgao (3.29), teremos:

wie
o) = =25 {{ St )

,
2re A

= d (i) g {{akar; Da())s . (3.37)

Assim a condutividade elétrica do sistema é descrita em termos da funcao de Green
retardada ((alag; Do(7)))2 1 sendo que alay d4 a distribuicao dos elétrons no estado |k).
A contribuicao dos fonons ocorre através do Hamiltoniano deste sistema ao calcularmos

a média dos produtos de operadores sobre o ensemble gra-canonico.
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4 CONCLUSAO

Ao estudar as propriedades basicas das funcoes de Green de duplo tempo verificou-
se que estas podem ser analaticamente continuas no plano complexo. As funcgoes de
Green sao analiticas em todo o plano complexo das energias, porém, elas tém, geralmente,
um corte sobre o eixo real. Tais fungdes constituem um meio conveniente para estudar

sistemas formados por um grande nimero de particulas em interacao.

No capitulo 2 vimos que as fungoes de Green satisfazem um conjunto de equagoes
acopladas. Em tais equagoes aparecem fungoes de duplo tempo (fungbes de correlagao
temporal). Teoremas espectrais permitem-nos formular condigdes de contorno para estas

equcoes.

No capitulo 3 verificou-se que a presenca de um campo elétrico externo induz uma
densidade de corrente em um sistema de elétrons cuja condutividade pode ser calculada
pelo método da funcao de Green. Neste caso pdemos escrever o tensor de condutividade
elétrica, que relaciona a densidade de corrente com o campo elétrico que a induziu pela
lei de Ohm [26, 27|, em termos da fungdo de Green retardada, o que facilita bastante a
obtencao da condutividade dos elétrons, pois nao foi necessario formular uma equacao de
transporte. Com isso calculamos o tensor de condutividade elétrica complexo, dependente

da frequencia, para um sistema de elétrons e fonons.

As propriedades das fungoes de Green ilustradas por nés, para o caso da condutividade
elétrica, também ocorre para outros sistemas que sao estudados em mecanica estatistica.
Com este trabalho, temos uma ferramenta poderosa para obter os coeficientes cinéticos
que controlam os processos de transporte nesses sistemas. A nossa pretencao é usar esta
ferramenta para estudar, a partir do Hamiltoniano correspondente, a condutividade ou,

até mesmo, outras propriedades de tais sistemas.
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