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RESUMO

Nos 1ltimos anos o grafeno tem se mostrado um interessante objeto de investigacao para
cientistas ao redor do mundo, tanto pelas suas caracteristicas peculiares bem como suas
propriedades eletronicas. Muitas pesquisas ja foram realizadas com o intuito de desvendar
esse ainda recém descoberto aldétropo do carbono, ja tendo rendido um prémio Nobel em
2010. Aqui serao abordadas algumas dessas caracteristicas do grafeno focando em suas
propriedades estruturais de rede e também suas propriedades eletronicas. Sera estudada
a interacao dos férmions de Dirac, particulas relativisticas sem massa, sob a acao de
um campo magnético externo em uma e duas camadas de grafeno, com base na teoria
de Dirac para baixas energias e no modelo de aproximagao tight — binding, comprovando
equivaléncia entre os dois modelos. Escrevendo o Hamiltoniano para uma folha de grafeno
configura-se um problema de autovalor, sendo possivel obter a dispersao das bandas de
energias do material e os chamados niveis de Landau, estes tltimos originados pela preseca
de um campo magnético perpendicular ao plano de interacao. Em seguida esses mesmos
passos serao realizados para o sistema de bicamada. Em adicao, serao apresentados aqui
os efeitos de um campo magnético dependente da posicao, a fim de serem escritos os niveis
de Landau. Este trabalho ird demonstrar assim, que um dos fatores que fazem o grafeno

tao atrativo para pesquisa ¢ justamente a interacao de particulas neste material.

Palavras-chave: grafeno, niveis de Landau, estrutura eletronica do grafeno.
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ABSTRACT

In the past few years graphene has been shown to be an interesting object of investigation
to scientists around the world, due to its peculiar characteristics as well as its electronics
properties. Much research have been done in order to unveil this still newly discovered
carbon allotrope, having already rendered a Nobel prize in 2010. Here it’ll be discussed
some of these graphene characteristics focusing on the structural lattice properties and
also on the electronics properties. The interaction of Dirac fermions, massless relativistic
particles, under an external homogeneous magnetic field in one and two layers of graphene
will be studied, based on the low-energy Dirac theory and the tight-binding approximation
model, stating an equivalence between these two models. By writing the Hamiltonian
for a single sheet of graphene, an eigenvalue problem is set up, and the energy band
dispersion of the material and the so called Landau levels are found, the latter, originated
by the presence of a magnetic field perpendicular to the interaction plane. Next, these
same steps were performed to the bilayer sistem. In addition, the effects of a position
dependent magnetic field will be presented here, so that the Landau levels can be written.
This work will demonstrate that one of the factors that make graphene so attractive to

research is precisely the particle interaction in this material.

Keywords: graphene, Landau levels, electronic structure of graphene.
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1. Introducao

D

Um dos elementos mais abundantes no universo é o atomo de carbono C,
também encontrado em todas as formas conhecidas de vida. Considerando sistemas a
base de carbono encontramos varias estruturas que ligam seus dtomos de carbono de
diferentes maneiras, chamamos elas de al6tropos. Os alotropos do carbono relativamente
conhecidos sao diamante e grafite. Ambos sdo formados por atomos de carbono mas
tém propriedades diferentes. O diamante é um material dielétrico extremamente duro,
consiste de quatro orbitais hibridos sp3, isto €, todos os quatro elétrons fora da camada
de valéncia permitem ligacoes covalentes a outros quatro &tomos de carbono. Ja o grafite
¢ um dos materiais mais sofisticados e cristaliza-se em um sistema hexagonal, consiste de
trés orbitais hibridos sp? e ¢ um condutor elétrico. Podemos notar que ambos os alétropos
tém propriedades quase opostas.

Aqui, iremos considerar o grafite em mais detalhe. Cada atomo de carbono desse
alotropo usa apenas trés dos quatro elétrons fora da camada de valéncia em ligagoes cova-
lentes a trés outros &tomos de carbono. Portanto, eles se arranjam num plano, formando
uma camada fortemente ligada com estrutura hexagonal. Ao contrario do diamante nos
vemos que cada dtomo de carbono no grafite tem um elétron deslocado. Este é livre para
se mover através do plano. Por essa razao o grafite conduz eletricidade apenas ao longo
de atomos de carbono no plano.

E possivel entender a ligacio entre o grafite e o grafeno tomando conhecimento
de alguns fatos historicos. Em 1959, o quimico Benjamin C. Brodie preparou um 6xido de
grafite tratando o material com fortes oxidantes até que as distancias das varias camadas
se tornassem muito mais largas e irregulares. Em solugoes bésicas, o grafite finalmente
se dispersou levando a folhas monomoleculares, conhecidas como 6xido de grafeno. Em
1962, Hanns-Peter Boehm formulou a expressao grafeno, uma camada monomolecular de
atomos de carbono arranjados em uma rede planar hexagonal. Na Figura 1.1 podemos
ver que o grafeno pode ser entendido como um material bidimensional capaz de formar

outros materiais de carbono em todas as outras dimensoes.
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Figura 1.1: O grafeno (a) pode ser empilhado formando 3D-grafite (b), pode ser enrolado
formando 1D-nanotubo (c¢) ou envolto, formando 0D-fulereno (d) [1].

Em resumo, o grafeno é mais duro que o diamante, porém extremamente flexivel
e um condutor de eletricidade muito melhor que outros materiais. Abaixo continuaremos
a falar das interessantes caracteristicas do grafeno, com destaque para suas propriedades

eletronicas.

1.1 Grafeno: aspectos gerais

O grafeno é uma forma alotropica do carbono constituida de uma monocamada
de atomos do elemento ligados em um arranjo hexagonal. De fato, o grafeno nada mais
¢ do que uma das intiimeras camadas que constituem a grafite. Um cristal de grafite
com 1mm de espessura consiste de trés milhoes de camadas de grafeno, sobrepostas,
unidas por interacoes intermoleculares. O Prémio Nobel de Fisica em 2010 foi dado
aos cientistas Andre Geim e Konstantin Novoselov!, pelo sucesso obtido na producao,
isolamento, identificacao e caracterizacao do grafeno.

No seu artigo?, os dois revelaram que tal camada podia ser isolada em quantidade
suficiente para verificar suas propriedades e era estavel. Em uma das etapas do trabalho
eles utilizaram fita adesiva para remover camadas de grafeno de cristais de grafite. Se-
gundo o comunicado da Academia Real Sueca de Ciéncias, que concedeu o prémio, o
grafeno ¢ "o primeiro material cristalino verdadeiramente bidimensional e é representa-
tivo de toda uma classe de materias 2D, que inclui, por exemplo, monocamadas de nitreto
de boro (BN) e de dissulfeto de molibdénio (MoS,), ambos produzidos apos 2004".

!Nascidos na Rissia, trabalham na Universidade de Manchester, Inglaterra.
2Revista Science, 2004. Ver referéncia [2].
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O material é praticamente transparente, deixando passar 97, 7% da luz visivel. E
mais resistente que uma amostra de aco de mesma dimensao e estica até 20% sem romper.
Uma rede hipotética de 1m? de grafeno teria apenas 0, 77mg e, estendida, suportaria um
objeto de 4kg. O grafeno conduz calor e corrente elétrica melhor que o cobre, o que pode
ser atribuido aos elétrons deslocalizados.

A conquista experimental do grupo de Geim motivou outras importantes pesquisas,
tanto experimentais como teéricas, em vista das interessantes propriedades eletronicas.
Os resultados tedricos mostrados por Wallace [3] previam o grafeno como um importante
cendrio de discussao nao s6 para um revolucionario desenvolvimento tecnolégico, mas tam-
bém para o estudo de situagoes fisicas interessantes como as achadas na eletrodinamica
quantica (EDQ). De fato, Wallace, num estudo feito para as propriedades eletronicas do
grafite 3], mostrou como um comportamento semimetélico ndo usual era visto na estru-
tura eletronica do grafeno. A particular estrutura de bandas do grafeno mostrava além,
para baixas energias, uma dispersao da energia que era linear no vetor de onda, diferente
do usualmente encontrado para semicondutores. Esta particular relacao de dispersao, con-
siderada um dos aspectos mais interessantes no grafeno, indica que para baixas energias
as excitagoes sao do tipo encontrado para férmions de Dirac na EDQ), diferenciada uni-
camente pela velocidade das quasiparticulas, que no caso do grafeno é igual a velocidade
de Fermi vp= ¢/300 ao invés da velocidade da luz c.

A histéria do estudo de transporte elétrico no grafeno comegou nos primeiros
trabalhos que apresentaram medidas do efeito Hall quantico anémalo e de oscilacoes de
Shubnikov-de Haas em amostras de monocamada [4, 5| e de bicamada [6] de grafeno. Um
fato interessante é que, sob agdo de campos magnéticos muito elevados (B =~ 307, foi
possivel observar o efeito Hall quantico em amostras de grafeno a temperatura ambiente
|7]. Campos magnéticos elevados também foram usados para levantar as degenerescéncias
de spin e de vale dos primeiros niveis de Landau em medidas de efeito Hall quantico em
monocamadas [8, 9] e bicamadas [10] de grafeno. A acao de gates laterais em amostras

no regime Hall quantico foi estudada por Molitor et al. [11].
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Figura 1.2: (a)Esquema do efeito Hall quantico em um semicondutor bidimensional con-
vencional, (b) na bicamada de grafeno e (c) na monocamada de grafeno. Os picos laranjas
(elétrons) e azuis (buracos) mostram as sequéncias de niveis de Landau em fungao da den-
sidade de portadores n e do campo magnético B. Em vermelho estao as medidas de 0,,. A
constante e representa a carga do elétron, h é a constante de Planck e g, a degenerescéncia
de vale e de spin [6].

Como citamos, o grafeno apresenta ainda propriedades 6pticas interessantes, de-
vido a sua absorcao de luz. Estudos feitos através de ensaios de reflectancia e transmitan-
cia [12] comprovam que o aumento da absor¢ao da luz no grafeno se da proporcionalmente

com o numero de camadas deste. Isso potencializa sua utilizacao em aplicacoes eletro-

Opticas.

bilayer

light transmittance (%)

0 25 50
distance (um)

Figura 1.3: Fotografia de uma zona com uma e duas camadas de grafeno utilizadas num
ensaio de transmitanica onde se verifica a absor¢ao de 2,3% da luz [12].

A condutividade térmica no grafeno é denominada pelas vibracoes na rede, a

condugao térmica é efetuada por fonons®. Estudos realizados com nanotubos de carbono

3Na fisica de matéria condensada é uma quasiparticula que designa um quantum de vibracio em um
reticulo cristalino rigido, originadas por oscilagoes térmicas.
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demonstraram que a condutividade térmica esta diretamente relacionada com o tamanho
da amostra. Os valores obtidos para o grafeno [13| sdo extremamente elevados, ultrapas-
sando os de diamante cvd? e ainda ligeiramente superiores aos de nanotubo de carbono,
tanto para muilticamada (MW) como para monocamada (SW). Na Tabela 1.1 sao com-
parados os valores de condutividade térmica do grafeno, nanotubo de carbono (CNT),

diamante e cobre a temperatura ambiente:

Material K(W/mK) [14]

Grafeno 4840-5300
MW - CNT >3000
SW - CNT 3500

Diamante CVD 2000
Cobre 400

Tabela 1.1: Condutividades térmicas do grafeno, nanotubo de carbono, diamante e cobre.

Muitos estudos teoricos tém sido feitos sobre nanofitas de grafeno que apontam
propriedades magnéticas interessantes e alguns dados obtidos experimentalmente demon-
straram que nanofitas de grafeno exibem propriedades de transporte magnético notaveis
[15, 16]. Em geral, a estrutura ressonante da transmissao é significantemente mais notavel
para elétrons com espectro linear (Dirac) do que para os usuais elétrons com espectro
parabolico.

O grafeno tem aplicacdes promissoras. E um condutor transparente, flexivel e
mecanicamente resistente, que poderia ser usado em telas ultrafinas, flexiveis e sensiveis
ao toque para tv, computadores, celulares e livros digitais. Transistores de grafeno seriam
mais rapidos que os de silicio e chips com maior capacidade de processamento poderiam
ser fabricados.

Por duas vezes a producao e a caracterizacao de um novo alétropo do carbono ren-
deu o Nobel. Em 1996, o prémio de Quimica foi conferido a trés cientistas pela descoberta
e pelo estudo dos fulerenos.

A seguir falaremos mais da producao de dispositivos a base desse alotropo do
carbono. Em seguida sera feita uma introdugao ao formalismo de Dirac para particulas
relativisticas sem massa, que sao os férmions, mostrando como se configura a estrutura

da rede hexagonal do grafeno.

1.2 Dispositivos de grafeno e suas aplicacoes

Para investigar experimentalmente as interessantes propriedades elétronicas do

4Do inglés: Chemical VaporDeposition.
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grafeno é necessario construir um dispositivo de grafeno. Em geral estes dispositivos sao
feitos depositando-se flocos de grafeno sobre um substrato de silicio altamente dopado
coberto por uma camada de espessura bem definida de 6xido de silicio.

A estrutura em multicamadas formada pelo silicio altamente dopado, que fun-
ciona de forma semelhante a um contato metalico, o diéxido de silicio, que é isolante, e o
grafeno, que é um semicondutor de gap nulo, tem um funcionamento de efeito de campo
que permite controlar a densidade de carga no grafeno através da aplicacao de uma dife-
renca de potencial entre o grafeno e o silicio. Além disso, com este tipo de substrato
é possivel ver flocos de grafeno sobre a superficie utilizando-se apenas um microscopio
6ptico. Quando a camada de didxido de silicio tem espessura apropriada [17], ocorre in-
terferéncia entre a luz refletida nas diferentes camadas gerando um bom contraste 6ptico
entre as regioes com grafeno e sem grafeno na superficie.

Os dispositivos de grafeno mais basicos, que servem para medir sua resisténcia,
sao feitos utilizando técnicas de litografia, desenhando o transistor no grafeno. A princi-
pio precisamos apenas saber que é possivel contactar eletricamente o grafeno e corroé-lo
na forma de uma ponte Hall, que permite realizar medidas, na configuracao de quatro

terminais, da resisténcia do grafeno.

Figura 1.4: Esquema de um dispositivo de grafeno na forma de uma ponte Hall construido
em um substrato Si coberto por uma camada de SiO, [18].

Nos primeiros estudos de grafeno dispositivos muito simples na forma de ponte
Hall foram usados. Hoje, ja foram feitos dispositivos de grafeno suspenso, em forma de
nanofitas e em forma de pontos quanticos, dentre outros. Isso mostra que a pesquisa de
transporte elétrico em grafeno avangou bastante e ainda apresenta vérias possibilidades e
rotas de investigacao.

Conhecido como o "material do futuro" o grafeno nao deixa de assombrar a
comunidade cientifica e tecnolégica por causa de suas incriveis propriedades e infinidade
de aplicacoes. Acrescentado a outros compostos, como matéria-prima principal ou como
componente de novos processos de laboratoério e producao, o grafeno possibilitara, entre
muitas outras coisas: fabricar filtros que separarao o sal da dgua duas ou trés vezes mais
rapido que as dessalinizadoras atuais, assim como obter combustiveis que permitirao que

os avioes alcancem maiores velocidades, otimizando o funcionamento do motor e reduzindo
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0 consumo e a poluicao ao meio ambiente. Jesis de la Fuente, CEO da Graphenea,
uma das principais produtoras mundiais de grafeno laminado afirma que "o grafeno ja é
utilizado para fabricar eletrodos de baterias, telas téateis, células fotovoltaicas (solares),
dispositivos de eletronica digital e analogica de alta frequéncia, e compostos avancados
para a indidstria aerondutica ou para a alta competicao de vela"®.

Tal é a importancia dada a este tipo de carbono, que a Comissao Europeia des-
tinara US$ 1,3 bilhdo para apoiar nos proximos dez anos projetos europeus pioneiros
para pesquisar as aplicacoes do grafeno. A lista de aplicacoes tecnoldgicas do grafeno,
que segundo seus proprios descobridores sao "tantas que ndo podem ser enumeradas",
aumentam sem cessar, més a meés.

Abaixo segue uma introducao a eletrodinamica quantica do grafeno, com enfoque

em suas propriedades estruturais de rede.

1.3 Apresentacao da teoria de Dirac para baixas ener-
gias

Paul Adrien Maurice Dirac (Bristol, 8 de Agosto de 1902 - Tallahassee, 20 de
Outubro de 1984) foi um fisico teoérico britanico. Estudou engenharia elétrica na Uni-
versidade de Bristol, completando o curso em 1921. Fez contribui¢oes fundamentais para
o desenvolvimento da Mecanica Quantica e Eletrodinamica Quantica. Foi professor lu-
casiano de Matematica da Universidade de Cambridge e passou os tltimos dez anos da
sua vida na Florida State University. Entre outras descobertas, formulou a Equacao de
Dirac, que descreve o comportamento dos férmions e que o levou a previsao da existéncia
da antimatéria.

Em sua tese, defendida em 1926, desenvolveu uma versao da mecanica quantica
incorporando a mecanica matricial de Werner Heisenberg com a mecanica ondulatoria de
Erwin Schrodinger num tinico formalismo matemético. Em 1928, desenvolveu a chamada
Equacao de Dirac que o levou a prever a existéncia do positron, a antiparticula do elétron,
que foi observado experimentalmente em 1932 por Carl David Anderson.

Na mecéanica quantica, a equacao de Dirac é uma equacao de onda relativistica que

descreve com sucesso particulas elementares de spin -1 , como o elétron. Anteriormente,

2
a equagao de Klein-Gordon (uma equagao de segunda ordem nas derivadas temporais e
espaciais) fol proposta para a mesma fungao, mas apresentou sérios problemas na definigdo
de densidade de probabilidade.

Dirac tentou encontrar uma equacao diferencial parcial com uma densidade de

SFonte EFE - Agencia EFE, disponivel em <http://tecnologia.terra.com.br /eletronicos/grafeno-de-
telas-a-combustivel-veja-aplicacoes-do-material-do-futuro,fbd742ca025c¢f310VgnVCM5000009ccceb0aRCRD . html>.
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probabilidade positiva. A equacdo que formulou é de primeira ordem, portanto eliminou
esse tipo de problema. E mostrou que o spin poderia ser deduzido facilmente da equacao,
ao invés de postulado. Contudo, a equacao de Dirac nao é perfeitamente compativel com
a teoria da relatividade, pois nao prevé a criacao e destruicao de particulas, algo que
apenas uma teoria quantica de campos poderia tratar.

Paul Dirac elaborou sua equagao como uma generalizagao relativistica da equacao
de Schrédinger com o intuito de descrever o movimento de um elétron na mecanica quan-
tica. Originalmente foi concebida para ser aplicada a elétrons massivos se movendo no
espaco tridimensional (3D) e depois gerou uma eletrodindmica quantica. No entanto, a
equacao de Dirac pode ser aplicada a outras situacoes além de elétrons massivos em 3D,
como por exemplo em outras dimensoes e outros tipos de particulas - sem massa ou sem
carga. Recebeu em 1933, junto com Erwin Schrodinger, o Nobel de Fisica com o trabalho
Theory of Electrons and Positrons.

Na fisica da matéria condensada, os férmions de Dirac (assim chamadas as particu-
las que obedecem a equagao de Dirac), aparecem como quasiparticulas em algumas es-
truturas de bandas a baixas energias. O exemplo mais famoso é com certeza o grafeno,
mas nao ¢ o tinico. Como veremos mais a frente, o grafeno contém férmions de Dirac sem

massa em duas dimensoes.

1.3.1 Propriedades estruturais da rede

O grafeno é uma simples estrutura bidimensional de &tomos de carbono agrupados
em redes hexagonais ou tipo colméia de abelha. E vista como uma rede de Bravais através
de uma rede triangular com dois &tomos A e B na base como aparece ilustrado na Figura
1.5:

,142nm

—
&
2 Kel
7 =] @
~y Ki
'E e
i .
a X b

onde a ~ 1,42 A ¢ a distancia entre atomos de carbono mais proximos. Dessa forma
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Figura 1.5: (a) Arranjo hexagonal de a&tomos de carbono que formam uma folha de grafeno.
Esta estrutura ¢ uma rede de Bravais com dois 4tomos de carbono por célula unitaria (em
cinza), e seus vetores primitivos sdo a; e as. Em (b) esta representada a rede reciproca
da rede mostrada em (a). A; e Ay sdo os vetores primitivos da rede reciproca. A érea
em cinza é a primeira zona de Brillouin, os pontos K e K’ sao os pontos onde as bandas
de valéncia e de conducao se tocam [19].

se definem duas subredes® A e B. As ligacoes dos atomos da subrede A aos da subrede
B sao formadas por trés ligacoes covalentes entre orbitais sp?, os quais sao originados
como consequéncia de uma hibridizagao do orbital s mais externo com os orbitais p, e p,
segundo a estrutura eletroénica do atomo de carbono: 1s? 2s% 2p?. Esse tipo de ligacao
entre orbitais sp? no plano da camada sao denominadas comumente como ligacoes do tipo
o e sao responsaveis pela forte estrutura do grafeno. Outro tipo de ligacao mais fraca é
a denominada ligacao tipo m que acontece entre os orbitais p,, os quais ficam em diregao

perpendicular ao plano da camada.

Figura 1.6: Formacdo dos orbitais sp?, através da combinacao do orbital s com orbitais
Dx € Dy, enquanto o orbital p, permanece invariante [20].

As ligagoes o e 7 resultam em bandas de energias mostradas na Figura 1.7 calcu-
ladas mediante o modelo tight-binding [22]. Como podemos notar, o espectro da Figura
1.7 estd composto por uma série de bandas denominadas 7, 7, ¢ ou ¢* dependendo da
ligagao a qual acha-se relacionada. Isto é, as bandas o e ¢* sao provenientes da ligagao no

plano dos orbitais sp?, enquanto as bandas 7 e 7* resultam da interacdo entre os orbitais

Y22

6As coordenadas que localizam os pontos de Dirac K e K’ podem ser observadas no Apéndice do
presente trabalho.
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Figura 1.7: Estrutura de bandas de energias para o grafeno [22].

As caracteristicas mais interessantes do grafeno sao obtidas para baixas excitacoes
perto da regiao dos pontos K (ou K’) na primeira zona de Brillouin, considerando s6 a
interacao entre os orbitais p.,.

No grafeno existem portadores de cargas (elétrons ou buracos) que se propagam
como se fossem férmios sem massa com velocidades da ordem de 10° m/s ao invés da
velocidade da luz 3 x 10% m/s. Assim, nesse sistema eles devem ser escritos pela equagio
de Dirac ao invés da equagao de Schrodinger usualmente usada. A descricao dos porta-
dores de carga por funcoes de onda com duas componentes é semelhante a usada para
escrever fungoes de onda de spin. No entanto, as duas componentes da funcao de onda
estao relacionadas a cada uma das subredes da estrutura do grafeno e nao ao spin das
particulas. Dessa forma, diz-se que os portadores de carga no grafeno tem associado a
eles um pseudospin, 0. O pseudospin estd relacionado a contribuicao de cada uma das
subredes para a funcao de onda dos portadores de carga, assim, elétrons e buracos cujos
pseudospins apontam em uma mesma direcao podem ser imaginados como tendo origem
em uma mesma subrede. Em consequéncia da descri¢ao através de uma equacao como a
de Dirac e do espectro de energia semelhante ao de particulas relativisticas, os portadores
de carga no grafeno sao chamados de férmions de Dirac sem massa ou de particulas quirais
sem massa.

O espectro linear de energia do grafeno e a descricao dos portadores de carga por
uma equacao do tipo de Dirac levam a varias analogias entre os fené6menos de transporte
no grafeno e fenomenos estudados pela eletrodinamica quantica. Dada a equacao de Dirac
sem massa em 2+1 dimensoes:

oV (r,t)

Up(0ups + oypy) Y (1, t) = ihT (1.1)
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onde o;, sao as matrizes de Pauli com ¢ = z,y,2, e p; é a componente do operador
momento p = —ihV com j = x,y. Tendo em vista estados estacionérios é possivel fazer
a substituicio W(r,t) = (r)e """, Isso transforma a eq. de Dirac num problema de

autovalor da seguinte forma:

Vp(0ups + 0ypy)0(1) = (7). (1.2)

Aqui consideramos a unidade relativistica e = 1. Dessa forma o Hamiltoniano

que descreve os portadores de carga ¢ do tipo de Dirac, escrito da seguinte forma:

0 e — 1
H= (% ) b Py = VUp0o - P. (13)
Dz 1Py 0

Devido ao fato de o ser o pseudospin da subrede, o autoestado |V ) = (¥4, 15)
¢ chamado de pseudospinor, onde 14 fornece a amplitude de probabilidade de encontrar
o elétron na subrede A, assim como g o faz, na subrede B. O Hamiltoniano que descreve

os estados em torno dos pontos de K da zona de Brilloiun é:

0 k, — ik
Hyi = ho * v, 1.4
K (Mk . ) (1.4)

Diagonalizando o Hamiltoniano acima, encontramos os autovetores:
E = thupk, (1.5)

e os autoestados:

T
0= 25 (1 ) e

com 6 = arctg(’;—z). Considerando os estados por volta do ponto K’, encontramos, de
forma anéloga:

HK/ :TJ}7'0'>'< P

N 1
V) = % ( © it ) : (1.7)

Por fim, vemos também que a relagao entre o Hamiltoniano ao redor dos pontos
de Dirac se da através da relacio Hxy = H* ;| e consequentemente exibem o mesmo
espectro de energia.

Na secao abaixo consta a apresentacao desta dissertagao com uma breve descricao

do sera feito nos capitulos subsequentes.
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1.4 Delineamento

Em resumo, as caracteristicas peculiares e superlativas do grafeno sao mostradas

abaixo através de suas propriedades:

e Propriedades mecéanicas: material mais fino possivel, extremamente forte porém

flexivel e de baixa densidade;

e Propriedades eletronicas: boa condutividade elétrica, portadores de carga sem
massa efetiva, elevada mobilidade intrinseca, transporte eletronico balistico, sensibil-

iade & aplicacao de campos elétricos, efeito Hall quantico em temperatura ambiente;
e Propriedades dpticas: condutor elétrico opticamente transparente;
e Propriedades térmicas: elevada condutividade térmica;
e Propriedades magnéticas: ferromagnetismo induzido por defeitos estruturais.

e Propriedades quimicas: alta pureza, estavel em condicdes ambientes, quimica-

mente inerte, sensivel & presenca de moléculas adsorvidas.

A dispersao de energia incomum e sua natureza bidimensional rendem ao grafeno
um lugar de destaque na fisica de matéria condensada. A aplicacdo desse material deve
beneficiar a tecnologia e até mesmo a satide, como por exemplo a fabricacao de monitores
cardiacos mais praticos e precisos. Diariamente estao sendo descobertas novas aplicacoes
para as propriedades eletronicas do grafeno, como vemos laboratorios e universidades
se empenhando em descobrir como usar o grafeno para criar superbaterias, capazes de
armazenar muito mais energia e recarregar em questao de minutos.

As medidas em laboratorio” para o maximo de tensdao que uma folha de grafeno

1 Essa

pode sofrer antes que seus atomos se desprendam de suas ligacoes foi de 42Nm™
forca intrinseca do grafeno é a maior até hoje estabelecida para qualquer tipo de material.
Esse fato levou os pesquisadores a sugerirem que o grafeno seja considerado o padrao para
forca intrinseca da mesma forma que o diamante, o material de maior dureza conhecido,
¢ usado como padrao de dureza.

Ao longo deste trabalho serdo estudados férmions na camada de grafeno sujeitos
a um campo magnético. Tomando o campo magnético perpendicular ao plano iremos
variar o calibre da aplicacao, um deles sera o calibre de Landau, e em seguida faremos

um estudo comparativo dos resultados obtidos para os niveis de energia.

“James Hone, Jeffrey Kysar, Changgu Lee e Xiaoding Wei realizaram o experimento, des-
crito no artigo do PhysicsWorld.Com, Graphene has record-breaking strength, disponivel em
<http://physicsworld.com/cws/article/news/2008 /jul /17 /graphene-has-record-breaking-strength>.
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Analizaremos no segundo capitulo o modelo continuo descrito por Dirac para uma
camada de grafeno imersa em um campo magnético. Escreveremos o campo inicialmente
constante, B = By, para obtencao dos niveis de Landau. Na subsecao 2.1.3 sera visto
0 caso em que o campo ¢ variavel, dependente da posicao, em particular em funcao da
coordenada x. Assim, ao fim do capitulo sera feita uma comparacao dos resultados,
focando o espagcamento do niveis de energia em cada caso.

No terceiro capitulos utilizaremos o método de aproximacao tight-binding para
uma camada de grafeno para obtencao da dispersao das bandas de energias e também dos
niveis de Landau, considerando o campo constante e em seguida variavel.

No capitulo seguinte iremos mostrar o modelo tedrico para uma bicamada de
grafeno. Ao fim de cada capitulo os resultados serao comentados e as conclusoes serao

mostradas no capitulo 5.
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2. Monocamada de grafeno sob efeito

de um campo magnético

Neste capitulo descreveremos o modelo tedrico para aplicacao de um campo mag-
nético externo numa folha de grafeno. Considerando o campo perpendicular ao plano,
usaremos diferentes calibres (gauges) para o potencial vetor. A andlise sera feita no
modelo continuo, baseado na teoria de Dirac para baixas energias que foi comentada no

capitulo introdutorio deste trabalho, para obtencao dos niveis de Landau.

2.1 Modelo continuo

O Hamiltoniano de Dirac para os portadores de carga em uma folha de grafeno
com um campo magnético externo aplicado na dire¢ao perpendicular a folha (B = ByZ2)

pode ser escrito da seguinte forma:
H=mo,+0 -(A—-iV) (2.1)

onde A = (A4,,4A,), o = (0,,0,) e 0; sdo as matrizes de Pauli 2 x 2:

01 0 —1 1 0
crz:(l()), 0y:<z’ O), UZ:(O _1). (2.2)

Temos, assim:

0 e~ A, —iA
H= " ! i R o~ oy + ’ , ). (2.3)
0 —m %—FZa—y 0 Ax—i‘ZAy 0



2.1 Modelo continuo 15

Por fim, obtemos a matriz correspondente ao Hamiltoniano:

m —ia%—a%—FAm—iAy
H = 5.8 . ’ ) (2.4)
Zax+ay+Aw+1Ay m

Temos que resolver agora a seguinte equacao de autovalores Hy = E1, e lem-
brando que os portadores de carga se comportam como se nao tivessem massa (m=0) no

grafeno, a equacgao se torna

_ (2 e .
, E ! <3x Z@y) + (AQC ZAZJ) \IJ+ _ O, (25)
—i(Z+iL) + (A +idy) _E

resultando em duas equagoes

Ev* + [z (a% — z'(%) — (A, — z‘Ay)] U™ =0 (2.6)
Ev™ + [z (a% + i(%) — (A, + z‘Ay)} Ut =0 (2.7)

Desenvolvendo para W~ teremos

2 9 , 0, P
{@*%Mﬁ”‘“—“‘y—“‘w)@—Ar+7+
0 .0 . ‘ . 0 E?]

enquanto que para Ut temos

2 9 | e, B
0? 0 0 E?

Aqui é importante mencionar que temos varias possibilidades de calibre para
um campo magnético uniforme aplicado na direcao z, dentre elas as mais usadas sao: o
calibre de Landau, onde A = Bzy, que é apropriado para uma simetria em torno do eixo
y tornando o sistema independente desta coordenada. O outro calibre é o chamado calibre
simétrico A = B(—yZ + xy)/2, aqui B é um campo magnético uniforme. E porque usar
dois calibres? Tecnicamente o calibre de Landau é mais simples e provavelmente mais
familiar enquanto que o calibre simétrico é necessario para escrever funcoes de onda do
efeito Hall fracionario, e sistemas com simetria rotacional.

Nas subsecoes seguintes estudaremos a aplicacao dos calibres de Landau e simétrico.
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Em seguida veremos o caso em que o campo magnético é dependente da posicao.

2.1.1 Calibre de Landau

Para o calibre de Landau temos que usar A, = 0 e A, = By nas Eqs. 2.8 ¢ 2.9

que se tornam

0? 0 0 2
~ 4B Bor— 4+ —
[8:1:2 * e o * 2 *
0? 0 0 E?
m + ZBQa—yﬂf + ZB()[Ea— — B05E2 + 7:| U~ = O, (210)
e
o 0 + B + 2+
0x2 oz " or T 2
0? o . 0 . E?) .
8_y2 + zBoaca—y + zBoxa—y — Box” + 7} UT =0. (2.11)
As equacbes acima nao possuem dependéncia explicita em y. Dessa forma pode-
mos escrever as funcoes de onda como o produto de duas fungoes U~ = et —(y),

com isso temos

d2
{ﬁ + By + E? — k — 2Bok,x — Boﬁ} ¢ =0, (2.12)
xr
[§
d2
{p — By + E* — kI — 2Bokyx — Boxﬂ ot =0, (2.13)
a

e através da mudanca de variavel s = v/2(u + k,/+/Bo) chegamos finalmente nas equacdes

0?2 2 1 E?]
o2 = b =0 2.14
92 1 2725 o =0 (2.14)

(9 s 1 E?]

— | ¢t =0 2.15
05 4 2+QBO_¢ ! (2.15)

que sao similares & equacao diferencial de Webber [21]

2 2
{%4‘ (n+%—%>] ¢~ =0, (2.16)
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quando
E2
2B, n, para ¢, (2.17)
E2
2B n+1, para ¢, (2.18)
resultando em
E, = ++/2nBy para ¢~ (2.19)
E,=+2By(n+1)  para ¢, (2.20)

Esses sao os chamados niveis de Landau para o grafeno. Eles sao os niveis quan-
ticos que determinam o comportamento dos elétrons em um forte campo magnético. Tais
niveis constituem a base do efeito Hall quantico. A quantizacao de Landau é a quantizacao
do movimento orbital de particulas carregadas num campo magnético, como consequéncia
a particula carregada pode apenas ocupar orbitas com valores de energia discretos, que
sao os niveis de Landau. O ndmero de elétrons por nivel é proporcional & forca do campo
magnético aplicado. A quantizagao de Landau é diretamente responsavel pelas oscilacoes
nas propriedades eletrénicas dos materiais em funcao do campo magnético aplicado.

A equacao diferencial de Webber tem como solucao as funcgoes parabélicas cilin-

dricas, que para o caso de n ser inteiro nao negativo podem ser escritas como:

Da(s) = 27214}, (%) : (2.21)

onde H,(s) sao os polinomios de Hermite. Voltando para a coordenada z a Eq. 2.21 se

torna

Dy(z) = 27"/2¢Bolathu/Bo?/2 py (\/Bo(as + ky/Bo)> , (2.22)
e usando o fato de que:

/ Dy (2) Do() = B! V27, (2.23)

assim as autofungoes sao dadas por:

\I/n(x,y) _ 1 eikyyefBo(erky/Bo)Q/Q < V2nt, (V Bo(l' + ky/BO)) > ) (224)

2n/mn! H, (VBo(x + ky/Bo))

2.1.2 Calibre simétrico

Como mencionamos anteriormente vamos agora fazer o calculo para o calibre
simétrico onde temos que usar A, = —Byy/2 e A, = Byr/2. As Eqgs. 2.6 e 2.7 sao

escritas como
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(0 .0 By , _
+ _ _ —(— J— =
EvT + [z (811: Z@y) 5 (—y z:c)] 4 0, (2.25)
_ .0 .0 By : v
EV™ + {z <8x + Z@y) e (—y+ zx)} Ut =0 (2.26)
ou
(0 .0 By : -
+ i —(r — =
EUT + lz (8x Zé@) +i 5 (x zy)} U =0, (2.27)
. |.ro .0 By : +
EV™ + [z (% + za—y> — 27(1‘ + zy)} Ut =0. (2.28)

Nesse ponto vai ser muito atil escrever as coordenadas = e y em termos das

varidveis complexas z = x + iy e Z = x — iy e como consequéncia

o 1[0 .90 o 1[0 .9
&:i(a_x_la_y) ° &:§(£Ha_y)' (2:29)
Temos
(0 | Bo_\ ;-
+ _— —_— =
BTt +i (282 +5 z) U =0, (2.30)
(0 By ..
Resolvendo para ¥~
9 9 o o B \.
(4&% —+ B()%Z - Boza — IZZ) U™ = O, (232)
00 . 0 0 B _ A
(4££+B02£—302£—IZZ+B0+E ) U —0, (233)

e fazendo a seguinte mudanca de variavel © = v/2Z obtemos a equacao diferencial

2 30 1 Bguz) =0,

— —_—— 2 — —
(auQ Tuou Bo+ &7+ u? 4 (2:34)

que é uma variante da Equacao diferencial de Kummer que tem como solucoes as funcoes
hipergeométricas confluentes e os polinomios de Laguerre generalizados [21]. Tais solu¢oes
implicam na condicao E, = \/2Byn.

2.1.3 Campo dependente da posicao

E interessante analisar agora o caso quando o campo magnético depende da
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Figura 2.1: Campo magnético dependente da posicao referente a Eq. 2.36.

posicao. Devemos mencionar aqui que a literatura apresenta alguns trabalhos sobre cam-
pos dependente da posicao em bicamadas de grafeno. Neste capitulo, vamos usar um
campo que depende da posicao em monocamadas. Para introduzirmos um campo depen-
dente da posi¢ao vamos deixar a equacao para W~ da foram mais geral possivel no calibre
de Landau, ou seja

92

Pl A+ B — (ky+ Ay)?| ¢~ =0. (2.35)

Vamos usar dois campos como exemplo. O primeiro campo é dado pela equacao

sgn(z) p

om : (2.36)

e é mostrado na Figura 2.1 abaixo. Este é um campo que decai rapidamente quando se
afasta da origem e se inverte quando vai para o lado positivo da coordenada x. O campo
descrito acima é dado pelo potencial vetor
By -
A=— ——7. (2.37)
(1+ =)
A solucao da Eq. 2.35 usando esse potencial vetor é dado em termos das funcoes

hipergeométricas confluentes do segundo tipo e do polindmio generalizado de Laguerre.

¢~ (x) = e VEITER(Z1=2) (9 4 9g)Po [C1U(n,a,c) + CoL* M (c)], (2.38)
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Figura 2.2: Campo magnético dependente da posicao referente a Eq. 2.43.

onde

B2 — k2 + ky\[IT—E2 039)
E2 — k; ’ ’

a = 2By, (2.40)

c=2,/k}— E2(1+x). (2.41)

Para que tenhamos solugoes convergentes o argumento n das fungoes acima tem

n:BO

que ser inteiros negativos. Logo, isso nos resulta na seguinte equagao para a energia

B, = 4k, |1—20 (2.42)
Y (Il + Bo) '

Um outro campo magnético que vamos considerar também depende da posicao

B0 (1 2 )k (2.43)

AT

dado pela equacao

que é mostrado na Figura 2.2 abaixo. Este ¢ um campo que decai rapidamente quando
se afasta da origem e tem seu valor méximo em By. O campo descrito acima é dado pelo

potencial vetor

BOI‘ ~

A= """ 7 2.44
T+ 1D’ 240

A solucao da Eq. 2.35 para esse potencial vetor é dada pelas mesmas fungoes do
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caso anterior mas agora temos

K2 — B2+ K\ JRE = B2 05

n:_BO ’

k?/JQ _ E2
a=—2B,, (2.46)

c=2\/k?—E*(1+x), (2.47)

onde k, = (By — k), e as energias dos niveis de Landau se tornam

BQ
E,=k 1+ —% 2.48
ZM Tt By (2.48)

Abaixo analizaremos a dispersao dos niveis encontrados neste capitulo.

2.1.4 Resultados

Primeiramente vamos mostrar os niveis de Landau para uma monocamada de
grafeno sob a a¢do de um campo magnético uniforme perpendicular (B,) a uma folha de
grafeno infinita no plano z —y. A Figura 2.3 mostra a energia dos niveis de Landau contra

o0 campo magnético uniforme.

10
n=4
8 n=3 A
n=2
6, |
c n=1
T
ar n=0 |
2, |
| | | |
00 2 4 B 6 8 10
0

Figura 2.3: Niveis de Landau F),, em funcao do campo magnético B, as curvas representam
a variacao n=0,...,4. Estes sao resultados para a Eq.2.20.

A Figura 2.3 nos mostra um comportamento dos niveis de energia bem diferente

daquele para um gas de elétrons sob a influéncia de um campo magnético. Aqui as curvas
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crescem com v B enquanto que no gas de elétrons a energia cresce linearmente com B.
Devemos mencionar a degenerescéncia existente das funcoes ¢ e ¢, ., e que
existe um nivel com energia zero. Esse comportamento muda totalmente quando consi-
deramos o campo magnético dependente da posicao de acordo com a Equacao 2.42. Para
este campo a Figura 2.4 mostra os niveis de energia. Para n = 0 podemos ver que a
energia nao depende do campo e é dada por F = ky\/§. Interessante notar que os niveis
vao diminuindo a medida que n cresce. Contudo, todos convergem para o mesmo ponto

quando temos grandes valores de By.

16
n=0
1.4 B
>
4
~ L n=1
LIJC
n=2
1.2 n= B
n=4
| | | |
10 2 4 B 6 8 10
0

Figura 2.4: Niveis de Landau E,, em funcao do campo magnético By, as curvas represen-
tam a variacao n=0,...,4. Estes sao resultados para a FEq.2.42.



23

3. Aproximacao tight-binding

Nesse capitulo sera feito cilculo das bandas de energias baseado na superposicao
de funcoes de onda para atomos isolados localizados em cada ponto, proporcionando bons
resultados qualitativos para a dispersao das bandas de energia do grafeno, com e sem a

aplicacao de um campo magnético.

3.1 Consideracoes iniciais

Essa é uma das descricoes microscopicas mais simples de elétrons em um cristal.
Assumimos aqui que o elétron esta fortemente ligado ao atomo, como consequéncia a
funcao de onda do cristal pode ser expandida em termos das funcoes de onda de atomos
isolados. Consideraremos que os elétrons possam saltar apenas para os vizinhos mais
proximos, nos orbitais-7, ji que as bandas 7 sdo as mais importantes na determinacao
das propriedades de estado solido do grafeno quando se trata de excitagoes de baixa
energia [22].

O modelo tight — binding de um sistema é obitido ao discretizar o Hamiltoniano
na rede. Quanto menor for o tamanho da célula escolhida na rede, melhor serd a aprox-
imacao para o limite continuo. Sendo assim, nem todo ponto da rede corresponde a um
atomo como nas teorias ab — initio, &€ como se um ponto pudesse representar uma regiao
contendo muitos 4tomos, mas essa regiao sendo pequena comparada a quantidades fisicas
relevantes como os comprimentos de onda de Fermi.

A estratégia para escrever o Hamiltoniano do sistema nesse tipo de aproximagcao
sera:

H= Z H(;tomo + Hcristal

com Hatomo >> Hcm'stal'
A seguir mostramos a aplicacao do modelo ao sistema de uma folha de grafeno

sob um campo magnético homogéneo.



3.2 Modelo tedrico 24

3.2 Modelo tedrico

No modelo tight — binding, o Hamiltoniano que descreve elétrons no grafeno pode

ser escrito como?:

Figura 3.1: Estrutura cristalina do grafeno com duas subredes A e B. Os vetores primitivos
que formam a rede sdao a; e a;. Enquanto R; (com i=1,2,3) localizam os vizinhos mais
proximos [23].

2%
onde 79 =~ 2,8eV é o parametro do salto para o vizinho mais proximo. Os operadores
1.

7

agem igualmente nos pontos j da subrede B. O termo relacionado & energia onsite apenas

a; e a; criam e aniquilam elétrons nos pontos i na subrede A, respectivamente, b; e b;

deslocaria o espectro, pois A e B possuem a mesma energia, sendo assim foi omitido.
Considerando uma rede infinita e periédica ideal em ambas as dire¢oes, é possivel

realizar uma transformada de Fourier nos operadores de criacao e aniquilacao. Para isso,

escrevermos:
1

1 7 i iR
a, = — E e ay, a] = —— E e ""ay (3.2)
N k N k ’
1 o 1 o
b, =——Y by, bl=—2 ¢ *7ibl,. 3.3
v IS vy, O3 ¢ (3:3)

Ao substituirmos as Eqs. 3.2 e 3.3 na Eq. 3.1, o Hamiltoniano toma a forma:

70 —ik-T ik il iR
H=- E ¥ E e T Tial by, + E e~ Tigh Tl ay | (3.4)
irj o k! K,k

8Tratado em termos de segunda quantiza¢do, para uma notacao mais simples. Apesar de o tratamento
em termos de primeira quantizagio ser mais intuitivo, ver segundo capitulo da referéncia [22].
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E pode ser reescrito:

H = _7_]\‘; Z ; [64(1%!19)-@eu&-(fjfﬁ)azbk/ + efi(k_‘/flg)-ﬁefik_‘/-(r?jfﬁ)b};lak] _ (3.5)
2y )

Como cada dtomo tem trés vizinhos que sao mais proximos, colocando a origem no

ponto i e fazendo j variar sobre esses vizinhos, localizados pelas coordenadas R, = (—a,0),
Ry = (a/2,a/3/2), Rs = (a/2, —a\/3/2), obtemos:

H— _% Z Z [e—i(E—IQ)~ﬂaLbk/ <e—ik;a 1 ikha/2ikV/3a/2 | eik;a/ze—ik;ﬁam) i
efi(lgfﬁ)-ﬁb;rdak (eik;a | eikha/2p=ikyV3aj2 | efik;a/Zeik;\/gaﬂ)] . (3.6)

Aqui estamos considerando um conjunto discreto de pontos do espaco, entao é

possivel fazer a seguinte substituicao pelo delta de Kroneker:

1 I
2 iR _
O Hamiltoniano é reduzido a:
H=—%Y [g(/;’)a;bk +g*(E)blay|, (3.8)
k
onde,
Q(E) — iz + e—ikza/Ze—iky\/ga/Q + e—ikza/Zeiky\/ga/Q’ (3'9)

¢ o fator de estrutura do cristal. O Hamiltoniano acima ainda pode ser reescrito como:

H = Z (W [Hi| Uy) (3.10)

onde |U,) = (a, by)? e Hy representam o estado eletronico e o Hamiltoniano para um

dado k (respectivamente). O Hy, é:

H, = ( B 0 ~og(k) > . (3.11)

(3.12)
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Calculando ’g(l;)‘ obtemos:

‘g(l;) ‘2 — 3 4 4cos(3k,a/2)cos(V3kya/2) + 2cos(V/3kya). (3.13)

Obtemos a seguinte expressao para a relacao de dispersao das bandas de energias:

By = +y00\/3 + f(K), (3.14)

com f(k) = 4cos(3kpa/2)cos(v/3kya/2) + 2cos(v/3kya).?
Vamos incluir agora o efeito do campo magnético homogéneo, através da substi-
tuicao de Peierls [16]:
Yo — 'y(]e"e/hfz‘jA'dl7 (3.15)

onde os limites de integracao i e j indicam sitios que correspondem a primeiros vizinhos
na rede, dessa forma temos a integral do potencial vetor ao longo do caminho do salto?.
Este termo vai entrar como uma fase adicional na Eq. 3.8 que possui a mesma forma de

antes mas agora é escrita como

H=—y Y [a(k)alby + a*(k)bjay), (3.16)
k

usando o calibre de Landau A = Byxy teremos
a(E) _ cikaa + ei\/gwa/Qe—i(kwa/Q—\/§kya/2) + e—i\/gwa/2€—i(kwa/2+\/§kya/2) (3'17)

onde w = eBya/2h. Substituindo a(k) e a*(k) na formula do Hamiltoniano, encontramos

os autovalores:
2

By = 47 ’@(E) (3.18)
com
L2
’a(k)’ — 3+ 2cos[V3(k, + w)a] + 4 cos(3k,a/2) cos|v3(k, + w)a/2). (3.19)
Escrevendo agora o potencial vetor A = %sen(kga:)g) para um campo magnético
dependente da posicdo oscilante B = Bycos(kpz)z, teremos:
)
‘oz(k) = 3+ 2cos[V3(k, + w')a] + 4 cos(3k,a/2) cos[V3(k, + w')a/2). (3.20)
w' = eBylcos(kpa/2) — 1]/kgh. (3.21)

9Utilizando a relagio trigonométrica cos( + ¢) + cos(6 — ¢) = 2cosfcosyp, assumindo 0 = 3k,a/2 e
¢ = V/3kya/2.
100 significado fisico da Eq.3.15 é discutido na referéncia |24].
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Na secao seguinte discutiremos os resultados que obtivemos aqui para o estudo

feito com uma folha de grafeno, segundo o modelo tight — binding.

3.2.1 Resultados

Na Figura 3.2 observamos a banda de conducao do grafeno obtida pela aproxi-
magao tight — binding. Os destaques em azul correspondem aos pontos de Dirac (K e K’),
seis pontos no espaco reciproco, coincidentes com a primeira zona de Brillouin, possiveis

de ser visualizados no Apéndice da presente dissertacao.

o - . ,

0.0 0.5 1.0
kxa/ N

Figura 3.2: Dispersao das bandas de energias obtida a partir de Eq. 3.12.

Utilizando o resultado para a energia obtido na Eq. 3.18 podemos visualizar a
modificacao na dispersao das bandas representada acima causada pelo campo magnético

uniforme:
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Figura 3.3: Monocamada de grafeno imersa em um campo magnético uniforme B = BjzZ.
Onde usamos By = 0, 57T

Como era de se esperar devido a relacao de dispersao a figura mostra que ha
um deslocamento no eixo do grafico quando aplicamos o campo. Na Figura 3.4 podemos

observar a dispersao em fun¢ao do campo magnético B.

Figura 3.4: Monocamada de grafeno imersa em um campo magnético uniforme B = Bj2Z.
Aqui temos k, = 0.

Para os resultados obtidos com a Eq. 3.20, a Figura 3.5 mostra a alteragao sofrida

na primeira zona de Brillouin, com um campo By = T
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Figura 3.5: Monocamada de grafeno imersa em um campo magnético periddico B =
By cos(kpx)z. Aqui usamos k, =0, e By = 7T

Com um campo magnético By = 1, 57T podemos notar que aparecem agora sete

pontos no espaco reciproco e nao mais os seis vistos na Figura 3.2.

Figura 3.6: Monocamada de grafeno imersa em um campo magnético periddico B =
By cos(kpz)Zz. Aqui usamos k, =0, e By = 1,577
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4. Bicamada de grafeno

Aqui serad estudado o caso da bicamada de grafeno, sendo duas folhas indepen-
dentes sobrepostas imersas em um campo magnético perpendicular. O Hamiltoniano do
sistema serd escrito seguindo o modelo tight-binding para obtencao dos niveis de Landau,

a exemplo do que foi feito para uma tnica camada de grafeno.

4.1 Consideracoes gerais

O desenvolvimento da teoria da bicamada de grafeno foi feito por uma colabo-
racao internacional!!, tendo o material sido preparado e medido no laboratoério de Andre
Geim. Os resultados foram apresentados na Physical Review Letters, uma entre as varias
publicagoes da colaboracao, neste prestigiado jornal, sobre o grafeno.

A bicamada de grafeno pode servir de base para semicondutores com caracteristi-
cas bastante interessantes do ponto de vista das aplicacoes. Primeiramente porque possui
um intervalo de energias proibidas variavel, podemos entao pensar em lasers cujo com-
primento de onda da luz pode ser escolhido, ou fotodectores sintonizaveis. Por outro lado,
estamos falando de um dispositivo que tem a altura de duas folhas atémicas sobrepostas,
para aplicagoes em eletronica isso ¢ uma 6tima noticia, quanto menores as dimensoes,
melhor. Este novo tipo de semicondutor tem claramente potencial para vir a ser usado
em tecnologia comercial.

A bicamada consiste de duas folhas sobrepostas separadas por uma distancia de
~ 3,33A. O posicionamento das folhas pode ser feito de varias maneiras, na Figura 4.1
temos um esquema tal que os atomos A, da folha superior estao localizados exatamente
em acima dos atomos A; da folha de baixo (empilhamento AA).

O efeito Hall quantico em uma amostra de bicamada de grafeno também é difer-
ente desse efeito numa monocamada de grafeno e em um semicondutor tradicional. Na

bicamada os picos de condutancia ocorrem para valores inteiros do quantum de condutan-

110s paises envolvidos sio EUA, Espanha, Reino Unido e Portugal.
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cia, mas nao ha picos de condutancia nula, como ocorre num semicondutor tradicional.
Assim, é possivel distinguir uma amostra de monocamada de grafeno de uma amostra de
bicamada pelo efeito Hall quantico.

O modelo tight-binding para o grafeno pode ser adaptado para um ntmero infinito
de folhas empilhadas, com o caso mais simples sendo para a bicamada [26]. Na segao
sguinte sera descrito o modelo para solugao do problema da bicamada na presenca de

uma campo magnético homogéneo.

4.2 Modelo tight-binding para bicamada

Observando a Figura 4.1 visualizamos a estrutura de duas folhas de grafeno so-

brepostas:

Figura 4.1: Tlustracao esquematica da estrutura de duas folhas de grafeno. O salto direto
entre os pontos vermelhos da folha de baixo e de cima é representado pelo parametro
~v1. O salto de baixa energia entre os pontos azuis esti representado pelo parametro ;.
Representando o salto entre os pontos vermelhos e os azuis tem-se 7y [27].

Considerando as contribuicoes dos parametros de cada folha podemos escrever o

Hamiltoniano que descreve o sistema de bicamada:

2
H=— Z Z(ai’mbj,m + b;’mai,m)

i,j m=1

—n Y _(albja+b)sai1)
i

—75 > _(al,bj1 +b] i)
i

—4 Z(az,lajﬂ +al,a;; + bl b+ bl,bi1)

]
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2
+3 > (Ba,alaim + Ep, bl bjm) (4.1)

ij m=1

O Hamiltoniano é o somatoério das contribuicoes de cada uma das folhas, na
primeira linha da Eq. 4.1 vemos o Hamiltoniano de duas folhas independentes , onde aj’m
(aim) € o operador de criacdo (aniquilacdo) de elétrons nos pontos i da subrede A da folha
m, da mesma forma em que b;r-’m (b;m) age nos pontos j da subrede B. Os termos contendo
~1 representam o acoplamento direto entre os pontos sobrepostos A; e By, 0s termos 73
descrevem o salto entre os pontos nao-sobrepostos By e Ag, e os termos 74 acoplam os
pontos sobrepostos A; e By com os pontos nao-sobrepostos A, e Bj, respectivamente.
O dltimo termo do Hamiltoniano representa a energia local da subrede A e B nas duas
folhas.

Figura 4.2: Visdo de cima da estrutura cristalina de duas folhas de grafeno. Atomos A,
e By da folha de baixo sao mostrados em preto e azul. Na folha de cima A; e By sdo os
pontos azuis e vermelhos, respectivamente. A parte sombreada indica a célula unitaria
convencional.

A amplitude do salto A; — A, entre as folhas é descrito por y4,-4, = 71 ~ 0.4eV
e leva a formatacao de um estado dimero dos orbitais A; — A,. O processo de salto de B;

para Bs, tem amplitude tal que v,_p, = 73 << 7.
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Parametro  Grafite [28] Bicamada [29]

% 3.16(5) &V 3.16(3) &V
" 0.39(1) &V 0.381(3) eV
V2 -0.020(2) eV -

s 0.315(15) &V 0.38(6) eV
i 0.044(24) &V 0.14(3) eV
s 0.38(5) eV ;

A 20.008(2) &V 0.022(3) eV

Tabela 4.2: Valores dos parametros tight-binding determinados experimentalmente para
o grafite e bicamada de grafeno.

As energias locais sao descritas por:

Es =U +A (4.2)
Ep =U, (4.3)
Ep, =Us+ A (4.4)
Ea, = Us (4.5)

onde U; e Uy descrevem a assimetria intercalar, e A é a diferenga de energia entre os pontos
sobrepostos e nao-sobrepostos. Na Tabela 4.1 podemos observar valores experimentais
para os parametros de salto e A. Na Figura 4.3 vemos a foma estrutural das bandas de

energias previstas pelo modelo tight-binding:
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Figura 4.3: Bandas de baixa energia da bicamada de grafeno crescendo a partir do orbital
2p. plotados ao longo do eixo k, no espago reciproco, intersectando os pontos K’ (K_) e K
(K4), I' corresponde a zona de Brillouin. Em destaque temos as bandas na proximidade
do ponto K [26].

Seguindo os mesmos passos de que quando tinhamos apenas uma folha de grafeno,

mostardos nos capitulos anteriores, obtemos:

By, —’709(/;) —N —749*(12)
- | 00 R B o —nug(k) —ag(k)
-n o —gk)  Es =gt (k)

—g(k)  —vag* (k) —g(k)  Ea,

Aqui, g(k,, k,) é escrito como na Eq. 3.8, expandindo seus termos ao redor de

k1, encontramos:

- dg

- dg
o) = ol + 52|

(ky — k1) + = (k, — ki,) + O(0K?)
8k1} E:.El

7 3& (% .
g(0k) = e 2(ky — iky) (4.7)

onde 0k = k — ky. A fase /2 que aparece na Eq. 4.7 pode ser incluida no autoestado
sem nenhuma mudanca fisica, j& que a sua norma é um.

Agora, substituindo a Eq. 4.7 na 4.6, obtemos:

U +A ort " VT

i s U, vy vsml
k pr—
Y ot Uy + A orw
vyrt V3T vnt Us
onde v = 3‘2“%0, vz = 3‘2‘;3, vy = 3‘21% sao as velocidades efetivas. E os momentos, m =

Do +ipy e T = pg — ipy.

Para descrever elétrons livres na presenca de um campo magnético externo, o
momento candnico d& lugar ao momento cinético no Hamiltoniano, e temos p — p + €A,
onde e é o valor absoluto da carga elétrica e A é o vetor potencial. Tratando o caso para

um campo magnético uniforme B = B2 gerado por A = Bxy, o problema de autovalor
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que devemos resolver é:

U vt m 0
vr U 0 wyrl
v 0 U oun

0 wvymr vmt U

aqui ignoramos os termos v, e A. E as autofuncoes correspondentes sao ¥ = (U4, Up , Uy, Uy, )T,

Calculando os autovalores, temos:

U—-E vt 7 0
(s U-F 0 vgmt
det(H — ET) = det
Y1 0 U—-—F ur
0 U3T vrt U—-F

= ’)/11413 —f- (U — E)Agg + Uﬂ'TA44

Os elementos Ai3, Asz e Ay correspondem a:

Alg = ")ﬁUS’/T?T]L — U2U37T3 — (U — E)2’)/1 (410)
Ass = (U - E)* — (U — E)Y*rnrnt — (U — E)vinr! (4.11)
Ay = V1?1t — yovs(n?)? — (U — E)?or (4.12)

Para simplificacao de célculo, U=0. Substituindo as Eqs. 4.10, 4.11 e 4.12 na

férmula do determinante, obtemos:
E* — B*(} + Vvt 4 vinnt 4+ o ral) + ogurnt — yotusn

ot (1) 21?2 — yous(nh)3 =0 (4.13)

Fazendo a substituicdo A = E?, a equacdo de segundo grau resulta em, seguindo

a férmula de Baskara:
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(72 4 20%p” + v3p?)?
1

(V3 + 20%p* + v3p?)
2

A= +

—271U2U3293005<3¢) - v4p4] 12

2 2
71 2, U3 2
A= — — +
9 +<U + 2)}7

2
(0 + 20%p? + vip?)
4

—2y,v*vsp’cos(3¢) — vipt]/?
Rearranjando alguns termos, obtemos por fim:

(07 + i)’ N
~ = B L0 (v + uip?) — 2vivPuspPeos(30)

2 2
7 2, Us\ o
E2 =1 —= +

(4.14)
O sinal negativo (positivo) corresponde a bandas mais baixas (altas) e ¢ = arctg(p,/pz)
¢ o angulo polar do momento p = (ps, py) = p(cos¢, seng).

Lembrando que:

T =P +ipy, T =p;—ip,
p = —ihV — eA
B =rotA
[r,7'] = 2eB

Fazendo 3 = 0 recuperamos as bandas cilindricamente simétricas:

2 Au2p2
B2 =214 2R ] 0 (4.15)
2 g
A equacao acima pode ser reescrita como:
) - S1/2
4
E, = |1 1+ (—=1)* U2p + 1| +0%p?
2 7 ]
ou
- o S 1/2
2v v
Eo=-L |1+ 2p+(—1)°‘ 2p+1
V2 " nmo
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onde a = 1, 2. Considerando a forma dos niveis de Landau para o grafeno:
€, =lIlpV2n+1 (4.16)

com g = v/ B, escrevemos entao a expressao [30]

1/2
mip 2(2n+1) 4(2n+1)
IpE, = 1+ 1
7 V2 1l 1l
, ) 0 1/2
T
en=—=|1+—2n+1)t,/—2n+1)+1
V2 712 \/”Yl2
: 1/2
’ 2 2 16
€n = 2L 1+—,2(2n+1):l:\/(1+—,2(2n+1)> — —n(n+1) (4.17)
V2 T T T
onde ¢, = IlgF, ¢ fy’l = mlpg.
Quando n/y; << 1 a expressio acima pode ser simplificada por:
2
€n = t—v/n(n+1) (4.18)

M1

assumindo uma B-dependéncia linear para pequenas energias. Assim esses niveis de
Landau seguem um espectro linear com uma dependéncia em B e a medida que a energia
aumenta passa a obedecer uma dependéncia em /B, criando outro tipo de efeito Hall [6].

Abaixo modificaremos a configuragdo do sistema de bhicamada, considerando a
folha superior deslocada em relagao a folha de baixo, para assim compararmos a relacao

de dispersao de energia.

4.2.1 Empilhamento AA da bicamada

A Figura 4.1 mostra a esquematizacao de duas folhas de grafeno empilhadas de tal
forma que o ponto da subrede A, fique exatamente sobre o ponto da subrede A;. Seguindo

essa configuragao iremos aqui obter a dispersao de energia do sistema de bicamada. Os
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vetores primitivos da subrede triangular sao:
a, = a(v/3/2,1/2) a; = a(V3/2,-1/2) (4.19)

Diferente do empilhamento AB, feito anteriormente, 7, ~ 0.2eV. A representacao

matricial do operador Hamiltoniano é |31]:

0 " ort U
vsmt 0 U wvur
ve U 0 m

U wvrl uvgr 0

‘/‘Z‘;jo, 3 = ‘/32—“{’3 Montando o problema de autovalor H,¥ = E'W¥, encontramos

onde v =

a dispersao de enrgia através de:

vstt —E U orm
vm U —-E m

U wvrl usr —FE

det(H — EI) = det

= A1y — EAg +UAsy +ounl Ay,

onde

Ay = FPusn! 4+ v2usm? + vsnl oy
Agy = —E% + BV’ + Eusmm
Ay = 0372wt — UU3’/TT2’)/1 — E*ur

Para simplificacao de célculo, consideramos U=0. Substituindo os elementos

encontrados na expressao do determinante obtemos:

’yl(EQ'Ugﬂ'T + v2usm? + U37TT7T’}/1) — B(-E*+ Evinnt + Evusmy,)

vt (V¥nirt — UU37TT2”)/1 — B*umr) =0
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E* — B2 (207" + vsmyy + vsnl ) + 2udatn + otn?rt = 0

Por fim, obtemos a dispersao da energia no grafeno para o sistema de bicamada

com empilhamento AA:

2
B} = <71 + %) vsp £ [20"p* + 20%v3p*y1c08(30)] 1/ (4.21)
3

A tabela abaixo compara os tipos de empilhamento para a bicamada de grafeno

e grafite, em relacao a energia de formacao Ej:

Empilhamento Grafite(£;) Bicamada(Ey)

0° (AB) 165,86 eV 21,8 eV
60° (AA) 59,21 eV 19,5 eV
21,79° 63,70 eV 21,2 6V
13,17° 63,38 oV 21 &V
9,43° 63,35 eV 21,1 eV
7,34° 63,31 eV 21,1 eV
6,01° 63,18 oV 20,9 eV
5,09 163,20 eV 20,9 eV

Tabela 4.3: Energia de formacao para os diversos empilhamentos da bicamada de grafeno
e para o grafite. Adaptada de [32].

Experimentos recentes para uma bicamada de grafeno suspensa [33| e para outra
crescida sobre um substrato de 6xido de silicio [10], conseguiram mostrar a quebra com-
pleta da degenerescéncia do nivel de Landau de energia zero com o aumento do campo
magnético, revelando a aparicaoao de novos picos na condutancia Hall com fator de
preenchimento correspondentes a picos de efeito Hall quantico inteiro. Isto trata-se de
uma observacao experimental bastante clara da abertura de uma série de gaps entre niveis
que inicialmente sao degenerados no nivel de Fermi (E=0). As possiveis origens fisicas
para esta quebra na degenerescéncia sao atribuidas a uma assimetria no sistema origi-
nada provavelmente por diferenga na concentracao de impurezas entre as camadas ou por

interacao elétron-elétron, entre outras causas.
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5. Conclusoes e perspectivas

Nesta dissertacao fizemos um estudo teorico das propriedades eletronicas basicas
de monocamada e bicamada de grafeno.

No capitulo 1 foi feita uma breve introducao acerca das primeiras descobertas
realizadas no estudo das caracteristicas intrigantes do grafeno, caracteristicas essas que
vém atraindo a atencao de cientistas ao redor do mundo e motivaram a formulacao do
presente trabalho. Dentre as muitas qualidades desse material, demos destaque as suas
propriedades eletronicas, como apresentado na secao 1.3.1.

No segundo capitulo observamos os efeitos da aplicagdo de um campo magnético
externo, na dispesao das bandas de enegias do grafeno. Durante esse estudo foi feita
uma variagao de calibre - inicialmente utilizamos o calibre de Landau e em seguida, o
simétrico - como uma alternativa ao calibre de Landau comumente estudado. Obtivemos
os niveis de energia de Landau, devido ao acoplamento do campo com o movimento orbital
dos férmions, para o modelo continuo. Na secao 2.1.3 o campo magnético aplicado foi
escrito com uma dependéncia em x. Foi possivel notar que os espacamentos dos mesmos
no grafeno sao diferentes do que se espera normalmente para os niveis de Landau. Os
mesmos resultados foram obtidos no capitulo 3, mas dessa vez seguindo o modelo de
aproximacao tight — binding.

Por fim, no capitulo 4 foi escrito o formalismo para o sistema de bicamada de
grafeno, seguindo o modelo tight — binding, também para obtencao e andlise dos niveis de
Landau. Para a monocamada foi possivel notar uma semidegenerescéncia quando n = 0,

ou seja, nesse nivel uma das componentes (U ou ¥™)!'? sempre some.

2Dependendo do referencial, os pontos K ou K’.
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Ao fim deste trabalho, pudemos demonstrar que, quando consideramos elétrons
com baixas energias, o problema de um elétron sob a influéncia apenas do potencial devido
aos infinitos 4&tomos de carbono que compoem o grafeno torna-se equivalente ao problema
de uma quasiparticula livre sem massa obedecendo a equacgao de Dirac.

Um dos fatores que fazem o grafeno tao atrativo para pesquisa é a dindmica de
elétrons neste material. Varias caracteristicas interessantes sao provenientes da descricao
de Dirac para os elétrons no grafeno [34]. Por exemplo, para uma incidéncia completa-
mente normal a uma barreira de potencial, este elétron pode tunelar pela barreira com
probabilidade 1. Este efeito, chamado "paradoxo de Klein", esta relacionado com o fato
dos elétrons no grafeno apresentarem um espectro com energias negativas e positivas, de
forma que quando o elétron atinge a barreira, ele a penetra e aparece na regiao da bar-
reira como um buraco, de energia negativa. Com isso, torna-se bastante dificil o controle
do comportamento do elétron através de potenciais elétricos em grafeno, e a criacao de
potenciais confinantes nestas estruturas, como pontos quanticos [35], ndo é tao 6bvia.

Em resumo, mostramos que o grafeno consiste de um material interessantissimo,
tanto do ponto de vista da ciéncia, por nos proporcionar a possibilidade de se simular em
laboratorio efeitos relativisticos (como o tunelamento de Klein), como também do ponto
de vista da tecnologia, por ser um material resistente, perfeitamente bidimensional, e que
traz ainda dois novos graus de liberdade manipuldveis para a eletronica: os vales e o
pseudospin.

O estudo realizado aqui, apesar de ainda ser um topico relativamente novo ja
esta inserido num dos ramos principais da fisica de matéria condensada. E tanto pelo
interesse nas incriveis propriedades quanticas de tais sistemas de grafeno, como pelas pos-
sibilidades futuras de aplicagao tecnologica que o tépico ja reuniu uma grande quantidade
de pesquisadores tedricos e experimentais. Aqui tentamos contribuir com esse crescente

campo de pesquisa.
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Apéndice - Coordenadas dos pontos de

Dirac

A diferenca entre as subredes A e B é uma rotagao de w. Expressando isso de

forma mais formal, escolhemos os dois vetores primitivos da rede da seguinte maneira:

1 1

— — 2
= = Al
a, =a 0 , a2 = a /3 ( )

onde a é a distancia entre dois pontos da rede. A origem desses vetores primitivos esté
localizada no meio da célula hexagonal. Como queremos aqui as posi¢oes dos dtomos
de carbono, com dois vetores unitarios €4 e €g podemos distinguir as duas subredes e

também caracterizar toda a rede por um vetor espacial. Os vetores unitarios sao dados

por:
1 1
- 2 > 2

Ca=al .| p=—a| . (A.2)
6 6

A visualizagao desses vetores unitarios pode ser feita com a figura abaixo:
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2

H)

Figura A.1: Os vetores primitivos d; e ds, 0 vetor espacial ¥ conectando os centros de dois
hexagonos e os vetores unitarios €4 e €p distinguindo a subrede A (azul) e B (vermelho).

Os vetores primitivos da rede reciproca sao encontrados pela relacao A.l e a

condicao de Laue:

E];i 'gj = 271'(51']', ’l,j S 172

com isso escrevemos os vetores

“[S

= , by = ——
\/§a _ \/§a 1

- 47

b (A.3)

N[

Assim, na primeira zona de Brillouin contamos seis extremidades, que podem ser

arranjadas em dois conjuntos, o primeiro deles corresponde aos pontos K:

4 \/%; 4m —\/73 4m —\/fg (A.4)
V3a 0 ’ 3a % ’ V3a _%
O segundo conjunto de pontos, correspondendo aos pontos K’, é:
V3
4m —\/Lg 4m \/?g 4dm ?3 (A.5)
V3a\ o | V3a\ 1 ] V3a \ 1

Referente a periodicidade da zona de Brillouin, apenas dois pontos sao realmente



APENDICE 44

importantes, por essa razao, escolhemos como representacao para os pontos K e K’ as

seguintes coordenadas:

AT \/Lg 1% AT

K:_ 5 = —-—
V3a \ o V3a

(A.6)

N~ O
= ol

Esses dois pontos sdo de particular importancia para o estudo do grafeno [36].
Coincidentemente, a dispersao das bandas de energias tocam em seis pontos do espaco
reciprico, sao os chamados pontos de Dirac, e tém as mesmas coordenadas das extremi-
dades da primeira zona de Brilloiun aqui encontradas. E por essa razio que os pontos K
e K’ sao chamados de pontos de Dirac.

A estrutura das bandas mostrada na Eq. 3.12 é composta de uma parte de
valéncia (£, < 0) e outra de conducdo (E, > 0), encontramos as coordenadas dos seis
pontos em que elas tocam seguindo a condicdo E(k,, k,) = 0, ou seja, igualando a zero a

parte real e imaginaria de g(k,, k,) na Eq. 3.8 [23].
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