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RESUMO

Este trabalho relata a experiéncia de aplicagdo em sala de aula de uma sequéncia de atividades de
trigonometria com destaque para a construcdo, estudo e utilizagdo de um ciclo trigonométrico ou
prancha trigonométrica numa turma de 2° ano Técnico em Comércio (em nivel médio) de uma
escola profissional da rede estadual de ensino do estado do Ceard. As atividades aplicadas constam
do estudo de semelhanga de triangulos, das razdes trigonométricas no triangulo retangulo e das
funcdes circulares seno, cosseno e tangente facilitadas por sua vez, pelo manuseio da prancha
trigonométrica. A avaliacdo dos resultados do trabalho se da através do acompanhamento das
facilidades/dificuldades encontradas pelos alunos na confec¢do dos materiais € na resolugdo das

atividades propostas.

Palavras-chaves: Praticas trigonométricas. Trigonometria e Ciclo trigonométrico.



ABSTRACT

This paper reports the experience of the application in the classroom of a sequence of activities
trigonometry with emphasis on the construction, study and use of a trigonometric trigonometric
cycle or board in a class of 2nd year in Technical Trading (medium level) a professional state school
education in the state of Ceara. The activities listed in the applied study of similar triangles, the
trigonometric ratios in right triangle and circular functions sine, cosine and tangent facilitated in
turn by the management of trigonometric board. The evaluation of the results of the work is through
the monitoring of the facilities/difficulties encountered by students in the preparation of materials

and the resolution of the proposed activities.

Keywords: Practice trigonometric. Trigonometry and Trigonometric cycle.
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1 INTRODUCAO

1.1 Justificativa do tema

As dificuldades encontradas no ensino da matematica tem raizes historicas,
provenientes de um modelo tradicional, dando énfase, quase que exclusivamente a aplicacao de
formulas e a demonstracdes puramente teoricas e distante da realidade.

Com relag@o ao ensino da Trigonometria, essas dificuldades sdo ainda maiores devido a
origem geométrica da mesma, pois a Geometria ainda ¢ um assunto pouco explorado no ensino
fundamental.

Foi motivado pela necessidade de se elaborar aulas mais dindmicas (além das aulas
expositivas) que foi elaborada essa proposta de atividades para o ensino de Trigonometria

priorizando como metodologia:
-0 trabalho em grupo, a confeccdo de material concreto para servir como suporte
pedagdbgico;
-a abordagem de “pré-requisitos” principalmente topicos de Geometria Plana que

servem de base para a Trigonometria.

1.2 Estrutura e organizacio do trabalho

Além da presente introducdo, os capitulos deste trabalho encontram-se assim
estruturados:

No segundo capitulo ¢ feita uma abordagem das principais teorias da aprendizagem com
destaque para a Teoria da Aprendizagem significativa de David Ausubel.

O terceiro capitulo ¢ destinado ao ensino da Trigonometria enfatizando a sua origem
geométrica, as relagdes no tridngulo retangulo e suas principais fungdes de acordo com os PCNs.

O ultimo capitulo ¢ voltado a aplicagdo e avaliagdo de uma sequéncia de atividades que
buscam facilitar a aprendizagem deste tema usando, principalmente, como aparato pedagdgico a

prancha trigonométrica.
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2 PRINCIPAIS TEORIAS DA APRENDIZAGEM

Neste capitulo, abordaremos as principais teorias da aprendizagem que dardo suporte a
nossa pesquisa, dando énfase a teoria da aprendizagem significativa de David Ausubel pois ¢ nesta
que o presente trabalho (intervencdo pedagodgica) se fundamenta para tracar uma sequéncia de
atividades levando em consideragdo principalmente os conhecimentos prévios dos alunos,
trabalhando com materiais manipulaveis sempre que possivel e fazendo uso desses materiais ¢ do

conhecimento adquirido em atividade pratica.

2.1 Teoria socio-interacionista de Vygotsky

Vigotski ao analisar os fenomenos da linguagem e do pensamento, busca compreendé-
los dentro do processo socio-histérico como “internalizacdo das atividades socialmente enraizadas e
historicamente desenvolvidas”. No processo de internalizagdo ¢ fundamental a interferéncia do
outro - a mae, os companheiros de brincadeira e estudo, os professores - para que os conceitos
sejam construidos e sofram constantes transformacdes.

Para explicar as operacgdes superiores, Vigotski usa o conceito de mediagdo, segundo o
qual a relacao do individuo com o mundo ndo ¢ direta, mas mediada pelos sistemas simbodlicos. A
interferéncia do outro - por exemplo, a mae - ¢ fundamental para a aprendizagem dos signos
socialmente elaborados.

Além do nivel de desenvolvimento real da crianga, Vigotski também define um estagio
anterior chamado de zona de desenvolvimento proximal (ou potencial), caracterizado pela
capacidade de resolver problemas sob a estimulacdo de um adulto ou em colaboragdo com os
colegas. A énfase nesse estado potencial, em que uma fungdo ainda ndo amadureceu, mas se
encontra em processo, ¢ de grande valia para o educador, porque o auxilia a enfrentar mais
eficazmente os desafios da aprendizagem.

Além disso, a fase de colaboracdo traz a vantagem de estimular o trabalho coletivo,
necessario para transformar uma acao interpessoal, portanto social, em um processo intrapessoal,
isto ¢, de internalizagdo. A importancia dessa passagem ¢ alcangar a independéncia intelectual e
afetiva, ja que a discussdo constitui uma etapa para o desenvolvimento e a reflexao.

Aratijo (2009), analisando a teoria criada pelo autor Vygotsky, diz que a aprendizagem
na sala de aula ¢ resultado de atividades que proporcionam interagdo, cooperacao social, atividades
instrumentais e praticas. Filatro (2008) enfoca que as atividades em sala de aula devam ser

colaborativas, possibilitando que o aluno va além do que seria capaz sozinho.
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Nesse sentido, o professor deve mediar a aprendizagem utilizando estratégias que levem
o aluno a tornar-se independente, preparando-os para um espago de didlogo e interagdo. Essa teoria
permite trabalhar com grupos e técnicas para motivar, facilitar a aprendizagem e diminuir a
sensacdo de soliddo do aluno. Além de permitir que ele construa seu conhecimento em grupo com
participagdo ativa e a cooperagdo de todos os envolvidos, oferece oportunidades para discussao,
reflexdo e o encorajamento para arriscar ¢ descobrir em grupo. Possibilita criar ambientes de
participacdo, colaboracdo e desafiador. Considera o aluno inserido em uma sociedade e facilita a

interacao dos individuos.

2.2 Construtivismo de Jean Piaget

Segundo Piaget, o processo dinamico da inteligéncia e da afetividade supde uma
estrutura concebida como uma totalidade em equilibrio. A medida que a influéncia do meio altera
esse equilibrio, a inteligéncia, que exerce funcao adaptativa por exceléncia, re-estabelece a
autorregulacao.

As mudancgas mais significativas ocorrem na passagem de um estagio para outro, o que
Piaget analisa ao descrever a constru¢do do real na crianca nas faces do processo do
desenvolvimento mental. A passagem de um estagio para o outro ¢ possivel pelo mecanismo de
organizagdo e adaptagdo. A adaptagdo por sua vez, supde dois processos interligados, a assimilagdo
e acomodagdo. Pela assimilacdo, a realidade externa ¢ interpretada Poa meio de algum de
significado ja existente na organizacgdo cognitiva do individuo que a acomoda¢do, a0 mesmo tempo
que a acomodacao realiza a alteragdo desses significados ja existentes.

As mudancas de um estagio para outro ocorrem quando se desfaz o equilibrio instavel e
busca-se nova equilibracdo. Assim, os quatro estdgios - sensoOrio-motor, intuitivo, das operagdes
concretas a das operagdes abstratas _ representam o desenvolvimento:

-da inteligéncia (da logica), que evolui da simples motricidade do bebé até o

pensamento abstrato do adolescente;

-da afetividade, que parte do egocentrismo infantil até atingir a reciprocidade e a
cooperagdo, tipicas da vida adulta;

-da consciéncia moral, que resulta de uma evolugdo que parte da auséncia de leis, passa
aceitacdo da norma externa até atingir a autonomia ou capacidade de
autodeterminagdo, que indica a superacdo da moral infantil.

Conforme Moreira (2009), na teoria de Piaget, s6 ha aprendizagem quando o esquema

de assimilacao sofre acomodacao. Portanto, para modificar os esquemas de assimilagdo € necessario
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propor atividades desafiadoras que provoquem desequilibrios e re-equilibracdes sucessivas,
promovendo a descoberta e a constru¢do do conhecimento.

Nesse sentido, ainda de acordo com MOREIRA o papel do professor ¢ criar situagdes
compativeis com o nivel de desenvolvimento da pessoa, provocar o desequilibrio no organismo
(mente) para que o individuo, buscando o re-equilibrio e tendo a oportunidade de agir e interagir
(trabalhos praticos), se re-estruture e aprenda. Estando atento que, para um ensino eficiente, a
argumentacao do professor deve se relacionar com os esquemas de assimilagdo do aluno. O
professor ndo pode ignorar os esquemas do aluno e simplesmente adotar os seus esquemas de
assimilag¢do, e quando houver situagdes que gere grande desequilibrio, o professor deve adotar
passos intermediarios para adequa-la as estruturas do aluno.

Para Piaget, a pessoa a todo o momento interage com a realidade, operando ativamente
objetos e pessoas. O conhecimento ¢ construido por informag¢des advindas da interagdo com o
ambiente, na medida em que o conhecimento ndo ¢ concebido apenas como sendo descoberto
espontaneamente, nem transmitido de forma mecanica pelo meio exterior, mas como resultado de
uma interagdo na qual o sujeito ¢ sempre um elemento ativo na busca ativa de compreender o
mundo que o cerca.

Entende-se, entdo, de acordo com essa teoria, que o desenvolvimento cognitivo ¢é
resultado de situagdes e experiéncias desconhecidas advindas da interagcdo com o meio, onde o
sujeito procura compreender e resolver as interrogagdes. Com isso, o aluno exerce um papel ativo e
constroi seu conhecimento, sob orientagdo do professor, buscando informagdes, propondo solugdes,

confrontando-as com as de seus colegas, discutindo e defendendo-as.

2.3 Teoria de aprendizagem significativa de Ausubel

Buscando melhorar o processo de ensino aprendizagem destacamos a teoria da
aprendizagem significativa de David Ausubel, na qual afirma que: “o fator mais importante que
influi na aprendizagem ¢ aquilo que o aluno j4 sabe. Isso deve ser sempre averiguado e o ensino
depende desses dados” (Ausubel, Novak e Hanesian, 1983).

Assim, a defini¢do de conteudo deve ser feita por meio de uma série hierarquica (em
ordem crescente de inclusao). Ausubel define a aprendizagem como uma integragdo entre o novo
conhecimento e os conhecimentos ja existentes na organizagdo cognitiva de quem aprende. Isto €, o
conhecimento novo, para ser aprendido, precisa estar ancorado em conceitos prévios do aluno,
proporcionando, dessa forma, um efetivo aprendizado. Esses conceitos sdo denominados

subfsungores e esse tipo de aprendizagem ¢ classificado como aprendizagem significativa.
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Nessa Teoria sdo observadas a diferenca entre um novo conteudo e o contetdo ja
conhecido pelo aluno. Ausubel denomina esses dois conceitos de reconciliagdo integrativa e
diferenciagdo progressiva, ocorrendo em todos os instantes da aprendizagem. Brigheenti (2003)

afirma que:

esses dois conceitos relevantes-reconciliagdo integrativa e diferenciagdo
progressiva sdo fortalecidos e facilitados se, antes de abordar o assunto, o
professor utilizar a estratégia de estabelecer a conexao entre o que o aluno ja
sabe € 0 novo conhecimento, utilizando conceitos organizadores da estrutura
cognitiva. (p.24)

Para Ausubel, os fatores essenciais para o aprendizado sdo:

1.Disposi¢do do aprendiz para aprender;

2.Material potencialmente significativo;

3.Existéncia dos subsungores na estrutura cognitiva do aprendiz.

Numa visdo critica da aprendizagem significativa Moreira (2000) afirma que ‘“na
sociedade contemporanea nao basta adquirir novos conhecimentos de maneira significativa, ¢é
preciso adquiri-los criticamente”. Isto €, ndo basta ao aluno aprender, € preciso que ele saiba se
aquilo serve para ele ou ndo. E se serve, como ou o quanto serve. Moreira elenca os oito principios

facilitadores da aprendizagem significativa:

1. Principio da interacao social e do questionamento

Ensinar/aprender perguntas ao invés de respostas. A interagdo social ¢ indispensavel
para a concretizagdo de um episddio de ensino. Tal episddio ocorre quando professor e aluno
compartilham significados em relacdo aos materiais educativos do curriculo. O compartilhar
significado resulta da negociacao de significados entre aluno e professor. Mas essa negociagao deve
envolver uma permanente troca de perguntas ao invés de respostas. Um ensino baseado em
respostas transmitidas primeiro do professor para o aluno nas aulas e, depois, do aluno para o

professor nas provas, ndo ¢ critica e tende a gerar aprendizagem, em geral, mecanica.

2. Principio da nio centralidade no livro texto

O livro texto simboliza aquela autoridade de onde “emana” o conhecimento. Professores

e alunos se apoiam em demasia no livro de texto. Mas o aluno ndo desenvolveu ainda competéncias



17

para estudar diretamente do livro texto. Torna-se assim, necessario aprender a partir de diversos
materiais como artigos cientificos, contos, poesias, cronicas, relatos, obras de arte e tantos outros

materiais, € porque ndo, a Internet e a Historia da Matematica.

3. Principio do aprendiz como perceptor/representador

Na teoria da aprendizagem significativa argumenta-se que a aprendizagem ¢ receptiva,
isto ¢, aquela em que o novo conhecimento ¢ recebido pelo aprendiz, sem necessidade de descobri-
lo, ¢ um mecanismo humano por exceléncia para assimilar (reconstruir internamente) a informagao
(Ausubel et al., 1978, 1980, 1983; Ausubel, 2000), porém ela ndo implica passividade; ao contrario,
¢ um processo dinamico de interagdo, diferenciagdo e integragdo entre conhecimentos novos e pré-

existentes.

4. Principio do conhecimento como linguagem

A linguagem ¢ o meio pelo qual percebemos e representamos a realidade. Uma
“disciplina” ¢ uma maneira de ver o mundo, um modo de conhecer, e tudo o que ¢ conhecido nessa
“disciplina” ¢ inseparavel dos simbolos (tipicamente palavras) em que é codificado o conhecimento
nela produzido. Ensinar Biologia, Matematica, Historia, Fisica, Literatura ou qualquer outra
“matéria” €, em ultima andlise, ensinar uma linguagem, um jeito de falar e, consequentemente, um
modo de ver o mundo. Claro estd que aprender uma nova linguagem implica novas possibilidades
de percepc¢do. A tdo propalada ciéncia é uma extensdo, um refinamento da habilidade humana de
perceber o mundo. Aprendé-la implica aprender sua linguagem e, em consequéncia, falar e pensar

diferentemente sobre o mundo.

5. Principio da consciéncia seméantica

O significado estd nas pessoas, ndo nas palavras. Sejam quais forem os significados que
tenham as palavras, eles foram atribuidos a elas pelas pessoas. Contudo, as pessoas ndo podem dar
as palavras significados que estejam além de sua experiéncia. Observa-se ai, outra vez, a
importancia do conhecimento prévio, i.e., dos significados prévios na aquisi¢do de novos
significados. Quando o aprendiz ndo tem condi¢gdes, ou ndo quer atribuir significados as palavras, a

aprendizagem ¢ mecanica, ndo significativa.
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6. Principio da aprendizagem pelo erro

Aprendemos corrigindo erros. A ideia aqui ¢ a de que o ser humano erra o tempo todo. E
da natureza humana errar. E aprende corrigindo seus erros. Nao h4 nada errado em errar. Errado ¢

pensar que a certeza existe, que a verdade € absoluta, que o conhecimento ¢ permanente.

7. Principio da desaprendizagem

Selecionar e desaprender o que ndo € relevante. Nesse processo, como ja foi dito, o
novo conhecimento interage com o conhecimento prévio e, de certa forma, ancora-se nele. Através
dessa interagdo o significado logico dos materiais educativos se transforma em significado
psicoldgico para o aprendiz. Tal mecanismo, que Ausubel chama de assimilacdo ¢ o mecanismo
humano por exceléncia, para adquirir a vasta quantidade de informagdes que constitui qualquer

corpo de conhecimento.

8. Principio da incerteza do conhecimento

Perguntas sdo instrumentos de percepcdo, enquanto definicdes e metaforas sao
instrumentos para pensar. Defini¢des, perguntas e metaforas sdo trés dos mais potentes elementos
com os quais a linguagem humana constréi uma visdo de mundo (Postman, 1996, p. 175, apud
Moreira) [24]. A aprendizagem significativa destes trés elementos s sera critica, quando o aprendiz
perceber que as definigdes sdo invengdes, ou criagdes humanas, que tudo o que sabemos tem origem

em perguntas e que todo nosso conhecimento ¢ metaforico.
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3 O ENSINO DA TRIGONOMETRIA

Neste capitulo apresentaremos os fundamentos necessarios para a aprendizagem da

trigonometria.

3.1 Teorema de Tales

Teorema de Tales : Um feixe de retas paralelas, cortado por duas transversais, forma
sobre elas segmentos correspondentes proporcionais.

Uma possivel demonstracdo do Teorema de Tales ¢ baseada no Teorema da base média
de um trapézio que tem como enunciado:

Teorema da base média de um trapézio: Seja ABCD um trapézio de bases AB e CD e
lados ndo paralelos AD e BC. Sejam, ainda, M e N os pontos médios dos lados nao paralelos AD e
BC, e P e Q os pontos médios das diagonais AC e BD ( figura 1). Entao:

a) M, N, P e Q sdo colinearese MN // AB , MN // CD

b)W=%(E+C_D)e@= |4B—CD|.

N | —

Figura 1: Base média do trapézio (Antonio Caminha - Matematica Elementar)

D b C
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Demonstracio do Teorema de Tales: Considerando no plano as retas paralelas r, s e t
(figura 2) e as retas transversais u e u', a primeira intersectando r, s e t respectivamente nos pontos

A, B e C, e a segunda intersectando r, s e t respectivamente em A', B' e C'.

Figura 2: Teorema de Tales (Antonio Caminha - Matematica Elementar)

c| \¢&' ;
7
Y
B s
X,’
el e G
A £ e
] \
U u

Se AB = BC pelo teorema da base média de um trapézio, temos que A 'B’ =
S AB A'B’
B'C’ tio — =1 =1
 entdo = eiB ok
Supondo que % seja um numero racional, digamos % , dividindo, entdo, os

segmentos AB e BC respectivamente em duas e trés partes iguais, obtendo pontos pontos X, Y ¢ Z
em u, tais que
AX = XB = BY = YZ = ZC.
Tragando por X,Y e Z paralelas as retas r, s e t, as quais intersectam u' respectivamente
em X', Y'e Z', entdo mais trés aplica¢des do teorema da base média de um trapézio garantem que

A'X" = X'B" = B'Y' =Y'Z'" = Z'C'

, AB 2 A'B' 2
— = — : = —
e dal e T3 B'C' 3
Usando o mesmo raciocinio, supondo que 3 com m,n€IN temos que
n
4B _m , 4B _m
BC n B'C’ n’
AB A'B’
D t f t 1 a —_— = ——
e outra forma temos a relagdo 7= C

A demonstragdo acima foi realizada levando em consideragao que os segmentos 4B ¢

CD sao comensuraveis, ou seja, existe uma unidade de medida da qual os segmentos AB e CD sao
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multiplos, entretanto o teorema continua valido quando estes segmentos forem incomensuraveis.

3.2 Semelhanca de triangulos - a base de sustentacao da trigonometria

Definicdo: Dois tridngulos sdo semelhantes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que angulos correspondentes sejam iguais e

lados correspondentes sejam proporcionais.

Figura 3: Triangulos semelhantes (Elementos de Geometria)

G

~ . ~~ ~ AB_BC _AC
AABC~AEFG=A=E,B=F,C=G ¢ Z-=F7-=75

Casos de semelhanca de tridngulos

1° caso (Angulo-angulo)

Dados dois triangulos ABC e EFG, se A = E ¢ B=F , entdo os triangulos sao

semelhantes.

Prova:

Figura 4: Caso de semelhanca 4dngulo — dngulo (Elementos de Geometria)
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Como a soma dos angulos de um triangulo é 180°, entdo a igualdade dos dngulos A ¢ E
e dos angulos B ¢ F acarreta na igualdade dos angulos C = G. Resta provar que os lados
correspondentes sdo proporcionais.

Para isto consideremos no segmento de reta EF o ponto H de modo que EH = AB. Pelo
ponto H tracemos uma reta paralela a FG. Esta corta o segmento de reta EG num ponto I, formando
um triangulo EHI que é congruente ao tridngulo ABC (ja que A=FE, AB=EH e B=F=EHI,
sendo que esta ultima igualdade deve-se ao paralelismo de IH e GF). Logo, AB =EH e AC = EL

Como HI ¢ paralela a FG cortadas pelas retas EF e EG entdo determinam, pelo Teorema

EH _ El

de Tal ’ ¢ . . ’ . ’ _ .
€ lales, segmentos proporcionais, ou scja EF EG

Como AB = EH e AC = EI, entio substituindo na igualdade acima temos % =

AC
EG

De maneira analoga demonstra-se que 4B = 5C
£ “ Fr T FG

2° caso (lado - angulo — lado).

AB AC ~ ‘A
—— = —= entdo os tridngulos

Se, em dois tridangulos ABC e EFG tem-se A = E e iF Foe

sdo semelhantes.

Prova:
Construir um tridngulo HIJ que tenha HI = EF, H = A e [ = B . Logo pelo caso

anterior (4ngulo-dngulo ) temos que AABC ~ AHIJ. Portanto, os lados correspondentes sio

proporcionais
AB AC _ ~  AB _  AC , .,
ol - gy mas HI = EF entao IF T Porém pela hipdtese sabemos
AB AC
—_— = == HI=E
que o C portanto HJ = EG

Portanto, AEFG = AHIJ ( EG = HJ, E = H e HI = EF ). Caso de congruéncia de
triangulos -

LAL.
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Figura 5: Caso de semelhanca lado — 4ngulo — lado (Elementos de Geometria)

Como AABC ~ AHIJ e AEFG = AHIJ segue que AABC ~ AEFG.

3° caso (lado — lado — lado).

A 4B BC _ AC ~ A
Se, em dois triangulos ABC e EFG tem-se F TG e entdo os tridngulos

sdo semelhantes.

Prova:

Figura 6: Caso de semelhanca lado — lado — lado (Elementos de Geometria)

Consideremos um triangulo HIJ tal que H = A, HI = EF e HJ = EG.

. AB _ AC A A .
Logo, segue-se da hipotese que o - pg € eomo H = A segue pelo caso anterior
~ L . AB BC
que AABC ~ AHIJ. Portanto, lados correspondentes sao proporcionais, ou seja, S I (D)
Mas da hipotese temos que g_f“ = % mas EF = HI (por construcao), entdo

4B _ BC . Comparando esta ultima expressao com (1) temos que IJ = FG.

HI FG
Logo, AEFG = AHIJ ( EF = HI, constru¢ao, FG = 1J, provado acima e GE = JH
,constru¢do). Como AABC ~ AHIJ temos que AABC ~ AEFG.
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Observando que todos os tridngulos retangulos com um angulo agudo de mesma medida

(congruente) sdo semelhantes, sendo este resultado direto do caso de semelhanca angulo-angulo,

portanto esses triangulos apresentam o mesmo valor para as razdes entre seus lados correspondentes

desta forma tem-se:

Figura 7: Tridngulos retingulos semelhantes (Dante, 1°ano p.190)

e

AB 4B, AB, AB, AB,

BC  B,C, B,C, ByC; B,C,

AB  AB,  AB,  AB,  AB,

AC ~— AC,  AC,  AC,  AC,

AC AC,  AC, AC, AC,

3.3 Teorema de Pitagoras

Em todo tridngulo retangulo o quadrado do comprimento da hipotenusa ¢ igual a soma

dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Prova:

Seja ABC um triangulo retdngulo com angulo reto no vértice A. Tragando a altura AH
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do vértice A ao lado BC. Seja BC =a, AC=b, AB=c, AH=h, CH=m e BH =n. Como AH ¢

perpendicular a BC, entdo os triangulos HBA e HAC sao retangulos.

Figura 8: Relagdoes métricas no tridngulo retingulo (Elementos de Geometria)

A

n Ar
[ m - ]{:

Como B +C=90°e B + BAH = 90° entio BAH = C. Como também B + C =

90° ¢ C + HAC = 90° entdo B = HAC.
Mostrando pelo caso angulo — angulo que os triangulos ABC, HBA ¢ HAC sao

semelhantes entre si, ou seja, AABC ~ AHBA ~ AHAC.
De AABC ~ AHBA, temos:

2 = é = £ = 2 _

. , , c’=a.c
De AABC ~ AHAC, temos:

a b c

5 p h b*=a.m.
De AHBA ~ AHAC, temos:

c ) m.n

Considerando um tridngulo ABC retangulo em A. Devemos mostrar que a’+ b*=c".

Na proposi¢do anterior sendo AABC ~ AHBA ~ AHAC e portanto b*>= a.m ¢ ¢* = a.c.

Somando membro a membro as duas expressdes temos que b’ + ¢*=a.m+an=a(m+n)=a.a=a’

Ou seja, a* = b* + ¢
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3.4 A funciio de Euler e a medida de 4ngulos

3.4.1 A funcgdo de Euler e a medida de dngulos em radianos

Sejam IR o conjunto dos numeros reais e C o circulo unitario de centro na origem:
C={(x,y)emIR? | x*+y*=1}. A fungdo de Euler E: IR — C faz corresponder a cada niamero real
t o ponto E(t) = (X, y) de C do seguinte modo:

-E(0) = (1, 0).

-Se t > 0, percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1, 0), um caminho de

comprimento t, sempre andando no sentido positivo (contrario ao movimento dos
ponteiros de um relégio comum, ou seja, o sentido que nos leva de (1, 0) para (0, 1)

pelo caminho mais curto sobre C). O ponto final do caminho sera chamado E(t).

-Se t <0, E(t) sera a extremidade final de um caminho sobre C, de comprimento |t|, que
parte do ponto (1, 0) e percorre C sempre no sentido negativo (isto €, no sentido do
movimento dos ponteiros de um relogio usual).

A funcdo de Euler E: IR — C pode ser imaginada como o processo de enrolar a reta,

identificada a um fio inextensivel, sobre a circunferéncia C (pensada como um carretel) de modo
que o ponto 0 em IR caia sobre o ponto (1, 0) em C. Escrevendo A = (1, 0), O = (0, 0) e, para cada t

em IR, P = E(t), dizemos neste caso que o angulo AOP mede t radianos.

3.4.2. A fungdo de Euler e a medida de angulos em graus

Também ¢ possivel definir uma funcdo G: IR — C pondo G(0) = (1, 0) e estipulando
que, para s > 0, G(s) ¢ o ponto da circunferéncia unitaria obtido a partir do ponto (1, 0) quando se
percorre, ao longo de C, no sentido positivo, um caminho de comprimento 27 s/360 e que, para

s <0, G(s) ¢ o ponto da circunferéncia unitaria obtido a partir do ponto (1, 0) quando se
percorre, ao longo de C, no sentido negativo, um caminho de comprimento 27 |s|/360. Note,
portanto, que G(s) = E(2n s/360) para todo s real.

Escrevendo A = (1, 0), O = (0, 0) e, para cada s em IR, P = G(s), dizemos neste caso que
o angulo AOP mede s graus. O angulo AOP mede 1 grau quando B = G(1), ou seja, quando o arco
AP tem comprimento igual a 2n/360. Em outras palavras, o angulo de 1 grau ¢ aquele que subtende
um arco igual a 1/360 da circunferéncia. Escreve-se 1 grau = 1° e 1 radiano = 1 rad. Como a

circunferéncia inteira tem 2z radianos e 360 graus, segue-se que 2n rad = 360°, ou seja,
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1 rad = (360/(2m))° = 57.29577951308232087679815481410517033240547246656... graus.
3.4.3 Seno e cosseno de numeros reais (com medida de dngulos em radianos)

As fungdes cos: IR — IR e sen: IR — IR, chamadas fun¢do cosseno e fung¢do seno
respectivamente, sdo definidas pondo-se, para cada t em IR:
E(t) = (cos(t), sen(t)).
Noutras palavras, x = cos(t) e y = sen(t) sdo respectivamente a abscissa e a ordenada do

ponto E(t) da circunferéncia unitéria.

3.4.4 Seno e cosseno de numeros reais (com medida de dngulos em graus)

Nas defini¢des das fungdes seno e cosseno dadas no quadro acima, o nimero real t da a
medida do angulo AOP em radianos. Se, no lugar de medidas em radianos, usarmos medidas em
graus, obteremos outras funcdes que, por abuso de notacdo, também serdo representadas por cos e
sen. Elas sdo definidas pondo-se, para cada s em IR:

G(s) = (cos(s), sen(s)).
Noutras palavras, X = cos(s) € y = sen(s) sdo respectivamente a abscissa ¢ a ordenada do

ponto G(s) da circunferéncia unitaria.

Figura 9: Circunferéncia trigonométrica (Revista Calculo: ediciao 23/2012)

¥
(0, 1)

-
>

eixo das
tangentes

eixo dos senos

S

eixo dos cossenos

y(©0,-1) ]
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3.5 Rela¢io fundamental (sen? a + cos? a = 1)

Sendo E(t) definida dos reais no circulo unitario e E(t) = (cos(t), sen(t)) segue portanto

que sen? a. + cos? a = 1.

Figura 10: Relacido fundamental na circunferéncia.(Revista Calculo: edi¢ao 23/2012)

E
sen a o d
,\’a A
[7] ——— =
cosa F X

3.6 Relacio entre seno, cosseno e tangente de um arco

Considerando na figura 11, o eixo das tangentes (c), paralelo ao eixo das ordenadas e de
mesma orientacao.

Dado um niimero real x, x # n/2 + kn, seja P sua imagem no ciclo. Considerando a reta
que passa por OP e seja T sua intersec¢do com o eixo das tangentes. Denominamos tangente de x (tg

x) a medida algébrica do segmento AT.

Figura 11: Definicio da tangente de um arco (Gelson Iezzi - Matematica Elementar)
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Observando no ciclo trigonométrico, o tridngulo AOFE ~ A OAP (caso angulo - angulo),

entao temos:

AP 04 bstituindo. ¢ tan (x)  sin(a) o tan(a) = sin (o)
F O Substituindo, temos ] cos(a)’ ou seja, cos ()’ para
cos(ax) #0.

Figura 12: Relacio entre seno, cosseno e tangente de um arco.( Revista Calculo: edi¢do 23/2012)
iz g

ga
sen a

3.7 A Trigonometria de acordo com os PCN's

Apesar de sua importancia, tradicionalmente a trigonometria ¢ apresentada
desconectada das aplicacdes, investindo-se muito tempo no calculo algébrico das identidades e
equagdes em detrimento dos aspectos importantes das fungdes trigonométricas e da analise de seus
graficos. O que deve ser assegurado sdo as aplicagdes da trigonometria na resolu¢do de problemas
que envolvem medigdes, em especial o calculo de distancias inacessiveis e para construir modelos
que correspondem a fendomenos periddicos. Desta forma o estudo deve se ater as fungdes seno,
cosseno ¢ tangente com énfase ao seu estudo na primeira volta do circulo trigonométrico e a
perspectiva historica das aplicagcdes das relacdes trigonométricas. Outro aspecto importante do
estudo deste tema ¢ o fato desse conhecimento ter sido responsavel pelo avango tecnoldgico em
diferentes €épocas, como ¢ o caso do periodo das navegagdes ou, atualmente, na agrimensura, o que
permite aos alunos perceberem o conhecimento matematico como forma de resolver problemas que
os homens se propuseram e continuam se propondo.

Conforme os PCN's os contetdos e habilidades propostos para a unidade tematica

TRIGONOMETRIA a serem desenvolvidas nesse tema sao:
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Trigonometria: do triangulo retangulo; do tridngulo qualquer; da primeira volta.

* utilizar e interpretar modelos para resolu¢do de situagdes-problema que envolvem
medicoes, em especial o calculo de distdncias inacessiveis e para construir modelos
que correspondem a fendmenos periodicos;

» compreender o conhecimento cientifico e tecnoldogico como resultado de uma
constru¢do humana em um processo histérico e social, reconhecendo o uso de
relagdes trigonométricas em diferentes épocas e contextos sociais.

A nivel de Secretaria de Educagao do Estado do Ceard, temos nas matrizes curriculares

para o ensino médio o tema TRIGONOMETRIA assim distribuido:

1° ANO — Razdes trigonométricas e angulos notaveis.

2° ANO - Fungdes trigonométricas e relagdes trigonométricas no intervalo de 0 a 2 m.

Para alcangar os objetivos estabelecidos de promover as competéncias gerais € o

conhecimento de Matematica, a proposta dos PCNEM privilegia o tratamento de situagdes-
problema preferencialmente tomadas em contexto real. A Resolugdo de Problemas ¢ a perspectiva
metodoldgica escolhida nesta proposta e deve ser entendida como a postura de investigacao frente a

qualquer situacdo ou fato que possa ser questionado.
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4 METODOLOGIA DA PESQUISA

4.1 Descriciao do projeto

Este projeto ¢ destinado a alunos do 2° ano do Ensino Médio, ano em que se comeca a
explorar a trigonometria na circunferéncia de acordo com as matrizes curriculares da Secretaria de
Educacao do Estado do Ceara.

O projeto esta dividido em cinco grupos de atividades. Os dois primeiros sdo destinados
ao estudo de semelhanca de tridngulos e das relacdes trigonométricas no tridangulo retangulo,
assuntos estes que fazem parte do curriculo de anos anteriores e que servem de subsungores para os
dois grupos seguintes onde ¢ abordado a trigonometria na circunferéncia e as funcgdes
trigonométricas: seno, cosseno e tangente, sendo este estudo apoiado na confeccdo do ciclo
trigonométrico ou prancha trigonométrica. Por fim foi construido um “modelo de teodolito” que
junto com o ciclo trigonométrico e a teoria estudada nas etapas anteriores tornou possivel se
determinar a medida aproximada de alturas inacessiveis em uma aula de campo.

No inicio do projeto aplicou-se um pré-teste para avaliar os conhecimentos prévios dos
alunos que serviram de base para o desenvolvimento dos trabalhos, tais conteudos incluem: sistema
métrico decimal, razdo, propor¢do, nimeros reais, plano cartesiano, semelhanca de tridngulos,
teorema de Pitagoras, circunferéncia e seus elementos , destinando algumas aulas para revisa-las.

A confeccdo da prancha trigonométrica foi realizada alternando teoria (exposicdo de

conteudos) e pratica (montagem do ciclo)

4.1.1 Conhecendo melhor a escola

A Escola Estadual de Ensino Profissional Placido Aderaldo Castelo estd localizada na
fazenda Amontada, bairro Recreio na cidade de Mombacga estado do Ceara distante 300 km da
capital, foi inaugurada em 30 de margo de 1970, pelo entdo Governador Placido Aderaldo Castelo,
filho ilustre de Mombaga, que sentindo a necessidade de uma escola que proporcionasse aos
conterraneos um ensino de qualidade, principalmente para as camadas socialmente menos
favorecidas, construiu a entdo escola Integrada e Colégio Agricola de Mombaga (primeiro nome),
que veio a funcionar com o curso Profissionalizante de Técnico em Agropecuaria e o Ensino
Fundamental.

A regulamentacdo do Colégio Agricola Placido Aderaldo Castelo, ocorreu a partir do

decreto N° 9.159 publicado do Diario Oficial de 30 de Margo de 1970.
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Atualmente o Colégio Funciona com o Ensino Médio Profissionalizante com os Cursos:
Agroindustria, Comércio e Informatica.

Tem como objetivo geral: desenvolver condigdes necessarias para um trabalho
participativo com a comunidade escolar, num processo de reflexdo e agdo, buscando formar no
aluno o espirito solidario, consciente e critico para o exercicio da cidadania.

O corpo administrativo ¢ composto pelo Nucleo Gestor, Secretaria, Servicos Auxiliares
e Professores.

O Conselho Escolar ¢ formado por dois representantes de cada segmento que compde a

comunidade escolar. O Grémio Estudantil ¢ formado através de elei¢do a comunidade escolar.

4.1.2 Conhecendo os alunos envolvidos

Os alunos envolvidos no projeto compdem o 2° ano Técnico em Comércio, periodo
manha e tarde, com 4 (quatro) aulas semanais de matematica distribuidas nas segundas e quartas -
feiras . A sala possui 32 alunos matriculados dos quais 20 residem na zona urbana do municipio de
Mombaca e 12 na zona rural com faixa etaria entre 16 ¢ 20 anos. A maioria dos estudantes ¢ filho de
pais com baixo poder aquisitivo cujas fun¢des variam entre: agricultor, trabalhadores autonomos,
vigilante, motorista, comerciario, comerciante, entre outras.

A aplicabilidade dos trabalhos foi otimizada por ser uma escola de tempo integral o que
favoreceu a frequéncia dos alunos as aulas, porém cerca de 70 % dos alunos apresentavam grandes
defasagens de aprendizagens com dificuldades em contetidos basicos de Ensino Fundamental, onde
alguns sdo pré-requisitos para o estudo da Trigonometria, fato este constatado através da analise dos

resultados obtidos nas avaliagdes internas e através da aplicagdo de testes e sondagem.

4.1.3 Objetivos do projeto

Na busca por uma metodologia de ensino para melhorar o desempenho da turma com
menores indices de aprendizagem em matematica da nossa escola, no caso, 2° ano Técnico em
Comércio, que apesar de boa participagdo nas aulas ndo conseguia bons resultados nas avaliagdes,
elaboramos este projeto visando trabalhar com a turma de forma diferenciada, reforcando os
conteudos bésicos necessarios ao desenvolvimento do tema a ser estudado, no caso Trigonometria
na Circunferéncia, e principalmente confeccionando material concreto (prancha trigonométrica e
“teodolito”) para facilitar a aprendizagem dos novos conceitos.

Ressaltar durante a confec¢do da prancha trigonométrica os varios temas do ensino
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fundamental, tais como: sistema métrico decimal, comparacdo e representagdo de numeros reais,
razdo, propor¢do, simetria, uso de materiais de medida e de desenho como: régua, compasso ¢
transferidor. Por fim usar o conhecimento adquirido e o material confeccionado na resolugao de

uma situagdo-problema do cotidiano.

4.2 Conteudos e atividades propostas no projeto

De acordo com a teoria da aprendizagem significativa de Ausubel que afirma ser o que o
aluno ja sabe o fator que mais influi na sua aprendizagem, e observando as dificuldades da turma
com relacdo ao dominio de conteudos anteriores que servem como subsungores para o estudo de
trigonometria na circunferéncia, a sequéncia de atividades proposta retoma estes contetdos,
principalmente noc¢des de geometria plana, destacando semelhanga de tridngulos e o estudo das
razdes trigonométricas no triangulo retangulo que servirdo de dncora para o estudo da trigonometria
na circunferéncia ¢ de suas fungdes. Nas atividades propostas foi aplicada a metodologia do

trabalho em grupo, da construcao de material concreto e da aula de campo.

4.2.1 Semelhanca de tridngulos

Esse tema ¢ desenvolvido partindo das primeiras no¢des de geometria plana em uma
aula expositiva dialogada definindo-se ponto, reta, semirreta, segmento de reta e angulo. Na
sequéncia aborda-se o tridngulo ( algumas propriedades e congruéncia), tridngulo retdngulo ( com o
teorema de Pitdgoras) para entdo trabalhar a ideia de semelhanca utilizando situagdes do cotidiano
como ampliagdo de fotocOpias e planta de construgdes. Finalizando define-se semelhanga de

tridngulos (casos de semelhanga, principalmente a peculiaridade do tridngulo retangulo).

>Atividade de Semelhanca
1. Classifique cada afirmagdo como verdadeira ou falsa:
a) Dois triangulos sdo sempre semelhantes.
b) Dois triangulos equilateros sdo sempre semelhantes.
¢) Dois tridangulos isosceles sempre sao semelhantes.

d)Dois retangulos sempre sao semelhantes
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2. A maquete de um edificio tem 50cm de altura e o edificio tem 40m de altura. Sabendo
que as janelas dos apartamentos tém 2m de largura, qual é a largura das janelas na

maquete do edificio?

3. O triangulo LIA tem um angulo reto e um outro de 29°.

Figura 13: Imenes e Lellis 87 série p.28

uc cvy .

a) Determinar a medida dos angulos do tridngulo MIL?

b) Determinar a medida dos angulos do triangulo MIA?

c¢) Cada um dos tridangulos MIL e MIA ¢ semelhante ao tridngulo LIA?

d) Usando o resposta do item c que relagdo existe entre os lados correspondentes dos

triangulos MIL e LIA?

4.Calcule a medida da altura do poste sabendo que a medida da altura do cachorro ¢ 80
cm, a medida da sombra do poste ¢ 525 cm e a medida da sombra do cachorro ¢ 60

cm.

Figura 14: Dante, 1°ano p.169
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5.Um motorista vai da cidade A até a cidade E passando pela cidade B, conforme mostra

a figura. Quantos quildometros esse motorista percorreu?

Figura 15: Dante, 1°ano p.173

»Analise da atividade

Comegamos a atividade verificando a nogdo intuitiva de semelhanca que os alunos ja
tinham. Depois de apresentada a definicdo de semelhanca de poligonos com destaque para a
semelhanca de triangulos, a turma passou a classificar os itens da primeira questdo com o auxilio de
desenhos. Apds o debate os grupos conseguiram chegar as respostas corretas. Na segunda questao
todos os alunos admitiram a proporcionalidade entre as figuras, entretanto alguns tiveram
dificuldades em escrevé-la corretamente; outros também, com dificuldades, buscaram o resultado
mentalmente. A quarta questdo foi solucionada com certa facilidade, porém, na quinta questdo os
alunos nao conseguiram perceber a “necessidade” de separar os triangulos. Como foi feito na
terceira questdo, sugerimos a divisdo dos mesmos para facilitar a visualizacdo da semelhanca.

Reforg¢ando a ideia de lados homologos escreveram e resolveram a proporg¢ao.

4.2.2 Razoes trigonométricas no tridngulo retingulo

>Atividade

1.Construa o modelo abaixo em uma folha de papel milimetrado, considerando o

angulo agudo DOC de medida 6, qualquer.
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Figura 16: Dante, 1°ano p.190
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2. Os triangulos ODC, OFE e OHG sao semelhantes? Justifique.

3. Efetuando as medidas dos lados dos tridngulos retangulos acima complete as

tabelas a seguir tomando como referéncia o angulo 6 dos triangulos ODC, OFE e

OHG:
Medidas de comprimento dos lados dos tridngulos
Tabela 1: Medidas de comprimento dos lados dos tridAngulos
Comprimento em centimetros
TRIANGULO hipotenusa Cateto oposto Cateto adjacente
ODC
OFE
OHG

Razdes entre as medidas dos comprimentos dos lados dos triangulos (aproximados para

a primeira casa decimal).

Tabela 2: Razées entre as medidas dos comprimentos dos lados dos tridngulos

Razoes entre os lados
TRIANGULO Cateto oposto e Cateto adjacente e~ Cateto oposto e cateto
hipotenusa hipotenusa adjacente
oDC
OFE
OHG
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Considerando as aproximacdes dos resultados obtidos em uma casa decimal, verifica-se

que as razoes em cada coluna da tabela acima sdo iguais, pois os triangulos sdo semelhantes. Desta

forma define-se :
seno de 6 = cateto oposto/ hipotenusa
cosseno de 6 = cateto adjacente/ hipotenusa

tangente de 0 = cateto oposto/ cateto adjacente

4a) Calcule sen 45°, cos 45° e tg 45° utilizando o tridngulo retdngulo destacado do

quadrado abaixo

Figura 17: Dante, 1°ano p.195
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b) Calcule sen 30°, cos 30° e tg 30° utilizando o tridngulo retangulo destacado do

triangulo equilatero abaixo

Figura 18: Dante, 1°ano p.196
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c) Calcule sen 60°, cos 60° e tg 60° utilizando o tridngulo retdngulo destacado do

triangulo equilatero abaixo

Figura 19: Dante, 1°ano p.196
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d)Com os valores que vocé encontrou, complete a tabela:

30° 45° 60°

sen

COS

tg

5.Uma rampa lisa de 10m de comprimento faz dngulo de 30° com o plano horizontal.

Uma pessoa que sobe essa rampa inteira eleva-se quantos metros verticalmente?

Figura 20: Dante, 1°ano p.197
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>Analise da atividade

Nessa tarefa, percebendo as duvidas com relacdo ao ato de medir, conceituamos o
sistema métrico de medidas para comprimentos e o procedimento usado para realizar uma medida e
suas aproximacoes, assim os alunos completaram a 1? tabela e usando calculadora preencheram

também a 2? tabela. Passando a analisa-la perceberam que as razdes contidas em uma mesma coluna
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ou eram iguais ou “muito proximas”, porém ndo conseguiram associar o fato aos erros obtidos ao se
efetuar uma medida, mesmo ja tendo comentado sobre estes erros anteriormente. Perguntados sobre
a existéncia ou ndo de semelhanca, responderam positivamente e alguns associaram corretamente o
caso de semelhanga levando-os a concluir a relacdo de proporcionalidade entre os lados, ou seja,
razoes constantes. Concluimos estas observagdes citando a nomenclatura usada em tais razdes, isto
¢, seno, coseno ¢ tangente. A construg¢do dos tridngulos associada ao preenchimento das tabelas
foram importantes também por ter levado os alunos a perceberem que estas razdes dependem
unicamente da medida € do angulo agudo.

Com relacdo a quarta questdo, os alunos apresentaram grandes dificuldades a comecar
pelo uso de “letras” indicando a medida dos lados das figuras e também ao dividir e simplificar
fracdes envolvendo as variaveis € naumeros irracionais, mas as maiores duvidas foram observadas
quando comentamos a necessidade de racionalizar os denominadores. Para minimizar tais davidas
fizemos uma sintese dos temas ‘“subsuncores” acima citados em uma aula expositiva dialogada e

resolvemos a questdo proposta.

4.2.3 Trigonometria na circunferéncia

Introduzimos o tema definindo circunferéncia e seus elementos: corda, didmetro, raio,
comprimento, arco € suas principais medidas (grau e radiano).

Para fixar a “nova” medida usada para medir arcos (o radiano) foi proposta a tarefa de
localizar aproximadamente as extremidades de arcos de Irad, 2rad, 3rad... construindo
circunferéncias com o compasso e usando barbante para medir o raio e com esta medida contornar
0S arcos.

Usando as defini¢des de grau e radiano e o comprimento da circunferéncia chegamos a
relacdo entre essas duas medidas de arcos.

O estudo da trigonometria na circunferéncia foi desenvolvido usando como suporte
pedagogico a prancha trigonométrica, na figura abaixo, apds avaliar o seu potencial como
ferramenta didatica, estudando as possiveis adaptacdes que poderiamos realizar de modo a tornar
sua confec¢do acessivel e visualizando as competéncias e habilidades trabalhadas durante essa
atividade, as quais reforgariam varios subsungores necessarios ao desenvolvimento deste topico da
trigonometria. Passamos entdo a construcao ¢ ao mesmo o tempo estudo deste que foi o grande
diferencial nesta experiéncia didatica, quando comparado aos resultados obtidos desta turma com

outras onde ndo se utilizou tal ferramenta.
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Figura 21: Prancha trigonométrica: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/

A Prancha Trigonométrica
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>Descrevendo a prancha trigonométrica

A Prancha Trigonométrica ¢ um aparato pedagdgico, para que o professor, ou aluno,
possa desenvolver atividades no estudo do circulo trigonométrico, pois ¢ possivel observar os
valores do seno, cosseno e tangente de um angulo simultaneamente.

A prancha trigonométrica ¢ composta por duas partes: uma base branca fixa e uma
transparente giratoria. Na base branca encontra-se o circulo trigonométrico de raio » =1, dividido
em angulos, numerado internamente em graus e externamente em radianos. Ha também os eixos
dos senos, cossenos e tangentes, divididos em décimos e também os valores irracionais de angulos
notaveis.

Na parte transparente giratoria, encontra-se uma reta que passa pela origem, por onde se
da o giro, e uma circunferéncia de raio igual a /2, com centro em uma dessas semirretas.

Quando giramos a parte transparente, a reta forma um angulo # com o eixo dos cossenos
(eixo horizontal) e podemos verificar o valor do angulo, do seno, do cosseno e¢ da tangente
simultaneamente, apenas observando os pontos de intersec¢do da circunferéncia com os eixos dos

senos e dos cossenos e da reta com o eixo das tangentes.


http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/
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Figura 22: Visualizacio do seno, cosseno e tangente:http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/
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Ao girarmos a parte transparente formando um angulo de medida € com o eixo dos
cossenos, o ponto P indica a medida do angulo em graus e em radianos, e as proje¢des do ponto P
nos eixos dos cossenos e dos senos, dao os pontos x € y, que sdo os valores do cosseno e do seno do
angulo 6, assim como o ponto ¢ ¢ a intersec¢do da reta com o eixo das tangentes, o que nos da o
valor da tangente do angulo de medida 6.

Nas aulas destinadas a confeccdo da prancha trigonométrica a turma foi dividida em
grupos compostos por quatro alunos buscando uma maior interacdo entre 0s mesmos, a0 mesmo
tempo em que foi exigida a confec¢ao de um ciclo por aluno de modo a garantir que nas atividades
seguintes cada aluno pudesse manusear o seu proprio material didatico. A técnica do trabalho em

grupo para atividades em sala de aula ¢ destacada nos PCN's

Um importante recurso para o desenvolvimento das competéncias € o
trabalho em grupo. Apesar de rejeitado por muitos, sob alegacdao de que os
alunos fazem muito barulho e ndo sabem trabalhar coletivamente, essa
modalidade de trabalho ¢ valiosa para varias das competéncias que se deseja
desenvolver.

Os materiais necessarios a (atividade) constru¢do da prancha sdo acessiveis e de baixo
custo, sendo que para a turma, o custo foi minimo ja que o laboratorio de matematica da nossa
escola dispunha do kit de desenho geométrico para o aluno. Segue a lista de materiais necessarios a

confecgao do ciclo.


http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/

4

MATERIAIS:

- Papel milimetrado

- Plastico transparente (usado em encadernacao)

- parafuso pequeno com porca

- régua

- compasso

- transferidor

— caneta

- papeldo

- cola

- tesoura

De posse do material passamos a constru¢do do ciclo ou prancha trigonométrica
conforme etapas abaixo:

1. Na folha de papel milimetrado

a) usando compasso tracamos uma circunferéncia de raio 10cm, medida esta que
passou a corresponder a nossa unidade.

b) tragamos um plano cartesiano fazendo coincidir com o centro da circunferéncia
com a origem do plano cartesiano e subdividimos os eixos cartesianos fazendo
corresponder 1cm a 0,1 do raio unitario.

¢) usando o transferidor dividimos a circunferéncia trigonométrica em arcos de 10°
partindo do ponto (1,0) e percorrendo o sentido anti-horario (positivo).

d) localizamos os arcos notaveis na circunferéncia bem como os correspondentes nos
demais quadrantes com suas respectivas medidas em radiano.

e) tracamos o eixo das tangentes (paralelo ao eixo das ordenadas passando pelo ponto
(1,0), identificando-o, identificamos também a parte do eixo das abscissas que
corresponde ao seno, assim como a porg¢ao ao eixo das ordenadas correspondendo
a0s COSSenos.

f) destacamos nos eixos correspondentes a localizagdo aproximada dos valores de
seno, cosseno e tangente dos arcos notaveis 30°, 45°e 60° bem como os valores
dos seus correspondentes nos demais quadrantes.

2. Colamos o ciclo trigonométrico construido sobre o papel milimetrado no papelao.
3.No pléstico transparente tragamos uma circunferéncia de raio 5 cm e uma reta secante

a mesma passando pelo centro.
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4. Fixamos o centro da circunferéncia trigonométrica tracada sobre o papel milimetrado
com o ponto de interse¢do da circunferéncia com a reta secante desenhada sobre o
pléstico transparente. Isso permite que as coordenadas (seno e cosseno) dos angulos

indicados sejam rapidamente visualizadas.

Figura 23: Prancha trigonométrica confeccionada pelos alunos

»>Analise da atividade

Nessa tarefa muitos conceitos foram trabalhados a medida que a atividade era
desenvolvida. A atividade apresentou muitas dificuldades por conta da pouca pratica dos alunos em
manusear o compasso e principalmente o transferidor. Passadas as instru¢des corretas sobre o uso de
tais materiais passamos a acompanhar os grupos com maiores dificuldades. Em parte dos grupos
tinhamos alunos que cumpriram o papel de ajudar aos colegas com baixo desempenho, entdo
concluimos os desenhos da circunferéncia e do plano com suas respectivas divisdes. Apds abordar o

tema simetria, a turma com facilidade localizou os arcos correspondentes aos arcos notaveis (30°,
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45°, 60°) nos demais quadrantes e a transformacdo destas medidas em radianos, cuja relagdo ja
tinhamos obtido anteriormente, sendo que mais da metade da turma realizou a tarefa com éxito. A
localizagao aproximada dos valores do seno, cosseno e tangente de tais arcos também nao foi facil
devido a presen¢a de nimeros irracionais, portanto tivemos que revisar este temas destacando as
aproximagoes.

Essa atividade mostrou-se bastante rica didaticamente, pois além da variedade
conteudos foram trabalhados (nimeros, medidas de comprimento e arcos, propor¢ao, nocdes de
geometria plana) em uma tarefa de constru¢do o que serviu de motivagdo para os alunos.

Explorando o ciclo trigonométrico construido passamos a listar as seguintes atividades

1. Estudar o sinal das funcoes seno, cosseno e tangente completando a tabela.

Uma vez definido seno, cosseno e tangente na circunferéncia passamos a visualizar
com facilidade estes valores no ciclo identificando os seus respectivos sinais observando a
orientagdo das ordenadas e abcissas no intervalo real de -1 a 1 bem como o sinal da tangente
através do seu eixo.

Resumindo o estudo dos sinais preenchendo a tabela a seguir: Sinais de Seno, Cosseno e

Tangente

Tabela 3: Sinais de seno, cosseno e tangente

1° quadrante 2° quadrante  3° quadrante 4° quadrante

Seno
Cosseno

Tangente

2. Estudar o crescimento das funcdes seno, cosseno e tangente

Neste momento exploramos no ciclo trigonométrico a relacao (funcdo) entre as duas
variaveis: medida do arco e a medida da abscissa deste arco por exemplo, considerando o 1°
quadrante levamos o aluno a perceber que a medida que se constroem arcos maiores, O
comprimento da abscissa diminui, portanto temos cosseno decrescente no 1° quadrante, sendo a

mesma analise foi feita para as fung¢des seno e tangente.
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Concluimos essa tarefa completando a tabela seguinte:

Tabela 4: Crescimento do seno, cosseno e tangente

1° quadrante 2° quadrante 3° quadrante 4° quadrante

Seno

Cosseno

Tangente

3.Visualizar arcos simétricos no 2°, 3° e 4° quadrante, em relacao aos arcos do 1°

quadrante, completando a tabela:

Tabela 5: Arcos simétricos em relagdo ao 1° quadrante

2° quadrante 3° quadrante 4° quadrante

30°
45°
60°

Neste momento foi enfatizado que a simetria entre os arcos de 2° e 1° quadrante ¢ feita
em relagdo ao eixo das ordenadas, entre os arcos de 3° e 1° quadrante a simetria se da em relagdo a
origem do plano cartesiano, ja entre os arcos de 4° e 1° quadrante temos o eixo das abscissas como
referéncia para a simetria.

Associando o estudo do sinal com as nog¢des de simetria podemos expressar as

igualdades abaixo, para um arco o qualquer.

Quadro de simetria

sen (180-0 )= sena cos (180 -a)=-cos a
sen(180 +a ) =-sen a cos (180 +a)=-cosa
sen (360 —a)=-sena cos (360—a )= cosa

As igualdades equivalentes para tangente sdo visualizadas diretamente no ciclo
trigonométrico ou através da razao seno sobre cosseno,temos:

tg(180-a)=-tga

tg(180+a )= tga

tg (360 —a)=-tga
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4. Determinar os valores de seno, cosseno e tangente para os arcos notaveis

Com as defini¢des de seno coseno e tangente na circunferéncia, os valores dos mesmos
para os arcos notaveis de 30°, 45° e 60° além da nocdo de simetria ( reducdo ao 1° quadrante) bem

como estudo dos sinais, completamos o importante quadro de valores:

Quadro de valores notaveis

0 | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150°| 180° | 210°| 225 | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°

Sen
Cos
Tg

»Analise das atividades

Essas tarefas relativas a obtencdo de resultados via material concreto foi bastante
favorecido, pois o nivel de desenvolvimento da turma como era de se esperar ¢ bastante
heterogéneo, isto veio a facilitar a compreensdo principalmente dos aluno com um menor nivel de
abstracdo. Nesta atividade também foram refor¢ados subsungores, como por exemplo a localizagado

de pontos no plano cartesiano principalmente aqueles localizados sobre os eixos.
4.2.4 Funcoes seno, cosseno e tangente

Inicialmente com o objetivo de reforcar o conceito de funcao foi pedido que os alunos
de posse do ciclo trigonométrico refletissem sobre as seguintes perguntas?

a) Todo arco tem seno definido?

b) Algum arco tem mais de um valor para o seno?

Diante das respostas afirmativa e negativa para os itens a € b respectivamente acima
chegamos a definicao de fun¢ao, neste caso especifico a funcao seno e usando os resultados obtidos
na tabela 4.6 para os valores de seno dos arcos de 0, n/2, w, 3n/2 e 2xn radianos foi tragado o grafico
da funcdo e determinado seu dominio, imagem, periodo e crescimento. Esta mesma construgdo foi

realizada para o cosseno de um arco.
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>Analise da tarefa

A confecgdo do ciclo trigonométrico (prancha trigonométrica) foi de fundamental
importancia na compreensao deste assunto que ¢ o tema principal do nosso curriculo de 2°ano no
que se refere a trigonometria, ou seja, as fung¢des trigonométricas, eis algumas obstaculos
contornados com esses apoio:

a)a localizagdo aproximada dos valores dos arcos no eixo horizontal visto que aqui
temos valores associados ao nimero irracional (m ), sendo que grande parte dos
alunos conseguiram associar ao que tinhamos feito ao localizar aproximadamente no
ciclo trigonométrico os numeros irracionais oriundos do seno, cosseno e tangente dos
arcos notaveis.

b)perceber o carater periddico das funcgdes trigonométricas.

c)perceber os intervalos de crescimento e decrescimento das funcdes através de dois
instrumentais: o grdfico e o ciclo trigonométrico.

d)facilitar da visualizagdo do dominio e da imagem das fungoes.

e) visualizar dos arcos para os quais a fun¢ao tangente ndo esta definida.

Vejamos o grafico da funcdo seno tracado por um aluno.

Figura 24: Grafico da funcio seno
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4.2.5 Aula de campo

Seguindo as orientacdes dos PCN que destaca em relagdo ao ensino da trigonometria
“O que deve ser assegurado sdo as aplicagoes da trigonometria na resolugdo de problemas que
envolvem medicoes, em especial o calculo de distancias inacessiveis” e reconhecendo a importancia
da experiéncia direta como fator basico para constru¢do do conhecimento passamos a nos
prepararmos para uma aula de campo.

A situagdo-problema que serviu de inspiragdo para esta aula aparece com frequéncia nos
livros didaticos, sendo este texto extraido do livro MATEMATICA (Dante) volume tinico, pagina
199, questao de niumero 26.

Para determinar a altura de uma torre, um topdgrafo coloca o teodolito a 100m da base e
obtém um angulo de 30°, conforme mostra a figura. Sabendo que a luneta do teodolito estd a 1,70m
do solo, qual é aproximadamente a altura da torre? (Dado: sen30° = 0,50; cos30° = 0,87 e tg30°=

0,58).

Figura 25: Dante — volume tinico

: 100 m

Para tornar possivel a aula que consiste em determinar alturas inacessiveis e levando-se
em consideragdo o fator tempo optamos por construir um “modelo de teodolito” basico com a
finalidade de obtermos a inclinagdo (conforme figura). Para isso usamos uma copia de um

transferidor de 180°, um canudo que servirda como mira € um prumo.
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Figura 26: Modelo de teodolito

Confeccionado o nosso modelo de teodolito e passada as instru¢des de uso visando

minimizar os erros na medida do possivel, ou seja,
-objeto cuja altura queremos determinar deve estar situado em um terreno plano;

+a0 “mirarmos” o topo do objeto do qual queremos estimar a altura prendemos o prumo
que se encontra preso ao barbante(branco), junto ao transferidor e efetuamos a leitura
do angulo a que corresponde no caso da figura 24 a 20°

O fato aqui observado ¢ que esta leitura corresponde ao angulo de medida a e conforme
modelo da questdo tirada do livro didatico o angulo que nos interessa ¢ o angulo de medida p.
Verifica- se aqui a igualdade entre os angulos de medida a e B, sendo f a medida do angulo de
elevacao do objeto entre a reta horizontal r e a linha da mira. Denominando de y a medida do angulo
formado entre a reta r e reta que contém o centro do transferidor passando por 0 grau, temos que:

a + vy =90°(angulo entre a reta r horizontal e o barbante vertical)

vy + B =90°(observar medida do transferidor),

ou seja, o +y =17y + B e portanto o = f3.

De posse do ciclo trigonométrico determinamos no mesmo um valor aproximado para a
tangente de B, sendo aqui questionado o caso de ndo se encontrar visivel no ciclo o valor direto da
tangente usar o quociente entre seno € cosseno ¢ com a trena efetuamos duas medidas sendo uma
delas a altura da pessoa até os olhos e a outra a distancia entre a pessoa e objeto ao qual se pretende

estimar altura. Vejamos as medidas a os célculos efetuamos por uma dupla de alunos.
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Figura 27: Calculo de altura inacessivel
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»Analise da atividade

Devemos deixar claro neste tipo de atividade onde se busca trabalhar o assunto de forma
mais concreta as aproximagdes obtidas ndo seriam adequadas a outros tipos de trabalhos onde se
necessita de resultados mais precisos, para isso temos as tabelas trigonométricas disponiveis nos
livros didaticos, calculadoras cientificas, etc. Temos o teodolito usado por exemplo em
levantamentos topograficos, contudo para essa finalidade didatica os materiais utilizados nesta
experiéncia foram satisfatorios, ja que parte dos nosso alunos encontram-se em um estagio de
aprendizagem onde necessitam de materiais manipuldveis para facilitar a compreensdo de alguns

conteudos do Ensino Médio, entre eles nogdes basicas de trigonometria.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O que se pode verificar ao fim do projeto € que as atividades propostas associadas ao
método aplicado foi satisfatorio pois se conseguiu um bom nivel de participacdo da turma e uma
melhoria significativa nas aprendizagem dos temas abordados, apesar do pouco tempo para se
trabalhar um assunto amplo que exige uma quantidade significativa de conhecimentos prévios, fato
minimizado com algumas aulas extra
Destacamos alguns pontos positivos com relagdo as atividades e a metodologia aplicada:
a)o refor¢o de temas basicos de Ensino Fundamental que serviram de base para o
desenvolvimento do projeto e para a aquisicdo de novos conhecimentos ndo sé6 de
Matematica, mas das Ciéncias como um todo.

b)a confecgdo da prancha trigonométrica onde se trabalhou nog¢des de Geometria Plana,
Numeros e Medidas, por exemplo, e que permitiu a visualiza¢do facil de resultados
importantes da Trigonometria no ciclo

c)o trabalho cooperativo entre os alunos dos grupos e também entre alunos de grupos

distintos.
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ANEXO A - TRIANGULOS RETANGULOS SEMELHANTES DESENHADOS POR UM
ALUNO EM PAPEL MILIMETRADO
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ANEXO B - TABELAS PREENCHIDAS USANDO AS MEDIDAS DOS TRIANGULO DO
ANEXO A

1* tabela: medidas de comprimento dos lados dos triﬁnf._,:u}c-s

TRIANGULO

Comprimento £1m
centimetros
hipotenusa Cateto oposto Cateto adjacente
one 5.9 o, 2 o i)
i §.5 4.3 1.2
OHG 34,9 3 322
2" tabela: razdes entre as medidas dos comprimentos dos lados dos triangulos
r’l‘RIANGITLO Razdes cntre os
lados
Cateto  oposto e |Cateto adjacente e|Cateto oposto
. hipotenusa hipotenusa cateto adjacente
ODC bz 0 g 0.1
OFE 0,¢ 0§ 0 %2
OHG 06 Ok 0%
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ANEXO C - PARTE FIXA DA PRANCHA TRIGONOMETRICA CONFECCIONADA POR
UM ALUNO




ANEXO D — PARTE GIRATORIA DA PRANCHA TRIGONOMETRICA
CONFECCIONADA POR UM ALUNO
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