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Ceará, Departamento de Matemática, 2010.
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de Fátima, Michel Rebouças, Priscila Alcântara, Rondinelle Marcolino, Sérgio Faustino, Thadeu
Ribeiro, Tiago Cruz, Tiago Alencar, Tiarlos Cruz, Upá Gomes. Obrigado por tudo.
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Arise, arise, Riders of Théoden!
Fell deeds awake, fire and slaughter!
Spear shall be shaken, shield be splintered,
A sword-day, a red day, ere the sun rises!
Ride now, ride now! Ride to ruin, and the world’s ending!

Théoden King - The Ride of the Rohirrim

”The path of the righteous man is beset on all sides by the iniquities of the selfish and the tyranny
of evil men. Blessed is he, who in the name of Charity and Good Will, shepherds the weak through

the Valley of Darkness, for he is truly his brother’s keeper and the finder of lost children. And I
will strike down upon thee with great vengeance and furious anger those who would attempt to

poison and destroy my brothers. And you will know my name is the Lord when I lay my vengeance
upon thee.”

Ezekiel 25:17



RESUMO

O objetivo desse trabalho é mostrar estimativas superiores para o menor autovalor não-nulo
λ1 do operador de Laplace-Beltrami ∆. Os resultados que se seguem foram encontrados por R.
Reilly [1] e a dupla A. El Soufi e S. Ilias [2]. A estimativa de Reilly é feita para variedades imersas
no espaço euclidiano Rn, e a de Soufi-Ilias para variedades conformemente imersas na esfera Sn.
A partir daı́ concluiremos o resultado, também de Soufi-Ilias [2], para subvariedades do espaço
hiperbólico Hn.

Palavras-chave: Estimativa Soufi-Ilias. Desigualdade de Reilly. Autovalores do Operador Laplace-
Beltrami



ABSTRACT

The aim of this works is to show superior estimatives to the least non-zero eingenvalue λ1

of the Laplace-Beltrami operator ∆. The forthcoming results were discovered by Reilly [1] and
the duo A. El Soufi and S. Ilias [2]. Reilly’s Estimative was calculated for immersed manifolds
in the Euclidian Space Rn, and Soufi-Ilias for conformally immersed manifolds in the sphere Sn.
Then, we conclude the result, again by Soufi-Ilias [2], for submanifolds of the hyperbolic space Hn.

Keywords: Soufi-Ilias Estimative. Reilly Inequality. Eingenvalues of the Laplace-Beltrami Op-
erator.
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Introdução

Seja (M, g) uma subvariedadeM munida de uma métrica riemanniana g, orientável, compacta,
sem fronteira em uma variedade riemanniana (N,h) orientável e com métrica h. Dada uma imersão
φ : M → N , consideramos emM a métrica induzida por φ, isto é, o tensor g = φ∗h. Sendo assim,
dizemos que M está imersa isometricamente em N e denotamos por Bφ e Hφ, respectivamente, a
segunda forma fundamental e a curvatura média da imersão isométrica φ : (M, g)→ (N,h).

Seja f : M → R uma função suave. O operador de Laplace-Beltrami ou simplesmente
Laplaciano de f é a função ∆f : Mm → R dada por

∆f = div(∇f)

Um número real λ é autovalor de ∆ quando existe uma função não-nula ϕ ∈ C2(M) tal que

∆ϕ+ λϕ = 0.

Neste caso, ϕ é uma autofunção associada a λ. Denotamos por λ1(∆) o primeiro autovalor não-
nulo de ∆ em M .

O foco desse trabalho é provar dois teoremas importantes envolvendo estimativas para o auto-
valor λ1(∆), uma devida a R. Reilly [1] e outra obtida por A. El Soufi e S. Ilias [2]. O primeiro
resultado, provado por Reilly em [1] é o seguinte:

Teorema 1 (Reilly, [1]) O primeiro autovalor não-nulo λ1(∆) do operador de Laplace-Beltrami
∆ em (M, g) é estimado por

λ1(∆) ≤ m

vol(M)

∫
M
|Hφ|2 dM. (1)

Além disso, ocorre igualdade se e somente se φ(M) é uma subvariedade
mı́nima de alguma esfera em Rn

Utilizando a imersão canônica de Sn em Rn+1, pode se obter uma estimativa para λ1(∆)
no caso de subvariedades da esfera Sn. Para o caso de subvariedades do espaço hiperbólico Hn

há a complicação adicional de que não existe uma imersão do Hn em Rn+1. Em [3], Heintze
obteve resultados parciais e conjecturou desigualdade similar a (1) para subvariedades de Hn. Para
alcançar o resultado, A. El Soufi e S. Ilias utilizaram a conformidade das métricas do Hn e do Sn,
e deram uma prova unificada para os casos de subvariedades do Rn, do Sn e de Hn em [2]:



Teorema 2 (El Soufi e Ilias, [2]) Seja (N,h) uma variedade riemanniana de dimensão n a qual
pode ser conformemente imersa na esfera euclidiana Sn. Então, dadas uma variedade riemanniana
compacta (M, g) de dimensão m ≥ 2 e uma imersão isométrica φ : (M, g)→ (N,h), temos

λ1(∆) ≤ m

vol(M)

∫
M

(|Hφ|2 +RNφ ) dM,

onde
RNφ =

1

m(m− 1)
gilgjkh(RN (φ∗ei, φ∗ek)φ∗ej , φ∗el).

Além disso, ocorre igualdade se e somente se |Hφ|2 +RNφ é constante e igual a λ1(∆)/m.

Embora não mostramos aqui, A. El Soufi e S. Ilias aplicam esse resultado para estudar imersões
estáveis de curvatura média constante. Em particular, reobtém os teoremas de Barbosa e do Carmo
(espaço ambiente Rn+1 ) e Barbosa, do Carmo, Eschenburg (espaço ambiente Sn+1 e Hn+1),
respectivamente em [4] e [5].

Observamos que o método pode ser também estendido ao estudo do autovalor do operador
obtido pela linearização das curvaturas média de maior ordem, bem como a operadores de Dirac
em subvariedades de formas espaciais.
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Capı́tulo 1

Preliminares

1.1 Transformações Conformes e Curvatura
Daqui em diante, Nn denota uma variedade diferenciável de dimensão n. Duas métricas rie-

mannianas h, h′ pertencem a uma mesma estrutura conforme em M quando existe uma função
diferenciável positiva ϕ : N → R+ tal que

h′ = ϕ2 h. (1.1)

Neste caso, dado um referencial local h−ortonormal {Ea}na=1, o referencial {E′a}na=1 é h′−ortonormal
se definirmos

E′a =
1

ϕ
Ea, 1 ≤ a ≤ n. (1.2)

As 1-formas ωa e ω
′a, 1 ≤ a ≤ n, respectivamente duais aos campos nos referenciais g e g′-

ortonormais são relacionadas segundo a expressão

ω
′a = ϕωa. (1.3)

Calculando derivadas exteriores em ambos os lados de (1.3), obtemos

dω
′a = d(ϕωa) = dϕ ∧ ωa + ϕdωa

= −ωa ∧ dϕ− ϕωab ∧ ωb

= −ωa ∧ ϕb ωb − ωab ∧ ω
′b

= −ϕb
ϕ
ωa ∧ ω′b − ωab ∧ ω

′b.

Portanto, uma vez que as formas de conexão devem satisfazer as equações estruturais

dω
′a + ω

′a
b ∧ ω

′b = 0,
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ω
′a
b = −ω′ba ,

concluı́mos que

ω
′a
b = ωab +

ϕb
ϕ
ωa − ϕa

ϕ
ωb.

Sendo assim, denotando por ∇N e ∇N ′ as conexões riemannianas associadas respectivamente às
métricas h e h′, temos

∇′NE′b = ω
′a
b E
′
a

= (ωab +
ϕb
ϕ
ωa − ϕa

ϕ
ωb)E

′
a.

Todavia,

∇′NE′b = ∇′N 1

ϕ
Eb = −dϕ

ϕ2
Eb +

1

ϕ
∇′NEb,

o que permite concluir que

∇′NEb =
dϕ

ϕ
Eb + ωabEa + (

ϕb
ϕ
ωa − ϕa

ϕ
ωb)Ea

= ∇NEb +
dϕ

ϕ
Eb + (

ϕb
ϕ
ωa − ϕa

ϕ
ωb)Ea. (1.4)

Deste modo, dados campos vetoriais V,W ∈ Γ(TN) de modo que V é expresso localmente como
V = V bEb, temos

∇′NW Eb = ∇NWEb +
dϕ(W )

ϕ
Eb + (

ϕb
ϕ
ωa(W )− ϕa

ϕ
ωb(W ))Ea

e, portanto,

∇N ′W V = W (V b)Eb + V b∇N ′W Eb

= W (V b)Eb + V b∇NWEb +
dϕ(W )

ϕ
V bEb + V bϕb

ϕ
ωa(W )Ea −

ϕa

ϕ
V bωb(W )Ea

= ∇NWV + h(
∇Nϕ
ϕ

,W )V + h(
∇Nϕ
ϕ

, V )W − h(V,W )
∇Nϕ
ϕ

.

Deduzimos, desta forma, a seguinte regra de transformação da conexão riemanniana sob uma
mudança conforme da métrica ambiente.

Proposição 1 Dadas duas métricas riemannnianas h e h′ em uma variedade diferenciável N ,
conformemente relacionadas por

h′ = ϕ2h,
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onde ϕ : N → R é uma função diferenciável positiva, as conexões riemannianas ∇N e ∇′N nas
variedades riemannianas (N,h) e (N,h′), respectivamente, são relacionadas segundo a expressão

∇N ′W V = ∇NWV + h(
∇Nϕ
ϕ

,W )V + h(
∇Nϕ
ϕ

, V )W − h(V,W )
∇Nϕ
ϕ

, (1.5)

onde V,W ∈ Γ(TN).

Passamos, agora, à determinação de uma regra de transformação deste tipo para o tensor de
curvatura de Riemann. Para tanto, calculamos, inicialmente,

dω
′a
b = dωab + d

(ϕb
ϕ

)
∧ ωa − d

(ϕa
ϕ

)
∧ ωb −

ϕb
ϕ
ωac ∧ ωc +

ϕa

ϕ
ωbc ∧ ωc

= dωab +
(ϕb,c
ϕ
− ϕbϕc

ϕ2

)
ωc ∧ ωa −

(ϕac
ϕ
− ϕaϕc

ϕ2

)
ωc ∧ ωb

−ϕb
ϕ
ωac ∧ ωc +

ϕa

ϕ
ωbc ∧ ωc.

Por outro lado,

ω
′a
c ∧ ω

′c
b = (ωac +

ϕc
ϕ
ωa − ϕa

ϕ
ωc) ∧ (ωcb +

ϕb
ϕ
ωc − ϕc

ϕ
ωb)

= ωac ∧ ωcb +
ϕb
ϕ
ωac ∧ ωc −

ϕc

ϕ
ωac ∧ ωb

−ϕc
ϕ
ωcb ∧ ωa +

ϕbϕc
ϕ2

ωa ∧ ωc − ϕcϕ
c

ϕ2
ωa ∧ ωb

+
ϕa

ϕ
ωcb ∧ ωc −

ϕaϕb
ϕ2

ωc ∧ ωc +
ϕaϕc

ϕ2
ωc ∧ ωb.

Somando estas expressões e descartando alguns termos, obtemos

dω′ab + ω′ac ∧ ω′cb = dωab + ωac ∧ ωcb +
(ϕb,c
ϕ
ωc − 2

ϕbϕc
ϕ2

ωc − ϕc
ϕ
ωcb

)
∧ ωa

−
(ϕac
ϕ
ωc − 2

ϕaϕc
ϕ2

ωc +
ϕc

ϕ
ωac

)
∧ ωb −

ϕcϕ
c

ϕ2
ωa ∧ ωb.

Devemos ter em conta que a derivada covariante de dϕ é dada, por definição, pelos seguintes
cálculos:

(∇NEc
dϕ)Eb = Ec(dϕ(Eb))− dϕ(∇EcEb)

= Ec(ϕb)− dϕ(ωab (Ec)Ea)

= ϕb,c − ωab (Ec)ϕa.

Portanto, as componentes ϕb;c de∇dϕ são dadas por

ϕb;c = (∇NEc
dϕ)Eb = ϕb,c − ωab (Ec)ϕa, (1.6)
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de modo que
(∇Ndϕ)Eb = ϕb;cω

c = ϕb,cω
c − ϕaωab (1.7)

Analogamente, as entradas do Hessiano de ϕ, ou seja, da derivada covariante do gradiente∇Nϕ =
ϕaEa de ϕ são expressas por

ϕa;c = ϕa,cω
c + ϕcωac . (1.8)

Assim, concluı́mos que

dω′ab + ω′ac ∧ ω′cb = dωab + ωac ∧ ωcb +
(ϕb;c
ϕ
ωc − 2

ϕbϕc
ϕ2

ωc
)
∧ ωa

−
(ϕa;c
ϕ
ωc − 2

ϕaϕc
ϕ2

ωc
)
∧ ωb −

ϕcϕ
c

ϕ2
ωa ∧ ωb.

Logo, as formas de curvatura
Ωa
b = dωab + ωac ∧ ωcb (1.9)

e
Ω′ab = dω′ab + ω′ac ∧ ω′cb (1.10)

associadas, respectivamente, às métricas h e h′ em N são relacionadas por

Ω′ab = Ωa
b +

(ϕa;c
ϕ
ωb −

ϕb;c
ϕ
ωa
)
∧ ωc + 2

(ϕb
ϕ
ωa − ϕa

ϕ
ωb

)
∧ dϕ
ϕ
− |∇

Nϕ|2

ϕ2
ωa ∧ ωb.

Denotamos por RN e R′N os tensores de curvatura de Riemann em N relativamente às métricas h
e h′, respectivamente. Por definição das formas de curvatura, temos

Ωa
b = ωa(RN (·, ·)Eb)

e

Ω′ab = ω′a(R′N (·, ·)E′b).

Os tensores de Ricci Ric e Ric′ de (N,h) e (N,h′), respectivamente, são definidos por

Ric(·) =
1

n

n∑
b=1

RN (·, Eb)Eb =
1

n

n∑
a,b=1

Ωa
b (·, Eb)Ea

e

Ric′(·) =
1

n

n∑
b=1

R′N (·, E′b)E′b =
1

n

n∑
a,b=1

Ω′ab (·, E′b)E′a.

As curvaturas escalares R e R′ de (N,h) e (N,h′) são respectivamente definidas segundo as ex-
pressões

R =
1

n− 1

n∑
a=1

ωa(Ric(Ea)) e R′ =
1

n− 1

n∑
a=1

ω′a(Ric′(E′a)).
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Em suma, definimos

R =
1

n(n− 1)

∑
a6=b

Ωa
b (Ea, Eb) e R′ =

1

n(n− 1)

∑
a6=b

Ω′ab (E′a, E
′
b).

Utilizando a relação deduzida acima entre as formas de curvatura em (N,h) e (N,h′), obtemos,

Ω′ab (Ek, El) = Ωa
b (Ek, El) +

ϕa;c
ϕ
δbkδ

c
l −

ϕb;c
ϕ
δakδ

c
l −

ϕa;c
ϕ
δblδ

c
k +

ϕb;c
ϕ
δal δ

c
k

+2
ϕbϕl
ϕ2

δak − 2
ϕaϕl
ϕ2

δbk − 2
ϕbϕk
ϕ2

δal + 2
ϕaϕk
ϕ2

δbl

−|∇ϕ|
2

ϕ2
(δakδbl − δal δbk).

Por outro lado, dados campos vetoriais U = UkEk, V = V lEl e W = W bEb, temos

R′N (U, V )W = W bR′N (U, V )Eb = ϕW bR′N (U, V )E′b = ϕW bΩ′ab (U, V )E′a

= W bΩ′ab (U, V )Ea = UkV lW bΩ′ab (Ek, El)Ea.

A partir desta expressão, calculamos

R′N (U, V )W = UkV lW bΩa
b (Ek, El)Ea + UkV lW b

ϕa;c
ϕ
δbkδ

c
lEa − UkV lW bϕb;c

ϕ
δakδ

c
lEa

−UkV lW b
ϕa;c
ϕ
δblδ

c
kEa + UkV lW bϕb;c

ϕ
δal δ

c
kEa

+2UkV lW bϕbϕl
ϕ2

δakEa − 2UkV lW bϕ
aϕl
ϕ2

δbkEa

−2UkV lW bϕbϕk
ϕ2

δal Ea + 2UkV lW bϕ
aϕk
ϕ2

δblEa

−|∇
Nϕ|2

ϕ2
UkV lW b(δakδbl − δal δbk)Ea.

Portanto,

R′N (U, V )W = RN (U, V )W + 〈U,W 〉
∇NV ∇ϕ
ϕ

−
〈∇NV ∇ϕ,W 〉

ϕ
U

−〈V,W 〉
∇NU∇ϕ
ϕ

+
〈∇NU∇ϕ,W 〉

ϕ
V

+2
〈∇Nϕ, V 〉〈∇Nϕ,W 〉

ϕ2
U − 2〈U,W 〉〈∇

Nϕ, V 〉
ϕ

∇Nϕ
ϕ

−2
〈∇Nϕ,U〉〈∇Nϕ,W 〉

ϕ2
V + 2〈V,W 〉〈∇

Nϕ,U〉
ϕ

∇Nϕ
ϕ

−|∇
Nϕ|2

ϕ2
(〈V,W 〉U − 〈U,W 〉V ).
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Em particular, segue que

n∑
a=1

R′N (Ea, V )Ea =
n∑
a=1

RN (Ea, V )Ea + n
∇NV ∇ϕ
ϕ

−
∇NV ∇ϕ
ϕ

−
∇NV ∇ϕ
ϕ

+

n∑
a=1

〈∇Ea∇Nϕ,Ea〉
ϕ

V

+2
〈∇Nϕ, V 〉

ϕ

∇Nϕ
ϕ
− 2n

〈∇Nϕ, V 〉
ϕ

∇Nϕ
ϕ

−2
|∇Nϕ|2

ϕ2
V + 2

〈∇Nϕ, V 〉
ϕ

∇Nϕ
ϕ

+(n− 1)
|∇Nϕ|2

ϕ2
V.

Simplificando termos e denotando por ∆ o operador de Laplace-Beltrami em M , obtemos

−nϕ2Ric′(V ) = −nRic(V ) + (n− 2)
∇NV ∇ϕ
ϕ

+
∆ϕ

ϕ
V − 2(n− 2)

〈∇Nϕ, V 〉
ϕ

∇Nϕ
ϕ

+(n− 3)
|∇Nϕ|2

ϕ2
V.

Portanto, usando o fato de que

tr
〈∇Nϕ, ·〉

ϕ

∇Nϕ
ϕ

=

n∑
a=1

〈∇Nϕ,Ea〉
ϕ

〈∇
Nϕ

ϕ
,Ea〉 =

|∇Nϕ|2

ϕ2
,

concluı́mos que

nϕ2trRic′(·) = ntrRic(·)− (n− 2)
∆ϕ

ϕ
− n∆ϕ

ϕ
+ 2(n− 2)

|∇Nϕ|2

ϕ2
− n(n− 3)

|∇Nϕ|2

ϕ2

= ntrRic(·)− 2(n− 1)
∆ϕ

ϕ
− (n− 1)(n− 4)

|∇Nϕ|2

ϕ2
,

o que implica que

n(n− 1)ϕ2R′ = n(n− 1)R− 2(n− 1)
∆ϕ

ϕ
− (n− 1)(n− 4)

|∇Nϕ|2

ϕ2
.

Logo, a relação entre as curvaturas escalares R e R′ das variedades (N,h) e (N,h′), respectiva-
mente, é dada por

ϕ2R′ = R− 2

n

∆ϕ

ϕ
− n− 4

n

|∇Nϕ|2

ϕ2
. (1.11)
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Escrevemos, alternativamente,

ϕ2R′ = R− 2

n

(
∆ lnϕ+

|∇Nϕ|2

ϕ2

)
− n− 4

n
|∇N lnϕ|2

= R− 2

n
∆ lnϕ− n− 2

n
|∇ lnϕ|2.

Definindo
λ := lnϕ2 = 2 lnϕ,

de modo que
eλ = ϕ2,

obtemos o seguinte resultado:

Proposição 2 Dadas duas métricas riemannnianas h e h′ em uma variedade diferenciável N sat-
isfazendo

h′ = ϕ2h,

onde ϕ : N → R é uma função diferenciável positiva, as curvaturas escalares R e R′ nas var-
iedades riemannianas (N,h) e (N,h′), respectivamente, são relacionadas segundo a expressão

eλR′ = R− 1

n
∆λ− n− 2

4n
|∇Nλ|2, (1.12)

onde λ : N → R é definida por eλ = ϕ2.

1.2 Imersões Isométricas
Daqui em diante,M denota uma variedade diferenciável de dimensãom ≥ 2 e (N,h) uma var-

iedade riemanniana de dimensão n ≥ m. Nesta notação, h é uma métrica riemanniana globalmente
definida em N .

Dada uma imersão φ : M → N , consideramos em M a métrica induzida por φ, isto é, o tensor
g = φ∗h. Sendo assim, denotamos por Bφ e Hφ, respectivamente, a segunda forma fundamental e
a curvatura média da imersão isométrica φ : (M, g)→ (N,h).

Mantendo a notação fixada anteriormente, consideramos um referencial h−ortonormal {Ea}na=1

e as correspondentes formas duais, de conexão e de curvatura. Desta vez, contudo, supomos que os
campos E1, . . . , Em são tangentes à subvariedade imersa φ(M) e, portanto, que os demais campos
Em+1, . . . , En são campos vetoriais normais localmente definidos ao longo de φ. Distinguimos
entre estes campos tangentes e normais, indexando os primeiros por i, j, , . . . e os últimos por
α, β, . . .

A equação estrutural, ou equação de curvatura zero,

dω + ω ∧ ω = Ω,
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implica em particular que
dωij + ωik ∧ ωkj + ωiα ∧ ωαj = Ωi

j .

Todavia,
Θi
j := dωij + ωik ∧ ωkj

são as formas de curvatura da variedade riemanniana (M, g). Por outro lado, dado um vetor tan-
gente υ ∈ TM, temos

ωαi (v) = h(∇Nφ∗vφ∗Ei, Eα) = h(Bφ(v, ei), Eα),

onde e1, . . . , em são os campos vetoriais φ−relacionados em M a E1, . . . , Em, respectivamente.
Deste modo, deduzimos a fórmula de Gauss

Ωi
j = Θi

j −Bα
ikB

α
jlω

k ∧ ωl. (1.13)

Assim,

Ωi
j(Ep, Eq) = Θi

j(Ep, Eq)−Bα
ikB

α
jl(δ

k
pδ
l
q − δkq δlp)

donde deduzimos que, dados campos vetoriais X,Y, Z tangentes a M , é válido que

(RN (φ∗X,φ∗Y )φ∗Z)i = (Rφ(X,Y )Z)i − h(Bφ(ei, X), Eα)h(Bφ(Z, Y ), Eα)

+h(Bφ(ei, Y ), Eα)h(Bφ(Z,X), Eα),

onde Rφ denota o tensor de curvatura de Riemann em (M, g). Portanto, dado um quarto campo
vetorial W tangente a M , temos

h(RN (φ∗X,φ∗Y )φ∗Z, φ∗W ) = g(Rφ(X,Y )Z,W )

−h(Bφ(W,X), Eα)h(Bφ(Z, Y ), Eα) + h(Bφ(W,Y ), Eα)h(Bφ(Z,X), Eα).

Usando a simetria de Bφ, concluı́mos, por fim, que

h(RN (φ∗X,φ∗Y )φ∗Z, φ∗W ) = g(Rφ(X,Y )Z,W )

−h(Bφ(X,W ), Bφ(Y,Z)) + h(Bφ(Y,W ), Bφ(X,Z)), (1.14)

expressão a que nos referimos como fórmula de Gauss. Contraindo ambos os lados desta fórmula,
obtemos ∑

i,j

h(RN (Ei, Ej)Ej , Ei) =
∑
i,j

g(Rφ(ei, ej)ej , ei)

−
∑
i,j

h(Bφ(ei, ei), Bφ(ej , ej)) +
∑
i,j

h(Bφ(ei, ej), Bφ(ei, ej)),

o que implica
m(m− 1)RNφ = m(m− 1)Rφ −m2|Hφ|2 + |Bφ|2, (1.15)

onde denotamos
RNφ =

1

m(m− 1)
trφ∗Ric.

A equação (1.15) será retomada posteriormente.
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1.3 Lema de Hersch
Tratamos, nesta dissertação, de estimativas superiores para os autovalores do operador de

Laplace-Beltrami ∆ definido em uma subvariedade (M, g) orientável, compacta, sem fronteira,
isometricamente imersa em uma variedade riemanniana (N,h) orientável. Este operador caracter-
iza pontos crı́ticos do funcional

E[ϕ] =

∫
M
|∇ϕ|2 dM, (1.16)

definido inicialmente para funções ϕ ∈ C1(M) e estendido, em seguida, para funções no espaço de
Sobolev H1(M). Este espaço é definido da seguinte forma: consideramos a norma || · ||1 definida
sobre funções ϕ ∈ C1(M) por

||ϕ||21 = ||ϕ||2L2(M) + ||∇ϕ||2L2(M)

=

∫
M
ϕ2(x) dM +

∫
M
|∇ϕ(x)|2 dM.

Assim, H1(M) é definido como o completamento em L2(M) do espaço

{ϕ ∈ C∞(M) : ||ϕ||1 < +∞}

com respeito à métrica definida por || · ||1. Lembramos que M representa, ao longo deste texto,
uma variedade compacta sem fronteira, cuja medida de Lebesgue provém de uma forma de volume
riemanniana dM .

Alternativamente, H1(M) é o espaço das funções em L2(M) que possuem derivada fraca
também em L2(M). Um campo vetorial X com componentes em L2(M) é uma derivada fraca de
uma função ϕ ∈ L2(M) quando a integração por partes for formalmente válida, isto é, quando,
para todo campo vetorial Y com componentes C1(M) ocorrer∫

M
〈X,Y 〉dM = −

∫
M
ϕdivY dM.

Uma função ϕ em L2(M) admite no máximo uma derivada fraca, so sentido de campos men-
suráveis. Em particular, a existência da derivada fraca de uma função ϕ, a qual denotamos igual-
mente como∇ϕ, assegura, para toda função ξ ∈ C∞(M), que∫

M
〈X,∇ξ〉dM = −

∫
M
ϕ∆ξdM.

Um número real λ é autovalor de ∆ quando existe uma função não-nula ϕ ∈ C2(M) tal que

∆ϕ+ λϕ = 0. (1.17)

Neste caso, ϕ é uma autofunção associada a λ. Lembramos que 0 é um autovalor de ∆ associado
às funções constantes, uma vez que M é uma variedade compacta sem fronteira. No que segue,
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denotamos por λ1(∆) o primeiro autovalor não-nulo de ∆ em M . Observamos, que em termos de
derivadas fracas, a equação de autovalor é reescrita como∫

M
〈∇ϕ,∇ξ〉dM = λ

∫
M
ϕξdM, ξ ∈ C∞(M).

O fato de que ∆ provém da variação da energia definida em (1.16) permite obter uma caracterização
variacional dos autovalores deste operador.

Lema 1 Denotando por λ1(∆) o primeiro autovalor não-nulo de ∆, temos

λ1(∆) ≤ E[ϕ]/||ϕ||2L2(M), (1.18)

para toda função ϕ ∈ H1(M) ortogonal em L2(M) às funções constantes, isto é, satisfazendo a
condição de média zero ∫

M
ϕdM = 0. (1.19)

Ademais, ocorre igualdade em (1.18) se e somente se ϕ é uma autofunção associada ao autovalor
λ1(∆).

Demonstrações deste resultado podem ser encontradas em [8] e [7].
Um mecanismo bastante útil para a obtenção de funções com média zero adequadas ao cálculo

do quociente de Rayleigh no lado direito de (1.18) é dado pelos seguintes Lemas.

Lema 2 (Hersch, [6] apud El Soufi e Ilias) Seja Π : Nn → Sn uma imersão, isto é, uma aplicação
diferenciável de posto máximo. Então, existe um difeomorfismo γ : Sn → Sn, conforme com
respeito à métrica canônica de Sn, tal que a composição γ ◦ Π : N → Sn tem centro de massa
nulo, isto é, ∫

N
γ ◦Π = 0.

Demonstramos o seguinte fato mais geral.

Lema 3 Seja Π : Nn → Sn uma imersão, isto é, uma aplicação diferenciável de posto máximo.
Considere uma função positiva ϕ ∈ C∞(M). Então, existe um difeomorfismo γ : Sn → Sn,
conforme com respeito à métrica canônica de Sn, tal que a aplicação composta γ ◦ Π : M → Sn
é L2(M)−ortogonal a ϕ, isto é, tal que∫

M
(γ ◦Π)ϕ = 0.
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Prova. Dado p ∈ Sn, denotamos por πp a projeção estereográfica πp : Sn − {−p} → Rn com
pólo −p ∈ Sn. Fixado t ∈ (0, 1], representamos, ainda, por Ht : Rn → Rn a homotetia de razão t
definida por Ht(x) = tx, x ∈ Rn. Definimos, fixada esta notação, a composição

Fp,t(q) = π−1
p ◦Ht ◦ πp(q), p ∈ Sn − {−p}.

Estendemos continuamente Fp,t a Sn definindo Fp,t(−p) = −p. Sendo assim, dada a imersão
Π : M → Sn, definimos ψp,t : M → R por ψp,t = Fp,t ◦Π.

Seja ϕ ∈ C∞(M) como no enunciado. Seja Dn+1 o disco unitário em Rn+1 centrado na
origem. Definimos uma aplicação Ξ : Sn × (0, 1]→ Dn+1 por

Ξ(p, t) =
1∫
M ϕ

∫
M
ψp,t(x)ϕ(x) dM.

Esta aplicação está bem definida, uma vez que∣∣∣ ∫
M
ψ(p, t)(x)ϕ(x) dM

∣∣∣ ≤ ∫
M
|ψ(p,t)(x)|ϕ(x) dM =

∫
M
ϕ(x) dM.

Estendemos Ξ continuamente a Sn × [0, 1] pondo

Ξ(p, 0) = p,

visto que Fp,0(q) = p, para todo q ∈ Sn e, portanto,∫
M
ψ(p,0)(x)ϕ(x)dM =

(∫
M
ϕ(x) dM

)
p.

Portanto, definimos uma aplicação contı́nua Ξ : Sn × [0, 1]→ Dn+1, tal que

Ξ(p, 1) =
1∫
M ϕ

∫
M

Π(x)ϕ(x) dM =: Q∗

não depende de p ∈ Sn. Aqui, usamos o fato de que F(p,1)(q) = q, para todo q ∈ Sn.
Supomos, por contradição, que Ξ não é sobrejetiva, ou seja, que existe Q ∈ Dn+1 não perten-

cente à imagem de Ξ, que vem a ser um subconjunto compacto de Dn+1. Definimos, neste caso, a
homotopia H : Sn × [0, 1]→ Sn por

H(p, t) =
Ξ(p, t)−Q
|Ξ(p, t)−Q|

satisfazendo
H(p, 0) =

p−Q
|p−Q|

, p ∈ Sn

e
H(p, 1) =

Q∗ −Q
|Q∗ −Q|

.
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Uma vez que Sn não é contrátil, concluı́mos, por contradição, que F é sobrejetiva. Em particular,
existe (p, t) ∈ Sn × [0, 1] tal que Ξ(p, t) = 0, ou seja, de modo que∫

M
ψ(p,t)(x)ϕ(x) dM = 0,

o que significa que a aplicação ψ(p,t) = F(p,t) ◦Π é L2(M)−ortogonal à função ϕ. �

Esta versão ampliada do Lema de Hersch permite obter funções-teste adequadas à estimativa
do segundo autovalor de ∆. De fato, basta fixarmos ϕ como uma autofunção associada ao primeiro
autovalor do operador ∆ em M . Sabemos que o primeiro autoespaço deste operador é unidimen-
sional e gerado por uma função estritamente positiva.
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Capı́tulo 2

Estimativa de Reilly para Autovalores
do Laplaciano

Relembramos a notação fixada previamente com respeito a imersões isométricas. Como antes,
M denota uma variedade diferenciável de dimensão m ≥ 2 e (N,h) uma variedade riemanniana
de dimensão n ≥ m. Nesta notação, h é uma métrica riemanniana globalmente definida em N .

Dada uma imersão φ : M → N , consideramos em M a métrica induzida por φ, isto é, o tensor
g = φ∗h. Sendo assim, denotamos por Bφ e Hφ, respectivamente, a segunda forma fundamental e
a curvatura média da imersão isométrica φ : (M, g)→ (N,h).

O objetivo central desta seção é apresentar a demonstração do seguinte teorema, devido a
R. Reilly [1], o qual estabelece uma estimativa superior para o primeiro autovalor não-nulo do
laplaciano de variedades compactas imersas no espaço euclidiano. No enunciado a seguir, fixamos
N = Rn+1. Denotamos, ao longo desta dissertação, o produto escalar usual em Rn por 〈·, ·〉.

Teorema 3 (Reilly, 1977) O primeiro autovalor não-nulo λ1(∆) do operador de Laplace-Beltrami
∆ em (M, g) é estimado por

λ1(∆) ≤ m

vol(M)

∫
M
|Hφ|2 dM. (2.1)

Além disso, ocorre igualdade em (2.1) se e somente se φ(M) é uma subvariedade mı́nima de
alguma esfera em Rn

Para tanto, necessitamos de uma série de lemas, os quais são enunciados e demonstrados a
seguir.

Lema 4 Dados dois vetores A e B em Rn, temos∫
Sn−1

〈A, θ〉〈B, θ〉dθ =
|Sn−1|
n
〈A,B〉.
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Prova. Definimos o campo vetorial

V (x) = 〈A, x〉B, x ∈ Rn,

de modo que
divV = 〈A,B〉.

Aplicando o Teorema da Divergência, obtemos

1

n
|Sn−1|〈A,B〉 =

∫
Dn

divV =

∫
Sn−1

〈V (θ), θ〉 dθ =

∫
Sn−1

〈A, θ〉〈B, θ〉dθ,

como querı́amos demonstrar. �

Enunciamos, agora, a fórmula integral de Minkowski, ingrediente fundamental na demonstração
do Teorema 3.

Proposição 3 (Hsiung-Minkowski) Sejam M uma variedade riemanniana, orientada, compacta
sem fronteira e uma imersão isométrica φ : Mm → Rn. Se Hφ denota o vetor curvatura média de
φ, então ∫

M
(1 + 〈Hφ, φ〉) dM = 0. (2.2)

Prova. Fixado um referencial ortonormal local {ei}mi=1, calculamos

1

2
ei〈φ, φ〉 = 〈∇̄eiφ, φ〉 = 〈ei, φ〉.

Portanto
1

2
∇|φ|2 = φ−

n−m∑
k=1

〈φ,Nk〉Nk,

onde {Nk}n−mk=1 é um referencial ortonormal local para o fibrado normal de φ. Sendo assim, obte-
mos

1

2
∆|φ|2 =

m∑
i=1

〈∇̄ei∇|φ|2, ei〉 =
m∑
i=1

〈∇̄eiφ, ei〉 −
n−m∑
k=1

〈φ,Nk〉
m∑
i=1

〈∇̄eiNk, ei〉

= m−
n−m∑
k=1

〈φ,Nk〉
m∑
i=1

〈∇̄eiNk, ei〉

= m+

n−m∑
k=1

trAk〈φ,Nk〉.

Portanto,

1

2m
∆|φ|2 = 1 + 〈φ,Hφ〉.
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Integrando esta equação e aplicando o Teorema de Stokes, obtemos∫
M

(1 + 〈Hφ, φ〉) dM = 0.

Isto encerra a demonstração da Proposição. �

Um fato crucial, de interesse independente da prova do Teorema 3, é o seguinte:

Teorema 4 Se φ : Mm → Rn é uma imersão isométrica para a qual
∫
M φdM = 0, então

λ1(∆)

∫
M
|φ|2 dM ≤ mvol(M). (2.3)

Se ocorre igualdade em (2.3), então φ é uma imersão mı́nima de M em uma esfera de Rn.

Prova. Dado um vetor unitário θ ∈ Sn, temos, por hipótese,∫
M
〈φ, θ〉 dM = 0.

Portanto, o Lema 1 implica que

λ1(∆)

∫
M
〈φ, θ〉2 dM ≤

∫
M
|∇〈φ, θ〉|2 dM. (2.4)

Entretanto, fixado um referencial ortonormal {ei}mi=1 em M , temos

∇〈φ, θ〉 =
m∑
i=1

ei〈φ, θ〉ei =
m∑
i=1

〈ei, θ〉ei.

Deste modo, utilizando o Lema 4, calculamos∫
Sn−1

|∇〈φ, θ〉|2 dθ =

m∑
i=1

∫
Sn−1

〈ei, θ〉2 dθ =
|Sn−1|
n

m∑
i=1

〈ei, ei〉 =
m

n
|Sn−1|.

Analogamente, deduz-se que ∫
Sn−1

〈φ, θ〉2 dθ =
|Sn−1|
n
|φ|2.

Integrando os dois lados de (2.4) com respeito a θ ∈ Sn, obtém-se

λ1(∆)

∫
Sn
dθ

∫
M
〈φ, θ〉2 dM ≤

∫
Sn
dθ

∫
M
|∇〈φ, θ〉|2 dM.
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Trocando a ordem de integração e utilizando as igualdades obtidas anteriormente, deduzimos que

λ1(∆)
1

n
|Sn−1|

∫
M
|φ|2 dM ≤ m

n
|Sn−1|

∫
M
dM,

donde concluı́mos que

λ1(∆)

∫
M
|φ|2 dM ≤ m vol(M).

A igualdade nesta expressão ocorre se e somente se 〈φ, θ〉 é autofunção de ∆ associada ao primeiro
autovalor, para qualquer θ ∈ Sn−1, ou seja, se e somente se

∆〈φ, θ〉 = −λ1(∆)〈φ, θ〉, θ ∈ Sn−1. (2.5)

O Teorema de Takahashi assegura, neste caso, que φ(M) é uma subvariedade mı́nima de Sn−1. De
fato, fixado um referencial ortonormal {Nk}n−mk=1 no fibrado normal de φ, temos

∇〈φ, θ〉 = θ −
n−m∑
k=1

〈θ,Nk〉Nk

e, com isto, calculamos

∆〈φ, θ〉 =
m∑
i=1

〈∇ei∇〈φ, θ〉, ei〉 = −
n−m∑
k=1

〈θ,Nk〉
m∑
i=1

〈∇̄eiNk, ei〉 = 〈Hφ, θ〉.

Substituindo esta equação em (2.5), obtemos

λ1(∆)〈φ, θ〉 = 〈Hφ, θ〉, θ ∈ Sn−1.

Portanto,
λ1(∆)φ = Hφ. (2.6)

Uma vez que λ1(∆) 6= 0, concluı́mos queHφ 6= 0 e, portanto, que o vetor posição é normal a esfera
ao longo de φ. Deste modo, podemos redefinir o referencial local de campos normais {Nk}n−mk=1 ,
de modo queN1 = φ. No caso de codimensão 1, concluı́mos que φ(M) é uma subvariedade aberta
de Sn. Caso a codimensão da imersão seja maior ou igual a 2, temos

Hφ =

m∑
i=1

〈∇̄eiei, φ〉φ+

m∑
i=1

n−m∑
k=2

〈∇̄eiei, Nk〉Nk

=
m∑
i=1

〈ei, ei〉φ+
m∑
i=1

n−m∑
k=2

〈∇̄eiei, Nk〉Nk

= mφ+
m∑
i=1

n−m∑
k=2

〈∇̄eiei, Nk〉Nk.
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Denotando por HSn−1

φ a curvatura média de φ : M → Sn−1 como subvariedade da esfera Sn,
concluı́mos que

Hφ = mφ+HSn−1

φ . (2.7)

Comparando (2.6) e (2.7), deduzimos que

λ1(∆) = m e HSn−1

φ = 0.

Isto encerra a demonstração. �
Por fim, reunindo os fatos demonstrados anteriormente, apresentamos a prova do Teorema 3

que está na página 25.
Prova do Teorema 3. Podemos supor, sem perda de generalidade, que∫

M
φdM = 0,

bastando para tanto, se necessário, somar à φ a constante −
∫
M φdM/vol(M). Com isto, apli-

camos Teorema 4, obtendo

λ1(∆)

∫
M
|Hφ|2 dM

∫
M
|φ|2 dM ≤ m vol(M)

∫
M
|Hφ|2 dM.

Por outro lado, a desigualdade de Cauchy-Schwartz implica que

λ1(∆)

(∫
M
|Hφ||φ|dM

)2

≤ λ1(∆)

∫
M
|Hφ|2 dM

∫
M
|φ|2 dM.

Aplicando uma vez mais a desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

λ1(∆)

(∫
M
〈Hφ, φ〉 dM

)2

≤ λ1(∆)

(∫
M
|Hφ||φ|dM

)2

.

Entretanto, a fórmula de Hsiung-Minkowski implica que

vol2(M) =

(∫
M
dM

)2

=

(∫
M
〈Hφ, φ〉 dM

)2

.

Portanto, concluı́mos que

vol2(M)λ1(∆) ≤ m vol(M)

∫
M
|Hφ|2 dM,

donde concluı́mos a validade de (2.1). A igualdade ocorre em (2.1) se e somente se as igualdades
são atingidas nas duas aplicações da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Para tanto, deve existir, em
particular, uma constante c tal que

Hφ = cφ
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Observe que c 6= 0, visto que, caso contrário, a Fórmula de Hsiung-Minkowski implicaria que∫
dM = 0.

Portanto, Hφ 6= 0 e a vetor posição φ é normal ao longo da imersão. Dado um vetor v tangente à
subvariedade, temos

v|φ|2 = 2〈v(φ), φ〉 = 2〈v, φ〉 = 0,

donde decorre que φ(M) está contida em uma esfera euclidiana. Além disso,

v(Hφ) = cv(φ) = cv,

o que assegura que a componente normal da derivada vHφ é nula, ou seja, que Hφ é paralelo no
fibrado normal de φ.

Finalmente, decorre dos cálculos anteriores que igualdade em (2.1) implica igualdade em (2.3).
Neste caso, o Teorema 4 assegura que φ(M) é uma subvariedade mı́nima da esfera euclidiana em
que está contida. �

Mencionamos que o Teorema 3 pode ser aplicado a imersões isométricas φ : Mm → Sn,
bastanto considerar a composição ι ◦ φ : M → Rn+1, onde ι : Sn → Rn+1 é a imersão canônica
da esfera Sn no espaço euclidiano Rn+1.

Corolário 1 Seja φ : (M, g) → Sn uma imersão isométrica com vetor curvatura média Hφ. O
primeiro autovalor não-nulo λ1(∆) do operador de Laplace-Beltrami ∆ em (M, g) é estimado por

λ1(∆) ≤ m

vol(M)

∫
M

(|Hφ|2 + 1) dM. (2.8)

Além disso, ocorre igualdade em (2.1) se e somente se φ(M) é uma subvariedade mı́nima de Sn

A prova deste resultado segue diretamente da seguinte observação: a curvatura média Hι◦φ da
imersão ι ◦ φ é dada por

Hι◦φ =
m∑
i=1

(DEiEi)
⊥,

onde D é a conexão euclidiana em Rn+1, o referencial {Ei}mi=1 é ortonormal e tangente a φ(M) e
⊥ denota a projeção sobre o fibrado normal de ι ◦ φ. Assim,

mHι◦φ =

m∑
i=1

(DEiEi)
⊥ =

n−m∑
k=1

m∑
i=1

〈DEiEi, Nk〉Nk +

m∑
i=1

〈DEiEi, φ〉φ

= mHφ −
m∑
i=1

〈Ei, Ei〉φ,

onde {Nk}n−mk=1 é um referencial ortonormal local no fibrado normal de φ. Portanto,

Hι◦φ = Hφ − φ,

o que implica |Hι◦φ|2 = |Hφ|2 + 1.
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Capı́tulo 3

Estimativa de Soufi-Ilias para
Autovalores do Laplaciano

No que segue, lidamos com a parte sem traço τφ de Bφ definida por

τφ = Bφ −Hφ g (3.1)

Deste modo, dado um referencial local e1, . . . , em em M , em termos do qual as componentes de
Bφ e g são denotadas por bij e gij , calculamos

τφ(ei, ej) = bij −Hgij

Tomando traços dos dois lados desta expressão com respeito à inversa (gij) da matriz (gij), obte-
mos

gijτφ(ei, ej) = gijbij −Hφg
ijgij

= mHφ −mHφ = 0,

o que assegura que, de fato, τφ tem traço nulo.
Lembramos que a imersão isométrica é mı́nima quando Hφ = 0 e totalmente umbı́lica quando

τφ = 0, o que signfica que os tensores Bφ e g são, em cada ponto, múltiplos um do outro. No caso
em que Bφ = 0, dizemos que φ é totalmente geodésica.

Inicialmente, determinamos de que modo o tensor τφ é alterado por transformações conformes
da métrica induzida. Mais precisamente, nosso intuito é demonstrar o seguinte

Lema 5 Sejam (N̄ , h̄) uma variedade riemanniana e Π : (N,h)→ (N̄ , h̄) uma imersão conforme
e totalmente geodésica. Então:

τΠ◦φ = Π∗τφ. (3.2)
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Demonstração. Lembramos que o fato de que a imersão Π : (N,h) → (N̄ , h̄) é conforme pode
ser expressa da seguinte forma: existe uma função λ : N → R+ tal que Π∗h̄ = eλh, isto é, dados
campos vetoriais V,W ∈ Γ(TN) quaisquer, temos

h̄(Π∗V,Π∗W )|Π(p) = eλ(p)h(V,W )|p, p ∈ N. (3.3)

Denotamos h′ = eλh. Analisamos as propriedades geométricas da imersão composta Π◦φ : M →
N̄ . Fixando em M a métrica induzida g′ por Π ◦ φ, i.e, a métrica g′ = e(λ◦φ)g, temos imersões
isométricas φ : (M, g′)→ (N,h′) e Π ◦ φ : (M, g′)→ (N̄ , h̄).

Denotamos por∇N ′ e ∇̄, respectivamente, as conexões de Levi-Cività nas variedades rieman-
nianas (N,h′) e (N̄ , h̄). Seja, ainda, BΠ a segunda forma fundamental da imersão isométrica
Π : (N,h′)→ (N̄ , h̄). Fixado um referencial local e1, . . . , em em M , temos

∇̄Π∗φ∗eiΠ∗φ∗ej = Π∗∇N
′

φ∗eiφ∗ej +BΠ(φ∗ei, φ∗ej). (3.4)

Agora, denotamos por ∇′ a conexão de Levi-Cività na variedade riemanniana (M, g′) e por Bφ′ a
segunda forma fundamental da imersão isométrica φ : (M, g′)→ (N,h′). Portanto,

∇N ′φ∗eiφ∗ej = φ∗∇′eiej +Bφ′(ei, ej). (3.5)

Reunindo estas expressões, obtemos

∇̄Π∗φ∗eiΠ∗φ∗ej = Π∗(φ∗∇′eiej +Bφ′(ei, ej)) +BΠ(φ∗ei, φ∗ej)

= (Π ◦ φ)∗∇′eiej + Π∗Bφ′(ei, ej) + φ∗BΠ(ei, ej), (3.6)

o que permite concluir que a segunda forma fundamental BΠ◦φ da imersão isométrica Π ◦ φ :
(M, g′)→ (N̄ , h̄) é dada por

BΠ◦φ = Π∗Bφ′ + φ∗BΠ. (3.7)

Em particular, as curvaturas médias HΠ◦φ, Hφ′ e HΠ das segundas formas fundamentais BΠ◦φ,
Bφ′ e BΠ, respectivamente, são relacionadas por

HΠ◦φ = Π∗Hφ′ +HΠ|Π◦φ. (3.8)

Concluı́mos que as partes sem traço τΠ◦φ e τφ′ das segundas formas fundamentais BΠ◦φ e Bφ′
satisfazem a relação

τΠ◦φ = BΠ◦φ −HΠ◦φg
′

= Π∗Bφ′ + φ∗BΠ − (Π∗Hφ′ +HΠ)g′

= Π∗Bφ′ −Π∗Hφ′g
′ + φ∗BΠ −HΠg

′.

Tendo em conta a hipótese de que Π : (N,h′) → (N̄ , h̄) é uma imersão isométrica totalmente
geodésica e, portanto, que BΠ = 0 e HΠ = 0, concluı́mos que

τΠ◦φ = Π∗τφ′ . (3.9)
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Deduzimos, desta vez, relações entre as segundas formas fundamentais Bφ e Bφ′ das imersões
isométricas φ : (M, g)→ (N,h) e φ : (M, g′)→ (N,h′), respectivamente. Seja∇N a conexão de
Levi-Civita da variedade riemanniana (N,h). Dados campos vetoriais V,W ∈ Γ(TN), Proposição
1 assegura que

∇N ′W V = ∇NWV +
1

2
(h(W,∇Nλ)V + h(V,∇Nλ)W − h(V,W )∇Nλ). (3.10)

Por definição da segunda forma fundamental Bφ′ , temos

∇N ′φ∗eiφ∗ej = φ∗∇′eiej +Bφ′(ei, ej).

Por outro lado, utilizando (3.10), calculamos

∇N ′φ∗eiφ∗ej = ∇Nφ∗eiφ∗ej +
1

2
(h(φ∗ei,∇Nλ)φ∗ej + h(φ∗ej ,∇Nλ)φ∗ei − gij∇Nλ)

= φ∗∇eiej +Bφ(ei, ej) +
1

2
(g(ei,∇(λ ◦ φ))φ∗ej + g(ej ,∇(λ ◦ φ))φ∗ei − gij∇Nλ).

Separando a última expressão em suas componentes normais e tangenciais, as quais são preservadas
pela transformação conforme, concluı́mos que

Bφ′(ei, ej) = Bφ(ei, ej)−
1

2
g(ei, ej)(∇Nλ)⊥, (3.11)

onde ⊥ indica a projeção perpendicular a φ(M) com respeito à métrica h em N .
A partir de (3.11), concluı́mos que as curvaturas médias Hφ e Hφ′ das imersões isométricas

φ : (M, g)→ (N,h) e φ : (M, g′)→ (N,h′), respectivamente, são relacionadas por

mHφ′ = g′ijBφ′(ei, ej) = e−λgijBφ(ei, ej)−
1

2
e−λgijgij(∇Nλ)⊥

= me−λHφ −
m

2
e−λ(∇Nλ)⊥,

ou seja, mediante a fórmula

Hφ′ = e−λHφ −
1

2
e−λ(∇Nλ)⊥. (3.12)

A partir destas expressões, calculamos

τφ′ = Bφ′ −Hφ′g
′

= Bφ −
1

2
g(∇Nλ)⊥ − (e−λHφ −

1

2
e−λ(∇Nλ)⊥)eλg

= Bφ −Hφg,

donde resulta que
τφ′ = τφ. (3.13)
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Finalmente, reunindo as expressões (3.9) e (3.13), obtemos

τΠ◦φ = Π∗τφ, (3.14)

o que encerra a prova do Lema 5. �

Utilizamos, agora, a fórmula de Gauss para obter expressões úteis das normas ao quadrado
da segunda forma fundamental, de sua parte sem traço e da curvatura média de uma imersão
isométrica. Dada a imersão isométrica φ : (M, g)→ (N,h), definimos

|Bφ|2 = gikgjlg(Bφ(ei, ej), Bφ(ek, el)) (3.15)

e, analogamente,
|Hφ|2 = g(Hφ, Hφ). (3.16)

Calculamos, portanto

|τφ|2 = gikgjlg(τφ(ei, ej), τφ(ek, el))

= gikgjlg(Bφ(ei, ej), Bφ(ek, el))− gikgjlgijg(Hφ, Bφ(ek, el))

−gikgjlgklg(Bφ(ei, ej), Hφ) + gikgjlgijgklg(Hφ, Hφ)

= |Bφ|2 − 2gklg(Hφ, Bφ(ek, el)) +mg(Hφ, Hφ)

= |Bφ|2 − 2m|Hφ|2 +m|Hφ|2,

donde resulta que
|τφ|2 = |Bφ|2 −m|Hφ|2. (3.17)

Denotando por R e RN os tensores de curvatura das variedades riemannianas (M, g) e (N,h),
respectivamente. A fórmula de Gauss (1.15) assegura que

m(m− 1)Rφ −m(m− 1)RNφ = m2|Hφ|2 − |Bφ|2,

onde denotamos por Rφ a curvatura escalar de (M, g) e por RNφ o escalar definido por

RNφ =
1

m(m− 1)
gilgjkh(RN (φ∗ei, φ∗ek)φ∗ej , φ∗el). (3.18)

Concluı́mos que

|τφ|2 = |Bφ|2 −m|Hφ|2 = −m(m− 1)Rφ +m(m− 1)RNφ +m2|Hφ|2 −m|Hφ|2

= m(m− 1)(|Hφ|2 +RNφ −Rφ).

Calculamos, desta vez, as normas dos tensores correspondentes da imersão isométrica Π ◦ φ :
(M, g′)→ (N̄ , h̄). Uma vez que τΠ◦φ = Π∗τφ, temos

|τΠ◦φ|2 = g′ikg′jlg′(τΠ◦φ(ei, ej), τΠ◦φ(ek, el))

= g′ikg′jlg′(Π∗τφ(ei, ej),Π∗τφ(ek, el))

= g′ikg′jlg′(τφ(ei, ej), τφ(ek, el))

= e−2λgikgjleλg(τφ(ei, ej), τφ(ek, el))

= e−λgikgjlg(τφ(ei, ej), τφ(ek, el)) = e−λ|τφ|2.
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Em suma, verificamos que
|τΠ◦φ|2 = e−λ|τφ|2, (3.19)

onde as normas dos lados esquerdo e direito são, respectivamente, relativas às métricas g′ e g em
M . Deste modo, deduzimos que

|Hφ|2 +RNφ −Rφ = eλ(|HΠ◦φ|2 +RNΠ◦φ −RΠ◦φ), (3.20)

cabendo a mesma observação com respeito às normas e contrações envolvidas nos lados esquerdo
e direito da expressão.

Por outro lado, a Proposição 2 assegura que, dada a mudança conforme de métrica g′ = eλg
em M , as curvaturas escalares Rφ e RΠ◦φ das variedades (M, g) e (M, g′), respectivamente, estão
relacionadas por

RΠ◦φ = e−λ
(
Rφ −

m− 2

4m
|∇(λ ◦ φ)|2 − 1

m
∆(λ ◦ φ)

)
, (3.21)

onde os operadores∇ e ∆ são relativos à métrica g emM . Combinando estas expressões, obtemos

|Hφ|2 +RNφ −Rφ = eλ(|HΠ◦φ|2 +RNΠ◦φ)−Rφ +
m− 2

4m
|∇(λ ◦ φ)|2 +

1

m
∆(λ ◦ φ),

donde concluı́mos a demonstração do seguinte resultado

Lema 6 Seja Π : (N,h) → (N̄ , h̄) uma imersão conforme e totalmente geodésica. Denotamos
por λ : N → R a função tal que Π∗h̄ = eλh. Então, dada uma imersão isométrica φ : (M, g)→
(N,h), temos

|Hφ|2 +RNφ = eλ◦φ(|HΠ◦φ|2 +RNΠ◦φ) +
m− 2

4m
|∇(λ ◦ φ)|2 +

1

m
∆(λ ◦ φ). (3.22)

Lembramos que, por definição, a densidade de energia de uma aplicação diferenciável arbitrária
ψ : (M, g)→ (N̄ , h̄) entre as variedades riemannianas (M, g) e (N̄ , h̄) é calculada como

e(ψ) =
1

2
gij h̄(ψ∗ei, ψ∗ej) =

1

2
gijψk∗eiψ

l
∗ej h̄kl.

É conveniente denotarmos por I(N, N̄) o conjunto das imersões conformes totalmente geodésicas
Π : (N,h)→ (N̄ , h̄).

Passamos, agora, à demonstração do seguinte resultado

Proposição 4 Fixada a notação acima, temos∫
M

(|Hφ|2 +RNφ )dM ≥ 2

m
sup

Π∈I(N,N̄)

∫
M
e(Π ◦ φ)RNΠ◦φ dM (3.23)

onde RNΠ◦φ é o escalar definido por

RNΠ◦φ =
1

m(m− 1)
gilgjkh(RN̄ ((Π ◦ φ)∗ei, (Π ◦ φ)∗ek)(Π ◦ φ)∗ej , (Π ◦ φ)∗el). (3.24)
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Prova. A demonstração é baseada na seguinte afirmação: a densidade de energia da aplicação
Π ◦ φ : (M, g)→ (N̄ , h̄) é dada por

e(Π ◦ φ) =
m

2
eλ◦φ. (3.25)

De fato, calculamos

e(Π ◦ φ) =
1

2
gij h̄(Π∗φ∗ei,Π∗φ∗ej) =

1

2
gijΠ∗h̄(φ∗ei, φ∗ej)

=
1

2
gijh′(φ∗ei, φ∗ej) =

1

2
gijh′(φ∗ei, φ∗ej)

=
1

2
gijφ∗h′(ei, ej) =

1

2
gijg′(φ∗ei, φ∗ej)

=
1

2
eλ◦φgijg(ei, ej) =

1

2
eλ◦φgijgij

=
m

2
eλ◦φ.

Assim, integrando a expressão enunciada no Lema 6, temos∫
M
|Hφ|2 +RNφ =

2

m

∫
M
e(Π◦φ)(|HΠ◦φ|2 +RNΠ◦φ)+

m− 2

4m

∫
M
|∇(λ◦φ)|2 +

1

m

∫
M

∆(λ◦φ).

Todavia, o Teorema da Divergência, quando aplicado considerando-se o fato de que M é compacta
sem bordo, resulta em∫

M
|Hφ|2 +RNφ =

2

m

∫
M
e(Π ◦ φ)(|HΠ◦φ|2 +RNΠ◦φ) +

m− 2

4m

∫
M
|∇(λ ◦ φ)|2.

Descartando a segunda integral, termo não-negativo, do lado direito, obtemos por fim∫
M
|Hφ|2 +RNφ ≥

2

m

∫
M
e(Π ◦ φ)(|HΠ◦φ|2 +RNΠ◦φ).

Posto que esta desigualdade é válida para todas as imersões conformes totalmente geodésicas Π :
(N,h)→ (N̄ , h̄), concluı́mos que∫

M
|Hφ|2 +RNφ ≥

2

m
sup

Π∈I(N,N̄)

∫
M
e(Π ◦ φ)(|HΠ◦φ|2 +RNΠ◦φ), (3.26)

o que encerra a demonstração. �

Daqui em diante, fixamos o caso em que N̄ = Sn e a métrica riemanniana h̄ é a métrica
canônica em Sn induzida por seu mergulho padrão no espaço euclidiano Rn+1. Obtemos, deste
modo, o principal resultado deste capı́tulo.
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Teorema 5 (El Soufi e Ilias, [2]) Seja (N,h) uma variedade riemanniana de dimensão n a qual
pode ser conformemente imersa na esfera euclidiana Sn. Então, dadas uma variedade riemanniana
compacta (M, g) de dimensão m ≥ 2 e uma imersão isométrica φ : (M, g)→ (N,h), temos

λ1(∆) ≤ m

vol(M)

∫
M

(|Hφ|2 +RNφ ) dM, (3.27)

onde
RNφ =

1

m(m− 1)
gilgjkh(RN (φ∗ei, φ∗ek)φ∗ej , φ∗el). (3.28)

Além disso, ocorre igualdade em (3.27) se e somente se |Hφ|2+RNφ é constante e igual a λ1(∆)/m.

Prova. Fixamos uma imersão conforme totalmente geodésica Π : (N,h)→ (Sn, h̄), onde h̄ denota
a métrica canônica em Sn. Em termos da notação acima, temos Π ∈ I(N, Sn). Dada a aplicação
diferenciável Π ◦ φ : M → Sn, o Lema 2 assegura a existência de um difeomorfismo conforme
γ : Sn → Sn tal que a aplicação ψ := γ ◦ Π ◦ φ : M → Sn tem centro de massa nulo, isto é, tal
que ∫

M
ψ = 0.

Escrevendo ψ em termos de componentes euclidianas

ψ = (ψ1, . . . , ψn+1),

isto significa que
∫
M ψi = 0, para 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Denotamos, por comodidade, Π′ = γ ◦Π ∈ I(N, Sn). Temos, pela definição de energia∫
M
e(Π′ ◦ φ) =

1

2

n+1∑
i=1

∫
M
|∇ψi|2.

Todavia visto que as funções componentes ψi têm média zero, isto é, posto que∫
M
ψi = 0,

a caracterização variacional de autovalores apresentada no Lema 1 implica que

n+1∑
i=1

∫
M
|∇ψi|2 ≥ λ1(∆)

n+1∑
i=1

∫
M
ψ2
i .

Finalmente, visto que

n+1∑
i=1

∫
M
ψ2
i =

∫
M

n+1∑
i=1

ψ2
i =

∫
M
dM = vol(M),
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concluı́mos que ∫
M
e(Π′ ◦ φ) ≥ λ(∆)

2
vol(M).

Por outro lado, em vista da Proposição 4, temos∫
M

(|Hφ|2 +Rφ) dM ≥ 2

m

∫
M
e(Π′ ◦ φ) dM.

Portanto, resulta que ∫
M

(|Hφ|2 +Rφ) dM ≥ 1

m
λ1(∆)vol(M). (3.29)

Analisamos, agora, quando a igualdade ocorre em (3.27). Neste caso, dada uma aplicação Π ∈
I(N, Sn) e um difeomorfismo conforme γ : Sn → Sn tal que ψ = γ ◦ Π ◦ φ ∈ I(N, Sn), temos, a
partir dos cálculos acima, a seguinte cadeia de desigualdades∫

M
(|Hφ|2 +Rφ) dM ≥ 1

m

n+1∑
i=1

∫
M
|∇ψi|2dM ≥

1

m
λ1(∆)

n+1∑
i=1

∫
M
ψ2
i dM

=
λ1(∆)

m
vol(M).

A igualdade em (3.27) implica, portanto,

n+1∑
i=1

∫
M
|∇ψi|2dM = λ1(∆)

n+1∑
i=1

∫
M
ψ2
i dM

o que significa que as funções componentesψi, i = 1, . . . , n+1, são funções próprias do laplaciano
de (M, g) visto que têm média zero e satisfazem a igualdade na caracterização variacional de
λ1(∆). Portanto,

e(ψ) =
1

2

n+1∑
i=1

|∇ψi|2 =
1

2

n+1∑
i=1

(ψi∆ψi −∆ψ2
i ) =

1

2
(
n+1∑
i=1

ψi∆ψi −∆
n+1∑
i=1

ψ2
i )

=
1

2
λ1(∆)

n+1∑
i=1

ψ2
i =

1

2
λ1(∆),

onde usamos o fato de que
∑

i ψ
2
i = 1 e a expressão

∆ψ2
i = 2ψi∆ψi + |∇ψi|2.

Seja eλ◦φ o fator conforme associado à imersão conforme Π′ ◦φ : (M, g)→ (Sn, h̄). Observamos,
deste modo, que

eλ◦φ =
2

m
e(Π′ ◦ φ) =

2

m
e(ψ) =

1

m
λ1(∆).
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Sendo assim, a expressão (3.22) no Lema 6 assegura que

|Hφ|2 +RNφ = eλ◦φ(|HΠ′◦φ|2 +RNΠ′◦φ) +
m− 2

4m
|∇(λ ◦ φ)|2 +

1

m
∆(λ ◦ φ)

=
1

m
λ1(∆)(|HΠ′◦φ|2 +RNΠ′◦φ)

=
1

m
λ1(∆)(|Hψ|2 + 1).

Integrando os dois lados extremos destas igualdades, obtemos

λ1(∆)

m
vol(M) =

∫
M

(|Hφ|2 +RNφ )dM =
1

m
λ1(∆)

∫
M

(|Hψ|2 + 1)dM

≥ 1

m
λ1(∆)

∫
M
|Hψ|2dM +

1

m
λ1(∆)vol(M).

Concluı́mos que Hψ = 0 e, portanto, que

|Hφ|2 +RNφ =
1

m
λ1(∆).

Isto encerra a demonstração do Teorema 5 �

Visto que o espaço hiperbólico Hn é conforme a um hemisfério aberto da esfera Sn, uma
aplicação interessante do Teorema 5 é dada a seguir

Teorema 6 (Theoreme 1 em [2]) Dada uma imersão isométrica φ de uma variedade riemanniana
compacta (M, g) no espaço hiperbólico n-dimensional Hn, temos

λ1(∆) ≤ m

vol(M)

∫
M

(|Hφ|2 − 1) dM. (3.30)

Além disso, ocorre igualdade em (3.30) se e somente se φ(M) está contida em uma esfera geodésica
de raio arcsenh

√
m

λ1(∆) e φ é uma imersão mı́nima de (M, g) nesta esfera.

Outras aplicações dizem respeito ao primeiro autovalor não-nulo do operador de Jacobi para
imersões de curvatura média constante.
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