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Arise, arise, Riders of Théoden!

Fell deeds awake, fire and slaughter!
Spear shall be shaken, shield be splintered,
A sword-day, a red day, ere the sun rises!

Ride now, ride now! Ride to ruin, and the world’s endirég/ )
Théoden King - The Ride of the Rohirrim

”The path of the righteous man is beset on all sides by the iniquities of the selfish and the tyranny
of evil men. Blessed is he, who in the name of Charity and Good Will, shepherds the weak through
the Valley of Darkness, for he is truly his brother’s keeper and the finder of lost children. And I
will strike down upon thee with great vengeance and furious anger those who would attempt to
poison and destroy my brothers. And you will know my name is the Lord when I lay my vengeance
upon thee.”

Ezekiel 25:17



RESUMO

O objetivo desse trabalho ¢ mostrar estimativas superiores para o menor autovalor ndo-nulo
A1 do operador de Laplace-Beltrami A. Os resultados que se seguem foram encontrados por R.
Reilly [1] e a dupla A. El Soufi e S. Ilias [2]. A estimativa de Reilly € feita para variedades imersas
no espaco euclidiano R"”, e a de Soufi-Ilias para variedades conformemente imersas na esfera S™.
A partir dai concluiremos o resultado, também de Soufi-Ilias [2], para subvariedades do espaco
hiperbélico H™.

Palavras-chave: Estimativa Soufi-Ilias. Desigualdade de Reilly. Autovalores do Operador Laplace-
Beltrami



ABSTRACT

The aim of this works is to show superior estimatives to the least non-zero eingenvalue \;
of the Laplace-Beltrami operator A. The forthcoming results were discovered by Reilly [1] and
the duo A. El Soufi and S. Ilias [2]. Reilly’s Estimative was calculated for immersed manifolds
in the Euclidian Space R", and Soufi-Ilias for conformally immersed manifolds in the sphere S™.
Then, we conclude the result, again by Soufi-Ilias [2], for submanifolds of the hyperbolic space H".

Keywords: Soufi-Ilias Estimative. Reilly Inequality. Eingenvalues of the Laplace-Beltrami Op-
erator.
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Introducao

Seja (M, g) uma subvariedade M munida de uma métrica riemanniana g, orientdvel, compacta,
sem fronteira em uma variedade riemanniana (N, h) orientdvel e com métrica h. Dada uma imersao
¢ : M — N, consideramos em M a métrica induzida por ¢, isto é, o tensor g = ¢*h. Sendo assim,
dizemos que M estd imersa isometricamente em N e denotamos por B e H, respectivamente, a
segunda forma fundamental e a curvatura média da imersao isométrica ¢ : (M, g) — (N, h).

Seja f : M — R uma funcio suave. O operador de Laplace-Beltrami ou simplesmente
Laplaciano de f é a funcdo A f : M™ — R dada por

Af =div(VY)
Um niimero real ) é autovalor de A quando existe uma fungdo ndo-nula € C?(M) tal que
Ap + Ap =0.

Neste caso, ¢ é uma autofuncdo associada a A. Denotamos por A1 (A) o primeiro autovalor ndo-
nulo de A em M.

O foco desse trabalho € provar dois teoremas importantes envolvendo estimativas para o auto-
valor A1(A), uma devida a R. Reilly [1] e outra obtida por A. El Soufi e S. Ilias [2]. O primeiro
resultado, provado por Reilly em [1] é o seguinte:

Teorema 1 (Reilly, [1]) O primeiro autovalor ndo-nulo A1 (A) do operador de Laplace-Beltrami
A em (M, g) é estimado por
_m

2
A(A) < vol(M) /M\Hd)] dM. (1)

Além disso, ocorre igualdade se e somente se ¢(M ) é uma subvariedade
minima de alguma esfera em R"

Utilizando a imersdo candnica de S™ em R"*!, pode se obter uma estimativa para A;(A)
no caso de subvariedades da esfera S™. Para o caso de subvariedades do espago hiperbélico H™
h4 a complicacdo adicional de que nio existe uma imersdo do H” em R"*!'. Em [3], Heintze
obteve resultados parciais e conjecturou desigualdade similar a (1) para subvariedades de H". Para
alcangar o resultado, A. El Soufi e S. Ilias utilizaram a conformidade das métricas do H" e do S”,
e deram uma prova unificada para os casos de subvariedades do R", do S™ e de H" em [2]:



Teorema 2 (El Soufi e Ilias, [2]) Seja (N, h) uma variedade riemanniana de dimensdo n a qual
pode ser conformemente imersa na esfera euclidiana S™. Entdo, dadas uma variedade riemanniana
compacta (M, g) de dimensd@o m > 2 e uma imersao isométrica ¢ : (M, g) — (N, h), temos

M) < e [ (R + R

onde

1 o
N_ % ik (RN (be ‘
B m(m — 1)9 gh(RT (9ueis ucr)puej; Prcr).

Além disso, ocorre igualdade se e somente se |Hy|* + Rg é constante e igual a \1(A)/m.

Embora ndo mostramos aqui, A. El Soufi e S. Ilias aplicam esse resultado para estudar imersdes
estaveis de curvatura média constante. Em particular, reobtém os teoremas de Barbosa e do Carmo
(espaco ambiente R™*! ) e Barbosa, do Carmo, Eschenburg (espaco ambiente S"! e H"+1),
respectivamente em [4] e [5].

Observamos que o método pode ser também estendido ao estudo do autovalor do operador
obtido pela linearizac@o das curvaturas média de maior ordem, bem como a operadores de Dirac
em subvariedades de formas espaciais.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Transformacoes Conformes e Curvatura

Daqui em diante, N denota uma variedade diferencidvel de dimensdo n. Duas métricas rie-
mannianas i, h’ pertencem a uma mesma estrutura conforme em M quando existe uma fungdo
diferencidvel positiva ¢ : N — R tal que

= h, (1.1)

Neste caso, dado um referencial local h—ortonormal { E,}"_,, o referencial { E/,}""_, é h’—ortonormal
se definirmos

E =-E, 1<a<n. (1.2)
@

! . . P
As 1-formas w® e w®, 1 < a < n, respectivamente duais aos campos nos referenciais g e ¢'-
ortonormais sao relacionadas segundo a expressao

w®=puw (1.3)

Calculando derivadas exteriores em ambos os lados de (1.3), obtemos

’

dw® = d(pw®) =dp Aw*+ pdw®
= —w'Adp—puwd Aub
= WA’ —wf Aw®

’ ’
= —ﬂwa/\wb—wg‘/\wb.

¥

Portanto, uma vez que as formas de conexao devem satisfazer as equacdes estruturais

dw' +w Aw® =0,

13



concluimos que

a

b
W = Wi + b~ (p—wb

. ! ~ . . . . N
Sendo assim, denotando por V¥V e V' as conexdes riemannianas associadas respectivamente As
métricas h e h’, temos

VINE{) — wbaE/

Todavia,
VINE{) = VIN*E(, =——F+ *V/NEb,
2 2 2

0 que permite concluir que

, d
VVE, = B +wiB, + (2w — L w)E,
v ¢ 0
d a
- VVE, + %’Eb n (%w“ _ %wb)Ea. (1.4)

Deste modo, dados campos vetoriais V, W € I'(T'N') de modo que V' é expresso localmente como
V = V'E,, temos

B (P (W) - fjwb<W>>Ea

/ d
vi¥E, = vy B, + W)

€, portanto,

VNV = WVYE,+ V'V E

(W

= W B+ vy e+ P gy 9;1’ W (W) E, — %wab(W)Ea

\Y

N N VN
— VNV 4R SO“’ WV + h(~—2. V)

W — h(V,W)—~

Deduzimos, desta forma, a seguinte regra de transformacgdo da conexio riemanniana sob uma
mudanga conforme da métrica ambiente.

Proposicao 1 Dadas duas métricas riemannnianas h e h' em uma variedade diferencidvel N,
conformemente relacionadas por

K = ¢*h,

14



onde p : N — R é uma funcdo diferencidvel positiva, as conexées riemannianas VY e V'V nas
variedades riemannianas (N, h) e (N, 1), respectivamente, séo relacionadas segundo a expressao

N N
vV = v V+h(v(p(p W)V+h(vf V)W — h(V, W)v(p (1.5)

onde V,W € I'(TN).

Passamos, agora, a determinacdo de uma regra de transformacgao deste tipo para o tensor de
curvatura de Riemann. Para tanto, calculamos, inicialmente,

a a

doyt = duf +d( L) nwt = d( D) Ay — Pt At + D nwt
' 14 ¥ P

a
= dwy + ((pb’c - %fc)wc/\w“ (ﬁ _ ¥ fc>wc/\wb
¥ 12 ¥ ¥

a

ﬂw A w® +<'D—wbc/\w
4 ¥

Por outro lado,

C

o p Pc 0 ¥ Pb 4
wl Awy = (wg+ —w® — —we) A (wh + —w — —wp)
‘ v p r v

C

= w, /\wb+ﬁw A w® —gw N wp
' ®

PbPc

a c Pep”
5w Nw™ — ——

_ﬁ 5 wa/\wb

wy Aw® +

a a a, AC

+“0—ng%——“’ 920wach+80 f
14 14 '

We N\ Wp.

Somando estas expressoes e descartando alguns termos, obtemos
(Lo — o 08e,e o) poe
12 2
a a (& C
—(&wc 9 fcwc + Siw?) A wp — Pl A Wp.
2 ‘2 ‘2 2

2
Devemos ter em conta que a derivada covariante de dy é dada, por defini¢do, pelos seguintes
calculos:

dwy + Wit A wyf = dwi + wd A wj +

(VEdp)Ey, = Eo(do(Ey)) — do(V g, Ey)
= FEc(pp) — dp(wy (Ee)Ea)
= Pb,e — wg(Ec)SOa-

Portanto, as componentes .. de Vdyp sdo dadas por

= (VN.d0)Ep = @pe — wi(Ee)fa, (1.6)

15



de modo que
(VNdp)Ep = ppew’ = @p,e” — pahy (1.7)
Analogamente, as entradas do Hessiano de ¢, ou seja, da derivada covariante do gradiente V¥ =
p?E, de ¢ sdo expressas por
Ple = P’ + piwy. (1.8)

Assim, concluimos que

dw® + Wi A wif = dwy! + w? A wf + (wb;cwc — 2('%806@00) A w?

()OZ

c
<(PC ¢ 280 900 C)/\wb—QPCf w® A wp.
¥ 90 ¥

Logo, as formas de curvatura

Qp = dwy +wi Awy (1.9)

Q= dwy + Wt A wyf (1.10)

associadas, respectivamente, as métricas h e h’ em N sdo relacionadas por

a d vN 2
Qe = §+(¢C _ Phic ja )/\w +2(% a2 )/\—90—‘ f‘ WA Wy
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ‘2

Denotamos por R e R’ os tensores de curvatura de Riemann em N relativamente as métricas h
e h/, respectivamente. Por defini¢do das formas de curvatura, temos

O = w"(BRY(,) By)

O =W (RV () By

Os tensores de Ricci Ric e Ric’ de (IV, h) e (N, h'), respectivamente, s3o definidos por

Ric(- ZRN By By = Z (-, By) E
ab 1
(3
1 @ 1 «
RiC/(') = EZR/N(7EZI7)E{J = E Z Q;)a(vEllz)EZL
b=1 a,b=1

As curvaturas escalares R e R’ de (N, h) e (N, h') sdo respectivamente definidas segundo as ex-
pressoes

1 < 1O
— a : E / — la < E/ .
R — ;lw (Ric(E,)) e R — aglw (Ric'(E}))

16



Em suma, definimos

1 1
R=—— O (Eq, E R=—"— QYE E)).
n(n—1) agb ) e n(n_Dg;b b (Eqs Ep)

Utilizando a relagéo deduzida acima entre as formas de curvatura em (N, h) e (N, h'), obtemos,

Pb;c

Pb;c
OLor
kYl

O (Ex, ) = QY(Ey E) +

o 000k

a a
1o sa _of Pls, oPPhsa | 0P ks

v 2
_IVel 90' LYPT (5960 — 6%6).

Por outro lado, dados campos vetoriais U = U kB, V =V'E e W = WPE}, temos

RNU VYW = W R™NU,V)E, = oW R™(U,V)E} = oW Q(U,V)E!,
= WQ(U,V)E, = UNVIW Q(Ey, E))E,.

A partir desta expressao, calculamos
RNU VYW = UMW QY(Ey, E)E, + UkvlwaowbkafEa —Ukviwt P sase g,
¥
kyrppb Pie s e ky b Phic sa sc
—U V W 75bl5kEa + U V W 7(51 6kEa
¥ ¥

LUV sa g, oUW E L,
0 0

a
—2U VW f’;f’“ 5f o + 2U’“VZW6L¢<§’€ S0 Ea

N
Vel ‘P| URVIW (896, — 6884) Eq

Portanto,
ViVe  (ViVe, W)
2

RNU VYW = RNU V)W 4 (U W) U

ViVe  (ViVe W)
® ®
A 2;2 2 Wy —aw,wy
UN (VN
2

—(V, W) |4

(VNp, V) VNo
¢ @

(VNp,U) VN
@ @

_|_

Ve, Wy 2V, W)

VNP
302

@
(VMU = (U, W)V).

17



Em particular, segue que

> RN(E.,V)E, = Y RY(E,V)E.+
a=1 a=1
ViV z”: (VE, VN9, Ea)
o p @
(V¥ V)V (VN V) VN
o v v v
N, |2 N N
@ o o

anVgo B ViV
'

Vv

+2

[V |2

sOQV'

+(n—1)

Simplificando termos e denotando por A o operador de Laplace-Beltrami em M, obtemos

N A N N
Cng®RIC(V) = —nRie(V) + (n—2) YV YVP L B8y o, Ve VIV
® 2 2
VN p|?
+(n —3) 2 V.

Portanto, usando o fato de que

<VNQ07 > VNSD _ - <VN()07 Ea) <VNSO E > - ‘VNSO‘Z

e P @ @ 2

tr

a=1
concluimos que

A A N |2
np*trRic’(-) = ntrRic(:) — (n — 2)—90 et R 2(n —2) v ;0| —n(n —3)
P 12 12

(Vo2
@2

VY |2
2 b

= ntrRic(-) — 2(n — 1)%’0 —(n—1)(n—4) "

o que implica que

n(n — 2R — n(n — —9%n — %—n— n— ‘VNSOF
(n=D¢*R =nln - DR =2(n— 1) == = (n = 1)(n - 4)——.

Logo, a relacd@o entre as curvaturas escalares R e R’ das variedades (N, h) e (N, 1), respectiva-
mente, € dada por

(1.11)



Escrevemos, alternativamente,

N, 12
_4
v f' )—”n VY In f?

2
R = R—f(mn@ju
n
2 -2
= R——Alngo—L]Vhlgolz.
n n

Definindo
A:=1np? =2Iny,

de modo que
e =9,

obtemos o seguinte resultado:

Proposicio 2 Dadas duas métricas riemannnianas h e h' em uma variedade diferencidvel N sat-
isfazendo
/2
h' = ¢“h,
onde p : N — R é uma fungdo diferencidvel positiva, as curvaturas escalares R e R’ nas var-
iedades riemannianas (N, h) e (N, 1), respectivamente, s@o relacionadas segundo a expresséo

1 -
AR =R— —AN— 2 Z1WNAPR, (1.12)
n 4n

onde \ : N — R é definida por e* = ©>.

1.2 Imersoes Isométricas

Daqui em diante, M denota uma variedade diferenciavel de dimensdo m > 2 e (N, h) uma var-
iedade riemanniana de dimensao n > m. Nesta notag@o, h é uma métrica riemanniana globalmente
definida em N.

Dada uma imersdo ¢ : M — N, consideramos em M a métrica induzida por ¢, isto €, o tensor
g = ¢*h. Sendo assim, denotamos por B e H, respectivamente, a segunda forma fundamental e
a curvatura média da imersdo isométrica ¢ : (M, g) — (N, h).

Mantendo a notagao fixada anteriormente, consideramos um referencial h—ortonormal { £, }7_;
e as correspondentes formas duais, de conexdo e de curvatura. Desta vez, contudo, supomos que 0s
campos E1, ..., E,, sdo tangentes a subvariedade imersa ¢(M ) e, portanto, que os demais campos
Ent1, ..., Ey sdo campos vetoriais normais localmente definidos ao longo de ¢. Distinguimos
entre estes campos tangentes e normais, indexando os primeiros por ¢, j,,... € os Ultimos por

a,B,...

A equacgdo estrutural, ou equacdo de curvatura zero,

dw~+wAw = Q,
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implica em particular que
i i k i o _ i
dwj + wp, Awj + wy Awi = 5.
Todavia,
i g i k

0 1= dwj + wy, A\ wj
sdo as formas de curvatura da variedade riemanniana (M, g). Por outro lado, dado um vetor tan-
gente v € T'M, temos

Wi (v) = W(V] 6. Ei, Ea) = h(Bg(v, i), Ea),

)

onde ey, ..., e, sd0 os campos vetoriais ¢p—relacionados em M a Fj, ..., Ey,, respectivamente.
Deste modo, deduzimos a férmula de Gauss

i i a pa, k l
Assim,

Qj‘(Em Eq) = ®§(Ep>Eq) - Bz'O;f %(55551 - 55557)
donde deduzimos que, dados campos vetoriais X, Y, Z tangentes a M, € valido que
(R (64X, 0.Y)$u 2)" = (Ry(X,Y)Z)' = h(Bo(ei, X), Ea)h(By(Z,Y), Ea)
+h(Bg(ei,Y), Eq)M(By(Z, X), Eya),

onde Ry denota o tensor de curvatura de Riemann em (M, g). Portanto, dado um quarto campo
vetorial W tangente a M, temos

RN (6.X, 6.Y )62, 6. W) = g(Ry(X,Y)Z, W)
—h(By(W, X), Ea)h(By(Z,Y), Ea) + h(Bs(W.Y), Ea)h(By(Z, X), Ea).
Usando a simetria de By, concluimos, por fim, que
h(RN (6.X, .Y )9 Z, 6. W) = g(Ro(X,Y) Z, W)
—h(Bs(X, W), By(Y, Z)) + h(By(Y, W), Byp(X, Z)), (1.14)

expressao a que nos referimos como formula de Gauss. Contraindo ambos os lados desta férmula,
obtemos

> hW(BRN(Ei, Ej)Ej, Ei) =Y g(Ry(ei, e5)e;, €:)

i,J ()
—> h(Bglei ei), Bylej,e5)) + Y h(By(ei,e5), Byles, €5)),
1,3 1,3
o que implica
m(m — )R} =m(m — 1)Ry — m®|Hy|* + | By|?, (1.15)
onde denotamos
Rf;[ = mtr ¢*Ric.

A equagdo (1.15) serd retomada posteriormente.
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1.3 Lema de Hersch

Tratamos, nesta dissertacdo, de estimativas superiores para os autovalores do operador de
Laplace-Beltrami A definido em uma subvariedade (M, g) orientdvel, compacta, sem fronteira,
isometricamente imersa em uma variedade riemanniana (N, h) orientdvel. Este operador caracter-
iza pontos criticos do funcional

&ly] =/ IV|* dM, (1.16)
M

definido inicialmente para fungdes ¢ € C'(M) e estendido, em seguida, para fungdes no espaco de
Sobolev H!(M). Este espago é definido da seguinte forma: consideramos a norma || - ||; definida
sobre fungdes p € C'*(M) por

el = [lellZzean +11Vell2an
= / ©*(z) dM + / IVe(z)|? dM.
M M
Assim, H'(M) é definido como o completamento em L?(M) do espago

{p € C(M) : |||l < 400}

com respeito a métrica definida por || - ||;. Lembramos que M representa, ao longo deste texto,
uma variedade compacta sem fronteira, cuja medida de Lebesgue provém de uma forma de volume
riemanniana dM.

Alternativamente, H'(M) é o espago das fungdes em L2(M) que possuem derivada fraca
também em L?(M). Um campo vetorial X com componentes em L?(M ) é uma derivada fraca de
uma fungiio ¢ € L?(M) quando a integragdo por partes for formalmente valida, isto é, quando,
para todo campo vetorial Y com componentes C'* (M) ocorrer

/ (X, Y)dM = —/ edivY dM.
M M

Uma fungdo ¢ em L%(M) admite no maximo uma derivada fraca, so sentido de campos men-
surdveis. Em particular, a existéncia da derivada fraca de uma funcéo ¢, a qual denotamos igual-
mente como V, assegura, para toda fungio £ € C°°(M), que

/M<X, VEdIM = — /M AEAM.

Um niimero real \ é autovalor de A quando existe uma fungdo ndo-nula ¢ € C?(M) tal que
Ap + A p = 0. 1.17)

Neste caso, ¢ € uma autofun¢@o associada a A\. Lembramos que 0 é um autovalor de A associado
as funcdes constantes, uma vez que M é uma variedade compacta sem fronteira. No que segue,
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denotamos por A1 (A) o primeiro autovalor ndo-nulo de A em M. Observamos, que em termos de
derivadas fracas, a equacao de autovalor € reescrita como

/ (Vip, VEYIM = )\/ pedM, &€ C®(M).
M M

O fato de que A provém da variacéo da energia definida em (1.16) permite obter uma caracterizagdo
variacional dos autovalores deste operador.

Lema 1 Denotando por \i(A) o primeiro autovalor ndo-nulo de A, temos
M(A) < E[el/llellzzar (1.18)

para toda fungdo ¢ € H'(M) ortogonal em L*(M) as fungdes constantes, isto é, satisfazendo a
condicdo de média zero

/ wdM = 0. (1.19)
M

Ademais, ocorre igualdade em (1.18) se e somente se ¢ é uma autofungdo associada ao autovalor

M(A).

Demonstragdes deste resultado podem ser encontradas em [8] e [7].
Um mecanismo bastante 1til para a obtencao de fun¢des com média zero adequadas ao célculo
do quociente de Rayleigh no lado direito de (1.18) € dado pelos seguintes Lemas.

Lema 2 (Hersch, [6] apud El Soufi e Ilias) Seja Il : N™ — S™ uma imersdo, isto é, uma aplicacdo

diferencidvel de posto mdximo. Entdo, existe um difeomorfismo v : S" — S", conforme com
respeito a métrica canoénica de S, tal que a composi¢do v oIl : N — S™ tem centro de massa

nulo, isto é,
/ ~voll =0.
N

Demonstramos o seguinte fato mais geral.
Lema 3 Seja Il : N™ — S™ uma imersdo, isto é, uma aplicacdo diferencidvel de posto mdximo.
Considere uma funcdo positiva ¢ € C>°(M). Entdo, existe um difeomorfismo v : S* — S",

conforme com respeito a métrica candnica de S", tal que a aplicacdo composta yo Il : M — S™
é L*(M)—ortogonal a o, isto é, tal que

/M('v oIl)p = 0.
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Prova. Dado p € S™, denotamos por m, a projegdo estereografica 7, : S" — {—p} — R" com
polo —p € S™. Fixado t € (0, 1], representamos, ainda, por H; : R — R”™ a homotetia de razdo ¢
definida por H;(x) = tx, x € R"™. Definimos, fixada esta notagdo, a composi¢do

Fpi(q) =m, o Hyomy(q), peS™—{-p}.

Estendemos continuamente Fj,; a S definindo F), ;(—p) = —p. Sendo assim, dada a imersdo
IT: M — S™, definimos v, ; : M — R por v, ; = F, 4 o 1L

Seja ¢ € C°°(M) como no enunciado. Seja D"*! o disco unitdrio em R™*! centrado na
origem. Definimos uma aplicagdo = : S x (0,1] — D" por

S(p,t) = fle /M Gpe(x)p(z) dM.

Esta aplicacdo estd bem definida, uma vez que

| [ vt o@e@ai] < [ Weo@lead = [ o) di,
M M M
Estendemos = continuamente a S™ x [0, 1] pondo

Z(p,0) = p,

visto que F}, 0(q) = p, para todo ¢ € S™ e, portanto,

| vwo@et@ar = ([ e@am)p.

Portanto, definimos uma aplicac¢do continua = : S x [0, 1] — D"+, tal que
_
Sy
ndo depende de p € S". Aqui, usamos o fato de que F{;, 1y(q) = ¢, paratodo g € S".

Supomos, por contradi¢iio, que = nio é sobrejetiva, ou seja, que existe Q € D"t ndo perten-

cente 4 imagem de =, que vem a ser um subconjunto compacto de D!, Definimos, neste caso, a
homotopia H : S™ x [0, 1] — S™ por

=(p. 1) /M () (x) dM =: Q"

HD =15, —q]
satisfazendo 0
H(p,0) = !i—Q!’ pes”
) Q-0
H(p,1) = o —ql



Uma vez que S™ ndo é contritil, concluimos, por contradi¢do, que F' é sobrejetiva. Em particular,
existe (p,t) € S™ x [0, 1] tal que =(p, t) = 0, ou seja, de modo que

/ Yipty(@)p(x) dM =0,
M

o que significa que a aplicagio ¢, ;) = F{, 4 o 11 € L?(M)—ortogonal a funcdo ¢. O

Esta versao ampliada do Lema de Hersch permite obter fungdes-teste adequadas a estimativa
do segundo autovalor de A. De fato, basta fixarmos ¢ como uma autofungio associada ao primeiro
autovalor do operador A em M. Sabemos que o primeiro autoespaco deste operador é unidimen-
sional e gerado por uma fung¢do estritamente positiva.
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Capitulo 2

Estimativa de Reilly para Autovalores
do Laplaciano

Relembramos a notagdo fixada previamente com respeito a imersdes isométricas. Como antes,
M denota uma variedade diferencidvel de dimensdo m > 2 e (N, h) uma variedade riemanniana
de dimensdo n > m. Nesta notacdo, h € uma métrica riemanniana globalmente definida em V.

Dada uma imersao ¢ : M — N, consideramos em )M a métrica induzida por ¢, isto €, o tensor
g = ¢*h. Sendo assim, denotamos por B e H, respectivamente, a segunda forma fundamental e
a curvatura média da imersdo isométrica ¢ : (M, g) — (N, h).

O objetivo central desta secdo € apresentar a demonstracdo do seguinte teorema, devido a
R. Reilly [1], o qual estabelece uma estimativa superior para o primeiro autovalor ndo-nulo do
laplaciano de variedades compactas imersas no espaco euclidiano. No enunciado a seguir, fixamos
N = R"*!, Denotamos, ao longo desta dissertagio, o produto escalar usual em R"™ por (-, -).

Teorema 3 (Reilly, 1977) O primeiro autovalor ndo-nulo A1 (A) do operador de Laplace-Beltrami
A em (M, g) é estimado por
m
M(A) < ———— [ |Hy|*dM. 2.1

Além disso, ocorre igualdade em (2.1) se e somente se ¢(M) é uma subvariedade minima de
alguma esfera em R™

Para tanto, necessitamos de uma série de lemas, os quais sdo enunciados e demonstrados a
seguir.
Lema 4 Dados dois vetores A e B em R"™, temos

"

n

/ (A, 0)(B,0)do = (A,B).
sn—1
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Prova. Definimos o campo vetorial
V(z) = (A,z)B, zeR"
de modo que
divV = (A, B).

Aplicando o Teorema da Divergéncia, obtemos

1

Lis1a) = [ divy = / (V(0),0) do — / (A, 0)(B, 0)d0,

n Dn Sn—1 Sn—1
como queriamos demonstrar. O

Enunciamos, agora, a férmula integral de Minkowski, ingrediente fundamental na demonstragao
do Teorema 3.

Proposicao 3 (Hsiung-Minkowski) Sejam M uma variedade riemanniana, orientada, compacta
sem fronteira e uma imersdo isométrica ¢ : M — R". Se H denota o vetor curvatura média de
o, entdo

/ (1+(Hg,¢))dM = 0. (2.2)
M
Prova. Fixado um referencial ortonormal local {e;}” ;, calculamos

Leit6,8) = (V1) = {ex 60

Portanto
VW ¢ — Z ¢, Ni) N,
k=1
onde { N}, _{" é um referencial ortonormal local para o fibrado normal de ¢. Sendo assim, obte-
mos
1 m m n—m m
§A|¢’2 = Z<v6iv|¢’27€> Z vez¢’ ez Z ¢ Nk Z veiNkaei>
i=1 i=1 k=1 i=1
n—m
= m— Y (¢, Ne) Y (Ve Ny, es)
k=1 i=1
n—m
= m++ tI‘Ak<¢,Nk>.
k=1
Portanto,

LA =1+ (6, H,).
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Integrando esta equagao e aplicando o Teorema de Stokes, obtemos

/ (1+ (Hgy,¢))dM = 0.
M

Isto encerra a demonstragao da Proposicao. (|

Um fato crucial, de interesse independente da prova do Teorema 3, € o seguinte:

Teorema 4 Se ¢ : M™ — R" é uma imersdo isométrica para a qual f v @AM = 0, entdo
A) / |p|? dM < mvol(M). (2.3)
M

Se ocorre igualdade em (2.3), entdo ¢ é uma imersdo minima de M em uma esfera de R™.

Prova. Dado um vetor unitdrio § € S™, temos, por hipétese,

/M<¢, 6y dM = 0.

Portanto, o Lema 1 implica que

Ai(A) /M<¢,9>2dM < /M|V<<z>, 0)|* dM. (2.4)

Entretanto, fixado um referencial ortonormal {e;}!" ; em M, temos

m

m
= eil¢,0)ei = (es, O)es.
i=1 i=1
Deste modo, utilizando o Lema 4, calculamos

m

n—1
/ | ¢7 |2d0_2/ 617 2 df = |S |Z 67,761 = Sn 1|.
Snfl

Analogamente, deduz-se que

sn— 1
[ oozan ="l

Integrando os dois lados de (2.4) com respeito a § € S, obtém-se

A (A) /S d@/M<¢,9>2dM§ /S de/M|v<¢,e>|2dM.
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Trocando a ordem de integragdo e utilizando as igualdades obtidas anteriormente, deduzimos que

1 n— m, «n—
M) [ efan < st [ a

donde concluimos que
Al(A)/ 9|2 dM < mvol(M).
M

A igualdade nesta expressdo ocorre se e somente se (¢, §) é autofungdo de A associada ao primeiro
autovalor, para qualquer # € S™~!, ou seja, se e somente se

Ap,0) =~ (A){(p,0), 6cS" L (2.5)
O Teorema de Takahashi assegura, neste caso, que ¢ (M) é uma subvariedade minima de S"~*. De
fato, fixado um referencial ortonormal { N}, };'_ " no fibrado normal de ¢, temos

n—

V(g 0) =0—> (0, Ne)Ny
k=1

e, com isto, calculamos

m n—

A<¢7 9> = Z<v61v<¢ﬂ 0>7€i> = Z <07Nk> Z(ﬁeileeﬁ - <H¢70>'
k

i=1 =1 =1

Substituindo esta equagdo em (2.5), obtemos
M(A)(p,0) = (Hy,0), 0SS

Portanto,
A(A)p = Hy. (2.6)

Uma vez que A1 (A) # 0, concluimos que H,, # 0 e, portanto, que o vetor posi¢do é normal a esfera
ao longo de ¢. Deste modo, podemos redefinir o referencial local de campos normais { Ny} 1",
de modo que N; = ¢. No caso de codimens@o 1, concluimos que ¢(M ) é uma subvariedade aberta
de S™. Caso a codimensao da imersdo seja maior ou igual a 2, temos

H, = Z<?eiei,¢>¢+z (Ve,€i, Ni) Ny,



Denotando por ng1 a curvatura média de ¢ : M — S"! como subvariedade da esfera S,
concluimos que )
Hy=m¢+H, . (2.7)

Comparando (2.6) e (2.7), deduzimos que
Sn—l
Isto encerra a demonstragao. U
Por fim, reunindo os fatos demonstrados anteriormente, apresentamos a prova do Teorema 3

que estd na pagina 25.
Prova do Teorema 3. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

/MgbdM =0,

bastando para tanto, se necessario, somar a ¢ a constante — [, ¢ dM/vol(M). Com isto, apli-
camos Teorema 4, obtendo

A(A) / |Hy|? dM / |p|2 dM < mvol(M) / |Hg|? dM.
M M M
Por outro lado, a desigualdade de Cauchy-Schwartz implica que
2
@) ([ imlisare) <x@) [ o [ o
M M M
Aplicando uma vez mais a desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

@) ([ o dM)2 <n@) ([ 1H¢\|¢rdM)2.

Entretanto, a férmula de Hsiung-Minkowski implica que

vol?(M) = (/M dM)2 = (/M<H¢,,¢) dM)Z.

Portanto, concluimos que
vol2(M)A1(A) < mvol(M) / |Hy|? dM,
M
donde concluimos a validade de (2.1). A igualdade ocorre em (2.1) se e somente se as igualdades

sdo atingidas nas duas aplicacdes da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Para tanto, deve existir, em
particular, uma constante c tal que



Observe que ¢ # 0, visto que, caso contrario, a Formula de Hsiung-Minkowski implicaria que

[ =o

Portanto, Hy # 0 e a vetor posi¢do ¢ é normal ao longo da imersdo. Dado um vetor v tangente a
subvariedade, temos
v[ol? = 2(v(6),6) = 2(v,¢) =0,

donde decorre que ¢(M) esta contida em uma esfera euclidiana. Além disso,

V(Hg) = cv(¢) = cv,
0 que assegura que a componente normal da derivada vH € nula, ou seja, que Hy € paralelo no
fibrado normal de ¢.
Finalmente, decorre dos célculos anteriores que igualdade em (2.1) implica igualdade em (2.3).
Neste caso, o Teorema 4 assegura que ¢(M ) é uma subvariedade minima da esfera euclidiana em
que esta contida. O

Mencionamos que o Teorema 3 pode ser aplicado a imersdes isométricas ¢ : M™ — S",
bastanto considerar a composi¢do t o ¢ : M — R"*! onde ¢ : S* — R"*! ¢ a imersio candnica
da esfera S™ no espaco euclidiano R™*1.

Coroldrio 1 Seja ¢ : (M,g) — S"™ uma imersdo isométrica com vetor curvatura média Hy. O
primeiro autovalor nd@o-nulo \1(A) do operador de Laplace-Beltrami A em (M, g) é estimado por

n / (|Hy|? + 1) dM. (2.8)
M

vol(M)

Além disso, ocorre igualdade em (2.1) se e somente se ¢(M) é uma subvariedade minima de S™

M(A) <

A prova deste resultado segue diretamente da seguinte observagdo: a curvatura média H,.4 da

imersdo ¢ o ¢ é dada por
m

Hyp =Y (DgEi)*,
i=1

onde D é a conexdo euclidiana em R™*1, o referencial { E;}7, ¢ ortonormal e tangente a (M) e
1 denota a proje¢ao sobre o fibrado normal de ¢ o ¢. Assim,

m n—m m m
mH,ey = Y (DgE)" =Y (DpEi, Ne)Ni+ > (Dg,Ei, ¢)¢
i=1 k=1 i=1 i=1
m
i=1

onde { Ny };_{" é um referencial ortonormal local no fibrado normal de ¢. Portanto,
HL0¢ = Hd) - ¢a
o que implica |H,o4|> = |Hp|* + 1.
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Capitulo 3

Estimativa de Soufi-Ilias para
Autovalores do Laplaciano

No que segue, lidamos com a parte sem traco 7, de B definida por

Deste modo, dado um referencial local e, ..., e, em M, em termos do qual as componentes de
By e g sao denotadas por b;; € g;;, calculamos

(e ej) = bij — Hgij

Tomando tragos dos dois lados desta expressdo com respeito a inversa (g% ) da matriz (g;;), obte-
mos

9"74(eivej) = g"bij — Hyg” g
= mHy—mHy =0,

0 que assegura que, de fato, 7, tem trago nulo.

Lembramos que a imersdo isométrica € minima quando Hy = 0 e totalmente umbilica quando
T4 = 0, 0 que signfica que os tensores By e g sdo, em cada ponto, miltiplos um do outro. No caso
em que By = 0, dizemos que ¢ € totalmente geodésica.

Inicialmente, determinamos de que modo o tensor 74 € alterado por transformagdes conformes
da métrica induzida. Mais precisamente, nosso intuito é demonstrar o seguinte

Lema 5 Sejam (N, h) uma variedade riemanniana e I1 : (N, h) — (N, h) uma imersdo conforme

e totalmente geodésica. Entdo:
Tiog = LTy, 3.2)
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Demonstra¢do. Lembramos que o fato de que a imersdo II : (N,h) — (]Y , h) é conforme pode
ser expressa da seguinte forma: existe uma fungio A : N — R tal que IT*h = e*h, isto é, dados
campos vetoriais V, W € I'(T'N') quaisquer, temos

h(ILV, ILW )| = X h(V,W)|,,  p € N. (3.3)

Denotamos i/ = e*h. Analisamos as propriedades geométricas da imersdo composta ITo¢ : M —
N. Fixando em M a métrica induzida ¢’ por Il o ¢, i.e, a métrica ¢’ = e(*%) g, temos imersdes
isométricas ¢ : (M, g') — (N,h)ello¢: (M,g") — (N,h).

Denotamos por VV eV, respectivamente, as conexdes de Levi-Civita nas variedades rieman-
nianas (N,%') e (N,h). Seja, ainda, By a segunda forma fundamental da imersdo isométrica
II: (N,h') = (N, h). Fixado um referencial local ey, . . ., e, em M, temos

ViL e Letuej = ILVY' drej + Bri(duei, duej). (3.4)

Agora, denotamos por V' a conexdo de Levi-Civita na variedade riemanniana (M, ¢’) e por By a
segunda forma fundamental da imersdo isométrica ¢ : (M, g') — (N, h). Portanto,

Vi e, dvej = 6V, ej + By (e, ;). (3.5)
Reunindo estas expressdes, obtemos

vH*qﬁ*eiH*d)*ej = H*(d)*vleiej + Bd)’(ei: ej)) =+ BH(¢*€ia ¢*ej)
= (Hoqb)*v/ele] —|—H*B¢/(€i,€j) +¢*Bﬂ(eivej>7 (36)

0 que permite concluir que a segunda forma fundamental Briog da imersdo isométrica I o ¢ :
(M,q') — (N, h) é dada por
Briog = I1,By + ¢ Br. (3.7)

Em particular, as curvaturas médias Hyjos, Hy € Hyp das segundas formas fundamentais Bryog,
By e Bry, respectivamente, sdo relacionadas por

Hiop = I, Hy + HH’H0¢- (3.8)

Concluimos que as partes sem trago T4 € T das segundas formas fundamentais Brjoy € By
satisfazem a relacdo

Tiog = Bitog — Hiiopd'
= ILBy + ¢* B — (H*H¢/ + Hn)g/
= H*B¢/ —H*H¢/g'+¢*BH —Hngl.

Tendo em conta a hipétese de que IT : (N,h') — (NN, h) é uma imersdo isométrica totalmente
geodésica e, portanto, que By = 0 e Hyp = 0, concluimos que

Tiog = LTy . (3.9)
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Deduzimos, desta vez, relagdes entre as segundas formas fundamentais By ¢ By das imersdes
isométricas ¢ : (M, g) — (N,h)e ¢ : (M,g') — (N, R'), respectivamente. Seja V¥ a conexdo de
Levi-Civita da variedade riemanniana (N, h). Dados campos vetoriais V, W € I'(T'N), Proposigdo
1 assegura que

VYV = VNV + %(h(W, VYNV + h(V, VY)W — h(V, W)V ). (3.10)
Por defini¢do da segunda forma fundamental By, temos
VY bie; = .Vi ej + Bylei ¢j).
Por outro lado, utilizando (3.10), calculamos
VY bsej =V duej+ %(h(cﬁ*ei, VYN e + h(duej, VN pue; — gij VIV N)
= 6.V eie + Byler e3) + 5 (9(e0 V30 0))oucs + gles, VA0 ))ues — g VM)

Separando a tltima expressdo em suas componentes normais e tangenciais, as quais sao preservadas
pela transformacao conforme, concluimos que

1
By (eiyej) = Bg(ei ej) — 59(6@ ;) (VNN (3.11)

onde L indica a projecéo perpendicular a ¢(M ) com respeito a métrica h em N.
A partir de (3.11), concluimos que as curvaturas médias Hy e Hy das imersdes isométricas
¢:(M,g) = (N,h)eo¢:(M,g") — (N,h'), respectivamente, sdo relacionadas por

. s 1 .
mHy = ¢"Byl(e;,e;)=e ’\g”Bd)(ei,ej) — 3¢ )‘g”gij(VN/\)J‘
= me Hy— %e_A(VN)\)J‘,
ou seja, mediante a féormula
1
Hy = e *Hy — 5e—A(vN A)* (3.12)
A partir destas expressoes, calculamos
T¢/ g Bd)/ — H(z)/g,
1 1
= DBy — ig(VN)\)J‘ — (e Hy — ie_A(VN)\)J‘)e)‘g
= By — Hyy,
donde resulta que
T = Tep- (313)
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Finalmente, reunindo as expressoes (3.9) e (3.13), obtemos
Mo = H*T¢, (3.14)
o que encerra a prova do Lema 5. O

Utilizamos, agora, a férmula de Gauss para obter expressdes uteis das normas ao quadrado
da segunda forma fundamental, de sua parte sem traco e da curvatura média de uma imersdo
isométrica. Dada a imersdo isométrica ¢ : (M, g) — (N, h), definimos

Bs|? = 9" ¢" g(Bg(ei, 5), By (ex, e1)) (3.15)
e, analogamente,
|Hy|* = g(Hg, Hy)- (3.16)
Calculamos, portanto
ITsl? = g% g g(rs(eire), Tolen, €))

9% g7 g(By(ei, ), Byle, &) — 9% ¢ gijg(Hy, By(ex, e1))

—9"¢" grig(By(eir e5), Hy) + 9™ 6" gijgrig(Hy, Hy)
= |By[* — 29" g(Hy, By(ex, 1)) +mg(Hy, Hy)
= |By[* — 2m|Hy|* +m| Hy[?,
donde resulta que
[7sl? = |By|* — m|Hy|*. (3.17)
Denotando por R e R™ os tensores de curvatura das variedades riemannianas (M, g) e (N, h),
respectivamente. A férmula de Gauss (1.15) assegura que

m(m — 1)Ry —m(m — 1)Rg =m?|Hy|? — | By/?,

onde denotamos por R a curvatura escalar de (M, g) e por Rg o escalar definido por

1 .
Ry = nglgjkh(RN(¢*€ia Puer)Pej, drer). (3.18)

Concluimos que
75> = |Bol* = m|Hy|* = —m(m — 1)Ry + m(m — 1) Ry +m?|Hy|* — m|Hy|*
= m(m —1)(|Hgl? + R — Ry).

Calculamos, desta vez, as normas dos tensores correspondentes da imersdo isométrica Il o ¢ :
(M,g') — (N, h). Uma vez que 7oy = IT,74, temos
‘Tnod)’Q _ glikg/jlg/('r]'[o(;ﬁ(eiaej)7THO¢(€k’el))
_ glzkg/]lg/(n*'/—d)(ei: ej)? H*T¢(ek’ €l))
_ g”kg’]lg’(m(ez’a6]’)77_(15(6/“61))
_ e—2>\gzkgjle>\g(7-¢(ei,ej),T¢(ek>el))

= g™ g(rseis ef)s mo(ens ) = e Myl
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Em suma, verificamos que
06> = €767, (3.19)

onde as normas dos lados esquerdo e direito sdo, respectivamente, relativas as métricas ¢’ e g em
M. Deste modo, deduzimos que

|H¢‘2 + Rg — Ry = 6)‘(|HHO¢’2 + Rgod’ — RHo¢>)7 (3.20)

cabendo a mesma observacido com respeito as normas e contracdes envolvidas nos lados esquerdo
e direito da expressao.

Por outro lado, a Proposi¢do 2 assegura que, dada a mudanga conforme de métrica ¢/ = e’y
em M, as curvaturas escalares Ry e Rrjo4 das variedades (M, g) e (M, ¢’), respectivamente, estdo
relacionadas por

Ritog = € " (Ry — WW()\ o P)|” — EA()\ ©¢)), (3.21)
onde os operadores V e A sdo relativos a métrica g em M. Combinando estas expressdes, obtemos
m — 2 1
|Hol* + Ry = Ry = & (IHno|” + Ritog) = Ry + ==V 0 @) + —A(Ao9),
donde concluimos a demonstragao do seguinte resultado

Lema 6 Seja IT : (N,h) — (N, B)_uma imersdo conforme e totalmente geodésica. Denotamos
por A : N — R a funcdo tal que II*h = e*h. Entdo, dada uma imersdo isométrica ¢ : (M, g) —
(N, h), temos

o m — 2 1
[Hy|* + R = e***(|Hnog|* + Bifog) + = —=[V(A 0 @) + —A(Xog). (322

4m

Lembramos que, por defini¢do, a densidade de energia de uma aplicagéo diferencidvel arbitraria
¥ : (M, g) — (N, h) entre as variedades riemannianas (M, g) e (IV, h) € calculada como

1 .. 1, _
6(1/1) = 59 Jh(d)*@iaw*@j) = 59 J?,Z)fei’(ﬁiejhkl.

E conveniente denotarmos por J(N, N) o conjunto das imersdes conformes totalmente geodésicas
IT: (N,h) — (N,h).
Passamos, agora, a2 demonstracdo do seguinte resultado

Proposicao 4 Fixada a notagdo acima, temos

2
/ (IHyl* + RY)dM > = sup / e(Tlo §) Rl s dM (3.23)
M M 11ey(N,N) J M

onde Rgo p€o escalar definido por

Rif,y = m(ml_l)g”gjkh(RN((H o ¢)uei, (TL o B)uer)(IT 0 @)uej, (I 0 B)uey). (3.24)
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Prova. A demonstragdo ¢ baseada na seguinte afirmagdo: a densidade de energia da aplicagdo
Mog:(M,g9) — (N,h)édada por

e(Ilo ¢) = %ew. (3.25)

De fato, calculamos

1 .. 1
B(HO¢) = §gljh(n*¢*eu *¢*ej) §QZ]H* (¢*€za¢*ej)

1 VA 1 V3
= 2 Jh,(¢*61a¢*€]) §gjh/(¢*€zv¢*6])

1

i 1
= 2 J¢ h/(ezae]) 59 g(¢*elu¢*€])

1 (o] 1 (o]
= 26A C9g(e;,e;) = 3¢ e**?g" g

M o
—e7.
2

Assim, integrando a expressdo enunciada no Lema 6, temos

[P+ RY = 2 [ e@oo)(Huool + Rifos) + 7= [ V00 + [ A0,

Todavia, o Teorema da Divergéncia, quando aplicado considerando-se o fato de que M é compacta
sem bordo, resulta em

2 m—2
2 N __ 2 N 2
[ Ry = 2 [ cttoo) it + Bt + 222 [ [wire o)

Descartando a segunda integral, termo ndo-negativo, do lado direito, obtemos por fim

2
/1H¢|2+R£,Yz/ e(IT 0 )(| Hriog|* + RiY,y)-
M m Ja

Posto que esta desigualdade é vélida para todas as imersdes conformes totalmente geodésicas II :
(N,h) — (N, h), concluimos que

2
/ Hol + Ry 2 o0 sup /M (10 6) (| Hitos * + Rilos). (3.26)

0 que encerra a demonstragao. g

Daqui em diante, fixamos o caso em que N = S" e a métrica riemanniana h é a métrica
candnica em S” induzida por seu mergulho padrio no espaco euclidiano R”*!. Obtemos, deste
modo, o principal resultado deste capitulo.
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Teorema 5 (El Soufi e Ilias, [2]) Seja (N, h) uma variedade riemanniana de dimensdo n a qual
pode ser conformemente imersa na esfera euclidiana S™. Entdo, dadas uma variedade riemanniana
compacta (M, g) de dimensd@o m > 2 e uma imersao isométrica ¢ : (M, g) — (N, h), temos

m 2 N
M) < s |+ RY) (3.27)
onde )
Rf;f = 7m(m — 1)gllgjkh(RN(¢*€i7 d)*ek)d)*eja ¢*el)' (3.28)

Além disso, ocorre igualdade em (3.27) se e somente se |H, ]2—|—R£7 é constante e igual a \ (A) /m.

Prova. Fixamos uma imersio conforme totalmente geodésica IT : (N, h) — (S™, h), onde h denota
a métrica candnica em S". Em termos da nota¢do acima, temos II € J(N,S"). Dada a aplicagdo
diferenciavel [T o ¢ : M — S™, o Lema 2 assegura a existéncia de um difeomorfismo conforme
~v : S™ — S™ tal que a aplicagdo ) := yoIlo ¢ : M — S™ tem centro de massa nulo, isto ¢, tal

que
fo

Escrevendo i) em termos de componentes euclidianas

w = (¢17 B ﬂbn—s-l),

isto significa que fM Y =0,paral <7 <n+ 1
Denotamos, por comodidade, IT" = v o IT € I(N,S"). Temos, pela definigio de energia

n+1

fewea =53 [ Ivor

Todavia visto que as fungdes componentes ; t€m média zero, isto €, posto que

/sz- ~0,

a caracterizacao variacional de autovalores apresentada no Lema 1 implica que

n+1 n+1

|2 2
;/M\wr > AI(A);/M%

Finalmente, visto que

n+1 n+1

;/waz/M;wfz/Mszvol(M),
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concluimos que

AA
/ e(Il' o ¢) > ( )VOI(M).
M
Por outro lado, em vista da Proposicdo 4, temos
2
/ (’H¢|2 + R¢) dM > / €(H, o ¢) dM
M mJm
Portanto, resulta que
1
/ (|Hy|* + Ry) dM > —\1(A)vol(M). (3.29)
M m
Analisamos, agora, quando a igualdade ocorre em (3.27). Neste caso, dada uma aplicacdo II €

I(N,S™) e um difeomorfismo conforme v : S” — S" tal que ¢ = yo Il o ¢ € I(N,S"), temos, a
partir dos célculos acima, a seguinte cadeia de desigualdades

n+1 n+1
1
/(]H¢|2+R¢)dM > —E /|vwz| szE)\l(A)E /ﬁdM
M i=1 M

= MVOI(M).

m

A igualdade em (3.27) implica, portanto,

n+1 71+1
/|wll dM = M\ (A /¢2dM

o que significa que as fungdes componentes ¢;, ¢ = 1,...,n+1, sdo fungdes préprias do laplaciano
de (M, g) visto que t¢ém média zero e satisfazem a igualdade na caracterizagdo variacional de
A1(A). Portanto,

n—i—l n+1 n+1 n+1
e(y) = fZ\VW Z(mmpz AY7) = mez AZwZ
=1
1 n+1
= Ju(a sz Sh(a

onde usamos o fato de que ) _, ¥? = 1 e a expresso
AYF = 20 Ay + | Vi,

Seja e*°? o fator conforme associado a imersio conforme IT' o ¢ : (M, g) — (S™, h). Observamos,
deste modo, que

i %e(n’ o p) = %e(¢) = %Al(A).
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Sendo assim, a expressdo (3.22) no Lema 6 assegura que

o m—2 1
[Hy* + Ry = **(|Hiweol* + Rilios) + — V(A0 9)] + —A(X0¢)

1
= a/\l(A)(\HH'oMQ + RiYop)

= A+ 1)

Integrando os dois lados extremos destas igualdades, obtemos

A (A)

m

vol(M) = /M(|H¢]2 + R} )dM = %Al(A) /M(\H¢|2 +1)dM

1 1
> —N(4) /M |Hy|2dM + —A1(A)vol(M).
Concluimos que Hy, = 0 e, portanto, que

2 N_ 1
|Hy|” + Ry = %)\1(A).

Isto encerra a demonstragao do Teorema 5 (|
Visto que o espaco hiperbélico H" é conforme a um hemisfério aberto da esfera S”, uma

aplicacdo interessante do Teorema 5 € dada a seguir

Teorema 6 (Theoreme 1 em [2]) Dada uma imersdo isométrica ¢ de uma variedade riemanniana
compacta (M, g) no espago hiperbdlico n-dimensional H", temos

m

[ 2 —_
A (A) < wol(0T) /M(H¢| 1) dM. (3.30)

Além disso, ocorre igualdade em (3.30) se e somente se p( M) estd contida em uma esfera geodésica
. poe , . L
de raio arcsenh (A € ¢ € uma imersdao minima de (M, g) nesta esfera.

Outras aplicacdes dizem respeito ao primeiro autovalor ndo-nulo do operador de Jacobi para
imersdes de curvatura média constante.
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