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Resumo

Dado um espago-tempo M =T X4 F™ Robertson-Walker generalizado
onde ¢ ¢ a funcao warping que verifica uma certa condicao de convexidade,
vamos classificar hipersuperficies tipo-espago fortemente estaveis com curva-
tura média constante. Mais precisamente, vamos mostrar que, considerando
z: M — M uma hipersuperficie tipo-espaco fortemente estavel, fechada
imersa em WH com curvatura média constante H, se a funcao warping ¢
satifaz ¢ > max{H b, 0} ao longo de M, entdo M™ é maximal ou uma folha
tipo-espago M, = {to} x F, para algum t; € 1.

Palavras-chave: Hipersuperficie tipo-espaco. Fortemente Estavel. Espaco-

tempo.



Abstract

Give a generalized M= x4 '™ Robertson-Walker spacetime whose
warping function verifies a certain convexity condition, we classify strongly
stable spacelike hypersurfaces with constant mean curvature. More precisely,
we will show that given z : M" — M a closed, strongly stable spacelike
hypersurfaces of M with constant mean curvature H , if the warping func-
tion ¢ satisfying ¢ > maz{H¢ ,0} along M is either maximal or a spacelike
slice My, = {to} x F, for some t € I.

Keywords: Hypersurfaces space-like. Stongly stable. Space-time.
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Introducao

As hipersuperficies tipo-espago com curvatura média constante em variedades
de Lorentz tém sido de grande interesse nos ultimos anos, tanto pelo ponto
de vista fisico quanto matemdtico. Em [1], os autores estudaram a unicidade
de hipersuperficies com curvatura média constante (CMC) em espago-tempo
Robertson-Walker generalizado (GRW), a saber, produto warped Lorentz com
base negativa definida de dimensao 1 e fibra Riemanniana. Eles provaram
que em um espacgo-tempo obedecendo a condicao de convergéncia tipo-tempo
(isto é, a curvatura Ricci é ndo-negativa nas diregoes tipo-tempo), toda hiper-
superficie tipo-espaco compacta com CMC deve ser umbilica. Recentemente,
Alias e Montiel obtiveram, em [2], mais uma condi¢ao geral para a funcao
warping f que é suficiente a fim de garantir a unicidade. Mais precisamente,

eles provaram o seguinte:

Teorema: Seja f : I — R uma funcao diferencidvel positiva definida
num intervalo aberto, tal que ff  — (f)? < 0, isto é, tal que a funcio —logf
é convexa. Entao, as tunicas hipersuperficies tipo-espaco compacta imersas
num espaco-tempo Robertson-Walker generalizado —1 x ¢ F" e tendo curvatura
média constante sao as folhas {t} x F, para uma (necessariamente compacta)

variedade Riemanniana F'.

Algumas questoes envolvendo a estabilidade de hipersuperficies compacta
CMC em espaco Riemanniano foram estudadas por Barbosa e do Carmo em
3], e Barbosa, do Carmo e Eschenburg em [4]. Eles introduziram a nogao de
estabilidade e provaram que esferas sao estaveis somente para pontos criticos
da funcao area para variagoes preservando balango-volume. No caso de hiper-
superficies tipo-espaco em variedade de Lorentz, Barbosa e Oliker provaram
em [5] que hipersuperficies tipo-espago CMC s@o pontos criticos da varia¢ao

preservando balanco-volume. Além disto, para o cdlculo da férmula da segunda
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variagao eles mostraram que esferas CMC mergulhadas num espaco de Sitter
S maximizam a funcio area para tal variacdo. Nesta dissertacio serd dada
uma caracterizacao de hipersuperficies tipo-espaco CMC num espacgo-tempo
GRW, fortemente estavel, ferramenta essencial para se provar a existéncia de
uma férmula para o laplaciano de uma nova funcao suporte, que foi obtido no
caso Riemanniano por Fornari e Ripoll em [11] . Mais precisamente apresen-

taremos a prova do seguinte teorema enunciado em [6].

Teorema: Seja M= X4 F™ um espaco-tempo Robertson-Walker
generalizado, e z : M" — M uma hipersuperficie tipo-espago fechada
—n+1 1 . . )
de M com curvatura média constante H. Se a funcao warping ¢ satisfaz
¢ > max{H¢ ,0}, e M™ é fortemente estavel, entido M™ é maximal ou uma

folha tipo-espago My, = {to} X F para algum ¢ty € I.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo objetiva estabelecer as notacoes que serao utilizadas nos de-
mais capitulos desta dissertacao, bem como resultados que faremos uso pos-
teriormente. Para maiores datalhes, indicamos como referéncias [9], [10] e

12].
1.1 Variedades semi-Riemannianas

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita. Uma forma bilinear simétrica

b={(,):VxV — R édita:

e Positiva definida: se (v,v) > 0 para todo v € V — {0}.
e Negativa definida: se (v,v) < 0 para todo v € V — {0}.

e Nao-degenerada: se (v, w) = 0 para todo w € V implica que v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V', um subespaco W de V é dito

nao-degenerado se blyxw : W x W — R for ndo-degenerada.

O indice de uma forma bilinear simétrica b sobre V' é a maior dimensao de

um subespago W de V' tal que blwxw : W x W — R seja negativa definida.

Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V' e um subespaco W de V,

definimos o complemento ortogonal W+ de W em V por:
W ={veV;(v,w)=0YweW}

13



14

Lema 1.1 Sejam b uma forma bilinear simétrica sobre o espaco vetorial de

dimensao finita Ve W um subespaco de V', entao:

(a) b € nao-degenerada se, e somente se, sua matriz com respeito a uma base
de V' for invertivel. Deste modo, ela serd invertivel com respeito a qual-

quer base.

(b) Se W é ndo-degenerado, entao dim(W)+dim(W+) = dim(V) e (W)t =
w.

(c) W € nao-degenerado se, e somente se, V. =W & W+. Em particular, W

¢ nao-degenerado se, e somente se, WL for nao-degenerado.

No que segue, supomos que b = (, ) é uma forma bilinear simétrica e
nao-degenerada sobre o espago vetorial real V. Em relacao a b, dizemos que

veV —{0}é&
1. Tipo-tempo, quando (v,v) < 0;
2. Tipo-luz, quando (v,v) = 0;
3. Tipo-espago, quando (v,v) > 0.
Analogamente, define-se o que significa para um subespaco nao-degenerado

W de V ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espago. Se v € V' — {0} nao for tipo-

luz, define-se o sinal €, € {—1,1} de v por

(v, 0)
[ (v, o) |

A norma dev eV é|v|=/e(v,v) e v é unitario se | v |= 1. Seja {e;}

uma base de V ortonormal com respeito a b, isto é, (e;,e;) = €0;;, onde €; é o

€y =

sinal de e; (cf. [12], lema 2.24). Desse modo a expansao ortonormal de v € V'
com respeito a {e;} é dada por

n

v :Zei<v,ei)ei. (1.1)

i=1
Sejam V' um espaco vetorial no qual uma forma bilinear simétrica e nao-
degenerada b = (, ) de indice 1 estd definida, e 7 = {u € V; (u,u) < 0}. Para
cada v € 7, definimos o cone tipo-tempo ou cone temporal de V contendo u

por C(u) ={v e 1:(u,v) <0}
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Definicdo 1.1 Um tensor métrico sobre uma variedade diferencidvel M é um
2-tensor covariante e simétrico g sobre M, tal que gy € nao degenerado para
todo p € M. Uma variedade semi-Riemanniana M é um par (M,q) onde M ¢é

uma variedade diferencidvel e g = (, ) € um tensor métrico de indice constante

sobre M.

Definicao 1.2 Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p € M e o C

TPW um subespaco de dimensao 2 nao-degenerado de TPW. O nidmero

(R(v,w)v,w)

Klo) = (v, ) {(w,w) — (v,w)?’

independente da base escolhida {v,w} de o, e é denominado curvatura secci-

onal de M em p sequndo o.

Definicao 1.3 Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional
constante se, para cada p € M, os nimeros K(o) da defini¢ao acima indepen-

derem do subespago de dimensdo 2 ndo-degenerado o de T, M.

Aproximando subespacos de dimensao 2, degenerados o de T),M através de
subespacos nao-degenerados, pode-se mostrar que o fato de M ter curvatura
seccional constante determina seu tensor curvatura R. Mais precisamente, se

M tiver curvatura seccional constante ¢, entao

R(X,Y)Z = c[( X, Z)Y — (Y, Z)X]. (1.2)

Para todos X,Y, Z € x(M).

Se o indice v de M é zero, M é dita uma variedade Riemanniana; quando

v =1, M é dita uma variedade de Lorentz (ou espaco-tempo).

Definicdo 1.4 Seja M wma variedade de Lorentz. Uma aplicagdo T, que as-
socia a cada p € M um cone tipo-tempo T, em Tpm € suave se, para cada
p € M, existem uma vizinhanga aberta U de p e V € x(U), tais que V(q) € 7,
para todo ¢ € U. Caso uma aplicacio T exista, diz-se que M € temporalmente

orientdvel.

Proposicao 1.1 Uma variedade de Lorentz M ¢ temporalmente orientdvel se,

e somente se, existir um campo de vetores tipo-tempo K € x(M).
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Demonstracao: Se existe K € x(M) tipo-tempo defina 7, = C(K(p))
Reciprocamente, seja 7 uma orientacdo temporal de M. Como 7 é dife-
rencidvel, cada ponto p € M possui uma vizinhanca U em M na qual esta
definido um campo de vetores tipo-tempo Ky tal que Ky(q) € 7,, para cada
q € U. Sejam agora {U,} uma tal cobertura de M e {f,} uma particio da

unidade estritamente subordinada a {U,;. Obtemos entao,
K= ZfozKUa S X(M)

tipo-tempo, o que conclui a prova.

Seja 7 uma orientagdo temporal para M, e V € x(M). Se V(q) € 7,
para todo ¢ € M, diz-se que V aponta para o futuro. Da mesma forma, se
—V(q) € 1, para todo q € M, diz-se que V aponta para o passado. Assim,
sendo K uma orientacao temporal para M temos que um campo vetorial tipo-

tempo V sobre M aponta para o futuro (passado) se, e somente se, { V, K ) < 0,

(V. K) >0).

1.2 Hipersuperficies tipo-espaco

Seja (Mnﬂ, (,)) uma variedade de Lorentz de dimensao n + 1. Uma imersao

—n+1 . . .2 .
suave ¢ : M™" — M de uma variedade diferenciavel e conexa M de di-
mensao n é dita uma hipersuperficie tipo-espaco se a métrica induzida em M
pela imersao v for Riemanniana. Neste caso, denotaremos por (, ) a métrica

de M.

Proposicao 1.2 Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espaco de uma variedade
de Lorentz temporalmente orientada M. Entdo M™ admite um campo ve-
torial normal unitdrio (diferencidvel) N € x(M)*, apontando para o futuro.

Em particular, M™ ¢ orientavel.

Demonstracao: Fixe um campo K € x(M) que dé a orientagao temporal
de M, e observe que, para todo p € M, o conjunto de todos os vetores tipo-
tempo v € T,M é a unido disjunta de C'(K(p)) e C(—K(p)). Tome, em cada
p € M, um vetor unitério N(p) € T,M=*. Como N(p) é tipo-tempo, trocando
N(p) por —N(p) se necessario, podemos supor que N(p) € C(K(p)). Deste

modo, definimos unicamente um campo vetorial normal unitario N em M,



apontando para o futuro. Para mostrar que tal campo é diferenciavel, fixe
p € M e tome um referencial moével {e;} numa vizinhanca aberta e conexa U

de pem M. Entdao N = K =Y. (K, e;)e; é suave e normal a M em U, com
<N,N> = <N7K> = <K7K> _Z<Kaei>2'

Mas (K, K) =" (K,e;)>—(K,N)% onde (N,N)=—(K,N)? <0.
Portanto, N(q) € C(K(q)), para cada ¢ € U, e N = 2L ¢ diferencidvel.

Definicao 1.5 Se U é um subconjunto aberto de R™, uma k-folha de U é um

subconjunto da forma

para 1 " € R.

Feita a escolha da orientacao temporal N da hipersuperficie tipo-espago
v MY — M imersa num espago-tempo, denotaremos também por N
a aplicacdo normal de Gauss de M. Denotamos por V e V as conexdes de
Levi-Civita, do mesmo modo, R e R denotdo os tensores curvatura de M e
M, respectivamente. Para todos X,Y € x(M) tem-se VxY = (VxY)T, onde

T denota a componente tangente. Assim,
VxY =VxY +a(X,Y), (1.3)

onde a : x (M) x x(M) — x+(M) é a sequnda forma fundamental da imersao

1. Uma vez que a é C°°(M)-bilinear e simétrica, definindo
(AX,Y) = (a(X,Y), N),

obtemos um campo A : x(M) — x(M) de operadores lineares auto-adjuntos
A, T,M — T,M (p € M), chamados operadores da sequnda forma funda-

mental da imersao 1. Nao é dificil verificar que
AX = —VxN

a(X,Y) = —(AX,Y)N.

17



Proposicao 1.3 Seja ¢ : M" — M wma imersio isométrica . Entao,

para quaisquer campos de vetores X, Y, Z € x(M), temos as sequintes equagoes:

e FEquacao de Gauss

RIX,Y)Z = (R(X,Y)Z)T + (AY, Z)AX — (AX,Z)AY  (1.4)

e Equacao de Codazzi

(R(X,Y)N)T = (VxA)Y — (VyA)X (1.5)

1.3 Espaco-tempo de Robertson-Walker Ge-

neralizado

Sejam F'™ uma variedade Riemanniana conexa orientada de dimensaon, I C R

um intervalo aberto e f : I — R uma fungao diferenciavel positiva. Considere
. —n+1 .~ A s

a variedade produto M = I X F'", denotemos 7; e mp as projecoes canonicas

sobre os fatores I e F, respectivamente. Munindo M com a métrica

(,)=—m(d*) + f(r)mi((, )r), (1.6)

obtemos uma classe importante de variedade de Lorentz a qual é denomi-
nada um espago-tempo de Robertson-Walker Generalizado (GRW), que sera
denotada simplesmente por M= I x ¢ F". Em particular, se " tem
curvatura seccional constante, M= _Ix ¢ I ¢ denominado classicamente
um espago-tempo de Robertson-Walker (RW), para maiores detalhes veja [12].

Observemos que, se M= X ¢ F™ ¢ um espago-tempo GRW, o campo

de vetores
K = f@t = (f O W[)at, (17)

é conforme fechado, com fator conforme ¢ = f', onde (') denota a derivacio

com respeito a t € I.

18



Capitulo 2

Hipersuperficies tipo-espaco

imersas num espaco-tempo

Considerando M = —I x ¢ F™ um espaco-tempo GRW. E, por simplici-

fys ——n+1
dade, escrevemos a métrica de M como

<7>:_dt2+f2(t)<7>F7

onde (,)r denota a métrica Riemanniana de F'.
Seja 0; = ((%)(t,q), t € I, ¢ € F um campo de vetores tipo-tempo unitdrio
globalmente definido em —I x ¢ F™.

Assim, dada uma hipersuperficie tipo-espaco M, existe um tnico campo
unitario normal tipo-tempo N globalmente definido em M, que é alguma

tempo-orientacao em 0;, tal que
(O, N) < -1, (2.1)

onde, 0; e N sao unitarios, e por [12](Cap.05. Prop.30-1), obtemos o resultado

acima.

Sejam V e V conexoes de Levi-Civita de —1 x 7 F™ e M, respectivamente.
Entao a férmula de Gauss e Weingarten para hipersuperficies em —1 x F™

sao dadas, respectivamente por

VxY =VyxY — (AX,Y )N (2.2)

A(X)=—-VxN. (2.3)

19



Para quaisquer campos de vetores tangentes X,Y € x(M).

A curvatura média de M é definida por

H = —tr(A), (2.4)

onde A : x(M) — x(M) define o operador forma de M com respeito a N.

Portanto H(p) > 0 no ponto p € M se, e somente se, H(p) é alguma

tempo-orientacao em N.

Lema 2.1 Seja —I x¢ F™ um Espago-tempo (GRW), dai:

e Se um Espaco-tempo Robertson-Walker generalizado —I Xy F™ admite
uma hipersuperficie compacta, entao a fibra F € necessariamente com-

pacta.

e Se o recobrimento universal da fibra de um espaco-tempo Robertson-
Walker generalizado —1 x ¢ F™ €é compacto, entao toda hipersuperficie
tipo-espago completa tal que f(my) € limitada deve ser necessariamente

compacta.

Lema 2.2 Seja f : I — R uma funcao diferencidvel definida num inter-
valo aberto tal que ff — (f/)2 < 0, isto €, tal que —logf € convezxa, e seja
—1I % F'™ um espago-tempo GRW com fibra Riemanniana F' (necessariamente
compacta). Entdo a curvatura média de toda hipersuperficie tipo-espago com-

pacta imersa em —I Xy F™ satisfaz
minH < (109 f) (tmas) < (logf)/(tmm) < maxH, (2.5)

onde tymin € tmar denotam, respectivamente, os valores minimo e mdximo de

7 ly=mro em M.

Demonstracao: Consideremos m = 7 |yy= 77 0 ¢, que é uma fungao

diferencidvel em M, p e M ev € T, M.

(gradm,v) = (D (Ei(m))E;,v)

%

= <Z(Ei(7ﬁ o)) Ei,v)

= <_8tT7U>

= gradr = —0],

20



onde 9 € x(M) denota a componente tangente de ;, isto &,
Vr=-0]=—-0,— (0, N)N. (2.6)
Por [12](Cap.7, Prop.35 -3), temos que

V20, = —((Z,0;)/ f)gradf = (logf) (7)) Z", (2.7)

para todo campo de vetores Z em —1 x ; F™, onde Z!" denota a projegao Z na
fibra (F™, (, )p), isto é, ZI' = Z + ( Z, 0, )0,.
Tomando a derivada covariante em (2.6) e usando (2.2) e (2.3), obtemos

por (2.7) que

(VxVm,Y) = (Vx(=0,— (0, N)N),Y)

(=Vx8 — X({0;, NY)N — (8,, N)VxN,Y)

= (=Vx8, — (AX,0,)N — X({85, N))N — (8, N)(VxN),Y)
(=Vx0, — (0, N)VxN,Y)

— (0, NY{VxN,Y)

(X+ <Xaat>at)vy> + <8t,N><AX,Y>
X — (logf) (7)( X,0,)0,, Y ) + (0, NY(AX,Y)

para quaisquer X,Y € y(M).

Portanto
VxVr = —(logf) (m)(X + (X, 8;)0) + (0, N)AX,

para todo campo de vetores X € x(M).
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Consideremos um referencial ortonormal {e;}, com isso, teremos

Ar = Z(Vei(vﬂa ei)

%

= Z<_<logf>l(7r)€i - (lng)/(ﬂ-Meiv 8t>8tT + <at7 N>Aei7 ei>

i

= Z( (logf) (m)es, e;) —I—Z (logf) (m){es, 3,)OF , e;) —I—Z ((Or, N) Aey, €;)

%

= —n(logf) (r) — (logf) (r) Z<ei, 01)0f + (4, N) Z<Aei, e;)

= —n(logf) (z) — nH (0, N) — (logf) (x) | o] |*
= —n(logf)/(ﬂ') —nH(0;, N) — (logf)/(ﬂ) | V|2

!/ /

— —n((logf) (x) + H(Di, N)) — (logf) (x) | V7 |,

ou seja,

Ar = div(gradr) = —n((logf) (7) + H(8,, N )) — (logf) (z) | V& |*. (2.8)

Sendo M compacta, existem pontos Ppin € Pmez € M onde a funcao m atinge

o minimo e o maximo, respectivamente, isto é
ﬂ-(pmzn) = mlmT(P) — tmzn S tma:c - 71-(pmaac) = mawﬂ-(p% p e M.

Em particular, puin € Pmae S80 pontos criticos de 7, e por (2.6) temos que

N(pmin) = (O)pmin © N(Pmaz) = (t)pmaa

Usando isto em (2.8) temos que

AT (Ppmin) = _n((ZOQf)/W(pmin> — H(pmin)) > 0

Aﬂ-(pmax) = _n((logf),ﬂ-(pmax) - H<pma:c) S 07
isto é,
0 S Aﬂ-(pmm) = _n((logf)/(tmin) - H(pmm))
= _n(logf)l(tmin> + nH(pmm)
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Assim, temos que

(10gf) (tmin) < H(Dmin) < mazH.

Da mesma forma temos

0> Aﬂ—(pmaa:) = _n<<logf)/(tmaa:) - H(pmaz>>
— —n(logf)l(tmax) + nH (Pmaz)-

Logo,

(109f) (tmaz) = H(Pmaz) = minH.
Portanto,

minH < H(pmaz) < (10gf) (tmaz) (2.9)
e

maxH > Hpmin) = (109f) (tmin)- (2.10)

Finalmente, sendo —log f convexa, entdo (logf) énao crescente e, (10gf) (tmaz) <

(10gf) (tmin), que juntamente com (2.9) e (2.10), resultam

minH < (logf),(tmax) < (logf)/(tmm) < maxH.

Corolario 2.1 (Generalizagao) Seja —1 xy F™ um espago-tempo GRW com
fibra riemanniana F (necessariamente compacta). Entao a curvatura média
de toda hipersuperficie tipo-espagco compacta em —I Xy F™ satisfaz minH <
(10gf) (tmaz) € mazH > (10gf) (tmin), onde tmin € tmae denotam respectiva-

mente, o minimo e o mdzximo de 7|y = w0 em M.

Teorema 2.1 Seja f : I — R uma fungao positiva diferencidvel definida
num intervalo aberto, tal que ff" — (f/)2 < 0, isto €, tal que —logf € con-
vera. Entdo, as unicas hipersuperficies tipo-espaco imersas num Espaco-tempo
Robertson- Walker generalizado —I x ¢ F™ e com curvatura média constante sao

as folhas {t} x F', para variedade Riemanniana F (necessariamente compacta).

Demonstracao: Consideremos as desigualdades
minH < (1ogf) (tmaz) < (10gf) (tmin) < mazH.
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Como, por hipétese a curvatura média é constante, entao minH = maxH,
assim H = (1ogf) (tmaz) = (10gf) (tmin) €, portanto, (logf) é constante em
[tmins tmaz), Visto que (logf) é nao crescente em I, pois —logf é convexa.

Portanto,

’ ' ™
H = (logf) (m) = L0 .11
em M e, assim, (2.8) se escreve como
Ar=-nH(1+(0,N))—H|Vr|*. (2.12)

Consideremos a fungao diferencidvel u = g(7) onde g : I — R é uma fungao

crescente dada por

o(t) = /t:f(s)ds,

para ty € I fixado arbitrariamente.

Segue, entao, por (2.11) e (2.12) que
Vu=yg (m)Vrm
e, ainda,

Au = g(m)Ar+g | Vr |
= —f(mnHQ+ (0, N)) = f(m)H | V7 [ +f () | Vr |

= —nHf(m) 1+ (0, N))+(f (x) = Hf(m)) | Vx|
= —nHf(r)(1+ (0, N)),

pois ’;((:)) =H.

Além disso, 1+( 9, N) < 0 por (2.1). Consequentemente u ¢ subharmonica
ou superharmoénica em M, que é compacta. Deste modo, segue que u é cons-
tante na hipersuperficie, e sendo g crescente em I, temos que 7 é constante

em M, isto é, uma folha. Isto finalmente prova o teorema.
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Capitulo 3

Hipersuperficies tipo-espaco

estaveils

. —n+1 . . ,
Consideremos M uma variedade de Lorentz, orientavel, temporalmente
orientavel, com métrica Lorentziana (, ) e conex@o semi-Riemanniana V.
Lema 3.1 Uma hipersuperficie M de uma variedade orientdvel M € orientdvel

se, e somente se, existe um campo de vetores normal unitdrio diferencidvel

globalmente definido em M .(cf. [12], pag. 189)

Sex: M™ — M é uma hipersuperficie tipo-espaco de Mnﬂ, entao pelo
Lema 3.1 M™ é orientavel e, portanto, podemos escolher um campo de vetores
normal globalmente definido em M™, com a mesma orientacao temporal de V,
isto é, tal que

(V,N) <0,
em M.

Uma variag¢ao de x é uma aplicacao diferenciavel definida por X : M"™ x

S n+1 . . .~
(—e,e) — M satisfazendo a seguinte condigao:

(1) Para todo t € (—¢,¢), a aplicagao X; : M" — M dada por Xi(p) =

X(t,p) é uma imersao tipo-espago.
(2) Xilomr = x|om, para todo t € (—¢,¢), se OM #.

Seja f = —( %—)f,Nt% onde N; é o campo de vetores normal em M com

respeito a métrica induzida por X; e tal que Ny = N, e seja, f; = f(t,-). O
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campo variacional associado a variagao X é o campo de vetores W = %—)ﬂt:o,

que pode ser decomposto como
W = foN+WT,

onde W7 representa a compotente tangente de W.

O balango de volume da variacao X é a funcao V' : (—¢,e) — R dada por:
V(t) = / X*dM,
M x[0,t]

onde dM denota o elemento de volume de M.

O funcional drea A : (—e,e) — R associada a variagao X ¢ dada por:

At) = /M dM,,

onde dM; denota o elemento de volume da métrica induzida em M por X;.

Note que dMy = dM e A(0) = A.

Definicao 3.1 Uma variagao é normal se W € paralelo a N e preserva volume

se V(t) = V(0) para todo t.

Lema 3.2 Dada uma fungao diferencidvel f : M — R com floy = 0 e
fM fdM = 0, existe uma variacdo normal preservando volume onde o vetor

variacao € fN.

Demonstragao: Seja ¢ : (—¢,e) x M — R uma fungao diferencidvel e

defina uma variacao X : (—e,¢) x M — M por

X(t,p) = expype(t,p)N, t € (—¢,¢), p € M. (3.1)
X é uma varia¢ao normal com (%—)t()o = (%—f)ON . Queremos mostrar que ¢

pode ser tomada de modo que X satisfaca as condi¢oes do Lema.

Para isso, calculemos a fun¢ao volume V(t) de X. Note que X = e o1,
onde ¢ : (—¢,e) Xx M — R x M é a aplicacao ¥(t,p) = (¢(t,p),p) e e(u,p) =
exPypuN, u € R. Sendo E(u,p) = det(de(,p)), obtemos

Vi) - / X*diT
[0,t]x M
:/ Pre*dM
[0,¢]x M
0
= [ Bl S @ nay
[0,t]x M
t
9
= [ ([ Bteten).n it
M JO
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Seja f : M — R dado no lema, e seja ¢ a solucao do valor inicial do

problema

oo flp)

55 m, com ¢(0,p) = 0.

Apartir da expressao acima para V(t) e do fato que [, fdM = 0, segue
que V(t) = 0 Vt € (—¢,¢), para tal variagdo. Sendo E(¢(0),p) = 1, esta é

uma variagao normal preservando volume onde o vetor variacao é fN.

Lema 3.3 Seja M uma variedade de Lorentz temporalmente orientada e
z: M — M uma hipersuperficie tipo-espaco fechada. Considerando uma

variagao X : M" X (—¢,e) — M de x, temos:
(i dd_‘t/ = fM JedMy;
(ii) % = [, nH, fdM,,

onde Hy = H(t,-) denota a curvatura média de M com respeito a métrica

mduzida por X;.

Demonstracao: (i) Fixep € M etomeey, ..., e,,e,11 = N um referencial

ortonormal local em torno de x(p). Entao

X*(dM) = a(p,t)dM, A dt,

onde
pp— 0
a(p,t) = X (dM)(el,...,en,a)
_ X
= (X, - dXilen), ).

Uma vez que W = fN + W7, temos que
a(p,0) = d¥(da(ey), ..., dx(e,), W)
= fdM(dz(er), .. d(en), N)
= fdM(e,...,e,) = fool(ey,...,e,)
- f
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Assim,
av d

= — t)ydM; N dt)|i=
dt (0) dt( [07t]><Ma(p7 ) t/\ )|t70

= / a(p,0)dM

M
= fdM,
M

av
dM; = —.
| pav =5

(ii) O calculo de % ¢ bem conhecido e ¢ analago ao caso Riemanniana.

portanto,

Finalizaremos com a equacao

dA

%(O)ZAMW,H,:MMI:,

— — —
onde H; = %Zzzl(veiei)L é o vetor curvatura média. Temos que H; = H;N

e usando que W = f,N + W7, obtemos que:

dA

E(O) = /M<ftN+WT,HtN)th

= /nfthth—l—/ TL(WT,HtN>th
M M

= / nfthth.
M

Sejam Hy = H, a curvatura média de M com respeito a Xy = = e ﬁ =
& [ HdM.
Denotando Hy = H e definindo J : (—¢,¢) — R por

J(t) = A(t) — nHoV (1),
obtemos a seguinte

Proposicao 3.1 Sejaxr: M" — M uma imersio. As sequintes condigoes

sao equivalentes:

(1) X possui curvatura média constante Hy # 0.

(ii) Para cada dominio relativamente compacto D C M com bordo diferencidvel,

e que cada variacao preserva balanco de volume e fiza o bordo 0D,

A'(0) = 0.
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(iii) Para cada D C M como em (ii) e cada (ndo necessariamente preservando

balango de volume) varia¢io que fiza o bordo D, J (0) = 0.

Demonstracao: Considere os seguintes casos,

(i)=-(iii) Se X tem curvatura média constante Hy, temos pela equagao de

Jacobi que

(0) = nHV(0) = S2(0) ~ nHy 50

= / nHofdM — nH, / fdM
M M

/ /

J(0)=A

= nH, / fdM —nH, / fdM
M M

= 0.

(iii)=(ii) Se J'(0) = 0 temos
0 = J(0)=A(0)—nH,V (0)
= A'(0) =nH,V (0) = nﬁo/ fdM = 0.
M

(ii)=-(i) Suponha, por absurdo, que existe p € D onde (H — Hy)(p) # 0, e

assuma, sem perca de generalidade, que (H — Hy)(p) > 0. Sejam

D* ={q € D;(H — Hy)(q) >0} e D~ = {q € D; (H — Hy)(q) < 0}

e p e 1 fungoes reais diferenciaveis nao negativas em D tais que as

seguintes condigoes sejam satisfeitas:
p € suppp C D, suppp C D™, / (p+)(H — Hy)dM = 0.
D

Sendo fD(H — Hy)dM = 0, uma tal escolha é claramente possivel. Seja
[ =(pe+¢)(H— Hp). Entao f =0 em 9D e [, fdM = 0. Pelo lema
(3.2), obtemos uma variacado que preserva balango de volume, onde o

campo variacao é fN. Por hipétese temos que

0=A,(0) = —/DandM,

para uma tal variacdo. Assim

0— / J(H — Hy)dM — / (o + &) (H — Ho)?dM >0,

o que é um absurdo. Portanto H = Hy em D. Usando (ii) temos para

cada D C M, que H = Hj, concluimos a prova.
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Desta forma, x possui curvatura média constante H, se, e somente se,
J'(0) = 0 para toda variacio X de z.

Queremos estudar imersoes x : M" — M que maximizam J para toda
variagao X. Assim z deve ser um ponto critico de J, e segue da discussao acima
que a imersao x deve ter curvatura média constante. Portanto, anlisaremos
se uma imersao critica x é realmente um méaximo de J, certamente a tnica

dificuldade é estudar a segunda variacao J* (0). Vamos iniciar com a seguinte:

Proposicao 3.2 Sejam » : M" — M uma hipersuperficie tipo-espaco
fechada de uma variedade de Lorentz temporalmente orientada M e x
M"™ x (—¢,e) — M uma variagao de x. Entao,

OH —
na‘t:() = Afo — {RZC(N, N)+ | A ‘2}f0 — 7’L< WT, VH>, (32)
onde Ric denota o tensor Ricci de M, A a sequnda forma fundamental de x
com respeito a N, H = —%tr(A) a curvatura média de x e VH o gradiente de

H na métrica original de M.

Demonstracgao: Por simplicidade, nos calculos seguintes usaremos o caso
t = 0 sempre que for conveniente, nao fazendo mencao especial a este uso.
Sejam p € M e {e;} um referencial mével numa vizinhanga U C M de p,
geodésico em p. Diagonalizando A em p, com Ae, = A\peg para 1 < k < n.
Estendendo N e os e, a uma vizinhanca de p € M, tal que (N,e;) = 0 e
(Vner)(p) = 0. Entao

oH i 0A
o T o
Z<8Ae o)
- = = €k €k
— Ot
= _Z<(v%14)€k,€k>
k
= _Z{<vf&§f4€k,€k) — (AVaxeg, e )}
k
s = — 0X
- g(th(VekN,e”—i—Z(AVekE,ek%
usamos na ultima igualdade que [%—f,ek] = 0 o que implica que 7%38—)5 —

?%x er € assim obtemos a ultima igualdade. Agora fazendo
t

= Z<v%vek1\f’ ek> ell = Zk<Av€k%_)t(7€k>
k
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temos

= 6k<vaxN, €k>

(9X —
= 815 <N€k> <N,V%€k>
= _€k<N7V%ek>
— 0X
= —€k<N7vekE>
0X 0X
= _€k€k<N 8—>+6k<v N E)t >
= erer(fo) +en( Ve, N, foN+ W)
= erer(fo) + ex( Ve, N,WT)

= ekek(fo) + <v3kvekN7 WT> - <A€k7vekWT>'

Usando a definicao de I, temos

Portanto,

0X

17

= 0X
A -
zk:< ek”VEk at >

> (Aey,, Ver(foN +W7))

Z< A@k, fovekN> + Z< Aek,vekWT >
k

k

—fo | AP +) (Aey, VeW™).
k

nghzo = —Ric(W,N)+ Afo—fo| AT +Z<vekvek‘]\f’ W), (3.3)
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Agora, sendo W = " aye; + foN e Aey = Zj h;re;, ficamos com
Ric(W,N) = Zalec ,e1) + foRic(N, N)

- Zal ekael €k, >+f0m(N7N)7

onde R estenda o tensor curvatura de M. Como (Vye;)(p) = 0, temos

<}_%(6k7€l)€k7N> p <vezvekek _vek el€k7N> D

de modo que

R_ZC(VV, N)p Z alel hkk Z (0%1&% hkl) + fORZC(N N) (34)

Da mesma forma

al<VekVekN,el) = al(VekVekN,eﬁ
= —oq( Ve, Aep,ep)

= —a ) (Ve e er)

j

= —ar ) {enlhug)dy + hig(Veej e}
j

= —alek(hkl).

Assim,
S UV N W) = =3 " aper(hi). (3.5)

Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.3) temos

OH _
nﬁh:o = —Zalez(hkk) — foRic(N,N) + Afo— fo | A?

= —W'nH) - foRic(N,N)+Afo— fo | A|*.

——n+1

Proposicao 3.3 Seja M wma variedade de Lorentz e x - M™ — M

uma hipersuperficie tipo-espaco fechada com curvatura média constante H. Se
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X M™x (—g,e) — M ¢ uma variagao de x, com fi(-) = f(t,-) como

anteriormente, entao
70 = [ foldMfo = (RaelN, N+ | A fo}aM. (36)
M
Demonstracao: Como H = Hy = H,, segue, pelo Lema 3.3, que

J'(t) = /M n(H, — H)f,dM,.

Derivando novamente com respeito a t, ficamos com

" oH 0
J (t)(fo) = M”ghofodM0+/Mn(Ho—H)a(fthtﬂto

0H
= n— |¢=o fod M.
g =0l
Assim, a relagao (3.3) é agora dada por (3.6).

Segue, pelo resultado anterior que J*(0) = J"(0)(fo) depende somente de
fo € C=(M).

——n+1

Definigao 3.2 Seja M uma variedade de Loventz e x : M" —s MM
uma hipersuperficie tipo-espaco fechada com curvatura média constante H.

Dizemos que x € fortemente estdvel se, para toda fun¢io g € C°(M), temos

J'(0)(9) < 0.
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Capitulo 4

Campo de Vetores Conformes

Seja M uma variedade de Lorentz. Um campo de vetores V' em M
chamado conforme se Ly g = 2i(,) para alguma funcdo ¢» € C=(M), onde L
é a derivada de Lie de uma métrica Lorentziana de M. A funcéo v é chamada

fator conforme de V. Uma vez que Ly (X) = [V, X] para todo X € x(M),

segue pelo caréter tensorial de Ly que V € x(M) é conforme se, e somente se,

(VxV,Y) 4+ (X, VyV) = 20(X,Y), (4.1)

para quaisquer X,Y € x(M). Em particular, dizemos que V' é um campo de

Killing relativamente a g se, e somente se, ¥ = 0.

Definicao 4.1 Uma variedade de Lorentz ! possuindo um campo de ve-
tores tipo-tempo conforme globalmente definido € chamada espaco-tempo con-

formemente estaciondrio.

Proposicao 4.1 Seja M uma variedade de Lorentz conformemente esta-
ctondria, com um campo de vetores conforme V' tendo fator conforme dado por
P M R Seja também x : M"™ — M uma hipersuperficie tipo-
espaco de Mnﬂ, e N apontando para o futuro um campo unitdrio de vetores

normais globalmente definido em M™. Sen = (V,N), entdo:
An=n(V,VH) +n{Ric(N,N)+ | A "} + n{H¢ = N()}, (4.2)

onde Ric denota o tensor Ricci de M, A a sequnda forma fundamental de x
com respeito a N, H = %tr(A) a curvatura média de v e VH o gradiente de

H na métrica de M.
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Demonstragao: Fixe p € M e seja {ex} um referencial mével ortonor-
mal em M, geodésico em p. Estenda e, a uma vizinhanca de p € M, daf

(Vner)(p) =0, e seja
V= Zalel — 7]N
l

Entao,

=(V,N)=er(n) = e((V.N))

Com isso, temos que
An = Zek(ek(n))
= Zek (Aep, V) + (N, V., V)

- _Zek<Aek, —I—Zek (N, V. V)
k
= —Z<vekz4€k, _Z<A6k7vekv>

k k
= =3 (Ve Aer, V)= (Ae, Vo, V) =Y (Ae, V,N)
k k k

Portanto,
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Agora derivando Aey = >, hye; com respeito a e, e aplicando em p, temos
Z<vekAek7V> = Z(vek(zhklel)7v>
k k 1

= Zek(hkl><elav> +Z(hkz)<vek€l,v>
k,l k,l

= Z aex(hg) + Z(hkz)(vekel, Z aje; —nN)
kil k,l 1

= Z aer(hw) + Z(hkzﬂvek@l, e ) — Z(hkl)<vekela77N>
kil k,l

k.l

k.l k,l

= Z alek(hkl) - Z(hkl)(hkl)n
k,l k,l

= Z Ozlel<hk1) - Z(hkl)gn
k,l k,l

= > exlhw) —n| AP (4.4)
el
Onde utilizamos que

ex(n) = ex((V,N))

Tome v = ¢;, obtemos entao que

Gk(<61,N>) = <7€kel,N> — <€l,A6k>

Além do mais,
Aek = thlel = <A€k,6l> = hy,.
l

Voltando a demonstragao, vamos requerer ainda mais que {e;} é um referencial

geodésico em p que diagonaliza A, isto é, Aep, = A\rep em p, deste modo
Z< Aek,vekV) = Z /\k< €L, Vekv>
k k
= D M
k
= —nH. (4.5)
Pois H = =tr(A), e —nH = tr(A) = >, M.

36



Agora, por (4.1), substituindo X =Y = e, temos
(Ve Vier) + (ex, Ve, V) = 20(ex,e) = (V. V,er ) = .
Observe que
(VaVier) + (N, Ve, V) =2¢p(N,e,) =0,

para todo k.

Derivando a relacao acima na direcao ey, ficamos com

0 = ex((VaV,er)+ (N, V., V)
= (V. VnVier) +{(VNV.Veer) + (Ve N,V V)+ (N, V., V., V),

Onde, em p, temos

<VNVY,VB,€€]€> = (vNV,—VekeMN,NM
= —(VnV,(Ve.er, N)N)

- —<VNV,)\kN>
= At
Afinal,
(VxVY)+ (X, VyV) = 2¢(X,Y)
= (VNV,N)=9(N,N).
Agora,

(Ve,N, V., V) = (—Ae, V., V)
= < _)\kek7vekv>
= _)\k<ek‘7vekv>

A,

Assim, obtemos a seguinte expressao

(Ve . VaVier)+ (N, V, V., V)=0. (4.6)
Sendo
[N, exl(p) = (Vner) () = (Ve N)(p) = Awer(p).
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Segue de (4.6) que

(R(N,ex)V,er )y

mas
>NV
k
Finalmente,
Ric(N,
e

(R(ex,e)er, Ny

Dai

R’LCNV

Segue de (4.7) que

Ve VNV = VnVe,V + VinegVier )y
—(VaV., Vek> +{(VinegVser )p

7 kekV €k>
N< vek‘/’ €k >P + )‘k<vek‘/a €k >p
_<N7 vekvekv>1’ - N(¢) + A,

ekvekv >P = —nN(TP) - nH¢ - R_ZC(Nv V)p' (4'7)

V)

I
8
B
Y
o
&
=

|

3
=
3
=
=

el<vekek>N>p - <v€kek7v€lN>p - €k<vezek7N>p

—€l<€k,vekN>p —+ ek<ek,VeZN)p
€l(hkk) - €k(Hkl)-

ZO&[@[ hkk Zalek(hkl) - U%(N, N)p
k,l

Y ANV Ve V) = —nN@)—nH+ VT (nH)+> " aer(hu) +nRic(N,N).

k

" (4.8)

Por fim, substituindo (4.4),(4.5) e (4.8) em (4.3), obtemos a férmula (4.2)

procurada.
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Capitulo 5
Aplicacoes

Uma classe particular de espaco-tempo conformemente estacionario é o
espago-tempo Robertson- Walker Generalizado [1], que é por definigao, produto
warped M =7 X4 F™ onde I C R é um intervalo com métrica —dt?, F"
¢ uma variedade Riemanniana de dimensional n e ¢ : [ — R é uma funcao
positiva e diferencidavel. Para tal espaco, seja my : M ST a projecao

canonica no primeiro fator. Entao o campo de vetores

0
V= (925071—1)5157

é conforme, tipo-tempo e fechado (no sentido que sua 1-forma dual é fechada),
com fator conforme 1) = ¢, onde o (') denota a diferencial com respeito a t.
Além disso, de acordo com [13], para ty € I, orientando a folha (tipo-espago)
M} = {to} x F" por um campo de vetores N normal unitario apontando para
o futuro, segue que M,, possui curvatura média

_ ¢ (to)
P(to)

Se M =1 X4 F™ ¢ um espaco-tempo Robertson-Walker generalizado,
ex: M" — M ¢ uma hipersuperficie tipo-espago completa de M tal
que ¥ oy é limitada em M, entdo 7p|y : M™ — F™ é necessariamente uma
aplicacdo recobrimento [1]. Em particular, se M™ é fechada, entao pelo Lema

2.1 F™ é também fechada.

Corolario 5.1 Sejam Mt =1 X F™ um espago-tempo Robertson- Walker
generalizado e x : M" — M ¢ uma hipersuperficie tipo-espaco de WH,

tendo curvatura média constante H. Seja também N wum campo de vetores
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normal, unitario, apontando para o futuro, globalmente definido em M"™. Se

V= (@om) o en={V.N), entio

A= (RN, Ny | A Phn+n{Ho +6'(N, )}, (5

onde, por abuso de notagdo, vamos considerar ¢ = ¢ o ((77)|ar) e também

¢ =¢" o((mr)|m)-

Demonstracao: Seja ¢ = ¢ o ((77)|ar), onde

n = (V,N)
0
= {(@om)g N)
0
- <¢§7 N>
0
= ¢(N, &y
Agora por (4.2) e de H = gi((tt;))’ temos que

An = n(V,VH) +n{Ric(N,N)+ | A [’} + n{Hy — N(¢)}
= n(V,VH) +n{Ric(N,N)+ | A’} + n{H¢ — N(¢)}

o <t0)¢<t0¢2(t_0)¢;/(t0)¢/(t0)> + n{Ric(N,N)+ | A |*} + n{H¢' — N(¢')}

= n{Ric(N,N)+ | A’} +n{H¢ — N(¢)}.

= n(V,

Note que

— = 0.0

o, .0
_E(QS)E
w0

= _¢ au

da definicao de gradiente. Temos também que

N(@) = (N,¥9)
— (N6
= —¢ (N,E).
Portanto,
A = {Rie(N, N)+ | A Py +n{Ho + (N, 0},
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Agora podemos provar o resultado principal,

Teorema 5.1 Sejam M =1 X o F™ um espago-tempo Robertson- Walker
generalizado, e x : M" — M uma hipersuperficie tipo-espaco fechada
de M com curvatura média constante H. Se a fungao warping ¢ satisfaz
¢ > max{H&,O} e M™ ¢ fortemente estdvel, entao M™ ¢ maximal ou uma

folha tipo-espago M, = {to} X F para algum ty € I.

Demonstracao: Como M™" é fortemente estével, temos

0> 7' (0)(g) = /M 9{Ag — (Bie(N, N)+ | A P)ghdi,

para toda fungdo g € C*°(M). Em particular, para n = (V, N), onde V =

0
(aﬁom)a, eg=-n=—(V,N).

Logo,
0

Ag = {Ric(N,N)+ | A Pyg —n{H¢ + ¢ (N, gz

Portando, substituindo a expressio acima na férmula para J* (0)(g), temos

0 > /M o{Ag — (Ric(N, N)+ | A [?)ghdM

[ RN, N0+ | A P)g — n{HS + 6N, 51} — (RE(N. M)+ | AP)gdt

v

v

/ —gn{H¢ +¢"<N,%>}dM
M
a ’ 1 a
> [ oty g HG + "N )
8 ’ 1" a
[ SN SIS + 8N, gjau.

0
Sendo 6 o angulo hiperbdlico entre N e g segue pela desigualdade inversa

de Cauchy-Schwarz que coshf > —(N, %>,

N e e sao colineares em todo ponto, isto é, se, e somente se, M™ é uma folha

com coshf = 1 se, e somente se,

tipo-espaco My, para algum ¢y € I. Dal,

0> / pcosh@{—H¢ + ¢ coshf}dM.
M

Note que —H¢ +¢" coshf > —¢" +¢" coshb, pois da hipétese que ¢ > H¢'

obtemos
pcosht(—H¢ + ¢"cosh9) > ¢¢ coshl(coshb — 1).
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Portanto,

0 > /¢cosh9(—H¢l+¢”cosh9)dM
M

> / ¢ coshb(coshf — 1)dM > 0,
M

e, assim,

¢ (coshf —1) =0

¢ =Ho,

em M.
Se, para algum p € M, temos ¢ (p) = 0, entdo ¢ H = 0 em p. Se H # 0,

entdo ¢ (p) = 0. Mas, se isto ocorre, entdo a Proposicio 7.35 [12] garante que

— 8_¢ B
Vig =gV =0

/

em p para algum V', e M ¢ totalmente geodésica em p. Em particular, H = 0,

o que é uma contradicao.

Portanto, ¢ (p) = 0 para algum p € M, e M é maximal, ou ¢ # 0 em

todo ponto de M, donde cosh @ = 1 sempre, e M é uma folha umbilica tal que
¢// — qul.

(t
Se a folha My, possui curvatura média H = ¢ (to) com respeito a N = —

o(to) ot’

¢ imediato que podemos tomar ¢(t) = cosht ou ¢(t) = €' no teorema. Em

particular o espaco de Sitter R X .oqn¢S™ satisfaz as hipdteses do nosso teorema.
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