
UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARÁ
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TIPO-ESPAÇO EM FOLHEAÇÕES

ESPAÇO-TEMPO

Dissertação submetida à Coordenação do
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Departamento de Matemática, Fortaleza, 2009.
CDD 516.36



Dedicatória
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bondade de várias maneiras, provando ainda que seus servos serão sempre
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Resumo

Dado um espaço-tempo M
n+1

= I ×φ F n Robertson-Walker generalizado

onde φ é a função warping que verifica uma certa condição de convexidade,

vamos classificar hipersuperf́ıcies tipo-espaço fortemente estáveis com curva-

tura média constante. Mais precisamente, vamos mostrar que, considerando

x : Mn −→M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço fortemente estável, fechada

imersa em M
n+1

com curvatura média constante H, se a função warping φ

satifaz φ
′′ ≥ max{Hφ′

, 0} ao longo de M , então Mn é maximal ou uma folha

tipo-espaço Mt0 = {t0} × F , para algum t0 ∈ I.

Palavras-chave: Hipersuperf́ıcie tipo-espaço. Fortemente Estável. Espaço-

tempo.



Abstract

Give a generalized M
n+1

= I ×φ F n Robertson-Walker spacetime whose

warping function verifies a certain convexity condition, we classify strongly

stable spacelike hypersurfaces with constant mean curvature. More precisely,

we will show that given x : Mn → M
n+1

a closed, strongly stable spacelike

hypersurfaces of M
n+1

with constant mean curvature H, if the warping func-

tion φ satisfying φ ≥ max{Hφ′
, 0} along M is either maximal or a spacelike

slice Mt0 = {t0} × F , for some t0 ∈ I.

Keywords: Hypersurfaces space-like. Stongly stable. Space-time.
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Introdução

As hipersuperf́ıcies tipo-espaço com curvatura média constante em variedades

de Lorentz têm sido de grande interesse nos últimos anos, tanto pelo ponto

de vista f́ısico quanto matemático. Em [1], os autores estudaram a unicidade

de hipersuperf́ıcies com curvatura média constante (CMC) em espaço-tempo

Robertson-Walker generalizado (GRW), a saber, produto warped Lorentz com

base negativa definida de dimensão 1 e fibra Riemanniana. Eles provaram

que em um espaço-tempo obedecendo a condição de convergência tipo-tempo

(isto é, a curvatura Ricci é não-negativa nas direções tipo-tempo), toda hiper-

superf́ıcie tipo-espaço compacta com CMC deve ser umb́ılica. Recentemente,

Aĺıas e Montiel obtiveram, em [2], mais uma condição geral para a função

warping f que é suficiente a fim de garantir a unicidade. Mais precisamente,

eles provaram o seguinte:

Teorema: Seja f : I → R uma função diferenciável positiva definida

num intervalo aberto, tal que ff
′′ − (f

′
)2 ≤ 0, isto é, tal que a função −logf

é convexa. Então, as únicas hipersuperf́ıcies tipo-espaço compacta imersas

num espaço-tempo Robertson-Walker generalizado −I×fF n e tendo curvatura

média constante são as folhas {t}× F , para uma (necessariamente compacta)

variedade Riemanniana F .

Algumas questões envolvendo a estabilidade de hipersuperf́ıcies compacta

CMC em espaço Riemanniano foram estudadas por Barbosa e do Carmo em

[3], e Barbosa, do Carmo e Eschenburg em [4]. Eles introduziram a noção de

estabilidade e provaram que esferas são estáveis somente para pontos cŕıticos

da função área para variações preservando balanço-volume. No caso de hiper-

superf́ıcies tipo-espaço em variedade de Lorentz, Barbosa e Oliker provaram

em [5] que hipersuperf́ıcies tipo-espaço CMC são pontos cŕıticos da variação

preservando balanço-volume. Além disto, para o cálculo da fórmula da segunda
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variação eles mostraram que esferas CMC mergulhadas num espaço de Sitter

Sn+1
1 maximizam a função área para tal variação. Nesta dissertação será dada

uma caracterização de hipersuperf́ıcies tipo-espaço CMC num espaço-tempo

GRW, fortemente estável, ferramenta essencial para se provar a existência de

uma fórmula para o laplaciano de uma nova função suporte, que foi obtido no

caso Riemanniano por Fornari e Ripoll em [11] . Mais precisamente apresen-

taremos a prova do seguinte teorema enunciado em [6].

Teorema: Seja M
n+1

= I ×φ F n um espaço-tempo Robertson-Walker

generalizado, e x : Mn −→ M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço fechada

de M
n+1

com curvatura média constante H. Se a função warping φ satisfaz

φ
′′ ≥ max{Hφ′

, 0}, e Mn é fortemente estável, então Mn é maximal ou uma

folha tipo-espaço Mt0 = {t0} × F para algum t0 ∈ I.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo objetiva estabelecer as notações que serão utilizadas nos de-

mais caṕıtulos desta dissertação, bem como resultados que faremos uso pos-

teriormente. Para maiores datalhes, indicamos como referências [9], [10] e

[12].

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita. Uma forma bilinear simétrica

b = 〈 , 〉 : V × V → R é dita:

• Positiva definida: se 〈 v, v 〉 > 0 para todo v ∈ V − {0}.

• Negativa definida: se 〈 v, v 〉 < 0 para todo v ∈ V − {0}.

• Não-degenerada: se 〈 v, w 〉 = 0 para todo w ∈ V implica que v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V , um subespaço W de V é dito

não-degenerado se b|W×W : W ×W → R for não-degenerada.

O ı́ndice de uma forma bilinear simétrica b sobre V é a maior dimensão de

um subespaço W de V tal que b|W×W : W ×W → R seja negativa definida.

Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V e um subespaço W de V ,

definimos o complemento ortogonal W⊥ de W em V por:

W⊥ = {v ∈ V ; 〈 v, w 〉 = 0,∀w ∈ W}.

13
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Lema 1.1 Sejam b uma forma bilinear simétrica sobre o espaço vetorial de

dimensão finita V e W um subespaço de V , então:

(a) b é não-degenerada se, e somente se, sua matriz com respeito a uma base

de V for invert́ıvel. Deste modo, ela será invert́ıvel com respeito a qual-

quer base.

(b) Se W é não-degenerado, então dim(W )+dim(W⊥) = dim(V ) e (W⊥)⊥ =

W .

(c) W é não-degenerado se, e somente se, V = W ⊕W⊥. Em particular, W

é não-degenerado se, e somente se, W⊥ for não-degenerado.

No que segue, supomos que b = 〈 , 〉 é uma forma bilinear simétrica e

não-degenerada sobre o espaço vetorial real V . Em relação a b, dizemos que

v ∈ V − {0} é:

1. Tipo-tempo, quando 〈 v, v 〉 < 0;

2. Tipo-luz, quando 〈 v, v 〉 = 0;

3. Tipo-espaço, quando 〈 v, v 〉 > 0.

Analogamente, define-se o que significa para um subespaço não-degenerado

W de V ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaço. Se v ∈ V −{0} não for tipo-

luz, define-se o sinal εv ∈ {−1, 1} de v por

εv =
〈 v, v 〉
| 〈 v, v 〉 |

.

A norma de v ∈ V é | v |=
√
εv〈 v, v 〉 e v é unitário se | v |= 1. Seja {ei}

uma base de V ortonormal com respeito a b, isto é, 〈 ei, ej 〉 = εiδij, onde εi é o

sinal de ei (cf. [12], lema 2.24). Desse modo a expansão ortonormal de v ∈ V
com respeito a {ei} é dada por

v =
n∑
i=1

εi〈 v, ei 〉ei. (1.1)

Sejam V um espaço vetorial no qual uma forma bilinear simétrica e não-

degenerada b = 〈 , 〉 de ı́ndice 1 está definida, e τ = {u ∈ V ; 〈u, u 〉 < 0}. Para

cada u ∈ τ , definimos o cone tipo-tempo ou cone temporal de V contendo u

por C(u) = {v ∈ τ : 〈u, v 〉 < 0}.
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Definição 1.1 Um tensor métrico sobre uma variedade diferenciável M é um

2-tensor covariante e simétrico g sobre M , tal que gp é não degenerado para

todo p ∈M . Uma variedade semi-Riemanniana M é um par (M, g) onde M é

uma variedade diferenciável e g = 〈 , 〉 é um tensor métrico de ı́ndice constante

sobre M .

Definição 1.2 Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p ∈ M e σ ⊂
TpM um subespaço de dimensão 2 não-degenerado de TpM . O número

K(σ) =
〈R(v, w)v, w 〉

〈 v, v 〉〈w,w 〉 − 〈 v, w 〉2
,

independente da base escolhida {v, w} de σ, e é denominado curvatura secci-

onal de M em p segundo σ.

Definição 1.3 Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional

constante se, para cada p ∈M , os números K(σ) da definição acima indepen-

derem do subespaço de dimensão 2 não-degenerado σ de TpM .

Aproximando subespaços de dimensão 2, degenerados σ de TpM através de

subespaços não-degenerados, pode-se mostrar que o fato de M ter curvatura

seccional constante determina seu tensor curvatura R. Mais precisamente, se

M tiver curvatura seccional constante c, então

R(X, Y )Z = c[〈X,Z 〉Y − 〈Y, Z 〉X]. (1.2)

Para todos X, Y, Z ∈ χ(M).

Se o ı́ndice v de M é zero, M é dita uma variedade Riemanniana; quando

v = 1, M é dita uma variedade de Lorentz (ou espaço-tempo).

Definição 1.4 Seja M uma variedade de Lorentz. Uma aplicação τ , que as-

socia a cada p ∈ M um cone tipo-tempo τp em TpM é suave se, para cada

p ∈M , existem uma vizinhança aberta U de p e V ∈ χ(U), tais que V (q) ∈ τq
para todo q ∈ U . Caso uma aplicação τ exista, diz-se que M é temporalmente

orientável.

Proposição 1.1 Uma variedade de Lorentz M é temporalmente orientável se,

e somente se, existir um campo de vetores tipo-tempo K ∈ χ(M).
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Demonstração: Se existe K ∈ χ(M) tipo-tempo defina τp = C(K(p))

Reciprocamente, seja τ uma orientação temporal de M . Como τ é dife-

renciável, cada ponto p ∈ M possui uma vizinhança U em M na qual está

definido um campo de vetores tipo-tempo KU tal que KU(q) ∈ τq, para cada

q ∈ U . Sejam agora {Uα} uma tal cobertura de M e {fα} uma partição da

unidade estritamente subordinada a {Uα}. Obtemos então,

K =
∑
α

fαKUα ∈ χ(M)

tipo-tempo, o que conclui a prova.

Seja τ uma orientação temporal para M , e V ∈ χ(M). Se V (q) ∈ τq,

para todo q ∈ M , diz-se que V aponta para o futuro. Da mesma forma, se

−V (q) ∈ τq para todo q ∈ M , diz-se que V aponta para o passado. Assim,

sendo K uma orientação temporal para M temos que um campo vetorial tipo-

tempo V sobre M aponta para o futuro (passado) se, e somente se, 〈V,K 〉 < 0,

(〈V,K 〉 > 0).

1.2 Hipersuperf́ıcies tipo-espaço

Seja (M
n+1

, 〈 , 〉) uma variedade de Lorentz de dimensão n+ 1. Uma imersão

suave ψ : Mn −→ M
n+1

de uma variedade diferenciável e conexa M de di-

mensão n é dita uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço se a métrica induzida em M

pela imersão ψ for Riemanniana. Neste caso, denotaremos por 〈 , 〉 a métrica

de M .

Proposição 1.2 Seja Mn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço de uma variedade

de Lorentz temporalmente orientada M
n+1

. Então Mn admite um campo ve-

torial normal unitário (diferenciável) N ∈ χ(M)⊥, apontando para o futuro.

Em particular, Mn é orientável.

Demonstração: Fixe um campo K ∈ χ(M) que dá a orientação temporal

de M , e observe que, para todo p ∈ M , o conjunto de todos os vetores tipo-

tempo v ∈ TpM é a união disjunta de C(K(p)) e C(−K(p)). Tome, em cada

p ∈M , um vetor unitário N(p) ∈ TpM⊥. Como N(p) é tipo-tempo, trocando

N(p) por −N(p) se necessário, podemos supor que N(p) ∈ C(K(p)). Deste

modo, definimos unicamente um campo vetorial normal unitário N em M ,



apontando para o futuro. Para mostrar que tal campo é diferenciável, fixe

p ∈ M e tome um referencial móvel {ei} numa vizinhança aberta e conexa U

de p em M . Então N = K −
∑n

i=1〈K, ei 〉ei é suave e normal a M em U , com

〈N,N 〉 = 〈N,K 〉 = 〈K,K 〉 −
n∑
i=1

〈K, ei 〉2.

Mas 〈K,K 〉 =
∑n

i=1〈K, ei 〉2 − 〈K,N 〉2, onde 〈N,N 〉 = −〈K,N 〉2 < 0.

Portanto, N(q) ∈ C(K(q)), para cada q ∈ U , e N = N
|N | é diferenciável.

Definição 1.5 Se U é um subconjunto aberto de Rn, uma k-folha de U é um

subconjunto da forma

S = {(x1, ..., xk, xk+1, ..., xn) ∈ U ;xk+1 = ck+1, ..., xn = cn}

para ck+1, ..., cn ∈ R.

Feita a escolha da orientação temporal N da hipersuperf́ıcie tipo-espaço

ψ : Mn −→ M
n+1

imersa num espaço-tempo, denotaremos também por N

a aplicação normal de Gauss de M . Denotamos por ∇ e ∇ as conexões de

Levi-Civita, do mesmo modo, R e R denotão os tensores curvatura de M e

M , respectivamente. Para todos X, Y ∈ χ(M) tem-se ∇XY = (∇XY )T , onde

T denota a componente tangente. Assim,

∇XY = ∇XY + α(X, Y ), (1.3)

onde α : χ(M)×χ(M) −→ χ⊥(M) é a segunda forma fundamental da imersão

ψ. Uma vez que α é C∞(M)-bilinear e simétrica, definindo

〈AX, Y 〉 = 〈α(X, Y ), N 〉,

obtemos um campo A : χ(M) −→ χ(M) de operadores lineares auto-adjuntos

Ap : TpM −→ TpM (p ∈ M), chamados operadores da segunda forma funda-

mental da imersão ψ. Não é dif́ıcil verificar que

AX = −∇XN

e

α(X, Y ) = −〈AX, Y 〉N.

17



Proposição 1.3 Seja ψ : Mn −→ M
n+1

uma imersão isométrica . Então,

para quaisquer campos de vetores X, Y, Z ∈ χ(M), temos as seguintes equações:

• Equação de Gauss

R(X, Y )Z = (R(X, Y )Z)T + 〈AY,Z 〉AX − 〈AX,Z 〉AY (1.4)

• Equação de Codazzi

(R(X, Y )N)T = (∇XA)Y − (∇YA)X (1.5)

1.3 Espaço-tempo de Robertson-Walker Ge-

neralizado

Sejam F n uma variedade Riemanniana conexa orientada de dimensão n, I ⊂ R

um intervalo aberto e f : I −→ R uma função diferenciável positiva. Considere

a variedade produto M
n+1

= I×F n, denotemos πI e πF as projeções canônicas

sobre os fatores I e F , respectivamente. Munindo M com a métrica

〈 , 〉 = −π∗I (dt2) + f 2(πI)π
∗
F (〈 , 〉F ), (1.6)

obtemos uma classe importante de variedade de Lorentz a qual é denomi-

nada um espaço-tempo de Robertson-Walker Generalizado (GRW), que será

denotada simplesmente por M
n+1

= −I ×f F n. Em particular, se F n tem

curvatura seccional constante, M
n+1

= −I×f F n é denominado classicamente

um espaço-tempo de Robertson-Walker (RW), para maiores detalhes veja [12].

Observemos que, se M
n+1

= −I×f F n é um espaço-tempo GRW, o campo

de vetores

K = f∂t = (f ◦ πI)∂t, (1.7)

é conforme fechado, com fator conforme φ = f
′
, onde (′) denota a derivação

com respeito a t ∈ I.

18



Caṕıtulo 2

Hipersuperf́ıcies tipo-espaço

imersas num espaço-tempo

Considerando M
n+1

= −I ×f F n um espaço-tempo GRW. E, por simplici-

dade, escrevemos a métrica de M
n+1

como

〈 , 〉 = −dt2 + f 2(t)〈 , 〉F ,

onde 〈, 〉F denota a métrica Riemanniana de F .

Seja ∂t = ( ∂
∂t

)(t,q), t ∈ I, q ∈ F um campo de vetores tipo-tempo unitário

globalmente definido em −I ×f F n.

Assim, dada uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço M , existe um único campo

unitário normal tipo-tempo N globalmente definido em M , que é alguma

tempo-orientação em ∂t, tal que

〈 ∂t, N 〉 ≤ −1, (2.1)

onde, ∂t e N são unitários, e por [12](Cap.05. Prop.30-1), obtemos o resultado

acima.

Sejam ∇ e ∇ conexões de Levi-Civita de −I ×f F n e M , respectivamente.

Então a fórmula de Gauss e Weingarten para hipersuperf́ıcies em −I ×f F n

são dadas, respectivamente por

∇XY = ∇XY − 〈AX, Y 〉N (2.2)

e

A(X) = −∇XN. (2.3)

19



Para quaisquer campos de vetores tangentes X, Y ∈ χ(M).

A curvatura média de M é definida por

H =
−1

n
tr(A), (2.4)

onde A : χ(M)→ χ(M) define o operador forma de M com respeito a N .

Portanto H(p) > 0 no ponto p ∈ M se, e somente se, H(p) é alguma

tempo-orientação em N .

Lema 2.1 Seja −I ×f F n um Espaço-tempo (GRW), dáı:

• Se um Espaço-tempo Robertson-Walker generalizado −I ×f F n admite

uma hipersuperf́ıcie compacta, então a fibra F é necessariamente com-

pacta.

• Se o recobrimento universal da fibra de um espaço-tempo Robertson-

Walker generalizado −I ×f F n é compacto, então toda hipersuperf́ıcie

tipo-espaço completa tal que f(πI) é limitada deve ser necessariamente

compacta.

Lema 2.2 Seja f : I −→ R uma função diferenciável definida num inter-

valo aberto tal que ff
′′ − (f

′
)2 ≤ 0, isto é, tal que −logf é convexa, e seja

−I×f F n um espaço-tempo GRW com fibra Riemanniana F (necessariamente

compacta). Então a curvatura média de toda hipersuperf́ıcie tipo-espaço com-

pacta imersa em −I ×f F n satisfaz

minH ≤ (logf)
′
(tmax) ≤ (logf)

′
(tmin) ≤ maxH, (2.5)

onde tmin e tmax denotam, respectivamente, os valores mı́nimo e máximo de

πI |M= πI ◦ ψ em M .

Demonstração: Consideremos π = πI |M= πI ◦ ψ, que é uma função

diferenciável em M , p ∈M e v ∈ TpM .

〈 gradπ, v 〉 = 〈
∑
i

(Ei(π))Ei, v 〉

= 〈
∑
i

(Ei(πI ◦ ψ))Ei, v 〉

= 〈−∂Tt , v 〉

⇒ gradπ = −∂Tt ,
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onde ∂Tt ∈ χ(M) denota a componente tangente de ∂t, isto é,

∇π = −∂Tt = −∂t − 〈 ∂t, N 〉N. (2.6)

Por [12](Cap.7, Prop.35 -3), temos que

∇Z∂t = −(〈Z, ∂t 〉/f)gradf = (logf)
′
(πI)Z

F , (2.7)

para todo campo de vetores Z em −I×f F n, onde ZF denota a projeção Z na

fibra (F n, 〈 , 〉F ), isto é, ZF = Z + 〈Z, ∂t 〉∂t.

Tomando a derivada covariante em (2.6) e usando (2.2) e (2.3), obtemos

por (2.7) que

〈∇X∇π, Y 〉 = 〈∇X(−∂t − 〈 ∂t, N 〉N), Y 〉

= 〈−∇X∂t −X(〈 ∂t, N 〉)N − 〈 ∂t, N 〉∇XN, Y 〉

= 〈−∇X∂t − 〈AX, ∂t 〉N −X(〈 ∂t, N 〉)N − 〈 ∂t, N 〉(∇XN), Y 〉

= 〈−∇X∂t − 〈 ∂t, N 〉∇XN, Y 〉

= −〈∇X∂t, Y 〉 − 〈 ∂t, N 〉〈∇XN, Y 〉

= −〈∇X∂t, Y 〉+ 〈 ∂t, N 〉〈AX, Y 〉

= −〈 (logf)
′
(π)XF , Y 〉+ 〈 ∂t, N 〉〈AX, Y 〉

= 〈−(logf)
′
(π)(X + 〈X, ∂t 〉∂t), Y 〉+ 〈 ∂t, N 〉〈AX, Y 〉

= 〈−(logf)
′
(π)X − (logf)

′
(π)〈X, ∂t 〉∂t, Y 〉+ 〈 ∂t, N 〉〈AX, Y 〉

= 〈−(logf)
′
(π)(X + 〈X, ∂t 〉∂Tt ) + 〈 ∂t, N 〉AX, Y 〉,

para quaisquer X, Y ∈ χ(M).

Portanto

∇X∇π = −(logf)
′
(π)(X + 〈X, ∂t 〉∂Tt ) + 〈 ∂t, N 〉AX,

para todo campo de vetores X ∈ χ(M).
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Consideremos um referencial ortonormal {ei}, com isso, teremos

∆π =
∑
i

〈∇ei(∇π), ei〉

=
∑
i

〈−(logf)
′
(π)ei − (logf)

′
(π)〈ei, ∂t〉∂Tt + 〈∂t, N〉Aei, ei〉

=
∑
i

〈−(logf)
′
(π)ei, ei〉+

∑
i

〈−(logf)
′
(π)〈ei, ∂t〉∂Tt , ei〉+

∑
i

〈〈∂t, N〉Aei, ei〉

= −n(logf)
′
(π)− (logf)

′
(π)

∑
i

〈ei, ∂t〉∂Tt + 〈∂t, N〉
∑
i

〈Aei, ei〉

= −n(logf)
′
(π)− nH〈∂t, N〉 − (logf)

′
(π) | ∂Tt |2

= −n(logf)
′
(π)− nH〈∂t, N〉 − (logf)

′
(π) | ∇π |2

= −n((logf)
′
(π) +H〈∂t, N〉)− (logf)

′
(π) | ∇π |2,

ou seja,

∆π = div(gradπ) = −n((logf)
′
(π) +H〈 ∂t, N 〉)− (logf)

′
(π) | ∇π |2 . (2.8)

Sendo M compacta, existem pontos pmin e pmax ∈ M onde a função π atinge

o mı́nimo e o máximo, respectivamente, isto é

π(pmin) = minπ(p) = tmin ≤ tmax = π(pmax) = maxπ(p), p ∈M.

Em particular, pmin e pmax são pontos cŕıticos de π, e por (2.6) temos que

N(pmin) = (∂t)pmin e N(pmax) = (∂t)pmax .

Usando isto em (2.8) temos que

∆π(pmin) = −n((logf)
′
π(pmin)−H(pmin)) ≥ 0

e

∆π(pmax) = −n((logf)
′
π(pmax)−H(pmax) ≤ 0,

isto é,

0 ≤ ∆π(pmin) = −n((logf)
′
(tmin)−H(pmin))

= −n(logf)
′
(tmin) + nH(pmin).
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Assim, temos que

(logf)
′
(tmin) ≤ H(pmin) ≤ maxH.

Da mesma forma temos

0 ≥ ∆π(pmax) = −n((logf)
′
(tmax)−H(pmax))

= −n(logf)
′
(tmax) + nH(pmax).

Logo,

(logf)
′
(tmax) ≥ H(pmax) ≥ minH.

Portanto,

minH ≤ H(pmax) ≤ (logf)
′
(tmax) (2.9)

e

maxH ≥ H(pmin) ≥ (logf)
′
(tmin). (2.10)

Finalmente, sendo−logf convexa, então (logf)
′
é não crescente e, (logf)

′
(tmax) ≤

(logf)
′
(tmin), que juntamente com (2.9) e (2.10), resultam

minH ≤ (logf)
′
(tmax) ≤ (logf)

′
(tmin) ≤ maxH.

Corolário 2.1 (Generalização) Seja −I ×f F n um espaço-tempo GRW com

fibra riemanniana F (necessariamente compacta). Então a curvatura média

de toda hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta em −I ×f F n satisfaz minH ≤
(logf)

′
(tmax) e maxH ≥ (logf)

′
(tmin), onde tmin e tmax denotam respectiva-

mente, o mı́nimo e o máximo de πI |M = πI ◦ ψ em M .

Teorema 2.1 Seja f : I → R uma função positiva diferenciável definida

num intervalo aberto, tal que ff
′′ − (f

′
)2 ≤ 0, isto é, tal que −logf é con-

vexa. Então, as únicas hipersuperf́ıcies tipo-espaço imersas num Espaço-tempo

Robertson-Walker generalizado −I×fF n e com curvatura média constante são

as folhas {t}×F , para variedade Riemanniana F (necessariamente compacta).

Demonstração: Consideremos as desigualdades

minH ≤ (logf)
′
(tmax) ≤ (logf)

′
(tmin) ≤ maxH.
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Como, por hipótese a curvatura média é constante, então minH = maxH,

assim H = (logf)
′
(tmax) = (logf)

′
(tmin) e, portanto, (logf)

′
é constante em

[tmin, tmax], visto que (logf)
′

é não crescente em I, pois −logf é convexa.

Portanto,

H = (logf)
′
(π) =

f
′
(π)

f(π)
, (2.11)

em M e, assim, (2.8) se escreve como

∆π = −nH(1 + 〈 ∂t, N 〉)−H | ∇π |2 . (2.12)

Consideremos a função diferenciável u = g(π) onde g : I −→ R é uma função

crescente dada por

g(t) =

∫ t

t0

f(s)ds,

para t0 ∈ I fixado arbitrariamente.

Segue, então, por (2.11) e (2.12) que

∇u = g
′
(π)∇π

e, ainda,

∆u = g
′
(π)∆π + g

′′ | ∇π |2

= −f(π)nH(1 + 〈 ∂t, N 〉)− f(π)H | ∇π |2 +f
′
(π) | ∇π |2

= −nHf(π)(1 + 〈 ∂t, N 〉) + (f
′
(π)−Hf(π)) | ∇π |2

= −nHf(π)(1 + 〈 ∂t, N 〉),

pois f
′
(π)

f(π)
= H.

Além disso, 1+〈 ∂t, N 〉 ≤ 0 por (2.1). Consequentemente u é subharmônica

ou superharmônica em M , que é compacta. Deste modo, segue que u é cons-

tante na hipersuperf́ıcie, e sendo g crescente em I, temos que π é constante

em M , isto é, uma folha. Isto finalmente prova o teorema.
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Caṕıtulo 3

Hipersuperf́ıcies tipo-espaço

estáveis

Consideremos M
n+1

uma variedade de Lorentz, orientável, temporalmente

orientável, com métrica Lorentziana 〈 , 〉 e conexão semi-Riemanniana ∇.

Lema 3.1 Uma hipersuperf́ıcie M de uma variedade orientável M é orientável

se, e somente se, existe um campo de vetores normal unitário diferenciável

globalmente definido em M .(cf. [12], pág. 189)

Se x : Mn −→M
n+1

é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço de M
n+1

, então pelo

Lema 3.1 Mn é orientável e, portanto, podemos escolher um campo de vetores

normal globalmente definido em Mn, com a mesma orientação temporal de V ,

isto é, tal que

〈V,N 〉 < 0,

em M .

Uma variação de x é uma aplicação diferenciável definida por X : Mn ×
(−ε, ε) 7−→M

n+1
satisfazendo a seguinte condição:

(1) Para todo t ∈ (−ε, ε), a aplicação Xt : Mn −→ M
n+1

dada por Xt(p) =

X(t, p) é uma imersão tipo-espaço.

(2) Xt|∂M = x|∂M , para todo t ∈ (−ε, ε), se ∂M 6=.

Seja f = −〈 ∂X
∂t
, Nt 〉, onde Nt é o campo de vetores normal em M com

respeito a métrica induzida por Xt e tal que N0 = N , e seja, ft = f(t, ·). O
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campo variacional associado a variação X é o campo de vetores W = ∂X
∂t
|t=0,

que pode ser decomposto como

W = f0N +W T ,

onde W T representa a compotente tangente de W .

O balanço de volume da variação X é a função V : (−ε, ε) −→ R dada por:

V (t) =

∫
M×[0,t]

X∗dM,

onde dM denota o elemento de volume de M .

O funcional área A : (−ε, ε) −→ R associada a variação X é dada por:

A(t) =

∫
M

dMt,

onde dMt denota o elemento de volume da métrica induzida em M por Xt.

Note que dM0 = dM e A(0) = A.

Definição 3.1 Uma variação é normal se W é paralelo a N e preserva volume

se V (t) = V (0) para todo t.

Lema 3.2 Dada uma função diferenciável f : M −→ R com f |∂M = 0 e∫
M
fdM = 0, existe uma variação normal preservando volume onde o vetor

variação é fN .

Demonstração: Seja ϕ : (−ε, ε) ×M −→ R uma função diferenciável e

defina uma variação X : (−ε, ε)×M −→M por

X(t, p) = expx(p)ϕ(t, p)N, t ∈ (−ε, ε), p ∈M. (3.1)

X é uma variação normal com (∂X
∂t

)0 = (∂ϕ
∂t

)0N . Queremos mostrar que ϕ

pode ser tomada de modo que X satisfaça as condições do Lema.

Para isso, calculemos a função volume V (t) de X. Note que X = e ◦ ψ,

onde ψ : (−ε, ε)×M −→ R×M é a aplicação ψ(t, p) = (ϕ(t, p), p) e e(u, p) =

expx(p)uN , u ∈ R. Sendo E(u, p) = det(de(u,p)), obtemos

V (t) =

∫
[0,t]×M

X∗dM

=

∫
[0,t]×M

ψ∗e∗dM

=

∫
[0,t]×M

E(ϕ(t, p), p)
∂ϕ

∂t
(dM ∧ dt)

=

∫
M

(

∫ t

0

E(ϕ(t, p), p)
∂ϕ

∂t
dt)dM.
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Seja f : M −→ R dado no lema, e seja ϕ a solução do valor inicial do

problema

∂ϕ

∂t
=

f(p)

E(ϕ(t), p)
, com ϕ(0, p) = 0.

Apartir da expressão acima para V (t) e do fato que
∫
M
fdM = 0, segue

que V (t) = 0 ∀t ∈ (−ε, ε), para tal variação. Sendo E(ϕ(0), p) = 1, esta é

uma variação normal preservando volume onde o vetor variação é fN .

Lema 3.3 Seja M
n+1

uma variedade de Lorentz temporalmente orientada e

x : Mn −→M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço fechada. Considerando uma

variação X : Mn × (−ε, ε) −→M
n+1

de x, temos:

(i) dV
dt

=
∫
M
ftdMt;

(ii) dA
dt

=
∫
M
nHtftdMt,

onde Ht = H(t, ·) denota a curvatura média de M com respeito a métrica

induzida por Xt.

Demonstração: (i) Fixe p ∈M e tome e1, ..., en, en+1 = N um referencial

ortonormal local em torno de x(p). Então

X∗(dM) = a(p, t)dMt ∧ dt,

onde

a(p, t) = X∗(dM)(e1, ..., en,
∂

∂t
)

= dM(dXt(e1, ..., dXt(en),
∂X

∂t
).

Uma vez que W = fN +W T , temos que

a(p, 0) = dM(dx(e1), ..., dx(en),W )

= fdM(dx(e1), ..., dx(en), N)

= fdM(e1, ..., en) = fvol(e1, ..., en)

= f.
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Assim,

dV

dt
(0) =

d

dt
(

∫
[0,t]×M

a(p, t)dMt ∧ dt)|t=0

=

∫
M

a(p, 0)dM

=

∫
M

fdM,

portanto, ∫
M

ftdMt =
dV

dt
.

(ii) O cálculo de dA
dt

é bem conhecido e é análago ao caso Riemanniana.

Finalizaremos com a equação

dA

dt
(0) =

∫
M

n〈W,
−→
Ht 〉dMt,

onde
−→
Ht = 1

n

∑n
n=1(∇eiei)

⊥ é o vetor curvatura média. Temos que
−→
Ht = HtN

e usando que W = ftN +W T , obtemos que:

dA

dt
(0) =

∫
M

〈 ftN +W T , HtN 〉dMt

=

∫
M

nftHtdMt +

∫
M

n〈WT , HtN 〉dMt

=

∫
M

nftHtdMt.

Sejam H0 = H, a curvatura média de M com respeito a X0 = x e
−→
H =

1
A

∫
M
HdM .

Denotando H0 = H e definindo J : (−ε, ε)→ R por

J(t) = A(t)− nH0V (t),

obtemos a seguinte

Proposição 3.1 Seja x : Mn −→M
n+1

uma imersão. As seguintes condições

são equivalentes:

(i) X possui curvatura média constante H0 6= 0.

(ii) Para cada domı́nio relativamente compacto D ⊂M com bordo diferenciável,

e que cada variação preserva balanço de volume e fixa o bordo ∂D,

A
′
(0) = 0.
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(iii) Para cada D ⊂M como em (ii) e cada (não necessariamente preservando

balanço de volume) variação que fixa o bordo ∂D, J
′
(0) = 0.

Demonstração: Considere os seguintes casos,

(i)⇒(iii) Se X tem curvatura média constante H0, temos pela equação de

Jacobi que

J
′
(0) = A

′
(0)− nH0V

′
(0) =

dA

dt
(0)− nH0

dV

dt
(0)

=

∫
M

nH0fdM − nH0

∫
M

fdM

= nH0

∫
M

fdM − nH0

∫
M

fdM

= 0.

(iii)⇒(ii) Se J
′
(0) = 0 temos

0 = J
′
(0) = A

′
(0)− nH0V

′
(0)

⇒ A
′
(0) = nH0V

′
(0) = nH0

∫
M

fdM = 0.

(ii)⇒(i) Suponha, por absurdo, que existe p ∈ D onde (H − H0)(p) 6= 0, e

assuma, sem perca de generalidade, que (H −H0)(p) > 0. Sejam

D+ = {q ∈ D; (H −H0)(q) > 0} e D− = {q ∈ D; (H −H0)(q) < 0}

e ϕ e ψ funções reais diferenciáveis não negativas em D tais que as

seguintes condições sejam satisfeitas:

p ∈ suppϕ ⊂ D+, suppψ ⊂ D−,

∫
D

(ϕ+ ψ)(H −H0)dM = 0.

Sendo
∫
D

(H −H0)dM = 0, uma tal escolha é claramente posśıvel. Seja

f = (ϕ + ψ)(H − H0). Então f = 0 em ∂D e
∫
D
fdM = 0. Pelo lema

(3.2), obtemos uma variação que preserva balanço de volume, onde o

campo variação é fN . Por hipótese temos que

0 = A
′

D(0) = −
∫
D

nHfdM,

para uma tal variação. Assim

0 =

∫
D

f(H −H0)dM =

∫
D

(ϕ+ ψ)(H −H0)
2dM > 0,

o que é um absurdo. Portanto H = H0 em D. Usando (ii) temos para

cada D ⊂M , que H = H0, conclúımos a prova.
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Desta forma, x possui curvatura média constante H0 se, e somente se,

J
′
(0) = 0 para toda variação X de x.

Queremos estudar imersões x : Mn −→M
n+1

que maximizam J para toda

variação X. Assim x deve ser um ponto cŕıtico de J , e segue da discussão acima

que a imersão x deve ter curvatura média constante. Portanto, anlisaremos

se uma imersão cŕıtica x é realmente um máximo de J , certamente a única

dificuldade é estudar a segunda variação J
′′
(0). Vamos iniciar com a seguinte:

Proposição 3.2 Sejam x : Mn −→ M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço

fechada de uma variedade de Lorentz temporalmente orientada M
n+1

e X :

Mn × (−ε, ε) −→M
n+1

uma variação de x. Então,

n
∂H

∂t
|t=0 = 4f0 − {Ric(N,N)+ | A |2}f0 − n〈W T ,∇H 〉, (3.2)

onde Ric denota o tensor Ricci de M , A a segunda forma fundamental de x

com respeito a N , H = − 1
n
tr(A) a curvatura média de x e ∇H o gradiente de

H na métrica original de M .

Demonstração: Por simplicidade, nos cálculos seguintes usaremos o caso

t = 0 sempre que for conveniente, não fazendo menção especial a este uso.

Sejam p ∈ M e {ek} um referencial móvel numa vizinhança U ⊂ M de p,

geodésico em p. Diagonalizando A em p, com Aek = λkek para 1 ≤ k ≤ n.

Estendendo N e os ek′s a uma vizinhança de p ∈ M , tal que 〈N, ek 〉 = 0 e

(∇Nek)(p) = 0. Então

n
∂H

∂t
= −tr∂A

∂t

= −
∑
k

〈 ∂A
∂t
ek, ek 〉

= −
∑
k

〈 (∇ ∂X
∂t
A)ek, ek 〉

= −
∑
k

{〈∇ ∂X
∂t
Aek, ek 〉 − 〈A∇ ∂X

∂t
ek, ek 〉}

=
∑
k

〈∇ ∂X
∂t
∇ekN, ek 〉+

∑
k

〈A∇ek

∂X

∂t
, ek 〉,

usamos na última igualdade que [∂X
∂t
, ek] = 0 o que implica que ∇ek

∂X
∂t

=

∇ ∂X
∂t
ek e assim obtemos a última igualdade. Agora fazendo

I =
∑
k

〈∇ ∂X
∂t
∇ekN, ek 〉 e II =

∑
k〈A∇ek

∂X
∂t
, ek 〉
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temos

I =
∑
k

{〈∇ ∂X
∂t
∇ekN −∇ek∇ ∂X

∂t
N +∇[ek,

∂X
∂t

]N, ek 〉+ 〈∇ek∇ ∂X
∂t
N, ek 〉

=
∑
k

{〈R(ek,
∂X

∂t
)N, ek 〉+ 〈∇ek∇ ∂X

∂t
N, ek 〉}

= −Ric(∂X
∂t

) +
∑
k

〈∇ek∇ ∂X
∂t
N, ek 〉.

Usando que {ek} é um referencial geodésico em p, segue que

〈∇ ∂X
∂t
N,∇ekek 〉 = 〈∇ ∂X

∂t
N,N 〉〈∇ekek, N 〉 = 0,

em p. Mas

〈∇ek∇ ∂X
∂t
N, ek 〉 = ek〈∇ ∂X

∂t
N, ek 〉

= ek
∂X

∂t
〈N, ek 〉 − ek〈N,∇ ∂X

∂t
ek 〉

= −ek〈N,∇ ∂X
∂t
ek 〉

= −ek〈N,∇ek

∂X

∂t
〉

= −ekek〈N,
∂X

∂t
〉+ ek〈∇ekN,

∂X

∂t
〉

= ekek(f0) + ek〈∇ekN, foN +W T 〉

= ekek(f0) + ek〈∇ekN,W
T 〉

= ekek(f0) + 〈∇ek∇ekN,W
T 〉 − 〈Aek,∇ekW

T 〉.

Usando a definição de II, temos

II =
∑
k

〈Aek,∇ek

∂X

∂t
〉

=
∑
k

〈Aek,∇ek(f0N +W T ) 〉

=
∑
k

〈Aek, f0∇ekN 〉+
∑
k

〈Aek,∇ekW T 〉

= −f0 | A |2 +
∑
k

〈Aek,∇ekW T 〉.

Portanto,

n
∂X

∂t
|t=0 = −Ric(W,N) +4f0 − f0 | A |2 +

∑
〈∇ek∇ekN,W T 〉. (3.3)
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Agora, sendo W =
∑n

l αlel + f0N e Aek =
∑

j hjkej, ficamos com

Ric(W,N) =
∑
l

αlRic(N, el) + f0Ric(N,N)

=
∑
k,l

αl〈R(ek, el)ek, N 〉+ f0Ric(N,N),

onde R estenda o tensor curvatura de M . Como (∇Nek)(p) = 0, temos

〈R(ek, el)ek, N 〉 p = 〈∇el∇ekek −∇ek∇elek, N 〉 p

= el〈∇ekek, N 〉 p − 〈∇ekek,∇elN 〉 p − ek〈∇elek, N 〉 p

= −el〈 ek,∇ekN 〉 p + ek〈 ek,∇elN 〉 p

= el(hkk)− ek(hkl),

de modo que

Ric(W,N)p =
∑
k,l

αlel(hkk)−
∑
k,l

αlek(hkl) + f0Ric(N,N)p. (3.4)

Da mesma forma

αl〈∇ek∇ekN, el 〉 = αl〈∇ek∇ekN, el 〉

= −αl〈∇ekAek, el 〉

= −αl
∑
j

〈∇ekhkjej, el 〉

= −αl
∑
j

{ek(hkj)δlj + hkj〈∇ekej, el 〉}

= −αlek(hkl).

Assim, ∑
k

〈∇ek∇ekN,W
T 〉 = −

∑
k,l

αlek(hKl). (3.5)

Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.3) temos

n
∂H

∂t
|t=o = −

∑
k,l

αlel(hkk)− f0Ric(N,N) + ∆f0 − f0 | A |2

= −W T (nH)− f0Ric(N,N) + ∆f0 − f0 | A |2 .

Proposição 3.3 Seja M
n+1

uma variedade de Lorentz e x : Mn −→ M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço fechada com curvatura média constante H. Se
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X : Mn × (−ε, ε) −→ M
n+1

é uma variação de x, com ft(·) = f(t, ·) como

anteriormente, então

J
′′
(0) =

∫
M

f0{∆f0 − (Ric(N,N)+ | A |2 f0}dM. (3.6)

Demonstração: Como H = H0 = H0, segue, pelo Lema 3.3, que

J
′
(t) =

∫
M

n(Ht −H)ftdMt.

Derivando novamente com respeito a t, ficamos com

J
′′
(t)(f0) =

∫
M

n
∂H

∂t
|t=0f0dM0 +

∫
M

n(H0 −H)
∂

∂t
(ftdMt)|t=0

=

∫
M

n
∂H

∂t
|t=0f0dM.

Assim, a relação (3.3) é agora dada por (3.6).

Segue, pelo resultado anterior que J
′′
(0) = J

′′
(0)(f0) depende somente de

f0 ∈ C∞(M).

Definição 3.2 Seja M
n+1

uma variedade de Lorentz e x : Mn −→ M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço fechada com curvatura média constante H.

Dizemos que x é fortemente estável se, para toda função g ∈ C∞(M), temos

J
′′
(0)(g) ≤ 0.
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Caṕıtulo 4

Campo de Vetores Conformes

Seja M
n+1

uma variedade de Lorentz. Um campo de vetores V em M
n+1

é

chamado conforme se LV g = 2ψ〈, 〉 para alguma função ψ ∈ C∞(M), onde L

é a derivada de Lie de uma métrica Lorentziana de M . A função ψ é chamada

fator conforme de V . Uma vez que LV (X) = [V,X] para todo X ∈ χ(M),

segue pelo caráter tensorial de LV que V ∈ χ(M) é conforme se, e somente se,

〈∇XV, Y 〉+ 〈X,∇Y V 〉 = 2ψ〈X, Y 〉, (4.1)

para quaisquer X, Y ∈ χ(M). Em particular, dizemos que V é um campo de

Killing relativamente a g se, e somente se, ψ ≡ 0.

Definição 4.1 Uma variedade de Lorentz M
n+1

possuindo um campo de ve-

tores tipo-tempo conforme globalmente definido é chamada espaço-tempo con-

formemente estacionário.

Proposição 4.1 Seja M
n+1

uma variedade de Lorentz conformemente esta-

cionária, com um campo de vetores conforme V tendo fator conforme dado por

ψ : M
n+1 −→ R. Seja também x : Mn −→ M

n+1
uma hipersuperf́ıcie tipo-

espaço de M
n+1

, e N apontando para o futuro um campo unitário de vetores

normais globalmente definido em Mn. Se η = 〈V,N 〉, então:

∆η = n〈V,∇H 〉+ η{Ric(N,N)+ | A |2}+ n{Hψ −N(ψ)}, (4.2)

onde Ric denota o tensor Ricci de M , A a segunda forma fundamental de x

com respeito a N , H = −1
n
tr(A) a curvatura média de x e ∇H o gradiente de

H na métrica de M .
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Demonstração: Fixe p ∈ M e seja {ek} um referencial móvel ortonor-

mal em M , geodésico em p. Estenda ek a uma vizinhança de p ∈ M , dáı

(∇Nek)(p) = 0, e seja

V =
n∑
l

αlel − ηN.

Então,

η = 〈V,N 〉 ⇒ ek(η) = ek(〈V,N 〉)

= 〈∇ekV,N 〉+ 〈V,∇ekN 〉

= 〈∇ekV,N 〉 − 〈V,A(ek) 〉.

Com isso, temos que

∆η =
∑
k

ek(ek(η))

=
∑
k

ek(−〈Aek, V 〉+ 〈N,∇ekV 〉)

= −
∑
k

ek〈Aek, V 〉+
∑
k

ek〈N,∇ekV 〉

= −
∑
k

〈∇ekAek, V 〉 −
∑
k

〈Aek,∇ekV 〉

+
∑
k

〈∇ekN,∇ekV 〉+
∑
k

〈N,∇ek∇ekV 〉

= −
∑
k

〈∇ekAek, V 〉 −
∑
k

〈Aek,∇ekV 〉 −
∑
k

〈Aek,∇ekN 〉

+
∑
k

〈N,∇ek∇ekV 〉

= −
∑
k

〈∇ekAek, V 〉 − 2
∑
k

〈Aek,∇ekV 〉+
∑
k

〈N,∇ek∇ekV 〉.

Portanto,

∆η = −
∑
k

〈∇ekAek, V 〉 − 2
∑
k

〈Aek,∇ekV 〉+
∑
k

〈N,∇ek∇ekV 〉. (4.3)
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Agora derivando Aek =
∑

l hklel com respeito a ek e aplicando em p, temos∑
k

〈∇ekAek , V 〉 =
∑
k

〈∇ek(
∑
l

hklel), V 〉

=
∑
k,l

ek(hkl)〈 el, V 〉+
∑
k,l

(hkl)〈∇ekel, V 〉

=
∑
k,l

αlek(hkl) +
∑
k,l

(hkl)〈∇ekel,
∑
l

αlel − ηN 〉

=
∑
k,l

αlek(hkl) +
∑
k,l

(hkl)〈∇ekel, αlel 〉 −
∑
k,l

(hkl)〈∇ekel, ηN 〉

=
∑
k,l

αlek(hkl)−
∑
k,l

(hkl)〈∇ekel, N 〉〈V,N 〉

=
∑
k,l

αlek(hkl)−
∑
k,l

(hkl)(hkl)η

=
∑
k,l

αlel(hkl)−
∑
k,l

(hkl)
2η

=
∑
k,l

ek(hkl)− η | A |2 . (4.4)

Onde utilizamos que

ek(η) = ek(〈V,N 〉)

= 〈∇ekV,N 〉 − 〈V,Aek 〉.

Tome v = el, obtemos então que

ek(〈 el, N 〉) = 〈∇ekel, N 〉 − 〈 el, Aek 〉

⇒ 〈∇ekel, N 〉 = 〈 el, Aek 〉.

Além do mais,

Aek =
∑
l

hklel ⇒ 〈Aek, el 〉 = hkl.

Voltando a demonstração, vamos requerer ainda mais que {ek} é um referencial

geodésico em p que diagonaliza A, isto é, Aek = λkek em p, deste modo∑
k

〈Aek,∇ekV 〉 =
∑
k

λk〈 ek,∇ekV 〉

=
∑
k

λkψ

= −nHψ. (4.5)

Pois H = −1
n
tr(A), e −nH = tr(A) =

∑
k λk.
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Agora, por (4.1), substituindo X = Y = ek, temos

〈∇ekV, ek 〉+ 〈 ek,∇ekV 〉 = 2ψ〈 ek, ek 〉 ⇒ 〈∇ekV, ek 〉 = ψ.

Observe que

〈∇NV, ek 〉+ 〈N,∇ekV 〉 = 2ψ〈N, ek 〉 = 0,

para todo k.

Derivando a relação acima na direção ek, ficamos com

0 = ek(〈∇NV, ek 〉+ 〈N,∇ekV 〉

= 〈∇ek∇NV, ek 〉+ 〈∇NV,∇ekek 〉+ 〈∇ekN,∇ekV 〉+ 〈N,∇ek∇ekV 〉,

Onde, em p, temos

〈∇NV,∇ekek 〉 = 〈∇NV,−∇ekek〈N,N 〉 〉

= −〈∇NV, 〈∇ekek, N 〉N 〉

= −〈∇NV, λkN 〉

= −λkψ〈N,N 〉

= λkψ.

Afinal,

〈∇XV, Y 〉+ 〈X,∇Y V 〉 = 2ψ〈X, Y 〉

⇒ 〈∇NV,N 〉 = ψ〈N,N 〉.

Agora,

〈∇ekN,∇ekV 〉 = 〈−Aek,∇ekV 〉

= 〈−λkek,∇ekV 〉

= −λk〈 ek,∇ekV 〉

= −λkψ.

Assim, obtemos a seguinte expressão

〈∇ek∇NV, ek 〉+ 〈N,∇ek∇ekV 〉 = 0. (4.6)

Sendo

[N, ek](p) = (∇Nek)(p)− (∇ekN)(p) = λkek(p).
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Segue de (4.6) que

〈R(N, ek)V, ek 〉p = 〈∇ek∇NV −∇N∇ekV +∇[N,ek]V, ek 〉p

= 〈∇ek∇NV, ek 〉p − 〈∇N∇ekV, ek 〉p + 〈∇[N,ek]V, ek 〉p

= 〈∇ek∇NV, ek 〉p − 〈∇N∇ekV, ek 〉p

− 〈∇ekV,∇Nek 〉p + 〈∇λkekV, ek 〉p

= 〈∇ek∇NV, ek 〉p −N〈∇ekV, ek 〉p + λk〈∇ekV, ek 〉p

= −〈N,∇ek∇ekV 〉p −N(ψ) + λkψ,

mas ∑
k

〈N,∇ek∇ekV 〉p = −nN(ψ)− nHψ −Ric(N, V )p. (4.7)

Finalmente,

Ric(N, V ) =
∑
l

αlRic(N, el)− ηRic(N,N)

=
∑
k,l

αl〈R(ek, el)ek, N 〉 − ηRic(N,N)

e

〈R(ek, el)ek, N 〉p = 〈∇el∇ekek −∇ek∇elek, N 〉p

= 〈∇el∇ekek, N 〉p − 〈∇ek∇elek, N 〉p

= el〈∇ekek, N 〉p − 〈∇ekek,∇elN 〉p − ek〈∇elek, N 〉p

+ 〈∇elek,∇ekN 〉p

= −el〈 ek,∇ekN 〉p + ek〈 ek,∇elN 〉p

= el(hkk)− ek(Hkl).

Dáı

Ric(N, V )p =
∑
k,l

αlel(hkk)−
∑
k,l

αlek(hkl)− ηRic(N,N)p.

Segue de (4.7) que∑
k

〈N,∇ek∇ekV 〉p = −nN(ψ)−nHψ+V T (nH)+
∑
k,l

αlek(hkl)+ηRic(N,N).

(4.8)

Por fim, substituindo (4.4),(4.5) e (4.8) em (4.3), obtemos a fórmula (4.2)

procurada.
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Caṕıtulo 5

Aplicações

Uma classe particular de espaço-tempo conformemente estacionário é o

espaço-tempo Robertson-Walker Generalizado [1], que é por definição, produto

warped M
n+1

= I ×φ F n, onde I ⊆ R é um intervalo com métrica −dt2, F n

é uma variedade Riemanniana de dimensional n e φ : I −→ R é uma função

positiva e diferenciável. Para tal espaço, seja πI : M
n+1 −→ I a projeção

canônica no primeiro fator. Então o campo de vetores

V = (φ ◦ πI)
∂

∂t
,

é conforme, tipo-tempo e fechado (no sentido que sua 1-forma dual é fechada),

com fator conforme ψ = φ
′
, onde o (′) denota a diferencial com respeito a t.

Além disso, de acordo com [13], para t0 ∈ I, orientando a folha (tipo-espaço)

Mn
t0

= {t0}×F n por um campo de vetores N normal unitário apontando para

o futuro, segue que Mt0 possui curvatura média

H =
φ

′
(t0)

φ(t0)
.

Se M
n+1

= I ×φ F n é um espaço-tempo Robertson-Walker generalizado,

e x : Mn −→ M
n+1

é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa de M
n+1

tal

que ψ ◦ πI é limitada em M , então πF |M : Mn −→ F n é necessariamente uma

aplicação recobrimento [1]. Em particular, se Mn é fechada, então pelo Lema

2.1 F n é também fechada.

Corolário 5.1 Sejam M
n+1

= I ×φ F n um espaço-tempo Robertson-Walker

generalizado e x : Mn −→ M
n+1

é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço de M
n+1

,

tendo curvatura média constante H. Seja também N um campo de vetores
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normal, unitário, apontando para o futuro, globalmente definido em Mn. Se

V = (φ ◦ πI)
∂

∂t
e η = 〈V,N〉, então

∆η = {Ric(N,N)+ | A |2}η + n{Hφ′
+ φ

′′〈N, ∂
∂t
〉}, (5.1)

onde, por abuso de notação, vamos considerar φ
′

= φ
′ ◦ ((πI)|M) e também

φ
′′

= φ
′′ ◦ ((πI)|M).

Demonstração: Seja φ = φ ◦ ((πI)|M), onde

η = 〈V,N〉

= 〈(φ ◦ πI)
∂

∂t
,N〉

= 〈φ ∂
∂t
,N〉

= φ〈N, ∂
∂t
〉.

Agora por (4.2) e de H =
φ

′
(t0)

φ(t0)
, temos que

∆η = n〈V,∇H〉+ η{Ric(N,N)+ | A |2}+ n{Hψ −N(ψ)}

= n〈V,∇H〉+ η{Ric(N,N)+ | A |2}+ n{Hφ′ −N(φ
′
)}

= n〈V, φ
′′
(t0)φ(t0)− φ′(t0)φ′(t0)

φ(t0)2
〉+ η{Ric(N,N)+ | A |2}+ n{Hφ′ −N(φ

′
)}

= η{Ric(N,N)+ | A |2}+ n{Hφ′ −N(φ
′
)}.

Note que

∇φ′
= −〈∇φ′

,
∂

∂t
〉 ∂
∂t

= − ∂

∂t
(φ

′
)
∂

∂t

= −φ′′ ∂

∂t
,

da definição de gradiente. Temos também que

N(φ
′
) = 〈N,∇φ′〉

= −〈N, φ′′ ∂

∂t
〉

= −φ′′〈N, ∂
∂t
〉.

Portanto,

∆η = {Ric(N,N)+ | A |2}η + n{Hφ′
+ φ

′′〈N, ∂
∂t
〉}.
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Agora podemos provar o resultado principal,

Teorema 5.1 Sejam M
n+1

= I ×φ F n um espaço-tempo Robertson-Walker

generalizado, e x : Mn −→ M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço fechada

de M
n+1

com curvatura média constante H. Se a função warping φ satisfaz

φ
′′ ≥ max{Hφ′

, 0} e Mn é fortemente estável, então Mn é maximal ou uma

folha tipo-espaço Mt0 = {t0} × F para algum t0 ∈ I.

Demonstração: Como Mn é fortemente estável, temos

0 ≥ J
′′
(0)(g) =

∫
M

g{∆g − (Ric(N,N)+ | A |2)g}dM,

para toda função g ∈ C∞(M). Em particular, para η = 〈V,N〉, onde V =

(φ ◦ πI)
∂

∂t
, e g = −η = −〈V,N〉.

Logo,

∆g = {Ric(N,N)+ | A |2}g − n{Hφ′
+ φ

′′〈N, ∂
∂t
〉}.

Portando, substituindo a expressão acima na fórmula para J
′′
(0)(g), temos

0 ≥
∫
M

g{∆g − (Ric(N,N)+ | A |2)g}dM

≥
∫
M

g{(Ric(N,N)+ | A |2)g − n{Hφ′
+ φ

′′〈N, ∂
∂t
〉} − (Ric(N,N)+ | A |2)g}dM

≥
∫
M

−gn{Hφ′
+ φ

′′〈N, ∂
∂t
〉}dM

≥
∫
M

nφ〈N, ∂
∂t
〉{Hφ′

+ φ
′′〈N, ∂

∂t
〉}dM

≥
∫
M

φ〈N, ∂
∂t
〉{Hφ′

+ φ
′′〈N, ∂

∂t
〉}dM.

Sendo θ o ângulo hiperbólico entre N e
∂

∂t
, segue pela desigualdade inversa

de Cauchy-Schwarz que cosh θ ≥ −〈N, ∂
∂t
〉, com cosh θ ≡ 1 se, e somente se,

N e
∂

∂t
são colineares em todo ponto, isto é, se, e somente se, Mn é uma folha

tipo-espaço Mt0 para algum t0 ∈ I. Dáı,

0 ≥
∫
M

φcoshθ{−Hφ′
+ φ

′′
coshθ}dM.

Note que −Hφ′
+φ

′′
coshθ ≥ −φ′′

+φ
′′
coshθ, pois da hipótese que φ

′′ ≥ Hφ
′

obtemos

φcoshθ(−Hφ′
+ φ

′′
coshθ) ≥ φφ

′′
coshθ(coshθ − 1).
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Portanto,

0 ≥
∫
M

φcoshθ(−Hφ′
+ φ

′′
coshθ)dM

≥
∫
M

φφ
′′
coshθ(coshθ − 1)dM ≥ 0,

e, assim,

φ
′′
(coshθ − 1) = 0

e

φ
′′

= Hφ
′
,

em M .

Se, para algum p ∈ M , temos φ
′′
(p) = 0, então φ

′
H = 0 em p. Se H 6= 0,

então φ
′
(p) = 0. Mas, se isto ocorre, então a Proposição 7.35 [12] garante que

∇V
∂

∂t
=
φ

′

φ
V = 0,

em p para algum V , e M é totalmente geodésica em p. Em particular, H = 0,

o que é uma contradição.

Portanto, φ
′′
(p) = 0 para algum p ∈ M , e M é maximal, ou φ

′′ 6= 0 em

todo ponto de M , donde cosh θ = 1 sempre, e M é uma folha umb́ılica tal que

φ
′′

= Hφ
′
.

Se a folha Mt0 possui curvatura média H =
φ

′
(t0)

φ(t0)
com respeito a N =

∂

∂t
,

é imediato que podemos tomar φ(t) = cosh t ou φ(t) = et no teorema. Em

particular o espaço de Sitter R×cosh tS
n satisfaz as hipóteses do nosso teorema.
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