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Resumo

Neste trabalho, definimos as transforieg de Newton e provamos algumas
propriedades relacionadas a elas. Fizemos um estudo sobre opéiztiar elus-
amos isso para provar que dadas algumas coadigara a curvatura seccional de
uma variedade riemanniana M, conseguimos majorar a@fualtura (em modulo)

de um géafico vertical compacto imerso em MxR.



Abstract

In this paper, we define the transformations of Newton and prove some prop-
erties related to them. We did a study on elliptic operator and use it to prove that
given some conditions for the sectional curvature of a riemannian manifold M,able
function of increasing height (in modulus) of a graph vertical compact immersed
in MXR.
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Introduc ao

Nesta dissert@p seguiremos o artigo de Xu Cheng e Harold Rosenberg [1].

SseM™™" & uma variedade Riemanniana orientdda+ 1)-dimensional e
Y™ & uma hipersupeidie emM/, ar-ésima curvatura gdia deX, denotada por
H,, € a nédia aritngética das-ésimas funges singétricas da segunda forma fun-
damental(veja defingp 2.1.) As hipersupddies comr-ésima curvatura gdia
constante incluem tardm as de curvatura@dia constante , e as de curvaturas de
Gauss-Kronecker constantes.

Neste trabalho, consideraremos hipersupie$ orienaveis em uma variedade
produto orientad&n + 1)-dimensionall/ x R comr-ésima curvatura idia con-
stante positiva. Aqui\/ € uma variedade Riemannianadimensional com cur-
vatura seccional limitada. Os modelgsi¢os $0 quandd// = R™, S H™(—1).
Obteremos estimativas da altura para ta&figos verticais compacto com bordo

emM x {0}. No6s provaremos que,

Teorema 0.1 (Teo. 3.4)Seja/ uma variedade Riemanniana orientadadimensional.
SejaX um gifico vertical compacto na variedade produtb x R com bordo em
M x {0} e comH, constante positivo, para algumh < r < m. Denotemos

h : ¥ — R afung@o altura deX..
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(i) Se a curvatura seccional d& satisfazi’ > 0, enfio emy,

_1
h| < H, "

(i) Quandor = 2, se a curvatura seccional de satisfazk > —7(7 > 0), e
Hs > 7, enio emy,

vV Hy
H2 —T‘

|h| <

(i) Quandor = 1, se a curvatura seccional d¢ satisfazk > —7(r > 0), e
Hf > =17 enfio em®

< Vi
M <
1= T
Como aplicago do Teorema 0.1 daremos uma estimativa dmeiro vertical
de hipersupetties compactas em/ x R com H, constante positiva, sobre as

mesmas hipteses de curvatura do Teorema 0.1. Mais precisamente, provamos o

Teorema 0.2 SejaM uma variedade Riemanniana-dimensional e seja& uma
hipersupericie orienfivel compacta imersa e x R comH, > 0 constante,
para alguml < r < m. Entio X & sinétrica com relaéo a supericie horizontal

M x {to}, para algumt, € R. Além disso,

(i) Se a curvatura seccional d& safisfazK > 0, entio o dametro vertical

_1
deX ndo & maior queH, ";

(i) Quandor = 2, se a curvatura seccional d&/ satisfazK > —7 e Hy >

7(r > 0), eno o dametro vertical dé& n&o & maior quez 2.

(iii) Quandor = 1, se a curvatura seccional d& satisfazk > —7(7 > 0), e

H} > ™17 enfio o dAmetro vertical d&- ndo & maior que 22—

Hff—mflf
m



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Fatos Bsicos

Definicao 1.1 Um campo de vetore¥ em uma variedade diferergsiel M € uma
correspon@ncia que a cada ponte € A/ associa um vetoX (p) € T,M, onde
T,M & o plano tangente &/ no pontop. O campce diferencavel se a aplicago
X : M — TM é diferencavel, ondeél’ M é o fibrado tangente d&/. O conjunto

dos campos de vetores diferelatis emV/ seta denotados pok(M).

E conveniente pensar em um campo de vetores como uma @alicac
X :D(M) — F(M), do conjunto® (M) das fundes diferené@veis emi/
no conjuntog (M) das fun@es em)/, definida porX f(p) = df,(X(p)). Neste

contextoX é diferenchvel se, e somente s&,f € ©(M) para todof € ©(M).

Definicdo 1.2 Uma netrica Riemanniana em uma variedadé € uma corre-
spondncia que associa a cada poniale M um produto internd;, ), N0 espaco
tangentel, M que varia diferenciavelmente, iskp sexr : U C R® — M & um

sistema de coordenadas locais em torngpdeomz(xy, za, ... x,) = q € z(U)
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e-2(¢q) = dz(0,...,1,...,0), eno

Gij(T1, 2, ... xp) = <8il (9), %(Q)>q

€ uma fungo diferencavel emU, para todoi,j = 1,...,n. As fun@esg;; =
gj; SA0 chamadas expre&s da nétrica Riemanniana no sistema de coordenadas
x : U C R*" — M. Uma variedade com a @trica Riemanniana chama-se

variedade Riemanniana.

Definicao 1.3 Uma cone#o afimV em uma variedade diferergniel M € uma

aplica@oV : X(M)xX(M) — X(M), que satisfaz as seguintes propriedades:
() VixigvZ = fVxZ +gVyZ
(i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ

(i) Vx(fY)=fVxY +X(f)Y
paratodoX,Y,Z € X(M)e f,g € D(M).

Definicao 1.4 Dizemos que uma corixV em uma variedade Riemanniana

& compaitvel com a rétrica se, para todoX, Y, Z € X(M),
X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y, VxZ).
E dizemos qu& é sinetrica se, para todoX, Y € X (M),
VxY —VyX = [X,Y]

Teorema 1.1 (Teorema de Levi-Civita):Dada uma variedade Riemanniana,
existe umainica cone&o afimV emM simétrica e compatel com a ratrica de
M.

A conexao dada pelo teorema aciraalenominada conéwr de Levi-Civita ou

conexo Riemanniana d&/.
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Definicdo 1.5 A curvaturaR de uma variedade Riemanniané é a aplica@o
R:X(M) x X(M) x X(M) — X(M),
dada por,
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ + Vixv|Z,
para todoX,Y,Z € X(M), ondeV & a cone##o Riemanniana dé/.
Proposicao 1.1 Sejas C T, M um subespaco bi-dimensional do espago tangente

T,M e sejamr, y € o dois vetores linearmente independentesagnt

(R(z,y)z,y)
K(xz,y) =
)= PP — @ g

nao depende da escolha dos vetaresg € o.

Defini¢ao 1.6 Dado um pont@ € M e um subespago bi-dimensiowat 7,/ 0
numero realK (o) = K(x,y), onde{z,y} & uma base qualquer de & chamado

curvatura seccional de emp.

Definicdo 1.7 Um tensorT’ de ordemr em uma variedade RiemanniaBauma

aplicacao multilinear

T:X(M)xX(M)x...x X(M) — D(M).

7

~-
rfatores

Isso quer dizer que dado$,, X,,..., X, € X(M),T(Xy,...,X,) &umafungo

diferencavel em)M, e queT & linear em cada argumento.

Defini¢éo 1.8 Para cadaZ € X(M) a derivada covariant@ definida por
ViT(Xy,...,X,)=VT(Xy,...,X,,2),

ondeVT & a diferencial covariante definida por

VT(Xy,....X,.2) = Z(T(X1,....X,) = T(VzX1,Xo, ..., X,) ...
— T(X1,...,X,1,V2X,).
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Definicao 1.9 Dizemos que um conjunto de campos de vetpres:, ... e, } €
um referencial ortonormal local e/, quando em cada ponfoc M, {e;(p)} &

uma base ortonormal do plano tangerig)/.

Definicao 1.10 Dadop € M, existe uma vizinhancd C M dep e campos de
vetoreskt, ..., E, em X(U), ortonormais em cada ponto d& tais que
Vi, E;(p) = 0. Umatal fanilia E,. .., E, de campos de vetoréschamada um

referencial(local) geoésico enp.

Definicdo 1.11 SejaM uma variedade Riemannianafe M — R uma fun@o
diferencavel. Definimos o gradiente d& denotado pograd f € X(M), o Gnico

campo vetorial sobré/ tal que
(grad f, X) = df (X), VX € X(M).

Proposicgdo 1.2 Se{ey, ..., e, } € um referencial ortonormal local ed?, ento,

grad f = Zei(f)ei.

Demonstragio: De fato, sendgrad f = > a;e;, temos que
i=1

o) o 569 = () =
=1

Logo,
grad f = Zei(f)ei.
i=1

Definicdo 1.12 SejamQ  R"™ um doninio e« : O — R™ uma matriz, dizemos

entio quea é positiva definida se para quase tade Q tivermos

¢Ta(z)¢ > 0,6 € R, & £ 0.
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Lema 1.2 Secox™ + 1™ty + ... + ¢,y™ = 0 tem todas suas raize’?ysreais,
enfio 0 mesme verdade para todas as equss rao identicas obtidas pela sua
diferencia@o parcial com respeito a e y. Alem disso, sé’ & qualquer uma
dessas equégs, e tem uma raiz, enfio o € taml&m uma raiz, de multiplicidade

maior quel, da equa&o cujo E foi derivado por diferenciago.

A demonstrago deste lema encontra-se em [7].

Proposicao 1.3 Seay, . . ., a, SA0n NUMeros reais positivos ou negativéy,= 1,
e P, & anédia aritmrétrica dos produtos dea’s diferentes, eldo P, P, < P?

parar =1,...,n — 1, a menos que todos ass sejam iguais.

Demonstra@o: Seja

n

1) Pty 4+ ..+ Py

f(xvy):(f‘f‘aly)...(x—kany):POQ;”_}_(

Comoa; # 0,Vi = 1,...,n temosP, = Z Wy .. @, = ay...an £ 0

11 <... <l
jaqueC! =1le portanto; = 0 naoé raiz de f, a que, =0 =z =0,y #

0 = f(0,y) = P,y" # 0. Assim pelo lema anterio% = 0 nao pode ser uma
raiz miltipla de qualquer das equ#es derivadas. Logo doiB’s consecutivos,
tais comoF, e P, nao podem ser zero. Pois, caso cén'tr,g = 0 seriaraiz da

equa@o

P._i2*+Pay+P1y> =0 (1.1)
obtida def por uma &rie de diferencides, contradizendo o lema. Temos ainda
paraf # 0,

f(x,y):y”<§+a1><g+a2>...<g+an) :0<:>§:—aiER

logo, f tem todas suas tzes reaisf. Concliumos en&o pelo lema que (1.1)
tamkem tem todas suasires reaisg, assimA < 0, ondeA € o discriminante

de (1.1), portantd, _,P,,; < P2
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Definicao 1.13 Seja(U, ¢) um sistema de coordenadas com fueg coordenadas

x1,...,T, € Sejap € U. Para cadai € {1,...,m}, definimos um campo de

vetores tangente§;‘ € M, por
“lp
O(fop™)

(8252- )(f) - or;

para cada fun@o f cujo & C* em uma vizinhanca de

P @(p).

Teorema 1.3 Seja X um campo vetorial'°em uma variedadé/. Para cada

m € M existea(m) eb(m) emR | J{xo0}, € uma curva suave
Y < (a(m), b(m)) — M (1.2)
tais que
(8) 0 € (a(m), b(m)) e, (0) = m.
(b) ~,. € uma curva integral d&.

(c) Seu: (¢,d) — M &uma curva suave satisfazendo as codeliy(a) e (b),
entio (c,d) C (a(m),b(m)) ep = 7m|(c,d)'
Definicdo 1.14 Para cadat € R, definimos uma transformag X; com
doninio

D, ={m € M;t € (a(m),b(m))}
por
Xi(m) = ym(t).
(d) Para cadam € M, existe uma vizinhaca abertadem e ume > 0 tais

que a aplicaéo

(t,p) — Xi(p)

est definida e C>* em(—¢,e) x V C M.
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(e) ®, é aberto para cada.

O UD =M

t>0

(9) X;:®; — ®_; €um difeomorfismo com inversa ;.

(h) Sejas et niumeros reais. E@o o doninio de X, o X, est contido, mas
geralmente &o é igual a®,, ;. No entanto, o doimio de X, o X; €90,
Nnos casos em queet téem ambos 0 mesmo sinal.éAl disso, no domio

de X, o X, nos temos
Xs O Xt = Xert'
A demonstrago deste teorema encontra-se em [14].

Proposi¢do 1.4 Sejamp € M™ e X um campo vetorial suave eM tais que

X(p) # 0. Entdo existe um sistema de coordenadésy) com fundes coorde-

nadaszy, .. ., z,, €m uma vizinhanca de tais que
0
X‘ =21,
v Orilu

Demonstrag@o: Escolha um sistema de coordena@ds-) centradg, com fun@es

coordenadag,, .. ., yn, tais queX, = 8%1 ;
Temos pelo teorema anterior itef) que existem unz > 0 e uma vizinhaca
W de origem emR™~! tais que a aplicdp o : (—¢,¢) x W — M dada
pora(t,as,...,an) = Xi(771(0,as,...,a,)) est bem definida & suave em

(t,ag,...,am) € (—e,6) x W C R™.

el _ 0 o) _ 0
Send0d0'<%‘0> == Xp = d_m)p edU(a—” 0> = 9y

Ker(do) = {0}, e, portanto pelo Teorema da Fé@ognversa temos que= o *

parai > 2 temos que
p

€ uma aplicago coordenada numa vizinhanQade p. Sejax, ..., x,, fungdes
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coordenadas do sistema de coorden@tag). Temos er#io pela definigo (1.13)

que
—(x;00 = —(x; 00 = = 0i1,
87“1( ) (t,az,...,am) 87"1( 14 ) (t,a2,....,am) 81'1 Xi(771(0,a2,....am)) !
logo
0 =9 0
Xcr az,..am) da(_ ) = —\X; 00
(b : 87"1 (t,a2,...,am) i=1 arl( ) (t,a2,...,am) axl o (t,a2,...,am)
- 0 0
- S -2
i—1 axz o(t,az,...,am) axl o(t,a2,...,am)
Portanto,
X‘ _90
v Orly

1.2 Imersoes Isongtricas

Definicao 1.15 (Imer$es Isongtricas) Sejam\M/™ e N™ variedades diferenéawveis.
Uma aplica¢o diferencavel f : M — N & umaimersao sedf, : T,M —
Tt N € injetiva para todgp € M(m < n).Se, abm disso,f &€ um homeomor-
fismo sobref (M) C N, ondef (M) tem a topologia induzida paW, diz-se que
f @ummergulho. CasoM C N e ainclu§oi: M — N & um mergulho, diz-se

queM & umasubvariedade de N.

Definicao 1.16 (Isometria) SejamM e N variedades Riemannianas. Um
difeomorfismof : M — N (istoé, f € uma bije@o diferencavel com inversa

diferencavel)é chamado umesometria se :

(u,v)p = (dfp(u), dfp(v)) ()

paratodop € M eu,v € T,M.
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Observag@o1.1Sef : M» — M"™ & uma imer&o de uma variedade
diferenchvel M/ em uma variedade Riemanniadd enfio a netrica Rieman-
niana deM induz de maneira natural umagétrica Riemanniana emi/ dada por
(v1,v2)p = (dfp(v1), dfp(v2)) s(») PAravy, v, € T,M. Desta forma,f passa a ser
umaimersao isonetrica de A/ em M. Como, pela forma local das imérss,
dadop € M existe uma vizinhancd C M dep tal que f(U) ¢ M & uma
subvariedade dé/, &€ comum identificarmoS ~ f(U) e assim considerarmos
a decompos#o: 7,M = T,M @ (T,M)*, onde(T,M)* & o complemento or-
togonal deT,M emT,M. Assim, dada € T,M, p € M podemos escrever

v=v" +0v", ondev’ € T,M ev" € (T,M)*.

Indicaremos polV/, a conefo Riemanniana d&/. Se X e Y sio campos
locais de vetores emy/, e X, Y sAo exten8es locais aV/, definimosV Y =
(V<Y)T, onde esta relativa a rétrica induzida de\/. Queremos definir a se-
gunda forma fundamental da imaesf : M — M. Para isto introduziremos

previamente a seguinte defiaa;

Definicdo 1.17 Sejaf : M — M uma imerio. Dados campos locais

X,Y € M, aaplicago B : X(M) x X(M) — X(M)* dada por
B(X,Y)=VyxY —VyxY
& um campo local em/ normal aM.

Esta provado em [do Carmo p. 140]gBéX, Y) nao depende das extées X,
Y, logo B(X,Y) est bem definido.

Proposicdo 1.5 SeX,Y € X(M), aaplicago B : X(M) x X(M) — X(M)*
dada por

B(X,Y)=VgY —VyxY

é bilinear e singtrica.
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Demonstrago: DadosX, Y, Z, W € X(M) e f € D(M) temos que:

B(X+Y,Z+W) = Vx5 Z+W —-Vixin(Z+W)
= VZ+WHVsZ+W —=Vx(Z+W)=Vy(Z+W)
= VxZ —VxZ +VxW —VxW +VyZ —VyZ + VW — Vy W
= B(X,Z)+B(X,W)+B(Y,Z) + B(Y,W).

B(fX,Y)=VY —VixY = fVxY — fVxY,

mas em\/ temosf = f, logo

B(fX,Y) = f(V5Y - VxY) = fB(X,Y)

B(X, [Y) =Vx[Y =Vx(fY) = X[fIY + [VxY = X[f]Y — fVxY,
como em)M temosf = f, X = X eY =Y logo

B(X, fY) = X[flY = X[f]Y + f(VxY — VxY) = fB(X,Y),

PortantoB é bilinear. Para mostrar que é sinetrica, utilizaremos a simetria da

coneXo Riemanniana, is®,[X,Y] = VyxY —Vy X e[X,Y] = V¢Y — VyX,

logo
B(X,Y) = VgY - VxY =[X,Y]+VsX - [X,Y] - Vy X
= VyX - VyX = B(Y, X),
jaque emV/, temos[X,Y] = [X,Y].

Corolario 1.4 Sejap € M en € (T,M)*. Aaplicago H,, : T,M xT,M — R,
dada por

H’?(xv y) = <B(l‘, y)v 77>

€ uma forma bilinear sigtrica.
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Defini¢do 1.18 (Segunda Forma Fundamental A forma quadatica /7, definida
em7,M por

I1,(z) = Hy(z,x)
é chamada a Segunda Forma Fundamentaf @ésnp segundo o vetor normal

Observe que a aplicag H, fica associada a uma apli€axlinear auto-adjunta
A, T,M — T,M por

Proposicdo 1.6 Sejap € M,z € T,M en € (T,M)*. SejaN uma exten&o

local den normal aM . Ento

Demonstrago: Sejay € T,M e X,Y exten®es locais de, y, respectivamente,
e tangentes &/. SendoN normal alM temos(Y, N) = 0, logo da compatibili-

dade da rétrica, temos
0=X(Y,N)=(VxY,N)+ (Y,VxN),

ouseja(VxY,N) = —(Y,VxN). ComoVyxY = (VxY)T temos que
(VxY,N) = 0, portanto
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Vy € T,M. Logo
Ay(z) = =(VoN) .

Definicao 1.19 SejamM uma variedade Riemanniana¥e e X(M). Sejap € M

e sejamlU C M uma vizinhanca d@, ey : (—¢,e) x U — M uma aplicag@o
diferencavel tais que para todg € U a curvat — ¢(t,q) € a trajebria de

X passando poy emt = 0. (U e ¢ sdo dados pelo teorema fundamental das
equa@es diferenciais ordiarias. ) X & chamado ursampo de Killing (ou

uma isometria infinitesimal ) se, para todd, € (—¢,¢), a aplicaggo

o(ty) : U C M — M & uma isometria.

1.3 Variedade Produto

Proposicdo 1.7 SejamM™ e N" variedades diferenéveis e sejard(U,, z,)},
{(Us, yp)} estruturas diferenéveis de)M e N, respectivamente. Considere o
produto cartesiandy/ x N e a aplica@o ¢.s(p,q) = (za(p),y5(q)), p € U,

q € V3. Entio valem os seguintes itens:

(i) {(Ua x Vs, 045)} € uma estrutura diferen&vel em)/ x N;

(i) As proje@esnt; : M x N — M emy : M x N — N sao diferencaveis.

Demonstrag@o: Prova de (i) :
As aplica@esy,s : (U, x V3) € R™ x R" — M x N sao injetivas, § que
Vap = (Ta,Yp), € Ta, ys SAO injetivas. Send@(U,, z,)} , {(Us,yp)} estruturas

diferencaveis delM e N, respectivamente temos qiié = U 2a(Uy) €

«

N = Uyﬂ(vﬂ)a € portantoM X N = U(wa(Ua>! yﬁ(vﬁ)) = U Spaﬁ(Ua X Vﬁ)
B o, o,
Sejam(aq, 41) € (g, f2) tais quep,, s, (Ua, X Vi) () Paspe(Uay X Va,) # 0.

ASSim(xm (qu)? Yo (Vﬁ1)) m(xcm(UOQ)’ yﬁz(vﬂz)) 7é ®a e portantdV; x Ws 7é 0
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paraWI = (xal(Ua1)7xaz(Uaz)) e, = (y51<V51)7yﬁ2(V52))' Sendox;}(W1>

aberto deR™ eyﬁ‘jl(Wz) aberto deR”, paral <i,j < 2, temos que
Pos, (W1 x Wa) = (z1(Wh), 55" (Wa)) & aberto d&®™ x R",i € {1,2}. Como

T} 0 Ta, @Yg' ©ys, SAO diferendaveis, segue-se que,,; © a,p = (7, ©
:z:al,yg; o yg, ) € diferencavel. Concluimos e@b que{(U, x V3, ¢.s)} € uma
estrutura diferenével emM x N.

Prova de (ii): Daddp,q) € M x N ez, : U, — M uma parametrizé&p em
p = m1(p,q), considerep,s : U, x V3 — M x N uma parametrizap de(p, q).

Temos erio quer,* om 0 a5 : Uy X V3 — U, €

T omoPas(y (P) Y5 (0) = 25 0miopasop,s(p, q) = 74 omi(p, q) = 25 (p),

logo, 2! o m o w.5 € a restrigo da projegom, : M x N — M aU, x V3,
que é diferencavel, j quez;' o &. Analogamente condimos que a projeéip

me : M x N — N é diferencavel.

Proposicgao 1.8 SejamM e N variedades Riemannianas e considere o produto
cartesianaol/ x N com a estrutura diferenavel produto. Sejam; : M xN — M
em : M x N — N as proje@es naturais. Emio fica definida uma éirica

Riemanniana em/ x N da seguinte maneira:
(U, 0) (pq) := (dmi(w), dmi(v))p + (dma(u), dma(v))q
paratodo(p,q) € M x N eu,v € Tip o (M x N).

Demonstra@o: A prova decorre diretamente da linearidade das agiesitr , dmo

e das estruturas Riemannianaside= V.



Capitulo 2

Transformacao de Newton e

Operador L,

2.1 As Transformages de Newton

. —m+1 . . . . . .

SejamM" " uma variedade Riemanniana orientdda+ 1)-dimensional e
sejaX™ uma variedade Riemanniana orialm-dimensional. Suponha

x : ¥ — M uma imer&o isonétrica. Escolha um campo normal émib N para

Y. e considere o operador formhassociado com a segunda forma fundamental

de X, definido por (1.1). Sejamy, A, ..., \,, 0s autovalores dd. A r-ésima
funcao sinetrica de\(, \o, . . ., )., denotada pof, & definida como
1, ser =20
S, = Z Aiy -+ Ny, sSel1<r<m (2.1)
i1<...<ir
0, ser>m
Definicdo 2.1 Com as nota@es acimaH, = g , 7 =1,...,m & chamado de

r-ésima curvatura riedia dez.

17
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m

>

Particularmentef!; = =— & a curvatura iedia; H,,, = A; ... \,, & a curvatura

de Gauss- Kronecker.

Definicao 2.2 As transformages de Newtoff, : X(X) — X(X) sdo definidas
I, ser =10
Spl — S 1A+ ...+ (=1)A", ser=1,....,m

porT,. =

Proposicao 2.1 Prove, parar = 1, ..., m, 0S seguintes itens:
() T, = S.1 - AT, 4;
(i) O operadorT, comuta comy, istoe, T, A = AT,;
(i) O operadorT, & auto-adjunto;
(iv) T, € simétrico.

Demonstrag@o:

Item(i): Temos por definigo que:

T, = S J—8 1A+ 8 2A>— . 4+ (=1)"""S A" 4 (1) A"
= S, — A(S, 1] — S, 0A+ .+ (—1)"T2G AT 4 (—1) AT
== Sr[ - ATTfl.

Item(ii): Provaremos por ind@p sobre-. Parar = 0, temosTyA = [A = A =
Al = AT,. Suponha qué,. ;A = AT, ;. Assim

AT, = A(S,I—AT,_,) = A(S,I~T,_1A) = S,A—AT, 1A = (S,]—AT,_)A = T, A.

Item (iii): Usando indu@o sobre- temos, para = 0, 7, = I, logo

<T0Xa Y> = <X’ Y> = <Xa T0Y>,
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VX,Y € X(X). Suponha que valél’. 1 X,Y) = (X, T,_1Y). SendoA um oper-
ador auto-adjunto, obtemogX, Y € X(X)

(T.X,Y) = ((S,I—AT,_1)X,Y)
(S, X,Y) — (AT, 1 X,Y)
(X,5,Y) — (T,_1 X, AY)
(X,8,Y) — (X, T,_AY)
(X, (8,1 - T, A)Y)
{

X, T.Y).

Portanto(7,. X,Y) = (X, T,Y),VX,Y € X(¥).

Item(iv): O operadorlT, & sinétrico se, e somente sg,.]s em qualquer base
ortonormal de X(X) & uma matriz siratrica. Dada uma base ortonormal de
X(X), temos que a matriz do operadgré dada pof7;| = ((7e;, e;)), logo para
que[T,] seja singtrica devemos tdif,] = [T,]", onde[T,]" & a matriz transposta
deT,, ou ainda(T,e;, e;) = (Trej,e;), Vi # jem{l,...,m}. Mas isso se
verifica pois pelo item anteridf, & auto-adjunto. Sejam, ..., e,, as dire@es
principais correspondentes respectivamente as curvaturas pringjpais, A,,.
Para: = 1,...,m, sejaA; a restri@o da transforma@p A sobre o subespaco
(m —1)-dimensional normal &;, e sejaS,.(4;) a fun@o sinetrica associada 4,

logo

)PPV

i1<...<ir

parai; # i,j = 1,...,r. Note que fixado = 1,..., m podemos dividir a soma
S, em duas parcelas, uma ondleaparece e outraaw. AssimsS, = A + \;B,
ondeA = S,.(A4;) e por outro laddB & a soma cujas parcela&ossoma de todos

os produtos de — 1 curvaturas principais, excefq. Logo

S, = S,«(AZ) + AiSr—l(Ai) = S',(Az) =5, — /\er—l(Az>
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Proposi¢do 2.2 Para0 < r < m,1 <i < m, temos

() Toler) = Bxte; = S, (Aie.

(i) (m—1r)S, =tr(T}) = Z S (4;).
("I) (7“ + 1) r+1 — tT’(AT) Z )\ZST(AZ)

(V) S1S, 41— (r+2)S, 4o = tr(A%T}) Z A28,

Demonstra@o:
Item (i): Provaremos por ind@p sobre-. Parar = 0, temosTy(e;) = I(e;) =
e; = le; = So(Az)el Suponha Vel’dad@r,l(ei) = Sr,l(Ai)ei. Assim
Tr(ei) = (Sr] - ATr—l)(ei)
= ST](Gl) — ATr—l(ez’)

= (Sr(Ai) + NiSr—1(A) L (€:) — AT, (e:)
= Sp(Ai)e; + NiSr—1(Ay)ei — A(Sr—1(Ai)e;)
= Sp(Ai)ei + NiSr—1(Ai)e; — Si—1(4;) Ales)
= S.(A)e; + NiSr_1(ADe; — NiSe_1(A)e;
= Sr(Ae;.

LogoV r € {1,...,m}, temosT,(e;) = S,.(A;)e;. Para provarmos a segunda
igualdade usaremos o fato de gble(A;) e S,(A;) nao dependem dg;, logo
a (Sr1(Ai) = 55-(5,(A)) = 0, assim

o\
%ST+161‘ )\z ST+1<A1‘) + Azsr(Az) €;
0
0 6
_ 0 (X)S (A-)—i—)yi(S (A-))}e'
= a)\z i r 1 za)\l T 1 (2

r(Ai)ei
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Conclimos erdo queT, (¢;) = ag;“el = S, (A)e;.
Item (ii): A matriz [T,] na base formada pelas difess principaise dada por
[T,] = (ai;), ondea;; = (T, (e;), e;), paral <i,j < m. Assim pelo item anterior

obtemos:

tr(T,) = Zau—z v(e:), e

Sendo erdotr(T;) = Y _ S,(A;), temos quer(T,) = > 5,(4;) = i > A

i=1 =1 i=1 41<...<tp
parai; # . Portanto

tr(T,) = (m —r) Z iy - Aip, = (m—1)8S,

11 <...<bp

Item (iii): SendoT,.,, = S,.11 — AT, temos quedAT, = S, 11 — T, logo pelo

item (ii) temos que:

(47)

t?a(ATr) = tr |:S7«+1I — TT+1:| = S»,»+1t7’([) — t?"(TT+1 = mST+1 — Z ST+1

m

= M8 = D [Serr = A, (A)| = mSy1 = mSp + Z NS, (Ay)

=1 i=1

Como pelo item (ii)(m — (r + 1))S,+1 = tr(T,41) temos que

tr(AT,) = tr [STH] — TTH} = Satr(l) —tr(Ty41) @) mS,y1 — (m—(r+1))S,11

= er+1 — mST+1 -+ (7“ —+ 1)ST+1

= (7“ + 1)Sr+1
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Item (iv): Senddl},, = S,;1I — AT, temosAT,,, = S, 1A — A>T, logo,

(i

tr(A2T)) = tr]S, 1 A — ATha] = Srntr(A) — tr(ATh1) 2§18, 01 — (1 4+ 2)S, 40
Por outro lado, send§, .1 (A4;) = S,11 — AiS-(4;) temos
)\iSr—H(Ai) = )\iSr—i-l - )\i2Sr(Ai)-

Logo

m

Z )\iQSr(Ai) = Z [)\isr—‘rl - )\iST’+1(Ai):|
i=1

=1

= S Z Ai — Z AiiSri1(A)
i=1 i=1

(g) 8137«4_1 — (T + 2)5T+2.

Dado o tensor Transformag de NewtorY;,. em temos
(VxT)(Y) = Vx(T,Y) - T.(VxY).
Proposicao 2.3 Para todoX € X(X) vale a seguinte equéo
X(S,) = tr(T,_1VxA).

Demonstra@o: Sejaey, eo, ..., e, um referencial ortonormal local el que
diagonaliza o operadot em um pontg € ¥. Denotemos pori‘®-ir a matriz
r x r obtida quando consideramos apenas linhas e colunas de grdem:, de
A no referenciak, es, ..., €,,; € porvi=*, j = 1,...,r, aj-ésima coluna da
matriz A% Temos

Sr — § det<A’LlZQ../LT)
7;1<...<7:7>
_ 110200 1112...0p 11%2...0p
= E det (v v L o).
11 <. <l
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Assim
X(S) = > X(det(vjrz-ir . pitziy).

1< <l

Mas

X(det( i1ig.. ZT’ N 1112 ZT Zdet i1ig.. 'L'r X(Uz:ﬂg,..ir)’ o Uz:n'g...ir)’

17 ? Ty

que enp € igual a

Temos tambm

(VXA)(BZ) = Vx(AGl)—A(VXeZ)

= Vyx Zm:akiek> — (f: (Vxei, e;) ej>
j=1

m m
V x (akier) E (Vxe;, e)) E Ugj€s
J=1

s=1

I
Ms

T

1

(X(aki)ek + akivXek Z Z VXGZ, 6] a/SjGS

I
NE

k=1 j=1 s=1
= > (X(ak:i)ek +ar » (Vxer, €z>€z> =) ) (Vxei, e5)ag e
k=1 =1 j=1 s=1

m m
X(ar;)er + E E aip(Vxer, erer — E E (Vxes, ej)ag;es.

1 =1 k=1 s=1 j=1

I
Ms

>
Il
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Emp temos

NE

tT(TT_1VXA> = <Tr—1((VXA)€i)7 €i>

1

<.
Il

I

s
I
—

(VxA)ei, Tr_1e;)

<(VXA)61‘, Srfl(Ai)eﬁ

I

i=1
= Z<2X arer + Y an(Vxereer— > (Vxer, ej)ages, S (A; )€i>
i=1 k=1 l,k=1 s,j=1
= Z <X Qg4 +Z vXekaez Qp; — Z vXezaej alj) r— 1(14)
i=1 k=1 J=1
- ZX(G/M)ST 1 + Z< vXekaez Qi — Z<VX€iaej>aij)Sr—l(Ai)-
i=1 i=1 k=1 J=1
Mas, emp
Z (Z VXekaez Qi — VXewe] azg) r— 1<Az) = 07
i=1 k=1 j=1
. )\iia se Z = j
poIs,a;; =
0, sei# 7
Logo

M

(T VxA) = S X(ai)S_1(A)

1 i1 <. <dp i 70
= >0 D) A X(ai) N,
11 <...<ty J=1

= X(S)),

=1

I

)

emp.
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Proposicdo 2.4 Para cadar(1 < r < m), seH;, Hs, ..., H, S30 r&o negativos,

engo:
() H_1H, 4 < HZ;
(i) HiH, > H,,,,ondeHy,=1eH,,,; =0;
(i) H, > HZ > ... > H;.

Demonstrag@o:

Item (i): Proposiéo 1.3

Item (ii): Provaremos por ind@p sobre r. Para = 0, temosH,Hy = H, =
Hy.,. ParaH, > 0,Vr, suponha valeH,H,_; > H,. SendoH, > ( temos que

pelo item anterior que
HlHr—lHr 2 Hf > Hr—lHr-I-b

e, portantoH, H, > H, ;. No caso em quél, = 0, para algum r, temosk, =
g—]; = 0 :> Sq" = Z )\il .. ')\ir = 0 ComOSr+1 = Z )\il . ')\’ir+1

11 <. <l 11 <...<lp41
pode ser reescrito por

Se1=2_N > XA =) N0=0=H;=0Vj >r,
j 1< <l j
logo H H, = 0= H,,;. Em qualquer casél\H, > H, ;.
1

1
Item (iii): Provaremos por ind&p sobre- queH,; > H, [}, Vr. Parar = 1, temos

T

1 _1 1
pelo item anterior quél? > H, = H, > H}. Suponha verdad&, | > H;

assim,H,_, > HT; Temos pelo item (i) e pela hipotese de indague:
r—1 _1 _1
Hf Z Hr—lHr-l—l Z HTT HT+1 = Hj rHr—&-l Hgo Hr Z HT‘ 7"I{r—l—l

Logo,
r+1 1

H,m =H.H > H/ H, "H,41 = H, 4
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e, portanto
1 1
Hy > H[, V.

SeH; = 0, para alguny, temos qued; = 0V: > j, e logo a partir destg vale a

igualdade. Portanto conétuos que

1
H >H; >...> H/.

B o=

Defini¢do 2.3 Dada uma fungo f em(C?(X) parap € ¥, o operador linear

Hessiano def € definido por
Hessf(X)=Vx(Vf), X € T,%,
ondeV & a cone#o induzida ent.

Com os operador€eB. e Hess, podemos definir o operador diferencigl como

segue:

Definicdo 2.4 Dado f € C*(%),0 <r <m,

L.(f) = tr(TrHessf>.

Dadop € ¥, considere um sistema de coordenadas ortonormal e p com

a
fungdes coordenadas, . . . z,,. AssSimV f = Z o 6 , logo,
0 0
Hessf(a—xj) = V% = (;axl l)
B — 0 o ,0(f), 0
a 121( dw-@xi—i_@_xj(@xi)@xi)

af
Z J;]@xz 8@ Z 0@ Z@xk
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Assim

2 .
(tesss (5)) = 3 g (30) + 30 540 ()

J i

Temos erdo que

L.f(p) = tr(TrHeSSf)(p)=i<TrH633f(a%j>’a%j>

S (S ) n(L) )

§i=1 =1

" o\ 0\ 0 " o\ 0\ Of
= 21<Tr(a—%>va—%>axjafxi > <Tr(a—xi>’a—%>a—£%

Jii= 1,9,k=

Afirmo que L, € elptico se, e somente SE, & positivo definido. Com efeito,

supondal,. eliptico temos por defingpo que existé > 0 tal que

0 0
> <Tr(8—%)a 8—%>(p)ij > Oof?,

/L?]

para quase todp € ¥ eV v € T,X. Para provarmos qué. & positivo definido
devemos mostrar por defidig quev'a,(p)v > 0, para quase todp € ¥ e

Vv e T,% v # 0,ondea,(p) & a matriz do operaddf,. Mas note que, dado

0
pEZev:;via—%ETpX}
(T.(:2). %) - (T(E).2) \ [ w
(T.Z)5%) - (B(G%)5%) ) [ o

- 0 0
= > () 8—%><p>ij > glof* > 0,

Zhj
poisv # 0 ef > 0. Portantol,. & positivo definido.
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Reciprocamente sg. & positivo definido e@o S,.(A4;) > 0Vi =1,...,ne
portantomin{S,(4;)} > 0, logo

> <Tr(a%), a%>(p>ij = (Ty(v),v) = <Tr(§jaei),i@ej>

0] i J
n n

= Y uu(Te) ) = > 00;S0(Ai) e, e)

> min{Sr(Aj)}Z@@(ei,@
= min{S,(A;)}{v,v) = min{S,(A;)}|v]*.

Logo tomandd = min{S,(A;)} temos queL, é eiptico.

Neste trabalho, o espaco ambiente qual estud@&mosa variedade produto
(m + 1)—dimensionalM™ x R, onde M & uma variedade Riemanniana de di-
men&om e X € uma hipersupéidie emM x R comr—ésima curvatura gdia

constante positiva, iste, H, > 0 constante.

2.2 As Propriedades Eipticas do Operador L,

.~ . —m-+1 . . . .
Proposicao 2.5 SejamM uma variedade Riemanniana orientaga + 1)-
dimensional €™ uma variedade Riemanniana ori@nelm-dimensional conexa.
Sejaz : ¥ — M uma imer&o isongtrica. SeH, > 0, enfio o operadorL; &

eliptico.

Demonstra@o: Sendal, eliptico se, e somente SE, € positivo definido, provare-
mos endo quel; € positivo definido. Temos pelo item (iii) da prop@ic2.3 que
H? > H,,comoH, > 0, enfio H? > 0. Mas senddf; continua temos qué/;

assume o mesmo sinal el pois caso contrario, existiriae X tal queH; = 0
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emp. Podemos encontrar entao um normaltais queH; € positivo, a que,
guando mudamos a orientago sinal do traco dd & alterado. Sendo

m ) m m

S = (M) =3 A2 +2X " an = DAt 428,

i=1 i=1 i<j i=1
temos queS? > A2,V i, pois Hy = g—g >0« Sy > 0. ComoH; > 0temos
S1 > 0, logo existe pelo menos € 1,...,m tal que); > 0, portantoS? >
A = S; >\ = Si1(4;) =S — \; > 0. Sendo, pelo item (i) da proposig 2.2,
Ti(e;) = S1(A;)e;, temos que

(The;,ej) = S1(Ai)oi; > 0,Vye{l,...,m}.
Mas comal; é auto-adjunto obtemos:
S1(Aj) (e e5) = (i, S1(Aj)ej) = (ei, Ti(e;)) = (Tilei), e5) = 0,5 € {1,...,m}.
Devemos tetS;(A,) > 0,V j € {1,...,m}, pois caso conério , teiamos
S1—A=51(4)=0=5=X\=>\=0,Vi#£j= 5 =0,

contradizendo o fato d&, > 0. Logo7; € positiva definida. Na proxima propoaa;
provaremos a elipticidade de. quando a hipersupécie > com r-ésima cur-

vatura nédia positiva tem um pontoigtico ou parablico.

Proposicao 2.6 SejaMm+1 uma variedade Riemanniaria: + 1)-dimensional e
¥™ uma variedade Riemanniana oriénelm-dimensional conexa (com ou sem
fronteira). Suponhar : ¥ — M uma imer&o isongtrica comH, > 0 para
alguml < r < m. Se existir um ponto interigrde tais que todas as curvaturas
principais emp sdo NMAo-negativas, e@db para todol < j < r — 1, 0 operador

L; é elptico, e aj-esima curvatura @dia H; € positiva.

Demonstrago: SendoL; eliptico se, e somente s&; & positivo definidog

suficiente provar que os autovaloresigesao positivos, ist@, S;(A;) > 0 emX,



CAPITULO 2. TRANSFORMACAO DE NEWTON E OPERADOR Ly, 30

paratodol < j <r—1el <i<m.Seja)\,...,\, as curvaturas principais
de x, logo por hiptese); > 0 emp, assimS, > 0, e portantoH, > 0,Vk.
Temos erdo, pela propos#p 2.3 item (iii) queH; > HQ% > ... > Hj, sendo
H, > 0, obtemos qued, > 0, para todol < k£ < r. SendoH, > 0, temos

S, = Z Aiy .- A, > 0, emp, logo devemos ter pelo menoscurvaturas

11 <. by
principais positivas. Suponhamos por simplicidage .., A, > 0. Portanto, em

D

i1<~..<ij,ik7éi

Logo, por continuidade, existe uma bdip) C X centrada enp tais que as
fungdessS;(A;) > 0 em B(p). SendoX conexa, temos que dado qualqyet X,
existe um caminhg(t),¢ € [0, 1], ligandop a ¢ tais quey(0) = pe~v(1) = q.

Definamos
J={tel0,1];5;(4;) >0em fy‘[o’t]}.

Sejaty = supJ. SendoS;(A4;) > 0 em B(p) temos que, > 0. Mas note que
S;j(A;)y@ > 0, para todot € [0,1), temos por continuidade qug (A;),u,) =

lim S;(A;),q > 0,isto &, Sj(A;) > 0 emt,. Provaremos qué;(4;) > 0 em

t—ty

to, € assimty € J. Consideremos primeiramenge= r — 1. Suponha existir

i€ {l,...,m}tais queS,_;(A;) = 0 emt,. Para este, temos
ST - )\iSr—l(Ai> + Sr(Az) - ST<A1)7

como.sS, > 0 emX temosS,(4;) > 0 emt,. SendoS;(A4;) > 0 emt,, temos
H;(A;)) >0paral <j<r-—1,e5.(A4;) > 0= H,(A4;) > 0. Logo conclamos
da proposigo2.4 que

1 1

HI(A4) 2 Hy (A) > ... > HZT(A) 2 Hi (A) >0,

r—

e portantoH,_1(A;) > 0 = S,_1(A;) > 0, contradi@o. Conclimos en&io

queS,_1(A4;) > 0, emty. SendoS,_;(A;) > 0e H (4;) > Hé(AZ-) > ... >
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HT%(Ai) > 0 emty, temos queS;(A;) > 0 emt,, paral < j <r — 1. E enfo

to € J. Afirmo quet, = 1, pois caso condrio set, < 1, por continuidade, existe
uma bolaB(~(ty)) centrada emy(t), tais que,S;(A4;) > 0 em B(v(ty)), istoé,
existet; > t, tal queS;(A4;) > 0 emt;, contradizendo o fato dg = sup.J. Assim
obtemos que em, S;(A;) > 0. Comog foi tomado arbitrariamente, temos que
S;(A;) > 0emX, e assimL; €& eiptico, V1l < j < r — 1. Conclumos ainda da

proposi§o2.2 que(m — j)S; = Z Sj(A;) >0=5; >0, e portantaH; > 0.
=1



Capitulo 3

Estimativa de Altura de Graficos

Verticais e Aplicacao

Neste capitulo, consideraremos hipersuigefem uma variedade produto
(m + 1)-dimensionald/™ x R comr-ésima curvatura gdia constante positiva.

Usaremos para denotar a ultima coordenada #mx R.

Definicao 3.1 A func@o altura, denotada pok, deX emM x R & definida como
aproje@ot, : X — R, istoé, sep € X, z(p) € M x {t}, enBoh(p) =

Considerando um sistema de coordenadas ortonormal corbdsiroporde-

nadasr, . .. ,,,1 €mp temos que:

m+1 m
0 0
Vh(p) = Z (9:132 8% B Z (9:102 8$m+1 (h) 0T 41 ®)
0 0 0
a(h)a@) = a(]?)

Lema 3.1 SejaM uma variedade Riemanniana orientagdadimensional e seja
3) uma hipersupefttie orientivel imersa em\/™ x R (com ou sem fronteira).
Ento

L._1(h) =7rSn,

32
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ondel < r <m+ 1, h denota a fungo altura deX en = (IV, 2).

Demonstra@o: Fixep € ¥. Seja{e;} um referencial ortonormal geésgico de
emp. AssimV.,e;(p) = 0. Podemos assumir gye; } sao as direges principais
emp, istoé, A(e;)(p) = N\ie;(p), onde); s4o os autovalores(curvaturas principais)
de A em p(este referencial pode ser obtido pela ratagle{e;}). Considere a

transla@o vertical®, : M x R — M x R dada por
O (z,t) = (x,t + 3).

Dadosv,w € T(4,4,)(M x R), considere as curvas : | — M xRef :
J — M x R dadas por(r) = (z(r),t(r)), B(1) = (z(I),t(1)) tais quen(0) =
(z0,t0) = (0),a’(0) = ve B (0) = wcom0 € I N J. Assim temos que :

B ri0) = ~@ulalr)] = (ar) () +5)]
= (ol gt i)
_ (%x(r) . %t(r) )=dO=v

Analogamenteqd(P; ) (4,4, (w) = w. Logo

<d(q)5)(:vo,to)(v)’ d(q)s)(mo,to)(w)>‘1>s(960,t0) = <Uv w)(ivo,to)ﬂ

e portanto®, € uma isometria. Note que:
() ®:Rx (M xR)— M xRonded(s,x,t) = (x,t+ s) & diferencavel,

(i) Vs € Racurvas — ®(s, z,t) & atrajebria de2 passando pafz, t) em
s = 0. De fato, devemos verificar qug,(z, t) = ®(s, z,t) € o fluxo deZ,
isto &, % <(I>S(x, t)) =2 <<I>8(x, t)). Com efeito, coma: nao depende
nem des nem det temos :

%(@s(x,t)> _ %(w,t—l— s) —(0,1) = %(m,t+ s) - %(@S(x,t)).
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Com as observégs acima e sendb, : M x R — M x R uma isometriays,
temos por definigo queg; e um campo de Killing. Considere agora éihx R a
geodksica dada pela rel® denotemos ela por, assiny’ = 5 e portanto
Vaat =
p=(PL,. - PmsPms1), € {E; Y7, referencial geo@sico deM em (pi, ..., pm).
Assim{FEy,...

= V.~ = 0. Considere um referencial geesico{e;}/*}" de em

21 forma um referencial ortogonal paid x R, e portanto

m m7 at
€; = ZO&jEj + 6—

=t ot
Logo
- — — 0 L — 0 — 0 o= 0
VeVh=V m 5 azzajw@+5vgazzajw@.

(ZO./J‘E]‘ +ﬁ§) j=1 j=1
j=1

Mas note queyz,j =1,....m

(i gg) =0 0= 5(Bi g7) = (Vo ;) + (5. T ).

e portanto,<Ei,ij%> =0.

E ainda, sendtg’z campo de Killing temos

<VEJ; §t> <73% > 0= <VE]§t gt>:0‘

Concluimos eréo que o campWEj% énulo,Yj=1,...,m. E, portanto

_?:Z Jat

Assim temos que

Hess(h)(e;) = Ve(Vh) = [V (Vh)] = [V..(Vh— (Vh,N)N)]"
= [u(T1) Ve (FhNON)] =~ [T (ThNN)]
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ondeT denota a componente tangente dos vetoré§(dé™ x R) emX. Logo,

(Hess(h)(e).ede) = —([Tu(TRN)N)] &) o)

(V.. ((Th, N)N), €2) )

= —(e;((Vh,N))N + (Vh,N)V.,N,e;)(p)
~(Vh

N)(VeN, e:)(p)-

Mas note que

—Ale;) = (Ve,N)T = VN — (Vo N)E = =V N = Ale;) — (Ve N)
e, portanto
(=Ve N, ei) = (Aler) = (Ve N) 7 e0) = (Alei), ea) = (Ve N) T ei) = Ailer eq) = A
Logo,
(Hess(h)(e), e:) () = Xi(Vh, N)(p) = Ai(5;

m

L._1(h) = tr(T,_1Hess(h))(p) :Z<Tr_1Hessh(ei),ei>(p)

=1
m

Z (Hessh(e:), Tooi(e:))(p) = Y _ Seo1(As)(Hessh(e;), e5)(p)
( )((r = 1) +1)Se—1)+1 = n(p)rS.
ComorS,n independe da escolha do referencial, obtemos que;,em

L._1(h) =7rSn.
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Definicao 3.2 SejaX C M uma hipersupefttie orientada. Sejd um
dominio compacto d&. Definimos a variago deD por

¢:(—e,e) x D — M x R, ¢ > 0, tais que para cada € (—¢, <), a aplicagio
¢s: {s} x D — M x R, ¢4(p) = ¢(s,p) € uma imerdo, ep, = D.

SejaA,;(p) o operador forma dE(t) emp e para) < r < m, sejas,(t)(p) a

r-ésima fun@o sirétrica dos autovalores dé&(p).

Proposicio 3.1 Sejak;(p) = Z¢(p, s) e fs = (E, N;), ondeN, & o normal
unitario a ¢5(D). Entao
9
0s
ondeRy & definido comdy(X) = R(N, X)N, R o operador curvatura dé/,

S’I”(S) = LT—l(fs) + fs (Slsr - (’I“ + 1)57‘—1—1) + fstr(Tr—lR_N) + EJ(Sr)a

e £ denota a parte tangente de..
Para provarmos esta propdsicprecisaremos do seguinte lema:

Lema 3.2 A'(s) = Hessf + fRy + fA? + VT (A) (estamos desconsiderando

osindices)

Demonstra@o do Lema: Dadop € ¥ e u, v campos tangentes definidos numa

vizinhanca de, sejamu, = d¢s(u) e vs = dos(v). Assim
T1(5)(us,vs) = —(Vy, N, vs) = (A(8)us, v).

Considerando primeiramenté (s)(us, vs) = —(V,, Ny, vs) temos
—(II(u,v)) = (VEV,N,v) + (V,N, Vo), sendoE = ET + EV, temos pela
dfinicao deV que,

—(I1(u,v)) = (Vg VuN,v) + V. V,N,v) — (A(u), Vgv). (3.1)

<
Q
(7))
(%2}
(1)
>
Q.
R
S
=
&
=
I
<l
<
<l
ol
},
=
|
<l
o)
)_
<l
<
=
_l_
<
S|
F
=
=
o]
3
O
(]

Vg VuN =V, Ve N + Vg yN — R(E* u)N (3.2)
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E ainda, comdF, u] = 0 temos
(Bt u] = —[ET, ] (3.3)
logo
(VipryN,v) = ( = Vigr yN,v) = { = Vigr 4 N,v) = (A([E*",4]),v).(3.4)
Ainda por (3.3) temos que
—[E",u]=[E* u] = Vgiu— V,E*,

assimViu = V,E+ — [ET,u], e portanto, comd@N, u) = 0 temos
0= EY{N,u) = (VgL N,u) + (N, Vg.u), logo

(VegiN,u) = —(N,Vgiu)=—(N,V,E* —[E" u))
= —(N,V,E*") +(N,[ET, u])

= —(N,V,EY) (3.5)
Note que :

df(u) = u[f]:u[<E’N>] :u(<ET7N>+<EL’N>)
= (V,E* N)+(E+V,N)
= (V,E*+ N).

Temos por (3.5) que para toddangente
<vELN7 U> - _<NuquL> - _df<u) - —<Vf, U’) - <—Vf, U’>7
logo

VN =—VF. (3.6)
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Substituindo esses valores em (3.1) obtemos:

|
=
~
F
=
1
<
5]

4{

|
ES
=
S
+
4l
IS
<l
|

},
=
_|_
<
|
q)—
=
=

|
kS
ey
. -~
=
=
=

= —~(Ver(AW) " + (Ver (Aw)) ", v) +

= —(Vgr(A(u),v) = (Vu(Vf),0) + (A(Vgru = V,E"),0)
—f(R(N,u)N,v) — (A(u), Vo)

= —(Ver(A)(u) + A(Vpr(u)),v) — (Hess f(u),v) + (A(Vpru),v)
—(A(VuET),v) = f(R(N,u)N,v) — (A(u), V)

= —(Vgr(A)(u),v) — (Hessf(u),v) = (A(V.E"),v)
—f{R(N,u)N,v) — (A(u), Vo)

Portanto,
(I1(u,0)) = (Vgr(A)(u),v) + (Hessf(u),v) + (A(V.E"),v)
+f(R(N,u)N,v) + (A(u), Vo). (3.7)
Por outro lado, sendd/ (s)(us, vs) = (A(s)us, vs), temos que:

(I1(u,v)) =
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a ultima igualdade foi garantida por= [E, u] = Vgu — V,E, ou seja,
Vegu=V,E.

Como|N| = 1 temos qué) = u[(N, N)] = 2(V,N, N), isto&, (V,N, N) = 0,
como a codimer# dex € 1, temos quév,, N é tangente, logo,

V.E+ =V (fN) =u[f]N + fV,N, e portanto,

V.E+ = (WUEL)T = fV.N = fV,N = — fA(u), temos er#io que

(II(u,v)) = (A'(u),v) + (A(V,E),v) + (A(u), Vo)
= (A'(u),v) + (A(V,E" + V,E"),v) + (A(u), Vi)
= (A'(u),v) + (A(VLET),v) + (A(V,EY),v) + (A(u), Vo)
= (A'(u),v) + (A(VLET),v) + (A(=fA(w)),v) + (A(u), Vo)
= (A'(u),v) + (A(VuE"),v) = (fA*(u),v) + (A(u), Vo)
Logo

(11(u,v)) = (A'(u), v) + (A(VLE"),v) = f{A*(u),v) + (A(u), Vo) (3.8)
Igualando (3.7) e (3.8) obtemos:
(VT (A)(u),v) + (Hessf(u),v) + (A(V,ET),v) + f(R(N,u)N,v)
F(A(u), Vigv) = (A'(u),v) + (A(VLET),v) — (fA% (1), v) + (A(u), Vo),
como a igualdade acima vale para tade temos que
A'(s) = Hessf + fRy + fA* + VT (A)

Demonstra@o da proposi@o: Temos pela proposap (2.3) que

2(S,) =tr(A'(s)T,—1). ComoA eT,_; comutam temos que

A'(8)T,_y = T._1A'(s), ondeT._, = 0, logo pelo lema temos que

Sy) = tT(A/(S)Tr—l) =1r <Tr—1vET (A)+T,_1Hessf +T,_1fRn + Tr—lfA2>

— tr (TT_ﬁET(AD +tr <TT_1HeSS f) +tr (T,._1 fR_N) +tr (Tr_1 fA2>

AL
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Novamente pela proposig (2.3) temos que
tr(T,_ Vgt A) = ET(S,),

logo sendar(7,_; A%) = 5,5, — (r +1)S,,1, obtemos

0 —
%(ST) = E7(S,) + Lo_1(f) + ftr(T._1Rn) + f(S1S, — (r +1)S,41).
Lema 3.3 ComM e X como no lema (3.1), assuntj. deY ser constante para

algumr,1 <r <m+ 1. Entdo, em},
Lo_1(n) = —n(S1S, — (r + 1)S,1 +tr(T,_1Ry)).
Demonstra@o do Lema: Considere a variap
¢:(—€,€) x DC(—€,e)x X —MxR

dada pela translag vertical deV x R, ¢(s,x,t) = (z,t + s) onde

(z,t) € M x R.

Com esta varigdo as curvaturas principais 8&s) permanecem inalteradas,
logo ar-ésima fun@o sinetricas, (s)(x, t)dos autovalores dé,(z,t) € igual a
r-esima fundo sinetricas, (0)(z, t) dos autovalores dé;(z,t), ondeA,(x,t) &
o operador forma d&(s) em(z,t).

SendoH, constante para algum temos ques, € constante. Como

Sy(s) = S,(0) = S, concluimos que S, (s) = 25, = 0. Tamkem pela hiptese

de S, ser constante el, obtemosE (S,) = 0, paras = 0. Mas, note que,

0 o 0

0w, "ot ot

0 0 =
Eo(r,1) = 92(5,2,1) o= o (2,4 5) [eco= (0,1) = 30
=1

Logo quandas = 0 temosfy = (Ey, Ng) = (2

5, V) = n. E portanto pela

proposi@o anterior obtemos:

L,_1(n) = —n(81S, — (r + 1)S,1 + tr(T,, Ry)).
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Dadop = (z,t) € M x R. ParaX € T,(M x R), sejaX" a componente
horizontal deX e XV a componente vertical, ista X" € T,M e XV € R. Seja
{e;} um referencial gedgsico de&© emp e N o normal uniério a> emp
Usando a con&o Riemanniana produto e &trica produto obtemos:
}_%(61‘, N)el = vaeiei — 761.7]\/@ + v[ei,]\] €;
= vN(VE?B? + ijeY) V (the + VNVS ) + V[eh Nh]€ + Vi VNV} eV
= VniVae! + Var Vel = VaVyne! — V5 v;ve +
+ v[e?’,Nh]e? + V[J;y’NV]e}/
= R(e},N")e} + R-(e] ,N")e]
Mas comee}’, NV € X(R) temos quey = ANV, logo temos pela linearidade
de R+ que
R+ eV ,N)e} = RF(ANY, NV)ANY = X?R*(NV,NV)NY = 0.
Logo,
E(e% N= i, N) - <E(ei7 N)e,-, N> - <R(6£L, Nh)e?v Nh> + <07 NL>
= K(e!, N")le AN"?,
ondeK é a curvatura seccional de.
Se{e;} sao tamie@m dire@es principais del, temos qué,.(e;) = S,(4;)e;, €

enfo

rGRENE) = Y (enTR(e) ()
= i@ (e), Rle) ()
= ZS R(N, )N e)(p)
- Zs (N, ei, N, e)(p)

- ZSAA»K@?,MMANh\2<p>-
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Teorema 3.4 SejaM uma variedade Riemanniana orientadadimensional.
SejaX um grafico vertical compacto na variedade produtb x R com bordo
emM x {0} e comH, constante positivo, para alguin< r < m. Denotemos

h ¥ — R afun@o altura deX..

(i) Se a curvatura seccional d& satisfazk’ > 0, enfio emx,

B < H . (3.9)

(i) Quandor = 2, se a curvatura seccional d¥ satisfazk > —7(7 > 0), e
Hy; > 7, enio emy,

VH;

h| < .
||_H2—T

(3.10)

(iii) Quandor = 1, se a curvatura seccional d¥¢ satisfazk’ > —7(r > 0), e

H} > =17 en&io emX

VH

2 m—1
m

|h| < (3.11)

-
Demonstra@o Sejamp € X o ponto onde: atinge seu raximo en = (N, §>.
Seja{e; } um referencial ortonormal effj,> formado pelas dirdies principais e
N normal a% emp,logo A(e;) = —(V,,N)T = —V,,N. Assim

V2h(e;, €;)(p) = (Ve,Vh,e;), < 0.SendoVh = Vh — (2 N)N = & —nN

temos

(30

V.,.Vh = V., <— - nN) = Vei% — (ei(n)N +nV,N)

) 9
- (velw) (VBZN =)+ (N, Y, at))N—nVeiN
= (=V.N, ) —nVe, N
— (Ales), 8>N+ Ales) = Mler, ZIN 4,
- g/ T ANG) = A B /T A
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para todo i. Logov2h(e;, ;)(p) = (Ve, Vh, e;), = n(p)A; <0,V i, assim se

n > 0temos); < 0, Vi e sen < 0en@o); > 0, Vi. Concluimos erdo que as
curvaturas principais tem o mesmo sinal gn€ComoH, > 0, em, podemos
encontrar neste ponto que todas as curvaturas princgaifie negativas e o
normal uniirio N a ¥ aponta para dentro. Sentloum giafico vertical, podemos
achar o campo normal uaitio suaveN a X apontando para dentro (isko

n= (N < 0 em?>..) Podemos e@b aplicar as propogies 2.5 e 2.6 para

%)
obtermos qué.,_; é eiptico, eH;(1 < i < r — 1) sAo positivos.

Definamospy = ch + n emX, ondec & uma constante positiva a ser determinada.
Comod¥ C M x {0} temosh,,,, = 0, e portanrto, end> temosy = n < 0.
SendoL,_; um operador ébtico, temos pelo priripio do maximo que, se

L,_1(p) > 0entoy < 0emX. Enfioh < =2 < 1.

(— n<|n|=| (N ’8t> |=| cos (N 781&) |< 1) Agora acharemostais que

L._1(¢) > 0. Pelos Lemas 3.1 e 3.3, temos
L. 1(¢) =cL,_1(h)+ L,_1(n) = CTSTn—TL(SlsT —(r+1)S,41 —I—tr(TT_l}_%N)).
AssimL,_1(y) > 0 & equivalente a

—rSpc+ 5818, — (r+1)Spq1 +tr(T,_ Ry) > 0.
SeK > a(a < 0) temos

tr(T.-1Ry)(p) = ZST_l(Ai)K(e?,Nh) | e AN" |2
> GZST1 )| el A N2

Mas note que e” |[<| e; |=1e| N* |<| N |=1, logo

| el AN P=| e 2| N 2] sin (), N") [P< 1,
sendoS,_;(A;) > 0 ea < 0temos

aS,_1(A) | e AN" *> aS,_1(A),
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e portanto,
tr(T,_1Ry)(p) > aZST 1(A) = (m =7+ 1)aS,_,.

Agora podemos achartais que
—rS,c+ 518, — (r+1)S,11+ (m —r+1)aS,_; > 0.

Mas senddd, H,, ..., H, nao negativo €1, H, > H,.{, temos que:

i s
m =m m (m—=1)! (m—r)!r! (m—r—=1)!(r+1)!
N 515, (m —r)lr! S (m—r—1D!(r+ 1S4
mm! - m!
— —r—1)r!
e A (T
m
m_

U80S —r > (r+1)S,41.

Logo
m—r

S1S, — (r +1)Sy41 > SiS, — SiS, = %SIST,

e portantcé suficiente achartais que
—rS,c+ LSlST +(m—r+1)aS,_1 >0.
m

Ento,

< rSlSr 4 (m —7r—+ 1)@5,”71 . 51 i (m -7+ 1)0, Srfl

- mrS, rS, m r S,

Mas note que,

Hr—l _ O:—;L Sr—l _ (me;)'r' Sr—l
H, ot S Mm Sr
(m =1+ 1)(m—r)(r —1)! S,
=G-8,
( —r+ 1) ST 1

r S,
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logo
H,._
CSHl—l-(l Hl.

r

1 _1
(i) Tomea =0 e escolha > Hy. Assimh <1 < H, ",

Observago: Esta escolh@a possiveld que para = 0 temosc < Hy,

1 1 1
comoH,; <...< H} < Hy,podemostomaf, <c < H;.

. = H,_
fomea = —7(7 -EN < Hy -7+ =2
(II) omea ( > O) Enttoc < H ;I'r‘ QuandOr 2, temos

H1 T
<H —-—7—=H{(1—-—).
Cx> I TH2 1( Hg)

Sendac > 0 e H; > 0temos qud — HL2 > 0. ComoH; > H} podemos

acharc tais que

1 T T
H2(l - —)<e¢< H(1 - —
2( H2)—C— 1( HQ)
Assim )
o 2
ex>mpi-Dy=o T L M
H2 H§ C 9 — T
2

(i) Quandok > a(a <o) er =1,
tr(ToRy)(p) = Y So(A)K(ef, N") | ef AN" |
> a) e AN"P

= a Z | el AN 2

i,eh#EN
> alea(m—l).

Ento, como anteriormente, sendo,

— 1
—S1c+S52 28y +tr(TyRy) > —S1c+57—28,+a(m—1) > —Slc—l—ESf—i—a(m—l),
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basta encontrarmagtais que

1 S1 (m—1a (m—1)
—Slc—i‘ESf—'—CL(m—l)ZOjCSE—FS—l:Hl—FCL 0, .
Tomea = —7(7 > 0) temos eréo que para = H; — r(”}il)

1 1 H
h< == ~ = —.
c Hl_T(mH_l) H%—T(mn:)

Observago 3.1 A estimativa da altura no Teorema F4tima.Considere um
hemisferio da esfera usitia S™ emR™*!. Ele & um géfico vertical em

R™ = R™ x {0} de H, = 1 com borddS™! x {0} e tem altura raximal.

Como aplicago do Teorema 3.4 daremos uma estimativa dmetro vertical de

hipersupeiities compactas corf, constante positiva e/ x R.

Teorema 3.5 SejaM uma variedade Riemanniana-dimensional e sej& uma
hipersupericie orienfivel compacta imersa e x R comH, > 0 constante,
para alguml < r < m. Entao X & sinétrica com relado a supeifitie horizontal

M x {t,}, para algumt, € R. Além disso,

(i) Se a curvatura seccional d¥ satisfazK > 0, enfio o dametro vertical

_1
deX ndo & maior queH, ",

(i) Quandor = 2, se a curvatura seccional d¥ satisfazk’ > —7 e

H, > 7(7 > 0), enfio o dametro vertical deZ n&o & mais ques..

(iii) Quandor = 1, se a curvatura seccional d¥ satisfazk > —7(7 > 0), e
H} > =17 enfio o dametro vertical d& ndo é maior que2—+.

Hffimflﬂ'
m

Demonstra@o: SendoX compacto, existerty, t, € R comt; < t, tais que

S C M) [ M (t2),
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ondeM™(t;) = {(p,t) € M xR;t > t1} e M~ (t2) = {(p,t) € M x R;t < t5}.
Mas como a transl&@p verticale uma isometria dé/ x R, podemos considerar,
sem perda de generalidade, gue- M *(0), e aindaX (M (0) # (e

SOAM(t) =0,V < 0.

Sejas € R 0o maiort tal queX (| M(s) # 0, istoe,Vt > s temos que

SO\M(t) =0.

Afirmagao: A parte dei que encontra-se e *(3) (| M~ (s) € giafico de uma
fungao definida num domio compacto end/(0).

Com efeito, denotemos esta partedpor >’.Definamos

Y ={(p,r) € &;r >t} eXy sua refletida. Suponhamos por absurdo Yjueao
é giafico endo exister € (g, s) tal que a supettie refletidad; tangenciay,
digamos enp. ComoX; e ¥ possuem a-ésima curvatura Bdia constante e
iguais temos pelo prinpio da tan@ncia que:; e 37 coincidem numa vizinhanca
dep, pela conexidade de conclimos que a reflédoé sinetrica. Logo

Y (M (0) = 0, absurdo.

Tome M (t) superfcie horizontal comt > s, transladandd/ (), sejat, 0 menor
real tal queX; tangencieX. Logo pelo pringpio da tangncia e pela conexidade
temos ques; coincide comd, portantoX: € simétrica com relago supefitie
horizontal M (t,). Pelo o que provamos anteriormetge= 3.

Pelo teorema anterior conanos que a altura dg; satisfaz:

(@)
S _1 _1
§§HTT<:>S§2HTT
(b)
f< \/HQ o< 2\/[‘[2
2_H2—7' _HQ—T
()
S< H1 o< 2H1
- — S — -
2~ H —mlg - HP - mlg

m m

Para provarmos este teorema usamosétado de Reflexo de Alexandrov.



CAPITULO 3. ESTIMATIVA DE ALTURA DE GRAFICOS VERTICAIS E APLICACAO 48

Observago 3.2 Tome uma supddie horizontalM/ (t) = M x {t} que r&o
intersecta e mova esta supécie paralelamente &tela tocar) pela primeira

vez. A partir deste ponto de contato continue a mover a sigged passe a
considerar a refle&o da por@o deX que ficou para ths em relago a

superfcie. A por@o de supeitie refletida esta inicialmente no interior da

regido limitada por:, e portanto em algum instante a paarefletida tangencia

Y. Ambas tem a mesmaésima curvatura @dia constante e mesmo vetor

normal nesse ponto. Em seguida, usando umaieed® prindpio do naximo,
Alexandrov mostrou que estas variedades coincidem numa vizinhanca do ponto
de tangncia. Aém disso, usando um argumento de conexidade, ele provou que
as variedades em quést coincidem em todos os pontos da reéftexconcluindo

gue a supeitie horizontalé usupeifitie de simetria d&. Esse processe hoje
denominado o MTODO DE REFLEXO DE ALEXANDROV.
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