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MARÇO 2010
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Resumo

Neste trabalho, definimos as transformações de Newton e provamos algumas

propriedades relacionadas a elas. Fizemos um estudo sobre operador elı́ptico e us-

amos isso para provar que dadas algumas condições para a curvatura seccional de

uma variedade riemanniana M, conseguimos majorar a função altura (em modulo)

de um gŕafico vertical compacto imerso em MxR.



Abstract

In this paper, we define the transformations of Newton and prove some prop-

erties related to them. We did a study on elliptic operator and use it to prove that

given some conditions for the sectional curvature of a riemannian manifold M,able

function of increasing height (in modulus) of a graph vertical compact immersed

in MXR.
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Introduç ão

Nesta dissertação seguiremos o artigo de Xu Cheng e Harold Rosenberg [1].

Se M
m+1

é uma variedade Riemanniana orientada(m + 1)-dimensional e

Σm é uma hipersuperfı́cie emM, a r-ésima curvatura ḿedia deΣ, denotada por

Hr, é a ḿedia aritḿetica dasr-ésimas funç̃oes siḿetricas da segunda forma fun-

damental(veja definiç̃ao 2.1.) As hipersuperfı́cies comr-ésima curvatura ḿedia

constante incluem também as de curvatura ḿedia constante , e as de curvaturas de

Gauss-Kronecker constantes.

Neste trabalho, consideraremos hipersuperfı́cies orient́aveis em uma variedade

produto orientada(m+1)-dimensionalM×R comr-ésima curvatura ḿedia con-

stante positiva. AquiM é uma variedade Riemannianam-dimensional com cur-

vatura seccional limitada. Os modelos tı́picos s̃ao quandoM = Rm, Sm, Hm(−1).

Obteremos estimativas da altura para tais gráficos verticais compacto com bordo

emM × {0}. Nós provaremos que,

Teorema 0.1 (Teo. 3.4)SejaM uma variedade Riemanniana orientadam-dimensional.

SejaΣ um gŕafico vertical compacto na variedade produtoM ×R com bordo em

M × {0} e comHr constante positivo, para algum1 ≤ r ≤ m. Denotemos

h : Σ → R a funç̃ao altura deΣ.
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SUMÁRIO 3

(i) Se a curvatura seccional deM satisfazK ≥ 0, ent̃ao emΣ,

|h| ≤ H
− 1

r
r .

(ii) Quandor = 2, se a curvatura seccional deM satisfazK ≥ −τ(τ > 0), e

H2 > τ, ent̃ao emΣ,

|h| ≤
√

H2

H2 − τ
.

(iii) Quandor = 1, se a curvatura seccional deM satisfazK ≥ −τ(τ > 0), e

H2
1 > m−1

m
τ, ent̃ao emΣ

|h| ≤
√

H1

H2
1 − m−1

m
τ
.

Como aplicaç̃ao do Teorema 0.1 daremos uma estimativa do diâmetro vertical

de hipersuperfı́cies compactas emM × R com Hr constante positiva, sobre as

mesmas hiṕoteses de curvatura do Teorema 0.1. Mais precisamente, provamos o

Teorema 0.2 SejaM uma variedade Riemannianam-dimensional e sejaΣ uma

hipersuperf́ıcie orient́avel compacta imersa emM × R comHr > 0 constante,

para algum1 ≤ r ≤ m. EntãoΣ é siḿetrica com relaç̃ao a superf́ıcie horizontal

M × {t0}, para algumt0 ∈ R. Além disso,

(i) Se a curvatura seccional deM safisfazK ≥ 0, ent̃ao o dîametro vertical

deΣ não é maior que2H
− 1

r
r ;

(ii) Quandor = 2, se a curvatura seccional deM satisfazK ≥ −τ e H2 >

τ(τ > 0), ent̃ao o dîametro vertical deΣ não é maior que2
√

H2

H2−τ
.

(iii) Quandor = 1, se a curvatura seccional deM satisfazK ≥ −τ(τ > 0), e

H2
1 > m−1

m
τ, ent̃ao o dîametro vertical deΣ não é maior que 2H1

H2
1−

m−1
m

τ
.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Fatos B́asicos

Definição 1.1 Um campo de vetoresX em uma variedade diferenciávelM é uma

correspond̂encia que a cada pontop ∈ M associa um vetorX(p) ∈ TpM, onde

TpM é o plano tangente aM no pontop. O campóe diferencíavel se a aplicaç̃ao

X : M −→ TM é diferencíavel, ondeTM é o fibrado tangente deM . O conjunto

dos campos de vetores diferenciáveis emM seŕa denotados porX(M).

É conveniente pensar em um campo de vetores como uma aplicação

X : D(M) −→ F(M), do conjuntoD(M) das funç̃oes diferencíaveis emM

no conjuntoF(M) das funç̃oes emM, definida porXf(p) = dfp(X(p)). Neste

contextoX é diferencíavel se, e somente se,Xf ∈ D(M) para todof ∈ D(M).

Definição 1.2 Uma ḿetrica Riemanniana em uma variedadeM é uma corre-

spond̂encia que associa a cada pontop deM um produto interno〈, 〉p no espaço

tangenteTpM que varia diferenciavelmente, istoé, sex : U ⊂ Rn −→ M é um

sistema de coordenadas locais em torno dep, comx(x1, x2, . . . xn) = q ∈ x(U)
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 5

e ∂
∂xi

(q) = dx(0, . . . , 1, . . . , 0), ent̃ao

gij(x1, x2, . . . xn) =
〈 ∂

∂xi

(q),
∂

∂xj

(q)
〉

q

é uma funç̃ao diferencíavel emU, para todoi, j = 1, . . . , n. As funç̃oesgij =

gji são chamadas expressão da ḿetrica Riemanniana no sistema de coordenadas

x : U ⊂ Rn −→ M. Uma variedade com a ḿetrica Riemanniana chama-se

variedade Riemanniana.

Definição 1.3 Uma conex̃ao afim∇ em uma variedade diferenciável M é uma

aplicaç̃ao∇ : X(M)×X(M) −→ X(M), que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

(iii) ∇X(fY ) = f∇XY + X(f)Y

para todoX, Y, Z ∈ X(M) ef, g ∈ D(M).

Definição 1.4 Dizemos que uma conexão∇ em uma variedade RiemannianaM

é compat́ıvel com a ḿetrica se, para todoX, Y, Z ∈ X(M),

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉.

E dizemos que∇ é siḿetrica se, para todoX, Y ∈ X(M),

∇XY −∇Y X = [X, Y ]

Teorema 1.1 (Teorema de Levi-Civita):Dada uma variedade RiemannianaM ,

existe umáunica conex̃ao afim∇ emM simétrica e compatı́vel com a ḿetrica de

M .

A conex̃ao dada pelo teorema acimaé denominada conexão de Levi-Civita ou

conex̃ao Riemanniana deM .
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Definição 1.5 A curvaturaR de uma variedade RiemannianaM é a aplicaç̃ao

R : X(M)× X(M)× X(M) −→ X(M),

dada por,

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,

para todoX, Y, Z ∈ X(M), onde∇ é a conex̃ao Riemanniana deM .

Proposiç̃ao 1.1 Sejaσ ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente

TpM e sejamx, y ∈ σ dois vetores linearmente independentes. Então

K(x, y) =
〈R(x, y)x, y〉√
|x|2|y|2 − 〈x, y〉2

não depende da escolha dos vetoresx, y ∈ σ.

Definição 1.6 Dado um pontop ∈ M e um subespaço bi-dimensionalσ ⊂ TpM o

numero realK(σ) = K(x, y), onde{x, y} é uma base qualquer deσ, é chamado

curvatura seccional deσ emp.

Definição 1.7 Um tensorT de ordemr em uma variedade Riemannianaé uma

aplicaç̃ao multilinear

T : X(M)× X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
rfatores

−→ D(M).

Isso quer dizer que dadosX1, X2, . . . , Xr ∈ X(M), T (X1, . . . , Xr) é uma funç̃ao

diferencíavel emM, e queT é linear em cada argumento.

Definição 1.8 Para cadaZ ∈ X(M) a derivada covariantée definida por

∇ZT (X1, . . . , Xr) = ∇T (X1, . . . , Xr, Z),

onde∇T é a diferencial covariante definida por

∇T (X1, . . . , Xr, Z) = Z(T (X1, . . . , Xr))− T (∇ZX1, X2, . . . , Xr) . . .

− T (X1, . . . , Xr−1,∇ZXr).
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Definição 1.9 Dizemos que um conjunto de campos de vetores{e1, e2, . . . , en} é

um referencial ortonormal local emM, quando em cada pontop ∈ M , {ei(p)} é

uma base ortonormal do plano tangenteTpM.

Definição 1.10 Dadop ∈ M, existe uma vizinhançaU ⊂ M dep e campos de

vetoresE1, . . . , En em X(U), ortonormais em cada ponto deU, tais que

∇Ei
Ej(p) = 0. Uma tal faḿılia E1, . . . , En de campos de vetoresé chamada um

referencial(local) geod́esico emp.

Definição 1.11 SejaM uma variedade Riemanniana ef : M −→ R uma funç̃ao

diferencíavel. Definimos o gradiente def , denotado porgrad f ∈ X(M), o único

campo vetorial sobreM tal que

〈grad f, X〉 = df(X), ∀X ∈ X(M).

Proposiç̃ao 1.2 Se{e1, . . . , en} é um referencial ortonormal local emM, ent̃ao,

grad f =
n∑

i=1

ei(f)ei.

Demonstraç̃ao: De fato, sendograd f =
n∑

i=1

αiei, temos que

ej(f) = 〈grad f, ej〉 =
〈 n∑

i=1

αiei, ej

〉
= αj

Logo,

grad f =
n∑

i=1

ei(f)ei.

Definição 1.12 SejamΩ ⊂ Rn um doḿınio ea : Ω → Rn2
uma matriz, dizemos

ent̃ao quea é positiva definida se para quase todox ∈ Ω tivermos

ξ>a(x)ξ > 0,∀ξ ∈ Rn, ξ 6= 0.
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Lema 1.2 Sec0x
m + c1x

m−1y + . . . + cmym = 0 tem todas suas raizesx
y

reais,

ent̃ao o mesmóe verdade para todas as equações ñao identicas obtidas pela sua

diferenciaç̃ao parcial com respeito ax e y. Além disso, seE é qualquer uma

dessas equações, e tem uma raizα, ent̃aoα é tamb́em uma raiz, de multiplicidade

maior que1, da equaç̃ao cujoE foi derivado por diferenciaç̃ao.

A demonstraç̃ao deste lema encontra-se em [7].

Proposiç̃ao 1.3 Sea1, . . . , an sãon números reais positivos ou negativos,P0 = 1,

ePr é a ḿedia aritḿetrica dos produtos der a′s diferentes, ent̃aoPr−1Pr+1 ≤ P 2
r

para r = 1, . . . , n− 1, a menos que todos osa′s sejam iguais.

Demonstraç̃ao: Seja

f(x, y) = (x + a1y) . . . (x + any) = P0x
n +

(
n

1

)
P1x

n−1y + . . . + Pny
n.

Comoai 6= 0, ∀ i = 1, . . . , n temosPn =
∑

i1<...<in

ai1 . . . ain = a1 . . . an 6= 0

já queCn
n = 1 e portantox

y
= 0 não é raiz de f, j́a que,x

y
= 0 ⇒ x = 0, y 6=

0 ⇒ f(0, y) = Pny
n 6= 0. Assim pelo lema anterior,x

y
= 0 não pode ser uma

raiz múltipla de qualquer das equações derivadas. Logo doisP ′s consecutivos,

tais comoPr ePr+1 não podem ser zero. Pois, caso contrário, x
y

= 0 seria raiz da

equaç̃ao

Pr−1x
2 + Prxy + Pr+1y

2 = 0 (1.1)

obtida def por uma śerie de diferenciaç̃oes, contradizendo o lema. Temos ainda

parax
y
6= 0,

f(x, y) = yn
(x

y
+ a1

)(x

y
+ a2

)
. . .

(x

y
+ an

)
= 0 ⇔ x

y
= −ai ∈ R

logo, f tem todas suas raı́zes reaisx
y
. Conclúımos ent̃ao pelo lema que (1.1)

tamb́em tem todas suas raı́zes reaisx
y
, assim∆ ≤ 0, onde∆ é o discriminante

de (1.1), portantoPr−1Pr+1 ≤ P 2
r .
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Definição 1.13 Seja(U,ϕ) um sistema de coordenadas com funções coordenadas

x1, . . . , xm e sejap ∈ U. Para cadai ∈ {1, . . . ,m}, definimos um campo de

vetores tangentes∂
∂xi

∣∣∣
p
∈ Mp por( ∂

∂xi

∣∣∣
p

)
(f) =

∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣
ϕ(p)

.

para cada funç̃aof cujo éC∞ em uma vizinhança dep.

Teorema 1.3 SejaX um campo vetorialC∞em uma variedadeM. Para cada

m ∈ M existea(m) e b(m) emR
⋃
{±∞}, e uma curva suave

γm : (a(m), b(m)) → M (1.2)

tais que

(a) 0 ∈ (a(m), b(m)) eγm(0) = m.

(b) γm é uma curva integral deX.

(c) Seµ : (c, d) → M é uma curva suave satisfazendo as condições (a) e (b),

ent̃ao (c, d) ⊂ (a(m), b(m)) eµ = γm

∣∣
(c,d)

.

Definição 1.14 Para cadat ∈ R, definimos uma transformaçãoXt com

doḿınio

Dt = {m ∈ M ; t ∈ (a(m), b(m))}

por

Xt(m) = γm(t).

(d) Para cadam ∈ M, existe uma vizinhaça abertaV dem e umε > 0 tais

que a aplicaç̃ao

(t, p) 7→ Xt(p)

est́a definida éeC∞ em(−ε, ε)× V ⊂ M.
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(e) Dt é aberto para cadat.

(f)
⋃
t>0

Dt = M.

(g) Xt : Dt → D−t é um difeomorfismo com inversaX−t.

(h) Sejas e t números reais. Então o doḿınio deXs ◦Xt est́a contido, mas

geralmente ñao é igual aDs+t. No entanto, o doḿınio deXs ◦Xt éDs+t

nos casos em ques e t têm ambos o mesmo sinal. Além disso, no doḿınio

deXs ◦Xt nos temos

Xs ◦Xt = Xs+t.

A demonstraç̃ao deste teorema encontra-se em [14].

Proposiç̃ao 1.4 Sejamp ∈ Mm e X um campo vetorial suave emM tais que

X(p) 6= 0. Então existe um sistema de coordenadas(U,ϕ) com funç̃oes coorde-

nadasx1, . . . , xm em uma vizinhança dep, tais que

X
∣∣∣
U

=
∂

∂x1

∣∣∣
U
.

Demonstraç̃ao: Escolha um sistema de coordenadas(V, τ) centradop, com funç̃oes

coordenadasy1, . . . , ym, tais queXp = ∂
∂y1

∣∣∣
p
.

Temos pelo teorema anterior item(d) que existem umε > 0 e uma vizinhaça

W de origem emRm−1 tais que a aplicaç̃ao σ : (−ε, ε) × W → M dada

por σ(t, a2, . . . , am) = Xt(τ
−1(0, a2, . . . , am)) est́a bem definida ée suave em

(t, a2, . . . , am) ∈ (−ε, ε)×W ⊂ Rm.

Sendodσ
(

∂
∂r1

∣∣∣
0

)
= Xp = ∂

∂y1

∣∣∣
p

e dσ
(

∂
∂ri

∣∣∣
0

)
= ∂

∂yi

∣∣∣
p

parai ≥ 2 temos que

Ker(dσ) = {0}, e, portanto pelo Teorema da Função Inversa temos queϕ = σ−1

é uma aplicaç̃ao coordenada numa vizinhançaU de p. Sejax1, . . . , xm funções
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coordenadas do sistema de coordenadas(U,ϕ). Temos ent̃ao pela definiç̃ao (1.13)

que

∂

∂r1

(xi ◦ σ)
∣∣∣
(t,a2,...,am)

=
∂

∂r1

(xi ◦ ϕ−1)
∣∣∣
(t,a2,...,am)

=
∂xi

∂x1

∣∣∣
Xt(τ−1(0,a2,...,am))

= δi1,

logo

Xσ(t,a2,...,am) = dσ
( ∂

∂r1

∣∣∣
(t,a2,...,am)

)
=

m∑
i=1

∂

∂r1

(xi ◦ σ)
∣∣∣
(t,a2,...,am)

∂

∂xi

∣∣∣
σ(t,a2,...,am)

=
m∑

i=1

δi1
∂

∂xi

∣∣∣
σ(t,a2,...,am)

=
∂

∂x1

∣∣∣
σ(t,a2,...,am)

.

Portanto,

X
∣∣∣
U

=
∂

∂x1

∣∣∣
U

.

1.2 Imersões Isoḿetricas

Definição 1.15 (Imers̃oes Isoḿetricas) SejamMm eNn variedades diferenciáveis.

Uma aplicaç̃ao diferencíavel f : M −→ N é umaimersão sedfp : TpM −→

Tf(p)N é injetiva para todop ∈ M(m ≤ n).Se, aĺem disso,f é um homeomor-

fismo sobref(M) ⊂ N , ondef(M) tem a topologia induzida porN , diz-se que

f é ummergulho. CasoM ⊂ N e a inclus̃ao i : M ↪→ N é um mergulho, diz-se

queM é umasubvariedade deN .

Definição 1.16 (Isometria) SejamM eN variedades Riemannianas. Um

difeomorfismof : M → N ( isto é, f é uma bijeç̃ao diferencíavel com inversa

diferencíavel)é chamado umaisometria se :

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p)

para todop ∈ M eu, v ∈ TpM.
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Observaç̃ao 1.1 Se f : Mn → M
n+m

é uma imers̃ao de uma variedade

diferencíavel M em uma variedade RiemannianaM ent̃ao a ḿetrica Rieman-

niana deM induz de maneira natural uma métrica Riemanniana emM dada por

〈v1, v2〉p = 〈dfp(v1), dfp(v2)〉f(p) para v1, v2 ∈ TpM . Desta forma,f passa a ser

uma imersão isoḿetrica de M emM . Como, pela forma local das imersões,

dadop ∈ M existe uma vizinhançaU ⊂ M de p tal quef(U) ⊂ M é uma

subvariedade deM , é comum identificarmosU ≈ f(U) e assim considerarmos

a decomposiç̃ao: TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥, onde(TpM)⊥ é o complemento or-

togonal deTpM emTpM . Assim, dadov ∈ TpM , p ∈ M podemos escrever

v = v> + vN , ondev> ∈ TpM evN ∈ (TpM)⊥.

Indicaremos por∇, a conex̃ao Riemanniana deM. SeX e Y são campos

locais de vetores emM , e X, Y são extens̃oes locais aM , definimos∇XY =

(∇XY )>, onde estáe relativa a ḿetrica induzida deM. Queremos definir a se-

gunda forma fundamental da imersão f : M −→ M . Para isto introduziremos

previamente a seguinte definição;

Definição 1.17 Sejaf : M −→ M uma imers̃ao. Dados campos locais

X, Y ∈ M , a aplicaç̃aoB : X(M)× X(M) −→ X(M)⊥ dada por

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY

é um campo local emM normal aM .

Esta provado em [do Carmo p. 140]queB(X, Y ) nao depende das extensõesX,

Y , logoB(X, Y ) est́a bem definido.

Proposiç̃ao 1.5 SeX,Y ∈ X(M), a aplicaç̃aoB : X(M)× X(M) −→ X(M)⊥

dada por

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY

é bilinear e siḿetrica.
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Demonstraç̃ao: DadosX, Y, Z, W ∈ X(M) ef ∈ D(M) temos que:

·B(X + Y, Z + W ) = ∇X+Y Z + W −∇(X+Y )(Z + W )

= ∇XZ + W +∇Y Z + W −∇X(Z + W )−∇Y (Z + W )

= ∇XZ −∇XZ +∇XW −∇XW +∇Y Z −∇Y Z +∇Y W −∇Y W

= B(X, Z) + B(X,W ) + B(Y, Z) + B(Y, W ).

·B(fX, Y ) = ∇fXY −∇fXY = f∇XY − f∇XY,

mas emM temosf = f , logo

B(fX, Y ) = f(∇XY −∇XY ) = fB(X, Y )

·B(X, fY ) = ∇XfY −∇X(fY ) = X[f ]Y + f∇XY −X[f ]Y − f∇XY,

como emM temosf = f , X = X eY = Y logo

B(X, fY ) = X[f ]Y −X[f ]Y + f(∇XY −∇XY ) = fB(X, Y ),

PortantoB é bilinear. Para mostrar queB é siḿetrica, utilizaremos a simetria da

conex̃ao Riemanniana, istóe, [X, Y ] = ∇XY −∇Y X e [X, Y ] = ∇XY −∇Y X,

logo

B(X,Y ) = ∇XY −∇XY = [X, Y ] +∇Y X − [X, Y ]−∇Y X

= ∇Y X −∇Y X = B(Y,X),

já que emM , temos[X, Y ] = [X, Y ].

Corolário 1.4 Sejap ∈ M eη ∈ (TpM)⊥. A aplicaç̃aoHη : TpM×TpM −→ R,

dada por

Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉

é uma forma bilinear siḿetrica.
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Definição 1.18 (Segunda Forma Fundamental )A forma quadŕaticaIIη definida

emTpM por

IIη(x) = Hη(x, x)

é chamada a Segunda Forma Fundamental def emp segundo o vetor normalη.

Observe que a aplicaçãoHη fica associada a uma aplicação linear auto-adjunta

Aη : TpM −→ TpM por

〈Aη(x), y〉 = Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉. (1.3)

Proposiç̃ao 1.6 Sejap ∈ M , x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. SejaN uma extens̃ao

local deη normal aM . Ent̃ao

Aη(x) = −(∇xN)>

Demonstraç̃ao: Sejay ∈ TpM eX, Y extens̃oes locais dex, y, respectivamente,

e tangentes aM . SendoN normal aM temos〈Y,N〉 = 0, logo da compatibili-

dade da ḿetrica, temos

0 = X〈Y, N〉 = 〈∇XY,N〉+ 〈Y,∇XN〉,

ou seja,〈∇XY, N〉 = −〈Y,∇XN〉. Como∇XY = (∇XY )> temos que

〈∇XY,N〉 = 0, portanto

〈Aη(x), y〉 = 〈B(X, Y )(p), N〉 = 〈∇XY −∇XY,N〉(p)

= 〈∇XY,N〉(p)− 〈∇XY, N〉(p)

= −〈Y,∇XN〉(p) = 〈y,−∇xN〉

= 〈y,−(∇xN)> − (∇xN)⊥〉

= 〈y,−(∇xN)>〉+ 〈y,−(∇xN)⊥〉

= 〈−(∇xN)>, y〉
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∀y ∈ TpM. Logo

Aη(x) = −(∇xN)>.

Definição 1.19 SejamM uma variedade Riemanniana eX ∈ X(M). Sejap ∈ M

e sejamU ⊂ M uma vizinhança dep, e ϕ : (−ε, ε) × U → M uma aplicaç̃ao

diferencíavel tais que para todoq ∈ U a curva t → ϕ(t, q) é a trajet́oria de

X passando porq emt = 0. ( U e ϕ são dados pelo teorema fundamental das

equaç̃oes diferenciais ordińarias. ) X é chamado umcampo de Killing (ou

uma isometria infinitesimal ) se, para todot0 ∈ (−ε, ε), a aplicaç̃ao

ϕ(t0) : U ⊂ M → M é uma isometria.

1.3 Variedade Produto

Proposiç̃ao 1.7 SejamMm e Nn variedades diferenciáveis e sejam{(Uα, xα)},

{(Uβ, yβ)} estruturas diferenciáveis deM e N , respectivamente. Considere o

produto cartesianoM × N e a aplicaç̃ao ϕαβ(p, q) = (xα(p), yβ(q)), p ∈ Uα,

q ∈ Vβ. Então valem os seguintes itens:

(i) {(Uα × Vβ, ϕαβ)} é uma estrutura diferenciável emM ×N ;

(ii) As projeç̃oesπ1 : M ×N → M eπ2 : M ×N → N são diferencíaveis.

Demonstraç̃ao: Prova de (i) :

As aplicaç̃oesϕαβ : (Uα × Vβ) ⊂ Rm × Rn → M × N são injetivas, j́a que

ϕαβ = (xα, yβ), e xα, yβ são injetivas. Sendo{(Uα, xα)} , {(Uβ, yβ)} estruturas

diferencíaveis deM eN , respectivamente temos queM =
⋃
α

xα(Uα) e

N =
⋃
β

yβ(Vβ), e portanto,M ×N =
⋃
α,β

(xα(Uα), yβ(Vβ)) =
⋃
α,β

ϕαβ(Uα × Vβ).

Sejam(α1, β1) e (α2, β2) tais queϕα1β1(Uα1 × Vβ1)
⋂

ϕα2β2(Uα2 × Vβ2) 6= ∅.

Assim(xα1(Uα1), yβ1(Vβ1))
⋂

(xα2(Uα2), yβ2(Vβ2)) 6= ∅, e portantoW1×W2 6= ∅



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 16

paraW1 = (xα1(Uα1), xα2(Uα2)) e W2 = (yβ1(Vβ1), yβ2(Vβ2)). Sendox−1
αi

(W1)

aberto deRm ey−1
βj

(W2) aberto deRn, para1 ≤ i, j ≤ 2, temos que

ϕ−1
αiβi

(W1 ×W2) = (x−1
αi

(W1), y
−1
βi

(W2)) é aberto deRm × Rn, i ∈ {1, 2}. Como

x−1
α2
◦ xα1 e y−1

β2
◦ yβ1 , são diferencíaveis, segue-se queϕ−1

α2β2
◦ ϕα1β1 = (x−1

α2
◦

xα1 , y
−1
β2
◦ yβ1) é diferencíavel. Concluimos então que{(Uα × Vβ, ϕαβ)} é uma

estrutura diferenciável emM ×N.

Prova de (ii): Dado(p, q) ∈ M × N e xα : Uα → M uma parametrização em

p = π1(p, q), considereϕαβ : Uα × Vβ → M ×N uma parametrização de(p, q).

Temos ent̃ao quex−1
α ◦ π1 ◦ ϕαβ : Uα × Vβ → Uα e

x−1
α ◦π1◦ϕαβ(x−1

α (p), y−1
β (q)) = x−1

α ◦π1◦ϕαβ◦ϕ−1
αβ(p, q) = x−1

α ◦π1(p, q) = x−1
α (p),

logo, x−1
α ◦ π1 ◦ ϕαβ é a restriç̃ao da projeç̃ao π1 : M × N → M a Uα × Vβ,

que é diferencíavel, j́a quex−1
α o é. Analogamente concluı́mos que a projeç̃ao

π2 : M ×N → N é diferencíavel.

Proposiç̃ao 1.8 SejamM e N variedades Riemannianas e considere o produto

cartesianoM×N com a estrutura diferenciável produto. Sejamπ1 : M×N → M

e π2 : M × N → N as projeç̃oes naturais. Ent̃ao fica definida uma ḿetrica

Riemanniana emM ×N da seguinte maneira:

〈u, v〉(p,q) := 〈dπ1(u), dπ1(v)〉p + 〈dπ2(u), dπ2(v)〉q

para todo(p, q) ∈ M ×N eu, v ∈ T(p,q)(M ×N).

Demonstraç̃ao: A prova decorre diretamente da linearidade das aplicaçõesdπ1, dπ2

e das estruturas Riemannianas deM eN .



Caṕıtulo 2

Transformação de Newton e

Operador Lr

2.1 As Transformaç̃oes de Newton

SejamM
m+1

uma variedade Riemanniana orientada(m + 1)-dimensional e

sejaΣm uma variedade Riemanniana orientávelm-dimensional. Suponha

x : Σ −→ M uma imers̃ao isoḿetrica. Escolha um campo normal unitárioN para

Σ e considere o operador formaA associado com a segunda forma fundamental

de Σ, definido por (1.1). Sejamλ1, λ2, . . . , λm os autovalores deA. A r-ésima

função siḿetrica deλ1, λ2, . . . , λr, denotada porSr é definida como

Sr =


1, se r = 0∑

i1<...<ir

λi1 . . . λir , se 1 ≤ r ≤ m

0, se r > m

(2.1)

Definição 2.1 Com as notaç̃oes acima,Hr = Sr

Cr
m

, r = 1, . . . ,m é chamado de

r-ésima curvatura ḿedia dex.

17
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Particularmente,H1 =

m∑
i=1

λi

m
é a curvatura ḿedia;Hm = λ1 . . . λm é a curvatura

de Gauss- Kronecker.

Definição 2.2 As transformaç̃oes de NewtonTr : X(Σ) −→ X(Σ) são definidas

por Tr =

 I, se r = 0

SrI − Sr−1A + . . . + (−1)rAr, se r = 1, . . . ,m

Proposiç̃ao 2.1 Prove, parar = 1, . . . ,m, os seguintes itens:

(i) Tr = SrI − ATr−1;

(ii) O operadorTr comuta comA, isto é,TrA = ATr;

(iii) O operadorTr é auto-adjunto;

(iv) Tr é siḿetrico.

Demonstraç̃ao:

Item(i): Temos por definiç̃ao que:

Tr = SrI − Sr−1A + Sr−2A
2 − . . . + (−1)r−1S1A

r−1 + (−1)rAr

= SrI − A(Sr−1I − Sr−2A + . . . + (−1)r−2S1A
r−2 + (−1)r−1Ar−1)

= SrI − ATr−1.

Item(ii): Provaremos por indução sobrer. Parar = 0, temosT0A = IA = A =

AI = AT0. Suponha queTr−1A = ATr−1. Assim

ATr = A(SrI−ATr−1) = A(SrI−Tr−1A) = SrA−ATr−1A = (SrI−ATr−1)A = TrA.

Item (iii): Usando induç̃ao sobrer temos, parar = 0, T0 = I, logo

〈T0X, Y 〉 = 〈X, Y 〉 = 〈X,T0Y 〉,
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∀X, Y ∈ X(Σ). Suponha que vale〈Tr−1X, Y 〉 = 〈X,Tr−1Y 〉. SendoA um oper-

ador auto-adjunto, obtemos:∀X, Y ∈ X(Σ)

〈TrX, Y 〉 = 〈(SrI − ATr−1)X, Y 〉

= 〈SrX, Y 〉 − 〈ATr−1X, Y 〉

= 〈X,SrY 〉 − 〈Tr−1X,AY 〉

= 〈X,SrY 〉 − 〈X, Tr−1AY 〉

= 〈X, (SrI − Tr−1A)Y 〉

= 〈X, TrY 〉.

Portanto〈TrX,Y 〉 = 〈X,TrY 〉,∀X,Y ∈ X(Σ).

Item(iv): O operadorTr é siḿetrico se, e somente se,[Tr]β em qualquer base

ortonormalβ de X(Σ) é uma matriz siḿetrica. Dada uma base ortonormal de

X(Σ), temos que a matriz do operadorTr é dada por[Tr] = (〈Trei, ej〉), logo para

que[Tr] seja siḿetrica devemos ter[Tr] = [Tr]
>, onde[Tr]

> é a matriz transposta

de Tr, ou ainda〈Trei, ej〉 = 〈Trej, ei〉, ∀ i 6= j em {1, . . . ,m}. Mas isso se

verifica pois pelo item anteriorTr é auto-adjunto. Sejame1, . . . , em as direç̃oes

principais correspondentes respectivamente as curvaturas principaisλ1, . . . , λm.

Parai = 1, . . . ,m, sejaAi a restriç̃ao da transformação A sobre o subespaço

(m−1)-dimensional normal aei, e sejaSr(Ai) a funç̃ao siḿetrica associada aAi,

logo ∑
i1<...<ir

λi1 . . . λir ,

paraij 6= i, j = 1, . . . , r. Note que fixadoi = 1, . . . ,m podemos dividir a soma

Sr em duas parcelas, uma ondeλi aparece e outra não. AssimSr = A + λiB,

ondeA = Sr(Ai) e por outro ladoB é a soma cujas parcelas são soma de todos

os produtos der − 1 curvaturas principais, excetoλi. Logo

Sr = Sr(Ai) + λiSr−1(Ai) ⇒ Sr(Ai) = Sr − λiSr−1(Ai).
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Proposiç̃ao 2.2 Para0 ≤ r ≤ m, 1 ≤ i ≤ m, temos

(i) Tr(ei) = ∂Sr+1

∂λi
ei = Sr(Ai)ei.

(ii) (m− r)Sr = tr(Tr) =
m∑

i=1

Sr(Ai).

(iii) (r + 1)Sr+1 = tr(ATr) =
m∑

i=1

λiSr(Ai).

(iv) S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2 = tr(A2Tr) =
m∑

i=1

λ2
i Sr(Ai).

Demonstraç̃ao:

Item (i): Provaremos por indução sobrer. Parar = 0, temosT0(ei) = I(ei) =

ei = 1ei = S0(Ai)ei. Suponha verdadeTr−1(ei) = Sr−1(Ai)ei. Assim

Tr(ei) = (SrI − ATr−1)(ei)

= SrI(ei)− ATr−1(ei)

= (Sr(Ai) + λiSr−1(Ai))I(ei)− ATr−1(ei)

= Sr(Ai)ei + λiSr−1(Ai)ei − A(Sr−1(Ai)ei)

= Sr(Ai)ei + λiSr−1(Ai)ei − Sr−1(Ai)A(ei)

= Sr(Ai)ei + λiSr−1(Ai)ei − λiSr−1(Ai)ei

= Sr(Ai)ei.

Logo ∀ r ∈ {1, . . . ,m}, temosTr(ei) = Sr(Ai)ei. Para provarmos a segunda

igualdade usaremos o fato de queSr+1(Ai) e Sr(Ai) não dependem deλi, logo

∂
∂λi

(Sr+1(Ai)) = ∂
∂λi

(Sr(Ai)) = 0, assim

∂

∂λi

Sr+1ei =
∂

∂λi

[
Sr+1(Ai) + λiSr(Ai)

]
ei

=
[ ∂

∂λi

Sr+1(Ai) +
∂

∂λi

(λiSr(Ai))
]
ei

=
[ ∂

∂λi

(λi)Sr(Ai) + λi
∂

∂λi

(Sr(Ai))
]
ei

= Sr(Ai)ei
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Conclúımos ent̃ao queTr(ei) = ∂Sr+1

∂λi
ei = Sr(Ai)ei.

Item (ii): A matriz [Tr] na base formada pelas direções principaiśe dada por

[Tr] = (aij), ondeaij = 〈Tr(ei), ej〉, para1 ≤ i, j ≤ m. Assim pelo item anterior

obtemos:

tr(Tr) =
m∑

i=1

aii =
m∑

i=1

〈Tr(ei), ei〉

=
m∑

i=1

〈Sr(Ai)ei, ei〉 =
m∑

i=1

Sr(Ai)〈ei, ei〉

=
m∑

i=1

Sr(Ai)

Sendo ent̃aotr(Tr) =
m∑

i=1

Sr(Ai), temos quetr(Tr) =
m∑

i=1

Sr(Ai) =
m∑

i=1

∑
i1<...<ir

λi1 . . . λir ,

paraij 6= i. Portanto

tr(Tr) = (m− r)
∑

i1<...<ir

λi1 . . . λir = (m− r)Sr

Item (iii): SendoTr+1 = Sr+1I − ATr temos queATr = Sr+1I − Tr+1 logo pelo

item (ii) temos que:

tr(ATr) = tr
[
Sr+1I − Tr+1

]
= Sr+1tr(I)− tr(Tr+1)

(ii)
= mSr+1 −

m∑
i=1

Sr+1(Ai)

= mSr+1 −
m∑

i=1

[
Sr+1 − λiSr(Ai)

]
= mSr+1 −mSr+1 +

m∑
i=1

λiSr(Ai)

=
m∑

i=1

λiSr(Ai).

Como pelo item (ii),(m− (r + 1))Sr+1 = tr(Tr+1) temos que

tr(ATr) = tr
[
Sr+1I − Tr+1

]
= Sr+1tr(I)− tr(Tr+1)

(ii)
= mSr+1 − (m− (r + 1))Sr+1

= mSr+1 −mSr+1 + (r + 1)Sr+1

= (r + 1)Sr+1
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Item (iv): SendoTr+1 = Sr+1I − ATr temosATr+1 = Sr+1A− A2Tr logo,

tr(A2Tr) = tr[Sr+1A− ATr+1] = Sr+1tr(A)− tr(ATr+1)
(iii)
= S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2.

Por outro lado, sendoSr+1(Ai) = Sr+1 − λiSr(Ai) temos

λiSr+1(Ai) = λiSr+1 − λi
2Sr(Ai).

Logo

m∑
i=1

λi
2Sr(Ai) =

m∑
i=1

[
λiSr+1 − λiSr+1(Ai)

]
= Sr+1

m∑
i=1

λi −
m∑

i=1

λiSr+1(Ai)

(iii)
= S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2.

Dado o tensor Transformação de NewtonTr emΣ temos

(∇XTr)(Y ) = ∇X(TrY )− Tr(∇XY ).

Proposiç̃ao 2.3 Para todoX ∈ X(Σ) vale a seguinte equação

X(Sr) = tr(Tr−1∇XA).

Demonstraç̃ao: Sejae1, e2, . . . , em um referencial ortonormal local emΣm que

diagonaliza o operadorA em um pontop ∈ Σ. Denotemos porAi1i2...ir a matriz

r × r obtida quando consideramos apenas linhas e colunas de ordemi1, . . . , ir de

A no referenciale1, e2, . . . , em; e porvi1...ir
j , j = 1, . . . , r, a j-ésima coluna da

matrizAi1i2...ir . Temos

Sr =
∑

i1<...<ir

det(Ai1i2...ir)

=
∑

i1<...<ir

det(vi1i2...ir
i1

, vi1i2...ir
i2

, . . . , vi1i2...ir
ir

).
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Assim

X(Sr) =
∑

i1<...<ir

X(det(vi1i2...ir
i1

, . . . , vi1i2...ir
ir

)).

Mas

X(det(vi1i2...ir
i1

, . . . , vi1i2...ir
ir

)) =
r∑

j=1

det(vi1i2...ir
i1

, . . . , X(vi1i2...ir
ij

), . . . , vi1i2...ir
ir

),

que emp é igual a
r∑

j=1

λi1 . . . X(aijij) . . . λir .

Temos tamb́em

(∇XA)(ei) = ∇X(Aei)− A(∇Xei)

= ∇X

( m∑
k=1

akiek

)
− A

( m∑
j=1

〈∇Xei, ej〉ej

)
=

m∑
k=1

∇X(akiek)−
m∑

j=1

〈∇Xei, ej〉
m∑

s=1

asjes

=
m∑

k=1

(X(aki)ek + aki∇Xek)−
m∑

j=1

m∑
s=1

〈∇Xei, ej〉asjes

=
m∑

k=1

(
X(aki)ek + aki

m∑
l=1

〈∇Xek, el〉el

)
−

m∑
j=1

m∑
s=1

〈∇Xei, ej〉asjes

=
m∑

k=1

X(aki)ek +
m∑

l=1

m∑
k=1

aik〈∇Xek, el〉el −
m∑

s=1

m∑
j=1

〈∇Xei, ej〉asjes.
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Emp temos

tr(Tr−1∇XA) =
m∑

i=1

〈Tr−1((∇XA)ei), ei〉

=
m∑

i=1

〈(∇XA)ei, Tr−1ei〉

=
m∑

i=1

〈(∇XA)ei, Sr−1(Ai)ei〉

=
m∑

i=1

〈 m∑
k=1

X(aki)ek +
m∑

l,k=1

aik〈∇Xek, el〉el −
m∑

s,j=1

〈∇Xei, ej〉asjes, Sr−1(Ai)ei

〉
=

m∑
i=1

(
X(aii) +

m∑
k=1

〈∇Xek, ei〉aki −
m∑

j=1

〈∇Xei, ej〉aij

)
Sr−1(Ai)

=
m∑

i=1

X(aii)Sr−1(Ai) +
m∑

i=1

( m∑
k=1

〈∇Xek, ei〉aki −
m∑

j=1

〈∇Xei, ej〉aij

)
Sr−1(Ai).

Mas, emp

m∑
i=1

( m∑
k=1

〈∇Xek, ei〉aki −
m∑

j=1

〈∇Xei, ej〉aij

)
Sr−1(Ai) = 0,

pois,aij =

 λii, se i = j

0, se i 6= j
.

Logo

tr(Tr−1∇XA) =
m∑

i=1

X(aii)Sr−1(Ai)

=
m∑

i=1

(
X(aii)

∑
i1<...<ir,ij 6=i

λi1 . . . λir

)
=

∑
i1<...<ir

m∑
j=1

λi1 . . . X(aijij) . . . λir

= X(Sr),

emp.
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Proposiç̃ao 2.4 Para cadar(1 ≤ r ≤ m), seH1, H2, . . . , Hr são ñao negativos,

ent̃ao:

(i) Hr−1Hr+1 ≤ H2
r ;

(ii) H1Hr ≥ Hr+1, ondeH0 = 1 eHm+1 = 0;

(iii) H1 ≥ H
1
2
2 ≥ . . . ≥ H

1
r
r .

Demonstraç̃ao:

Item (i): Proposiç̃ao 1.3

Item (ii): Provaremos por indução sobre r. Parar = 0, temosH1H0 = H1 =

H0+1. ParaHr > 0,∀r, suponha valerH1Hr−1 ≥ Hr. SendoHr > 0 temos que

pelo item anterior que

H1Hr−1Hr ≥ H2
r ≥ Hr−1Hr+1,

e, portanto,H1Hr ≥ Hr+1. No caso em queHr = 0, para algum r, temos:Hr =

Sr

Cr
m

= 0 ⇒ Sr =
∑

i1<...<ir

λi1 . . . λir = 0. ComoSr+1 =
∑

i1<...<ir+1

λi1 . . . λir+1

pode ser reescrito por

Sr+1 =
∑

j

λj

∑
i1<...<ir

λi1 . . . λir =
∑

j

λj0 = 0 ⇒ Hj = 0∀j ≥ r,

logoH1Hr = 0 = Hr+1. Em qualquer casoH1Hr ≥ Hr+1.

Item (iii): Provaremos por indução sobrer queH
1
r
r ≥ H

1
r+1

r+1 ,∀r. Parar = 1, temos

pelo item anterior queH2
1 ≥ H2 ⇒ H1 ≥ H

1
2
2 . Suponha verdadeH

1
r−1

r−1 ≥ H
1
r
r

assim,Hr−1 ≥ H
r−1

r
r . Temos pelo item (i) e pela hipotese de indução que:

H2
r ≥ Hr−1Hr+1 ≥ H

r−1
r

r Hr+1 = H
1− 1

r
r Hr+1

Hr>0⇒ Hr ≥ H
− 1

r
r Hr+1

Logo,

H
r+1

r
r = HrH

1
r
r ≥ H

1
r
r .H

− 1
r

r Hr+1 = Hr+1
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e, portanto

H
1
r
r ≥ H

1
r+1

r+1 ,∀r.

SeHj = 0, para algumj, temos queHi = 0∀i ≥ j, e logo a partir destej vale a

igualdade. Portanto concluı́mos que

H1 ≥ H
1
2
2 ≥ . . . ≥ H

1
r
r .

Definição 2.3 Dada uma funç̃ao f em C2(Σ) para p ∈ Σ, o operador linear

Hessiano def é definido por

Hessf(X) = ∇X(∇f), X ∈ TpΣ,

onde∇ é a conex̃ao induzida emΣ.

Com os operadoresTr e Hess, podemos definir o operador diferencialLr como

segue:

Definição 2.4 Dadof ∈ C2(Σ), 0 ≤ r ≤ m,

Lr(f) = tr
(
TrHessf

)
.

Dadop ∈ Σ, considere um sistema de coordenadas ortonormal deΣ em p com

funções coordenadasx1, . . . xm. Assim∇f =
m∑

i=1

∂

∂xi

(f)
∂

∂xi

, logo,

Hessf
( ∂

∂xj

)
= ∇ ∂

∂xj

(∇f) = ∇ ∂
∂xj

( m∑
i=1

∂

∂xi

(f)
∂

∂xi

)
=

m∑
i=1

( ∂f

∂xi

∇ ∂
∂xj

∂

∂xi

+
∂

∂xj

(∂(f)

∂xi

) ∂

∂xi

)
=

m∑
i=1

∂2f

∂xj∂xi

∂

∂xi

+
m∑

i,k=1

∂f

∂xi

Γk
ji

∂

∂xk
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Assim

Tr

(
Hessf

( ∂

∂xj

))
=

m∑
i=1

∂2f

∂xj∂xi

Tr

( ∂

∂xi

)
+

m∑
i,k=1

∂f

∂xi

Γk
jiTr

( ∂

∂xk

)
=

m∑
i=1

( ∂2f

∂xj∂xi

+
m∑

k=1

∂f

∂xk

Γi
jk

)
Tr

( ∂

∂xi

)
.

Temos ent̃ao que

Lrf(p) = tr(TrHessf)(p) =
m∑

j=1

〈
TrHessf

( ∂

∂xj

)
,

∂

∂xj

〉
=

m∑
j,i=1

( ∂2f

∂xj∂xi

+
m∑

k=1

∂f

∂xk

Γi
jk

)〈
Tr

( ∂

∂xi

)
,

∂

∂xj

〉
=

m∑
j,i=1

〈
Tr

( ∂

∂xi

)
,

∂

∂xj

〉 ∂2f

∂xj∂xi

+
m∑

i,j,k=1

〈
Tr

( ∂

∂xi

)
,

∂

∂xj

〉 ∂f

∂xk

Γi
jk.

Afirmo queLr é eĺıptico se, e somente se,Tr é positivo definido. Com efeito,

supondoLr eĺıptico temos por definiç̃ao que existeθ > 0 tal que∑
i,j

〈
Tr

( ∂

∂xi

)
,

∂

∂xj

〉
(p)vivj ≥ θ|v|2,

para quase todop ∈ Σ e ∀ v ∈ TpΣ. Para provarmos queTr é positivo definido

devemos mostrar por definição quev>ar(p)v > 0, para quase todop ∈ Σ e

∀ v ∈ TpΣ, v 6= 0, ondear(p) é a matriz do operadorTr. Mas note que, dado

p ∈ Σ ev =
n∑

i=1

vi
∂

∂xi

∈ TpΣ

v>ar(p)v = [v1 . . . vn]


〈
Tr

(
∂

∂x1

)
, ∂

∂x1

〉
. . .

〈
Tr

(
∂

∂x1

)
, ∂

∂xn

〉
...

...
...〈

Tr

(
∂

∂xn

)
, ∂

∂x1

〉
. . .

〈
Tr

(
∂

∂xn

)
, ∂

∂xn

〉



v1

...

vn


=

n∑
i,j

〈
Tr

( ∂

∂xi

)
,

∂

∂xj

〉
(p)vivj ≥ θ|v|2 > 0,

poisv 6= 0 e θ > 0. PortantoTr é positivo definido.
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Reciprocamente seTr é positivo definido entãoSr(Ai) > 0 ∀i = 1, . . . , n e

portantomin{Sr(Ai)} > 0, logo

n∑
i,j

〈
Tr

( ∂

∂xi

)
,

∂

∂xj

〉
(p)vivj = 〈Tr(v), v〉 =

〈
Tr

( n∑
i

ṽiei

)
,

n∑
j

ṽjej

〉
=

n∑
i,j

ṽiṽj〈Tr(ei), ej〉 =
n∑
i,j

ṽiṽjSr(Ai)〈ei, ej〉

≥ min{Sr(Aj)}
n∑
i,j

ṽiṽj〈ei, ej〉

= min{Sr(Aj)}〈v, v〉 = min{Sr(Aj)}|v|2.

Logo tomandoθ = min{Sr(Aj)} temos queLr é eĺıptico.

Neste trabalho, o espaço ambiente qual estudamosé uma variedade produto

(m + 1)−dimensionalMm × R, ondeM é uma variedade Riemanniana de di-

mens̃aom e Σ é uma hipersuperfı́cie emM × R comr−ésima curvatura ḿedia

constante positiva, istóe,Hr > 0 constante.

2.2 As Propriedades Eĺıpticas do OperadorLr

Proposiç̃ao 2.5 SejamM
m+1

uma variedade Riemanniana orientada(m + 1)-

dimensional eΣm uma variedade Riemanniana orientávelm-dimensional conexa.

Sejax : Σ −→ M uma imers̃ao isoḿetrica. SeH2 > 0, ent̃ao o operadorL1 é

eliptico.

Demonstraç̃ao: SendoL1 eĺıptico se, e somente se,T1 é positivo definido, provare-

mos ent̃ao queT1 é positivo definido. Temos pelo item (iii) da proposição 2.3 que

H2
1 ≥ H2, comoH2 > 0, ent̃aoH2

1 > 0. Mas sendoH1 continua temos queH1

assume o mesmo sinal emΣ, pois caso contrario, existiriap ∈ Σ tal queH1 = 0
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em p. Podemos encontrar entao um normalN tais queH1 é positivo, j́a que,

quando mudamos a orientação o sinal do traço deA é alterado. Sendo

S2
1 =

( m∑
i=1

λi

)2

=
m∑

i=1

λi
2 + 2

∑
i<j

λiλj =
m∑

i=1

λi
2 + 2S2,

temos queS2
1 > λ2

1,∀ i, poisH2 = S2

C2
m

> 0 ⇔ S2 > 0. ComoH1 > 0 temos

S1 > 0, logo existe pelo menosi ∈ 1, . . . ,m tal queλi > 0, portantoS2
1 >

λ2
i ⇒ Si > λi ⇒ S1(Ai) = S1 − λi > 0. Sendo, pelo item (i) da proposição 2.2,

T1(ei) = S1(Ai)ei, temos que

〈T1ei, ej〉 = S1(Ai)δij ≥ 0,∀ j ∈ {1, . . . ,m}.

Mas comoT1 é auto-adjunto obtemos:

S1(Aj)〈ei, ej〉 = 〈ei, S1(Aj)ej〉 = 〈ei, T1(ej)〉 = 〈T1(ei), ej〉 ≥ 0,∀j ∈ {1, . . . ,m}.

Devemos terS1(Aj) > 0,∀ j ∈ {1, . . . ,m}, pois caso contŕario , teŕıamos

S1 − λj = S1(Aj) = 0 ⇒ S1 = λj ⇒ λi = 0,∀i 6= j ⇒ S2 = 0,

contradizendo o fato deS2 > 0. LogoT1 é positiva definida. Na proxima proposição,

provaremos a elipticidade deLr quando a hipersuperfı́cie Σ com r-ésima cur-

vatura ḿedia positiva tem um ponto elı́ptico ou parab́olico.

Proposiç̃ao 2.6 SejaM
m+1

uma variedade Riemanniana(m + 1)-dimensional e

Σm uma variedade Riemanniana orientávelm-dimensional conexa (com ou sem

fronteira). Suponhax : Σ −→ M uma imers̃ao isoḿetrica comHr > 0 para

algum1 ≤ r ≤ m. Se existir um ponto interiorp deΣ tais que todas as curvaturas

principais emp são ñao-negativas, então para todo1 ≤ j ≤ r − 1, o operador

Lj é eĺıptico, e aj-ésima curvatura ḿediaHj é positiva.

Demonstraç̃ao: SendoLj eĺıptico se, e somente se,Tj é positivo definido,́e

suficiente provar que os autovalores deTj são positivos, istóe,Sj(Ai) > 0 emΣ,
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para todo1 ≤ j ≤ r − 1 e 1 ≤ i ≤ m. Sejaλ1, . . . , λm as curvaturas principais

de x, logo por hiṕoteseλi ≥ 0 em p, assimSk ≥ 0, e portantoHk ≥ 0,∀k.

Temos ent̃ao, pela proposiç̃ao 2.3 item (iii) queH1 ≥ H
1
2
2 ≥ . . . ≥ H

1
r
r , sendo

Hr > 0, obtemos queHk > 0, para todo1 ≤ k ≤ r. SendoHr > 0, temos

Sr =
∑

i1<...<ir

λi1 . . . λir > 0, em p, logo devemos ter pelo menosr curvaturas

principais positivas. Suponhamos por simplicidadeλ1, . . . , λr > 0. Portanto, em

p,

Sj(Ai) =
∑

i1<...<ij ,ik 6=i

λi1 . . . λij > 0.

Logo, por continuidade, existe uma bolaB(p) ⊂ Σ centrada emp tais que as

funçõesSj(Ai) > 0 emB(p). SendoΣ conexa, temos que dado qualquerq ∈ Σ,

existe um caminhoγ(t), t ∈ [0, 1], ligandop a q tais queγ(0) = p e γ(1) = q.

Definamos

J = {t ∈ [0, 1]; Sj(Ai) > 0 em γ|[0,t]
}.

Sejat0 = supJ. SendoSj(Ai) > 0 em B(p) temos quet0 > 0. Mas note que

Sj(Ai)γ(t) > 0, para todot ∈ [0, t0), temos por continuidade queSj(Ai)γ(t0) =

lim
t−→t−0

Sj(Ai)γ(t) ≥ 0,isto é, Sj(Ai) ≥ 0 em t0. Provaremos queSj(Ai) > 0 em

t0, e assimt0 ∈ J. Consideremos primeiramentej = r − 1. Suponha existir

i ∈ {1, . . . ,m} tais queSr−1(Ai) = 0 emt0. Para estei, temos

Sr = λiSr−1(Ai) + Sr(Ai) = Sr(Ai),

comoSr > 0 em Σ temosSr(Ai) > 0 em t0. SendoSj(Ai) ≥ 0 em t0, temos

Hj(Ai) ≥ 0 para1 ≤ j ≤ r − 1, eSr(Ai) > 0 ⇒ Hr(Ai) > 0. Logo conclúımos

da proposiç̃ao2.4 que

H1(Ai) ≥ H
1
2
2 (Ai) ≥ . . . ≥ H

1
r−1

r−1 (Ai) ≥ H
1
r
r (Ai) > 0,

e portantoHr−1(Ai) > 0 ⇒ Sr−1(Ai) > 0, contradiç̃ao. Conclúımos ent̃ao

queSr−1(Ai) > 0, em t0. SendoSr−1(Ai) > 0 e H1(Ai) ≥ H
1
2
2 (Ai) ≥ . . . ≥
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H
1
r
r (Ai) > 0 em t0, temos queSj(Ai) > 0 em t0, para1 ≤ j ≤ r − 1. E ent̃ao

t0 ∈ J. Afirmo quet0 = 1, pois caso contrário set0 < 1, por continuidade, existe

uma bolaB(γ(t0)) centrada emγ(t0), tais que,Sj(Ai) > 0 emB(γ(t0)), isto é,

existet1 > t0 tal queSj(Ai) > 0 emt1, contradizendo o fato det0 = supJ. Assim

obtemos que emq, Sj(Ai) > 0. Comoq foi tomado arbitrariamente, temos que

Sj(Ai) > 0 emΣ, e assimLj é eĺıptico,∀1 ≤ j ≤ r − 1. Conclúımos ainda da

proposiç̃ao2.2 que(m− j)Sj =
m∑

i=1

Sj(Ai) > 0 ⇒ Sj > 0, e portantoHj > 0.



Caṕıtulo 3

Estimativa de Altura de Gráficos

Verticais e Aplicação

Neste capitulo, consideraremos hipersuperfı́cie em uma variedade produto

(m + 1)-dimensionalMm × R comr-ésima curvatura ḿedia constante positiva.

Usaremost para denotar a ultima coordenada emM × R.

Definição 3.1 A funç̃ao altura, denotada porh, deΣ emM ×R é definida como

a projeç̃ao t|Σ : Σ → R, isto é, sep ∈ Σ, x(p) ∈ M × {t}, ent̃aoh(p) = t.

Considerando um sistema de coordenadas ortonormal com funções coorde-

nadasx1, . . . xm+1 emp temos que:

∇h(p) =
m+1∑
i=1

∂

∂xi

(h)
∂

∂xi

(p) =
m∑

i=1

∂

∂xi

(h)
∂

∂xi

(p) +
∂

∂xm+1

(h)
∂

∂xm+1

(p)

=
∂

∂t
(h)

∂

∂t
(p) =

∂

∂t
(p).

Lema 3.1 SejaM uma variedade Riemanniana orientadam-dimensional e seja

Σ uma hipersuperfı́cie orient́avel imersa emMm × R (com ou sem fronteira).

Então

Lr−1(h) = rSrn,

32
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onde1 ≤ r ≤ m + 1, h denota a funç̃ao altura deΣ en = 〈N, ∂
∂t
〉.

Demonstraç̃ao: Fixep ∈ Σ. Seja{ei} um referencial ortonormal geodésico deΣ

emp. Assim∇ei
ej(p) = 0. Podemos assumir que{ei} são as direç̃oes principais

emp, istoé,A(ei)(p) = λiei(p), ondeλi são os autovalores(curvaturas principais)

de A em p(este referencial pode ser obtido pela rotação de{ei}). Considere a

translaç̃ao verticalΦs : M × R −→ M × R dada por

Φs(x, t) = (x, t + s).

Dadosv, w ∈ T(x0,t0)(M × R), considere as curvasα : I −→ M × R e β :

J −→ M × R dadas porα(r) = (x(r), t(r)), β(l) = (x(l), t(l)) tais queα(0) =

(x0, t0) = β(0), α
′
(0) = v eβ

′
(0) = w com0 ∈ I ∩ J. Assim temos que :

d(Φs)(x0,t0)(v) =
d

dr
Φs(α(r))

∣∣∣
r=0

=
d

dr

(
x(r), t(r) + s

)∣∣∣
r=0

=
( d

dr
x(r)

∣∣∣
r=0

,
d

dr
t(r)

∣∣∣
r=0

+
d

dr
s
∣∣∣
r=0

)
=

( d

dr
x(r)

∣∣∣
r=0

,
d

dr
t(r)

∣∣∣
r=0

)
= α

′
(0) = v

Analogamente,d(Φs)(x0,t0)(w) = w. Logo

〈d(Φs)(x0,t0)(v), d(Φs)(x0,t0)(w)〉Φs(x0,t0) = 〈v, w〉(x0,t0),

e portanto,Φs é uma isometria. Note que:

(i) Φ : R× (M × R) −→ M × R ondeΦ(s, x, t) = (x, t + s) é diferencíavel;

(ii) ∀ s ∈ R a curvas 7−→ Φ(s, x, t) é a trajet́oria de ∂
∂t

passando por(x, t) em

s = 0. De fato, devemos verificar queΦs(x, t) = Φ(s, x, t) é o fluxo de∂
∂t

,

isto é, ∂
∂s

(
Φs(x, t)

)
= ∂

∂t

(
Φs(x, t)

)
. Com efeito, comox não depende

nem des nem det temos :

∂

∂s

(
Φs(x, t)

)
=

∂

∂s

(
x, t + s

)
= (0, 1) =

∂

∂t

(
x, t + s

)
=

∂

∂t

(
Φs(x, t)

)
.
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Com as observações acima e sendoΦs : M × R −→ M × R uma isometria,∀s,

temos por definiç̃ao que∂
∂t

é um campo de Killing. Considere agora emM ×R a

geod́esica dada pela retaR, denotemos ela porγ, assimγ′ = ∂
∂t

e portanto

∇ ∂
∂t

∂
∂t

= ∇γ′γ
′
= 0. Considere um referencial geodésico{ei}m+1

i=1 deΣ em

p = (p1, . . . , pm, pm+1), e{Ei}m
i=1 referencial geod́esico deM em(p1, . . . , pm).

Assim{E1, . . . , Em, ∂
∂t
} forma um referencial ortogonal paraM × R, e portanto

ei =
m∑

j=1

αjEj + β
∂

∂t
.

Logo

∇ei
∇h = ∇( m∑

j=1

αjEj + β
∂

∂t

) ∂

∂t
=

m∑
j=1

αj∇Ej

∂

∂t
+ β∇ ∂

∂t

∂

∂t
=

m∑
j=1

αj∇Ej

∂

∂t
.

Mas note que,∀i, j = 1, . . . ,m〈
Ei,

∂

∂t

〉
= 0 ⇒ 0 = Ej

〈
Ei,

∂

∂t

〉
=

〈
∇Ej

Ei,
∂

∂t

〉
+

〈
Ei,∇Ej

∂

∂t

〉
,

e portanto,
〈
Ei,∇Ej

∂
∂t

〉
= 0.

E ainda, sendo∂
∂t

campo de Killing temos〈
∇Ej

∂

∂t
,

∂

∂t

〉
+

〈
∇ ∂

∂t

∂

∂t
, Ej

〉
= 0 ⇒

〈
∇Ej

∂

∂t
,

∂

∂t

〉
= 0.

Concluimos ent̃ao que o campo∇Ej

∂
∂t

é nulo,∀ j = 1, . . . ,m. E, portanto

∇ei
∇h =

m∑
j=1

αj∇Ej

∂

∂t
= 0.

Assim temos que

Hess(h)(ei) = ∇ei
(∇h) =

[
∇ei

(∇h)
]>

=
[
∇ei

(
∇h− 〈∇h,N〉N

)]>
=

[
∇ei

(
∇h

)
−∇ei

(
〈∇h,N〉N

)]>
= −

[
∇ei

(
〈∇h,N〉N

)]>
,
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onde> denota a componente tangente dos vetores deT (Mm × R) emΣ. Logo,

〈Hess(h)(ei), ei〉(p) = −
〈[
∇ei

(
〈∇h,N〉N

)]>
, ei

〉
(p)

= −〈∇ei

(
〈∇h,N〉N

)
, ei〉(p)

= −〈ei

(
〈∇h,N〉

)
N + 〈∇h,N〉∇ei

N, ei〉(p)

= −〈∇h,N〉〈∇ei
N, ei〉(p).

Mas note que

−A(ei) = (∇ei
N)> = ∇ei

N − (∇ei
N)⊥ ⇒ −∇ei

N = A(ei)− (∇ei
N)⊥,

e, portanto

〈−∇ei
N, ei〉 = 〈A(ei)−(∇ei

N)⊥, ei〉 = 〈A(ei), ei〉−〈(∇ei
N)⊥, ei〉 = λi〈ei, ei〉 = λi.

Logo,

〈Hess(h)(ei), ei〉(p) = λi〈∇h,N〉(p) = λi

〈 ∂

∂t
, N

〉
(p) = λin(p).

Assim

Lr−1(h) = tr(Tr−1Hess(h))(p) =
m∑

i=1

〈Tr−1Hessh(ei), ei〉(p)

=
m∑

i=1

〈Hessh(ei), Tr−1(ei)〉(p) =
m∑

i=1

Sr−1(Ai)〈Hessh(ei), ei〉(p)

=
m∑

i=1

Sr−1(Ai)λin(p) = n(p)
m∑

i=1

λiSr−1(Ai)

= n(p)((r − 1) + 1)S(r−1)+1 = n(p)rSr.

ComorSrn independe da escolha do referencial, obtemos que, emΣ,

Lr−1(h) = rSrn.
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Definição 3.2 SejaΣ ⊂ M
m+1

uma hipersuperfı́cie orientada. SejaD um

dominio compacto deΣ. Definimos a variaç̃ao deD por

φ : (−ε, ε)×D −→ M × R, ε > 0, tais que para cadas ∈ (−ε, ε), a aplicaç̃ao

φs : {s} ×D −→ M × R, φs(p) = φ(s, p) é uma imers̃ao, eφ0 = D.

SejaAt(p) o operador forma deΣ(t) emp e para0 ≤ r ≤ m, sejaSr(t)(p) a

r-ésima funç̃ao siḿetrica dos autovalores deAt(p).

Proposiç̃ao 3.1 SejaEs(p) = ∂
∂s

φ(p, s) efs = 〈Es, Ns〉, ondeNs é o normal

unitário a φs(D). Então

∂

∂s
Sr(s) = Lr−1(fs) + fs

(
S1Sr − (r + 1)Sr+1

)
+ fstr(Tr−1RN) + E>

s (Sr),

ondeRN é definido comoRN(X) = R(N, X)N, R o operador curvatura deM,

eE>
s denota a parte tangente deEs.

Para provarmos esta proposição precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.2 A′(s) = Hessf + fRN + fA2 +∇E>(A) (estamos desconsiderando

osı́ndices)

Demonstraç̃ao do Lema: Dadop ∈ Σ eu, v campos tangentes definidos numa

vizinhança dep, sejamus = dφs(u) evs = dφs(v). Assim

II(s)(us, vs) = −〈∇usNs, vs〉 = 〈A(s)us, vs〉.

Considerando primeiramenteII(s)(us, vs) = −〈∇usNs, vs〉 temos

−(II(u, v))′ = 〈∇E∇uN, v〉+ 〈∇uN,∇Ev〉, sendoE = E> + EN , temos pela

dfinição de∇ que,

−(II(u, v))′ = 〈∇E>∇uN, v〉+∇E⊥∇uN, v〉 − 〈A(u),∇Ev〉. (3.1)

Mas sendoR(E⊥, u)N = ∇u∇E⊥N −∇E⊥∇uN +∇[E⊥,u]N, temos

∇E⊥∇uN = ∇u∇E⊥N +∇[E⊥,u]N −R(E⊥, u)N (3.2)
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E ainda, como[E, u] = 0 temos

[E⊥, u] = −[E>, u] (3.3)

logo

〈
∇[E⊥,u]N, v

〉
=

〈
−∇[E>,u]N, v

〉
=

〈
−∇[E>,u]N, v

〉
=

〈
A([E⊥, u]), v

〉
. (3.4)

Ainda por (3.3) temos que

−[E>, u] = [E⊥, u] = ∇E⊥u−∇uE
⊥,

assim∇E⊥u = ∇uE
⊥ − [E>, u], e portanto, como〈N, u〉 = 0 temos

0 = E⊥〈N, u〉 = 〈∇E⊥N, u〉+ 〈N,∇E⊥u〉, logo

〈∇E⊥N, u〉 = −〈N,∇E⊥u〉 = −〈N,∇uE
⊥ − [E>, u]〉

= −〈N,∇uE
⊥〉+ 〈N, [E>, u]〉

= −〈N,∇uE
⊥〉 (3.5)

Note que :

df(u) = u[f ] = u[〈E, N〉] = u(〈E>, N〉+ 〈E⊥, N〉)

= 〈∇uE
⊥, N〉+ 〈E⊥,∇uN〉

= 〈∇uE
⊥, N〉.

Temos por (3.5) que para todou tangente

〈∇E⊥N, u〉 = −〈N,∇uE
⊥〉 = −df(u) = −〈∇f, u〉 = 〈−∇f, u〉,

logo

∇E⊥N = −∇f. (3.6)
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Substituindo esses valores em (3.1) obtemos:

−(II(u, v))′ = 〈∇E>(−A(u)), v〉+ 〈∇u∇E⊥N +∇[E⊥,u]N −R(E⊥, u)N, v〉

−〈A(u),∇Ev〉

= −〈∇E>(A(u)), v〉+ 〈∇u∇E⊥N, v〉 − 〈R(E⊥, u)N, v〉+ 〈∇[E⊥,u]N, v〉 −

−〈A(u),∇Ev〉

= −〈
(
∇E>(A(u))

)>
+

(
∇E>(A(u))

)⊥
, v〉+ 〈∇u(−∇f), v〉+ 〈A([E>, u]), v〉

−〈R(fN, u)N, v〉 − 〈A(u),∇Ev〉

= −〈∇E>(A(u)), v〉 − 〈∇u(∇f), v〉+ 〈A(∇E>u−∇uE
>), v〉

−f〈R(N, u)N, v〉 − 〈A(u),∇Ev〉

= −〈∇E>(A)(u) + A(∇E>(u)), v〉 − 〈Hessf(u), v〉+ 〈A(∇E>u), v〉

−〈A(∇uE
>), v〉 − f〈R(N, u)N, v〉 − 〈A(u),∇Ev〉

= −〈∇E>(A)(u), v〉 − 〈Hessf(u), v〉 − 〈A(∇uE
>), v〉

−f〈R(N, u)N, v〉 − 〈A(u),∇Ev〉

Portanto,

(II(u, v))′ = 〈∇E>(A)(u), v〉+ 〈Hessf(u), v〉+ 〈A(∇uE
>), v〉

+f〈R(N, u)N, v〉+ 〈A(u),∇Ev〉. (3.7)

Por outro lado, sendoII(s)(us, vs) = 〈A(s)us, vs〉, temos que:

(II(u, v))′ = 〈∇E(A(u)), v〉+ 〈A(u),∇Ev〉

= 〈∇E(A(u)) +
(
∇E(A(u))

)⊥
, v〉+ 〈A(u),∇Ev〉

= 〈E(A)(u) + A(∇Eu), v〉+ 〈A(u),∇Ev〉

= 〈A′(u), v〉+ 〈A(∇Eu), v〉+ 〈A(u),∇Ev〉

= 〈A′(u), v〉+ 〈A(∇uE), v〉+ 〈A(u),∇Ev〉,
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a ultima igualdade foi garantida por0 = [E, u] = ∇Eu−∇uE, ou seja,

∇Eu = ∇uE.

Como|N | = 1 temos que0 = u[〈N, N〉] = 2〈∇uN, N〉, isto é,〈∇uN, N〉 = 0,

como a codimens̃ao dex é1, temos que∇uN é tangente, logo,

∇uE
⊥ = ∇(fN) = u[f ]N + f∇uN, e portanto,

∇uE
⊥ =

(
∇uE

⊥)>
= f∇uN = f∇uN = −fA(u), temos ent̃ao que

(II(u, v))′ = 〈A′(u), v〉+ 〈A(∇uE), v〉+ 〈A(u),∇Ev〉

= 〈A′(u), v〉+ 〈A(∇uE
> +∇uE

⊥), v〉+ 〈A(u),∇Ev〉

= 〈A′(u), v〉+ 〈A(∇uE
>), v〉+ 〈A(∇uE

⊥), v〉+ 〈A(u),∇Ev〉

= 〈A′(u), v〉+ 〈A(∇uE
>), v〉+ 〈A(−fA(u)), v〉+ 〈A(u),∇Ev〉

= 〈A′(u), v〉+ 〈A(∇uE
>), v〉 − 〈fA2(u), v〉+ 〈A(u),∇Ev〉.

Logo

(II(u, v))′ = 〈A′(u), v〉+ 〈A(∇uE
>), v〉 − f〈A2(u), v〉+ 〈A(u),∇Ev〉 (3.8)

Igualando (3.7) e (3.8) obtemos:

〈∇E>(A)(u), v〉+ 〈Hessf(u), v〉+ 〈A(∇uE
>), v〉+ f〈R(N, u)N, v〉

+〈A(u),∇Ev〉 = 〈A′(u), v〉+ 〈A(∇uE
>), v〉 − 〈fA2(u), v〉+ 〈A(u),∇Ev〉,

como a igualdade acima vale para todou, v temos que

A′(s) = Hessf + fRN + fA2 +∇E>(A)

Demonstraç̃ao da proposiç̃ao: Temos pela proposição (2.3) que

∂
∂s

(Sr) = tr
(
A
′
(s)Tr−1

)
. ComoA eTr−1 comutam temos que

A
′
(s)Tr−1 = Tr−1A

′
(s), ondeT

′
r−1 = 0, logo pelo lema temos que

∂

∂s
(Sr) = tr

(
A
′
(s)Tr−1

)
= tr

(
Tr−1∇E>(A) + Tr−1Hessf + Tr−1fRN + Tr−1fA2

)
= tr

(
Tr−1∇E>(A)

)
+ tr

(
Tr−1Hessf

)
+ tr

(
Tr−1fRN

)
+ tr

(
Tr−1fA2

)
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Novamente pela proposição (2.3) temos que

tr(Tr−1∇E>A) = E>(Sr),

logo sendotr(Tr−1A
2) = S1Sr − (r + 1)Sr+1, obtemos

∂

∂s
(Sr) = E>(Sr) + Lr−1(f) + ftr(Tr−1RN) + f(S1Sr − (r + 1)Sr+1).

Lema 3.3 ComM eΣ como no lema (3.1), assumaHr deΣ ser constante para

algum r,1 ≤ r ≤ m + 1. Então, emΣ,

Lr−1(n) = −n(S1Sr − (r + 1)Sr+1 + tr(Tr−1RN)).

Demonstraç̃ao do Lema: Considere a variação

φ : (−ε, ε)×D ⊂ (−ε, ε)× Σ → M × R

dada pela translação vertical deM × R, φ(s, x, t) = (x, t + s) onde

(x, t) ∈ M × R.

Com esta variaç̃ao as curvaturas principais deΣ(s) permanecem inalteradas,

logo ar-ésima funç̃ao siḿetricaSr(s)(x, t)dos autovalores deAs(x, t) é igual a

r-ésima funç̃ao siḿetricaSr(0)(x, t) dos autovalores deAs(x, t), ondeAs(x, t) é

o operador forma deΣ(s) em(x, t).

SendoHr constante para algumr, temos queSr é constante. Como

Sr(s) = Sr(0) = Sr concluimos que∂
∂s

Sr(s) = ∂
∂s

Sr = 0. Tamb́em pela hiṕotese

deSr ser constante emΣ, obtemosE>
s (Sr) = 0, paras = 0. Mas, note que,

E0(x, t) =
∂φ

∂s
(s, x, t) |s=0=

∂

∂s
(x, t + s) |s=0= (0, 1) =

m∑
i=1

0
∂

∂xi

+
∂

∂t
=

∂

∂t
.

Logo quandos = 0 temosf0 = 〈E0, N0〉 = 〈 ∂
∂t

, N〉 = n. E portanto pela

proposiç̃ao anterior obtemos:

Lr−1(n) = −n(S1Sr − (r + 1)Sr+1 + tr(Tr1RN)).
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Dadop = (x, t) ∈ M × R. ParaX ∈ Tp(M × R), sejaXh a componente

horizontal deX eXV a componente vertical, istóe,Xh ∈ TpM eXV ∈ R. Seja

{ei} um referencial geod́esico deΣ emp eN o normal unit́ario aΣ emp.

Usando a conex̃ao Riemanniana produto e a métrica produto obtemos:

R(ei, N)ei = ∇N∇ei
ei −∇ei

∇Nei +∇[ei,N ]ei

= ∇N(∇eh
i
eh

i +∇⊥
eV
i
eV

i )−∇ei
(∇Nheh

i +∇⊥
NV eV

i ) +∇[eh
i ,Nh]e

h
i +∇⊥

[eV
i ,NV ]e

V
i

= ∇Nh∇eh
i
eh

i +∇⊥
NV ∇⊥

eV
i
eV

i −∇eh
i
∇Nheh

i −∇⊥
eV
i
∇⊥

NV eV
i +

+ ∇[eh
i ,Nh]e

h
i +∇⊥

[eV
i ,NV ]e

V
i

= R(eh
i , N

h)eh
i + R⊥(eV

i , NV )eV
i

Mas comoeV
i , NV ∈ X(R) temos queeV

i = λNV , logo temos pela linearidade

deR⊥ que

R⊥(eV
i , NV )eV

i = R⊥(λNV , NV )λNV = λ2R⊥(NV , NV )NV = 0.

Logo,

R(ei, N, ei, N) = 〈R(ei, N)ei, N〉 = 〈R(eh
i , N

h)eh
i , N

h〉+ 〈0, N⊥〉

= K(eh
i , N

h)|eh
i ∧Nh|2,

ondeK é a curvatura seccional deM .

Se{ei} são tamb́em direç̃oes principais deA, temos queTr(ei) = Sr(Ai)ei, e

ent̃ao

tr(TrRN)(p) =
∑

i

〈ei, TrRN(ei)〉(p)

=
∑

i

〈Tr(ei), RN(ei)〉(p)

=
∑

i

Sr(Ai)〈R(N, ei)N, ei〉(p)

=
∑

i

Sr(Ai)R(N, ei, N, ei)(p)

=
∑

i

Sr(Ai)K(eh
i , N

h)|eh
i ∧Nh|2(p).
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Teorema 3.4 SejaM uma variedade Riemanniana orientadam-dimensional.

SejaΣ um gŕafico vertical compacto na variedade produtoM × R com bordo

emM × {0} e comHr constante positivo, para algum1 ≤ r ≤ m. Denotemos

h : Σ → R a funç̃ao altura deΣ.

(i) Se a curvatura seccional deM satisfazK ≥ 0, ent̃ao emΣ,

|h| ≤ H
− 1

r
r . (3.9)

(ii) Quandor = 2, se a curvatura seccional deM satisfazK ≥ −τ(τ > 0), e

H2 > τ, ent̃ao emΣ,

|h| ≤
√

H2

H2 − τ
. (3.10)

(iii) Quandor = 1, se a curvatura seccional deM satisfazK ≥ −τ(τ > 0), e

H2
1 > m−1

m
τ, ent̃ao emΣ

|h| ≤
√

H1

H2
1 − m−1

m
τ
. (3.11)

Demonstraç̃ao Sejamp ∈ Σ o ponto ondeh atinge seu ḿaximo en = 〈N, ∂
∂t
〉.

Seja{ei} um referencial ortonormal emTpΣ formado pelas direç̃oes principais e

N normal aΣ emp,logoA(ei) = −(∇ei
N)> = −∇ei

N. Assim

∇2h(ei, ei)(p) = 〈∇ei
∇h, ei〉p ≤ 0. Sendo∇h = ∇h− 〈 ∂

∂t
, N〉N = ∂

∂t
− nN

temos

∇ei
∇h = ∇ei

( ∂

∂t
− nN

)
= ∇ei

∂

∂t
− (ei(n)N + n∇ei

N)

=
(
∇ei

∇h
)>

−
(
〈∇ei

N,
∂

∂t
〉+ 〈N,∇ei

∂

∂t
〉
)
N − n∇ei

N

= 〈−∇ei
N,

∂

∂t
〉N − n∇ei

N

= 〈A(ei),
∂

∂t
〉N + nA(ei) = λi〈ei,

∂

∂t
〉N + nλiei

= nλiei
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para todo i. Logo∇2h(ei, ei)(p) = 〈∇ei
∇h, ei〉p = n(p)λi ≤ 0, ∀ i, assim se

n ≥ 0 temosλi ≤ 0, ∀i e sen ≤ 0 ent̃aoλi ≥ 0, ∀i. Concluimos ent̃ao que as

curvaturas principais tem o mesmo sinal emp. ComoHr > 0, emΣ, podemos

encontrar neste ponto que todas as curvaturas principais são ñao negativas e o

normal unit́arioN aΣ aponta para dentro. SendoΣ um gŕafico vertical, podemos

achar o campo normal unitário suaveN aΣ apontando para dentro (istoé,

n = 〈N, ∂
∂t
〉 ≤ 0 emΣ.) Podemos então aplicar as proposições 2.5 e 2.6 para

obtermos queLr−1 é eĺıptico, eHi(1 ≤ i ≤ r − 1) são positivos.

Definamosϕ = ch + n emΣ, ondec é uma constante positiva a ser determinada.

Como∂Σ ⊂ M × {0} temosh|∂Σ
= 0, e portanrto, em∂Σ temosϕ = n ≤ 0.

SendoLr−1 um operador elı́ptico, temos pelo princı́pio do ḿaximo que, se

Lr−1(ϕ) ≥ 0 ent̃aoϕ ≤ 0 emΣ. Ent̃aoh ≤ −n
c
≤ 1

c
.(

− n ≤| n |=| 〈N, ∂
∂t
〉 |=| cos θ(N, ∂

∂t
) |≤ 1

)
. Agora acharemosc tais que

Lr−1(ϕ) ≥ 0. Pelos Lemas 3.1 e 3.3, temos

Lr−1(ϕ) = cLr−1(h)+Lr−1(n) = crSrn−n
(
S1Sr−(r+1)Sr+1+tr(Tr−1RN)

)
.

AssimLr−1(ϕ) ≥ 0 é equivalente a

−rSrc + S1Sr − (r + 1)Sr+1 + tr(Tr−1RN) ≥ 0.

SeK ≥ a(a ≤ 0) temos

tr(Tr−1RN)(p) =
∑

i

Sr−1(Ai)K(eh
i , N

h) | eh
i ∧Nh |2

≥ a
∑

i

Sr−1(Ai) | eh
i ∧Nh |2

Mas note que| eh
i |≤| ei |= 1 e | Nh |≤| N |= 1, logo

| eh
i ∧Nh |2=| eh

i |2| Nh |2| sin θ(eh
i , N

h) |2≤ 1,

sendoSr−1(Ai) > 0 ea ≤ 0 temos

aSr−1(Ai) | eh
i ∧Nh |2≥ aSr−1(Ai),
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e portanto,

tr(Tr−1RN)(p) ≥ a
∑

i

Sr−1(Ai) = (m− r + 1)aSr−1.

Agora podemos acharc tais que

−rSrc + S1Sr − (r + 1)Sr+1 + (m− r + 1)aSr−1 ≥ 0.

Mas sendoH1, H2, . . . , Hr não negativo eH1Hr ≥ Hr+1, temos que:

S1

C1
m

Sr

Cr
m

≥ Sr+1

Cr+1
m

⇒ S1

m!
(m−1)!

Sr

m!
(m−r)!r!

≥ Sr+1

m!
(m−r−1)!(r+1)!

⇒ S1Sr(m− r)!r!

mm!
≥ (m− r − 1)!(r + 1)!Sr+1

m!

⇒ (m− r)(m− r − 1)!r!

m
S1Sr ≥ (m− r − 1)!(r + 1)r!Sr+1

⇒ m− r

m
S1S − r ≥ (r + 1)Sr+1.

Logo

S1Sr − (r + 1)Sr+1 ≥ S1Sr −
m− r

m
S1Sr =

r

m
S1Sr,

e portantóe suficiente acharc tais que

−rSrc +
r

m
S1Sr + (m− r + 1)aSr−1 ≥ 0.

Ent̃ao,

c ≤ rS1Sr

mrSr

+
(m− r + 1)aSr−1

rSr

=
S1

m
+

(m− r + 1)a

r

Sr−1

Sr

.

Mas note que,

Hr−1

Hr

=
Cr

m

Cr−1
m

Sr−1

Sr

=

m!
(m−r)!r!

m!
(m−r+1)!(r−1)!

Sr−1

Sr

=
(m− r + 1)(m− r)!(r − 1)!

(m− r)!r(r − 1)!

Sr−1

Sr

=
(m− r + 1)

r

Sr−1

Sr

,
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logo

c ≤ H1 + a
Hr−1

Hr

.

(i) Tomea = 0 e escolhac ≥ H
1
r
r . Assimh ≤ 1

c
≤ H

− 1
r

r .

Observaç̃ao: Esta escolháe possivel j́a que paraa = 0 temosc ≤ H1,

comoH
1
r
r ≤ . . . ≤ H

1
2
2 ≤ H1, podemos tomarH

1
r
r ≤ c ≤ H1.

(ii) Tomea = −τ(τ > 0). Ent̃aoc ≤ H1 − τ Hr−1

Hr
. Quandor = 2, temos

c ≤ H1 − τ
H1

H2

= H1(1−
τ

H2

).

Sendoc ≥ 0 eH1 > 0 temos que1− τ
H2
≥ 0. ComoH1 ≥ H

1
2
2 podemos

acharc tais que

H
1
2
2 (1− τ

H2

) ≤ c ≤ H1(1−
τ

H2

).

Assim

c ≥ H
1
2
2 (1− τ

H2

) =
H2 − τ

H
1
2
2

⇒ h ≤ 1

c
≤ H

1
2
2

H2 − τ
.

(iii) Quandok ≥ a(a < o) e r = 1,

tr(T0RN)(p) =
∑

i

S0(Ai)K(eh
i , N

h) | eh
i ∧Nh |2

≥ a
∑

i

| eh
i ∧Nh |2

= a
∑

i,eh
i 6=Nh

| eh
i ∧Nh |2

≥ a
∑

i

1 = a(m− 1).

Ent̃ao, como anteriormente, sendo,

−S1c+S2
1−2S2+tr(T0RN) ≥ −S1c+S2

1−2S2+a(m−1) ≥ −S1c+
1

m
S2

1+a(m−1),
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basta encontrarmosc tais que

−S1c +
1

m
S2

1 + a(m− 1) ≥ 0 ⇒ c ≤ S1

m
+

(m− 1)a

S1

= H1 + a
(m− 1)

H1

.

Tomea = −τ(τ > o) temos ent̃ao que parac = H1 − τ (m−1)
H1

h ≤ 1

c
=

1

H1 − τ (m−1)
H1

=
H1

H2
1 − τ (m−1)

m

.

Observaç̃ao 3.1 A estimativa da altura no Teorema 3.4é ótima.Considere um

hemisferio da esfera unitária Sm emRm+1. Ele é um gŕafico vertical em

Rm = Rm × {0} deHr = 1 com bordoSm−1 × {0} e tem altura ḿaxima1.

Como aplicaç̃ao do Teorema 3.4 daremos uma estimativa do diâmetro vertical de

hipersuperf́ıcies compactas comHr constante positiva emM × R.

Teorema 3.5 SejaM uma variedade Riemannianam-dimensional e sejaΣ uma

hipersuperf́ıcie orient́avel compacta imersa emM × R comHr > 0 constante,

para algum1 ≤ r ≤ m. EntãoΣ é siḿetrica com relaç̃ao a superf́ıcie horizontal

M × {t0}, para algumt0 ∈ R. Além disso,

(i) Se a curvatura seccional deM satisfazK ≥ 0, ent̃ao o dîametro vertical

deΣ não é maior que2H
− 1

r
r ;

(ii) Quandor = 2, se a curvatura seccional deM satisfazK ≥ −τ e

H2 > τ(τ > 0), ent̃ao o dîametro vertical deΣ não é mais que2
√

H2

H2−τ
.

(iii) Quandor = 1, se a curvatura seccional deM satisfazK ≥ −τ(τ > 0), e

H2
1 > m−1

m
τ, ent̃ao o dîametro vertical deΣ não é maior que 2H1

H2
1−

m−1
m

τ
.

Demonstraç̃ao: SendoΣ compacto, existemt1, t2 ∈ R comt1 < t2 tais que

Σ ⊂ M+(t1)
⋂

M−(t2),
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ondeM+(t1) = {(p, t) ∈ M ×R; t ≥ t1} eM−(t2) = {(p, t) ∈ M ×R; t ≤ t2}.

Mas como a translação verticalé uma isometria deM × R, podemos considerar,

sem perda de generalidade, queΣ ⊂ M+(0), e ainda,Σ
⋂

M(0) 6= ∅ e

Σ
⋂

M(t) = ∅,∀t < 0.

Sejas ∈ R o maiort tal queΣ
⋂

M(s) 6= ∅, isto é,∀t > s temos que

Σ
⋂

M(t) = ∅.

Afirmação: A parte deΣ que encontra-se emM+( s
2
)
⋂

M−(s) é gŕafico de uma

função definida num doḿınio compacto emM(0).

Com efeito, denotemos esta parte deΣ porΣ′.Definamos

Σt = {(p, r) ∈ Σ; r > t} eΣ∗
t sua refletida. Suponhamos por absurdo queΣ′ não

é gŕafico ent̃ao existet ∈
(

s
2
, s

)
tal que a superfı́cie refletidaΣ∗

t tangenciaΣ,

digamos emp. ComoΣ∗
t eΣ possuem ar-ésima curvatura ḿedia constante e

iguais temos pelo princı́pio da tanĝencia queΣt eΣ∗
t coincidem numa vizinhança

dep, pela conexidade deΣ conclúımos que a reflex̃aoé siḿetrica. Logo

Σ
⋂

M(0) = ∅, absurdo.

TomeM(t) superf́ıcie horizontal comt ≥ s, transladandoM(t), sejat0 o menor

real tal queΣ∗
t0

tangencieΣ. Logo pelo prinćıpio da tanĝencia e pela conexidade

temos queΣ∗
t0

coincide comΣ, portantoΣ é siḿetrica com relaç̃ao superf́ıcie

horizontalM(t0). Pelo o que provamos anteriormentet0 = s
2
.

Pelo teorema anterior concluı́mos que a altura deΣ s
2

satisfaz:

(a)
s

2
≤ H

− 1
r

r ⇔ s ≤ 2H
− 1

r
r

(b)
s

2
≤

√
H2

H2 − τ
⇔ s ≤ 2

√
H2

H2 − τ

(c)
s

2
≤ H1

H2
1 − m−1

m
τ
⇔ s ≤ 2H1

H2
1 − m−1

m
τ
.

Para provarmos este teorema usamos o Método de Reflex̃ao de Alexandrov.
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Observaç̃ao 3.2 Tome uma superfı́cie horizontalM(t) = M × {t} que ñao

intersectaΣ e mova esta superfı́cie paralelamente até ela tocarΣ pela primeira

vez. A partir deste ponto de contato continue a mover a superfı́cie e passe a

considerar a reflex̃ao da porç̃ao deΣ que ficou para tŕas em relaç̃ao a

superf́ıcie. A porç̃ao de superfı́cie refletida esta inicialmente no interior da

região limitada porΣ, e portanto em algum instante a porção refletida tangencia

Σ. Ambas tem a mesmar-ésima curvatura ḿedia constante e mesmo vetor

normal nesse ponto. Em seguida, usando uma versão do prinćıpio do ḿaximo,

Alexandrov mostrou que estas variedades coincidem numa vizinhança do ponto

de tanĝencia. Aĺem disso, usando um argumento de conexidade, ele provou que

as variedades em questão coincidem em todos os pontos da reflexão, concluindo

que a superfı́cie horizontalé usuperf́ıcie de simetria deΣ. Esse processóe hoje

denominado o ḾETODO DE REFLEX̃AO DE ALEXANDROV.
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