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RESUMO

Seja © um dominio fixado em R™ com fronteira S de classe C? e denote
Q' =R"\ Q. Ambos Q e Q' ndo necessariamente conexos. Nessas condicoes,
pretendemos resolver os problemas de Dirichlet e Neumann.

No intuito da resolugao dos problemas citados, faremos um estudo da
Teoria de Fredholm (operadores compactos), bem como da transformada de

Kelvin, harmonicidade no infinito e dos potenciais de camada.



ABSTRACT

Let Q be a fixed domain in R” with boundary S of class C? and denote
Q' =R"\ Q. Both Q and €’ not necessarily connected. Under these condi-
tions, we intend to solve the problems of Dirichlet and Neumann.

In order to overcome the mentioned the problems, we will study the Fred-
holm theory (compact operators), the Kelvin transformed, harmonicity in the

infinite and potential of the layer.
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INTRODUCAO 9

Entre os problemas de valor de fronteira para o Laplaciano, os dois prob-
lemas que julgamos mais importantes e para os quais dedicaremos mais de
nossa atencao, sao chamados problemas de Dirichlet ¢ Neumann. Durante
esta discussao, () serd um dominio em R™ com fronteira suave S.

O problema de Dirichlet: Dada a funcao f em €2 e g em S, encontre uma

funcio u definida em § satisfazendo
Au= fem§, u=gemS (1)

O problema de Neumann: Dada a fungao f em €2 e g em S, encontre uma

funcio u em Q satisfazendo
Au= femQed,u=gemsS (2)

O teorema da unicidade apresentado nas preliminares mostra que a solucao

do problema de Dirichlet (se existir) serd tdnica, e no minimo se requer

u e C(9Q).

Para o problema de Neumann, a unicidade nao é verdade, pois podemos
adicionar a u, uma funcao que seja constante em cada componente conexa
de €. No entanto, existe essa condigao necessaria para o problema de Neu-
mann ser solivel: Se u satisfaz (2) e {2’ é uma componente conexa de (2, pela

identidade de Green, tomando v = 1, temos:

/f:/Au: 6Vu:/g
/ ' o o

O problema de Dirichlet é facilmente reduzido aos casos ou f = 0 ou

g = 0. Realmente, se podemos encontrar v e w satisfazendo:

Av=femQ, v=0emS (3)

Aw =0em(), w = gemS (4)
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assim u = v + w satisfard (1). Além do mais, os problemas (3) e (4) sdo
equivalentes. Realmente, suponha que possamos resolver (3) e desejamos
resolver (4). Assuma que g possui uma extensdo §j a Q a qual é de classe C2,

entao podemos encontrar v satisfazendo
Av=Agem Q, v=0em S

daf é s6 tomar u = § — v como solugao para (4).

Por outro lado, suponha agora que possamos resolver (4) e desejamos
resolver (3). Extenda f pondo igual a zero fora de Q e coloque v/ = f - N,
como N é uma solucao fundamental, desse modo, temos que Av’' = f.

Resolvemos entao,
Aw=0em Q, w=7vem S

dal é s6 tomar v = v — w como solugao de (3). Portanto, quando consider-
armos o problema de Dirichlet usualmente assumimos que f =0 ou g = 0.
Semelhante observacao aplica-se ao problema de Neumann, dividindo nos
casos f =0 ou g = 0, e esses sao de certa forma equivalentes. Para deduzir
o andlogo da equivaléncia de (4) e (3), assumiremos que existe § € C2(Q) tal

que 0,§ = g em S e resolve
Av=Agem Q, d,v=0em S
E a volta, tomemos v' = f - N e resolvemos
Aw=0em Q, d,w = 9J,v em S

Existe varias abordagens aos problemas de Dirichlet e Neumann, e no

presente trabalho investigaremos uma delas. Mas é bastante enriquecedor a
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investigacao das demais abordagens, ja que métodos diferentes rendem alguns
resultados diferentes, e também porque as técnicas envolvidas sao aplicaveis
a outros problemas. De fato, resolveremos os problemas de Dirichlet e Neu-

mann por potenciais de camada.



Capitulo 1

Preliminares

Agora apresentaremos algumas definigoes e explicitaremos afirmacgoes as
quais serao omitidas as demonstragoes. No entanto, as mesmas trarao uma
melhor compreensao do presente trabalho e consequentemente, maior veloci-
dade de leitura. Assim, o leitor interessado em maiores detalhes de demon-

stragoes ver [1].

Afirmacao 1.1 Seja S uma hipersuperficie orientada de classe C*, k > 2.

Eziste uma vizinhanga V de S em R™ e um numero € > 0 tal que a aplicacao
F(z,t) =z +tv(x)
é um difeomorfismo de classe C*~! de S x (e, —¢) sobre V.

Tal vizinhanga na afirmagao 1.1 é chamada de vizinhanga tubular e se u

é uma fungao diferencidavel em V' para x € S e —e <t < € formalizamos

dyu(z +tv(z)) = v(z) - Vu(z + tv(x)) (1.1)

12
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Afirmagao 1.2 (Teorema da Divergéncia) Sejam Q2 C R" um dominio
limitado com fronteira S = 0N de classe C* e F' um campo vetorial de classe

Ct em Q. Entao

| Fw)-vwioty) = [ V- Py

Afirmagao 1.3 (Desigualdade de Young Generalizada) Seja (z, )
um espago de medida o-finita e 1 < p < oo e c > 0. Suponha k uma
fung¢ao mensurdvel em X x X tal que

sup / k(2 9)lduly) < ¢
zeX JX

sup / Ik, y)ldu(z) < c.
yeX JX

Se f € LP(X), a fungao Ty definida por
5(a) = [ k) f)dn(y
estd bem definida quase sempre e pertence a LP(X), com || T [[,< c | f ||,-

Definicao 1.1 Uma funcao f em R™ é dita radial se é invariante por rotacao,

isto €, foT = f para toda rotagao T.

Afirmagao 1.4 Se f(x) = ¢(r) € uma func¢ao em R™ entdo f satisfaz Af =
0 em R™"\{0} se e somente se ¢(r) = a+br*™"™ comn # 2 ou $(r) = a+blogr

comn =2, onde a e b sao constantes.

Definicao 1.2 Uma funcdo de classe C? definida num subconjunto aberto

do R™ ¢ dita harmonica se Au = (.
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Afirmagao 1.5 (Identidade de Green) Se Q) é um dominio limitado com

fronteira suave S e u,v sdo de classe C' em € entdo

/ v, udo = /(vAu + Vv - Vu)dz (1.2)

S s

/ vO,u — ud,vdo = /(UAU — ulAv)dz. (1.3)
S s

Afirmacao 1.6 Se u € harmonica em € entao /8,,uda = 0.
s

Afirmacao 1.7 (Teorema do Valor Médio) Suponha u harménica num

conjunto aberto ). Sex € Q er > 0 € pequeno o suficiente tal que B,.(x) C )

entao
@) = rr [ wwiow) = o [ ute oty
u(xr) = — u(y)do(y) = — u(x + ry)do(y).
=t Js, ) Wn Js,(0)
Afirmacgao 1.8 Se u, ) e r sio como na afirmacao 1.7 entao
n n
uw) = [ o) = 2 [ ata gy,
"Wy J B, (a) Wn /B, (0)

Afirmacgao 1.9 (A reciproca do Teorema do Valor Médio) Suponha

que u € continua num conjunto aberto ) e sempre que x € Q) e B,(x) C )

temos
1
u(z) = —/ u(x + ry)do(y)
S1(0)

Wn,

entao u € C*(Q) e u € harmonica em €.

Afirmacao 1.10 (Principio do Mdxzimo) Suponha S aberto conezxo. Se

u € harmonica, assumindo valores reais em € e supu(x) = A < 0o entdo ou
e

u(x) < A para todo x € Q ou u(r) = A para todo x € Q.
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Afirmacgdo 1.11 (Teorema da Unicidade) Suponha Q compacto. Se u,
e uy sdo funcgoes harmonicas em 0 as quais sio continuas em Q e u; = ug

em 0N entao uy = uy em €.

Afirmacgao 1.12 Seja

N(z) = 2 >
r)=-——"—3sen
(2 —n)w,
1
N(m):%logm sen =2

entdo N é uma solugao fundamental para A (operador laplaciano). Isto é,

(AN, ¢) = ¢(0) para qualquer ¢ € C™.

Afirmagao 1.13 Suponha que f € L*(R™) e que / |f(y)|1log ly|dy < oo em
caso n = 2. Entao f - N esta bem definida como uma funcdo localmente

integravel e A(f - N) = f.

Afirmagao 1.14 Se f € L'(S) e P ¢ dado por:
1—|z?
wylz —y|"’

u(z) = /SP(x,y)f(y)dG(y), com x € B.

P(z,y) = pondox € Beye S

Entao uw é harmonica em B. Se f € continua, u extende continuamente
aoBeu=temS. SefeLP(S) (1<p<occ) entdou, —t na norma LP
quando r — 1 (u,(y) = u(ry), 0 <r < 1).

1 — |z

wn|$ - y|n
u(z) = /Sp(x,y)f(y)da(y) com r € B

entao v é harmonica em B. Se f é continua, entao u extende continuamente

Se f € L'(S) e p é dada por p(z,y) = , sendo

aBen=femS. Se fe& LP(S)com 1< p< oo, entdo u, — f na norma

de LP, quando r — 1.



Capitulo 2

Operadores Compactos

Faremos neste capitulo uma breve exposicao sobre os operadores com-
pactos e a Teoria de Fredholm. Este capitulo serd de grande importancia
para identificarmos os subespacos de solucoes, no intuito de solucionarmos
os problemas propostos de Neumann e Dirichlet.

Seja X um espaco de Banach e 7" um operador linear limitado em X. De-
notaremos os subespagos nicleo e imagem do operador 7" por N(7T') e R(T)

respectivamente.

Definicao 2.1 Um operador linear limitado T definido num espaco de Ba-
nach X € dito compacto se sempre que {mj};r:“f for uma sequéncia limitada

em X, entdo a sequéncia {Tx; ;L:ﬁ’ possui uma subsequéncia convergente.
Uma outra definicao equivalente daremos a seguir:

Definicao 2.2 T ¢ compacto se aplica conjunto limitado em conjunto com

fecho compacto.

16
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Diremos que um operador 7' é de rank finito se R(7T') possui dimensao
finita. Como todo conjunto limitado num espaco de Banach de dimensao
finita possui fecho compacto, tem-se que todo operador limitado de rank
finito é compacto.

O teorema que segue nos da informacoes sobre caracteristicas dos conjun-
tos dos operadores compactos contidos no conjunto dos operadores limitados,

considerando a algebra, topologia e norma do ultimo conjunto.

Teorema 2.1 O conjunto dos operadores em X € um ideal a esquerda e a
direita na Algebm dos operadores limitados € um conjunto fechado na norma

da topologia.

Demonstracao

Dividiremos a demonstracao em duas partes. provaremos primeiro que o
conjunto dos operadores é um ideal como no enunciado.

Parte I: i) Se T}, T s@o operadores compactos tem-se que a7} + asTh
também o é, onde ay, as sao constantes complexas.

Prova de i) Seja {z;} C X uma sequéncia limitada. Do fato de T} e
T, serem compactos, podemos encontrar {y;} subsequéncia de {z;} tal que

—j—oo

{T1y;} converge e, consequentemente encontra-se {z;};° subsequéncia de

—+00
j=1 converge,

{y; 1,55 tal que {Thz;},57 converge, assim {[a1Ty + aoT5)(2;)
logo a1 + asT5 é compacto.

ii) Se T' é um operador compacto e § um operador limitado, entao 7" o §
é compacto.

Prova de ii) Ora, qualquer sequéncia limitada {z; j:‘ﬁ’ em X tem-se que

{0z;}]27 é limitada em X do fato de § ser limitado, dai {T'(0x;)};=) possui

uma subsequéncia convergente, portanto 7' o d é compacto.
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iii) Se 7' é um operador compacto e 4 um operador limitado, entao 6 o T
é compacto.
Prova de iii) Se {z;};°] é uma sequéncia limitada em X, tem-se que

podemos encontrar {y;},% subsequéncia de {z;};2} tal que {Ty;}°5 con-

verge, como

10(Tym) = 6(Tyn) | = 1 6(Tym — Tyn) |
< PO Ty — Ty |l

e a sequéncia {Ty;}/=) é de Cauchy, temos que {§(Ty;)}; =5 também o é,
como X é Banach segue que {d(Ty;)};= converge, portanto 6 o T' é com-
pacto.

Parte 11 Mostraremos agora que o conjunto dos operadores compactos é
fechado na norma da topologia induzida.

Suponha {T;,}*° uma sequéncia de operadores compactos convergindo
para T na norma da topologia induzida. Queremos mostrar que 7" é um op-
erador compacto. Para isso, seja {x; J;OO uma sequéncia limitada em X com
| z; |< eparatodo j =1,2,3,.. ., escolha uma subsequéncia {z;},=} tal que
{T,x1;};2} convirja e depois escolha {x,;},° subsequéncia de {x1,};2 tal
que {Thxa; } 125 ;=1 convirja. Como toda subsequeéncia de uma sequéncia limitada

¢ limitada, podemos extrair {z,,;},°) subsequéncia de {x(m_1);};5

j=1, para

> 3, tal que {1,z };25 convirja. Pondo y; = xj; temos que {T,y;},5Y
converge para todo m = 1,2,3,.... Portanto, dado ¢ > 0 pela convergéncia
T,, — T quando m — 400 temos que existe myg suficientemente grande tal

que para m = myg tem-se || T,,, — T [|< 4— e para cada m > my, {T,,y;} € de

Cauchy. Assim, existe jo € N tal que j, k > jo tem-se || T,,y; — Tnyr ||< 5
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Concluimos que

| Ty; —Tyx | = || Ty; — Tyj + Tny; — T + Tk — Ty ||

(T =T)ys || + | Tty — Ty | + 1| (T = T |l

N

< NT=Tulllys | + | Ty — T | + 1] Ton = T[] s ||
€ €
< 2 — 4=
13

€.

Mostramos assim, que {T'y; jzof ¢ de Cauchy, como X é completo, tem-se

que {T'y; j:o‘f converge, logo T é compacto.

Corolario 2.1 Se T é um operador limitado em X e existe uma sequéncia
{T,.}-2, de operadores de rank finito tal que || T,, — T ||— 0, entdo T é

compacto.

No caso de X ser um espago de Hilbert, o corolario acima possui a
reciproca, e é o que faremos agora. A prova deste teorema deve ser lida, pois
o artificio utilizado na demonstracao sera usado posteriormente em outra

prova.

Teorema 2.2 Se T ¢ um operador compacto em um espaco de Hilbert X,

entdo T € um limite de operadores de rank finito.

Demonstracao
Suponha ¢ > 0 e seja B uma bola unitaria em X. Como T é compacto,
T(B) possui o fecho compacto, e portanto totalmente limitado, isto é, existe

Y1, ..., Yn Pertence a T'(B) tais que para todo y € T'(B) tem-se ||y —y; ||< €
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para algum j = 1,...,n. Considere P. a projecao ortogonal sobre o espaco
gerado pelo os elementos vy, ..., y,, escreva T, = P,/T'. Note que T, possui

rank finito. Sendo T.z o elemento mais préximo de Tx em R(F,), temos
| Tx —Tex ||[< min | Tz —vy; ||<e VeeB
1<jsn

Noutras palavras, || T'— T, ||< €, dai pela arbitrariedade do € > 0 tem-se
T. — T quando € — 0. Concluimos assim, que 7T ¢ limite de operadores de

rank finito.

Teorema 2.3 O operador T no espaco de Banach X € compacto se e so-

mente se o operador dual T no espaco dual X* é compacto.

Demonstracao

Sejam B e B* bolas unitarias em X e X™ respectivamente. Suponha T
compacto, queremos mostrar que 7™ é compacto.

Seja {f; j:“l’ uma sequeéncia limitada em X*. Multiplicando as f;’s por
uma constante suficientemente pequena, podemos assumir que { fi j:“f C B*.

Dado e >0ez € X, tem-se

1 fi () = i) (1= fiy =) ST S5 Iy =2 =y — 2 (< e

sempre que || y —z [|[< § = ¢, assim {f;},°5 é equicontinua. Como || f; ||<

—+00

1 temos que {f;};5 é uniformemente limitada sobre conjuntos limitados,

% que

dai pelo Teorema de Arzeld-Ascoli existe uma subsequéncia de {f;},°

denotaremos por { [} a qual converge uniformemente sobre conjuntos

compactos de X, em particular sobre T'(B).

Como T™ fi.(x) = fir(Tx) converge uniformemente, para r € B, tem-se
g

I T fi(x) = T fulz) llx= =1 fa(T(2)) = fu(T(@)) (<[] fro = Fou Tl
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portanto {T*f.};> é de Cauchy na norma da topologia de X*. Portanto,
T* é compacto pela completude de X*.

Por outro lado, suponha que 7™ seja compacto. Pelo o que ja provamos,
tem-se que T** é compacto em X** Mas X esta embutido isometricamente
em X**. Afirmamos que T é a restricao de T** a X, e assim T é compacto.

Considere a aplicacao J : X — X** dada por J, : X* — C para cada
xz € X ou ainda J,(f) = f(x) para f € X*.

Afirmacao 2.1 Jx € linear e isométrica.

Sex,y € X e A € Centdo Jupn(f) = flx+ Ay) = f(x) + Af(y) (pois
feX*)=(Jo+AJ)(f), dai J é linear.
Sendo =z € X, tem-se

| Jall = sup [Jo(f)]

IF1I<1

= sup |f(z)|
HE!

= =]

a tltima desigualdade se deve ao Teorema de Hanh-Banach. Concluimos que
Jx inclui X isometricamente em X**.

Como T : X — X tem-se T"* : X** — X*™ e T o J: X — X*, assim
reX

(T o J)(x) = T(J)

= T" o J,.
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Portanto faz sentido escrever, para f € X*,

(T**O‘]$>(f) - J:C(T*<f))
= T°(f)(=)
= [(T'(z))

Concluimos que,

(T** o J)(z) = T olJ,
= Jrw)
= (JoT)(x)parax € X

logo, T**|x = T, portanto T' é compacto.

Agora apresentaremos o principal teorema a estrutra para a teoria dos
operadores compactos. Este teorema foi primeiro provado por I. Fredholm,
por diferentes métodos, para certos operadores integrais no espaco L2. No
espacgo abstrato de Hilbert, o que faremos aqui é devido a F. Riesz, e feito
mais tarde para um espago de Banach arbitrario por J. Schauder. Por essa
razao é ao mesmo tempo chamado a Teoria de Riesz-Schauder. No entanto,

precisamos somente do caso em que o espaco ¢ Hilbert.

Teorema 2.4 Seja T um operador compacto num espaco de Hilbert com

produto interno (-,-). Para cada \ € C, sejam:

Vw={re X : Tz = Az}
Wy={ze€ X : Tz = \z}

entao:
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a) O conjunto dos A € C para os quais V\ # {0} € finito ou enumerdvel, e

no ultimo caso, possui o zero como o unico ponto de acumulagao.
b) Se A # 0 entdo dim(Vy) = dim(Wy).

c) Se A #0 entio R(AN —T) é fechado.

Demonstragao

Prova de a) Primeiro mostraremos que a afirmacao (a) é equivalente a
seguinte afirmagao:

a) Para cada € > 0, o espaco gerado pelas combinagoes lineares dos vetores
dos V) com |A| > € possui dimensao finita.

a) = a) Como o zero é o unico ponto de acumulagao do conjunto dos
A € C tais que V) # {0}, qualquer ¢ > 0 dado, existird somente uma
quantidade finita desses N's € C, com |\| > €, como para cada A # 0, a
dim(V)) < oo e a uniao finita de conjuntos finitos ¢ finita, tem-se que, o
espago gerado pelas combinagdes lineares dos vetores dos V) com || > €
possui dimensao finita.

a) = a) Como cada autovetor esta associado a um tunico autovalor, tem-
se que dado € > 0 existe no maximo finito \’s tais que V) # {0} e |A\| > €,
isso nos diz que, se tomarmos €, = %, somente finito \’s satisfaz |A| > %
para cada n € N, como a uniao enumeravel de conjuntos finitos é no maximo
infinito enumerdvel, temos que o conjunto dos A € C tais que Vy # {0} é
finito ou infinito enumerdvel e dim(V)) < +oo para cada A # 0 ja que a
dimensao do espago gerado por todos os vetores dos V), com |A| > € é finita.

Portanto basta provarmos que para cada ¢ > 0, o espago gerado pelas

combinagdes lineares dos V) com |A| > € possui dimensao finita.
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Suponha o contrario, isto ¢, existe € > 0 e uma sequéncia infinita {z; };;“1’ C
X de elementos linearmente independentes tal que Tx; = \jz; com |\;| > €
para todo j = 1,2,3,.... Como |);| <|| T ||, podemos tomar uma sub-

sequéncia que denotaremos por {\;}/> que é de Cauchy. Considere X,, o

espaco gerado pelos elementos z,...,z,,. Para cada m, escolha y,, € X,,
m
com || ym [|[=1 € ym L Xpn1. Assim, podemos escrever y,, = g CmjT; para

j=1
alguns escalares c,;, dai

Ml Tym = M

r(5e)

m
= A, E Crn; AJT
i=1
m m—1 m—1
-1
= E ij)\m )\jxj%—g cmjznj—g Cm, T
j=1 Jj=1 Jj=1
m—1 m
-1
= CpumTm + E Cm,Tj + E Cm; (A Aj — 1)x;
=1 =1

m—1
= Yn+ Z Cm; (}\;ll/\] — 1)1‘]'
j=1

Se n < m entao

m—1 n—1
At Ty = A Ty = Y = Yn + > e WAL = Dy = > (WA = Dy
j=1 j=1
m—1 n—1

Chame v = —y, + Z Cmi(MAE — Dy — chj()\j)\;l — 1)z, como

J=1 J=1



CAPITULO 2. OPERADORES COMPACTOS 25

n < m, entao v € X,,_1 e do fato de y,, L X,,,_1, tem-se

A Tym = A Ty I =y + o

= lylIP+2¢0)+ v

= 1+ v
> 1
portanto,
H A;wlTym - )‘ElTyn H> 1
e
I < H /\r_anym - /\ngyn H
= A Ty = N Ty — A Ty — A Ty ||
< N T Ty = Ty ||+ =2 T |l
assim,

A Ty = Ty (12 1= A= AT Ty ||
I Ty = Ty 112 [Ama| = [L = Aa A2 Ty |

Como Ap| =€ || Tyn ||| T || € MuA,t — 1, entéo || Ty, — Tym ||> €,
logo {T'y,} nao possui subsequéncia convergente, contrariando o fato de T
ser compacto.

Prova de b) Dado A # 0, pelo Teorema (2.2) podemos escrever 1" =
Ty + Ty onde Ty possui rank finito e || 7} ||< |A|. Para isto, basta escolher
e=|\, To=T.eT, =T —T.. Assim, o operador \[ — Ty = A\(I — \7'T}) ¢é
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invertivel, observe que,
M —T)'N-T) = M -T)"MN T, —Tp)
- [— ()\[ —Tl)_lTo. (21)

Chame Ty, = (M —T1)'Ty. Entao, x € V) & Tex =z & (To+ Th)x =
Mehhr+Tir=oTyr=AN-T)xre M-T)'"Tae=2<0=
x — Tyax. Por outro lado, tomando o adjunto de ambos os lados de (2.1),

temos:
(A —T) "N =T =[I — Tp]*
M =T [N -T) " =1-T;
N =TH[M =T ' =1-T;
N =T -T}) ' =1-T;.

Dai, y = (A — T*)"'z estd em Wx < o — Tyz = 0. De fato, como
M —-TYMN -TH) e =TI -T))z & M -T)y =1 -T))z < 0 =
My — My = (I — TS)x que é o mesmo que v — Tyx = 0.

Mostraremos que as equacoes r — Thr = 0 e z — Ty = 0 possuem o
mesmo numero de solugoes independentes, e assim concluimos que dim(V)) =
dim(Wrx).

Desde que T} possui rank finito acontece o mesmo para T5. Seja uq, ..., u,

uma base ortonormal para R(73). Entdo para cada x € X temos Thr =
n n

ij(a:)uj onde Z |fi(@)]? =|| Tox ||*>. Segue que x — f;(z) é um fun-
j=1 7=1

cional linear limitado para cada 7 = 1,...,n em X, assim existe vy,...,v,

tais que

n

Tox = Z (xlv;) uj (z € X).

Jj=1
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Tomando B, = (uj, vx) e dado z € X, considere o; = (z|v;). Se x—Thar =

0, entao x = E a;u;. Fazendo o produto interno com vy, temos:
Jj=1

ax— Y Biwey =0, k=1 n (2.2)
J

Inversamente, se a,...,q, satisfaz (2.2), entdo = = E aju; satisfaz

2 — Tyz = 0. Por outro lado, como
(z,Tyy) = (Taz,y)

= <Z<l‘avj>ujay>

= > (w05) (uy,)

= Z@%Uj) (y,u;)

= <$»Z<ZAU)W>

tem-se que Tyx = Z (x|u;) v;. Dai, pela mesma razao: ¢ —Tox =0 x =

Z a;v; onde
j=1
ak—Zﬂjkaj:O,kzl,...,n. (2.3)
J

Mas as matrizes (8, — Bj) € (8;5 — By;) sdo adjuntas uma da outra, daf
possui o mesmo rank. Entao (2.2) e (2.3) possui o mesmo nimero de solugoes

independentes.

“+o00

;20 uma sequéncia em R(A — T) na qual

Prova de c) Suponha {y;
converge para um y € X. Vamos mostrar que y € R(A — T). Podemos
encrever y; = (A —T')x; para algum z; € X, se x; = u; +v; onde u; € V) e

vj L V), temos y; = (A — T)vj.

—+o00

Afirmamos que {v; ;=1 € uma sequéncia limitada. Caso contrdrio, pas-

sando a uma subsequéncia podemos assumir || v; | = +oo. Tomando w; =
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Vj ~ N .
|| J H entdo passando a uma subsequéncia podemos assumir que {7'w, ;r:‘xf
U.
j
converge para um limite z.
e Yj
Desde que y;’s sao limitados e || v; || = +o0, Aw; = Tw; + || ] ” — z
U.
j

quando j — 400, entdo z L V) e || z ||[= A. Mas também
/s

Y
Ilo;

dai z € V). Isto contradiz o fato de termos assumido A # 0.

(M —T)z =1lm(M — T) w; = lim

Agora, sendo {vj};;o‘f limitada, passando a uma subsequénca, podemos

assumnir que {7T'v; ;;0‘1’ converge ao limite z. Mas
v; = ANy + Tv;) = Ay + x) quando j — +o0
dai
y=lm\ —T)v; = (M —T)\(y + )

entdao y € R(AI —T') como queriamos.
Corolario 2.2 Suponha A\ # 0. Entao:
i) A equacao (M —T)x =y possui uma solugao se, e somente se, y L Wx;
ii) M — T € sobrejetiva se, e somente se, é injetiva.
Demonstragao

Prova de i) Segue da parte (c¢) do teorema e do fato de R(A\] —T) =
N(A — T*)*, portanto, R(A —T) = N(A — T*)*.

Prova de ii) =) Suponha Al — T sobrejetiva, isto é, X = R(A —

T) = N(M — T*)* segue que dim(W5) = 0. Pela parte (b) do teorema,
dim(Vy) = dim(Wx), logo N(A\I —T') = {8}, portanto \I — T' é injetiva.
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<) Se M — T é injetiva, entao Vy, = N(AI —=T) = {8} Novamente pela
parte (b) do teorema e X = N(A[ —T*)* = R(A — T), segue que A\ — T ¢
sobrejetiva. No qual pode acontecer que os espacos V) sao todos triviais. No

entanto, se T' é autoadjunto, existem autovetores.

Lema 2.1 Se T é um operador compacto autoadjunto em um espaco de

Hilbert X, entdo ou || T || ou — || T || € um autovalor para T

Demonstracao
Mostrar o lema é o mesmo que provar a seguinte afirmacao: existe 0 #
reXtalque [(T—||T | DT+ ||T]| IDx=(T*-|T]|*z=0.

Seja (7,)1 com || =, ||= 1, Vn, tal que || Tz, ||—=| T ||. Como T é

n=1

+oo
n=1»

—+00

compacto, existe subsequéncia de (Tx,,) que denotaremos por (7'zy). 25

convergente, do fato de T ser continuo, (T%z;); 2 também converge.

Teorema 2.5 SeT' é um operador compacto autoadjunto sobre um espaco de
Hilbert X, entao X possui uma base ortonormal consistindo de autovetores

para T

Demonstracao
Apresentaremos primeiro duas propriedades de operadores autoadjuntos

que serao uteis na demonstracao.
Afirmacgao 2.2 Autovetores para diferentes autovalores sao ortogonais.

Prova
Sejam A, u autovalores diferentes para T e v, w seus respectivos autove-

tores associados, assim

(T'(v), w) = A{v,w)
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Por outro lado,

(T'(v),w) = (v, T(w)) = p{v, w)
segue que, (A — p) (v,w) =0 como A\ — p # 0, implica que v L w.

Afirmagao 2.3 SeY éum subespaco de X tal que T(Y) C Y entao T(Y 1) C
Y+,

Prova

Se y € Y, para qualquer z € Y tem-se
(T'(y),z) = {y, T(x)) = 0 pois T(zx) € Y.

Dai, T(y) € Y*.

Em particular, seja Y o fecho do espaco gerado pela combinagao linear de
todos os autovetores de T'. Se escolhermos uma base ortonormal para cada
autoespago de T' e tomarmos a uniao, por (i) obtemos uma base para Y. Por
(ii), T|Y* é um operador compacto em Y+, e ndo possui autovetores, desde
que todos os autovetores de T pertencem a Y. Pelo lema (2.1), temos que
pelo menos um dos valores || T' || ou — || 7" || é um autovalor para T, portanto
56 hd uma saida Y+ = {0}, daf, Y = X.

Concluimos este capitulo, construindo uma 1til classe de operadores em
L*(u), com g uma medida o-finita sobre um espago S. Se k ¢ uma fungao
mensuravel em S x S, definimos formalmente o operador T}, sobre funcoes

definidas em S por

Tof(x) = / k(. 9) f (9)du(y).

Se k € L*(u x p) entdo k é chamado um kernel de Hilbert-Schmidt.
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Teorema 2.6 Seja k um kernel de Hilbert-Schmidt. Entao Ty, é um operador
compacto sobre L*(p) e || Ty ||<|| & |2

Demonstragao
Primeiro mostraremos que T}, estd bem definido em L?(u) e é limitado

por || k ||o. Assim, para f € L*(p):

Tef (e / k()| f () din(y)

< (Jmera) (Jvora)

Isso mostra que Ty f é finito quase sempre, e além disso

17 1B = [ 1T @)Pduty)

:/'/ e ) )| dute)
= [ ([ wenismia >> dn(a)

< /[(/Ikxyldu ) (/|f )Pdu(y )rdu(l‘)

= 111 [ [ e w)Pauty)uto
— kIS 13

daf || Tp I<[ & |[2-

Agora do fato de L?(u) ser Hilbert temos que existe {qf)j ] uma base
ortonormal para L?(u). Considere o conjunto S = {t;;(z,y) = ¢:(x);(v); 4,7 >
1}. Queremos mostrar que S forma uma base ortonormal para L?(u x p).

Para isso, seja f € L*(u x p) tal que f € Ste g € 5. Dal,

[ oty < m =0
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tomando g(z,y) = ¢r(x)h(y), para qualquer k fixado e h pertencente ao
espago gerado por {gbj > contido em L?(p). Temos

0 = /f(:my)g(af,y)d(u X 1)

- / / fy(@)or(x)dp(x)h(y)dp(y)

pela arbitrariedade de h tem-se que
/fy(a:)(ﬁk(x)du(x) = 0, y quase sempre.
Usando o mesmo argumento mostra-se que

/fm(y)¢n(y)du(y) = 0, x quase sempre.

Como {¢;};25 é uma base para L*(u), e n é arbitrario, tem-se f(z,y) =

0, (x,y) quase sempre. Logo S forma uma base para L?(u x ) e ainda

[ st pvmie s = [ [@@ew)e@eom)dued
_ / / 61 ()61 (23 (1) () i) dps ()
_ ( / 61(2)n(2) >) (65 (9) (1)) du(y))

 sed) =)
0, se(i,j) # (k,n)
Consequentemente, podemos escrever k = Z a;jYi;. Para N =1,2,...,
seja
kn = Z ;i (@, y)
i+j<N

= ) ayi(2)d(y)

i+j<N
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assim, para f € L?(u) tem-se

Tiof(2) = / (2, y) F () dp(y)
= [ ¥ wo@o @i

i+j<N

= D / a;;0;(y) f(y)duly) di(z).

i+j<N
Entao R(Ty,) estd contido no espaco gerado por ¢y,..., ¢y, dal Ty,

possui rank finito. Por outro lado,

| k—kn 3= Z |lai;)* = 0 quando N — +oo0.

i+j>N

Assim, pelas observagcoes feitas
| Te — Thy I=l k — kn [[2— 0 quando N — +o0.

Construimos assim uma sequéncia de operadores com rank finito con-

vergindo para T}, dai pelo corolario (2.1), T}, é compacto.



Capitulo 3

Funcoes Harmonicas

De inicio faremos um estudo sobre algumas propriedades das fungoes

harmonicas.

Proposigao 3.1 Seja Q um conjunto aberto em Rt (com coordenadas x €
R" t € R) com a propriedade (z,—t) € Q se (z,t) € Q. Seja Q. = {(x,1) €
Q;t >0} eQo={(x,t) € Q; t =0}. Seu é continua em QL UQy, harmonica
em 2y e zero em §y. Entao u pode ser extendida de forma harmonica a §2,

colocando u(x,—t) = —u(x,t).

Demonstracao

Inicialmente mostraremos que a extensao de u definida acima é continua.
Basta mostrarmos a continuidade em pontos pertencentes a 2. Considere
entdo a sequéncia yy = (zy, —tg) com t, > 0 e (zg,tg) — (20,0) € Qp. Assim,
u(yr) = u((xg, —tg)) = —u(zg, tg). Como u((x,0)) = 0 temos a continuidade.
Note ainda que u é harmoénica em 2\ g, pois para (z,t) € €, tem-se que

u é harmonica por hipdtese, e (z, —t) tem-se

34
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u(z, —t) = —u(z,t) = Au(z, —t) = A(—u(x,t)) = —Au(z,t) = 0.

Agora, dado (z9,0) € g, mostraremos que u é harmoénica em (xg,0).
Seja B é uma bola centrada em xjy a qual o fecho esta contido em (2, isto é,
B C.

Por uma translagao e dilatacao de coordenada, podemos assumir que
o = 0 e B é unitdria. Desde que u é continua em B, podemos resolver o

problema de Dirichlet:
Av=0em Bev=uem0B.

Com v € C(B), pela afirmacio (1.14).

Assim, escrevendo

v(z, 1) =/SP((M),(y,t))U(y,t)dG(?J), com ((z,t) € B)

temos

oz —t) = / (wn@__'f’ y{’z_mn)u(y,—wda@)

Dai, v(z,—0) = v(z,0) = v(z,0) = 0. Deste modo, v concorda com
u no hemisfério superior e inferior de 9B. Pela afirmacao (1.11) temos a
unicidade, pois v = u no interior, implica v = v em B. Em particular, u é
harmonica em B.

Considere T : Q — ' translacdo z — r4+aeasuainversaT ' : Q — Q
s )
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onde (T'(Q2) = @), dada por y — y — a. Entao,

AwoT™) = Y ——[uly —a)]

Suponha €2 uma vizinhanca de xy € R™. Se u é uma funcao harmonica
em R\ {z0}, u é dita possuir uma singularidade removivel em zy se u pode
ser redefinida em zg de forma a ser harmonica em (2.

Considere a aplicacao dilatacao 7' : Q@ — Q' com T(Q) = ', dada por
x — Ar e sua inversa 77! : Q' — Q, tem-se y — %y. Sendo u uma funcgao

harmomica em €, v o T! ainda é harmonica, pois

AluoT™) = Z;—;(u (%y))
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Teorema 3.1 Suponha u harménica em Q\{zo}. Se |u(x)| = o (|Jz — zo[*™)
para n > 2 ou |u(z)| = o (log |z — zo|') para n =2, quando x — xy, entio u

possui uma singularidade removivel em x.

Demonstracgao

Por argumentos mostrados anteriormente, a menos de translacao e di-
latacdo, podemos supor que € contém o fecho da bola unitaria B; = m e
xo = 0. Podemos assumir ainda que u é real, ja que se u for complexa, tem-se
as desigualdades |Reu|, [Imu| < |u]. Desde que u é continua em 0Bj, pela

afirmacio (1.14) existe v € C(B;) satisfazendo
Av=0em By e v=u em 0B;.

Mostremos que u = v em Bj \ {0}, dai podemos remover a singularidade

fazendo u(0) = v(0). Dado e > 0 e 0 € (0, 1), considere a funcao

f(z) =u(z) —v(x) —e(Jz|*™ — 1) para n > 2

e
g(x) = u(x) —v(z) + elog|z| para n = 2.
Portanto,
fl@) = u(z) —v(z) —e (e - 1)
= u(x) —celx* " —v(zx)+e
= |z (\x;—” — 8) +e —v(x).
u u
Como —— — 0, podemos escolher 6 € (0,1) tal que —— — ¢ <
[z 22"
_75, V0 < |z| < 8. Assim, |z = 6 temse f(z) < &> (‘75) +e— ().
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Como v(z) — v(0) quando 6 — 0, tem-se f(xz) — —oo para n > 2. Logo
existe 0 € (0,1) tal que |z| < ¢ tem-se f(x) < 0, dai f é nao positiva em
By \ Bs, assim pelo Principio do Maximo, f é ndo positiva em B; \ {0}.

|>”™ — 1) e usando o

Refazendo as contas para f(z) = v(x) — u(z) — e (o
mesmo argumento, mostra-se que f > 0 em B \ {0}. Pela arbitrariedade
do e > 0, temos u = v em B; \ {0}. Desse modo podemos remover a
singularidade de f, escrevendo u(0) = v(0).

Seja T" uma bijecao de classe C*° de um aberto (2 C R” em um aberto
Y C R™ com inversa C*. Sejam y = T'(x) e, Jr = Ji) e Jp-1 =
dz; dy;
sdo as matrizes jacobianas de T' e T~! respectivamente.

Defina a matriz (g;;) em €’ por
(9i(y) = (Jr-1)'(y)Jr-1(y)
o Z &vk 8Ik
Iy 3y]
a matriz inversa (¢") de (g;;) é entao
(6" () = (JI)NT(y)

S Oyi Oy;

T='(y)
além do mais,
g = det(gy)
= det((Jr-1)"(y) - Jr-1(y))
= det((Jr-1)(y)) det(Jr-1(y))
== det(JTfl>2
Dal, det Jp-1 = /g e temos a relagao abaixo entre os elementos de volume

dz e dy:
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dr = |det Jp|dy = \/gdy

Teorema 3.2 Se u € de classe C?> em Q e U = uo T, entdo

n

N 0 [, ~0U
A(uoT):ﬁzayi (g @&%).

1,j=1

Demonstracao

Dado ¢ € C°(Q), seja v = ¢ o T~'. Entao

/(Au)¢dw = /Z%d)dm

- 8xk8mk
3¢
- —Z/a 20 ()1l
Tk Tk
n 81’k (%k
_ oU 9y 0v Oy;
B ;/ayiawk ayjaxk\/ﬁdy
_ oU oy ( Oyi Oy;
N ;/8% 0y, <8zk oxy Vady
B oU 81# ayi %
B Z/ Oy: Dy ( Oz axk> Vot
B oU o e
B ;/%% Vo
_ ij =Y
Z/ Yi (g \/%yi)wdy

= X[ g (o33, ) 7] o0

39
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Isto é verdade para toda ¢ € C2°(£2), o resultado segue.

Estamos particularmente interessado na transformacao
y = T(x) = |a] 2z no " \ {0}

obtida por inversao na esfera unitaria. De z = |y| 2y, vemos que

Oy —2yiyr | Oix

e
oxy Oxy,
o zk:(@yz 8%)
_ Z{ 24iyx zk:| l—2yz'yk +%]
— [ lyl* TRl U TP
S {4%1/]3/;9 2yiyk0jn 2y YrOik (Sik5jk:|
=1 lyP |y[° ly[® ly|*

i Y i
ko 2y 2y . 0:i0j;
lyl® wl® oyt
dyiyi 205 205y | 0y 0y

s yls o ylS oyt Jy

Dai g9 = |y|*0;; e g = |y|™*"

U(y) = u (|ly|~2y), temos

40

. Entao, se u é uma funcao em R" \ {0} e
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Au(ly[Ty) = AuoT™!

1 < 0 ( (9U>
= — > —(9"Vg
\/E;jayj \/_ayi

1 o[ . 1 oU
S Y Gpin | —— 2=
2, ['y' N T o,

|y[*n

0 oU
—_— —[|y|4-|y|-2"—}
zj:ayj dyi

2

0 U
= |Z/|2nz? {|Z/|2(2 )@]
j 7

ou 0*U

_ 2n 2(1 4—2n
- W ;_@—mm 2o+ bl

el 1 02U

= P> (@ =20yt Ty A+

| Oy, By

T U U
S M R ea

J

, L OU o
= WY 2l g
J

Pyl P oU 02U
_ ‘y’n+22|: |y| U+2 |y| ’ ‘2 n :|

—L 9 Dy Oy 0y;
Note que
oy*™ 0 2\1-2 "N - -
—_— 2| = 1 — — n., . = 2 _ n .
5 = oy, WP 5] = (1= 5) i 2y = 2= sl
Dai

Au(ly|2y) = y"**> aa_; (ly>"U), U(y) = u (Jy|?y)-
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Considere 2 C R™\ {0}, tomemos
Q= {|z|2z; z € Q}.
Se u é uma fungao em €2, sua transformada de Kelvin ¢ a fungao u definida
em Q por i(x) = |z|*"u(|z|2x).

Teorema 3.3 Se u é harmonica em Q C R™\ {0}, entao sua transformada

de Kelvin u é harmonica em €.

Demonstragao

Usando a notagao de (3.1), temos que

Au(ly ) = [y S j—yzw-nm, Uy) = ully| ).

Assim,

Uly) = a(lyly)
= w72yl u(lly| 2y lyl %)

—4+2n’y‘2—nu(

= |yl lyl*lyl 2y y)

= |y Puly).

Tem-se U(y) = [y[*"u(y) ou u(y) = |y[*""U(y). Por (3.1):

Au(ly[Ty) = |yI"PA(yP0)(y)
— |y|"+2Au(y).

Portanto se v é harmonica em (2, temos que % é harmonica em ).
Se u é harmonica fora de um conjunto limitado, entao na transformada

de Kelvin @ é harmonica na vizinhanca de origem, exceto nula na origem.
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Definicao 3.1 Dizemos que u é harmonica no infinito se i possui uma Sin-

gularidade removivel no O.

Proposicao 3.2 Se u € harmonica num complemento de um conjunto limi-

tado do R™, o que se seque sao equivalentes:
a. u € harmonica no infinito;

b. u(x) — 0 quando x — oo sen > 2, ou |u(x)| = O(log|z|) quando x — oo

sen =2;

c. |u(z)| =O(z|*™) quando x — .

Demonstracao

Ver [1].

Proposigao 3.3 Suponha u harménica no infinito. Entdo |0,u(z)| = O(|z|*~")
quando x — oo. Além do mais, no caso n = 2 tem-se |Ou(z)| = O(|z|™?)

quando x — 00.

Demonstracgao

Ver [1].



Capitulo 4

Potenciais de Camada

As secoes deste capitulo sao dedicados a solucgoes dos problemas de Dirich-
let e Neumann para o Laplaciano pelo método de potenciais de camada. Este
método reduz os problemas a resolver certas equagoes integrais, para os quais

pode-se usar a Teoria de Operadores Compactos.

4.1 Problemas

De agora em diante, {2 serd um dominio limitado em R" fixado com fron-
teira de classe C% e Q' = R™"\ Q. Ambos 2 e Q' serd permitido desconexo; de
qualquer modo, desde que S é diferenciavel, tera finitas componentes. Deno-
taremos as componentes de €2 por Qq,...,Q,, e as de Q' por Q, Q, ..., Q
onde ) é a componente ilimitada.

Para tratarmos o problema de Neumann, precisamos ter cuidado sobre o
significado da derivada normal, uma vez que nao desejamos tornar confusa

a teoria com pressupostos estranhos de suavidade. Recordem que definimos

44
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a derivada normal 0, numa vizinhanga de S pela férmula (1.1). Define-se

C,(Q) o espago de fungoes u € C'(Q2) N C(2) tal que o limite

0, u(x) = tli%l— v(z) - Vu(z + tv(x)), com v(z) normal a S no ponto z,

existe para cada x € S, a convergéncia ¢ de natureza uniforme em S. Entao
0,_u é uma fungao continua em S. Semelhantemente, definimos C, (') como

o espago de funcoes u € CH(Y) N C(ﬁ/) tal que o limite

0,

L, u(x) = lim v(z) - Vu(z + tr(x)), com v(x) normal a S no ponto z,

t—0t

existe para cada x € S, a convergéncia ¢ de natureza uniforme em S. Os
operadores 0,_ e 0,, sao chamados de derivadas normal interior e exterior
em S.

Enunciaremos agora os problemas que pretendemos resolver:

O Problema Interior de Dirichlet: Dada f € C(S), encontrar u € C(Q)

tal que u seja harmonica em Q2 e u = f em S.

e O Problema Exterior de Dirichlet: Dada f € C(S), encontrar u €

C () tal que u seja harmonica em Q' U {oo} e u = f em S.

O Problema Interior de Neumann: Dada f € C(S), encontrar u €

C, () tal que u seja harmonica em Qe 9, u= f em S.

O Problema Exterior de Neumann: Dada f € C(S), encontrar u €

C, () tal que u seja harmonica em €' U {oo} e 0,,u= f em S.

Observamos aqui, que para os problemas exteriores, a solugao caso ela
exista serda uma funcao harmonica fora de um conjunto limitado, que é o caso

de harmonica no infinito, como ja foi discutido anteriormente. Desse fato,
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obtemos a unicidade.
Esses quatro problemas estao ligados, e obteremos as solugoes para todos
eles simultaneamente. Os seguintes resultados sao referentes a unicidade das

solucoes de tais problemas.

Proposicao 4.1.1 Se u ¢é solugao do Problema Interior de Dirichlet com

f =0, entao u = 0.

Demonstracao

Podemos considerar u real, pois para u complexa, o argumento é o mesmo
para as partes real e imaginaria de u. Note que u = 0 em 0f2, pelo Principio
do Maximo u atinge o méaximo na fronteira, note ainda que —u também é

solucao e atinge o maximo na fronteira, dai u = 0.

Proposicao 4.1.2 Seu € solucdao para o Problema Exterior de Dirichlet com

f =0 entao u=0.

Demonstracgao

Como ja mostramos que a harmonicidade é preservada por translacao e
dilatacdo de coordenadas, podemos supor que 0 ¢ Q. Pelo Teorema (3.3),
a transformada de Kelvin o de u é solugao para o problema de Dirichlet
com f = 0, para o dominio limitado O = {z = |z| 2z € }. Como

u(x) = |z]*a(|z|2x), se & = 0 entdo u = 0.

Proposicao 4.1.3 Se u ¢é solucao para o Problema Interior de Neumann

com f =0 entdo u é constante em cada componente de 2.

Demonstragao

Pela identidade de Green tem-se
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/ Vul? = —/u(Au) + / ud,_u = 0, pois
Q Q s

ud,_u =0, jd que dyuls = f =0, e
S

u(Au) = 0, pois u é harmonica.
Q

Seja €2; uma componente conexa de ). Temos que

0 :/ Vul? > / |Vu|? > 0 portanto / |Vul? = 0.

Como ©; ¢é conexo tem-se |Vu|* = 0 em Q;, daf u é constante em €.

Proposicao 4.1.4 Se u € solugao do Problema Exterior de Neumann com
f =0 entdo u € constante em cada componente ', e u = 0 na componente

ilimitada Q) quando n > 2.

Demonstracgao
Tome r > 0 grande o bastante de tal forma que Q C B, = B,(0). A

identidade de Green nos da,

/(UAU + Vu-Vv) = /v@l,u.
Q

S

Do fato de w ser harmonica em ' e 0,, u = 0 em S, tem-se
+ Y

/ |Vul? = —/ u(Au)—/u3V+u+/ u0,u
BA\Q BA\Q S B,
= / udqu
0B,

pois no caso da bola, a derivada normal coincide com a derivada radial. Pelas

proposicoes (3.2) e (3.3) temos, respectivamente, que |u(x)| = O (|z[*™) e
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|0,u(z)] = O (Jx[*~™). Assim

/ udyudo (x)
0B,

< [ lulgaldota)
OB,

</ crlx ez "o ()
OB,

= 03/ r2 et o (2)
OB,

0By

= 037“2”7"1"0(5”2)/ "t
0

-1
7/.71
— 047,,2—71 1-n
n—1
= ¥
Dai, quando n > 2, fazendo r — oo tem-se |Vul? = 0. Entdo Vu =0
QI

em (Y, assim u é localmente constante em 2 e u = 0 em € pois |u(z)| =
O (|z]>=™). Se n = 2 novamente a proposigao (3.3) nos da |9,u(z)| = O (r=2),

cOomo

/ \Vul*do(z) = —/ u(Au)da(m)—/u@,,+uda(5)+/ udrudo (')
BA\Q BA\Q s 0B,
= / ud,udo(x')
B,

tem-se
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< [ wllouldota
OB,

cl/ |0, u|do (2"
OB,

02/ 2| 2do(2)
OB,

= 03/ r—2do(z)
B,

2T r
= 037’2/ /tdtd&
0 0
cer 2.y

= ¢t

/ ud,udo (z")
0B,

/N

N

Logo, = O(r 1. Daf |[Vu| = 0 em ', entao u ¢é

/ udyudo (")
OB,

localmente constante em €.
Veremos que os problemas interior e exterior de Dirichlet sao sempre
resolviveis. Para os problemas de Neumann, no entanto, existem algumas

condicoes necessarias.

Proposicao 4.1.5 Se o problema interior de Neumann possut uma solugao,

entao f=0paraj=1,...,m.
09

Demonstracao

Usando a identidade de Green, tem-se

/v@,,u:/Vu-Vv+/v(Au).
s Q Q

Tomando v = 1 obtemos / Vou = / Au, como u é harmoénica temos
s Q

que a integral é nula.
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Do fato de u ser harmoénica em cada componente conexa €2, 7 =1,...,m,

temos / O,u =0, como Jyulg = f e 0Q; C S tem-se
o9,

O—/ o,u = LYi=1,....,m.
09, 09,

Proposicao 4.1.6 Se o Problema Exterior de Neumann possui solugao, entao

f=0paraj=1,...,m, e também para j =0 no caso n = 2.
0%,
Demonstracgao
Aplicando a proposigao anterior tem-se que f=0paraj>1.
oY,
J

Se u = 2, seja r suficientemente grande tal que Q C B, = B,(0). Pela

/&u—/ Oy,u=0
B 0%,

Mas, |9,u(x)| = O (|z|72) pela proposigao (3.3), dai

afirmacao (1.6), tem-se

O,u — 0 quando r — oo e

4.2 QOperadores Integrais

Estudaremos na préxima secao o potencial de camada dupla, entretanto
precisamos de algumas informacoes sobre certos tipos de operadores integrais

sobre a fronteira S do nosso dominio 2 C R™.

Definigao 4.2.1 Seja k uma fun¢ao mensurdvel em {S x S}, e suponha

0<a<n—1. Diremos k um kernel de ordem o > 0 se

k(x,y) = Az, y)le —y|* (4.1)
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com A uma fungdo limitada em {S x S}. Se a =0, k é um kernel de ordem
zero se

onde A e B sao funcoes limitadas em {S x S}.

Caso k seja continua em {(x,y) € {S x S};z # y}, dizemos que k é um
kernel continuo de ordem «. Se k é um kernel de ordem o, com 0 < o < n—1,

definimos o operador T} por

@) = [ k) flo)doty)
Proposicao 4.2.1 Se k é um kernel de ordem o, 0 < a < n — 1, entao Ty,
¢ limitado em LP(S) para 1 < p < co. Além do mais, existe uma constante
¢ > 0 dependendo somente de « tal que se k com suporte em {(x,y); |x —y| <
€}, entao
I Tef 1< Ce ™ [ Allcll f llp, com o> 0
I Tef [lp< Ce7H (I A llp (1 +[logel+ | B lloo)) | f lloo, com =0

onde A e B sao como (4.1) e (4.2).

Demonstracgao

/ k(z,y)ldo(@) < || Al /  — y|“dy
|lx—y|<e

_ |AHOO/ /—a“drda()
Sn2

= oS Al [ e

n—a—1 €

n— r
= (8" [ Al - ——

0
= Ol Al e
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Usando entao a Desigualdade de Young generalizada, tem-se que
I Tef 1< Cen ™ Alloll £ llp, com a > 0.

Para a = 0, tem-se

[ Wlint) = [ 1A osle i+ B g)ldety

N

HAM/ MM—WWMWBM/ do(y)
r—yY|<€

z—y|<e

— Al / / (log )" 2drdo(y) + c1 || B || !
n—2 0

— (S | Al / (log )" 2dr + 1 | B || ¢!
0

€ € Tnf2
- [ ] van s e
o Jo T

n—1 6n—l

€ e
= all Al [tz - ] el Bl e

ce Il A lloe (1+[logel)+ || B [l]-

n—1

-1

r

~ Al |togr):

N

rnfl
Notamos aqui que lim (logr) 1= 0, dai concluimos novamente pela
r—00 n —

Desigualdade de Young generalizada que || Tif [[,< Ce" || A || (1 +
[log e|)+ || B [lsc] || f lloo; quando a = 0.

Proposicao 4.2.2 Se k é um kernel de ordem o com 0 < a < n — 1, entao

Ty é compacto em L*(S).

Demonstracgao

Dado € > 0, defina k.(z,y) = k(x,y) para |x — y| > € e k(z,y) = 0, caso
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contrario. Seja k. = k — k.. Note que para |z — y| > € tem-se

ke(z,y)] = [Alz,y)|lz —y[™|, para 0 <o <n—1
< Aoz =yl
| Ao
|z —y|*
< Al
g N2 Moo
604

Dai, k. é limitado em S x S, logo é um kernel Hilbert-Schmidt, por isso
Ty, ¢ limitado em L?(S) pelo Teorema (2.6). Por outro lado, pela Proposi¢ao
(4.2.1) a norma do operador Ty, = T}, — T}, tende a zero quando € — 0.
Dai, como exibimos uma sequéncia de operadores compactos que converge

para T}, tem-se T compacto pelo corolario (2.1).

Proposicao 4.2.3 Se k é um kernel de ordem o« continua, 0 < o <n —1,

entao Ty, transforma funcoes limitadas em funcgoes continuas.

Demonstracao

Podemos assumir a > 0, desde que um kernel continuo de ordem zero é
também um kernel continuo de ordem « para qualquer o« > 0. Escrevendo
entao k(z,y) = A(z,y)|z — y|~®. Dado z € S e 6 > 0, considere o conjunto
Bs ={y € S;|xr —y| <d}. Se y € By, temos
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Tef (x) = Tf(y)l =

/S ke, 2) — k(y, )| f(=)do(2)
< /B (2, 2)] + [k, 2) )| (2)|do(2)
+ / LCERESIICIET

N\

1 F ool A Jlo - / o — 2 + ly — 2/ ~1do(2)
n / o . 2) = k(2o

Na tultima desigualdade, a primeira integral do lado direito escreve-se

[925[|x— 2|7+ y — 2[%do(2) = /325 |z — 2| "do(2) +/325 ly — 2|~do(2).

Agora, faremos o célculo da integral / |z — z|"%do(2). Procede-se de
Bys
modo analogo para a segunda integral da tultima igualdade. Para § > 0 su-

ficientemente pequeno temos que Bsys é localmente um gréfico sobre {z' €

R L |y — 2'| < 0}. Assim considerando ¢(z) = (z, f(z)) a parametrizacao,

tem-se (mo¢)(z) = x. Portanto det(J(mog)(x )) det([d) = 1. Logo usando
coordenadas polares e a identidade de / / det (gm)da( ).
Temos e -

/ o~ 2 do(z) < e / & — 2| do ()
Bas Bss

= cl/ / ~ "2 drdo (S™?)
Sn—2

= qo(S" 2)/ pootn—2
0

— C(Snfafl
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1
Assim, dado € > 0 podemos fazer esses termos menores que 56 para

0 suficientemente pequeno. Por outro lado, para y € Bs e z € § \ Bags
temos |z — z| > 20 e |y — z| = 4§, dai a continuidade de k fora da diagonal
implica que k(x, z) — k(y, z) converge uniformemente para zero em z € ¢\ Bas
quando y — x. Portanto a integral sobre ¢ \ Bys serda menor que %e para y

suficientemente proximo de x, para isso, basta tomar ¢ > 0 satisfazendo as

duas condigoes.

Proposicao 4.2.4 Suponha k um kernel continuo de ordem o com 0 < a <

n—1. Seue L*S) e u+ Tyu € C(S), entio u € C(S).

Demonstragao

Dado € > 0, escolha ¢ € C(S x 5) tal que 0 < ¢ < 1, com ¢(x,y) = 1
para |z — y| < %e, e ¢(z,y) = 0 para |z —y| > e. Tomando ky = ¢k e
k1 = (1 — ¢)k. Entao pela desigualdade de Schwarz,

Ty u(z) = Tryuly)] < /!kl(xyz)—/ﬁ(y,Z)HU(Z)\dU(Z)

< </|k1xz by, 2)2do (2 ) (/|u 2do (2 >
= ull ([ Pale2) = baln 2P >)

Desde que k; é continuo, argumento semelhante ao da proposigao (4.2.3)
temos que a integral a direita tende a zero quando y — x, isto é, dado € > 0
podemos tomar ¢ > 0 tal que |x —y| < 6 tem-se que [Ty, u(z) — Tr,u(y)| < €.
Dai a continuidade de T}, u.

Agora, tomando g = (u + Tpu) — Tk, u notamos que g é continua e que

g = u + T,u, pois
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Pela Proposigao (4.2.1), se € é suficientemente pequeno, a norma do oper-

ador Ty, em L? e L*° é menor que 1. Daf I +T}, é invertivel, podemos expres-
o

sar assim: u = (I 4+ Tj,)"'g em “série geométrica” temos u = Z(—Tko)jg
5=0
Pela proposigao (4.2.3) temos que cada termo da série é continuo, como a

série converge na norma L%, tem-se que converge uniformemente. Dai o

limite v é continua. Para o que resta, seja T um operador limitado, tal que
[e.e]

| T ||< 1, mostraremos que (I —T)™! = E T*, onde a série converge na

k=0
norma uniforme. Ora, desde que o espago dos operadores limitados sobre

L2(S) 6 Banach, temos || T% ||<|| T ||¥, com k =1,2,.... Assim » || T |*

o
converge, para || 7' ||< 1. Portanto, a série Z converge absolutamente sob

k=0
a hipétese || T ||< 1.

Como L?*(S) é completo, temos que o espaco dos operadores limitados
sobre L?(S) também o é. Consequentemente, convergéncia absoluta implica
convergéncia. Ainda, temos

(I-T7)) Tr=1-T7""
k=0
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mas | T ||< 1 implica que 7" — 0 quando n — oo. Logo, ZT’“ =
k=0
(I—-T)".

4.3 Potencial de Camada Dupla

Nosso estudo se direciona aqui as propriedades do potencial de camada
dupla com momento ¢, onde ¢ é uma funcao continua em S, definido como

segue
ule) = [ 8, N(e.p)oly)doly) v € R\ S, (43)

5
Veremos que essa formula tem papel importante na solugao dos problemas

internos e externos de Dirichlet.

De inicio, sendo z € R"\ S e y € S, como N(z,y) = % =
(e =9P)"™% o) temos
o2 =) (n>2)t
o N = (1-3) B e ) vt
= 2 ey )
=y vy
wy |z —y"

Entao 0,,N(x,y) é continua em y e escrevendo 9, N(x,y) = f(r) temos
que, a menos de uma translacao e dilatacao de coordenadas, podemos consid-
erar y = 0 (origem), daf f(r) estard na forma f(r) = ar*~™ que pela afirmagao
(1.4) temos que 0, N(x,y) é harmonica e x. Ora, como a derivada em x co-

muta com a derivada em y, e |9, N (z,y)| = O (|z|'™") quando 2 — oo. Con-

cluimos que u é harmonica em R\ § e |u(z)| = O (Jz|'™™) quando x — oo.
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Assim v também é harmonica no infinito.

Lema 4.3.1 Eziste uma constante ¢ > 0 tal que para todo x,y € S,

[(z —y) - v(y)| < clz—yl*.

Demonstracao

E suficiente mostrarmos que existe tal ¢ > 0 para todo z,y € S tal que

|l —y| < 1. De fato, se |z —y| > 1 note que se v = |(x—y|)2 satisfaz
r—Yy
lv] = [z = y|2 = < 1. Logo,
[z =yl |-y
(z —y) ’ (z —y) c
—= - v(y)| < c = <ec.
o —y? ol =yl e -yl T

Dai, |(x —y) - v(y)| < c|x — y|?. Portanto, basta considerar |z — y| < 1.
Dado y € 9, a menos de translacdo e rotacao, podemos considerar y = 0
e v(y) = (0,0,...,1). Portanto (z — y) - v(y) = z,, e proximo de y, S
é localmente em grafico de uma equagao z,, = f(xy,...,2,-1) onde f €

C?, f(0) =0e Vf(0) =0. Pelo Teorema de Taylor, tem-se

((z—y) v = |flz1,... z0)l
< C‘(xla"'vxn—1)|2
< clxf

= o —yf’, paralz[ <1

onde ¢ s6 depende das derivadas parciais de segunda ordem de f. Desde que
S é compacto e de classe C?, existe tal constante que torna a desigualdade

verdadeira para todo y € S.
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Daremos uma notacao especial para o kernel d,,N(z,y), quando z e y

estao ambos em S. Dai, colocamos

k(l‘,y)zany(lL‘,y); (x,yeS,x;«éy). (44)

A razao disso é que o kernel vem fazendo um papel especial na nossa
teoria. Segundo, ha um pequeno risco considerar k£ como a derivada normal
de N para z € S, o que comentaremos posteriormente.

Agora, discutiremos a continuidade de k sobre S.
Proposicao 4.3.1 k € um kernel continuo de ordem n — 2 sobre J.

Demonstracgao

Ora, observe que

Az, y)

(@ —yrly)
Pa—r=1 onde A(x,y) = ————=

k = .
(may) wn‘x_y‘g

(4.5)

Pelo lema anterior, temos que existe ¢ > 0 tal que para todo z,y € S
temos |(x —y) - v(y)| < |z — y|>. Dai
[z —y)vy)| _ co—yP _ ¢
Az, y)| = < =

wolz =y T walr -y w,’

portanto limitada. Logo, k(z,y) = A(x,y)|lr — y|*? que é um kernel de
ordem n — 2, para x,y € S com x # y, é naturalmente continuo, dai faz

sentido extender u a S por

u(z) = / Kz, 9)d(y)do(y)
= Tipp(x); x € S.

Pela proposicao (4.2.3), a restrigao de u a S é continua em S. No entanto,
u nao é continua em R", existe um salto quando aproximam os pontos em S

por pontos em R™\ S. Observe a seguinte proposigao onde utilizamos ¢ = 1.
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1, sex € Q)

Proposicao 4.3.2 /GVN(x,y)dU(y) = —
S 0, sex € Q' =R"\ Q

1
/k:(x,y)da(y) =_,sex €S.
g 2

Demonstracao
O resultado para z € Q' segue da afirmagao (1.6), desde que N(z,y) é

C™ em ) e harmonica em €2 como uma funcao de y quando x € €. Por

outro lado, se x € €, seja € > 0 pequeno o suficiente tal que B, = B,(z) C €.
Podemos entdo aplicar a afirmacdo (1.6) para N(z, -) no dominio 2\ B, como

na prova do Teorema do Valor Médio:
0= [ Nyl
8(2\Be)
~ [0 Nawism) + [ 2,V o)
B

= /S&,y]\f(:c,y)da(y)—/8 wfw(y)

B, Wnlz —y|"

_ /aVyN(x,y)da(y)— wlﬁn/ (x —y)v(y)do(y)
S n OB,

= [oN@wiow) - —— [ (z-y)- - oty
S n 0Be

_ 1 2
= [ouNa o) - o [ aoty

_ /SaVyN(w,y)da(w— El_n/sdf’(y)

n

€

- /Sany(fE,y)dU(y)— HL /aBE do(y)

Wn,

1-n
€ 1

- /aVyN(l’,y)dU(y) - W€
s

= /any(:my)dU(y) -1
S
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Dai, /(?,,yN(x,y)da(y) =1.
S

Agora suponha z € S e novamente seja B, = B(x). Considere a notagao

Se = S\ (SﬂBE)7 aBé = 8BeﬂQa
OB! = {y € 0B : v(x)y < 0}.

Entao 0B! é o hemisfério de 0B, vivendo no mesmo lado do plano tan-

gente a S no ponto z quanto em 2. Por outro lado, claramente

/Sk(x,y)da(y) = lim /S k(x,y)do(y)

e—0

Como N(z,-) é harméonica em Q \ B, e suave sobre o bordo S.|JIB/, a
afirmagao (1.6) implica
0= [ ko) + [ 0, N y)doly).
g dB!
Entao, tomando dentro do cdlculo a orientacao prépria em 0B, levando

em conta que v aponta para fora de €.

/S ry)do(y) = ~lim [ 8, N(.g)do(y)
Y B ') LIC) i

=0 Jop, wnlz —y["

= 1im/ -y, 1(:E—y)da(y)

oB! Wy €™ €

1
= lim

2
el—n
= lim do
e—=0 W, /832 (y)

Mas, sendo S de C?, a diferenca simétrica entre 9B’ e B! esta contida

em uma “faixa equatorial”
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{y € 0B ly - v(z)] < c(e)}, c(e) = O(€?)

cuja a drea é O(e"). Portanto,

/a ,4)

Dali,

/Sk(x,y)da(y) =

= / do(y) + O(e")
dBY

1
— §€n_1wn +O<€n)

Como queriamos mostrar. Aqui utilizamos o Teorema de Divergéncia

para uma superficie com canto, para melhores detalhes veja [2].

Para extender este resultado a densidade geral ¢, precisamos de dois lemas

preliminares.

Lema 4.3.2 Existe uma constante ¢ < oo tal que para todo x € R™\ S,

entao

/S 184, Nz, 9)\do(y) < c

Demonstracao

Seja d(z,S) a distancia do ponto x ao ponto mais préximo de S. Fixado

0 > 0 com as seguintes propriedades:

1
i) 6 < % onde ¢ é a constante do lema (4.3.1);
c
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1
ii) O conjunto dos z tal que d(z,S) < 55 ¢ uma vizinhanca tubular de S

1
como na afirmacao 1.1. Entao, se d(z,S) < 5(5 existem tnicos xg € S

—1.1
et € (75, 55) tal que = = x¢ + tv(zg), onde zo é o ponto em S
mais proximo de z. A existéncia de xg é garantida pelo Principio dos

Muiltiplos de Lagrange.

1
Caso I: d(z,5) > 56. Entéo |9, N(x,y)| < ¢16'"" para todo y € S, dai

/ |0y, |N (2, y)do(y) < 0151_”/ do = cs.
s S

1
Caso II: d(z,0) < 55. Seja xy o tnico ponto de S tal que x = g + tv(xg)
1
com [t| < 5(5, eseja Bs ={y € S:|zg —y| < }. Estimemos a integral de
|0, N| sobre S\ B; e sobre B; separadamente. Se y € S\ Bs entao

1 1
v =yl > oo — | = v — w0 > 0 — 56 = =0

Portanto, |9, N(x,y)| < ¢10'™™. Logo a integral sobre S\ Bs é limitada

por ¢ como acima. Para estimar a integral sobre Bs, notemos que

ol N, y)| = —Kﬁ; f’)yﬁfly”
_ @ —yv(y) + (o — 2z0)r(y)|
|z —y["
_ @ —zo)v(y) + (0 — y)r(y)|
|z —y["
< |(z = wo)V(|y;|jyl|(:fo —yv(y)|
< [z = 20)v(y)l + clo = y|2’ pelo lema (4.3.1).

|z —y|"
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Além do mais,

lz—yl* = |o— 0+ 30—yl
= [(z —20) + (z0 — y)|?
= |z — 2> +2(x — 20) - (20 — Y) + |z0 — V|

Note ainda que,

2(z — o) - (w0 —y)| = 2[w = ol[v(wo) - (x0 — y)|

N

2¢c|x — xol||xo — y|2
< |z — wol|zo — |

1
pois 0 < — e |x — y| < 4. Sendo assim,

2c
[z —yl* = |z —xo|* + w0 — y* + 2(x — o) - (20 — v)

> | — 2>+ |zo — yI* + 2(x — 20) - (20 — y) — 2|z — 20|70 — Y|
> |z — xo* + |zo — y® — |2 — ol |0 — y
> 2l = wof? 1w — o) + 5 (1 — 7ol — 2o — wollo ] + [0 — yP)
> Sl — 2ol + fzo — yP) + (1 =m0l [z — 9]
> 2z~ + [ro — yP’).

Portanto,

| — wo| + clao — y?

d,, N(x, < o
O Nl S e o e — g8

o c3lr — x| csclxg — y|?
(lr = xol? + |wo —y?)2  (Jo — 2ol + |20 — yl?)?
c3lr — xo cscl|zo — y)?
(]x—:c0|2+\x0—y]2)% (!xo—yP)%
eslx — x| csc

(I =@ +]zo —yl?)z  fao — gyl
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Passando a coordenadas polares temos, r = |xo —y| e a = © — z. Donde,

| N( )| < /5 a 1 n—2
0, T, <c — + r T,
S y ) 4 o (CL2 T‘Q)E ,r.n—Q

substituindo r = as, temos

4 19 n—2 1)
1
04/ [ - 7+ 2] iy = 04/ S h— ndr+c4/ dr
o L(a®24+7r2)2  r* o (a2+12)z 0

Esta tltima integral converge desde que o integrando ¢ O(s72) quando

S — +00.

Lema 4.3.3 Suponha ¢ € C(S) e ¢(xg) = 0 para algum xo € S. Se u €
definido por
u(x) = / v, N(z,y)p(y)do(y) comxz € R"\ S e
S

u(x) = / k(xz,y)o(y)do(y) = Tyo(x) com x € S
S
entao u € continua no ponto x.

Demonstragao
Dado € > 0, desejamos encontrar § > 0 tal que |u(x) —u(zo)| < € quando
|z — 20| < 6. Sejam ¢ como no lema (4.3.2) e ¢ = / |k(z,y)|do(y), o qual é
S

finito, desde que k seja um kernel de ordem n—2, conforme a prova de (4.2.1).
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2€

Escolhan > 0 tal que [¢(y)| < 3t o)

quandoy € B, = {z € S;|2—2| <.

Entao,
fule) — u(wo)| < / (160, N, )| + (80, N (2, 9)) 69 [dor () +
n / 190, N (2, ) — By, N0, |6(y)|do ()
S\B,
< / 18, N (2 )| [6(y) dor (1) / 190, N (0, )| 6)|do(y) +
+ / 190, N () — By, N (0,9 |6(y)do ()
S\B,

S 3(02_EC/)/B |k($,y)|d0(y)+ﬁ/3 |k (0, y)|do(y) +
[ 0N - 0, N9l )
S\By,

_ 2ec N 2¢ec +£
3(c+d) 3(c+d) 3

2 €

T 33

= €.

Usamos acima o fato de d,, N = k quando ambas as entradas estao em S.

1
5"l
o integrando do terceiro termo é limitado e continuo em S\ B, e tende a

L G 2¢ :
A primeira integral a direita é menor que 3 Além do mais, se |z —xg| <

zero uniformemente quando r — xy. Portanto, podemos escolher § < %7}
pequeno o suficiente tal que o terceiro termo seja menor que g sempre que
|z — x| < 0. Fica registrado aqui que 0 depende somente de 7 e de norma
uniforme de ¢.

Agora estamos preparados para o principal teorema desta se¢do. Se u é

definido por
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ulw) = [ 0, N(5.)6l)do(y) com o € R1\ S
s
definamos u; em S para t # 0 pequeno, (isto é, com o médulo pequeno) por

w(z) = ulz+tv(z))
_ / O, N + to(), y)é(y)do (y).

Entao, u; é a restricao de u & superficie paralela a S que dista |t| de S.

Teorema 4.3.1 Suponha ¢ € C(S) e u definida por

u(z) = /S&,yN(x,yM(y)da(y) comx € R"\ S.

A restricao de u a £ possui uma extensao continua a ﬁ, e a restricao de
u a Y possui uma extensao continua a Q. Mais precisamente, a fun¢ao uy
converge uniformemente em S ao limite continua u_ e uy quando t aprorima
de zero por baizo e por cima, respectivamente. Assim, u_ e uy sao dadas

por:
u-(a) = 50(@)+ [ Ka)ot)dn(y
i) = 5ota) + [ a)ot)doty)
Isto é, u_ = %gb +Tpp euy = _71¢ + Tro.

Demonstracgao

Sejam x € S e t < 0 suficientemente pequeno no sentido dado, entao
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x +v(x) € Q, dai pela proposicao (4.3.2)

u()

+

/ 8, N(z + to(x), y)é(y)do (y) — / 8, N (z + tv(x), y)p(x)do (y)
S S

/g 0, Nz + to(z), y)d(x)do(y)

o(x) /S 8, N(z + to(z), y)do(y)

/S O, N (& + to(2), 1) [6(y) — 6(x)]do(y)

o) + / 8, N(z + to(z), 9)[6(y) — 6(x)]do(y).

u_(x) = lim u(x)

t—0—

= ga)+ / Kz, 9)(y)do(y) — d(z) / Kz, y)do(y)

= o)+ [ K )otot) = 5o()

- %¢(x)+/gk(x7y)¢(y)d0(y)
- %¢($>+Tk¢($)'

Se t > 0 suficientemente pequeno, entao = + tv(z) € ', pela proposigao

(4.3.2) temos

()

/S Oy, N (z + tv(x), y)o(y)do(y)

o(c) / 8, Nz + tu(),y)do () + / 8, N(x + to(x), 1) [6(y)
o(x))do(y)
b(x) 0+ / 0y, N (z + to(x), ) (y)dor (y)

o(x) / 8, N(z + to(z), y)do (y).
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Dali,

Uy = tg%"iut(iﬁ)

—1
— S0l)+ [ 9N Gl do(y)
= S0() + Tio(a).
Corolario 4.3.1 ¢ =u_ —uy.

Demonstracao

Ora, sendo

w-(@) = 30 + [ BN ol
wila) = 5ol + [ 2,V 9)o(w)daty)

temos

us— = 5olo) + 30(x) = 6(x).

O Teorema (4.3.1) pode ser interpretado como segue. Se para t # 0 pequeno

definimos a funcao k; em S x S por
ki(z,y) = 0,,N(z + tv(z),y)
entao para cada x € S temos:

1
lim ky(z, ) = 551 + k(x,-)

t—0~

—1
lim ky(z, ) = 7(5:,; + k(x,-)

t—0t

onde J, é a fungao delta de Dirac no ponto x, ou seja, (J,, ¢) = ¢(x) que é

interpretado como uma distribuicao (ou medida) em S.
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4.4 Potencial de Camada Simples

Consideramos agora o potencial de camada simples

wmzéNuwmwmw

com momento ¢, onde ¢ € C(S). Como no caso do potencial de camada
dupla: w é harmonica em R™ \ S; |u(x)| = O(]z|*™) quando z — oo com
n > 2 e u é harmonica no infinito para n > 2. Além do mais, a restricao de

N a S x S é um kernel de ordem n — 2, dai u estd bem definida em S.
Proposicao 4.4.1 Se ¢ € C(S) e u definida por

ua) = [ NGg)ot)doty)
entao u € continua em R".

Demonstracgao
Precisamos somente mostrar a continuidade em S, e a prova é semelhante
ao do lema (4.3.3). Dados zg € S e e >0, seja By = {y € S;|xg —y| < 0}
para 0 > 0. Entao
u(x) —ufzo)] < [N (z, 9)o()ldo(y) + [ [N(zo,y)¢(y)|do(y)

Bs Bs

b [ Ny = N dot)
S\Bs

S ol [ IN@yldo(y)+ | ¢ lleo [ [N(zo,y)ldo(y)

Bs Bs

—FHW@L@LM%@—M%dew (+)
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Desde que ¢ ¢ limitada e N(x,y) = O(|z — y|*™™) (ou O(log |z — y|™!) se

n = 2). Dai, integrando em coordenadas polares, tem-se, para n > 2:

IN(z,y)ldo(y) = ¢ [ |v—yl"do(y)

Bs Bs

/N

c |l‘, . y'!2_"dy’
Bj

1)
22_”52_”00(5”_2)/ r"2dr
0

— 0/52711 . 5n71

N

= 9.

Assim, |N(z,y)|do(y) = O(J). Procede-se de modo andlogo para
Bs

1
/ |N(zo,y)|do(y). Agora, se n = 2, como ja vimos |z — y|? > §(|SL' — xo?
Bs
+ |y — 20/?). Entao
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N(z,y)ldo(y) = e /B log |z — y|""do(y)

Bs
< c/ log |2" — o/| *dy/
Bj
< E 10 |$/— /|72d/
S 5 g Y Y
B;
a2 r_ a2\ L
< f/ log 2" — 2p|* + |y — i dy
2 I 2
< g/ 2(log\w’—x’o!‘1+10g\y’—:v6|‘1)dy,
2 : 2
< S (logle’ — 2|t +log |y — 2| "V)dy’
S 5 . g 0 g1y 0 Y
5
1 5
= c[§log]x’—x6\17r52+61/ (logrl)rdr}
0

5
= 0252+03/ (logr~Y)rdr
0

= 07— ¢4 /6r(log r)dr

= 0%+ ¢5 [6(2) log 6! + 67

= 6% +c50%(log )

= ¢6(0(logd™h) +c50(0logd)
= O(5logd™1).

Dai, dado € > 0, podemos fazer esses termos em (*) cada um menor que
g para § > 0 suficientemente pequeno. Exigindo |z — o] < %5 , 0 integrando
no terceiro termo ¢ limitado em S\ B; e tende uniformemente a zero quando
x — x9. Dal tomando |z — x| pequeno suficiente, podemos fazer o terceiro

€
termo menor que 3 Usamos aqui o fato de toda hiperficie ser localmente
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um grafico.
Agora, consideremos a derivada normal de u. Seja V' a vizinhanca tubular
de S dada pela afirmacao (1.1). Recordando que definimos a derivada normal

da seguinte forma: se u ¢é diferencidavel em V', parax € S e —e < t < € temos
dyu(z +tv(x)) = v(z) - Vu(x + tv(z)).

Entao para z € V' \ S vale

D) = / 8y, N (2, y)$(y)do (y). (4.6)

Isto é justamente um potencial de camada dupla exceto que 9, é apli-
cado a N com respeito a x em vez de y. De fato, desde que N(z,y) =
N(y,x), 0,,N(z,y) é justamente J,, N avaliado no (y,x). Em particular, se

colocarmos

k*(z,y) = k(y, z)

o lado direito de (4.6) faz sentido para x € S se interpretarmos como

[S K (2, 9)0(y)do(y) = Te-(2). (4.7)

Desde que k é um kernel continuo de ordem n — 2, também o ¢é k£*. Entao
(4.7) define uma funcdo continua em S pela proposigao (4.2.3). Além do
mais, desde que k é real podemos ver que Ty é adjunto de T} como um

operador em L?(S). Dai (4.7) é justamente T} ¢(z).
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Note, para ¢, € L*(5)
(Tid, ) = / (Ty6)ddo (z)
S

-/ ( / k(x,yw(y)da(y)) T(@)do ()
_ / / k(e y)o(y)B(x)do (@)dor ()

_ / / k(z,y)ddo(x)d(y)do(y)
SJS

_ /S /S K (2, ) (2)do () d(y)do(y)

- /S TE0)(y)do(y)
= (6.T).

Dai, Ty« é o adjunto de Ty. Observe que na terceira igualdade foi usado
o Teorema de Fubini.
Como esperado, existe um salto descontinuo entre a quantidade definida

por (4.6) em V' \ S e por (4.7) em S. Realmente, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.4.1 Suponha ¢ € C(S) e u € definido em R"™ por
a) = [ Nap)ot)inty).

Entdo a restricio de v a Q (respectivamente em ) estd em C,(Q2) (re-
P

spectivamente em C,(Y)), e para x € S temos

0 u= 00 + [ ke.)o)iay)

1

0= 50(0) + [ ble.n)o)do().

1sto €,
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-1
aV,u - 7¢+ legb

1
Oy, u= §¢ + 17 0.

Demonstracao

Ja sabemos que u é continua. Considere o potencial de camada dupla

ofa) = [ 8, N 9)o(w)do(y
S
em R™\ S, e defina a func¢do f na vizinhanga tubular V' de S por

v(x) + O,u(r); sex € V\ S

Typo(x) + Trp(x); sex € S.
Afirmamos que f é continua em V. A restricao de fa V' \ S e S sao
continuas, dai ¢ suficiente mostrar que se g € S e ©x = xy + tv(xg) entdo

f(x) = f(xg) — 0 quando t — 0, a convergéncia sendo uniforme em zy. Mas

f(2) — flao) = / 9y N () + 0, N(2,) — 0, N(z0,)
Ov, N (9, y)]0(y)do(y)

Procedemos como na prova do lema (4.3.3), escreva esta expressao como
na integral sobre By = {y € S : |[xo — y| < 0} mais uma integral sobre S\ Bs
que tende uniformemente a zero quando x — xy. Por outro lado, a integral

sobre Bs é limitada por

10 llsc | 100 N(2,y) + 0y, N(x,y)|do(y)

Bs

somada a mesma expressao com z substituido por xy. Entao é suficiente

mostrar que para todo x sobre a normal de x,

|0, N(z,y) + 0y, N(z,y)|do(y)

Bs
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pode ser feito arbitrariamente pequeno tomando ¢ suficientemente pequeno,

independente de x e xy. Agora,

al/zN('x? y) = ({L. — y) : on
—(z—vy) vy
0, N(x,y) = ————=.
N (@, y) Wil — g

Dali,

(@ =l — 0]
wn|x - y|n

aVzN(‘Tay) + 0,,yN(x,y) =

Como v é de classe C*t, tem-se |v(xg) — v(y)| = O(|xo —y|) e |z — y| >

clxg — y| desde que x estd sobre a normal em xy. Desse modo

100, N (2, y) + 0y, N(2,y)| < |g — y[>~

5
/ 224 = 6.
0

Entao f = v+ 0,u estende-se continuamente através de S. Portanto, pelo

e a integral ¢ dominada por

teorema (4.3.1) para todo x € S temos

Tola) + Tio@) = v-(x) + 0, u(o)
= 50) + Tuo(x) + 0, u(x)

de modo que,

1

O u(x) = —-o(x) + T{ ()

e também

Tip(x) + Tpo(x) = vi(z) + 0, u(z)

::;M@+n¢@+@w@)

Desta forma,
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1
0, u(a) = 50(x) + Tyo(z).
A convergéncia de d,u(z + tv(x)) a d,+u(r) é uniforme em x desde que

o mesmo ¢ verdadeiro para v e v + O, u.
Corolério 4.4.1 ¢ =0,,u —0,_u

Concluimos a discussao sobre o potencial de camada tinica com trés lemas

que serao necessarios na secao seguinte.

1 el . B
Lema 4.4.1 Se ¢ € C(95) e§¢+Tk¢—f, entao/sqb—/sf.

Demonstragao

Ora,

[ f@aot@) = 5 [ otariote)+ [ [ Hamotot)intz)
- 3 [ oaaota / | .00t (w)ao(a)
— /¢ )do(x /¢ )do(y
_ /S (x)do(z)

Lema 4.4.2 Suponha n = 2. Se ¢ € C(S), o potencial de camada simples
u com momento ¢ € harmomica no infinito se e somente se /(b =0. Além

disso, u se anula no infinito.

Demonstracgao

Temos:
u(z) = % / 6(y) log | — yldo(y)
- - / (log | — | — log 2] + log [2)6(y)do(y)

— 5= [ ol — ) toglel)ot)do(s) + - osel [ ooty
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Desde que S é compacto, log|z — y| — log || — 0 uniformemente para
y € S quando x — oo. Assim a primeira integral se anula quando z — oo.

Dai, pela Proposicao (3.2), segue o resultado.

Lema 4.4.3 Suponhau = 2. Se¢ € C(9), / ¢ = 0 e o potencial de camada
S

simples u com momento ¢ € constante em €2, entao ¢ = 0 e desse modo u = 0.

Demonstracao

Pelo lema (4.4.2), u é harmonica no infinito. Daf se u = ¢ em ) entdo u
resolve o Problema Exterior de Dirichlet com f = ¢. Mas a solucao a este
problema é tnica, pela proposicio (3.2) e é u = ¢. Entao u = ¢ no R?, daf

¢ = 0 pelo corolario (4.4.1), porque 0 = Au = ¢.



Capitulo 5

Solucoes dos Problemas

Aplicaremos agora a Teoria de Fredholm para resolver os problemas de

Dirichlet e Neumann. Sabemos que

Tid(z) = / Kz, 9)b(y)do(y)

Ty o(x) = / by, 2)o(y)do(y)

sdo operadores compactos vistos como operadores em L*(S). Dada, f €

C(S), considere as equagoes integrais
1 ~1 1 . ~1 .
ou equivalentemente
¢+ Top=2f, ¢+ T opp = =2f, ¢+ 15,0 =2f, ¢ + T2y = —2f

onde k(z,y) = 0,,N(z,y) com z,y € S, x # y.
Sendo ¢ + Tor¢ € ¢ + 15,0 pertencentes a C'(S) temos pela proposicao

79



CAPITULO 5. SOLUCOES DOS PROBLEMAS 80

(4.2.4) que se ¢ existir, serd continua. Notemos que o potencial de camada

dupla

uw) = [ 8, N p)o)doty), o € B\ S

com momento ¢, resolve o problema interior (respectivamente exterior) de
1 -1
Dirichlet se ¢ satisfaz §¢ + Tr¢ = [ (respectivamente 7(]5 + T = f),

reveja o Teorema (4.3.1). E o potencial de camada tnica
uw) = [ Nie.w)ot)doty)
S

com momento ¢ satisfazendo _71gz$—|- Ty = f (respectivamente %(b + 17 = f),
resolve o problema interior (respectivamente exterior) de Neumann. Existe
uma excecao: Se n = 2 em geral o potencial de camada tnica concorda com
log |z| no infinito, dai nao serd um harmoénico no infinito.

Portanto para n = 2 existe uma condigao extra necessaria para a solugao
do problema exterior de Neumann dado pela Proposicao (4.1.6) e esta condicao
¢ equivalente a harmonicidade no infinito pelos lemas (4.4.1) e (4.4.2). Entao
se as equacoes integrais possuem solugoes e as condigOes necessérias forem
satisfeitas, os problemas de valor da fronteira possuem solucao.

Continuando o estudo da existéncia das solugoes das equagdes (5.1), recor-
remos aos resultados apresentados na secao Operadores Compactos. Consid-

eremos os autoespacos:
1 -1
Vi=A¢:Tho = 565}7 Vo={¢:Tio = 7?5}
1 —1
Wi ={¢:Ty¢= §¢}, W_={¢:T;¢= 7¢}

Pela Proposicao (4.2.4) podemos assumir ¢ em L?(.S) ou C'(S) que teremos

o mesmo resultado.
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Recordando que €2 possui as componentes €2, ...,8,, e que £ possui as
componentes €1, ..., , onde €} ¢ ilimitada.
Definicao 5.1 Definamos as fungoes oy, ..., 0 € o4, ..., em S por
1, sex € 0%
aj(z) =

0, caso contrario

1, sex € 08

0, caso contrario

Proposigao 5.1 As fungoes a; € Vy para j = 1,...,m e o € V_ para

j=1,....,m.

Demonstracao

Observe que

Traj(x) = /Sk(a:,y)aj(y)da(y)

_ / k(. y)doly) (x € 99, C S)
09,

B 1

T2
1

= 504]» em S

Tpoj(x) = /Sk(x,y)aj(y)da(y)

(ZE‘ S S\(?QJ)

N = O

a; (x e S\ 09Q,))
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Veja também que

Tid(a) = / k(. y)al,(y)do ()

—1 / /
= 7041-(:6) (z € 0% C 9)

Tal(x) =0 = —lo/z(x); (x € 5\ 0%Y),

aqui temos o sinal (-) pois o normal v aponta para dentro de Q% o que

consideramos como orientacao oposta.
Proposicao 5.2 Os espacos V., e W, possuem dimensao m. Além do mais:

a) Sen > 2, para cada (ay,...,ay) € C™ existe um tnico 5 € W, tal que o
potencial de camada unica w com momento [ satisfaz w|S); = a; para

7=1...,m.
b) Sen =2, existe um subespago (m — 1)-dimensional X de C™ tal que:

i) C"=XaoC1,1,...,1)

ii) Para cada (ay,...,an) € X existe um dnico § € W9 tal que o

potencial de camada Unica w com momento B satisfaz w|; = a;

para j =1,... m.
Demonstracgao
Prova de a) Notemos inicialmente que as fungdes oy, ..., a,, sao lin-
earmente independentes, pois sejam rq,...,r, € C tais que riaq(z) + ... +

rmom(x) =0; x € 0. Daise x € 0€; temos 0 =7 -0+7;-1+...+7,-0 =r;.
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Portanto os a;s sao linearmente independentes. Dai, dimV, > m fazendo a
identificagao correta usando o item b) do teorema (2.4) temos que dimW, =
dlmV+

Consideremos a aplicagao de W, em C™ definida por
B (w|Q, ..., w|Qn),

que denotaremos por ¢ : W, —— C™, onde w é o potencial de camada tinica
com momento 5. Do fato de 5 € W, e do Teorema (4.4.1) tem-se 9, w = 0,

assim w ¢é constante em cada €2; pela proposicao (4.4.1). Daf a aplicacao estd

bem definida.
Afirmacgao 5.1 ¥ € injetiva.

Demonstracgao

Se w|) = 0 entdo w resolve o problema exterior de Dirichlet com f =0,
dai w|{Y = 0 pela proposigao (4.1.1). Portanto w = 0, como 3 = 0, , w —
0, _w = 0, segue que dimW, < m. Portanto dimW, = m e ¢ é um isomor-
fismo.

Prova de b) Primeiro provaremos o item (i). Para tanto, tomemos
W) = {3 e W, : /5 = 0}, em vista do lema (4.4.2) e restrigindo a
aplicacao ¢ definida nzSau prova de (a) ao subespago WY continua injetiva, e
pelo lema (4.4.3) temos que a imagem da restri¢giao a W nao contém o vetor
(1,1,...,1), pois caso o contrario terfamos v um potencial de camada com
momento 3 € WY tal que ¢(3) = (u|Q,...,u/Q,) = (1,1,...,1) assim
u seria constante em €, pelo lema (4.4.3) tem-se que 3’ = 0, logo u = 0.
Portanto, dimW9 < m — 1. Mas pelo Teorema do Nicleo e Imagem temos

que dimW? > dimW, — 1 desde que W9 é o nicleo de um funcional linear.
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Daf como dimW, = m. Assim, basta tomarmos X = ¢)(W?).

Agora, resta provar o item (ii). Se w|{2 = 0, entdo w resolve o problema
de Dirichlet com f = 0. Dai w|{ = 0 pela proposicao (4.1.1) e pelo lema
(4.4.2), j& que temos por hipétese que § € W2, Tem-se / B =0, temos pelo
lema (4.4.3) que 8 = 0. Daf a injetividade de ¢ restrita a 9.

Proposigao 5.3 Os espagos V_ e W_ possuem dimensao m'. Para cada

(@1,...,ap) € C™ existe um unico f € W_ tal que o potencial de camada
tnica w com momento 3 satisfaz w|QY; = a; para j=1,...,m" e w|Q = 0.
Demonstracao

Com um argumento semelhante ao da prova da Proposi¢ao (5.2), uti-
lizando as fungdes o, . .., a/,, linearmente independentes da proposicao (5.1),
tem-se que dimV_ > m/, pois dimW_ = dimV_ > m’ pelo item b) da
proposicio (2.4). Defina agora ¢ : W_ — C™ por ¢(8) = (w|,, ..., w|Q.))

onde w é o potencial de camada inica com momento f3.
Afirmacdo 5.2 ¢ ¢ injetiva.

Demonstracao
Se w = 0 em € entdo w resolve o problema interior de Dirichlet, assim
pela unicidade tem-se que w = 0. Dai como 0 = Oy, w — Oy_w = 3 tem-se
B =0, logo ¥ é injetiva, daf dimW_ < m/. Assim temos ¢ um isomorfismo.
Portanto para cada (aj,...,a,) € C™ existe um tnico 3 € W_ tal
que o potencial de camada unica com momento [ satisfaz w|{); = a; para
j=1,...,m'. Resta, entdo mostrarmos que w|{), = 0. E é o que faremos.
Temos que w resolve o problema exterior de Neumann com f = 0, pela

proposicao (4.1.4) tem-se que w é constante em cada componente conexa de
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', como / B = / f = 0 pelo lema (4.4.2), w se anula no infinito, dai w = 0
em §2. i ’
Proposi¢ao 5.4 L*(S) =V e W, =V:aW_.
Demonstracao

Pela proposigao (2.4), temos que Vj é fechado e de codimensao m, assim
faz sentido escrevermos VJ} @ F, onde E é o subespaco complementar de
dimensao m. Como pela mesma proposicao, tem-se que dimW, = m. Para
a primeira igualdade é suficiente mostrar que V- (W, = {0}. Para isso,
seja ¢ € VEN W, entdo Tj¢ = %gf) por pentencer a W, , e pelo corolario
(2.2) a equagao ¢ = _711# + T4 possui solugao, ja que ¢ € V- para alguma
e L*(S).

Pela proposigao (4.2.4), ¢ e 1 sdo continuas. Considere agora u e v
potenciais de camada tnica com momento ¢ e v respectivamente. Entao,

pelo Teorema (4.4.1)
—1
0,,_’& = 7¢+T;¢
—1 1
= 20ty

=0

—1
8,,_1) = 71@ + T,;kw

= ¢
1,1

= §¢+§¢

1 .
= §¢+Tk

= J,u

vy M
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Multiplicando d,_u = 0 por v e 0,_v = 0, u por u, subtraindo e inte-

grando sobre S, obtemos

/(u@,,v —v0,_u) = /u@u+u.
s S

Pela identidade de Green, temos:

/S(U(?Vv—vﬁyu) = /Q(uAv — vAu)
= 0

/ ud,, u = —/ (uAu + Vu - Vu)
S /
= —/ (uAu + |Vul?)

= — [ |Vul]”
Q/

Logo, |Vu|? = 0, daf u é localmente constante em 2. Entdo ¢ =
Q/
O, u—0, u=20, u=0.

A prova que L?(S) = V_@W_ é a mesma: novamente ¢ suficiente mostrar

1

que se ¢ € V2N W_ entdao ¢ = 0. Mas para tal ¢ temos Ty¢ = _7¢

1
e o = §w + T} para alguma ¢ € L*(S). Daf se u e v sdo potenciais
de camada tnica com momento ¢ e 1, segue que J,,u = 0 e d,,u = 0 e

0, v = ¢ = 0,_u, pois

1
O u = Egb—i—T,:gb
1 1
= 36— 59

= 0
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Vi

Portanto,

1
§¢+Tg¢
¢

1 1

§¢+§¢

- (Gro+ o)
—0,_u.

/(v8V+u —u0,, v) :/u&,u
S S

Pela identidade de Green,

0 =

—/ (vAu — uAv)
/S(Ua,,+u — u0,, v)

/ ud, U
S

/(uAu + Vu - Vu).
Q

Dai / |Vul? = 0, o que nos d4 u localmente constante em {2 e entdo

¢o=0, u=0.

Para justificar esses usos da identidade de Green na regiao ilimitada €

substituindo 2" por ' [ B,(0) e fazendo r — oo como na prova da proposi¢ao

(4.1.4). Para fazer isso funcionar ¢ suficiente saber que v é harmonica radial e

satisfaz as estimativas da proposigao (3.2) e (3.3). Harmonicidade no infinito

¢ automatica quando n > 2, e para n = 2 é equivalente a condig¢ao / =0
S
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pelo lema (4.4.2). A tltima condigao ¢ vdlida quando ¢ € Vi, pois pela
m

Proposigao (5.1), como /(b = Z (¢laj) = 0 e é vélido quando ¢ € W_,
S

j=1

1
como §¢ + Ty¢ =0, pelo lema (4.4.1) temos /¢ = / 0=0.
S S

Corolario 5.1
9 —1
L*(S) = Range 71 +T: )@V,

1
= Range <§I + Tk) b V_

Demonstracgao

Desde que Range (_71] + Tk.) = W e Range (%] + Tk) = W+ pelo
coroldrio (2.2), como na prova da proposicao (5.4) é suficiente mostrar que
WOV, = WXNOV_ = {0}. Suponha ¢ € W V,. Pela proposicao
anterior, podemos escrever ¢ = ¢ + ¢ onde ¢1 € W,y e ¢ € V5. Mas
(lp1) = 0 desde que ¢ € Wi e (¢|¢2) = 0 desde que ¢ € V., portanto
(¢l¢) = 0, logo ¢ = 0. Da mesma forma mostra-se W+ (| V_ = {0}.

Teorema 5.1 Com a notacao e terminologia do capitulo intitulado Poten-

ciais de Camada, temos:

a) O problema interior de Dirichlet possui uma unica solugdo para cada f €

c(S).

b) O problema ezterior de Dirichlet possui uma tunica solugdo para cada

fec(s).
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c) O problema interior de Neumann para f € C(S) possui uma solugdo se,
e somente se, f=0paraj=1,....,m. A solucao é unica modulo
oY,
J
funcgoes as quais sao constantes em cada €;.

d) O problema exterior de Neumann para f € C(S) possui uma solucao se,

e somente se, f=0paraj=1,...,m e também para j = 0 no
o,
cason = 2. A solugdo € unica modulo funcgoes as quais sao constantes
em ), ..., e também em € no caso n = 2.
Demonstracgao

Prova de a) Pelo corolario (5.1) podemos escrever
1
f= §¢+Tk¢+honde heV_,

como mostramos que as fungoes o de acordo com a definigao (5.1) formam

m/

uma base para o subespaco V_, nos da h = E aja; com a; € C. Assim
j=1

1 s 1 s
temos f = §¢+Tk¢+2aja; como §¢+Tk¢ = f— Za]a;- € C(9), tem-
j=1 ~1

se que ¢ € C(S) pela Proposicao (4.2.4). Pelo Teorema (4.3.1), o potencial de
1

camada dupla v com momento ¢ resolve o problema de Dirichlet com §¢+T %0

no lugar de f. Além do mais, pela proposicao (5.2), existe inico § € W_

tal que o potencial de camada tnica w com momento S satisfaz w|Q; = a;

m/

para j > 1 e w|Qy = 0. Assim, w|S = Z a;a; como w é continua em S pela
j=1
proposigao (4.4.1), dai a solugao do problema de Dirichlet é u = v + w.

Prova de b) Se n > 2 entao pelo corolédrio (5.1) podemos escrever

-1
f:7¢+Tk¢+9 com g € V3
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como mostramos que as funcoes «;’s definidas em S formam uma base para
m

o subespoaco V., assim g pode ser escrito como g = E cja; onde ¢; € C
Jj=1

-1 m
para 7 = 1,...,m sao constantes. Dai f = 7¢ + Tro + chozj; se
j=1

-1 m
7¢ +Trvp = f — chaj € C(S) tem-se que ¢ € C(S) pela proposigao
j=1

-1
(4.2.4). Reescrevendo o problema exterior de Dirichlet com 7d) + Ti¢ no
lugar de f, tem-se que o potencial de camada dupla v com momento ¢ resolve
tal problema. Além do mais, pela proposicao (5.2) existe tnico § € W, tal

que o potencial T com momento J satisfaz w|{); = ¢; para j = 1,...,m. No
m

entanto, w|S = chozj, como w é continua em S pela proposi¢ao (4.4.1),
j=1
dai a solucao do problema de Dirichlet é u = v + w.

Para n = 2, precisamos fazer algumas modificagoes. Como acima pode-
mos escrever
-1 m
f= 7¢+Tk¢+2ajaj com ¢ € C(S)ea; €C
j=1
O potencial de camada tnica v com momento ¢ resolve o problema ex-
—1
terior de Dirichlet com 7¢ + Tx¢ no lugar de f. Além do mais, desde que
Z a; =1 em S, pela proposigao (5.2) podemos escrever

J

m

Zajozj:ijozj+ccom (by,...,b;m) € X eceC

j=1 J=1
e existe g € WJ? tal que o potencial de camada tnica w com momento [
satisfaz w|Q; = b;. Do fato de § € WY tem-se que w ¢ harmoénica no infinito

pelo Lema (4.4.2). Dal w resolve o problema exterior de Dirichlet, com a
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hipétese de bja;; no lugar de f. Finalmente, a fungao constante c resolve
o problema exterior de Dirichlet com a hipétese de ¢ no lugar de f, dai a
solucao do problema original de Dirichlet é u = v 4+ w + c.

Prova de c) Simplesmente observemos que / f = (flay), entdo essas
09,

integrais se anulam se, e somente se f € Vi. Pelo corolério (2.2), ou seja, é
necessario e suficiente para resolver a equagao integral _71¢ +Tip=f. Se¢
é uma solugao, entao ¢ é continua, pela proposigao (4.2.4), daf pelo teorema
(4.4.1), o potencial de camada simples com momento ¢ resolve o problema
interior de Neumann.

Prova de d) De modo semelhante, como , [ = (floy) para j =
1,...,m/, pela proposicao (5.1), entao essas integraaizjse anulam se, e somente
se f € V1, em tal caso podemos resolver a equacao %¢+T » ¢ = f novamente
pelo corolario (2.2), e resolvemos o problema exterior de Neumann com o
potencial de camada simples com momento ¢ pelo teorema (4.4.1). Para o

que resta, caso n = 2, pelos lemas (4.4.1) e (4.4.2) este potencial é harmonico

no infinito se, e somente se f=0.
o9,
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