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Leon Denis, Francisco de Assis, Carlos Victor, Clodomir Neto; minhas amigas

Maria Wanderlândia, Heloisa Frazão, Cristiane Brandão, Maria de Fátima,

Andrea Dantas e aos outros amigos, o meu muito obrigado.

Novamente ao Clodomir Neto, obrigado pelo trabalho e paciência para

comigo no LATEX.

Aos professores Luquésio Jorge, Alexandre Fernandes, Abdênago Barros,

Silvano Menezes, agradeço pela atenção que me deram.

A Capes pela ajuda financeira.



Um erro não se converte em verdade pelo fato de que

todo mundo acredite nele. “Ghandi”

Nunca vi nada selvagem ter pena de si mesmo.
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RESUMO

Seja Ω um domı́nio fixado em Rn com fronteira S de classe C2 e denote

Ω′ = Rn \Ω. Ambos Ω e Ω′ não necessariamente conexos. Nessas condições,

pretendemos resolver os problemas de Dirichlet e Neumann.

No intuito da resolução dos problemas citados, faremos um estudo da

Teoria de Fredholm (operadores compactos), bem como da transformada de

Kelvin, harmonicidade no infinito e dos potenciais de camada.



ABSTRACT

Let Ω be a fixed domain in Rn with boundary S of class C2 and denote

Ω′ = Rn \ Ω. Both Ω and Ω′ not necessarily connected. Under these condi-

tions, we intend to solve the problems of Dirichlet and Neumann.

In order to overcome the mentioned the problems, we will study the Fred-

holm theory (compact operators), the Kelvin transformed, harmonicity in the

infinite and potential of the layer.
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Entre os problemas de valor de fronteira para o Laplaciano, os dois prob-

lemas que julgamos mais importantes e para os quais dedicaremos mais de

nossa atenção, são chamados problemas de Dirichlet e Neumann. Durante

esta discussão, Ω será um domı́nio em Rn com fronteira suave S.

O problema de Dirichlet: Dada a função f em Ω e g em S, encontre uma

função u definida em Ω satisfazendo

∆u = f emΩ, u = g emS (1)

O problema de Neumann: Dada a função f em Ω e g em S, encontre uma

função u em Ω satisfazendo

∆u = f emΩ e ∂νu = g emS (2)

O teorema da unicidade apresentado nas preliminares mostra que a solução

do problema de Dirichlet (se existir) será única, e no mı́nimo se requer

u ∈ C(Ω).

Para o problema de Neumann, a unicidade não é verdade, pois podemos

adicionar a u, uma função que seja constante em cada componente conexa

de Ω. No entanto, existe essa condição necessária para o problema de Neu-

mann ser solúvel: Se u satisfaz (2) e Ω′ é uma componente conexa de Ω, pela

identidade de Green, tomando v = 1, temos:∫
Ω′
f =

∫
Ω′
∆u =

∫
∂Ω′

∂νu =

∫
∂Ω′

g

O problema de Dirichlet é facilmente reduzido aos casos ou f = 0 ou

g = 0. Realmente, se podemos encontrar v e w satisfazendo:

∆v = f emΩ, v = 0 emS (3)

∆w = 0 emΩ, w = g emS (4)
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assim u = v + w satisfará (1). Além do mais, os problemas (3) e (4) são

equivalentes. Realmente, suponha que possamos resolver (3) e desejamos

resolver (4). Assuma que g possui uma extensão g̃ a Ω a qual é de classe C2,

então podemos encontrar v satisfazendo

∆v = ∆g̃ em Ω, v = 0 em S

dáı é só tomar u = g̃ − v como solução para (4).

Por outro lado, suponha agora que possamos resolver (4) e desejamos

resolver (3). Extenda f pondo igual a zero fora de Ω e coloque v′ = f · N ,

como N é uma solução fundamental, desse modo, temos que ∆v′ = f .

Resolvemos então,

∆w = 0 em Ω, w = v′ em S

dáı é só tomar v = v′ − w como solução de (3). Portanto, quando consider-

armos o problema de Dirichlet usualmente assumimos que f = 0 ou g = 0.

Semelhante observação aplica-se ao problema de Neumann, dividindo nos

casos f = 0 ou g = 0, e esses são de certa forma equivalentes. Para deduzir

o análogo da equivalência de (4) e (3), assumiremos que existe g̃ ∈ C2(Ω) tal

que ∂ν g̃ = g em S e resolve

∆v = ∆g̃ em Ω, ∂νv = 0 em S

E a volta, tomemos v′ = f ·N e resolvemos

∆w = 0 em Ω, ∂νw = ∂νv
′ em S

Existe várias abordagens aos problemas de Dirichlet e Neumann, e no

presente trabalho investigaremos uma delas. Mas é bastante enriquecedor a
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investigação das demais abordagens, já que métodos diferentes rendem alguns

resultados diferentes, e também porque as técnicas envolvidas são aplicáveis

a outros problemas. De fato, resolveremos os problemas de Dirichlet e Neu-

mann por potenciais de camada.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Agora apresentaremos algumas definições e explicitaremos afirmações as

quais serão omitidas as demonstrações. No entanto, as mesmas trarão uma

melhor compreensão do presente trabalho e consequentemente, maior veloci-

dade de leitura. Assim, o leitor interessado em maiores detalhes de demon-

strações ver [1].

Afirmação 1.1 Seja S uma hipersuperf́ıcie orientada de classe Ck, k > 2.

Existe uma vizinhança V de S em Rn e um número ϵ > 0 tal que a aplicação

F (x, t) = x+ tν(x)

é um difeomorfismo de classe Ck−1 de S × (ϵ,−ϵ) sobre V .

Tal vizinhança na afirmação 1.1 é chamada de vizinhança tubular e se u

é uma função diferenciável em V , para x ∈ S e −ϵ < t < ϵ formalizamos

∂νu(x+ tν(x)) = ν(x) · ∇u(x+ tν(x)) (1.1)

12
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Afirmação 1.2 (Teorema da Divergência) Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio

limitado com fronteira S = ∂Ω de classe C1 e F um campo vetorial de classe

C1 em Ω. Então ∫
S

F (y) · ν(y)dσ(y) =
∫
Ω

∇ · F (x)dx

Afirmação 1.3 (Desigualdade de Young Generalizada) Seja (x, µ)

um espaço de medida σ-finita e 1 6 p 6 ∞ e c > 0. Suponha k uma

função mensurável em X ×X tal que

sup
x∈X

∫
X

|k(x, y)|dµ(y) 6 c

sup
y∈X

∫
X

|k(x, y)|dµ(x) 6 c.

Se f ∈ Lp(X), a função Tf definida por

Tf (x) =

∫
S

k(x, y)f(y)dµ(y)

está bem definida quase sempre e pertence a Lp(X), com ∥ Tf ∥p6 c ∥ f ∥p.

Definição 1.1 Uma função f em Rn é dita radial se é invariante por rotação,

isto é, f ◦ T = f para toda rotação T .

Afirmação 1.4 Se f(x) = ϕ(r) é uma função em Rn então f satisfaz ∆f =

0 em Rn\{0} se e somente se ϕ(r) = a+br2−n com n ̸= 2 ou ϕ(r) = a+b log r

com n = 2, onde a e b são constantes.

Definição 1.2 Uma função de classe C2 definida num subconjunto aberto

do Rn é dita harmônica se ∆u = 0.
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Afirmação 1.5 (Identidade de Green) Se Ω é um domı́nio limitado com

fronteira suave S e u, v são de classe C1 em Ω então∫
S

v∂νudσ =

∫
S

(v∆u+∇v · ∇u)dx (1.2)∫
S

v∂νu− u∂νvdσ =

∫
S

(v∆u− u∆v)dx. (1.3)

Afirmação 1.6 Se u é harmônica em Ω então

∫
S

∂νudσ = 0.

Afirmação 1.7 (Teorema do Valor Médio) Suponha u harmônica num

conjunto aberto Ω. Se x ∈ Ω e r > 0 é pequeno o suficiente tal que Br(x) ⊂ Ω

então

u(x) =
1

rn−1wn

∫
Sr(x)

u(y)dσ(y) =
1

wn

∫
S1(0)

u(x+ ry)dσ(y).

Afirmação 1.8 Se u,Ω e r são como na afirmação 1.7 então

u(x) =
n

rnwn

∫
Br(x)

u(y)dσ(y) =
n

wn

∫
B1(0)

u(x+ ry)dy.

Afirmação 1.9 (A rećıproca do Teorema do Valor Médio) Suponha

que u é cont́ınua num conjunto aberto Ω e sempre que x ∈ Ω e Br(x) ⊂ Ω

temos

u(x) =
1

wn

∫
S1(0)

u(x+ ry)dσ(y)

então u ∈ C∞(Ω) e u é harmônica em Ω.

Afirmação 1.10 (Prinćıpio do Máximo) Suponha Ω aberto conexo. Se

u é harmônica, assumindo valores reais em Ω e sup
x∈Ω

u(x) = ∆ <∞ então ou

u(x) < ∆ para todo x ∈ Ω ou u(x) = ∆ para todo x ∈ Ω.
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Afirmação 1.11 (Teorema da Unicidade) Suponha Ω compacto. Se u1

e u2 são funções harmônicas em Ω as quais são cont́ınuas em Ω e u1 = u2

em ∂Ω então u1 = u2 em Ω.

Afirmação 1.12 Seja

N(x) =
|x|2−n

(2− n)wn

se n > 2

N(x) =
1

2π
log |x| se n = 2

então N é uma solução fundamental para ∆ (operador laplaciano). Isto é,

⟨∆N, ϕ⟩ = ϕ(0) para qualquer ϕ ∈ C∞.

Afirmação 1.13 Suponha que f ∈ L1(Rn) e que

∫
|f(y)| log |y|dy <∞ em

caso n = 2. Então f · N está bem definida como uma função localmente

integrável e ∆(f ·N) = f .

Afirmação 1.14 Se f ∈ L1(S) e P é dado por:

P (x, y) =
1− |x|2

wn|x− y|n
, pondo x ∈ B e y ∈ S

u(x) =

∫
S

P (x, y)f(y)d6(y), com x ∈ B.

Então u é harmônica em B. Se f é cont́ınua, u extende continuamente

ao B e u = t em S. Se f ∈ Lp(S) (1 6 p <∞), então ur → t na norma Lp

quando r → 1 (ur(y) = u(ry), 0 < r < 1).

Se f ∈ L1(S) e p é dada por p(x, y) =
1− |x|2

wn|x− y|n
, sendo

u(x) =

∫
S

p(x, y)f(y)dσ(y) com x ∈ B

então u é harmônica em B. Se f é cont́ınua, então u extende continuamente

a B e n = f em S. Se f ∈ Lp(S) com 1 6 p < ∞, então ur → f na norma

de Lp, quando r → 1.



Caṕıtulo 2

Operadores Compactos

Faremos neste caṕıtulo uma breve exposição sobre os operadores com-

pactos e a Teoria de Fredholm. Este caṕıtulo será de grande importância

para identificarmos os subespaços de soluções, no intuito de solucionarmos

os problemas propostos de Neumann e Dirichlet.

Seja X um espaço de Banach e T um operador linear limitado em X. De-

notaremos os subespaços núcleo e imagem do operador T por N(T ) e R(T )

respectivamente.

Definição 2.1 Um operador linear limitado T definido num espaço de Ba-

nach X é dito compacto se sempre que {xj}+∞
j=1 for uma sequência limitada

em X, então a sequência {Txj}+∞
j=1 possui uma subsequência convergente.

Uma outra definição equivalente daremos a seguir:

Definição 2.2 T é compacto se aplica conjunto limitado em conjunto com

fecho compacto.

16
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Diremos que um operador T é de rank finito se R(T ) possui dimensão

finita. Como todo conjunto limitado num espaço de Banach de dimensão

finita possui fecho compacto, tem-se que todo operador limitado de rank

finito é compacto.

O teorema que segue nos dá informações sobre caracteŕısticas dos conjun-

tos dos operadores compactos contidos no conjunto dos operadores limitados,

considerando a álgebra, topologia e norma do último conjunto.

Teorema 2.1 O conjunto dos operadores em X é um ideal à esquerda e à

direita na Àlgebra dos operadores limitados é um conjunto fechado na norma

da topologia.

Demonstração

Dividiremos a demonstração em duas partes. provaremos primeiro que o

conjunto dos operadores é um ideal como no enunciado.

Parte I: i) Se T1, T2 são operadores compactos tem-se que a1T1 + a2T2

também o é, onde a1, a2 são constantes complexas.

Prova de i) Seja {xj} ⊂ X uma sequência limitada. Do fato de T1 e

T2 serem compactos, podemos encontrar {yj} subsequência de {xj} tal que

{T1yj} converge e, consequentemente encontra-se {zj}+∞
j=1 subsequência de

{yj}+∞
j=1 tal que {T2zj}+∞

j=1 converge, assim {[a1T1 + a2T2](zj)}+∞
j=1 converge,

logo a1T1 + a2T2 é compacto.

ii) Se T é um operador compacto e δ um operador limitado, então T ◦ δ

é compacto.

Prova de ii) Ora, qualquer sequência limitada {xj}+∞
j=1 em X tem-se que

{δxj}+∞
j=1 é limitada em X do fato de δ ser limitado, dáı {T (δxj)}+∞

j=1 possui

uma subsequência convergente, portanto T ◦ δ é compacto.
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iii) Se T é um operador compacto e δ um operador limitado, então δ ◦ T

é compacto.

Prova de iii) Se {xj}+∞
j=1 é uma sequência limitada em X, tem-se que

podemos encontrar {yj}+∞
j=1 subsequência de {xj}+∞

j=1 tal que {Tyj}+∞
j=1 con-

verge, como

∥ δ(Tym)− δ(Tyn) ∥ = ∥ δ(Tym − Tyn) ∥

6 ∥ δ ∥∥ Tym − Tyn ∥

e a sequência {Tyj}+∞
j=1 é de Cauchy, temos que {δ(Tyj)}+∞

j=1 também o é,

como X é Banach segue que {δ(Tyj)}+∞
j=1 converge, portanto δ ◦ T é com-

pacto.

Parte II Mostraremos agora que o conjunto dos operadores compactos é

fechado na norma da topologia induzida.

Suponha {Tm}+∞
m=1 uma sequência de operadores compactos convergindo

para T na norma da topologia induzida. Queremos mostrar que T é um op-

erador compacto. Para isso, seja {xj}+∞
j=1 uma sequência limitada em X com

∥ xj ∥6 c para todo j = 1, 2, 3, . . ., escolha uma subsequência {x1j}+∞
j=1 tal que

{T, x1j}+∞
j=1 convirja e depois escolha {x2j}+∞

j=1 subsequência de {x1j}+∞
j=1 tal

que {T2x2j}+∞
j=1 convirja. Como toda subsequência de uma sequência limitada

é limitada, podemos extrair {xmj}+∞
j=1 subsequência de {x(m−1)j}+∞

j=1, para

m > 3, tal que {Tmxmj}+∞
j=1 convirja. Pondo yj = xjj temos que {Tmyj}+∞

j=1

converge para todo m = 1, 2, 3, . . .. Portanto, dado ϵ > 0 pela convergência

Tm → T quando m → +∞ temos que existe m0 suficientemente grande tal

que para m > m0 tem-se ∥ Tm − T ∥< ϵ

4c
e para cada m > m0, {Tmyj} é de

Cauchy. Assim, existe j0 ∈ N tal que j, k > j0 tem-se ∥ Tmyj − Tmyk ∥< ϵ

2
.
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Conclúımos que

∥ Tyj − Tyk ∥ = ∥ Tyj − Tmyj + Tmyj − Tmyk + Tmyk − Tyk ∥

6 ∥ (T − Tm)yj ∥ + ∥ Tmyj − Tmyk ∥ + ∥ (Tm − T )yk ∥

6 ∥ T − Tm ∥∥ yj ∥ + ∥ Tmyj − Tmyk ∥ + ∥ Tm − T ∥∥ yk ∥

6 2c ∥ T − Tm ∥ + ∥ Tmyj − Tmyk ∥

6 2c · ϵ
4c

+
ϵ

2

= ϵ.

Mostramos assim, que {Tyj}+∞
j=1 é de Cauchy, como X é completo, tem-se

que {Tyj}+∞
j=1 converge, logo T é compacto.

Corolário 2.1 Se T é um operador limitado em X e existe uma sequência

{Tm}+∞
m=1 de operadores de rank finito tal que ∥ Tm − T ∥→ 0, então T é

compacto.

No caso de X ser um espaço de Hilbert, o corolário acima possui a

rećıproca, e é o que faremos agora. A prova deste teorema deve ser lida, pois

o artif́ıcio utilizado na demonstração será usado posteriormente em outra

prova.

Teorema 2.2 Se T é um operador compacto em um espaço de Hilbert X,

então T é um limite de operadores de rank finito.

Demonstração

Suponha ϵ > 0 e seja B uma bola unitária em X. Como T é compacto,

T (B) possui o fecho compacto, e portanto totalmente limitado, isto é, existe

y1, . . . , yn pertence à T (B) tais que para todo y ∈ T (B) tem-se ∥ y− yj ∥< ϵ
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para algum j = 1, . . . , n. Considere Pϵ a projeção ortogonal sobre o espaço

gerado pelo os elementos y1, . . . , yn, escreva Tϵ = PϵT . Note que Tϵ possui

rank finito. Sendo Tϵx o elemento mais próximo de Tx em R(Pϵ), temos

∥ Tx− Tϵx ∥6 min
16j6n

∥ Tx− yj ∥< ϵ, ∀x ∈ B

Noutras palavras, ∥ T − Tϵ ∥< ϵ, dáı pela arbitrariedade do ϵ > 0 tem-se

Tϵ → T quando ϵ → 0. Conclúımos assim, que T é limite de operadores de

rank finito.

Teorema 2.3 O operador T no espaço de Banach X é compacto se e so-

mente se o operador dual T ∗ no espaço dual X∗ é compacto.

Demonstração

Sejam B e B∗ bolas unitárias em X e X∗ respectivamente. Suponha T

compacto, queremos mostrar que T ∗ é compacto.

Seja {fj}+∞
j=1 uma sequência limitada em X∗. Multiplicando as fj’s por

uma constante suficientemente pequena, podemos assumir que {fj}+∞
j=1 ⊂ B∗.

Dado ϵ > 0 e x ∈ X, tem-se

∥ fj(y)− fj(x) ∥=∥ fj(y − x) ∥6∥ fj ∥∥ y − x ∥=∥ y − x ∥< ϵ

sempre que ∥ y − x ∥< δ = ϵ, assim {fj}+∞
j=1 é equicont́ınua. Como ∥ fj ∥6

1 temos que {fj}+∞
j=1 é uniformemente limitada sobre conjuntos limitados,

dáı pelo Teorema de Arzelá-Ascoli existe uma subsequência de {fj}+∞
j=1 que

denotaremos por {fk}+∞
k=1 a qual converge uniformemente sobre conjuntos

compactos de X, em particular sobre T (B).

Como T ∗fk(x) = fk(Tx) converge uniformemente, para x ∈ B, tem-se

∥ T ∗fk(x) − T ∗fn(x) ∥X∗ = ∥ fn(T (x)) − fm(T (x)) ∥6∥ fn − fm ∥∥ T ∥,
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portanto {T ∗fk}+∞
k=1 é de Cauchy na norma da topologia de X∗. Portanto,

T ∗ é compacto pela completude de X∗.

Por outro lado, suponha que T ∗ seja compacto. Pelo o que já provamos,

tem-se que T ∗∗ é compacto em X∗∗, Mas X está embutido isometricamente

em X∗∗. Afirmamos que T é a restrição de T ∗∗ a X, e assim T é compacto.

Considere a aplicação J : X → X∗∗ dada por Jx : X∗ → C para cada

x ∈ X ou ainda Jx(f) = f(x) para f ∈ X∗.

Afirmação 2.1 JX é linear e isométrica.

Se x, y ∈ X e λ ∈ C então Jx+λy(f) = f(x + λy) = f(x) + λf(y) (pois

f ∈ X∗) = (Jx + λJy)(f), dáı J é linear.

Sendo x ∈ X, tem-se

∥ Jx ∥ = sup
∥f∥61

|Jx(f)|

= sup
∥f∥61

|f(x)|

= ∥ x ∥

a última desigualdade se deve ao Teorema de Hanh-Banach. Conclúımos que

JX inclui X isometricamente em X∗∗.

Como T : X → X tem-se T ∗∗ : X∗∗ → X∗∗ e T ∗∗ ◦ J : X → X∗∗, assim

x ∈ X

(T ∗∗ ◦ J)(x) = T ∗∗(Jx)

= T ∗∗ ◦ Jx.
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Portanto faz sentido escrever, para f ∈ X∗,

(T ∗∗ ◦ Jx)(f) = Jx(T
∗(f))

= T ∗(f)(x)

= f(T (x))

= JT (x)(f).

Conclúımos que,

(T ∗∗ ◦ J)(x) = T ∗∗ ◦ Jx

= JT (x)

= (J ◦ T )(x) parax ∈ X

logo, T ∗∗|X = T , portanto T é compacto.

Agora apresentaremos o principal teorema à estrutra para a teoria dos

operadores compactos. Este teorema foi primeiro provado por I. Fredholm,

por diferentes métodos, para certos operadores integrais no espaço L2. No

espaço abstrato de Hilbert, o que faremos aqui é devido a F. Riesz, e feito

mais tarde para um espaço de Banach arbitrário por J. Schauder. Por essa

razão é ao mesmo tempo chamado a Teoria de Riesz-Schauder. No entanto,

precisamos somente do caso em que o espaço é Hilbert.

Teorema 2.4 Seja T um operador compacto num espaço de Hilbert com

produto interno ⟨·, ·⟩. Para cada λ ∈ C, sejam:

Vλ = {x ∈ X : Tx = λx}

Wλ = {x ∈ X : T ∗x = λx}

então:
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a) O conjunto dos λ ∈ C para os quais Vλ ̸= {0} é finito ou enumerável, e

no último caso, possui o zero como o único ponto de acumulação.

b) Se λ ̸= 0 então dim(Vλ) = dim(Wλ).

c) Se λ ̸= 0 então R(λI − T ) é fechado.

Demonstração

Prova de a) Primeiro mostraremos que a afirmação (a) é equivalente a

seguinte afirmação:

ã) Para cada ϵ > 0, o espaço gerado pelas combinações lineares dos vetores

dos Vλ com |λ| > ϵ possui dimensão finita.

a) ⇒ ã) Como o zero é o único ponto de acumulação do conjunto dos

λ ∈ C tais que Vλ ̸= {0}, qualquer ϵ > 0 dado, existirá somente uma

quantidade finita desses λ’s ∈ C, com |λ| > ϵ, como para cada λ ̸= 0, a

dim(Vλ) < ∞ e a únião finita de conjuntos finitos é finita, tem-se que, o

espaço gerado pelas combinações lineares dos vetores dos Vλ com |λ| > ϵ

possui dimensão finita.

ã) ⇒ a) Como cada autovetor está associado a um único autovalor, tem-

se que dado ϵ > 0 existe no máximo finito λ’s tais que Vλ ̸= {0} e |λ| > ϵ,

isso nos diz que, se tomarmos ϵn =
1

n
, somente finito λ’s satisfaz |λ| > 1

n
para cada n ∈ N, como a união enumerável de conjuntos finitos é no máximo

infinito enumerável, temos que o conjunto dos λ ∈ C tais que Vλ ̸= {0} é

finito ou infinito enumerável e dim(Vλ) < +∞ para cada λ ̸= 0 já que a

dimensão do espaço gerado por todos os vetores dos Vλ com |λ| > ϵ é finita.

Portanto basta provarmos que para cada ϵ > 0, o espaço gerado pelas

combinações lineares dos Vλ com |λ| > ϵ possui dimensão finita.
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Suponha o contrário, isto é, existe ϵ > 0 e uma sequência infinita {xj}+∞
j=1 ⊂

X de elementos linearmente independentes tal que Txj = λjxj com |λj| > ϵ

para todo j = 1, 2, 3, . . .. Como |λj| 6 ∥ T ∥, podemos tomar uma sub-

sequência que denotaremos por {λk}+∞
k=1 que é de Cauchy. Considere Xm o

espaço gerado pelos elementos x1, . . . , xm. Para cada m, escolha ym ∈ Xm

com ∥ ym ∥= 1 e ym ⊥ Xm−1. Assim, podemos escrever ym =
m∑
j=1

cmjxj para

alguns escalares cmj, dáı

λ−1
m Tym = λ−1

m

[
T

(
m∑
j=1

cmj
xj

)]

= λ−1
m

m∑
j=1

cmj
λjxj

=
m∑
j=1

cmj
λ−1
m λjxj +

m−1∑
j=1

cmj
xj −

m−1∑
j=1

cmj
xj

= cmmxm +
m−1∑
j=1

cmj
xj +

m∑
j=1

cmj
(λ−1

m λj − 1)xj

= ym +
m−1∑
j=1

cmj
(λ−1

m λj − 1)xj

Se n < m então

λ−1
m Tym − λ−1

n Tyn = ym − yn +
m−1∑
j=1

cmj(λjλ
−1
m − 1)xj −

n−1∑
j=1

cnj(λjλ
−1
n − 1)xj

Chame v = −yn +
m−1∑
j=1

cmj(λjλ
−1
m − 1)xj −

n−1∑
j=1

cnj(λjλ
−1
n − 1)xj, como
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n < m, então v ∈ Xm−1 e do fato de ym ⊥ Xm−1, tem-se

∥ λ−1
m Tym − λ−1

n Tyn ∥2 = ∥ y + v ∥2

= ∥ y ∥2 +2 ⟨y, v⟩+ ∥ v ∥2

= 1+ ∥ v ∥2

> 1

portanto,

∥ λ−1
m Tym − λ−1

n Tyn ∥> 1

e

1 6 ∥ λ−1
m Tym − λ−1

n Tyn ∥

= ∥ λ−1
m Tym − λ−1

m Tyn − λ−1
m Tyn − λ−1

n Tyn ∥

6 |λ−1
m | ∥ Tym − Tyn ∥ +|λ−1

m − λ−1
n | ∥ Tyn ∥

assim,

|λ−1
m | ∥ Tyn − Tym ∥> 1− |λ−1

m − λ−1
n | ∥ Tyn ∥

∥ Tyn − Tym ∥> |λm| − |1− λmλ
−1
n | ∥ Tyn ∥

Como |λm| > ϵ, ∥ Tyn ∥6∥ T ∥ e λmλ
−1
n → 1, então ∥ Tyn − Tym ∥> ϵ,

logo {Tyn} não possui subsequência convergente, contrariando o fato de T

ser compacto.

Prova de b) Dado λ ̸= 0, pelo Teorema (2.2) podemos escrever T =

T0 + T1 onde T0 possui rank finito e ∥ T1 ∥< |λ|. Para isto, basta escolher

ϵ = |λ|, T0 = Tϵ e T1 = T − Tϵ. Assim, o operador λI − T1 = λ(I − λ−1T1) é
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invert́ıvel, observe que,

(λI − T1)
−1(λI − T ) = (λI − T1)

−1(λI − T1 − T0)

= I − (λI − T1)
−1T0. (2.1)

Chame T2 = (λI − T1)
−1T0. Então, x ∈ Vλ ⇔ Tx = λx ⇔ (T0 + T1)x =

λx ⇔ T0x + T1x = λx ⇔ T0x = (λI − T1)x ⇔ (λI − T1)
−1T0x = x ⇔ 0 =

x − T2x. Por outro lado, tomando o adjunto de ambos os lados de (2.1),

temos:

[(λI − T1)
−1(λI − T )]∗ = [I − T2]

∗

(λI − T )∗[(λI − T1)
−1]∗ = I − T ∗

2

(λI − T ∗)[(λI − T1)
∗]−1 = I − T ∗

2

(λI − T ∗)(λI − T ∗
1 )

−1 = I − T ∗
2 .

Dáı, y = (λI − T ∗)−1x está em Wλ ⇔ x − T ∗
2 x = 0. De fato, como

(λI − T ∗)(λI − T ∗
1 )

−1x = (I − T ∗
2 )x ⇔ (λI − T ∗)y = (I − T ∗

2 )x ⇔ 0 =

λIy − λIy = (I − T ∗
2 )x que é o mesmo que x− T ∗

2 x = 0.

Mostraremos que as equações x − T2x = 0 e x − T ∗
2 x = 0 possuem o

mesmo número de soluções independentes, e assim conclúımos que dim(Vλ) =

dim(Wλ).

Desde que T0 possui rank finito acontece o mesmo para T2. Seja u1, . . . , un

uma base ortonormal para R(T2). Então para cada x ∈ X temos T2x =
n∑

j=1

fj(x)uj onde
n∑

j=1

|fj(x)|2 =∥ T2x ∥2. Segue que x 7−→ fj(x) é um fun-

cional linear limitado para cada j = 1, . . . , n em X, assim existe v1, . . . , vn

tais que

T2x =
n∑

j=1

⟨x|vj⟩uj (x ∈ X).
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Tomando βjk = ⟨uj, vk⟩ e dado x ∈ X, considere αj = ⟨x|vj⟩. Se x−T2x =

0, então x =
n∑

j=1

αjuj. Fazendo o produto interno com vk temos:

αk −
∑
j

βjkαj = 0, k = 1. . . . , n. (2.2)

Inversamente, se α1, . . . , αn satisfaz (2.2), então x =
∑

αjuj satisfaz

x− T2x = 0. Por outro lado, como

⟨x, T ∗
2 y⟩ = ⟨T2x, y⟩

=
⟨∑

⟨x, vj⟩uj, y
⟩

=
∑

⟨x, vj⟩ ⟨uj, y⟩

=
∑

⟨x, vj⟩ ⟨y, uj⟩

=
⟨
x,
∑

⟨y, u⟩ vj
⟩

tem-se que T ∗
2 x =

∑
⟨x|uj⟩ vj. Dáı, pela mesma razão: x− T ∗

2 x = 0 ⇔ x =
n∑

j=1

αjvj onde

αk −
∑
j

βjkαj = 0, k = 1, . . . , n. (2.3)

Mas as matrizes (δjk − βjk) e (δjk − βkj) são adjuntas uma da outra, dáı

possui o mesmo rank. Então (2.2) e (2.3) possui o mesmo número de soluções

independentes.

Prova de c) Suponha {yj}+∞
j=1 uma sequência em R(λI − T ) na qual

converge para um y ∈ X. Vamos mostrar que y ∈ R(λI − T ). Podemos

encrever yj = (λI − T )xj para algum xj ∈ X, se xj = uj + vj onde uj ∈ Vλ e

vj ⊥ Vλ, temos yj = (λI − T )vj.

Afirmamos que {vj}+∞
j=1 é uma sequência limitada. Caso contrário, pas-

sando a uma subsequência podemos assumir ∥ vj ∥→ +∞. Tomando wj =
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vj
∥ vj ∥

então passando a uma subsequência podemos assumir que {Twj}+∞
j=1

converge para um limite z.

Desde que yj’s são limitados e ∥ vj ∥→ +∞, λwj = Twj +
yj

∥ vj ∥
→ z

quando j → +∞, então z ⊥ Vλ e ∥ z ∥= λ. Mas também

(λI − T )z = lim(λI − T )λwj = lim
λyj
∥ vj ∥

= 0

dáı z ∈ Vλ. Isto contradiz o fato de termos assumido λ ̸= 0.

Agora, sendo {vj}+∞
j=1 limitada, passando a uma subsequênca, podemos

assumnir que {Tvj}+∞
j=1 converge ao limite x. Mas

vj = λ−1(yj + Tvj) → λ−1(y + x) quando j → +∞

dáı

y = lim(λI − T )vj = (λI − T )λ−1(y + x)

então y ∈ R(λI − T ) como queŕıamos.

Corolário 2.2 Suponha λ ̸= 0. Então:

i) A equação (λI − T )x = y possui uma solução se, e somente se, y ⊥ Wλ;

ii) λI − T é sobrejetiva se, e somente se, é injetiva.

Demonstração

Prova de i) Segue da parte (c) do teorema e do fato de R(λI − T ) =

N(λI − T ∗)⊥, portanto, R(λI − T ) = N(λI − T ∗)⊥.

Prova de ii) ⇒) Suponha λI − T sobrejetiva, isto é, X = R(λI −

T ) = N(λI − T ∗)⊥ segue que dim(Wλ) = 0. Pela parte (b) do teorema,

dim(Vλ) = dim(Wλ), logo N(λI − T ) = {
−→
O}, portanto λI − T é injetiva.
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⇐) Se λI − T é injetiva, então Vλ = N(λI − T ) = {
−→
O}. Novamente pela

parte (b) do teorema e X = N(λI − T ∗)⊥ = R(λI − T ), segue que λI − T é

sobrejetiva. No qual pode acontecer que os espaços Vλ são todos triviais. No

entanto, se T é autoadjunto, existem autovetores.

Lema 2.1 Se T é um operador compacto autoadjunto em um espaço de

Hilbert X, então ou ∥ T ∥ ou − ∥ T ∥ é um autovalor para T .

Demonstração

Mostrar o lema é o mesmo que provar a seguinte afirmação: existe 0 ̸=

x ∈ X tal que [(T− ∥ T ∥ I)(T+ ∥ T ∥ I)]x = (T 2− ∥ T ∥2)x = 0.

Seja (xn)
+∞
n=1 com ∥ xn ∥= 1, ∀n, tal que ∥ Txn ∥→∥ T ∥. Como T é

compacto, existe subsequência de (Txn)
+∞
n=1, que denotaremos por (Txk)

+∞
k=1

convergente, do fato de T ser cont́ınuo, (T 2xk)
+∞
k=1 também converge.

Teorema 2.5 Se T é um operador compacto autoadjunto sobre um espaço de

Hilbert X, então X possui uma base ortonormal consistindo de autovetores

para T .

Demonstração

Apresentaremos primeiro duas propriedades de operadores autoadjuntos

que serão úteis na demonstração.

Afirmação 2.2 Autovetores para diferentes autovalores são ortogonais.

Prova

Sejam λ, µ autovalores diferentes para T e v, w seus respectivos autove-

tores associados, assim

⟨T (v), w⟩ = λ ⟨v, w⟩
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Por outro lado,

⟨T (v), w⟩ = ⟨v, T (w)⟩ = µ ⟨v, w⟩

segue que, (λ− µ) ⟨v, w⟩ = 0 como λ− µ ̸= 0, implica que v ⊥ w.

Afirmação 2.3 Se Y é um subespaço de X tal que T (Y ) ⊂ Y então T (Y ⊥) ⊂

Y ⊥.

Prova

Se y ∈ Y ⊥, para qualquer x ∈ Y tem-se

⟨T (y), x⟩ = ⟨y, T (x)⟩ = 0 pois T (x) ∈ Y .

Dáı, T (y) ∈ Y ⊥.

Em particular, seja Y o fecho do espaço gerado pela combinação linear de

todos os autovetores de T . Se escolhermos uma base ortonormal para cada

autoespaço de T e tomarmos a união, por (i) obtemos uma base para Y . Por

(ii), T |Y ⊥ é um operador compacto em Y ⊥, e não possui autovetores, desde

que todos os autovetores de T pertencem a Y . Pelo lema (2.1), temos que

pelo menos um dos valores ∥ T ∥ ou − ∥ T ∥ é um autovalor para T , portanto

só há uma sáıda Y ⊥ = {
−→
O}, dáı, Y = X.

Conclúımos este caṕıtulo, construindo uma útil classe de operadores em

L2(µ), com µ uma medida σ-finita sobre um espaço S. Se k é uma função

mensurável em S × S, definimos formalmente o operador Tk sobre funções

definidas em S por

Tkf(x) =

∫
k(x, y)f(y)dµ(y).

Se k ∈ L2(µ× µ) então k é chamado um kernel de Hilbert-Schmidt.



CAPÍTULO 2. OPERADORES COMPACTOS 31

Teorema 2.6 Seja k um kernel de Hilbert-Schmidt. Então Tk é um operador

compacto sobre L2(µ) e ∥ Tk ∥6∥ k ∥2

Demonstração

Primeiro mostraremos que Tk está bem definido em L2(µ) e é limitado

por ∥ k ∥2. Assim, para f ∈ L2(µ):

|Tkf(x)| 6
∫

|k(x, y)||f(y)|dµ(y)

6
(∫

|k(x, y)|2dµ(y)
) 1

2
(∫

|f(y)|2dµ(y)
) 1

2

Isso mostra que Tkf é finito quase sempre, e além disso

∥ Tkf ∥22 =

∫
|Tkf(x)|2dµ(y)

=

∫ ∣∣∣∣∫ k(x, y)f(y)dµ(y)

∣∣∣∣2 dµ(x)
=

∫ (∫
|k(x, y)||f(y)|dµ(y)

)2

dµ(x)

6
∫ [(∫

|k(x, y)|2dµ(y)
) 1

2
(∫

|f(y)|2dµ(y)
) 1

2

]2
dµ(x)

= ∥ f ∥22
∫ ∫

|k(x, y)|2dµ(y)dµ(x)

= ∥ k ∥22∥ f ∥22

dáı ∥ Tk ∥6∥ k ∥2.

Agora do fato de L2(µ) ser Hilbert temos que existe {ϕj}+∞
j=1 uma base

ortonormal para L2(µ). Considere o conjunto S = {ψij(x, y) = ϕi(x)ϕj(y); i, j >
1}. Queremos mostrar que S forma uma base ortonormal para L2(µ × µ).

Para isso, seja f ∈ L2(µ× µ) tal que f ∈ S
⊥
e g ∈ S. Dáı,∫

f(x, y)g(x, y)d(µ× µ) = 0
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tomando g(x, y) = ϕk(x)h(y), para qualquer k fixado e h pertencente ao

espaço gerado por {ϕj}+∞
j=1 contido em L2(µ). Temos

0 =

∫
f(x, y)g(x, y)d(µ× µ)

=

∫ ∫
fy(x)ϕk(x)dµ(x)h(y)dµ(y)

pela arbitrariedade de h tem-se que∫
fy(x)ϕk(x)dµ(x) = 0, y quase sempre.

Usando o mesmo argumento mostra-se que∫
fx(y)ϕn(y)dµ(y) = 0, x quase sempre.

Como {ϕj}+∞
j=1 é uma base para L2(µ), e n é arbitrário, tem-se f(x, y) ≡

0, (x, y) quase sempre. Logo S forma uma base para L2(µ× µ) e ainda∫
ψij(x, y)ψkn(x, y)d(µ× µ) =

∫ ∫
(ϕi(x)ϕj(y))(ϕk(x)ϕn(y))dµ(x)dµ(y)

=

∫ ∫
ϕi(x)ϕk(x)ϕj(y)ϕn(y))dµ(x)dµ(y)

=

(∫
ϕi(x)ϕk(x)dµ(x)

)
(ϕj(y)ϕn(y))dµ(y))

=

 1, se (i, j) = (k, n)

0, se (i, j) ̸= (k, n)

Consequentemente, podemos escrever k =
∑

aijψij. Para N = 1, 2, . . .,

seja

kN =
∑

i+j6N

aijψij(x, y)

=
∑

i+j6N

aijϕi(x)ϕj(y)
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assim, para f ∈ L2(µ) tem-se

TkNf(x) =

∫
kN(x, y)f(y)dµ(y)

=

∫ ∑
i+j6N

aijϕi(x)ϕj(y)f(y)dµ(y)

=
∑

i+j6N

∫
aijϕj(y)f(y)dµ(y)ϕi(x).

Então R(TkN ) está contido no espaço gerado por ϕ1, . . . , ϕN , dáı TkN

possui rank finito. Por outro lado,

∥ k − kN ∥22=
∑

i+j>N

|aij|2 → 0 quando N → +∞.

Assim, pelas observações feitas

∥ Tk − TkN ∥=∥ k − kN ∥2→ 0 quando N → +∞.

Constrúımos assim uma sequência de operadores com rank finito con-

vergindo para Tk, dáı pelo corolário (2.1), Tk é compacto.



Caṕıtulo 3

Funções Harmônicas

De ińıcio faremos um estudo sobre algumas propriedades das funções

harmônicas.

Proposição 3.1 Seja Ω um conjunto aberto em Rn+1 (com coordenadas x ∈

Rn, t ∈ R) com a propriedade (x,−t) ∈ Ω se (x, t) ∈ Ω. Seja Ω+ = {(x, t) ∈

Ω; t > 0} e Ω0 = {(x, t) ∈ Ω; t = 0}. Se u é cont́ınua em Ω+∪Ω0, harmônica

em Ω+ e zero em Ω0. Então u pode ser extendida de forma harmônica a Ω,

colocando u(x,−t) = −u(x, t).

Demonstração

Inicialmente mostraremos que a extensão de u definida acima é cont́ınua.

Basta mostrarmos a continuidade em pontos pertencentes a Ω0. Considere

então a sequência yk = (xk,−tk) com tk > 0 e (xk, tk) → (x0, 0) ∈ Ω0. Assim,

u(yk) = u((xk,−tk)) = −u(xk, tk). Como u((x, 0)) = 0 temos a continuidade.

Note ainda que u é harmônica em Ω \ Ω0, pois para (x, t) ∈ Ω+, tem-se que

u é harmônica por hipótese, e (x,−t) tem-se

34
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u(x,−t) = −u(x, t) =⇒ ∆u(x,−t) = ∆(−u(x, t)) = −∆u(x, t) = 0.

Agora, dado (x0, 0) ∈ Ω0, mostraremos que u é harmônica em (x0, 0).

Seja B é uma bola centrada em x0 a qual o fecho está contido em Ω, isto é,

B ⊂ Ω.

Por uma translação e dilatação de coordenada, podemos assumir que

x0 = 0 e B é unitária. Desde que u é cont́ınua em B, podemos resolver o

problema de Dirichlet:

∆v = 0 em B e v = u em ∂B.

Com v ∈ C(B), pela afirmação (1.14).

Assim, escrevendo

v(x, t) =

∫
S

P ((x, t), (y, t))u(y, t)dσ(ỹ), com ((x, t) ∈ B)

temos

v(x,−t) =

∫
S

(
1− |(x,−t)|2

wn|(x,−t)− (y,−t)|n

)
u(y,−t)dσ(ỹ)

= −
∫
S

(
1− |(x,−t)|2

wn|(x, t)− (y, t)|n

)
u(y, t)dσ(ỹ)

= −v(x, t).

Dáı, v(x,−0) = v(x, 0) ⇒ v(x, 0) = 0. Deste modo, v concorda com

u no hemisfério superior e inferior de ∂B. Pela afirmação (1.11) temos a

unicidade, pois v = u no interior, implica v = u em B. Em particular, u é

harmônica em B.

Considere T : Ω → Ω′ translação x 7−→ x+a e a sua inversa T−1 : Ω′ → Ω,
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onde (T (Ω) = Ω′), dada por y 7−→ y − a. Então,

∆(u ◦ T−1) =
∑
j

∂2

∂yj
[u(y − a)]

=
∑
j

∂

∂yj

[
∂u

∂xj
· ∂

∂yj
(y − a)

]
=

∑
j

∂

∂yj

[
∂u

∂xj
(y − a)

]
=

∑
j

∂2

∂x2j
u(y − a) = 0.

Suponha Ω uma vizinhança de x0 ∈ Rn. Se u é uma função harmônica

em R \ {x0}, u é dita possuir uma singularidade remov́ıvel em x0 se u pode

ser redefinida em x0 de forma a ser harmônica em Ω.

Considere a aplicação dilatação T : Ω → Ω′ com T (Ω) = Ω′, dada por

x → λx e sua inversa T−1 : Ω′ → Ω, tem-se y → 1

λ
y. Sendo u uma função

harmômica em Ω, u ◦ T 1 ainda é harmônica, pois

∆(u ◦ T−1) =
∑
j

∂2

∂y2j

(
u

(
1

λ
y

))
=

∑
j

∂

∂yj

[
∂

∂xj
u

(
1

λ
y

)
· ∂

∂yj

(
1

λ
y

)]
=

∑
j

∂

∂yj

[
∂

∂xj
u

(
1

λ
y

)
· 1
λ

]
=

∑
j

1

λ

∂

∂yj

[
∂

∂xj
u

(
1

λ
y

)]
=

∑
j

1

λ2
∂2u

∂x2j

=
1

λ2

∑
j

∂2

∂x2j
u

(
1

λ

)
= 0.
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Teorema 3.1 Suponha u harmônica em Ω\{x0}. Se |u(x)| = o (|x− x0|2−n)

para n > 2 ou |u(x)| = o (log |x− x0|1) para n = 2, quando x → x0, então u

possui uma singularidade remov́ıvel em x0.

Demonstração

Por argumentos mostrados anteriormente, a menos de translação e di-

latação, podemos supor que Ω contém o fecho da bola unitária B1 = B1(0) e

x0 = 0. Podemos assumir ainda que u é real, já que se u for complexa, tem-se

as desigualdades |Reu|, |Imu| 6 |u|. Desde que u é cont́ınua em ∂B1, pela

afirmação (1.14) existe v ∈ C(B1) satisfazendo

∆v = 0 em B1 e v = u em ∂B1.

Mostremos que u = v em B1 \ {0}, dáı podemos remover a singularidade

fazendo u(0) = v(0). Dado ε > 0 e δ ∈ (0, 1), considere a função

f(x) = u(x)− v(x)− ε (|x|2−n − 1) para n > 2

e

g(x) = u(x)− v(x) + ε log |x| para n = 2.

Portanto,

f(x) = u(x)− v(x)− ε
(
|x|2−n − 1

)
= u(x)− ε|x|2−n − v(x) + ε

= |x|2−n

(
u

|x|2−n
− ε

)
+ ε− v(x).

Como
u

|x|2−n
→ 0, podemos escolher δ ∈ (0, 1) tal que

u

|x|2−n
− ε <

−ε
2
, ∀ 0 < |x| 6 δ. Assim, |x| = δ tem-se f(x) < δ2−n

(
−ε
2

)
+ ε − v(x).



CAPÍTULO 3. FUNÇÕES HARMÔNICAS 38

Como v(x) → v(0) quando δ → 0, tem-se f(x) → −∞ para n > 2. Logo

existe δ ∈ (0, 1) tal que |x| 6 δ tem-se f(x) 6 0, dáı f é não positiva em

B1 \ Bδ, assim pelo Prinćıpio do Máximo, f é não positiva em B1 \ {0}.

Refazendo as contas para f(x) = v(x) − u(x) − ε (|x|2−n − 1) e usando o

mesmo argumento, mostra-se que f > 0 em B1 \ {0}. Pela arbitrariedade

do ε > 0, temos u = v em B1 \ {0}. Desse modo podemos remover a

singularidade de f , escrevendo u(0) = v(0).

Seja T uma bijeção de classe C∞ de um aberto Ω ⊂ Rn em um aberto

Ω′ ⊂ Rn com inversa C∞. Sejam y = T (x) e, JT =

(
∂yi
∂xj

)
e JT−1 =

(
∂xi
∂yj

)
são as matrizes jacobianas de T e T−1 respectivamente.

Defina a matriz (gij) em Ω′ por

(gij(y)) = (JT−1)t(y)JT−1(y)

=
∑ ∂xk

∂yi
· ∂xk
∂yj

(y).

a matriz inversa (gij) de (gij) é então

(gij(y)) = (JJT )(T−1(y))

=
∑
k

∂yi
∂xk

∂yj
∂xk

∣∣∣∣
T−1(y)

.

além do mais,

g = det(gij)

= det((JT−1)t(y) · JT−1(y))

= det((JT−1)(y)) det(JT−1(y))

= det(JT−1)2

Dáı, det JT−1 =
√
g e temos a relação abaixo entre os elementos de volume

dx e dy:
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dx = | det JT−1 |dy =
√
gdy

Teorema 3.2 Se u é de classe C2 em Ω e U = u ◦ T−1, então

∆(u ◦ T−1) =
1
√
g

n∑
i,j=1

∂

∂yi

(
gij

√
g
∂U

∂yi

)
.

Demonstração

Dado ϕ ∈ C∞
c (Ω), seja ψ = ϕ ◦ T−1. Então∫

(∆u)ϕdx =

∫ ∑
k

∂2u

∂x2k
ϕdx

=
∑
k

∫
∂2u

∂x2k
ϕdx

= −
∑
k

∫
∂u

∂xk

∂ϕ

∂xk
dx

= −
∑
k

∫
∂u

∂xk
(T−1(y))

∂ϕ

∂xk
(T−1(y))|JT−1 |dy

= −
∑
k

∫
∂u

∂xk

∂ψ(y)

∂xk

√
gdy

= −
∑
i,j,k

∫
∂U

∂yi

∂yi
∂xk

· ∂ψ
∂yj

∂yj
∂xk

√
gdy

= −
∑
i,j,k

∫
∂U

∂yi

∂ψ

∂yj

(
∂yi
∂xk

∂yj
∂xk

)
√
gdy

= −
∑
i,j

∫
∂U

∂yi

∂ψ

∂yj

(∑
k

∂yi
∂xk

∂yj
∂xk

)
√
gdy

= −
∑
i,j

∫
∂U

∂yi

∂ψ

∂yj
gij

√
gdy

=
∑
i,j

∫
∂

∂yi

(
gij

√
g
∂U

∂yi

)
ψdy

=
∑
i,j

∫ [
1
√
g

∂

∂yi

(
gij

√
g
∂U

∂yi

)
◦ T
]
ϕdx.
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Isto é verdade para toda ϕ ∈ C∞
c (Ω), o resultado segue.

Estamos particularmente interessado na transformação

y = T (x) = |x|−2x no Rn \ {0}

obtida por inversão na esfera unitária. De x = |y|−2y, vemos que

∂xk
∂yi

=
−2yiyk
|y|4

+
δik
|y|2

e

gij =
∑
k

(
∂xk
∂yi

∂xk
∂yj

)
=

∑
k

[
−2yiyk
|y|4

+
δik
|y|2

] [
−2yiyk
|y|4

+
δik
|y|2

]
=

∑
k

[
4yiyjy

2
k

|y|8
− 2yiykδjk

|y|6
− 2yjykδik

|y|6
+
δikδjk
|y|4

]

=

4yiyj
∑
k

y2k

|y|8
− 2yiyj

|y|6
− 2yjyi

|y|6
+
δiiδjj
|y|4

=
4yiyj
|y|6

− 2yiyj
|y|6

− 2yjyi
|y|6

+
δij
|y|4

=
δij
|y|4

.

Dáı gij = |y|4δij e g = |y|−4n. Então, se u é uma função em Rn \ {0} e

U(y) = u (|y|−2y), temos
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∆u(|y|−2y) = ∆u ◦ T−1

=
1
√
g

n∑
i,j

∂

∂yj

(
gij

√
g
∂U

∂yi

)

=
1√
1

|y|4n

∑
i,j

∂

∂yj

[
|y|4δij

√
1

|y|4n
∂U

∂yi

]

= |y|2n
∑
j

∂

∂yj

[
|y|4 · |y|−2n∂U

∂yi

]
= |y|2n

∑
j

∂

∂yj

[
|y|2(2−n)∂U

∂yi

]
= |y|2n

∑
j

[
(2− n)|y|2(1−n) · 2yj

∂U

∂yi
+ |y|4−2n∂

2U

∂y2i

]
= |y|2n

∑
j

[
(4− 2n)|y|2(1−n)yj

∂U

∂yi
+ |y|4−2n∂

2U

∂y2i

]
= |y|2n

∑
j

[
2(2− n)|y|2(1−n)yj

∂U

∂yi
+ |y|4−2n∂

2U

∂y2i

]
= |y|n+2

∑
j

[
2(2− n)|y|−n)yj

∂U

∂yi
+ |y|2−n∂

2U

∂y2i

]
= |y|n+2

∑
j

[
∂2|y|2−n

∂2j
U + 2

∂|y|2−n

∂yi

∂U

∂yi
+ |y|2−n∂

2U

∂y2i

]
= |y|n+2

∑
j

∂2

∂y2i

[
|y|2−nU

]
. (3.1)

Note que

∂|y|2−n

∂yj
=

∂

∂yj

[
(|y|2)1−n

2

]
=
(
1− n

2

)
|y|−n · ∂yj = (2− n)|y|−nyj.

Dáı

∆u(|y|−2y) = |y|n+2
∑ ∂2

∂y2j

(
|y|2−nU

)
, U(y) = u

(
|y|−2y

)
.
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Considere Ω ⊂ Rn \ {0}, tomemos

Ω̃ = {|x|−2x; x ∈ Ω}.

Se u é uma função em Ω, sua transformada de Kelvin é a função ũ definida

em Ω̃ por ũ(x) = |x|2−nu(|x|−2x).

Teorema 3.3 Se u é harmônica em Ω ⊂ Rn \ {0}, então sua transformada

de Kelvin ũ é harmônica em Ω̃.

Demonstração

Usando a notação de (3.1), temos que

∆u(|y|−2y) = |y|n+2
∑ ∂2

∂y2j
(|y|2−nU), U(y) = u(|y|−2y).

Assim,

Ũ(y) = ũ(|y|−2y)

= ||y|−2y|2−nu(||y|−2y|−2|y|−2y)

= |y|−4+2n|y|2−nu(|y|4|y|−2|y|−2y)

= |y|n−2u(y).

Tem-se Ũ(y) = |y|2−nu(y) ou u(y) = |y|2−nŨ(y). Por (3.1):

∆ũ(|y|−2y) = |y|n+2∆(|y|2−nŨ)(y)

= |y|n+2∆u(y).

Portanto se u é harmônica em Ω, temos que ũ é harmônica em Ω̃.

Se u é harmônica fora de um conjunto limitado, então na transformada

de Kelvin ũ é harmônica na vizinhança de origem, exceto nula na origem.
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Definição 3.1 Dizemos que u é harmônica no infinito se ũ possui uma sin-

gularidade remov́ıvel no O.

Proposição 3.2 Se u é harmônica num complemento de um conjunto limi-

tado do Rn, o que se segue são equivalentes:

a. u é harmônica no infinito;

b. u(x) → 0 quando x→ ∞ se n > 2, ou |u(x)| = O(log |x|) quando x→ ∞

se n = 2;

c. |u(x)| = O(|x|2−n) quando x→ ∞.

Demonstração

Ver [1].

Proposição 3.3 Suponha u harmônica no infinito. Então |∂ru(x)| = O(|x|1−n)

quando x → ∞. Além do mais, no caso n = 2 tem-se |∂ru(x)| = O(|x|−2)

quando x→ ∞.

Demonstração

Ver [1].



Caṕıtulo 4

Potenciais de Camada

As seções deste caṕıtulo são dedicados à soluções dos problemas de Dirich-

let e Neumann para o Laplaciano pelo método de potenciais de camada. Este

método reduz os problemas a resolver certas equações integrais, para os quais

pode-se usar a Teoria de Operadores Compactos.

4.1 Problemas

De agora em diante, Ω será um domı́nio limitado em Rn fixado com fron-

teira de classe C2 e Ω′ = Rn \Ω. Ambos Ω e Ω′ será permitido desconexo; de

qualquer modo, desde que S é diferenciável, terá finitas componentes. Deno-

taremos as componentes de Ω por Ω1, . . . ,Ωm e as de Ω′ por Ω′
0,Ω

′
1, . . . ,Ω

′
m,

onde Ω′
0 é a componente ilimitada.

Para tratarmos o problema de Neumann, precisamos ter cuidado sobre o

significado da derivada normal, uma vez que não desejamos tornar confusa

a teoria com pressupostos estranhos de suavidade. Recordem que definimos

44
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a derivada normal ∂ν numa vizinhança de S pela fórmula (1.1). Define-se

Cν(Ω) o espaço de funções u ∈ C ′(Ω) ∩ C(Ω) tal que o limite

∂ν−u(x) = lim
t→0−

ν(x) · ∇u(x+ tν(x)), com ν(x) normal a S no ponto x,

existe para cada x ∈ S, a convergência é de natureza uniforme em S. Então

∂ν−u é uma função cont́ınua em S. Semelhantemente, definimos Cν(Ω
′) como

o espaço de funções u ∈ C1(Ω′) ∩ C(Ω′
) tal que o limite

∂ν+u(x) = lim
t→0+

ν(x) · ∇u(x+ tν(x)), com ν(x) normal a S no ponto x,

existe para cada x ∈ S, a convergência é de natureza uniforme em S. Os

operadores ∂ν− e ∂ν+ são chamados de derivadas normal interior e exterior

em S.

Enunciaremos agora os problemas que pretendemos resolver:

• O Problema Interior de Dirichlet: Dada f ∈ C(S), encontrar u ∈ C(Ω)

tal que u seja harmônica em Ω e u = f em S.

• O Problema Exterior de Dirichlet: Dada f ∈ C(S), encontrar u ∈

C(Ω′) tal que u seja harmônica em Ω′ ∪ {∞} e u = f em S.

• O Problema Interior de Neumann: Dada f ∈ C(S), encontrar u ∈

Cν(Ω) tal que u seja harmônica em Ω e ∂ν−u = f em S.

• O Problema Exterior de Neumann: Dada f ∈ C(S), encontrar u ∈

Cν(Ω
′) tal que u seja harmônica em Ω′ ∪ {∞} e ∂ν+u = f em S.

Observamos aqui, que para os problemas exteriores, a solução caso ela

exista será uma função harmônica fora de um conjunto limitado, que é o caso

de harmônica no infinito, como já foi discutido anteriormente. Desse fato,
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obtemos a unicidade.

Esses quatro problemas estão ligados, e obteremos as soluções para todos

eles simultaneamente. Os seguintes resultados são referentes à unicidade das

soluções de tais problemas.

Proposição 4.1.1 Se u é solução do Problema Interior de Dirichlet com

f = 0, então u = 0.

Demonstração

Podemos considerar u real, pois para u complexa, o argumento é o mesmo

para as partes real e imaginária de u. Note que u = 0 em ∂Ω, pelo Prinćıpio

do Máximo u atinge o máximo na fronteira, note ainda que −u também é

solução e atinge o máximo na fronteira, dáı u = 0.

Proposição 4.1.2 Se u é solução para o Problema Exterior de Dirichlet com

f = 0 então u = 0.

Demonstração

Como já mostramos que a harmonicidade é preservada por translação e

dilatação de coordenadas, podemos supor que 0 ̸∈ Ω. Pelo Teorema (3.3),

a transformada de Kelvin ũ de u é solução para o problema de Dirichlet

com f = 0, para o domı́nio limitado Ω
′
= {x = |x|−2x ∈ Ω′}. Como

u(x) = |x|2−nũ(|x|−2x), se ũ = 0 então u = 0.

Proposição 4.1.3 Se u é solução para o Problema Interior de Neumann

com f = 0 então u é constante em cada componente de Ω.

Demonstração

Pela identidade de Green tem-se
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∫
Ω

|∇u|2 = −
∫
Ω

u(∆u) +

∫
S

u∂ν−u = 0, pois∫
S

u∂ν−u = 0, já que ∂νu|S = f = 0, e∫
Ω

u(∆u) = 0, pois u é harmônica.

Seja Ωi uma componente conexa de Ω. Temos que

0 =

∫
Ω

|∇u|2 >
∫
Ωi

|∇u|2 > 0 portanto

∫
Ωi

|∇u|2 = 0.

Como Ωi é conexo tem-se |∇u|2 = 0 em Ωi, dáı u é constante em Ωi.

Proposição 4.1.4 Se u é solução do Problema Exterior de Neumann com

f = 0 então u é constante em cada componente Ω′, e u = 0 na componente

ilimitada Ω′
0 quando n > 2.

Demonstração

Tome r > 0 grande o bastante de tal forma que Ω ⊂ Br = Br(0). A

identidade de Green nos dá,∫
Ω

(v∆u+∇u · ∇v) =
∫
S

v∂νu.

Do fato de u ser harmônica em Ω′ e ∂ν+u = 0 em S, tem-se∫
Br\Ω

|∇u|2 = −
∫
Br\Ω

u(∆u)−
∫
S

u∂ν+u+

∫
∂Br

u∂ru

=

∫
∂Br

u∂Ωu

pois no caso da bola, a derivada normal coincide com a derivada radial. Pelas

proposições (3.2) e (3.3) temos, respectivamente, que |u(x)| = O (|x|2−n) e



CAPÍTULO 4. POTENCIAIS DE CAMADA 48

|∂ru(x)| = O (|x|1−n). Assim∣∣∣∣∫
∂Br

u∂rudσ(x)

∣∣∣∣ 6
∫
∂Br

|u||∂ru|dσ(x)

6
∫
∂Br

c1|x|2−nc2|x|1−ndσ(x)

= c3

∫
∂Br

r2−nr1−ndσ(x)

= c3r
2−nr1−n

∫
∂Br

dσ(x)

= c3r
2−nr1−nσ(Sn−2)

∫ r

0

tn−1dt

= c4r
2−nr1−n r

n−1

n− 1

= cr2−n

Dáı, quando n > 2, fazendo r → ∞ tem-se

∫
Ω′
|∇u|2 = 0. Então ∇u = 0

em Ω′, assim u é localmente constante em Ω′ e u = 0 em Ω′
0 pois |u(x)| =

O (|x|2−n). Se n = 2 novamente a proposição (3.3) nos dá |∂ru(x)| = O (r−2),

como∫
Br\Ω

|∇u|2dσ(x) = −
∫
Br\Ω

u(∆u)dσ(x)−
∫
S

u∂ν+udσ(δ) +

∫
∂Br

u∂rudσ(x
′)

=

∫
∂Br

u∂rudσ(x
′)

tem-se
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∣∣∣∣∫
∂Br

u∂rudσ(x
′)

∣∣∣∣ 6
∫
∂Br

|u||∂ru|dσ(x′)

6 c1

∫
∂Br

|∂ru|dσ(x′)

6 c2

∫
∂Br

|x|−2dσ(x′)

= c3

∫
∂Br

r−2dσ(x′)

= c3r
−2

∫ 2π

0

∫ r

0

tdtdθ

= cr−2 · r

= cr−1

Logo,

∣∣∣∣∫
∂Br

u∂rudσ(x
′)

∣∣∣∣ = O (r−1). Dáı |∇u| = 0 em Ω′, então u é

localmente constante em Ω′.

Veremos que os problemas interior e exterior de Dirichlet são sempre

resolv́ıveis. Para os problemas de Neumann, no entanto, existem algumas

condições necessárias.

Proposição 4.1.5 Se o problema interior de Neumann possui uma solução,

então

∫
∂Ωj

f = 0 para j = 1, . . . ,m.

Demonstração

Usando a identidade de Green, tem-se∫
S

v∂νu =

∫
Ω

∇u · ∇v +
∫
Ω

v(∆u).

Tomando v = 1 obtemos

∫
S

∇νu =

∫
Ω

∆u, como u é harmônica temos

que a integral é nula.
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Do fato de u ser harmônica em cada componente conexa Ωj, j = 1, . . . ,m,

temos

∫
∂Ωj

∂νu = 0, como ∂νu|S = f e ∂Ωj ⊂ S tem-se

0 =

∫
∂Ωj

∂νu =

∫
∂Ωj

f, ∀j = 1, . . . ,m.

Proposição 4.1.6 Se o Problema Exterior de Neumann possui solução, então∫
∂Ω′

j

f = 0 para j = 1, . . . ,m, e também para j = 0 no caso n = 2.

Demonstração

Aplicando a proposição anterior tem-se que

∫
∂Ω′

j

f = 0 para j > 1.

Se u = 2, seja r suficientemente grande tal que Ω ⊂ Br = Br(0). Pela

afirmação (1.6), tem-se ∫
∂B

∂ru−
∫
∂Ω′

0

∂ν+u = 0

Mas, |∂ru(x)| = O (|x|−2) pela proposição (3.3), dáı∫
∂Br

∂ru→ 0 quando r → ∞ e

0 =

∫
∂Ω′

j

∂ν+u =

∫
∂Ω′

0

f .

4.2 Operadores Integrais

Estudaremos na próxima seção o potencial de camada dupla, entretanto

precisamos de algumas informações sobre certos tipos de operadores integrais

sobre a fronteira S do nosso domı́nio Ω ⊂ Rn.

Definição 4.2.1 Seja k uma função mensurável em {S × S}, e suponha

0 6 α 6 n− 1. Diremos k um kernel de ordem α > 0 se

k(x, y) = A(x, y)|x− y|α (4.1)
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com A uma função limitada em {S ×S}. Se α = 0, k é um kernel de ordem

zero se

k(x, y) = A(x, y) log |x− y|+B(x, y) (4.2)

onde A e B são funções limitadas em {S × S}.

Caso k seja cont́ınua em {(x, y) ∈ {S × S}; x ̸= y}, dizemos que k é um

kernel cont́ınuo de ordem α. Se k é um kernel de ordem α, com 0 6 α 6 n−1,

definimos o operador Tk por

Tkf(x) =

∫
S

k(x, y)f(y)dσ(y).

Proposição 4.2.1 Se k é um kernel de ordem α, 0 6 α 6 n − 1, então Tk

é limitado em Lp(S) para 1 6 p < ∞. Além do mais, existe uma constante

c > 0 dependendo somente de α tal que se k com suporte em {(x, y); |x−y| <

ϵ}, então

∥ Tkf ∥p6 Cϵn−1−α ∥ A ∥∞∥ f ∥p, com α > 0

∥ Tkf ∥p6 Cϵn−1(∥ A ∥p (1 + | log ϵ|+ ∥ B ∥∞)) ∥ f ∥∞, com α = 0

onde A e B são como (4.1) e (4.2).

Demonstração

Note que,∫
|k(x, y)|dσ(x) 6 ∥ A ∥∞

∫
|x−y|<ϵ

|x− y|−αdy

= ∥ A ∥∞
∫
Sn−2

∫ ϵ

0

r−αrn−2drdσ(y′)

= σ(Sn−2) ∥ A ∥∞
∫ ϵ

0

rn−2−αdr

= σ(Sn−2) ∥ A ∥∞
rn−α−1

n− α− 1

∣∣∣∣ϵ
0

= C ∥ A ∥∞ ϵn−α−1
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Usando então a Desigualdade de Young generalizada, tem-se que

∥ Tkf ∥p6 Cϵn−α−1 ∥ A ∥∞∥ f ∥p, com α > 0.

Para α = 0, tem-se∫
|k(x, y)|dσ(y) =

∫
|x−y|<ϵ

|A(x, y) log |x− y|+B(x, y)|dσ(y)

6 ∥ A ∥∞
∫
|x−y|<ϵ

log |x− y|dσ(y)+ ∥ B ∥∞
∫
|x−y|<ϵ

dσ(y)

= ∥ A ∥∞
∫
Sn−2

∫ ϵ

0

(log r)rn−2drdσ(y′) + c1 ∥ B ∥∞ ϵn−1

= σ(Sn−2) ∥ A ∥∞
∫ ϵ

0

(log r)rn−2dr + c1 ∥ B ∥∞ ϵn−1

= c2 ∥ A ∥∞
[
(log r)

rn−1

n− 1

∣∣∣∣ϵ
0

−
∫ ϵ

0

rn−2

n− 1
dr

]
+ c1 ∥ B ∥∞ ϵn−1

= c2 ∥ A ∥∞
[
(log ϵ)

ϵn−1

n− 1
− ϵn−1

(n− 1)2

]
+ c1 ∥ B ∥∞ ϵn−1

6 cϵn−1[∥ A ∥∞ (1 + | log ϵ|)+ ∥ B ∥∞].

Notamos aqui que lim
r→∞

(log r)
rn−1

n− 1
= 0, dáı conclúımos novamente pela

Desigualdade de Young generalizada que ∥ Tkf ∥p6 Cϵn−1[∥ A ∥∞ (1 +

| log ϵ|)+ ∥ B ∥∞] ∥ f ∥∞, quando α = 0.

Proposição 4.2.2 Se k é um kernel de ordem α com 0 6 α 6 n− 1, então

Tk é compacto em L2(S).

Demonstração

Dado ϵ > 0, defina kϵ(x, y) = k(x, y) para |x− y| > ϵ e kϵ(x, y) = 0, caso
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contrário. Seja k′ϵ = k − kϵ. Note que para |x− y| > ϵ tem-se

|kϵ(x, y)| = |A(x, y)|x− y|−α|, para 0 < α < n− 1

6 ∥ A ∥∞ |x− y|−α

=
∥ A ∥∞
|x− y|α

6 ∥ A ∥∞
ϵα

.

Dáı, kϵ é limitado em S × S, logo é um kernel Hilbert-Schmidt, por isso

Tkϵ é limitado em L2(S) pelo Teorema (2.6). Por outro lado, pela Proposição

(4.2.1) a norma do operador Tk′ϵ = Tk − Tkϵ tende a zero quando ϵ → ∞.

Dáı, como exibimos uma sequência de operadores compactos que converge

para Tk tem-se Tk compacto pelo corolário (2.1).

Proposição 4.2.3 Se k é um kernel de ordem α cont́ınua, 0 6 α < n − 1,

então Tk transforma funções limitadas em funções cont́ınuas.

Demonstração

Podemos assumir α > 0, desde que um kernel cont́ınuo de ordem zero é

também um kernel cont́ınuo de ordem α para qualquer α > 0. Escrevendo

então k(x, y) = A(x, y)|x − y|−α. Dado x ∈ S e δ > 0, considere o conjunto

Bδ = {y ∈ S; |x− y| < δ}. Se y ∈ Bδ, temos
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|Tkf(x)− Tkf(y)| =

∣∣∣∣∫
S

[k(x, z)− k(y, z)]f(z)dσ(z)

∣∣∣∣
6

∫
B2δ

[|k(x, z)|+ |k(y, z)|]|f(z)|dσ(z)

+

∫
S\B2δ

|k(x, z)− k(y, z)||f(z)|dσ(z)

6 ∥ f ∥∞∥ A ∥∞ ·
∫
B2δ

[|x− z|−α + |y − z|−α]dσ(z)

+

∫
S\B2δ

|k(x, z)− k(y, z)||f(z)|dσ(z)

Na última desigualdade, a primeira integral do lado direito escreve-se∫
B2δ

[|x− z|−α + |y − z|−α]dσ(z) =

∫
B2δ

|x− z|−αdσ(z) +

∫
B2δ

|y − z|−αdσ(z).

Agora, faremos o cálculo da integral

∫
B2δ

|x − z|−αdσ(z). Procede-se de

modo análogo para a segunda integral da última igualdade. Para δ > 0 su-

ficientemente pequeno temos que B2δ é localmente um gráfico sobre {z′ ∈

Rn−1; |y′ − z′| 6 δ}. Assim considerando ϕ(x) = (x, f(x)) a parametrização,

tem-se (π◦ϕ)(x) = x. Portanto det(J(π◦ϕ)(x)) = det(Id) = 1. Logo, usando

coordenadas polares e a identidade de

∫
R⊂S

f(x)dσ(x) =

∫
φ−1(R)

f(φ(y))
√

det(gij)dσ(y).

Temos ∫
B2δ

|x− z|−αdσ(z) 6 c2

∫
B̃2δ

|x′ − z′|−αdσ(z′)

= c1

∫
Sn−2

∫ ϵ

0

r−αrn−2drdσ(Sn−2)

= c1σ(S
n−2)

∫ δ

0

r−α+n−2

= cδn−α−1.
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Assim, dado ϵ > 0 podemos fazer esses termos menores que
1

2
ϵ para

δ suficientemente pequeno. Por outro lado, para y ∈ Bδ e z ∈ δ \ B2δ

temos |x − z| > 2δ e |y − z| > δ, dáı a continuidade de k fora da diagonal

implica que k(x, z)−k(y, z) converge uniformemente para zero em z ∈ δ\B2δ

quando y → x. Portanto a integral sobre δ \ B2δ será menor que
1

2
ϵ para y

suficientemente próximo de x, para isso, basta tomar δ > 0 satisfazendo as

duas condições.

Proposição 4.2.4 Suponha k um kernel cont́ınuo de ordem α com 0 6 α <

n− 1. Se u ∈ L2(S) e u+ Tku ∈ C(S), então u ∈ C(S).

Demonstração

Dado ϵ > 0, escolha ϕ ∈ C(S × S) tal que 0 6 ϕ 6 1, com ϕ(x, y) = 1

para |x − y| < 1

2
ϵ, e ϕ(x, y) = 0 para |x − y| > ϵ. Tomando k0 = ϕk e

k1 = (1− ϕ)k. Então pela desigualdade de Schwarz,

|Tk1u(x)− Tk1u(y)| 6
∫

|k1(x, z)− k1(y, z)||u(z)|dσ(z)

6
(∫

|k1(x, z)− k1(y, z)|2dσ(z)
) 1

2
(∫

|u(z)|2dσ(z)
) 1

2

= ∥ u ∥2
(∫

|k1(x, z)− k1(y, z)|2dσ(z)
) 1

2

Desde que k1 é cont́ınuo, argumento semelhante ao da proposição (4.2.3)

temos que a integral à direita tende a zero quando y → x, isto é, dado ϵ > 0

podemos tomar δ > 0 tal que |x− y| < δ tem-se que |Tk1u(x)− Tk1u(y)| < ϵ.

Dáı a continuidade de Tk1u.

Agora, tomando g = (u + Tku) − Tk1u notamos que g é cont́ınua e que

g = u+ Tk0u, pois
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g(x) = u(x) +

∫
k(x, y)u(y)dσ(y)−

∫
k1(x, y)u(y)dσ(y)

= u(x) +

∫
[k(x, y)− k1(x, y)]u(y)dσ(y)

= u(x) +

∫
[k(x, y)− (1− ϕ)k(x, y)]u(y)dσ(y)

= u(x) +

∫
ϕ(x, y)k(x, y)u(y)dσ(y)

= u(x) + Tk0u(x).

Pela Proposição (4.2.1), se ϵ é suficientemente pequeno, a norma do oper-

ador Tk0 em L2 e L∞ é menor que 1. Dáı I+Tk0 é invert́ıvel, podemos expres-

sar assim: u = (I + Tk0)
−1g em “série geométrica”temos u =

∞∑
j=0

(−Tk0)jg.

Pela proposição (4.2.3) temos que cada termo da série é cont́ınuo, como a

série converge na norma L∞, tem-se que converge uniformemente. Dáı o

limite u é cont́ınua. Para o que resta, seja T um operador limitado, tal que

∥ T ∥< 1, mostraremos que (I − T )−1 =
∞∑
k=0

T k, onde a série converge na

norma uniforme. Ora, desde que o espaço dos operadores limitados sobre

L2(S) é Banach, temos ∥ T k ∥6∥ T ∥k, com k = 1, 2, . . .. Assim
∞∑
k=0

∥ T ∥k

converge, para ∥ T ∥< 1. Portanto, a série
∞∑
k=0

converge absolutamente sob

a hipótese ∥ T ∥< 1.

Como L2(S) é completo, temos que o espaço dos operadores limitados

sobre L2(S) também o é. Consequentemente, convergência absoluta implica

convergência. Ainda, temos

(I − T )
n∑

k=0

T k = I − T n+1
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mas ∥ T ∥< 1 implica que T n+1 → 0 quando n → ∞. Logo,
∞∑
k=0

T k =

(I − T )−1.

4.3 Potencial de Camada Dupla

Nosso estudo se direciona aqui às propriedades do potencial de camada

dupla com momento ϕ, onde ϕ é uma função cont́ınua em S, definido como

segue

u(x) =

∫
S

∂νyN(x, y)ϕ(y)dσ(y); x ∈ Rn \ S. (4.3)

Veremos que essa fórmula tem papel importante na solução dos problemas

internos e externos de Dirichlet.

De ińıcio, sendo x ∈ Rn \ S e y ∈ S, como N(x, y) =
|x− y|2−n

wn(2− n)
=

(|x− y|2)1−n
2

wn(2− n)
(n > 2) temos

∂νyN(x, y) =
(
1− n

2

) ((|x− y|2)−
n
2 )

wn(2− n)
· [2(x− y) · ν(y)]

= −|x− y|−n

wn

· (x− y) · ν(y)

= −(x− y) · ν(y)
wn|x− y|n

.

Então ∂νyN(x, y) é cont́ınua em y e escrevendo ∂νyN(x, y) = f(r) temos

que, a menos de uma translação e dilatação de coordenadas, podemos consid-

erar y = 0 (origem), dáı f(r) estará na forma f(r) = ar2−n que pela afirmação

(1.4) temos que ∂νyN(x, y) é harmônica e x. Ora, como a derivada em x co-

muta com a derivada em y, e |∂νyN(x, y)| = O (|x|1−n) quando x→ ∞. Con-

clúımos que u é harmônica em Rn \ δ e |u(x)| = O (|x|1−n) quando x → ∞.
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Assim u também é harmônica no infinito.

Lema 4.3.1 Existe uma constante c > 0 tal que para todo x, y ∈ S,

|(x− y) · ν(y)| 6 c|x− y|2.

Demonstração

É suficiente mostrarmos que existe tal c > 0 para todo x, y ∈ S tal que

|x − y| 6 1. De fato, se |x − y| > 1 note que se v =
(x− y)

|x− y|2
satisfaz

|v| = |x− y|
|x− y|2

=
1

|x− y|
6 1. Logo,∣∣∣∣ (x− y)

|x− y|2
· ν(y)

∣∣∣∣ 6 c

∣∣∣∣ (x− y)

|x− y|2

∣∣∣∣ = c

|x− y|
6 c.

Dáı, |(x − y) · ν(y)| 6 c|x − y|2. Portanto, basta considerar |x − y| 6 1.

Dado y ∈ δ, a menos de translação e rotação, podemos considerar y = 0

e ν(y) = (0, 0, . . . , 1). Portanto (x − y) · ν(y) = xn, e próximo de y, S

é localmente em gráfico de uma equação xn = f(x1, . . . , xn−1) onde f ∈

C2, f(0) = 0 e ∇f(0) = 0. Pelo Teorema de Taylor, tem-se

|(x− y) · ν(y)| = |f(x1, . . . , xn−1)|

6 c|(x1, . . . , xn−1)|2

6 c|x|2

= c|x− y|2, para |x| 6 1

onde c só depende das derivadas parciais de segunda ordem de f . Desde que

S é compacto e de classe C2, existe tal constante que torna a desigualdade

verdadeira para todo y ∈ S.
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Daremos uma notação especial para o kernel ∂νyN(x, y), quando x e y

estão ambos em S. Dáı, colocamos

k(x, y) = ∂νyN(x, y); (x, y ∈ S, x ̸= y). (4.4)

A razão disso é que o kernel vem fazendo um papel especial na nossa

teoria. Segundo, há um pequeno risco considerar k como a derivada normal

de N para x ∈ S, o que comentaremos posteriormente.

Agora, discutiremos a continuidade de k sobre S.

Proposição 4.3.1 k é um kernel cont́ınuo de ordem n− 2 sobre δ.

Demonstração

Ora, observe que

k(x, y) =
A(x, y)

|x− y|n−2
, ondeA(x, y) = −(x− y)ν(y)

wn|x− y|2
. (4.5)

Pelo lema anterior, temos que existe c > 0 tal que para todo x, y ∈ S

temos |(x− y) · ν(y)| 6 c|x− y|2. Dáı

|A(x, y)| = |(x− y)ν(y)|
wn|x− y|2

6 c|x− y|2

wn|x− y|2
=

c

wn

,

portanto limitada. Logo, k(x, y) = A(x, y)|x − y|n−2 que é um kernel de

ordem n − 2, para x, y ∈ S com x ̸= y, é naturalmente cont́ınuo, dáı faz

sentido extender u a S por

u(x) =

∫
S

k(x, y)ϕ(y)dσ(y)

= Tkϕ(x); x ∈ S.

Pela proposição (4.2.3), a restrição de u a S é cont́ınua em S. No entanto,

u não é cont́ınua em Rn, existe um salto quando aproximam os pontos em S

por pontos em Rn \S. Observe a seguinte proposição onde utilizamos ϕ = 1.
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Proposição 4.3.2

∫
S

∂νN(x, y)dσ(y) =

 1, se x ∈ Ω

0, se x ∈ Ω′ = Rn \ Ω∫
S

k(x, y)dσ(y) =
1

2
, sex ∈ S.

Demonstração

O resultado para x ∈ Ω′ segue da afirmação (1.6), desde que N(x, y) é

C∞ em Ω e harmônica em Ω como uma função de y quando x ∈ Ω′. Por

outro lado, se x ∈ Ω, seja ϵ > 0 pequeno o suficiente tal que Bϵ = Bϵ(x) ⊂ Ω.

Podemos então aplicar a afirmação (1.6) para N(x, ·) no domı́nio Ω\Bϵ como

na prova do Teorema do Valor Médio:

0 =

∫
∂(Ω\Bϵ)

∂νyN(x, y)dσ(y)

=

∫
S

∂νyN(x, y)dσ(y) +

∫
∂Bϵ

∂νyN(x, y)dσ(y)

=

∫
S

∂νyN(x, y)dσ(y)−
∫
∂Bϵ

(x− y)ν(y)

wn|x− y|n
dσ(y)

=

∫
S

∂νyN(x, y)dσ(y)− 1

wnϵn

∫
∂Bϵ

(x− y)ν(y)dσ(y)

=

∫
S

∂νyN(x, y)dσ(y)− 1

wnϵn

∫
∂Bϵ

(x− y) · 1
ϵ
(x− y)dσ(y)

=

∫
S

∂νyN(x, y)dσ(y)− 1

wnϵn+1

∫
∂Bϵ

ϵ2dσ(y)

=

∫
S

∂νyN(x, y)dσ(y)− ϵ1−n

wn

∫
S

dσ(y)

=

∫
S

∂νyN(x, y)dσ(y)− ϵ1−n

wn

∫
∂Bϵ

dσ(y)

=

∫
S

∂νyN(x, y)dσ(y)− ϵ1−n

wn

· wn · ϵn−1

=

∫
S

∂νyN(x, y)dσ(y)− 1
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Dáı,

∫
S

∂νyN(x, y)dσ(y) = 1.

Agora suponha x ∈ S e novamente seja Bϵ = Bϵ(x). Considere a notação

Sϵ = S \ (S
∩
Bϵ), ∂B

′
ϵ = ∂Bϵ

∩
Ω;

∂B′′
ϵ = {y ∈ ∂Bϵ : ν(x)y < 0}.

Então ∂B′′
ϵ é o hemisfério de ∂Bϵ vivendo no mesmo lado do plano tan-

gente a S no ponto x quanto em Ω. Por outro lado, claramente∫
S

k(x, y)dσ(y) = lim
ϵ→0

∫
Sϵ

k(x, y)dσ(y)

Como N(x, ·) é harmônica em Ω \ Bϵ e suave sobre o bordo Sϵ

∪
∂B′

ϵ, a

afirmação (1.6) implica

0 =

∫
Sϵ

k(x, y)dσ(y) +

∫
∂B′

ϵ

∂νyN(x, y)dσ(y).

Então, tomando dentro do cálculo a orientação própria em ∂Bϵ, levando

em conta que ν aponta para fora de Ω.∫
S

k(x, y)dσ(y) = − lim
ϵ→0

∫
∂B′

ϵ

∂νyN(x, y)dσ(y)

= lim
ϵ→0

∫
∂B′

ϵ

(x− y)ν(y)

wn|x− y|n
dσ(y)

= lim
ϵ→0

∫
∂B′

ϵ

(x− y)

wnϵn
· 1
ϵ
(x− y)dσ(y)

= lim
ϵ→0

1

wnϵn+1

∫
∂B′

ϵ

ϵ2dσ(y)

= lim
ϵ→0

ϵ1−n

wn

∫
∂B′

ϵ

dσ(y)

Mas, sendo S de C2, a diferença simétrica entre ∂B′
ϵ e ∂B

′′
ϵ está contida

em uma “faixa equatorial”
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{y ∈ ∂Bϵ; |y · ν(x)| 6 c(ϵ)}, c(ϵ) = O(ϵ2)

cuja a área é O(ϵn). Portanto,∫
∂B′

ϵ

dσ(y) =

∫
∂B′′

ϵ

dσ(y) +O(ϵn)

=
1

2
ϵn−1wn +O(ϵn).

Dáı, ∫
S

k(x, y)dσ(y) = lim
ϵ→0

ϵ1−n

wn

(
1

2
ϵn−1wn +O(ϵn)

)
=

1

2
+ lim

ϵ→0

ϵ1−n

wn

O(ϵn)

=
1

2
.

Como queŕıamos mostrar. Aqui utilizamos o Teorema de Divergência

para uma superf́ıcie com canto, para melhores detalhes veja [2].

Para extender este resultado a densidade geral ϕ, precisamos de dois lemas

preliminares.

Lema 4.3.2 Existe uma constante c < ∞ tal que para todo x ∈ Rn \ S,

então ∫
S

|∂νyN(x, y)|dσ(y) 6 c

Demonstração

Seja d(x, S) a distância do ponto x ao ponto mais próximo de S. Fixado

δ > 0 com as seguintes propriedades:

i) δ <
1

2c
onde c é a constante do lema (4.3.1);
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ii) O conjunto dos x tal que d(x, S) <
1

2
δ é uma vizinhança tubular de S

como na afirmação 1.1. Então, se d(x, S) <
1

2
δ existem únicos x0 ∈ S

e t ∈
(
−1

2
δ,
1

2
δ

)
tal que x = x0 + tν(x0), onde x0 é o ponto em S

mais próximo de x. A existência de x0 é garantida pelo Prinćıpio dos

Múltiplos de Lagrange.

Caso I: d(x, S) > 1

2
δ. Então |∂νyN(x, y)| 6 c1δ

1−n para todo y ∈ S, dáı∫
S

|∂νy |N(x, y)dσ(y) 6 c1δ
1−n

∫
S

dσ = c2.

Caso II: d(x, δ) <
1

2
δ. Seja x0 o único ponto de S tal que x = x0 + tν(x0)

com |t| < 1

2
δ, e seja Bδ = {y ∈ S : |x0 − y| < δ}. Estimemos a integral de

|∂νyN | sobre S \Bδ e sobre Bδ separadamente. Se y ∈ S \Bδ então

|x− y| > |x0 − x| − |x− x0| > δ − 1

2
δ =

1

2
δ

Portanto, |∂νyN(x, y)| 6 c1δ
1−n. Logo a integral sobre S \ Bδ é limitada

por c2 como acima. Para estimar a integral sobre Bδ, notemos que

wn|∂νyN(x, y)| =
|(x− y)ν(y)|

|x− y|n

=
|(x− y)ν(y) + (x0 − x0)ν(y)|

|x− y|n

=
|(x− x0)ν(y) + (x0 − y)ν(y)|

|x− y|n

6 |(x− x0)ν(y)|+ |(x0 − y)ν(y)|
|x− y|n

6 |(x− x0)ν(y)|+ c|x0 − y|2

|x− y|n
, pelo lema (4.3.1).
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Além do mais,

|x− y|2 = |x− x0 + x0 − y|2

= |(x− x0) + (x0 − y)|2

= |x− x0|2 + 2(x− x0) · (x0 − y) + |x0 − y|2.

Note ainda que,

|2(x− x0) · (x0 − y)| = 2|x− x0||ν(x0) · (x0 − y)|

6 2c|x− x0||x0 − y|2

6 |x− x0||x0 − y|

pois δ <
1

2c
e |x− y| < δ. Sendo assim,

|x− y|2 = |x− x0|2 + |x0 − y|2 + 2(x− x0) · (x0 − y)

> |x− x0|2 + |x0 − y|2 + 2(x− x0) · (x0 − y)− 2|x− x0||x0 − y|

> |x− x0|2 + |x0 − y|2 − |x− x0||x0 − y|

> 1

2
(|x− x0|2 + |x0 − y|2) + 1

2
(|x− x0|2 − 2|x− x0||x0 − y|+ |x0 − y|2)

> 1

2
(|x− x0|2 + |x0 − y|2) + 1

2
(|x− x0| − |x0 − y|)2

> 1

2
(|x− x0|2 + |x0 − y|2).

Portanto,

|∂νyN(x, y)| 6 c3
|x− x0|+ c|x0 − y|2

(|x− x0|2 + |x0 − y|2)n
2

=
c3|x− x0|

(|x− x0|2 + |x0 − y|2)n
2

+
c3c|x0 − y|2

(|x− x0|2 + |x0 − y|2)n
2

6 c3|x− x0|
(|x− x0|2 + |x0 − y|2)n

2

+
c3c|x0 − y|2

(|x0 − y|2)n
2

6 c3|x− x0|
(|x− x0|2 + |x0 − y|2)n

2

+
c3c

|x0 − y|n−2
.
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Passando à coordenadas polares temos, r = |x0− y| e a = x−x0. Donde,∫
Bδ

|∂νyN(x, y)| 6 c4

∫ δ

0

[
a

(a2 + r2)
n
2

+
1

rn−2

]
rn−2dr.

substituindo r = as, temos

c4

∫ δ

0

[
a

(a2 + r2)
n
2

+
1

rn−2

]
rn−2dr = c4

∫ δ

0

arn−2

(a2 + r2)
n
2

dr + c4

∫ δ

0

dr

= c4

∫ δ

0

arn−2

(a2 + r2)
n
2

dr + c4δ

6 c4

∫ ∞

0

[
a(as)n−2

(a2 + (as)2)
n
2

]
ds+ c4δ

= c4

∫ ∞

0

[
ansn−2

an + (1 + s2)
n
2

]
ds+ c4δ

= c4

∫ ∞

0

sn−2

(1 + s2)
n
2

ds+ c4δ.

Esta última integral converge desde que o integrando é O(s−2) quando

s→ +∞.

Lema 4.3.3 Suponha ϕ ∈ C(S) e ϕ(x0) = 0 para algum x0 ∈ S. Se u é

definido por

u(x) =

∫
S

∂νyN(x, y)ϕ(y)dσ(y) com x ∈ Rn \ S e

u(x) =

∫
S

k(x, y)ϕ(y)dσ(y) = Tkσ(x) com x ∈ S

então u é cont́ınua no ponto x0.

Demonstração

Dado ϵ > 0, desejamos encontrar δ > 0 tal que |u(x)−u(x0)| < ϵ quando

|x− x0| < δ. Sejam c como no lema (4.3.2) e c′ =

∫
S

|k(x, y)|dσ(y), o qual é

finito, desde que k seja um kernel de ordem n−2, conforme a prova de (4.2.1).
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Escolha η > 0 tal que |ϕ(y)| < 2ϵ

3(c+ c′)
quando y ∈ Bη = {z ∈ S; |z−z0| < η.

Então,

|u(x)− u(x0)| 6
∫
Bη

(|∂νyN(x, y)|+ |∂νyN(x, y)|)|ϕ(y)|dσ(y) +

+

∫
S\Bη

|∂νyN(x, y)− ∂νyN(x0, y)||ϕ(y)|dσ(y)

6
∫
Bη

|∂νyN(x, y)||ϕ(y)|dσ(y) +
∫
Bη

|∂νyN(x0, y)||ϕ(y)|dσ(y) +

+

∫
S\Bη

|∂νyN(x, y)− ∂νyN(x0, y)||ϕ(y)|dσ(y)

6 2ϵ

3(c+ c′)

∫
Bη

|k(x, y)|dσ(y) + 2ϵ

3(c+ c′)

∫
Bη

|k(x0, y)|dσ(y) +

+

∫
S\Bη

|∂νyN(x, y)− ∂νyN(x0, y)||ϕ(y)|dσ(y)

<
2ϵc′

3(c+ c′)
+

2ϵc

3(c+ c′)
+
ϵ

3

=
2ϵ

3
+
ϵ

3

= ϵ.

Usamos acima o fato de ∂νyN = k quando ambas as entradas estão em S.

A primeira integral à direita é menor que
2ϵ

3
. Além do mais, se |x−x0| <

1

2
η

o integrando do terceiro termo é limitado e cont́ınuo em S \ Bη e tende a

zero uniformemente quando x → x0. Portanto, podemos escolher δ <
1

2
η

pequeno o suficiente tal que o terceiro termo seja menor que
ϵ

3
sempre que

|x − x0| < δ. Fica registrado aqui que δ depende somente de η e de norma

uniforme de ϕ.

Agora estamos preparados para o principal teorema desta seção. Se u é

definido por
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u(x) =

∫
S

∂νyN(x, y)ϕ(y)dσ(y) com x ∈ Rn \ S

definamos ut em S para t ̸= 0 pequeno, (isto é, com o módulo pequeno) por

ut(x) = u(x+ tv(x))

=

∫
S

∂νyN(x+ tv(x), y)ϕ(y)dσ(y).

Então, ut é a restrição de u à superf́ıcie paralela a S que dista |t| de S.

Teorema 4.3.1 Suponha ϕ ∈ C(S) e u definida por

u(x) =

∫
S

∂νyN(x, y)ϕ(y)dσ(y) com x ∈ Rn \ S.

A restrição de u a Ω possui uma extensão cont́ınua a Ω, e a restrição de

u a Ω′ possui uma extensão cont́ınua a Ω
′
. Mais precisamente, a função ut

converge uniformemente em S ao limite cont́ınua u− e u+ quando t aproxima

de zero por baixo e por cima, respectivamente. Assim, u− e u+ são dadas

por:

u−(x) =
1

2
ϕ(x) +

∫
S

k(x, y)ϕ(y)dσ(y)

u+(x) =
−1

2
ϕ(x) +

∫
S

k(x, y)ϕ(y)dσ(y).

Isto é, u− =
1

2
ϕ+ Tkϕ e u+ =

−1

2
ϕ+ Tkϕ.

Demonstração

Sejam x ∈ S e t < 0 suficientemente pequeno no sentido dado, então
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x+ v(x) ∈ Ω, dáı pela proposição (4.3.2)

ut(x) =

∫
S

∂νyN(x+ tv(x), y)ϕ(y)dσ(y)−
∫
S

∂νyN(x+ tv(x), y)ϕ(x)dσ(y)

+

∫
S

∂νyN(x+ tv(x), y)ϕ(x)dσ(y)

= ϕ(x)

∫
S

∂νyN(x+ tv(x), y)dσ(y)

+

∫
S

∂νyN(x+ tv(x), y)[ϕ(y)− ϕ(x)]dσ(y)

= ϕ(x) +

∫
S

∂νyN(x+ tv(x), y)[ϕ(y)− ϕ(x)]dσ(y).

Assim,

u−(x) = lim
t→0−

ut(x)

= ϕ(x) +

∫
S

k(x, y)ϕ(y)dσ(y)− ϕ(x)

∫
S

k(x, y)dσ(y)

= ϕ(x) +

∫
S

k(x, y)ϕ(y)dσ(y)− 1

2
ϕ(x)

=
1

2
ϕ(x) +

∫
S

k(x, y)ϕ(y)dσ(y)

=
1

2
ϕ(x) + Tkϕ(x).

Se t > 0 suficientemente pequeno, então x + tv(x) ∈ Ω′, pela proposição

(4.3.2) temos

ut(x) =

∫
S

∂νyN(x+ tv(x), y)ϕ(y)dσ(y)

= ϕ(x)

∫
S

∂νyN(x+ tv(x), y)dσ(y) +

∫
S

∂νyN(x+ tv(x), y)[ϕ(y)

− ϕ(x)]dσ(y)

= ϕ(x) · 0 +
∫
S

∂νyN(x+ tv(x), y)ϕ(y)dσ(y)

− ϕ(x)

∫
S

∂νyN(x+ tv(x), y)dσ(y).



CAPÍTULO 4. POTENCIAIS DE CAMADA 69

Dáı,

u+ = lim
t→0+

ut(x)

=
−1

2
ϕ(x) +

∫
S

∂νyN(x, y)ϕ(y)dσ(y)

=
−1

2
ϕ(x) + Tkϕ(x).

Corolário 4.3.1 ϕ = u− − u+.

Demonstração

Ora, sendo

u−(x) =
1

2
ϕ(x) +

∫
S

∂νyN(x, y)ϕ(y)dσ(y) e

u+(x) =
−1

2
ϕ(x) +

∫
S

∂νyN(x, y)ϕ(y)dσ(y)

temos

u− − u+ =
1

2
ϕ(x) +

1

2
ϕ(x) = ϕ(x).

O Teorema (4.3.1) pode ser interpretado como segue. Se para t ̸= 0 pequeno

definimos a função kt em S × S por

kt(x, y) = ∂νyN(x+ tv(x), y)

então para cada x ∈ S temos:

lim
t→0−

k+(x, ·) =
1

2
δx + k(x, ·)

lim
t→0+

k+(x, ·) =
−1

2
δx + k(x, ·)

onde δx é a função delta de Dirac no ponto x, ou seja, ⟨δx, ϕ⟩ = ϕ(x) que é

interpretado como uma distribuição (ou medida) em S.
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4.4 Potencial de Camada Simples

Consideramos agora o potencial de camada simples

u(x) =

∫
S

N(x, y)ϕ(y)dσ(y)

com momento ϕ, onde ϕ ∈ C(S). Como no caso do potencial de camada

dupla: u é harmônica em Rn \ S; |u(x)| = O(|x|2−n) quando x → ∞ com

n > 2 e u é harmônica no infinito para n > 2. Além do mais, a restrição de

N a S × S é um kernel de ordem n− 2, dáı u está bem definida em S.

Proposição 4.4.1 Se ϕ ∈ C(S) e u definida por

u(x) =

∫
S

N(x, y)ϕ(y)dσ(y)

então u é cont́ınua em Rn.

Demonstração

Precisamos somente mostrar a continuidade em S, e a prova é semelhante

ao do lema (4.3.3). Dados x0 ∈ S e ϵ > 0, seja Bδ = {y ∈ S; |x0 − y| < δ}

para δ > 0. Então

|u(x)− u(x0)| 6
∫
Bδ

|N(x, y)ϕ(y)|dσ(y) +
∫
Bδ

|N(x0, y)ϕ(y)|dσ(y)

+

∫
S\Bδ

|N(x, y −N(xo, y))||ϕ(y)|dσ(y)

6 ∥ ϕ ∥∞
∫
Bδ

|N(x, y)|dσ(y)+ ∥ ϕ ∥∞
∫
Bδ

|N(x0, y)|dσ(y)

+ ∥ ϕ ∥∞
∫
S\Bδ

|N(x, y)−N(x0, y)|dσ(y). (∗)
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Desde que ϕ é limitada e N(x, y) = O(|x− y|2−n) (ou O(log |x− y|−1) se

n = 2). Dáı, integrando em coordenadas polares, tem-se, para n > 2:∫
Bδ

|N(x, y)|dσ(y) = c

∫
Bδ

|x− y|2−ndσ(y)

6 c

∫
B′

δ

|x′ − y′|2−ndy′

6 22−nδ2−ncσ(Sn−2)

∫ δ

0

rn−2dr

= c′δ2−n · δn−1

= c′δ.

Assim,

∫
Bδ

|N(x, y)|dσ(y) = O(δ). Procede-se de modo análogo para∫
Bδ

|N(x0, y)|dσ(y). Agora, se n = 2, como já vimos |x− y|2 > 1

2
(|x− x0|2

+ |y − x0|2). Então
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∫
Bδ

|N(x, y)|dσ(y) = c

∫
Bδ

log |x− y|−1dσ(y)

6 c

∫
B′

δ

log |x′ − y′|−1dy′

6 c

2

∫
B′

δ

log |x′ − y′|−2dy′

6 c

2

∫
B′

δ

log

(
|x′ − x′0|2 + |y′ − x′0|2

2

)−1

dy′

6 c

2

∫
B′

δ

2
(log |x′ − x′0|−1 + log |y′ − x′0|−1)

2
dy′

6 c

2

∫
B′

δ

(log |x′ − x′0|−1 + log |y′ − x′0|−1)dy′

= c

[
1

2
log |x′ − x′0|−1πδ2 + c1

∫ δ

0

(log r−1)rdr

]
= c2δ

2 + c3

∫ δ

0

(log r−1)rdr

= c2δ
2 − c3

∫ δ

0

r(log r)dr

= c2δ
2 + c3[δ

2 log δ−1 + δ2]

= c4δ
2 + c5δ

2(log δ−1)

= c4δ(O(log δ
−1)) + c5δ(δ log δ

−1)

= O(δ log δ−1).

Dáı, dado ϵ > 0, podemos fazer esses termos em (∗) cada um menor que
ϵ

3
para δ > 0 suficientemente pequeno. Exigindo |x− x0| <

1

2
δ, o integrando

no terceiro termo é limitado em S \Bδ e tende uniformemente a zero quando

x → x0. Dáı tomando |x − x0| pequeno suficiente, podemos fazer o terceiro

termo menor que
ϵ

3
. Usamos aqui o fato de toda hiperf́ıcie ser localmente
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um gráfico.

Agora, consideremos a derivada normal de u. Seja V a vizinhança tubular

de S dada pela afirmação (1.1). Recordando que definimos a derivada normal

da seguinte forma: se u é diferenciável em V , para x ∈ S e −ϵ < t < ϵ temos

∂νu(x+ tv(x)) = ν(x) · ∇u(x+ tv(x)).

Então para x ∈ V \ S vale

∂νu(x) =

∫
S

∂νxN(x, y)ϕ(y)dσ(y). (4.6)

Isto é justamente um potencial de camada dupla exceto que ∂ν é apli-

cado a N com respeito a x em vez de y. De fato, desde que N(x, y) =

N(y, x), ∂νxN(x, y) é justamente ∂νyN avaliado no (y, x). Em particular, se

colocarmos

k∗(x, y) = k(y, x)

o lado direito de (4.6) faz sentido para x ∈ S se interpretarmos como∫
S

k∗(x, y)ϕ(y)dσ(y) = Tk∗ϕ(x). (4.7)

Desde que k é um kernel cont́ınuo de ordem n− 2, também o é k∗. Então

(4.7) define uma função cont́ınua em S pela proposição (4.2.3). Além do

mais, desde que k é real podemos ver que Tk∗ é adjunto de Tk como um

operador em L2(S). Dáı (4.7) é justamente T ∗
kϕ(x).
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Note, para ϕ, ψ ∈ L2(S)

⟨Tkϕ, ψ⟩ =

∫
S

(Tkϕ)ψdσ(x)

=

∫
S

(∫
S

k(x, y)ϕ(y)dσ(y)

)
ψ(x)dσ(x)

=

∫
S

∫
S

k(x, y)ϕ(y)ψ(x)dσ(x)dσ(y)

=

∫
S

∫
S

k(x, y)ψdσ(x)ϕ(y)dσ(y)

=

∫
S

∫
S

k∗(x, y)ψ(x)dσ(x)ϕ(y)dσ(y)

=

∫
S

(T ∗
kψ)ϕ(y)dσ(y)

= ⟨ϕ, T ∗
kψ⟩ .

Dáı, Tk∗ é o adjunto de Tk. Observe que na terceira igualdade foi usado

o Teorema de Fubini.

Como esperado, existe um salto descont́ınuo entre a quantidade definida

por (4.6) em V \ S e por (4.7) em S. Realmente, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.4.1 Suponha ϕ ∈ C(S) e u é definido em Rn por

u(x) =

∫
S

N(x, y)ϕ(y)dσ(y).

Então a restrição de u a Ω (respectivamente em Ω
′
) está em Cν(Ω) (re-

spectivamente em Cν(Ω
′)), e para x ∈ S temos

∂ν−u =
−1

2
ϕ(x) +

∫
S

k(x, y)ϕ(y)dσ(y)

∂ν+u =
1

2
ϕ(x) +

∫
S

k(x, y)ϕ(y)dσ(y).

isto é,
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∂ν−u =
−1

2
ϕ+ T ∗

kϕ

∂ν+u =
1

2
ϕ+ T ∗

kϕ.

Demonstração

Já sabemos que u é cont́ınua. Considere o potencial de camada dupla

v(x) =

∫
S

∂νyN(x, y)ϕ(y)dσ(y)

em Rn \ S, e defina a função f na vizinhança tubular V de S por

f(x) =

 v(x) + ∂νu(x); se x ∈ V \ S

Tkϕ(x) + T ∗
kϕ(x); se x ∈ S.

Afirmamos que f é cont́ınua em V . A restrição de f a V \ S e S são

cont́ınuas, dáı é suficiente mostrar que se x0 ∈ S e x = x0 + tν(x0) então

f(x)− f(x0) → 0 quando t→ 0, a convergência sendo uniforme em x0. Mas

f(x)− f(x0) =

∫
S

[∂νxN(x, y) + ∂νyN(x, y)− ∂νxN(x0, y)

− ∂νyN(x0, y)]ϕ(y)dσ(y)

Procedemos como na prova do lema (4.3.3), escreva esta expressão como

na integral sobre Bδ = {y ∈ S : |x0 − y| < δ} mais uma integral sobre S \Bδ

que tende uniformemente a zero quando x → x0. Por outro lado, a integral

sobre Bδ é limitada por

∥ ϕ ∥∞
∫
Bδ

|∂νxN(x, y) + ∂νyN(x, y)|dσ(y)

somada à mesma expressão com x substitúıdo por x0. Então é suficiente

mostrar que para todo x sobre a normal de x0,∫
Bδ

|∂νxN(x, y) + ∂νyN(x, y)|dσ(y)
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pode ser feito arbitrariamente pequeno tomando δ suficientemente pequeno,

independente de x e x0. Agora,

∂νxN(x, y) =
(x− y) · νx0

wn|x− y|n

∂νyN(x, y) =
−(x− y) · νy
wn|x− y|n

.

Dáı,

∂νxN(x, y) + ∂νyN(x, y) =
(x− y)[νx0 − νy]

wn|x− y|n
.

Como ν é de classe C1, tem-se |ν(x0) − ν(y)| = O(|x0 − y|) e |x − y| >
c|x0 − y| desde que x está sobre a normal em x0. Desse modo

|∂νxN(x, y) + ∂νyN(x, y)| 6 c′|x0 − y|2−n

e a integral é dominada por ∫ δ

0

r2−nrn−2dr = δ.

Então f = v+∂νu estende-se continuamente através de S. Portanto, pelo

teorema (4.3.1) para todo x ∈ S temos

Tkϕ(x) + T ∗
kϕ(x) = v−(x) + ∂ν−u(x)

=
1

2
ϕ(x) + Tkϕ(x) + ∂ν−u(x)

de modo que,

∂ν−u(x) =
−1

2
ϕ(x) + T ∗

kϕ(x)

e também

Tkϕ(x) + T ∗
kϕ(x) = v+(x) + ∂ν+u(x)

=
−1

2
ϕ(x) + Tkϕ(x) + ∂ν+u(x).

Desta forma,
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∂ν+u(x) =
1

2
ϕ(x) + T ∗

kϕ(x).

A convergência de ∂νu(x + tv(x)) à ∂ν+−u(x) é uniforme em x desde que

o mesmo é verdadeiro para v e v + ∂vu.

Corolário 4.4.1 ϕ = ∂ν+u− ∂ν−u

Conclúımos a discussão sobre o potencial de camada única com três lemas

que serão necessários na seção seguinte.

Lema 4.4.1 Se ϕ ∈ C(S) e
1

2
ϕ+ T ∗

kϕ = f , então

∫
S

ϕ =

∫
S

f .

Demonstração

Ora,∫
S

f(x)dσ(x) =
1

2

∫
S

ϕ(x)dσ(x) +

∫
S

∫
S

k(x, y)ϕ(y)dσ(y)dσ(x)

=
1

2

∫
S

ϕ(x)dσ(x) +

∫
S

∫
S

k(y, x)ϕ(y)dσ(y)dσ(x)

=
1

2

∫
S

ϕ(x)dσ(x) +
1

2

∫
S

ϕ(y)dσ(y)

=

∫
S

ϕ(x)dσ(x).

Lema 4.4.2 Suponha n = 2. Se ϕ ∈ C(S), o potencial de camada simples

u com momento ϕ é harmômica no infinito se e somente se

∫
S

ϕ = 0. Além

disso, u se anula no infinito.

Demonstração

Temos:

u(x) =
1

2π

∫
S

ϕ(y) log |x− y|dσ(y)

=
1

2π

∫
S

(log |x− y| − log |x|+ log |x|)ϕ(y)dσ(y)

=
1

2π

∫
S

(log |x− y| − log |x|)ϕ(y)dσ(y) + 1

2π
log |x|

∫
S

ϕ(y)dσ(y).
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Desde que S é compacto, log |x − y| − log |x| → 0 uniformemente para

y ∈ S quando x → ∞. Assim a primeira integral se anula quando x → ∞.

Dáı, pela Proposição (3.2), segue o resultado.

Lema 4.4.3 Suponha u = 2. Se ϕ ∈ C(S),

∫
S

ϕ = 0 e o potencial de camada

simples u com momento ϕ é constante em Ω, então ϕ = 0 e desse modo u = 0.

Demonstração

Pelo lema (4.4.2), u é harmônica no infinito. Dáı se u = c em Ω então u

resolve o Problema Exterior de Dirichlet com f = c. Mas a solução a este

problema é única, pela proposição (3.2) e é u = c. Então u = c no R2, dáı

ϕ = 0 pelo corolário (4.4.1), porque 0 = ∆u = ϕ.



Caṕıtulo 5

Soluções dos Problemas

Aplicaremos agora a Teoria de Fredholm para resolver os problemas de

Dirichlet e Neumann. Sabemos que

Tkϕ(x) =

∫
S

k(x, y)ϕ(y)dσ(y)

e

T ∗
kϕ(x) =

∫
S

k(y, x)ϕ(y)dσ(y)

são operadores compactos vistos como operadores em L2(S). Dada, f ∈

C(S), considere as equações integrais

1

2
ϕ+ Tkϕ = f,

−1

2
ϕ+ Tkϕ = f,

1

2
ϕ+ T ∗

kϕ = f,
−1

2
ϕ+ T ∗

kϕ = f (5.1)

ou equivalentemente

ϕ+ T2kϕ = 2f, ϕ+ T−2kϕ = −2f, ϕ+ T ∗
2kϕ = 2f, ϕ+ T ∗

−2kϕ = −2f

onde k(x, y) = ∂νyN(x, y) com x, y ∈ S, x ̸= y.

Sendo ϕ+ T±2kϕ e ϕ+ T ∗
±2kϕ pertencentes a C(S) temos pela proposição

79
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(4.2.4) que se ϕ existir, será cont́ınua. Notemos que o potencial de camada

dupla

u(x) =

∫
S

∂νyN(x, y)ϕ(y)dσ(y), x ∈ Rn \ S

com momento ϕ, resolve o problema interior (respectivamente exterior) de

Dirichlet se ϕ satisfaz
1

2
ϕ + Tkϕ = f (respectivamente

−1

2
ϕ + Tkϕ = f),

reveja o Teorema (4.3.1). E o potencial de camada única

u(x) =

∫
S

N(x, y)ϕ(y)dσ(y)

com momento ϕ satisfazendo
−1

2
ϕ+T ∗

k = f (respectivamente
1

2
ϕ+T ∗

k = f),

resolve o problema interior (respectivamente exterior) de Neumann. Existe

uma exceção: Se n = 2 em geral o potencial de camada única concorda com

log |x| no infinito, dáı não será um harmônico no infinito.

Portanto para n = 2 existe uma condição extra necessária para a solução

do problema exterior de Neumann dado pela Proposição (4.1.6) e esta condição

é equivalente a harmonicidade no infinito pelos lemas (4.4.1) e (4.4.2). Então

se as equações integrais possuem soluções e as condições necessárias forem

satisfeitas, os problemas de valor da fronteira possuem solução.

Continuando o estudo da existência das soluções das equações (5.1), recor-

remos aos resultados apresentados na seção Operadores Compactos. Consid-

eremos os autoespaços:

V+ = {ϕ : Tkϕ =
1

2
ϕ}, V− = {ϕ : Tkϕ =

−1

2
ϕ}

W+ = {ϕ : T ∗
kϕ =

1

2
ϕ}, W− = {ϕ : T ∗

kϕ =
−1

2
ϕ}

Pela Proposição (4.2.4) podemos assumir ϕ em L2(S) ou C(S) que teremos

o mesmo resultado.
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Recordando que Ω possui as componentes Ω1, . . . ,Ωm e que Ω′ possui as

componentes Ω′
0, . . . ,Ω

′
m′ , onde Ω′

0 é ilimitada.

Definição 5.1 Definamos as funções α1, . . . , αm e α′
1, . . . , α

′
m′ em S por

αj(x) =

 1, sex ∈ ∂Ωj

0, caso contrário

α′
j(x) =

 1, se x ∈ ∂Ω′
j

0, caso contrário

Proposição 5.1 As funções αj ∈ V+ para j = 1, . . . ,m e α′
j ∈ V− para

j = 1, . . . ,m′.

Demonstração

Observe que

Tkαj(x) =

∫
S

k(x, y)αj(y)dσ(y)

=

∫
∂Ωj

k(x, y)dσ(y) (x ∈ ∂Ωj ⊂ S)

=
1

2

=
1

2
αj em S

e

Tkαj(x) =

∫
S

k(x, y)αj(y)dσ(y)

= 0 (x ∈ S \ ∂Ωj)

=
1

2
αj (x ∈ S \ ∂Ωj)
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Veja também que

Tkα
′
j(x) =

∫
S

k(x, y)α′
j(y)dσ(y)

=
−1

2
α′
j(x) (x ∈ ∂Ω′

j ⊂ S)

e

Tkα
′
j(x) = 0 =

−1

2
α′
j(x); (x ∈ S \ ∂Ωj),

aqui temos o sinal (-) pois o normal ν aponta para dentro de Ω′
j o que

consideramos como orientação oposta.

Proposição 5.2 Os espaços V+ e W+ possuem dimensão m. Além do mais:

a) Se n > 2, para cada (a1, . . . , am) ∈ Cm existe um único β ∈ W+ tal que o

potencial de camada única w com momento β satisfaz w|Ωj = aj para

j = 1, . . . ,m.

b) Se n = 2, existe um subespaço (m− 1)-dimensional X de Cm tal que:

i) Cm = X ⊕ C(1, 1, . . . , 1)

ii) Para cada (a1, . . . , am) ∈ X existe um único β ∈ W 0
+ tal que o

potencial de camada única w com momento β satisfaz w|Ωj = aj

para j = 1, . . . ,m.

Demonstração

Prova de a) Notemos inicialmente que as funções α1, . . . , αm são lin-

earmente independentes, pois sejam r1, . . . , rm ∈ C tais que r1α1(x) + . . . +

rmαm(x) = 0; x ∈ δ. Dáı se x ∈ ∂Ωj temos 0 = r1 ·0+rj ·1+ . . .+rm ·0 = rj.
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Portanto os αjs são linearmente independentes. Dáı, dimV+ > m fazendo a

identificação correta usando o item b) do teorema (2.4) temos que dimW+ =

dimV+.

Consideremos a aplicação de W+ em Cm definida por

β 7−→ (w|Ω1, . . . , w|Ωm),

que denotaremos por ψ : W+ 7−→ Cm, onde w é o potencial de camada única

com momento β. Do fato de β ∈ W+ e do Teorema (4.4.1) tem-se ∂ν−w = 0,

assim w é constante em cada Ωj pela proposição (4.4.1). Dáı a aplicação está

bem definida.

Afirmação 5.1 ψ é injetiva.

Demonstração

Se w|Ω = 0 então w resolve o problema exterior de Dirichlet com f = 0,

dáı w|Ω′ = 0 pela proposição (4.1.1). Portanto w ≡ 0, como β = ∂ν+w −

∂ν−w = 0, segue que dimW+ 6 m. Portanto dimW+ = m e ψ é um isomor-

fismo.

Prova de b) Primeiro provaremos o item (i). Para tanto, tomemos

W 0
+ = {β ∈ W+ :

∫
S

β = 0}, em vista do lema (4.4.2) e restrigindo a

aplicação ψ definida na prova de (a) ao subespaço W 0
+ cont́ınua injetiva, e

pelo lema (4.4.3) temos que a imagem da restrição a W 0
+ não contém o vetor

(1, 1, . . . , 1), pois caso o contrário teŕıamos u um potencial de camada com

momento β′ ∈ W 0
+ tal que ψ(β′) = (u|Ω1, . . . , u|Ωm) = (1, 1, . . . , 1) assim

u seria constante em Ω, pelo lema (4.4.3) tem-se que β′ = 0, logo u = 0.

Portanto, dimW 0
+ 6 m − 1. Mas pelo Teorema do Núcleo e Imagem temos

que dimW 0
+ > dimW+ − 1 desde que W 0

+ é o núcleo de um funcional linear.
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Dáı como dimW+ = m. Assim, basta tomarmos X = ψ(W 0
+).

Agora, resta provar o item (ii). Se w|Ω = 0, então w resolve o problema

de Dirichlet com f ≡ 0. Dáı w|Ω′ = 0 pela proposição (4.1.1) e pelo lema

(4.4.2), já que temos por hipótese que β ∈ W 0
+. Tem-se

∫
S

β = 0, temos pelo

lema (4.4.3) que β = 0. Dáı a injetividade de ψ restrita a W 0
+.

Proposição 5.3 Os espaços V− e W− possuem dimensão m′. Para cada

(a1, . . . , am′) ∈ Cm′
existe um único β ∈ W− tal que o potencial de camada

única w com momento β satisfaz w|Ω′
j = aj para j = 1, . . . ,m′ e w|Ω′

0 = 0.

Demonstração

Com um argumento semelhante ao da prova da Proposição (5.2), uti-

lizando as funções α′
1, . . . , α

′
m′ linearmente independentes da proposição (5.1),

tem-se que dimV− > m′, pois dimW− = dimV− > m′ pelo item b) da

proposição (2.4). Defina agora ψ̃ : W− 7−→ Cm′
por ψ̃(β) = (w|Ω′

1, . . . , w|Ω′
m′)

onde w é o potencial de camada única com momento β.

Afirmação 5.2 ψ̃ é injetiva.

Demonstração

Se w = 0 em Ω′ então w resolve o problema interior de Dirichlet, assim

pela unicidade tem-se que w = 0. Dáı como 0 = ∂V+w − ∂V−w = β tem-se

β = 0, logo ψ̃ é injetiva, dáı dimW− 6 m′. Assim temos ψ̃ um isomorfismo.

Portanto para cada (a1, . . . , am′) ∈ Cm′
existe um único β ∈ W− tal

que o potencial de camada única com momento β satisfaz w|Ωj = aj para

j = 1, . . . ,m′. Resta, então mostrarmos que w|Ω′
0 = 0. E é o que faremos.

Temos que w resolve o problema exterior de Neumann com f = 0, pela

proposição (4.1.4) tem-se que w é constante em cada componente conexa de
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Ω′, como

∫
S

β =

∫
S

f = 0 pelo lema (4.4.2), w se anula no infinito, dáı w = 0

em Ω′
0.

Proposição 5.4 L2(S) = V ⊥
+ ⊕W+ = V ⊥

− ⊕W−.

Demonstração

Pela proposição (2.4), temos que V ⊥
+ é fechado e de codimensão m, assim

faz sentido escrevermos V ⊥
+ ⊕ E, onde E é o subespaço complementar de

dimensão m. Como pela mesma proposição, tem-se que dimW+ = m. Para

a primeira igualdade é suficiente mostrar que V ⊥
+

∩
W+ = {0}. Para isso,

seja ϕ ∈ V ⊥
+

∩
W+ então T ∗

kϕ =
1

2
ϕ por pentencer a W+, e pelo corolário

(2.2) a equação ϕ =
−1

2
ψ + T ∗

kψ possui solução, já que ϕ ∈ V ⊥
+ para alguma

ψ ∈ L2(S).

Pela proposição (4.2.4), ϕ e ψ são cont́ınuas. Considere agora u e v

potenciais de camada única com momento ϕ e ψ respectivamente. Então,

pelo Teorema (4.4.1)

∂ν−u =
−1

2
ϕ+ T ∗

kϕ

=
−1

2
ϕ+

1

2
ϕ

= 0

e

∂ν−v =
−1

2
ψ + T ∗

kψ

= ϕ

=
1

2
ϕ+

1

2
ψ

=
1

2
ϕ+ T ∗

k

= ∂ν+u.
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Multiplicando ∂ν−u = 0 por v e ∂ν−v = ∂ν+u por u, subtraindo e inte-

grando sobre S, obtemos∫
S

(u∂ν−v − v∂ν−u) =

∫
S

u∂ν+u.

Pela identidade de Green, temos:∫
S

(u∂ν−v − v∂ν−u) =

∫
Ω

(u∆v − v∆u)

= 0

e ∫
S

u∂ν+u = −
∫
Ω′
(u∆u+∇u · ∇u)

= −
∫
Ω′
(u∆u+ |∇u|2)

= −
∫
Ω′
|∇u|2.

Logo,

∫
Ω′
|∇u|2 = 0, dáı u é localmente constante em Ω′. Então ϕ =

∂ν+u− ∂ν−u = ∂ν+u = 0.

A prova que L2(S) = V−⊕W− é a mesma: novamente é suficiente mostrar

que se ϕ ∈ V ⊥
− ∩ W− então ϕ = 0. Mas para tal ϕ temos T ∗

kϕ =
−1

2
ϕ

e ϕ =
1

2
ψ + T ∗

kψ para alguma ψ ∈ L2(S). Dáı se u e v são potenciais

de camada única com momento ϕ e ψ, segue que ∂ν+u = 0 e ∂ν+u = 0 e

∂ν+v = ϕ = ∂ν−u, pois

∂ν+u =
1

2
ϕ+ T ∗

kϕ

=
1

2
ϕ− 1

2
ϕ

= 0
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e

∂ν+v =
1

2
ψ + T ∗

kψ

= ϕ

=
1

2
ϕ+

1

2
ϕ

= −
(
−1

2
ϕ+ T ∗

kϕ

)
= −∂ν−u.

Portanto, ∫
S

(v∂ν+u− u∂ν+v) =

∫
S

u∂ν−u

Pela identidade de Green,

0 = −
∫
Ω′
(v∆u− u∆v)

=

∫
S

(v∂ν+u− u∂ν+v)

=

∫
S

u∂ν−u

=

∫
Ω

(u∆u+∇u · ∇u).

Dáı

∫
Ω′
|∇u|2 = 0, o que nos dá u localmente constante em Ω e então

ϕ = ∂ν−u = 0.

Para justificar esses usos da identidade de Green na região ilimitada Ω′

substituindo Ω′ por Ω′∩Br(0) e fazendo r → ∞ como na prova da proposição

(4.1.4). Para fazer isso funcionar é suficiente saber que u é harmônica radial e

satisfaz as estimativas da proposição (3.2) e (3.3). Harmonicidade no infinito

é automática quando n > 2, e para n = 2 é equivalente a condição

∫
S

ϕ = 0
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pelo lema (4.4.2). A última condição é válida quando ϕ ∈ V ⊥
+ , pois pela

Proposição (5.1), como

∫
S

ϕ =
m∑
j=1

⟨ϕ|αj⟩ = 0 e é válido quando ϕ ∈ W−,

como
1

2
ϕ+ T ∗

kϕ = 0, pelo lema (4.4.1) temos

∫
S

ϕ =

∫
S

0 = 0.

Corolário 5.1

L2(S) = Range

(
−1

2
I + Tk

)
⊕ V+

= Range

(
1

2
I + Tk

)
⊕ V−

Demonstração

Desde que Range

(
−1

2
I + Tk

)
= W⊥

+ e Range

(
1

2
I + Tk

)
= W⊥

− pelo

corolário (2.2), como na prova da proposição (5.4) é suficiente mostrar que

W⊥
+

∩
V+ = W⊥

−
∩
V− = {0}. Suponha ϕ ∈ W⊥

+

∩
V+. Pela proposição

anterior, podemos escrever ϕ = ϕ1 + ϕ2 onde ϕ1 ∈ W+ e ϕ2 ∈ V ⊥
+ . Mas

⟨ϕ|ϕ1⟩ = 0 desde que ϕ ∈ W⊥
+ e ⟨ϕ|ϕ2⟩ = 0 desde que ϕ ∈ V+, portanto

⟨ϕ|ϕ⟩ = 0, logo ϕ = 0. Da mesma forma mostra-se W⊥
−
∩
V− = {0}.

Teorema 5.1 Com a notação e terminologia do caṕıtulo intitulado Poten-

ciais de Camada, temos:

a) O problema interior de Dirichlet possui uma única solução para cada f ∈

C(S).

b) O problema exterior de Dirichlet possui uma única solução para cada

f ∈ C(S).
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c) O problema interior de Neumann para f ∈ C(S) possui uma solução se,

e somente se,

∫
∂Ω′

j

f = 0 para j = 1, . . . ,m. A solução é única módulo

funções as quais são constantes em cada Ωj.

d) O problema exterior de Neumann para f ∈ C(S) possui uma solução se,

e somente se,

∫
∂Ω′

j

f = 0 para j = 1, . . . ,m′ e também para j = 0 no

caso n = 2. A solução é única módulo funções as quais são constantes

em Ω′
1, . . . ,Ω

′
m′ e também em Ω′

0 no caso n = 2.

Demonstração

Prova de a) Pelo corolário (5.1) podemos escrever

f =
1

2
ϕ+ Tkϕ+ h onde h ∈ V−,

como mostramos que as funções α′
j de acordo com a definição (5.1) formam

uma base para o subespaço V−, nos dá h =
m′∑
j=1

ajα
′
j com aj ∈ C. Assim

temos f =
1

2
ϕ+Tkϕ+

m′∑
j=1

ajα
′
j como

1

2
ϕ+Tkϕ = f −

m′∑
j=1

ajα
′
j ∈ C(S), tem-

se que ϕ ∈ C(S) pela Proposição (4.2.4). Pelo Teorema (4.3.1), o potencial de

camada dupla v com momento ϕ resolve o problema de Dirichlet com
1

2
ϕ+Tkϕ

no lugar de f . Além do mais, pela proposição (5.2), existe único β ∈ W−

tal que o potencial de camada única w com momento β satisfaz w|Ω′
j = aj

para j > 1 e w|Ω′
0 = 0. Assim, w|S =

m′∑
j=1

ajα
′
j como w é cont́ınua em S pela

proposição (4.4.1), dáı a solução do problema de Dirichlet é u = v + w.

Prova de b) Se n > 2 então pelo corolário (5.1) podemos escrever

f =
−1

2
ϕ+ Tkϕ+ g com g ∈ V+
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como mostramos que as funções αj’s definidas em S formam uma base para

o subespoaço V+, assim g pode ser escrito como g =
m∑
j=1

cjαj onde cj ∈ C

para j = 1, . . . ,m são constantes. Dáı f =
−1

2
ϕ + Tkϕ +

m∑
j=1

cjαj; se

−1

2
ϕ + Tkϕ = f −

m∑
j=1

cjαj ∈ C(S) tem-se que ϕ ∈ C(S) pela proposição

(4.2.4). Reescrevendo o problema exterior de Dirichlet com
−1

2
ϕ + Tkϕ no

lugar de f , tem-se que o potencial de camada dupla v com momento ϕ resolve

tal problema. Além do mais, pela proposição (5.2) existe único β ∈ W+ tal

que o potencial v com momento β satisfaz w|Ωj = cj para j = 1, . . . ,m. No

entanto, w|S =
m∑
j=1

cjαj, como w é cont́ınua em S pela proposição (4.4.1),

dáı a solução do problema de Dirichlet é u = v + w.

Para n = 2, precisamos fazer algumas modificações. Como acima pode-

mos escrever

f =
−1

2
ϕ+ Tkϕ+

m∑
j=1

ajαj com ϕ ∈ C(S) e aj ∈ C

O potencial de camada única v com momento ϕ resolve o problema ex-

terior de Dirichlet com
−1

2
ϕ+ Tkϕ no lugar de f . Além do mais, desde que

m∑
j

αj = 1 em S, pela proposição (5.2) podemos escrever

m∑
j=1

ajαj =
m∑
j=1

bjαj + c com (b1, . . . , bm) ∈ X e c ∈ C

e existe β ∈ W 0
+ tal que o potencial de camada única w com momento β

satisfaz w|Ωj = bj. Do fato de β ∈ W 0
+ tem-se que w é harmônica no infinito

pelo Lema (4.4.2). Dáı w resolve o problema exterior de Dirichlet, com a
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hipótese de bjαj no lugar de f . Finalmente, a função constante c resolve

o problema exterior de Dirichlet com a hipótese de c no lugar de f , dáı a

solução do problema original de Dirichlet é u = v + w + c.

Prova de c) Simplesmente observemos que

∫
∂Ωj

f = ⟨f |αj⟩, então essas

integrais se anulam se, e somente se f ∈ V ⊥
+ . Pelo corolário (2.2), ou seja, é

necessário e suficiente para resolver a equação integral
−1

2
ϕ+T ∗

kϕ = f . Se ϕ

é uma solução, então ϕ é cont́ınua, pela proposição (4.2.4), dáı pelo teorema

(4.4.1), o potencial de camada simples com momento ϕ resolve o problema

interior de Neumann.

Prova de d) De modo semelhante, como

∫
∂Ω′

j

f = ⟨f |αj⟩ para j =

1, . . . ,m′, pela proposição (5.1), então essas integrais se anulam se, e somente

se f ∈ V ⊥
− , em tal caso podemos resolver a equação

1

2
ϕ+T ∗

kϕ = f novamente

pelo corolário (2.2), e resolvemos o problema exterior de Neumann com o

potencial de camada simples com momento ϕ pelo teorema (4.4.1). Para o

que resta, caso n = 2, pelos lemas (4.4.1) e (4.4.2) este potencial é harmônico

no infinito se, e somente se

∫
∂Ω′

0

f = 0.
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