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Ceará, Departamento de Matemática, 2010.
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nidade católica Canção Nova, minha segunda famı́lia, que tanto me apoiou.
Obrigada pelas orações, pelo direcionamento, pelo ânimo, pelas lições de fé.
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Resumo

Dada uma palavra w e um grupo G, suponha que o conjunto Gw pode ser
coberto por finitos subgrupos ćıclicos. É verdade que w(G) também pode ser
coberto por finitos subgrupos ćıclicos? Nesta dissertação mostraremos que a
resposta é positiva para a palavra comutador.
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Abstract

Given a word w and a group G, suppose that the set can be Gw covered by
finite cyclic subgroups. It is true that w(G) can also be covered by finite
cyclic subgroups? This dissertation will show that the answer is positive for
the word switch.
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Introdução

Dada uma cobertura {Hi}i∈I de um grupo G por subgrupos é natural per-
guntarmos que informações podem ser extráıdas a cerca de G a partir das
propriedades desses subgrupos. Como qualquer grupo pode ser coberto pelos
subgrupos ćıclicos gerados por seus elementos, não temos qualquer resposta
satisfatória no caso geral. No entanto, a situação muda dramaticamente se
pedirmos que a cobertura seja finita. O primeiro resultado nessa direção é
devido a Baer, o qual provou que G admite uma cobertura finita por subgru-
pos abelianos se, e somente se, este é central-por-finito. A parte não trivial
desta afirmação é uma consequência imediata de um resultado posterior de
B.H.Neumann

Teorema 0.1.(Neumann) Se {Si} é uma cobertura de G por classes laterais
de subgrupos, então G também pode ser coberto pelas classes Si’s correspon-
dentes aos subgrupos de ı́ndice finito em G.

Em outras palavras, se um grupo G possui uma cobertura finita por classes
laterais de subgrupos, podemos nos desfazer das classes de subgrupos de
ı́ndices infinitos, sem perdermos a propriedade de cobertura.

A motivação para o nosso trabalho é um famoso problema de P. Hall sobre
subgrupos verbais. Seja w uma palavra, digamos em n variáveis. Se G é um
grupo, seja Gw o conjunto de todos os valores w(g1, ..., gn) com g1, ..., gn ∈ G,
e seja w(G) o subgrupo verbal correspondente a w, i.e.,o subgrupo gerado
por Gw. A palavra w é dita ser concisa se w(G) é finito sempre que Gw for
finito. P.Hall levantou a seguinte questão:

“Toda palavra é concisa?”

Tempos depois Ivanov[3] mostrou que isto não ocorre. Entretanto, provou-se
também que várias palavras relevantes são concisas. Por exemplo, Turner-
Smith[7] mostrou que palavras centrais inferiores e palavras derivadas são
concisas.
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Podemos adotar uma abordagem mais geral para a questão de Hall:

Se assumirmos certas restrições sobre o conjunto Gw, no que isto influencia
a estrutura de w(G)?

Gustavo A. Fernández e Pavel Schumyasky[2] propuseram o seguinte proble-
ma:

“Dada uma palavra w e um grupo G, suponha que o conjunto Gw pode ser
coberto por finitos subgrupos ćıclicos. É verdade que w(G) também pode ser
coberto por finitos subgrupos ćıclicos?”

Usando o teorema de Neumann podemos caracterizar grupos que podem
ser cobertos por uma quantidade finita de subgrupos ćıclicos como grupos
que são finitos ou ćıclicos. Assim, podemos reescrever nosso questionamento
da seguinte maneira:

Dada uma palavra w e um grupo G, suponhamos que Gw possua cobertura
finita por subgrupos ćıclicos . É verdade que w(G) é finito ou ćıclico?

Nosso Teorema Principal mostra que a resposta é positiva para a palavra
comutador.

Teorema 0.2. Seja G um grupo no qual o conjunto de todos os comuta-
dores pode ser coberto por um número finito de subgrupos ćıclicos. Então, G′

é finito ou ćıclico.

Vamos falar um pouco agora de como o texto está organizado.

No caṕıtulo 1(Premilinares), desenvolvemos alguns tópicos elementares de
teoria dos grupos que serão necessários no decorrer da dissertação. A seção
1.1 traz a noção de classe lateral de um subgrupo e apresenta o Teorema
de Poincaré que é de simples demonstração mas largamente utilizado neste
trabalho. A seção 1.2 define os principais subgrupos que aparecem no texto.
A seção 1.3 trata da representação de permutações ou ação de um grupo G
sobre um conjunto X. Nas seções 1.4 e 1.5, fazemos um pequeno estudo dos
Grupos Nilpotentes, no qual definimos as séries centrais(superior e inferior),
demonstrando alguns resultados básicos que nos serão necessários no caṕıtulo
4.
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No caṕıtulo 2, trabalhamos o Homomorfismo transfer(seção 2.1), obtendo
alguns lemas e em seguida(seção 2.2), usamos os mesmos para a demonstra-
ção do principal resultado do caṕıtulo, o Teorema de Schur.

Teorema 0.3.(Schur) Se
G

Z(G)
∈ F então G′ ∈ F , onde F representa a

famı́lia dos grupos finitos.

Para a demonstração desse teorema(assim como em muitas outras demons-
trações ao longo do texto), fazemos uso, sem prova, do Teorema Fundamen-
tal dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados que citamos apenas como
T.F.G.A.F.G.

Teorema 0.4.(T.F.G.A.F.G) Seja G um grupo abeliano finitamente gerado.
Então, G pode ser decomposto como produto direto de um número finito de
grupos ćıclicos Ci’s. Mais precisamente:

G = C1.........Ck,

tal que ou C1, ......, Ck são todos infinitos, ou para algum 1 ≤ j ≤ k, tem-se
C1, ......, Cj finitos, de ordem m1, ......,mj, respectivamente, com m1|m2|.....|mj,
e Cj+1, ....., Ck infinitos. Em particular, se G for de torção, então ele é finito.

No final do caṕıtulo há ainda uma seção(2.3) dedicada ao estudo dos FC-
Grupos, onde fazemos a demonstração do Lema de Dietzmann, o qual usa-
remos mais tarde, no último caṕıtulo, na prova dos lemas que antecedem o
teorema principal.

Lema 0.5.(Dietzmann) Em qualquer grupo G um subconjunto normal finito
constitúıdo apenas por elementos de ordem finita, gera um subgrupo normal
finito.

Completamos assim os pré-requisitos essenciais para a compreensão dos re-
sultados de Baer e Neumann que serão vistos no caṕıtulo seguinte.

O caṕıtulo 3 trata de coberturas de grupos. Nele fazemos a demonstração dos
Teoremas de Neumann e de Baer, resultados importantes no desenvolvimento
do caṕıtulo seguinte. Além disso, no final do caṕıtulo, usamos o resultado de
Neumann para caracterizar grupos que podem ser cobertos por uma quanti-
dade finita de subgrupos ćıclicos como grupos que são finitos ou ćıclicos.

No caṕıtulo 4, estudamos coberturas finitas por subgrupos ćıclicos do con-
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junto dos comutadores de um grupo. Na seção 4.1, provamos uma aproxima-
ção do resultado do teorema principal:

Teorema 0.6. Seja G um grupo no qual todos os comutadores podem ser
cobertos por um número finito de subgrupos ćıclicos. Se G não possui comu-
tadores de ordem finita, com excessão de 1, então G′ é ćıclico-por-finito.

Na seção 4.2, usamos esse resultado para concluir a prova do nosso teorema
principal.

Por fim, usamos o apêndice(Um teste para comutadores) para a demonstra-
ção do teorema 4.13.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Classes Laterais

Em nosso texto, G denotará um grupo multiplicativo com elemento neutro 1.

Se H é um subgrupo de G, podemos definir em G a seguinte relação de
equivalência:

x ∼ y ⇔ y−1x ∈ H

Para cada x ∈ G, a classe de equivalência com respeito a essa relação é o
subconjunto:

xH = {xh ; h ∈ H},

o qual chamamos de classe lateral à esquerda de H contendo x.

Sendo “∼” relação de equivalência, duas classes laterais à esquerda ou
são iguais ou são disjuntas.

Além disso,

G =
·⋃

x∈H

xH

Analogamente, podemos definir em G a relação de equivalência:

x ∼ y ⇔ xy−1 ∈ H

na qual a classe de equivalência de cada x ∈ G é o subconjunto :

Hx = {hx ; h ∈ H}
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o qual chamamos de classe lateral à direita de H contendo x.

Um subconjunto T ⊂ G é dito ser um transversal(à esquerda) quando G
se escreve como união disjunta:

G =
·⋃

t∈T

tH

Note que em um transversal T aparece um único representante de cada classe
lateral à esquerda. Assim, cada elemento de G pode ser escrito de maneira
única como th onde t ∈ T e h ∈ H.

De modo análogo, dizemos que um subconjunto S ⊂ G é um transversal
à direita quando podemos escrever:

G =
·⋃

s∈S

Hs

Proposição 1.1. Dados G grupo, H ≤ G e x ∈ G qualquer, temos:

i) | xH | = | H |;

ii) | {xH;x ∈ G} | = | {Hy; y ∈ G} |;

iii) (Lagrange)Se G é finito, então | G | = | H | . | G : H |, onde
| G : H | = | {xH ; x ∈ G} |.

Prova: Como ϕ : H → xH e ψ : {xH ; x ∈ G} → {Hx ; x ∈ G}
h → xh xH → Hx−1

são bijeções, i) e ii) seguem.

Para iii) considere x1H, ..., xrH as classes laterais(à esquerda) distintas.

Então, | G : H | = r.

Sendo G = x1H ∪̇ ... ∪̇xrH, temos:

| G | = | x1H | + ... + | xrH | = | H | + ... + | H |︸ ︷︷ ︸ = r . | H |
r vezes

�
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Proposição 1.2(Teorema do Índice). Se H ≤ K ≤ G, então:

| G : H |=| G : K || K : H |

Prova: Sejam T um transversal de K em G, e S um transversal de H em K
de modo que

G =
·⋃

t∈T

tK e K =
·⋃

s∈S

sH

Afirmamos que G =
·⋃

(t,s)∈T×S

tsH.

De fato, tomemos g ∈ G qualquer.
De (∗) temos que g = tk para algum t ∈ T e k ∈ K.
Mas, sendo k ∈ K, k = sh, ∃s ∈ S, ∃h ∈ H.

Dáı, g = tk = tsh ∈ tsH e G =
⋃

(t,s)∈T×S

tsH (ainda não sabemos se dis-

junta).
Suponha por absurdo, t1s1H ∩ t2s2H 6= ∅.
Então, ∃h1, h2 ∈ H tais que t1s1h1 = t2s2h2.
Dáı, t1s1 = t2s2h3 com h3 = h2h

−1
1 ∈ H.

Segue de (∗) que s2h3 = k ∈ K.
∴ t1s1 = t2k
∴ t1 = t2ks

−1
1 ∈ t2K

∴ t1K = t2K
∴ t1 = t2
∴ s1 = s2h3 ∈ s2H
∴ s1H = s2H
∴ s1 = s2

Portanto, t1s1H = t2s2H sempre que t1s1H ∩ t2s2H 6= ∅ e nossa afirmação
está provada.
Desse modo, | G | = | TS | | H | .
Afirmo ainda que :

| TS | = | T × S | = | T | | S |

Considere, ϕ : T × S → T S
(t, s) → ts

Claramente, ϕ está bem definida e é sobre.

16



Além disso,

ϕ(t1, s1) = ϕ(t2, s2) ⇒ t1s1 = t2s2 ⇒ t−1
2 t1 = s2s

−1
1 ∈ S ⊂ K

⇒ t1K = t2K ⇒ t1 = t2 ⇒ s1 = s2

⇒ (t1, s1) = (t2, s2)

Logo, ϕ é bijeção e | T S | = | T | | S |.

Assim,
| G | = | T | · | S | · | H | = | G : K | · | K : H | · | H |

O que nos dá:
| G : H | = | G : K | · | K : H |

�

Proposição 1.3. Se H,K ≤ G, então:

| G : H ∩K | 6 | G : H | · | G : K |

Prova: Considere η : {g(H ∩K) ; g ∈ G} → {aH ; a ∈ G}×{bK ; b ∈ G}
dada por η( g(H ∩K) ) = (gH, gK).
Veja que:

g1(H ∩K) = g2(H ∩K) ⇔ g−1
2 g1 ∈ H ∩K

⇔ g1H = g2H e g1K = g2K
⇔ (g1H, g1K) = (g2H, g2K)
⇔ η(g1(H ∩K)) = η(g2(H ∩K))

Logo, η está bem definida e é injetiva.
Dáı o resultado segue. �

Corolário 1.4(Poincaré). Se H1, H2, ..., Hn são subgrupos de G com ı́ndices

fnitos, então
n⋂

i=1

Hi tem ı́ndice finito em G.

Prova: Da proposição anterior sabemos que | G :
n⋂

i=1

Hi | ≤
n∏

i=1

| G : Hi |.

Como | G : Hi | < ∞ para cada i, segue que | G :
n⋂

i=1

Hi | < ∞.

�
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1.2 Subgrupos Clássicos

Nesta seção, introduziremos os principais subgrupos presentes neste trabalho.

Vejamos as definições:

1. Para cada x ∈ G, definimos a ordem de x, e denotamos por o(x) como
sendo o menor n ∈ N tal que xn = 1. Quando não existe tal n dizemos que
o(x) = ∞.

2. Dados x, g ∈ G definimos o conjugado de x por g como xg = g−1xg.
E chamamos de classe de conjugação de x ao subconjunto

xG = {xg ; g ∈ G}

3. Se N ≤ G, um subgrupo conjugado Nx é dado por :

Nx = x−1Nx = {x−1nx ; n ∈ N}

Se Nx = N, ∀x ∈ G, então dizemos que N é normal em G e denotamos isso
pondo N CG.

4. Dado x ∈ G, chamamos de centralizador de x em G o subgrupo for-
mado por todos os elementos de G que comutam com x. Mais precisamente,

CG(x) = {g ∈ G ; xg = x}

Agora, se H ⊆ G, o centralizador de H em G é o subgrupo:

CG(H) = {g ∈ G ; hg = h, ∀h ∈ H} =
⋂
h∈H

CG(h)

5. O centro de um grupo G é o subgrupo formado pelos elementos de G que
comutam com todos os elementos do grupo, o qual indicamos por:

Z(G) = {g ∈ G ; xg = x, ∀x ∈ G}

Veja que Z(G) = CG(G) EG.

6. Se H ≤ G, definimos o normalizador de H em G como sendo o sub-
grupo

NG(H) = {g ∈ G ; Hg = H}

18



Note que H E NG(H).

7. Se X ⊂ G, definimos o subgrupo gerado por X como sendo

〈X〉 = {x1...xn ; xi ∈ X ∪X−1}

8. Se x, y ∈ G, definimos o comutador de x e y pondo:

[x, y] = x−1y−1x y

Definimos ainda o subgrupo derivado de G, o qual denotamos por G′ como
sendo:

G′ = 〈[x, y] ; x, y ∈ G〉

Se H,K ⊂ G, definimos [H,K] = 〈[h, k] ; h ∈ H, k ∈ K〉.

Perceba que G′ = [G,G].

9. Sejam G1, G2 grupos e φ : G1 → G2 um homomorfismo. Chamamos de
núcleo de φ, ao subgrupo de G1 dado por:

Nuc(φ) = {g ∈ G1 ; φ(g) = 1G2}

Note que Nuc(φ) C G1.

Se N C G, o conjunto das classes de N à esquerda(ou à direita) é um grupo
com a operação xN · yN = xyN . Chamamos este grupo de grupo quociente
de G por N e o denotamos por G/N .

A proposição a seguir caracteriza os grupos quocientes abelianos.

Proposição 1.5. Se N EG, então:

G

N
é abeliano ⇔ G′ ≤ N

Prova: ⇒) Sejam a, b ∈ G quaisquer.

Como
G

N
é abeliano, aN · bN = bN · aN .

aN · bN = bN · aN ⇒ abN = baN ⇒ (ba)−1ab ∈ N
⇒ a−1b−1a b = [a, b] ∈ N
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∴ G′ = 〈[a, b] ; a, b ∈ G〉 ≤ N .

⇐) Suponhamos agora, G′ ≤ N .
Sejam aN, bN ∈ G/N quaisquer. Como [a, b] ∈ N , temos que [a, b]N = N .
Mas, [a, b]N = a−1N · b−1N · aN · bN .
Logo, aN · bN = bN · aN . �

Proposição 1.6. Dado um grupo G e a, b, c ∈ G, temos:

i) [a, bc] = [a, c] . [a, b]c, ∀a, b, c ∈ G;

ii) [ab, c] = [a, c]b . [b, c], ∀a, b, c ∈ G.�

Definição 1.7. Um grupo é dito ćıclico-por-finito se ∃N C G tal que N
é ćıclico e G/N é finito.

1.3 Séries Normais e Nilpotência

Definição 1.8. Uma sequência (G0, G1, ..., Gr) de subgrupos normais de um
grupo G é chamada uma série normal de G se

1 = G0 CG1 CG2 C ...CGr−1 CGr = G.

Chamamos os grupos quocientes Gi/Gi−1, 1 ≤ i ≤ r, de fatores da série
normal.
Quando nem todos os subgrupos Gi’s são normais em G, dizemos que

(S) : 1 = G0 CG1 CG2 C ...CGr−1 CGr = G,

é série subnormal de G.

Se em (S) tem-se :
Gi+1

Gi

≤ Z
( G
Gi

)
, ∀i, então dizemos que (S) é série

central de G.

Exemplo 1.9. Seja V = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}C S4.

Então, 4 3

(S) : 1 E V E A4,
é série normal de S4.

Por outro lado, tomando H = 〈(12)(34)〉, H 5 S4, logo,
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2 2 3

(T ) : 1 EH E V E A4,

é série subnormal de S4.

Definição 1.10. Dizemos que um grupo G é nilpotente, se existe uma série
normal:

(S) : 1 = G0 EG1 E ...EGn = G,

tal que
Gi+1

Gi

≤ Z

(
G

Gi

)
, ∀i (Isto é, (S) é série central de G ).

Note que :
Gi+1

Gi

≤ Z

(
G

Gi

)
⇔ [Gi+1, G] ≤ Gi.

De fato, suponhamos [Gi+1, G] ≤ Gi.

Então, dados gi+1Gi ∈ Gi+1/Gi e gGi ∈ G/Gi quaisquer, temos:

(g−1
i+1Gi) (g−1Gi) (gi+1Gi) (gGi) = (g−1

i+1 g
−1 gi+1 g)Gi = Gi.

Logo, (gi+1Gi) (gGi) = (gGi) (gi+1Gi) e gi+1Gi ∈ Z(G/Gi).

Reciprocamente, se
Gi+1

Gi

≤ Z

(
G

Gi

)
, então, tomando [gi+1, g] ∈ [Gi+1, G],

temos:

[gi+1, g]Gi = [gi+1Gi, gGi] = Gi.

Dáı, [gi+1, g] ∈ Gi e [Gi+1, G] ≤ Gi.

Teorema 1.11. Se G é nilpotente e H ≤ G, então H é nilpotente.

Prova: Seja

(S): 1 = G0 EG1 E ...EGn = G,

série normal de G com
Gi+1

Gi

≤ Z

(
G

Gi

)
, para cada i.
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Consideremos para cada i, Hi = Gi ∩H.

Sendo Gi EG, temos Hi EH ∀i.

Além disso, Hi ≤ Hi+1, para cada i.

Veja que
[Hi+1, H] = [Gi+1 ∩H,H] ≤ [Gi+1, G] ≤ Gi

É claro que:
[Hi+1, H] ≤ H

Logo,
[Hi+1, H] ≤ Hi, para cada i,

o que conclui nossa demonstração. �

1.4 Séries Centrais

Definimos indutivamente o n-ésimo centro de um grupo G como a seguir.
Para n = 0 e n = 1, Z0(G) = 1 e Z1 = Z(G).

Consideremos o centro do grupo grupo quociente
G

Z(G)
.

Como Z
( G

Z(G)

)
E

G

Z(G)
, sabemos do Teorema da Correspondência que

existe um único subgrupo normal Z2(G) de G tal que
Z2(G)

Z(G)
= Z

( G

Z(G)

)
.

Isto é,
Z2(G)

Z1(G)
= Z

( G

Z(G)

)
.

Analogamente, sendo Z
(Z2(G)

Z1(G)

)
E
Z2(G)

Z1

, existe um único Z3(G) E Z2(G),

tal que
Z3(G)

Z2(G)
= Z

(Z2(G)

Z1

)
.

Continuando esse racioćınio indutivamente, obtemos, para cada inteiro n
maior que 1, um subgrupo normal Zn(G) de G tal que:

Zn(G)

Zn−1(G)
= Z

( G

Zn−1(G)

)
Definição 1.12. A série normal crescente
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1 = Z0(G) E Z1(G) E Z2(G) E ... E Zn(G) E ...

de subgrupos de um grupo G , é chamada série central superior de G.

Dado um grupo G, definamos

Γ1(G) = G e Γi(G) = [Γi−1(G), G], se i > 1.

Afirmo que Γi(G) CG, ∀i.
De fato, façamos indução sobre i.
Para i = 1, ok!
Suponhamos válido para i = n e mostremos para i = n+ 1.
Seja g ∈ G qualquer.
Como Γn(G) CG, temos:

Γn+1(G)g = [Γn(G)g, Gg] = [Γn(G), G] = Γn+1(G),

o que prova nossa afirmação.
Desse modo,

Γi+1(G) E Γi(G), ∀i > 1

Definição 1.13. A série normal decrescente

G = Γ1(G) B G′ = Γ2(G) B ... Γi(G) B Γi+1 B ...

de subgrupos de um grupo G é chamada série central inferior de G.

Exemplo 1.14. Seja G = D4 = 〈a, b ; a4 = 1 = b2, ab = a−1〉 = 〈a〉 × 〈b〉.
Note que:

Z1(G) = Z(D4) = 〈a2〉.

Z
( D4

〈a2〉

)
, pois

D4

〈a2〉
é abeliano.

∴
Z2(D4)

〈a2〉
=

D4

〈a2〉

∴ Z2(D4) = D4

Dáı, Zi(D4) = D4, ∀i > 2.

Teorema 1.15. São equivalentes:
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i) G é nilpotente;

ii) Γn(G) = 1, para algum n;

iii) Zn(G) = G, para algum n.

Para demonstração deste Teorema, precisaremos do seguinte

Lema: Se H, J,K C G, com J C H e
H

J
≤ Z

(G
J

)
, então

HK

JK
≤ Z

( G

JK

)
.

Prova: Como
H

J
≤ Z

(G
J

)
, temos que [H,G] ≤ J .

Afirmo que [HK,G] = [H,G][K,G].

Claro que [H,G][K,G] ≤ [HK,G].

Para a desigualdade contrária, tomemos [hk, g] ∈ [HK,G] qualquer.

Sendo H CG, temos, em particular, H normal em K.

Assim,
[hk, g] = [h, g]k[k, g]

= [hk, gk][k, g]
= [h1, g1][k, g], com h1 ∈ H e g1 ∈ G

∴ [HK,G] ≤ [H,G][K,G]

∴ [HK,G] = [H,G][K,G]

Como K CG, [K,G] ≤ K.

Agora,

[H,G] ≤ J , [K,G] ≤ K ⇒ [HK,G] = [H,G][K,G] ≤ JK
Logo,

HK

JK
≤ Z

( G

JK

)
Prova do Teorema:
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i) ⇒ ii): Seja série normal e central de G.

Afirmo que Gi ≤ Zi(G), ∀i.

Façamos indução sobre i:

Para i = 0: G0 = 1 = Z0(G)

Suponhamos válido para i = n. Isto é, Gn ≤ Zn(G).

Sendo Zi(G), Gi, Gi+1 CG e
Gi+1

Gi

≤ Z
( G
Gi

)
, segue do resultado mostrado

acima que:

Zi(G)Gi+1

Zi(G)Gi

≤ Z
( G

Zi(G)Gi

)
Mas, Zi(G)Gi = Zi(G).

Dáı,

Zi(G)Gi+1

Zi(G)
≤ Z

( G

Zi(G)

)
=
Zi+1(G)

Zi(G)

∴ Zi(G)Gi+1 ≤ Zi+1G

∴ Gi+1 ≤ Zi+1(G)

Isto prova nossa afirmação.

Assim, G = Gk ≤ Zk(G) e temos Zk(G) = G.

iii) ⇒ i): Suponhamos Z(G) = G.

Então,
1 = Z0(G) E Z1(G) E ... E Zn(G) = G

é série normal de G.

Além disso, por definição:
Zi+1(G)

Zi(G)
= Z

( G

Zi(G)

)
.

Logo, G é nilpotente.
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i) ⇒ ii): Consideremos novamente, 1 = G0 E G1 E ... E Gk = G série

normal de G, com
Gi+1

Gi

≤ Z
( G
Gi

)
, ∀i (o que equivale a [Gi+1, Gi] ≤ Gi, ∀i).

Afirmo que Γj+1(G) ≤ Gk−j, ∀j

Façamos indução sobre j.

Para j = 0 : Γ1(G) = G = Gk.

Suponhamos válido para j = m e mostremos que vale para j = m+ 1.

Como Γm+1(G) ≤ Gk−m, segue que :

Γm+2(G) = [Γm+1(G), G] ≤ [Gk−m, G] ≤ Gk−m−1 = Gk−(m+1)

∴ Γj+1(G) ≤ Gk−j, ∀j

Tomando então, j = k, temos: Γk+1(G) ≤ G0 = 1.

Portanto, Γk+1(G) = 1.

ii) ⇒ i): Suponha Γn(G) = 1.

Então,
Γ1(G) = GE Γ2(G) E ... E Γn−1(G) E Γn(G) = 1

é série normal de G.

Além disso,

Γi+1(G) = [Γi(G), G] ⇒ Γi(G)

Γi+1(G)
= Z

( G

Γi+1(G)

)
Logo, G é nilpotente. �

Teorema 1.16. Se G é nilpotente, então, para qualquer série central

(S) : 1 = G0 EG1 E ... EGk = G

tem-se Γk−i+1(G) ≤ Gi ≤ Zi(G), ∀i = 0, ..., r.
Além disso, o menor c tal que Zc(G) = G também é o menor tal que
Γc+1(G) = 1 ( chamamos c de classe de nilpotência de G ).

Prova: Vimos anteriormente que em qualquer série central de G,
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1 = G0 EG1 E ...EGk = G

temos Gi ≤ Zi, ∀i e Γj+1 ≤ Gr−j, ∀j.

Tomando j = k − i, obtemos:

Γk−i+1(G) ≤ Gi ≤ Zi, ∀i = 0, ..., k (∗)

Seja c o menor tal que Zc(G) = G e consideremos a série:

1 = Z0(G) = G0 E Z1(G) = G1 E ... E Zc(G) = G = Gc

Por (∗), temos:

Γc−i+1(G) ≤ Gi ≤ Zi, ∀i = 0, ..., c

Em particular, para i = 0, temos:

Γc+1(G) ≤ G0 = Z0(G) = 1

∴ Γc+1(G) = 1

Suponhamos por absurdo que ∃s < c+ 1 tal que Γs(G) = 1.

Consideremos a série normal central de G:

1 = Γc(G) = G0 E Γc−1(G) = G1 E ... E Γ1(G) = G = Gc−1

Por (∗):

Γc−i(G) ≤ Gi ≤ Zi(G), ∀i = 0, ..., c− 1

∴ Zc−1(G) = G

Absurdo!

Logo, c é o menor tal que Γc+1(G) = 1. �

1.5 Representação de Permutações

Dado X um conjunto qualquer, denotamos por SX o conjunto de todas as
funções f : X → X bijetoras. É fácil ver que SX com a operação de
composição de funções é um grupo, o qual chamamos de grupo simétrico, ou
grupo de permutações de X. Quando | X | = n < ∞, escrevemos SX = Sn

e este será o grupo de permutações de n śımbolos, cuja ordem é n!.
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Definição 1.17. Uma representação de permutações(ou ação) de um grupo
G sobre um conjunto X é um homomorfismo ϕ : G → SX .

Denotaremos a imagem de cada elemento g ∈ G pondo ϕ(g) ou ϕg.

Com respeito ao estudo de uma ação ϕ de um grupo G sobre um conjunto
X, definimos os seguintes conjuntos:

• Se x ∈ X, definiremos o estabilizador de x como sendo:

Gx = {g ∈ G ; ϕ(g)(x) = x}

• Se x ∈ X, definimos a órbita de x por:

Gx = {ϕ(g)(x) ; g ∈ G}

• Para cada g ∈ G denotaremos por Xg o conjunto dos pontos fixos de
ϕ(g). Isto é,

Xg = {x ∈ X ; ϕ(g)(x) = x}

• XG = {x ∈ X ; ϕ(g)(x) = x, ∀g ∈ G}

Dada ϕ : G → SX ação de um grupo G num conjunto X, definamos sobre
X a seguinte relação:

x ∼ y ⇔ y = ϕ(g)(x), para algum g ∈ G

Veja que:

(i) x ∼ x, já que ϕ(1)(x).

(ii) Se x ∼ y, então y = ϕ(g)(x), ∃g ∈ G. Dáı, x = ϕ(g−1)(y) e y ∼ x.

(iii) Se x ∼ y e y ∼ z, então ∃g1, g2 ∈ G tais que y = ϕ(g1)(x) e z = ϕ(g2)(y).

Assim,
z = ϕ(g1)(ϕ(g2)(x)) = ϕ(g1g2)(x),

o que indica x ∼ z.
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Portanto, “∼” é relação de equivalência.

A classe de equivalência de um elemento x ∈ X é o conjunto:

x̄ = {ϕ(g)(x) ; g ∈ G} = Gx (órbita de x)

Teorema 1.18. Seja ϕ : G→ SX uma ação de um grupo G em um conjunto
X. Então:

(i) Gx ≤ G;

(ii) | Gx | = | G : Gx |.

Prova: (i) Como ϕ(1)(x) = x, ∀x ∈ X, temos que 1 ∈ Gx. Dáı, Gx 6= ∅.
Dados g1, g2 ∈ Gx, temos: ϕ(g1)(x) = x e ϕ(g2)(x) = x.
Assim,

ϕ(g1g
−1
2 )(x) = ϕ(g1)(ϕ(g−1

2 )(x)) = ϕ(g1)(x) = x

∴ g1g
−1
2 ∈ G

Como g1 e g2 foram tomados arbitrariamente em Gx, o resultado segue.
Consideremos a função:

φ : {gGx ; g ∈ G} −→ Gx
gGx −→ ϕ(g)(x)

Suponhamos aGx = bGx. Então, a = bz, com z ∈ Gx.
Dáı, teremos:

φ(aGx) = ϕ(a)(x) = ϕ(bz)(x) = ϕ(b)(ϕ(z)(x)) = ϕ(b)(x) = φ(bGx)

Logo, φ está bem definida.
Claramente φ é sobre.
Além disso,

φ(aGx) = φ(bGx) ⇒ ϕ(a)(x) = ϕ(b)(x)
⇒ ϕ(b−1)(ϕ(a)(x)) = x ⇒ ϕ(b−1a)(x) = x
⇒ b−1a ∈ Gx ⇒ aGx = bGx

o que indica φ injetiva.
Portanto ϕ é bijeção e temos: | G : Gx | = | Gx | . �

Exemplo 1.19. Seja G um grupo e definamos:
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ϕ : G −→ SG

g −→ ϕ(g) : x→ gxg−1

ϕ é ação de G em si mesmo.

Note que:

Gx = {gxg−1 ; g ∈ G} = {xg−1
; g ∈ G} = xG

Além disso,

Gx = {g ∈ G ; xg−1
= x, ∀x ∈ G} = CG(x)

Segue então do teorema anterior que:

| G : CG(x) | = | xG |
�
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Caṕıtulo 2

O Teorema de Schur e
FC-grupos

2.1 O Homomorfismo Transfer

Seja G um grupo e H ≤ G com | G : H | = n. Considere ainda A um
grupo abeliano e θ : H → A um homomorfismo. Fixemos um transversal
{t1, ..., tn} de H em G de modo que:

G =
n⋃
1

Hti

Para cada x ∈ G a classe Htix é uma das classes Htj, j = 1, 2, ..., n (já que
Ht1, ..., Htn são todas as classes à direita de H).
Denotamos então:

Htix = Ht(i)x

Note que i → (i)x é uma permutação de {1, 2, ..., n}.

Vejamos a injetividade:
(i)x = (j)x ⇒ Ht(i)x=Ht(j)x

⇒ Htix = Htjx
⇒ Hti = Htj
⇒ i = j

Toda função injetiva de um conjunto finito em si mesmo é sobre.
Logo, i → (i)x é bijeção.
Além disso, sendo Htix = Ht(i)x temos que tixt

−1
(i)x ∈ H para cada x ∈ G.

Podeŕıamos perguntar: Dados G grupo e H ≤ G, podemos sempre exibir
um grupo A abeliano e θ : H → A homomorfismo?
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A resposta é sim!

Vimos anteriormente que dados G grupo e N CG, tem-se:

G

N
abeliano ⇔ G′ ≤ N

Logo,
H

H ′ é abeliano(Lembre que H ′ CH).

Dáı, basta tomarmos θ : H → H/H ′, o homomorfismo canônico.
h → hH ′

Definição 2.1(Homomorfismo Transfer). Definimos θ∗ : G → A por

θ∗(x) =
n∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)x)

Como A é abeliano, a ordem dos fatores no produto é irrelevante.

Lema 2.2. Sobre θ∗, temos :

(i) θ∗ é homomorfismo, o qual chamamos de Homomorfismo Transfer;

(ii) θ∗ independe do transversal.

Prova:(i) Da definição, temos:

Ht(i)xy = Htixy = H(tix)y = Ht((i)x)y

∴ t(i)xy = t((i)x)y, ∀x, y ∈ G.

Dáı,

θ∗(xy) =
n∏

i=1

θ(tixyt
−1
(i)xy) =

n∏
i=1

θ(tixyt
−1
((i)x)y)

=
n∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)xt(i)xyt

−1
((i)x)y) =

n∏
i=1

θ(tixt
−1
(i)x)θ(t(i)xyt((i)x)y)

=
n∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)x)

n∏
i=1

θ(t(i)xyt
−1
((i)x)y) (já que A é abeliano)

= θ∗(x)θ∗(y)
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(ii) Seja {t′1, t′2, ..., t′n} um outro transversal de H em G.

Podemos supor Ht′i = Hti, para cada i (caso isso não ocorra, reorganizamos
os ti’s ).

Dáı, t′i = hiti para algum h ∈ H.

t′i = hiti ⇒ t′ix = hitix ⇒ Ht′ix = Htix ⇒ Ht′(i)x = Ht(i)x

∴ t′(i)x ∈ Ht(i)x ∈ Ht(i)x
∴ t′(i)x = h(i)xt(i)xt(i)x com h(i)x ∈ H.

Assim,

θ∗(x) =
n∏

i=1

θ(t′ixt
′−1
(i)x) =

n∏
i=1

θ(hitix(h(i)xxt(i)x)
−1)

=
n∏

i=1

θ(hitixt
−1
(i)xh

−1
(i)x)

=
n∏

i=1

θ(hi) θ(tixt
−1
(i)x) θ(h

−1
(i)x)

=
n∏

i=1

θ(hi)
n∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)x)

n∏
i=1

θ(h−1
(i)x)

=
n∏

i=1

θ(hi)
n∏

i=1

θ(h−1
(i)x)

n∏
i=1

θ(tixt
−1
(i)x) (pois A é abeliano)

=
n∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)x)

Observe que nas duas últimas igualdades, usamos o fato de que i→ (i)x é
uma permutação de {1, ..., n}. �

Lema 2.3(Cálculo de θ∗). Sejam H ≤ G e θ : H → A, com A grupo
abeliano. Se | G : H |= n, para cada x ∈ G existem k ∈ N e l1, l2, ..., lk ∈ N
tais que:

θ∗(x) =
n∏

i=1

(six
lis−1

i )

com si ∈ G e
k∑

i=1

li = n.
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Prova: Fixado s1 ∈ G, consideremos as classes Hs1, Hs1x,Hs1x
2...

Como há somente um número finito de classes laterais, existe n ∈ N tal que
Hsn

1 = Hs1. Seja l1 o primeiro natural em que isso ocorre.
Então, temos o ciclo:

Hs1, Hs1x,Hs1x
2, ..., Hs1x

l1 = Hs1

Se estas não forem todas as classes laterais de H, tomamos uma nova classe,
Hs2, e procedemos de maneira análoga.
Considerando l2 o primeiro natural tal que Hs2x

l2 = Hs2, temos as classes:

Hs2, Hs2x, Hs2x
2, ..., Hs2x

l2−1

Se ainda não tivermos todas as classes laterais de H, repetimos esse processo
até que isso ocorra. Desse modo, encontramos várias cadeias não intersec-
tantes de classes laterais.

Seja:
Hsk, Hskx, Hskx

2, ..., Hskx
lk−1,

a última delas.

Como Hs1, ..., Hs1x
l1−1, Hs2, ..., Hs2x

l2−1
2 , ......., Hsk, ..., Hskx

lk−1
k são todas

as classes, temos,
k∑

i=1

li = n.

Vimos no Lema anterior que θ∗ independe do transversal.

Escolhamos:

T = {s1, s1x, ..., s1x
l1−1, s2, s2x, ..., s2x

l2−1, ..., sk, skx, ..., skx
lk−1},

como transversal.

Façamos :

t1 = s1, t2 = s1x, ..., tl1 = s1x
l1−1

tl1+1 = s2, tl1+2 = s2x, ..., tl1+l2 = s2x
l2−1

.

.

.
tl1+l2+...+lk−1+1 = sk, tl1+l2+...+lk−1+2 = skx, ..., t∑ li = tn = skx

lk−1

Veja que:
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Ht(i)x = Htix = Hs1x = Ht2

Ht(2)x = Ht2x = Hs1x
2 = Ht3

.

.

.

Htl1x = Htl1x = Hs1x
l1 = Hs1 = Ht1

−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Ht(l1+1)x = Htl1+1x = Hs2x = Htl1+2

Ht(l1+2)x = Htl1+2x = Hs2x
2 = Htl1+3

.

.

.
Ht(l1+l2)x = Htl1+l2x = Hs2x

l2 = Hs2 = Htl1+1

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
.
.
.

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

Ht(l1+...+lk−1+1)x = Htl1+...+lk−1+1x = Hs2x = Htl1+...+lk−1+2

.

.

.
Ht(∑ li)x = Ht∑ lix = Htnx = Hskx

tk = Hsk = Htl1+...+lk−1+1

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

Portanto,

(i)x = i+ 1, ∀i 6= lj

(lj)x = j, ∀j

(l1 + ...+ lj)x = l1 + ...+ lj−1 + 1, ∀j

Dáı,

θ∗(x) =

l1+...+lk∏
i=1

θ(tixt
−1
(i)x)
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= θ(tixt
−1
2 ) θ(t2xt

−1
3 ) ... θ(tl1−1xt

−1
l1

) θ(tl1+l2xtl1+1).

.θ(tl1+1xt
−1
l1+2) θ(tl1+2xt

−1
l1+3) ... θ(tl1+l2−1xt

−1
l1+l2

) θ(tl1+l2xt
−1
l1+1)

.

.

.

.θ(tl1+...+lk−1+1xtl1+...+lk−1+2) . . . . θ(tl1+...+lkxt
−1
l1+...+lk−1+1)

= θ(t1x
l1t−1

1 ) θ(tl1+1x
l2t−1

l1+1) ... θ(tl1+...+lkxt
−1
l1+...+lk−1+1)

= θ(s1x
l1s−1

1 ) θ(s2x
l2s−1

2 ) ... θ(skx
lks−1

k )

=
k∏

i=1

(six
lis−1

i ) �

2.2 O Teorema de Schur

O objetivo desta seção é a demonstração do Teorema de Schur, o qual usare-
mos bastante neste trabalho.
Antes, vejamos dois lemas que nos serão necessários.

Lema 2.4. Seja G um grupo e H ≤ Z(G) tal que | G : H |= n. Então, o
homomorfismo transfer da função θ : H → H com θ(h) = h, ∀h ∈ H é a
função θ∗(x) = xn.

Prova: Usando o Lema anterior, temos:

θ∗(x) =
k∏

i=1

θ(six
lis−1

i )

Agora,

six
lis−1

i ∈ H ≤ Z(G) ⇒ six
lis−1

i = z ∈ Z(G)
⇒ xli = s−1

i zsi = z ∈ Z(G)
Assim,

θ∗(x) =
k∏

i=1

xli = xl1+...+lk = xn �
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Lema 2.5. Se G é finitamente gerado e H ≤ G com | G : H |= n, então
H é finitamente gerado.

Prova: Seja T = {1 = t1, t2, ..., tn} um transversal de H em G.

Definimos para cada x ∈ G, Htix = Ht(i)x.
Então, tix = h(i, x)t(i)x, com h(i, x) ∈ H.
Além disso, como visto anteriormente, t(i)xy = t((i)x)y.
Logo,

tixy = (tix)y = (h(i, x) t(i)x)y = h(i, x) (t(i)xy)
= h(i, x) h((i)x, y) t((i)x)y

= h(i, x) h((i)x, y) t(i)xy

Analogamente, podemos mostrar que:

tixyz = h(i, x) h((i)x, y) h((i)xy, z) t(i)xyz

Mais geralmente, temos:

ti(x1...xs) = h(i, x1) h((i)x1, x2) ... h((i)x1x2...xs−1, xs) t(i)x1...xs

Seja G = 〈X〉 com X finito.

Tomemos x ∈ H qualquer.

Como H ≤ G, x = x1...xn, onde xi ∈ X ∪X−1.

Sendo t1 = 1 e x ∈ H, temos:

Ht1 = H = Hx = Ht1x = Ht(1)x
∴ (1)x = 1

Dáı,
x = t1x = t1(x1, ..., xn)

= h(1, x1) h((1)x1, x2)... h((1)x1x2...xs−1, xs) t(1)x1x2...xs

= h(1, x1) h((1)x1, x2) ... h((1)x1x2 ... xs−1, xs)

∴ H = 〈h(j, x) ; 1 ≤ j ≤ n e x ∈ X ∪X−1〉 �

Finalmente, podemos provar o

Teorema 2.6(Schur). Se
G

Z(G)
é finito, então G’ é finito. Além disso,

se

∣∣∣∣ G

Z(G)

∣∣∣∣ = n, então xn = 1, ∀x ∈ G′. Isto é, o(x) | n, ∀x ∈ G′.

37



Prova: Do Lema 2.4, sabemos que θ∗ : G→ Z(G) é o homomorfismo
x→ xn

transfer de θ : Z(G) → Z(G).
z → z

Segue então. do 1◦ Teorema dos Homomorfismos, que:

G

Nuc θ
' θ∗(G) ≤ Z(G)

Logo,
G

Nuc θ
é abeliano e G′ ≤ Nuc θ∗.

Assim, para qualquer x ∈ G′, tem-se, xn = 1.

Seja
G

Z(G)
= {t1Z(G), t2Z(G), ..., tnZ(G)}.

Dados x, y ∈ G quaisquer, xZ(G), yZ(G) ∈ G

Z(G)
.

Dáı, ∃i, j tais que xZ(G) = tiZ(G) e yZ(G) = tjZ(G).

Portanto, x = tizi e y = tjzj com zi, zj ∈ Z(G).

Desse modo:

[x, y] = [tizi, tjzj] = (tizi)
−1(tjzj)

−1(tizi)(tjzj)

= z−1
i t−1

i z−1
j t−1

j ti zi tj zj

= t−1
i t−1

j ti tj

= [ti, tj]

e temos:

G′ = 〈[ti, tj] ; 1 ≤ i, j ≤ n〉,

o que implica que G’ é finitamente gerado.

Como Z(G) CG, segue, do 2◦ Teorema dos Isomorfismos que:
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Z(G)G′

Z(G)
' G′

Z(G) ∩G′

Em diagramas: G

Z(G)G′

Z(G)

kkkkkkkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkkkkkk
G′

RRRRRRRRRRRRRRRR

Z(G) ∩G′

SSSSSSSSSSSSSSS

llllllllllllllll

llllllllllllllll

Por outro lado,

| Z(G)G′ : Z(G) | ≤ | G : Z(G)G′ || Z(G)G′ : Z(G) | = | G : Z(G) | <∞

Logo, | G′ : Z(G) ∩G′ | < ∞.
Como G′ é finitamente gerado, segue do Lema 2.4 que Z(G) ∩G′ também o
é. Além disso, sendo Z(G) ∩G′ subgrupo de Z(G) e de G′ este é abeliano e
de torção.
Segue então do T.F.G.A.F.G que:

Z(G) ∩G′ = A1 × ...× An,

onde os Ai’s são subgrupos ćıclicos finitos.
Portanto, Z(G) ∩G′ é finito.
Finalmente,

| G′ | = | G′ : Z(G) ∩G′ | | Z(G) ∩G′ | < ∞,

o que conclui nossa demonstração. �

2.3 FC-Grupos

Definição 2.7. Um grupo G é dito um FC-Grupo, se para cada x ∈ G
tem-se xG finito.

Obs.: A sigla FC, vem do inglês : “finite conjugate”.

Sobre a classe de conjugação xG lembramos que: | xG | = | G : CG(x) |.
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Proposição 2.8. Dado G um FC-grupo e g ∈ G, temos:

(i) CG(〈xG〉) = CG(xG);

(ii) 〈xG〉CG;

(iii) CG(xG) CG.

Prova: (i) Seja xG = {x1, x2, ..., xs}. Claro que CG(〈xG〉) ≤ CG(xG).
Agora, seja g ∈ CG(xG) qualquer.
Então, g ∈ CG(xi),∀i e consequentemente, g ∈ CG(x−1

i ),∀i.
Tomando y ∈ 〈xG〉, y = y1, ..., yn com yi ∈ {x1, ..., xs} ∪ {x−1

1 , ..., x−1
s },

temos: yg = yg
1 ...y

g
n = y1...yn = y

∴ g ∈ CG(y), ∀y ∈ 〈xG〉
∴ g ∈ 〈CG(xG)〉
∴ CG(xG) ≤ CG(〈xG〉)

Logo, CG(xG) = CG(〈xG〉).

(ii) 〈xG〉 = {y1...yn ; yi ∈ xG ∪ (xG)−1}

Seja g ∈ G qualquer.

Note que:
(y1...yn)g = yg

1 ...y
g
n

Mas,
yi ∈ xG ⇒ yg

i ∈ xG, ∀g ∈ G
e

yi ∈ (xG)−1 ⇒ yg
i ∈ (xG)−1, ∀g ∈ G (já que (x−1

i )g = (xg
i )
−1)

Logo,
(y1...yn)g ∈ 〈xG〉

∴ 〈xG〉CG

(iii) Para esta parte de demonstração usaremos o seguinte:

Resultado: Se G é um grupo e N CG, então CG(N) CG.

Prova: Seja g ∈ G qualquer. Mostraremos que g−1CG(N)g ≤ CG(N).
Tomemos g−1ag ∈ g−1CG(N)g.
Para cada n ∈ N , temos:
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ng−1ag = g−1a−1g n g−1a g = g−1(g n g−1)ag

Como N CG, gng−1 ∈ N . Logo, (gng−1)a = gng−1.
Dáı,

ng−1ag = g−1(gng−1)g = n

∴ g−1ag ∈ CG(n), ∀n ∈ N
∴ g−1ag ∈ CG(N)
∴ g−1CG(N)g ≤ CG(N), ∀g ∈ G

Voltemos agora à prova de (iii).
Sendo 〈xG〉CG, segue do que mostramos acima que CG(〈xG〉) CG.
Mas, por (i), CG(〈xG〉) = CG(xG). �

A proposição a seguir, é uma caracterização dos FC-Grupos.

Proposição 2.9. G é FC-Grupo ⇔ G

CG(xG)
é finito para cada x ∈ G.

Prova: ⇒) Suponhamos G um FC-Grupo.
Dado x ∈ G, seja xG = {x1, ..., xs}.
Então,

| G : CG(xi) | = | xG
i | = | xG | = s

E usando o corolário de Poincaré, temos:

| G : CG(xG) | =

∣∣∣∣∣ G :
s⋂

i=1

CG(xi)

∣∣∣∣∣ ≤
s∏

i=1

| G : CG(xi) | < ∞

Isto é,
G

CG(xG)
é finito.

⇐) ∀x ∈ G temos: CG(xG) ≤ CG(x) ≤ G.

Logo,
| xG | = | G : cG(x) | ≤ | G : CG(xG) | < ∞, ∀x ∈ G,

o que mostra que G é um FC-Grupo.
�
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A seguir, apresentamos um resultado relativos a FC-elementos de um grupo
que também nos será bastante útil no desenvolvimento deste trabalho.

Lema 2.10(Dietzmann). Em qualquer grupo G um subconjunto normal finito
constitúıdo apenas por elementos de ordem finita, gera um subgrupo normal
finito.

Prova: Sejam X = x1, ..., xn subconjunto normal de G e N = 〈X〉.
Afirmo que N CG.
De fato, tomemos g ∈ G qualquer e g−1ng ∈ g−1Ng.
Como n ∈ N, n = x1...xn, onde xi ∈ X, i = 1, ..., n(já que o(xi) <∞, ∀i).
Dáı,

g−1n g = g−1 . x1 . . . xn . g
= xg

1 . . . x
g
n

Sendo X normal em G, xi ∈ X implica xg
i ∈ X.

Logo, g−1n g ∈ N e temos g−1Ng ⊂ N, ∀g ∈ G, o que prova nossa afirmação.
Tomemos arbitrariamente, n ∈ N .
Em geral, existem muitas formas de expressar n, entre elas algumas de menor
comprimento(no que se refere ao produto de potências com mesma base),
diga-
mos r.
Além disso, entre essas expressões de menor comprimento, existe uma que
aparece primeiro na ordem lexicográfica(a ordem do dicionário). Esta é a
ordem em que (α1, . . . , αr) precede (α′1, . . . , α

′
r) se αi = α′i para i < s e

αs < α′s para algum s ≤ r.
Denote esta primeira expressão por n = y1 . . . yr, onde yi = xmi

αi
.

Afirmo que α1 < . . . αr.

Suponhamos por absurdo que isso não ocorra.
Então, temos dois casos:

1◦ caso): αi = αj para i < j.

n = xα
m1
1

. . . xmi
αi
. . . x

mj
αj . . . xmr

αr
= xα

m1
1

. . . xmi
αi
. . . x

mj
αi . . . xmr

αr

= y1 . . . yi . . . yj . . . yr

Vamos reescrever n de modo a agrupar yi e yj :

n = y1 . . . yi(yjy
−1
j )yi+1(yjy

−1
j ) . . . (yjy

−1
j )yj−1(yjy

−1
j )yjyj+1 . . . yr

= y1 . . . (yiyj) y
yj

i+1 . . . y
yj

j−1yj+1 . . . yr
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Para j e l quaisquer, temos:

y
yj

l = y−1
j ylyj = y−1

j xml
αl
yj = y−1

j xαl
. . . xαl︸ ︷︷ ︸ yj = (x

yj
αl)

ml = xml
k ,

ml vezes

para algum k ∈ {1, . . . n}, já que X é normal em G.

Assim, o que vemos acima é uma nova expressão de n, com tamanho menor
que r. Absurdo! Portanto, os α′is são todos distintos.

2◦ caso): αi > αi+1

n = xm1
α1

. . . xmi
αi
x

mi+1
αi+1 . . . xmr

αr
= y1 . . . yi yi+1 . . . yr

Vamos reescrever n de modo que yi+1 passe a ocupar a posição i:

n = y1 . . . yi+1 y
−1
i+1 yi yi+1 . . . yr = y1 . . . yi+1 y

yi+1 . . . yr

i

Como visto antes, y
yi+1

i = xmi
k para algum k.

Sendo αi > αi+1, esta nova expressão de n precede a anterior na ordem de
n-uplas. Absurdo!
Em qualquer caso chegamos a uma contradição. Portanto, devemos ter,
necessariamente, α1 < . . . < αr.
Neste caso, na expressão:

n = y1 . . . yr = xm1
α1

. . . xmr
αr

,

temos xαi
∈ 〈xi〉, para cada i.

Dáı, as possibilidades de expressarmos um elemento n ∈ N , são de, no
máximo:

n∏
i=1

o(xi)

�
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Caṕıtulo 3

Coberturas de Grupos

Uma cobertura de um grupo G é uma famı́lia {Si}i∈I de subconjuntos de G

tal que G =
⋃
i∈I

Si. Se {Hi}i∈I é uma cobertura de G por subgrupos é natural

perguntarmos que informações podem ser extráıdas a cerca de G a partir das
propriedades dos subgrupos H ′

is. No caso geral não temos respostas satis-
fatórias, já que todo grupo pode ser coberto pelos subgrupos ćıclicos gerados
por seus elementos. Mas a situação muda se pedirmos que a cobertura seja
finita. O primeiro resultado nessa direção é devido a Baer, o qual provou que
G admite uma cobertura finita por subgrupos abelianos se, e somente se, este
é central-por-finito. A parte não trivial desta afirmação é uma consequência
imediata de um resultado posterior de B.H.Neumann. Antes de passarmos á
prova destes dois importantes resultados vejamos o seguinte

Lema 3.1.(Ramsey) Seja S um conjunto infinito e suponha que a famı́lia
[S]2 de subconjuntos de S de 2 elementos é expressa como uma união de n
sub-famı́lias [S]2 = ∆1 ∪ ....∪∆n, onde n é finito. Então, existe um subcon-
junto infinito T de S e um k ( 1 ≤ k ≤ n ) tal que [T ]2 ⊆ ∆k.

Prova: Escolha um elemento x1 ∈ S.
O conjunto X1 = { {x1, x} ; x ∈ S−{x1} } é infinito e está contido em [S]2.
Como existem somente finitos ∆i’s, existe pelo menos um deles que contém
uma infinidade de “elementos” de X1, digamos ∆k1 .
Chamemos de S1 o subconjunto infinito de S−{x1} formado pelos x tais que

{x1, x} ∈ ∆k1

Agora escolhamos x2 ∈ S1.
Analogamente, X2 = { {x2, x};x ∈ S1 − {x2} } é subconjunto infinito de
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[S]2 =
n⋃

i=1

∆i.

Logo, ∃k2 ∈ {1, ..., n} tal que ∆k2 contém infinitos “elementos” de X2.
Chamemos de S2 o subconjunto infinito de S1 − {x2} formado pelos x tais
que:

{x2, x} ∈ ∆k2

Escolhendo x3 ∈ S2, encontramos analogamente, k3 ∈ {1, ..., n} e S3 ⊂
S2 − {x3} infinito tal que:

{x3, x} ∈ ∆k3 , ∀x ∈ S3

Continuando a construção obtemos um conjunto infinito de elementos {x1, x2, ..., ...}
e inteiros kr, 1 ≤ kr ≤ n, tais que {xr, xs} ∈ ∆kr se r < s.
Como há somente um número finito de kr’s, existe um subconjunto infinito
{xr1 , xr2 , ..., ...} tal que kr1 = kr2 = ... = k, digamos. Este é o subconjunto
infinito T que procurávamos, já que cada par {xrs , xrt} ∈ ∆k. �

Agora já podemos provar o

Teorema 3.2(Neumann). Suponha que o grupo G pode ser expresso como

união de uma quantidade finita de classes G =
n⋃

i=1

Higi. Se Hjgj *
⋃
i6=j

Higi,

então | G : Hj | é finito.

Prova: Seja g ∈ Hjgj −
⋃
i6=j

Higi

Então, Hjg = Hjgj.

Dáı, gjg
−1 ∈ Hj e temos

G = Gg−1 = (
n⋃

i=1

Higi)g
−1

= Hj(gjg
−1) ∪ (

⋃
i6=j

Hi(gig
−1))

= Hj ∪ (
⋃
i6=j

Hi(gig
−1))

Suponhamos por absurdo, | G : Hj | infinito.

Seja S = {x1, x2, ...} um transversal de Hj em G.

45



Então, G =
•⋃
i

Hjxi

Se r < s, então Hjxr 6= Hjxs e portanto, xrx
−1
s 6∈ Hj.

Como G = Hj ∪ (
⋃
i6=j

Hi(gig
−1)), temos que xrx

−1
s ∈ Hl(glg

−1) para algum

l ∈ {1, ..., n}\{j}.

Seja m o menor tal que m ∈ {1, ..., n}\{j} e xrx
−1
s ∈ Hm(gmg

−1).

Definamos os subconjuntos ∆m de [S]2 pondo:

∆m = { {xr, xs} ; m é o menor comm ∈ {1, ..., n}\{j} e xrx
−1
s ∈ Hm(gmg

−1)}

Veja que

[S]2 =
⋃
m6=j

∆m

Pelo Lema de Ramsey, existe um subconjunto infinito T de S e um
k ∈ {1, ..., n}\{j} tal que [T ]2 ⊆ ∆k.

Sejam xr, xs, xt três elementos de T com r < s < t.

{ xr, xs} ∈ [T ]2 =⇒ { xr, xs} ∈ ∆k =⇒ xrx
−1
s ∈ Hk(gkg

−1)
=⇒ Hk(xrx

−1
s ) = Hk(gkg

−1)
=⇒ gkg

−1 ∈ Hk(xrx
−1
s )

=⇒ gkg
−1(xrx

−1
s )−1 ∈ Hk

∴ gkg
−1(xsx

−1
r ) ∈ Hk

Analogamente gkg
−1xtx

−1
s ∈ Hk e gkg

−1xtx
−1
r ∈ Hk.

Note que:

(gkg
−1xsx

−1
r )(gkg

−1xtx
−1
r )−1(gkg

−1xtx
−1
s )

= (gkg
−1xsx

−1
r )(xrx

−1
t gg−1

k )(gkg
−1xtx

−1
s ) = gk g

−1

Dáı, gkg
−1 ∈ Hk e temos g ∈ Hkgk.

Absurdo!
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Portanto, | G : Hj | é finito. �

Teorema 3.3(Baer). G =
n⋃

i=1

Hi, Hi’s abelianos ⇐⇒ G

Z(G)
é finito.

Prova:
⇒)Podemos supor |G : Hi| <∞, ∀i(por Neumann).

Como

∣∣∣∣∣ G :
n⋂

i=1

Hi

∣∣∣∣∣ ≤ | G : H1 | .... | G : Hn |, segue que

∣∣∣∣∣ G :
n⋂

i=1

Hi

∣∣∣∣∣ <∞

Afirmo que
n⋂

i=1

Hi ⊂ Z(G).

De fato, sejam h ∈
n⋂

i=1

Hi e g ∈ G =
n⋃

i=1

Hi quaisquer.

Como g ∈ G, ∃j ∈ {1, ..., n} tal que g ∈ Hj.

E sendo h ∈
n⋂

i=1

Hi, temos em particular h ∈ Hj.

Como Hj é abeliano, segue que hg = gh.

Logo, h ∈ Z(G).

∴
n⋂

i=1

Hi ⊂ Z(G)

Dáı temos: ∣∣∣∣∣ G :
n⋂

i=1

Hi

∣∣∣∣∣ = | G : Z(G)|

∣∣∣∣∣ Z(G) :
n⋂

i=1

Hi

∣∣∣∣∣
Como

∣∣∣∣∣ G :
n⋂

i=1

Hi

∣∣∣∣∣ <∞, segue que |G : Z(G)| <∞. G

Z(G)

n⋂
i=1

Hi

⇐) Suponhamos agora
G

Z(G)
finito.

Façamos Z = Z(G) e
G

Z(G)
= {Z, t1Z, ..., tnZ}, i.e. {t0 = 1, t1, ..., tn} é
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transversal de Z em G.

Então, G =
·⋃
i

tiZ. Faça Hi = 〈ti, Z〉 = 〈ti〉Z.

Assim, tiZ ⊂ Hi e portanto, G =
n⋃

i=0

Hi, onde Hi é abeliano. �

O Teorema de Neumann também pode ser aplicado para caracterizar
grupos que podem ser cobertos por uma quantidade finita de subgrupos
ćıclicos como grupos que são finitos ou ćıclicos. É o que mostra nosso
próximo resultado.

Proposição 3.4. Um grupo G possui cobertura finita por subgrupos ćıclicos
se, e somente se, G é finito ou ćıclico.

Para a demonstração desta proposição precisaremos do

Lema 3.5(Fedorov). Seja G grupo infinito. Então, todo 1 6= H ≤ G tem
ı́ndice finito se, e somente se, G ' C∞(ćıclico infinito)

Prova: ⇐) Segue direto do Teorema dos grupos ćıclicos.
⇒) Seja 1 6= x ∈ G. Como 1 6= 〈x〉 ≤ G temos da hipótese que
| G : 〈x〉 |<∞.
Digamos que seja | G : 〈x〉 |= n
Seja { t1, ..., tn} um transversal de 〈x〉 em G, com ti 6= 1, ∀i.

Então, G =
•⋃
i

〈x〉ti = 〈 x, t1, ...., tn 〉

Também, C = CG(x) ⊃ 〈x〉.

∴ | G : CG(x) | ≤ | G : 〈x〉 | = n

Analogamente, ∀ti ∈ { t1, ...., tn }, temos 1 6= 〈ti〉 < G e 〈ti〉 ⊂ CG(ti).

G

CG(ti)

〈ti〉
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Logo

| G : CG(ti) | < | G : 〈ti〉 | < ∞, ∀i

Agora, sendo Z(G) =
⋂

y∈{x,ti}

CG(y), segue de Poincaré que | G : Z(G) | < ∞

e portanto, G′ é finito.
Afirmo que G é livre de torção(i.e., todo elemento, com exceção da identidade,
tem ordem infinita)
De fato, se ∃1 6= g ∈ G com o(g) <∞, então teŕıamos:

| G | = | G : 〈 g 〉 | | 〈 g 〉 | < ∞

Absurdo !
Logo, devemos ter necessariamente, G′ = 1.
Então, G é abeliano finitamente gerado e livre de torção.
Dáı, G = H1 × ...×Hn com Hi ' C∞.
Afirmo que n = 1
De fato, se fosse n > 1, tomando H = H1 × ...×Hn−1, teŕıamos:

G

H
' Hn

Logo, | G : H | = | Hn | = ∞. Absurdo!
Portanto, n = 1 e G ' C∞. �

Prova da Proposição 3.4:

⇒) Seja {Ci}n
i=1 uma cobertura de G por subgrupos ćıclicos.

Suponhamos G infinito.
Pelo Teorema de Neumann podemos considerar | G : Ci | < ∞ para cada
i = 1, ..., n.
Se para algum i tivéssemos | Ci |<∞, então:

| G | = | G : Ci | | Ci | < ∞

Absurdo!
Então, podemos assumir todos os Ci’s infinitos.
Afirmo que ∀H < G ; H 6= 1 tem-se | G : H | <∞
De fato, seja 1 6= g ∈ H ≤ G.

Como G =
n⋃

i=1

Ci, temos que g ∈ Ci para algum i
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∴ 〈 g 〉 ⊂ Ci

∴ | Ci : 〈 g 〉 | <∞ (pois cada Ci é ćıclico)

Além disso,

| G : Ci |<∞ (por Neumann)

G

Ci

〈g〉

Logo,

| G : 〈g〉 |<∞

Agora, H ⊃ 〈g〉.

G

H

〈g〉

Dáı,

| G : H | ≤ | G : 〈g〉 |<∞ ,

como queŕıamos mostrar.

Sendo G infinito, segue de Fedorov que G ' C∞

⇐) Se G é ćıclico tomamos a cobertura como sendo o próprio G.

Agora, se G for finito, digamos G = {x1, ..., xn}, então:

G ⊂ 〈x1〉 ∪ .... ∪ 〈xn〉 ,

o que conclui nossa demonstração. �
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Caṕıtulo 4

Coberturas do conjunto dos
comutadores de um grupo

Neste caṕıtulo mostraremos nosso teorema principal:

Se G é um grupo no qual o conjunto dos comutadores pode ser coberto por
um número finito de subgrupos ćıclicos então G′ é finito ou ćıclico. Ou seja,
G′ também pode ser coberto por um número finito de subgrupos ćıclicos.

No que segue, C denota a famı́lia finita de subgrupos ćıclicos de G cobrindo
todos os comutadores. Para simplificar a prova do Teorema Principal, faze-
mos duas suposições.

Suposição 1. Todos os subgrupos em C são gerados por comutadores, ade-
mais por um número finito deles (não necessariamente por um único comu-
tador). Como consequência, G′ = 〈C;C ∈ C〉.

De fato, fazendo X = { [ a, b ] ; a, b ∈ G }, temos X ⊂
⋃

C∈ C

C.

Dáı,

X = X ∩ (
⋃
C∈C

C ) =
⋃
C∈C

( X ∩ C ) ⊂
⋃
C∈C

〈 X ∩ C 〉

Então, podemos substituir cada C ∈ C pelo subgrupo gerado pelos comuta-
dores em C e ainda teremos uma cobertura para X.
Como cada C é ćıclico e 〈 X ∩C 〉 é subgrupo de C temos que cada 〈 X ∩C 〉
também é ćıclico.
Além disso, se A = X ∩ C e 〈 X ∩ C 〉 = 〈 gc 〉, então:

〈gc〉 = 〈 X ∩ C 〉 = 〈 A 〉 = { ae1
1 ......a

en
n ; ai ∈ A , ei = ±1 }
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gc ∈ 〈 A 〉 ⇒ gc = al1
j1
......aln

jn
; aji

∈ A e li = ±1
⇒ gc ∈ 〈aj1 , ...., ajn〉
⇒ 〈 X ∩ C 〉 = 〈 gc 〉 ⊂ 〈 aj1 ......ajn 〉 ⊂ 〈 A 〉 = 〈 X ∩ C 〉

∴ 〈 X ∩ C 〉 = 〈 aj1 , ...., ajn 〉

Portanto, substitúındo cada C ∈ C por 〈X ∩ C〉 temos que {〈X ∩ C〉}C∈ C é
famı́lia de subgrupos ćıclicos de G cobrindo X, onde cada 〈X ∩ C〉 é gerado
por um número finito de comutadores(não necessariamente um único), o que
justifica nossa suposição.

Suposição 2. O grupo G é finitamente gerado

Para cada C ∈ C seja XC o conjunto finito de comutadores que gera C.

X ⊂
⋃

C∈ C

C ⇒ G′ = 〈 X 〉 ⊂ 〈
⋃

C∈ C

C 〉 = 〈 C ; C ∈ C 〉

Também,

XC ⊂ X ⇒ C = 〈 XC 〉 ⊂ 〈 X 〉 = G′, para cada C ∈ C

Logo,

〈 C ; C ∈ C 〉 ⊂ G′

Portanto,

G′ = 〈 C ; C ∈ C 〉

Agora, sendo C = 〈XC〉, segue que:

G′ = 〈C;C ∈ C〉 = 〈XC ;C ∈ C〉 = 〈
⋃
C∈C

XC〉

Consideremos H = 〈 a, b ; [ a, b ] ∈
⋃

C∈ C

XC 〉.

Como cada XC é finito,
⋃

C∈ C

XC é finito. Logo, H é finitamente gerado.

Afirmo que H ′ = G′.

De fato,

H ⊂ G⇒ H ′ ⊂ G′
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Além disso,

[ a, b ] ∈
⋃

C∈ C

XC ⇒ a, b ∈ H ⇒ [ a, b ] ∈ H ′

∴
⋃

C∈ C

XC ⊂ H ′

∴ G′ = 〈
⋃

C∈ C

XC 〉 ⊂ H ′

∴ H ′ = G′

Dados c, d ∈ H quaisquer, [ c, d ] ∈ X.

Logo,

Y = { [ c, d ] ; c, d ∈ H } ⊂ X ⊂
⋃

C ∈ C

C

Dáı,

Y ⊂
⋃

C ∈ C

(C ∩ Y ) ⊂
⋃

C ∈ C

〈 C ∩ Y 〉

I.e., o conjunto de todos os comutadores de H pode ser coberto pela famı́lia
{〈C ∩ Y 〉}C∈ C de subgrupos ćıclicos de H.
Suponhamos o Teorema provado para grupos finitamente gerados.
Então, se G é um grupo infinitamente gerado, podemos exibir H ≤ G como
acima e teremos H finitamente gerado e satisfazendo a hipótese do Teorema.
Logo, H ′ é ćıclico ou finito. Mas H ′ = G′.
Dáı, G′ é ćıclico ou finito.

4.1 Grupos sem comutadores não triviais de

ordem finita

Em toda esta seção, G denota um grupo no qual o conjunto dos comutadores
é coberto por uma famı́lia finita C de subgrupos ćıclicos, e na qual todos os
comutadores não triviais são de ordem infinita. Como uma consequência,
todos os subgrupos em C são ćıclicos infinitos. Nosso objetivo é provar que
G′ é ćıclico-por-finito.

Definimos uma relação “∼” sobre o conjunto C significando a seguinte re-
gra:

C ∼ D se, e somente se C ∩D 6= 1
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Veja que

(i) C ∼ C, pois C ∩ C = C 6= 1
(ii) C ∼ D ⇒ D ∼ C, já que C ∩D = D ∩ C
(iii) C ∼ D , D ∼ E ⇒ C ∼ E

De fato, sejam C = 〈 c 〉, D = 〈 d 〉 e E = 〈 e 〉.

C ∼ D ⇒ C ∩D 6= 1 ⇒ ∃ ci = dj 6= 1
D ∼ E ⇒ D ∩ E 6= 1 ⇒ ∃ dm = en 6= 1

Seja k = mmc(j,m). Então, j,m | k e temos:

g = (ci)
k
j = (dj)

k
j = dk = (dm)

k
m = (en)

k
m ∈ C ∩D ∩ E ⊂ C ∩ E

Como ci, dm 6= 1 e os subgrupos C = 〈c〉 e D = 〈d〉 são infinitos, segue
que g 6= 1.

∴ C ∩ E 6= 1
∴ C ∼ E

Portanto, “∼” é uma relação de equivalência.

Sejam C1, ...., Cn as classes de equivalência correspondentes.

Defina Ri = 〈C;C ∈ Ci〉 e Si =
⋂

C∈Ci

C para cada i.

Sobre Ri e Si temos:

1. G′ = 〈R1, ..., Rn〉

De fato,

G′ = 〈C;C ∈ C〉 = 〈C;C ∈
n⋃

i=1

Ci〉 = 〈C1, ..., Cn〉 = 〈R1, ..., Rn〉

2. Si 6= 1,∀i = 1, ..., n

Mostraremos por indução que a interseção de quaisquer k “elementos” de
Ci é não trivial.

i)Vale para k = 2.
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Ci1, Ci2 ∈ Ci ⇒ Ci1 ∼ Ci2 ⇒ Ci1 ∩ Ci2 6= 1

ii)Vale para k ⇒ Vale para k + 1

Sejam Ci1, Ci2, ..., Cik, Ci(k+1) ∈ Ci com Cij = 〈 cj 〉 para cada j = 1, ..., k+1.
Pela hipótese de indução, temos que Ci1 ∩ Ci2 ∩ ... ∩ Cik 6= 1.
E como Cik ∼ Ci(k+1), também temos Cik ∩ Ci(k+1) 6= 1
Então, existem inteiros α1, ..., αk, βk, βk+1 tais que:

cα1
1 = cα2

2 = ... = cαk
k 6= 1

cβk

k = c
βk+1

k+1 6= 1

Seja l = mmc(αk, βk).
Então, αk, βk | l e temos:

h = (cα1
1 )

l
αk = (cα2

2 )
l

αk = ... = (cαk
k )

l
αk = clk = (cβk

k )
l

βk = (c
βk+1

k+1 )
l

βk

Veja que h ∈ Ci1 ∩ Ci2 ∩ ... ∩ Cik ∩ Ci(k+1)

Como cαi
i , c

βj
j 6= 1 e os Cij’s são infinitos, segue que h 6= 1

Logo, Ci1 ∩ Ci2 ∩ ... ∩ Cik ∩ Ci(k+1) 6= 1

3. | C : Si |<∞, para cada C ∈ Ci e Si é ćıclico infinito.

Sendo Si =
⋂

C∈Ci

C, Si ≤ G e Si ⊂ C,∀C ∈ Ci. Dáı, Si ≤ C,∀C ∈ Ci.

Como Si 6= 1 e cada C é ćıclico infinito, Si é também ćıclico infinito.
Além disso, do fato de que 1 6= Si ≤ C, ∀C ∈ Ci temos que | C : Si |<∞,
∀C ∈ Ci(Teorema dos grupos ćıclicos).

4. Si ∩ Sj = 1 para i 6= j e Si é central em Ri.

Seja a ∈ Si ∩ Sj qualquer com i 6= j.
Então, a ∈ C ∩D, ∀C ∈ Ci e ∀D ∈ Cj.
Como i 6= j, C ∩D = 1.
Logo, a = 1.
∴ Si ∩ Sj = {1}

Veja que

Si ⊂ C ⊂ 〈 C ; C ∈ Ci 〉 = Ri, ∀i = 1, ..., n
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Como Si ≤ C,∀C ∈ Ci e os C’s são ćıclicos(portanto abelianos), temos que os
elementos de Si comutam com os elementos de C qualquer que seja C ∈ Ci.
Em particular, os elementos de Si comutam com todos os elementos de Ri.

Denotemos por Xi o conjunto de todos os comutadores não triviais nos sub-
grupos C ∈ Ci.

Proposição 4.1. Os conjuntos X1, ..., Xn são dois a dois disjuntos, e {X1, ..., Xn}
é invariante com respeito a conjugação por elementos de G. Além disso,
Xg

i = Xi para todo g ∈ Ri.

Prova : Defina sobre o conjunto X∗ dos comutadores não triviais de G,
a seguinte relação:

u ≈ v se, e somente se, 〈u〉 ∩ 〈v〉 6= 1

Com um racioćınio análogo ao que fizemos para “∼” podemos mostrar que
“≈” é relação de equivalência sobre X∗.

Sejam u ∈ C e v ∈ D com C,D ∈ C.

É claro que

u ≈ v ⇔ 〈u〉 ∩ 〈v〉 6= 1 ⇔ C ∩D 6= 1

Para ver que C ∩D 6= 1 ⇒ 〈u〉 ∩ 〈v〉 6= 1, seja C = 〈c〉 e D = 〈d〉.
Como u ∈ C e v ∈ D, temos que u = cm e v = dn, com m,n ∈ Z.

C ∩D 6= 1 ⇒ ∃ ck = dl 6= 1 ⇒ (ck)mn = (dl)mn 6= 1
⇒ (cm)kn = (dn)lm 6= 1
⇒ 〈u〉 ∩ 〈v〉 6= 1

Assim, dado u ∈ C com C ∈ Ci, temos:

u = { v ∈ X∗ ; v ≈ u } = { v ∈ X∗ ; 〈u〉 ∩ 〈v〉 6= 1}
= { v ∈ X∗ ; v ∈ D com C ∩D 6= 1}
= { v ∈ X∗ ; v ∈ D com C ∼ D}
= { v ∈ X∗ ; v ∈ D com D ∈ Ci}
= Xi

Portanto, as classes de equivalência com respeito a relação “≈” são: X1, ..., Xn

e os Xi’s são dois a dois disjuntos.
Fixado i ∈ {1, ..., n} e g ∈ G qualquer mostraremos que Xg

i = Xj para algum
j. O que equivale a mostrar que Xg

i é classe de equivalência com respeito a
relação “≈”.
Então, dados u, v ∈ Xg

i devemos provar que u ≈ v.
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u, v ∈ g−1Xi g ⇒ ∃(m)a, b ∈ Xi ; u = g−1a g , v = g−1b g
⇒ a ≈ b
⇒ 〈a〉 ∩ 〈b〉 6= 1
⇒ g−1am g = g−1bn g 6= 1
⇒ (g−1a g)m = (g−1b g)n 6= 1, ∃m,n
⇒ um = vn 6= 1
⇒ 〈u〉 ∩ 〈v〉 6= 1
⇒ u ≈ v

∴ Xg
i = Xj para algum j ∈ 1, ..., n

Logo, {X1, ..., Xn} é invariante com respeito a conjugação por elementos de
G.
Finalmente, mostraremos que Xg

i = Xi, ∀g ∈ Ri.
Como cada C ∈ C é gerado pelos comutadores não triviais de G que estão
nele, temos para cada i:

Ri = 〈C;C ∈ Ci〉 = 〈Xi〉 = 〈x1...xm;xj ∈ Xi ∪X−1
i 〉

Tomemos g ∈ Xi, com g 6= 1. Então, g ∈ Xg
i ∩Xi.

Pelo que vimos acima, Xg
i = Xj para algum j.

Dáı, Xj ∩Xi 6= ∅ e temos Xi = Xj = Xg
i .

Agora, se g ∈ X−1
i , então g−1 ∈ Xi e temos g−1 ∈ Xg

i ∩Xi = Xl ∩Xi.
∴ Xl ∩Xi 6= ∅
∴ Xi = Xl

∴ Xi = Xg
i

Assim,

Xg
i = Xi, ∀g ∈ Xi ∪X−1

i

Agora, seja g ∈ Ri qualquer.
Como Ri = 〈 Xi 〉, g = x1....xm com xj ∈ Xi ∪X−1

i .
Dáı,

Xg
i = Xx1....xm

i = (Xx1
i )x2...xm = Xx2....xm

1

= (Xx2
i )x3....xm = Xx3....xm

i = . . . = Xxm
i = Xi,

o que conclui nossa prova. �

Proposição 4.2. O conjunto {R1, ..., Rn} é invariante com respeito a con-
jugação por elementos de G. Desse modo, | G : NG(Ri) | é finito para todo
i = 1, ..., n.
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Prova: Ri = 〈Xi〉 = {x1...xn;xj ∈ Xi ∪X−1
i }

Seja g ∈ G qualquer.
Pela proposição anterior, temos que Xg

i = Xl para algum l.
Afirmo que (X−1

i )g = X−1
l .

De fato,

xk ∈ X−1
i ⇔ x−1

k ∈ Xi ⇔ (x−1
k )g = xl para algum xl ∈ Xl

⇔ xg
k = x−1

l ∈ X−1
l

Dáı, temos:

Rg
i = { xg

1....x
g
k ; xj ∈ Xi ∪X−1

i }
= { xl1 ....xln ; xlj ∈ Xl ∪X−1

l }
= 〈Xl〉
= Rl

Assim, { g−1Ri g ; g ∈ G } é finito para cada i.
Como | {Rg

i ; g ∈ G} | = | G : NG(Ri) |, o resultado segue. �

Proposição 4.3. Cada um dos subgrupos Ri é ćıclico-por-finito.

Prova: Fixemos i ∈ {1, ..., n}
Devemos mostrar que ∃Ni E Ri tal que Ni é ćıclico e

Ri

Ni

é finito.

Tome Ni = Si

Como visto antes, Si é ćıclico.
Além disso, do fato de que Si é central em Ri temos que Si E Ri.

Então, basta mostrarmos que
Ri

Si

é finito.

Veja que

(1)
Ri

Si

= 〈X i〉, onde X i = {xSi;x ∈ Xi}

De fato,

Ri

Si

= {rSi ; r ∈ Ri}
= {rSi ; r ∈ 〈Xi〉}
= {(x1....xm)Si ; xj ∈ Xi ∪X−1

i }
= {(x1Si)(x2Si)....(xmSi) ; xj ∈ Xi ∪X−1

i }
= {y1....ym ; yl ∈ X i ∪X i

−1}
= 〈 X i 〉
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(2) Xi é normal em
Ri

Si

Dado g = rSi ∈
Ri

Si

qualquer mostraremos que Xi
g = Xi.

De fato, seja xSi ∈ Xi arbitrário.

(xSi)
g = g−1(xSi) g = (rSi)

−1(xSi)(rSi) = (r−1Si)(xSi)(rSi) = (r−1x r)Si

Da proposição 4.1 temos que Xi é normal em Ri. Logo, r−1x r = xi ∈ Xi.

Dáı, (xSi)
g = xiSi ∈ Xi.

Portanto, Xi
g ⊂ Xi e Xi é normal em

Ri

Si

.

Por outro lado, X i ⊂
⋃

C∈Ci

(
C

Si

)
e como vimos, cada

C

Si

tem ordem finita.

Como existem somente finitos C ′s em Ci,
⋃

C∈Ci

(
C

Si

)
é conjunto finito e por-

tanto, X i é conjunto finito consistindo de elementos de ordem finita.

Segue então de Dietzmann que 〈Xi 〉 = Ri/Si é finito e, portanto, Ri é
ćıclico-por-finito para cada i. �

Seja K =
n⋂

i=1

NG(Ri)

Sabemos da Proposição 4.2 que | G : NG(Ri) | < ∞ para cada i.

Logo, | G :
n⋂

i=1

NG(Ri) | = | G : K | < ∞ também.(Poincaré)

Além disso, K C G.

De fato, dados g ∈ G e kg ∈ Kg quaisquer, temos:

R kg

i = Ri
g−1k g = (g−1k g)−1Ri (g−1k g)

= g−1k−1 g Ri g
−1 k g

= g−1k−1(Rg−1

i ) k g
= g−1k−1Rj k g
= g−1Rjg
= Ri
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∴ kg ∈ NG(Ri) , ∀i
∴ kg ∈ K
∴ Kg ⊂ K , ∀g ∈ G
∴ K C G

Vimos na última proposição que | Ri : Si | < ∞ , ∀i.
Seja | Ri : Si |= mi para cada i e m = mmc(m1, ....,mn, | G : K |)
Defina Ti = Rm

i = 〈 xm ; x ∈ Ri 〉.

Sobre Ti temos o seguinte:

• Ti é ćıclico infinito

Como mi | m, ∀i temos que (riSi)
m = Si, ∀ri ∈ Ri.

Dáı, dado rm
i com ri ∈ Ri qualquer, temos:

rm
i Si = (riSi)

m = Si

∴ rm
i ∈ Si

∴ Ti = 〈 rm
i ; ri ∈ Ri 〉 ≤ Si

Como Si é ćıclico, Ti também o é.
Além disso, não podemos ter Ti = 1, pois neste caso, teŕıamos rm

i = 1,∀ri ∈
Ri, o que contradiz o fato de que cada Ri é gerado pelos C ∈ Ci e C ' C∞.
Logo, Ti é ćıclico infinito para cada i.

• Ti E K, ∀i

Primeiro vejamos que Ti ≤ K.
Como | G : K | divide m, (gK)m = K, ∀g ∈ G.
Em particular,

gmK = K, ∀g ∈ Ri

∴ gm ∈ K, ∀g ∈ Ri

∴ Ti = Rm
i ≤ K

Como Ti ≤ Si ≤ Z(Ri) segue que Ti ERi.

Além disso, dados α ∈ AutRi e g = xm
1 ...x

m
k ∈ Ti qualquer, temos:

α(g) = α(xm
1 ... x

m
k ) = α(x1)

m... α(xk)
m

= βm
1 ... β

m
k , βi ∈ Ri
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∴ α(g) ∈ Ti

∴ α(Ti) ≤ Ti

Agora,

α(Ti) ≤ Ti ⇒ Ti = α−1(α(Ti)) ≤ α(Ti) ⇒ Ti ≤ α(Ti) ≤ Ti

∴ α(Ti) = Ti

∴ Ti Ecar Ri

É claro da definição de K, que K normaliza cada Ri.

Logo, K normaliza Ri, ∀i.
Como já sabemos que Ti ≤ K, segue que Ti EK.

Agora, seja T = 〈 T1, ..., Tn 〉

Sobre T assim definido, temos:

• Ti E T , ∀i

De fato, Ti ≤ K =
n⋂

j=1

NG(Rj).

∴ Ti ≤ NG(Rj) , ∀j.
∴ 〈 T1, ..., Tn 〉 ≤ NG(Rj) , ∀j
∴ Rt

j = Rj , ∀t ∈ T e j = 1, ..., n.

Assim, dados t ∈ T e g = xm
1 ...x

m
k ∈ Ti quaisquer, temos:

gt = (xm
1 ...x

m
k )t = (xm

1 )t...(xm
k )t

= (xt
1)

m...(xt
k)

m

= ym
1 ...y

m
k , com yi ∈ Ri para cada i

∴ gt ∈ Rm
i = Ti

∴ T t
i ⊂ Ti , ∀t ∈ T

∴ Ti E T , ∀i

• T é grupo abeliano finitamente gerado.

Seja Ti = 〈ai〉 para cada i.
Então, T = 〈 T1, ..., Tn 〉 = 〈 a1, ..., an 〉
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Como os Ti’s são normais em T, dados Ti = 〈ai〉 e Tj = 〈aj〉 com i 6= j
temos:
a−1

i ajaia
−1
j ∈ Ti ∩ Tj ≤ Si ∩ Sj = 1.

∴ a−1
i ajaia

−1
j = 1

∴ aiaj = ajai

Portanto, T é abeliano finitamente gerado.

• T EG

Sabemos da Proposição 4.2 que o conjunto {R1, ..., Rn} é invariante com
respeito a conjugação por elementos de G.
Assim, para cada i = 1, ..., n e g ∈ G qualquer, temos:

T g
i = (Rm

i )g = 〈 xm ; x ∈ Ri 〉g
= 〈 (xg)m ; x ∈ Ri 〉
= 〈 ym ; y ∈ Rg

i 〉
= 〈 ym ; y ∈ Rj 〉 (para algum j = 1, ..., n)
= Rm

j

= Tj

Logo, o conjunto {T1, ..., Tn} é invariante por conjugação sobre G.
Dáı, ∀g ∈ G, temos:

T g = 〈 T g
1 , ..., T

g
n 〉 ⊂ 〈 T1, ..., Tn 〉 = T

∴ T EG

Suponha que u é um elemento em um dos subgrupos Ri = 〈 Xi 〉, por
exemplo, um comutador em Xi. Se acontecer que u ∈ T = T1 ... Tn, pode-
mos esperar que u ∈ Ti. Mas não é claro que vale esta propriedade, pois a
prinćıpio é posśıvel que T1...Ti−1Ti+1...Tn possua algum elemento em comum
com Ri\Ti. Na proposição a seguir mostramos de que forma isto pode ser
fixado.

Proposição 4.4. Existe um inteiro l > 1 com a seguinte propriedade: Se
u ∈ T l é um elemento em Ri, então u ∈ Ti, qualquer que seja i.

Para a prova desta proposição usaremos o seguinte

Resultado: Se G é grupo abeliano finitamente gerado, então
⋂
l>1

Gl = 1.

Prova: Segue do Teorema Fundamental dos G.A.F.G que
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G = C1 × ...× Cn × Cn+1 × ...× Cm

onde Ci = 〈αi〉, o(αi) = ki para i = 1, ..., n e Cj ' C∞ para j = n+ 1, ...,m.

Tomando k = k1... kn e g ∈ G qualquer, temos:

Gk = 〈 gk ; g ∈ G 〉 = 〈 (αl1
1 ...α

ln
n ...α

lm
m )k ; li ∈ Z+ 〉

= 〈 αln+1k
n+1 ...αlmk

m ; li ∈ Z+ 〉

G2k = 〈 α2ln+1k
n+1 ...α2lmk

m ; li ∈ Z+ 〉

Dado g ∈
⋂
l>1

Gl temos que g ∈ Gk ∩G2k.

Dáı, se g 6= 1 podemos escrever:

g = αr1
n+1...α

rm
m = αs1

n+1...α
sm
m ,

com ri > si para algum i(se não for ri > si para todo i, para os demais
ı́ndices tem-se rj = sj = 0)

Isto nos dá:

αri−si
i ∈ Ci ∩ C1 ... Ci−1 Ĉi Ci+1 ... Cm = 1 ,

com i ∈ {n+ 1, ... m}.

∴ αri−si
i = 1

o(αi) <∞

Mas isto contradiz o fato de que Ci = 〈 αi 〉 é infinito para cada
i = n+ 1, ...,m.

∴ 6 ∃g ∈
⋂
l≥1

Gl com g 6= 1

∴
⋂
l≥1

Gl = 1

�
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Prova da Proposição :

É suficiente mostrarmos que existe tal l para cada i.
De fato, se para cada i exibirmos li ≥ 1 inteiro satisfazendo a propriedade
desejada, então tomando l = mmc(l1, ..., ln) teremos:

u ∈ T l , u ∈ Ri ⇒ u ∈ (T li)
l
li ≤ T li , u ∈ Ri

⇒ u ∈ Ti

Seja Yi um transversal à esquerda de Ti em Ri, e suponha 1 ∈ Yi.

Então, Ri =
·⋃

y∈Yi

yTi e 6 ∃yi ∈ Yi{1} com y ∈ Ti.

Como Ti ≤ Si o qual é ćıclico e Ti 6= 1 temos que | Si : Ti |<∞.

Logo,

| Yi | = | Ri : Ti | = | Ri : Si | | Si : Ti | <∞

Note que que Ri = YiTi.

Sendo T abeliano finitamente gerado, temos que para cada i,
T

Ti

também é

abeliano finitamente gerado.

Assim, segue do resultado mostrado acima que
⋂
k≥1

(
T

Ti

)k

= Ti.

Mas ,
⋂
k≥1

(
T

Ti

)k

=
⋂
k≥1

(
T kTi

Ti

)
=

⋂
k≥1

(T kTi)

Ti

.

∴

⋂
k≥1

(
T kTi

)
Ti

= Ti

∴
⋂
k≥1

T kTi = Ti

Vimos acima que dado y ∈ Yi\{1} , y 6∈ Ti.
Logo,

∃l ≥ 1 tal que y 6∈ T lTi , ∀y ∈ Yi\{1} (∗)
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Afirmo que l satisfaz a propriedade desejada.
De fato, suponha que não.
Isto é, suponha que ∃u ∈ T l tal que u ∈ Ri mas u 6∈ Ti.

Como u ∈ Ri =
·⋃

y∈Yi

yTi, ∃y ∈ Yi tal que u ∈ yTi.

Já que u 6∈ Ti não podemos ter y = 1. Dáı, u = yg com y ∈ Yi \ {1} e g ∈ Ti.
Logo, y = ug−1 ∈ T lTi , contradizendo (∗). Portanto, l é o inteiro que
procurávamos. �

Proposição 4.5. O subgrupo CG(G′) possui ı́ndice finito em G, e G’ é
abeliano.

Prova: Como G′ = 〈 R1, ..., Rn 〉, temos que CG(G′) =
n⋂

i=1

CG(Ri).

Dáı, se mostrarmos que | G : CG(Ri) | é finito para cada i, teremos
| G : CG(G′) | < ∞.

Defina ϕ : K → SRi/Si
, pondo ϕ(k) = ϕk, onde ϕk(r/Ti) = rk−1

Ti e

K =
n⋂

i=1

NG(Ri).

Como K normaliza Ri, para cada rTi ∈ Ri/Ti tem-se
ϕk(rTi) = rk−1

Ti ∈ Ri/Ti.

∴ ϕk(Ri/Ti) ⊂ Ri/Ti

Veja que:

• ϕk está bem definida e é injetiva, para cada k ∈ K fixado

De fato,

ϕk(r1Ti) = ϕk(r2Ti) ⇔ rk−1

1 Ti = rk−1

2 Ti

⇔ (r1k
−1)Ti = (r2k

−1)Ti

⇔ (r2k
−1)−1(r1k

−1) ∈ Ti

⇔ kr−1
2 r1k

−1 ∈ Ti

⇔ r−1
2 r1 ∈ T k

i = Ti (já que Ti EK )
⇔ r1Ti = r2Ti

• ϕk é sobre
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Dado rTi ∈ Ri/Ti qualquer seja α = rkTi.
Como Ri EK , rk ∈ Ri.
Logo, α ∈ Ri/Ti e temos:

ϕk(α) = ϕk(r
kTi) = rkk−1

Ti ,

o que mostra a sobrejetividade de ϕk.

∴ ϕk ∈ SRi/Ti
= {ψ : Ri/Ti → Ri/Ti ; ψ é bijeção}

Além disso,

• ϕ está, claramente, bem definida

• ϕ é homomorfismo

ϕ(ab)(rTi) = ϕab(rTi) = r(ab)−1
Ti = rb−1a−1

Ti = ϕa(r
b−1
Ti)

= ϕa ϕb(rTi) = ϕ(a) ϕ(b)(rTi)

Portanto, ϕ é a ação de K sobre Ri/Ti, o qual é finito(como vimos na propo-
sição 4.4.)

Dáı, chamando Ni = Nuc ϕ, temos:

K

Ni

' ϕK ≤ SRi/Si

∴ | K : Ni | | | Ri : Ti | ! <∞

∴ | K : Ni | < ∞ , ∀i G

K

Ni

Como já tinhamos | G : K | < ∞, segue que | G : Ni | < ∞.

Sendo G finitamente gerado, pela suposição 2, temos que Ni também é fini-
tamente gerado.

Como N2
i ENi, Ni/N

2
i é grupo.
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Dado gN2
i ∈ Ni/N

2
i qualquer, temos:

(gN2
i )2 = g2N2

i = N2
i .

∴
Ni

N2
i

é abeliano e todo elemento diferente de 1 tem ordem 2.

Como Ni é finitamente gerado,
Ni

N2
i

também o é.

Dáı, sendo
Ni

N2
i

abeliano finitamente gerado e de torção segue que
Ni

N2
i

é

finito. K

Ni

N2
i

Como já tinhamos
K

Ni

< ∞ conclui-se que
K

N2
i

< ∞.

Dáı, é suficiente mostrarmos que N2
i ≤ CG(Ri).

Sendo Ri = 〈C ; C ∈ Ci〉, temos CG(Ri) =
⋂

C∈Ci

CG(C).

Dáı, precisamos mostrar que Ki ≤ CG(C) , ∀C ∈ Ci.

Afirmação 1 : Dado C ∈ Ci temos : [C,Ni] ≤ [Ri, Ni] ≤ Ti ≤ C.

Do fato de que C ≤ Ri segue que [C,Ni] ≤ [Ri, Ni]

Seja [r,Ni] ∈ [Ri, Ni]. Como ki ∈ Ni, n−1
i ∈ Ni também.

Logo, ϕ(n−1
i ) = Id

∴ ϕ(n−1
i )(rTi) = rTi

∴ rniTi = rTi

∴ r−1rni ∈ Ti

∴ r−1n−1
i rni︸ ︷︷ ︸ ∈ Ti
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[r, ni]

Portanto,

[Ri, Ni] = 〈 [r, ni] ; r ∈ Ri, ni ∈ Ni 〉 ≤ Ti

Além disso,

Ti ≤ Si =
⋂

C∈Ci

C ≤ C

∴ Ti ≤ C

Afirmação 2 : Ni normaliza C , ∀C ∈ Ci.

Dado c ∈ C e ni ∈ Ni, temos:

c−1n−1
i c ni = [c, ni] ∈ [C,Ni] ≤ C

∴ c−1n−1
i c ni ∈ C

∴ n−1
i c ni ∈ C

∴ Ni normaliza C

Sendo cada C = 〈c〉 ∈ Ci ćıclico infinito, Aut C = {Id, α} onde α(c) = c−1.

I.e. , Aut C ' C2.

Como Ni normaliza C,

ψ : Ni → Aut C
ni → ψni

: c→ ni cn
−1
i

é uma ação de Ni sobre C.

Dado ni ∈ Ni qualquer, temos : ψni
ψni

= Id (pois | Aut C |= 2).

ψki
ψni

= ψn2
i

= Id⇒ ψn2
i
(c) = c, ∀c ∈ C

⇒ (n2
i )
−1c n2

i = c, ∀c ∈ C

∴ n2
i ∈ CG(c), ∀c ∈ C
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∴ n2
i ∈ CG(C)

∴ N2
i ≤ CG(C), ∀C ∈ Ci

Finalmente, provaremos que G′ é abeliano.

Primeiro, veja que CG(G′) ∩G′ = Z(G′).

Sendo G′ EG temos, pelo 2◦ Teorema dos Isomorfismos:

| G′ : Z(G′) | = | CG(G′)G′ : CG(G′) | ≤ | G : CG(G′) | <∞

G

CG(G′)G′

CG(G′)

jjjjjjjjjjjjjjjj

jjjjjjjjjjjjjjjj
G′

SSSSSSSSSSSSSSSSS

CG(G′) ∩G′ = Z(G′)

TTTTTTTTTTTTTTTT

kkkkkkkkkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkkkkkkkk

Segue então de Schur que | G′′ | < ∞.

Mas G′′ < G′ e todos os comutadores não triviais de G têm ordem infinita.

Logo, G′′ = 1.

∴ G′ é abeliano �

Seja L o subgrupo de G definido pela condição Z

(
G

T l

)
=

L

T l
, onde l é

como na proposição 4.4.

Defina H = L ∩ CG(G′).

Proposição 4.6. O subgrupo H possui ı́ndice finito em G, e todo comu-
tador [h, g] com h ∈ H e g ∈ G pertence a um dos subgrupos Ti’s.

Prova: Já sabemos da Proposição 4.5, que | G : CG(G′) | é finito.
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Portanto, para mostrar a primeira parte desta proposição é suficiente provar-
mos que | G : L | também é finito, pois neste caso, teremos:

| G : H | ≤ | G : CG(G′) | | G : L | < ∞

Seja G =
G

T l
.

Como T EG, T l EG. Logo,
G

T l
= {gT l ; g ∈ G} é grupo.

Consideremos ainda, para cada C ∈ C, C = { cT l ; c ∈ C }.

Veja que:

• O conjunto dos comutadores em G está contido na união de todos os
C.

De fato, [g1T
l, g2T

l] = [g1, g2]T
l, ∀g1, g2 ∈ G.

Dáı,

{ [g1T
l, g2T

l] ; g1, g2 ∈ G } = { [g1, g2]T
l ; g1, g2 ∈ G } ⊂

⋃
C∈C

C

• | C |<∞, ∀C ∈ C

Mostraremos que ∀C ∈ Ci, tem-se :

| C | = | C : T l ∩ C | ≤ | C : T l
i ∩ C | ≤ | C : T l

i |

Primeiro, note que C = {cT l ; c ∈ C} ' CT l

T l
.

Do 2◦ Teorema dos Isomorfismos, temos:

T lC

T l
' C

T l ∩ C
Em diagramas,

T lC

ww
ww

ww
ww

w

ww
ww

ww
ww

w

FF
FF

FF
FF

F

T l C

T l ∩ C

GGGGGGGGG

xxxxxxxxx

xxxxxxxxx
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Dáı,

| C | =

∣∣∣∣ CT l

T l

∣∣∣∣ = | C : T l ∩ C |

Também,

Ti ≤ T ⇒ T l
i ≤ T l

⇒ T l
i ∩ C ≤ T l ∩ C

C

T l ∩ C

T l
i ∩ C

1

∴ | C : T l ∩ C | ≤ | C : T l
i ∩ C |

Vimos na demonstração da Proposição 4.5, que Ti ≤ C, ∀C ∈ Ci.

Logo, T l
i ≤ C e temos Ti

l ∩ C = Ti
l.

Assim,

| C | ≤ | C : T l ∩ C |≤| C : T l
i |

Como T l
i ≤ C o qual é ćıclico e T l

i 6= 1(pois Ti é infinito) temos que T l
i

também é ćıclico infinito e | C : T l
i | < ∞.

Logo, | C | <∞.

Portanto, G possui um número finito de comutadores.

Fixado x ∈ G qualquer seja α : xG → {comutadores de G} .
xg → [x, g]
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α está bem definida e é injetiva.

Logo, | xG | ≤ | {comutadores de G} | <∞.

∴ G é FC-grupo.

Sendo G finitamente gerado (suposição 2) temos que G também o é.

Digamos que seja G = 〈 x1, ..., xk 〉.

Então, Z(G) =
k⋂

i=1

CG(xi) .

Como | G : CG(xi) | =| xi
G |< ∞, segue que | G : L | < ∞, como de-

sejado.

Sendo
L

T l
= Z

(
G

T l

)
, temos que [L,G] ≤ T l.

Assim, para cada h ∈ H ≤ L e g ∈ G, temos [h, g] ∈ [L,G] ≤ T l

Como [h, g] ∈ Ri para algum i, segue da proposição 4.4. que [h, g] ∈ Ti,

o que completa a prova. �

Para a próxima proposição precisaremos do lema a seguir.

Lema 4.7. Seja 〈x〉 × 〈y〉 o produto direto de dois grupos ćıclicos infini-
tos. Então, os subgrupos 〈xiy〉 e 〈xjy〉 têm interseção trivial para todo i 6= j.

Prova: Seja g ∈ 〈xiy〉 ∩ 〈xjy〉 com i 6= j.
Então, g = (xiy)k = (xjy)l com k, l ∈ Z.
∴ xikyk = xjlyl

∴ xik−jl = yl−k ∈ 〈x〉 ∩ 〈y〉 = 1.
∴ l = k e ik = jl (pois x e y têm ordem infinita)
Se for l = k 6= 0, então i = j. Absurdo!
Portanto, l = k = 0 e g = 1. �

Proposição 4.8. Se h ∈ H, então [h,G] está contido em um dos sub-
grupos Ti’s e, em particular, [h,G] é ćıclico.

Prova: Já sabemos que cada comutador [h, g] pertence a algum dos subgru-
pos Ti’s. Suponhamos, por absurdo, que existam [h, a] e [h, b] comutadores
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não triviais pertencentes a dois subgrupos diferentes Ti e Tj.
Note que 〈[h, a]〉 × 〈[h, b]〉 é produto direto.
Além disso, 〈[h, a]〉 × 〈[h, b]〉 ' C∞ × C∞ ' Z2.
Para quaisquer inteiros r e s, consideremos o comutador ur,s = [ahr, bh−s].
Como G′ CG, CG(G′) CG.
Dáı, se h ∈ H ⊂ CG(G′), [h,G] ≤ CG(G′).
Portanto,

[a, b] . [h, a] = [h, a] . [a, b]
e

[a, b] . [h, b] = [h, b] . [a, b],

∀a, b ∈ G
.

Afirmação: ∀k ∈ Z temos [a, h]k = [a, hk] e [h, b]k = [hk, b].

Prova por Indução:

Primeiro mostraremos para k ∈ N.

(i) Para k = 1, ok!

(ii) vale para k ⇒ vale para k + 1

Com efeito,
[a, h]k+1 = [a, h]k . [a, h]

= [a, hk] . [a, h]
= a−1(h−ka hka−1)h−1a h
= a−1h−1(h−ka hka−1)a h
= a−1h−(k+1)a hk+1

= [a, hk+1]

Portanto, [a, h]k = [a, hk],∀k ∈ N.

Se k < 0, então −k < 0 e temos:

[a, h]k = ([a, h]−k)−1 = ([a, h−k])−1 = [h−k, a]

Mas, sendo H ⊂ CG(G′), segue que [h−k, a] = [a, hk].

Logo, [a, h]k = [a, hk],∀k < 0.
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∴ [a, h]k = [a, hk],∀k ∈ Z

Analogamente, tem-se [h, b]k = [hk, b],∀k ∈ Z.

Assim,

ur,s = [ahr, bh−s]
= [ahr, h−s] [ahr, b]h

−s

= [ahr, h−s] [ahr, b]
= [a, h−s]h

r
[hr, h−s][a, b]h

r
[hr, b]

= [a, h−s][a, b][hr, b]
= [a, h]−s[a, b][h, b]r

= [h, a]s[a, b][h, b]r

= [a, b][h, a]s[h, b]r

Dado I ⊂ Z2 infinito, seja U = {ur,s ; (r, s) ∈ I}.

Sendo Ti ∩ Tj = 1, para i 6= j e Ti ' C∞, para r 6= r′ ou s 6= s′, temos
ur,s 6= ur′,s′ .

Logo, U é subconjunto infinito de X = {[a, b] ; a, b ∈ G}.

Como U ⊂ X ⊂
⋃
C∈C

C e C é famı́lia finita, existe pelo menos um C ∈ C

contendo os comutadores ur,s para uma infinidade de pares (r, s) ∈ I.

Se escolhermos I = {(r, r2) ; r ∈ N}, então existe J ⊂ N infinito tal que

ur,r2 ∈ C para todo r ∈ J .

Dáı, fixado r ∈ J temos:

ur,r2u−1
s,s2 = [a, b][h, a]r

2
[h, b]r([a, b][h, a]s

2
[h, b]s)−1

= [a, b][h, a]r
2
[h, b]r[h, b]−s[h, a]−s2

[a, b]−1

= [h, a]r
2−s2

[h, b]r−s (G′ é abeliano)
= ([h, a]r+s[h, b])r−s ∈ C, ∀s ∈ J

Do fato de 〈[h, a]〉 × 〈[h, b]〉 ser produto direto e [h, a] e [h, b] terem ordem
infinita temos que [h, a]r+s[h, b] também tem ordem infinita.
Então, se r 6= s, temos
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〈[h, a]r+s[h, b]〉 ∩ C 6= 1.

Tomando agora um terceiro elemento, t ∈ J com t 6= r, s temos também:

1 6= ur,r2u−1
t,t2 = 〈[h, a]r+t[h, b]〉r−t ∈ C

∴ 〈[h, a]r+t[h, b]〉 ∩ C 6= 1

Sendo C ćıclico infinito,

{
〈 [h, a]r+s [h, b] 〉 ∩ C 6= 1
〈 [h, a]r+t [h, b] 〉 ∩ C 6= 1

implica,

〈 [h, a]r+s [h, b] 〉 ∩ 〈 [h, a]r+t [h, b] 〉 6= 1.

Mas isto contradiz o Lema 4.7, já que 〈 [h, a] 〉× 〈 [h, b] 〉 é produto direto de

ćıclicos infinitos e r + s 6= r + t.

Logo, [h,G] ⊂ Ti para algum i. �

Teorema 4.9. Seja G um grupo no qual todos os comutadores podem ser
cobertos por uma quantidade finita de subgrupos ćıclicos. Se G não possui
comutadores de ordem finita, exceto 1, então G′ é ćıclico-por-finito

Prova: Mostraremos que ∃N CG′ tal que N é ćıclico e
G′

N
é finito.

Para cada i = 1, ..., n, definamos Hi = {h ∈ H ; [h,G] ⊆ Ti}.

Sejam h1, h2 ∈ Hi quaisquer.

Então, [h1, G], [h2, G] ⊆ Ti.

Como H ≤ CG(G′), temos:

[h1h2, g] = [h1, g]
h2 [h2, g] = [h1, g][h2, g] ∈ Ti, ∀g ∈ G

∴ [h1h2, G] ⊆ Ti.
∴ a · b ∈ Hi, ∀a, b ∈ Hi

Além disso, dado h ∈ Hi qualquer, temos:
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[h−1, g] = hg−1h−1g
= h(g−1h−1g h)h−1

= h [g, h] h−1

= h h−1[g, h]
= [g, h]
= [h, g]−1,∀g ∈ G

∴ [h−1, G] = [h,G]
∴ Hi ≤ G

Como Hi ⊂ H para cada i, temos que H1 ∪ ... ∪Hn ⊂ H.

E da proposição 4.8 sabemos que para cada h ∈ H, [h,G] ⊂ Ti para al-
gum i.

Isto é, h ∈ Hi para algum i.

Logo, H = H1 ∪ ... ∪Hn.

Por Neumann temos que | H : Hi |<∞ para algum i.

Como já tinhamos | G : H |<∞ segue que | G : Hi |<∞.

Seja N = [Hi, G].

Dado h ∈ Hi e g1, g2 ∈ G quaisquer, temos:

[h, g1g2] = [h, g2][h, g1]
g2

∴ [h, g1]
g2 = [h, g2]

−1[h, g1g
2] ∈ [Hi, G]

Assim, dado g ∈ G qualquer, N g = [Hi, G]g ⊂ [Hi, G]

∴ N CG

Pela definição de Hi temos [Hi, G] ⊆ Ti o qual é ćıclico.

Logo, N é ćıclico.

Seja G =
G

N
e Hi = {hN ; h ∈ Hi}.
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Sendo N = [Hi, G] temos que Hi ⊆ Z(G). G

Z(G)

Hi

Por outro lado, | G : Hi |<∞ implica | G : Hi |<∞.

Logo, | G : Z(G) |<∞.

Segue então, do Teorema de Schur, que G
′
=
G′

N
é finito.

∴ G′ é ćıclico-por-finito.
�

4.2 O caso geral

Nesta seção completamos a prova do Teorema Principal. Precisaremos de
três lemas elementares.

Lema 4.10. Seja H um grupo no qual o subgrupo derivado é ćıclico in-
finito. Se H não é nilpotente de classe menor ou igual a 2, então H possui

um subgrupo abeliano A de ı́ndice 2 tal que Z(H) ≤ A e
A

Z(H)
é ćıclico.

Prova: Seja A = CH(H ′). Claro que Z(H) ≤ A. Dáı, Z(H) C A.

Pelo NC-Lema temos :

NH(H ′)

CH(H ′)
≤ Aut H ′ ' Z2 (já que H ′ ' C∞)

Mas H ′ CH. Logo, NH(H ′) = H.

Dáı,

∣∣∣∣HA
∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 2, o que nos dá | H : A |= 1 ou | H : A |= 2.

Se fosse | H : A | = 1, então teŕıamos H = A = CH(H ′).
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∴ H ′ ≤ Z(H)

∴ Γ3(H) = [H ′, H] = 1

∴ H é nilpotente de classe ≤ 2.

Absurdo!

Portanto, | H : A |= 2.

Escolhamos h ∈ H\A qualquer.

Como H ′ CH, ϕ : H ′ → H ′ é automorfismo de H ′.
u → uh

E pela escolha de h, este é um automorfismo não trivial.

Sendo H ′ ' C∞, temos Aut H ′ = { I, θ : u→ u−1 }.

Dáı, devemos ter ϕ ≡ θ.

∴ ϕ(u) = θ(u), ∀u ∈ H ′

∴ uh = u−1, ∀u ∈ H ′

Desse modo,

CH′(h) = {u ∈ H ′ ; hu = h}
= {u ∈ H ′ ; u−1h u = h}
= {u ∈ H ′ ; u−1h−1u = h−1}
= {u ∈ H ′ ; h−1u h = u}
= {u ∈ H ′ ; u−1 = u}
= {u ∈ H ′ ; u2 = 1}
= 1

Consideremos ν : A → H ′.
a → [h, a]

ν(a1a2) = [h, a1a2] = [h, a2][h, a1]
a2 = [h, a2][h, a1] = [h, a1][h, a2]

= ν(a1)ν(a2) (pois A = CH(H ′) e H ′ é abeliano)

Portanto, ν é homomorfismo.
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Nuc(ν) = {a ∈ A ; ν(a) = 1}
= {a ∈ A ; [h, a] = 1}
= {a ∈ A ; h−1a−1h a = 1}
= {a ∈ A ; ha = ah}
= CA(h)

Segue então do 1◦ Teorema dos Isomorfismos que:

A

CA(h)
' ν(A) ≤ H ′

Assim,
A

CA(h)
é ćıclico e portanto, abeliano.

∴ A′ ≤ CA(h)

Mas, A′ ≤ H ′. Logo, A′ ≤ CH′(h) = 1 e A é abeliano.

Como | H : A |= 2, temos H = A ∪̇ hA.

Claro que H = A ∪̇ hA ≤ 〈h,A〉.

Também,

h ∈ H e A ≤ H ⇒ 〈h,A〉 ≤ H.

∴ H = 〈h,A〉

Dáı, Z(H) = CH(h) ∩ CH(A).

Afirmo que Z(H) = CA(h).

De fato,
x ∈ CA(h) ⇒ x ∈ A e hx = h

⇒ ax = a, ∀a ∈ A e hx = h
⇒ x ∈ CH(A) ∩ CH(h) = Z(H)

∴ CA(h) ≤ Z(H)

Agora, seja z ∈ Z(H) qualquer.

Então, z ∈ H e yz = y, ∀y ∈ H.

Em particular, y′z = y′, ∀y′ ∈ H ′.
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∴ z ∈ CA(H ′) = A

Também, sendo h ∈ H e z ∈ Z(H), hz = h.

Logo, z ∈ CA(h).

∴ Z(H) ≤ CA(h)

∴ Z(H) = CA(h)

Portanto,
A

Z(H)
=

A

CA(h)
é ćıclico. �

Lema 4.11. Seja G um grupo e seja A um subgrupo abeliano normal

de G tal que o quociente
G

A
é ćıclico. Se gA é um gerador de

G

A
, então

G′ = {[g, a] ; a ∈ A} consiste inteiramente de comutadores.

Prova: Afirmo que ∀k ∈ N e ∀a ∈ A, [gk, a] = [g, a′] para algum a′ ∈ A.
Façamos indução sobre k.
Claramente vale para k = 1
Suponhamos agora, válido para k.
Então,

[gk+1, a] = [g . gka] = [g, a]g
k
[gk, a]

= [ggk
, agk

] [g, a′],
= [g, a1][g, a

′] (como ACG, a1 = agk ∈ A)
= [g, a′′] com a′′ = a1a

′ ∈ A,

O que prova nossa afirmação.

Agora, sendo A abeliano e normal em G, para cada k > 0, temos:

1 = [gkg−k, a] = [gk, a]g
−k

[g−k, a] = [gk, a′] [g−k, a].

∴ [g−k, a] = [gk, a′]−1 = [gk, a′−1] = [g, a′′]

Dáı, [gk, a] = [g, a′] para algum a′ ∈ A,∀k ∈ Z e ∀a ∈ A.

Sejam x, y ∈ G quaisquer.

Como G/A = 〈gA〉, xA = gnA e yA = gmA com n,m ∈ Z .
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Dáı, ∃(m)a1, a2 ∈ A tais que x = gna1 e y = gma2.

Isso nos dá:

[x, y] = [gna1, g
ma2] = [gna1, a2][g

na1, g
m]a2

= [gna1, a2][g
na1, g

m] (pois G′ ≤ A e A é abeliano)
= [gn, a2]

a1 [a1, a2][g
n, gn]a1 [a1, g

m]
= [gn, a2][a1, g

m]
= [g, a3][a4, g], ∃a3, a4 ∈ A
= g−1a−1

3 g (a3 a
−1
4 )(g−1a4 g)

= g−1a−1
3 g g−1a4 g a3 a

−1
4

= g−1a−1
3 a4 g a3 a

−1
4

= g−1(a3a
−1
4 )−1g (a3a

−1
4 )

= [g, a3a
−1
4 ]

Portanto, dados x, y ∈ G quaisquer, [x, y] = [g, a] para algum a ∈ A.

Veja que:
[x1, y1][x2, y2] = [g, a1][g, a2]

= [g, a1][g, a2]
a1 (já que a1 ∈ A)

= [g, a2a1]
= [g, a1a2]

Mais geralmente, [g, a1]...[g, ak] = [g, a1...ak].

Assim,
G′ = 〈[x, y] ; x, y ∈ G〉

= {[x1, y1]...[xk, yk] ; xi, yi ∈ G}
= {[g, a] ; a ∈ A}

�

Lema 4.12. Seja G um gupo no qual o conjunto dos comutadores é coberto
por uma quantidade finita de subgrupos ćıclicos. Suponha L = 〈u〉 × 〈w〉 '
C∞ × Cm subgrupo de G′, onde m > 1 é finito. Então, existem elementos
da forma uiw, com i ∈ Z, os quais não são comutadores em G.

Prova: Suponha por absurdo que todos os elementos uiw são comutadores.
Faça ui = umi

w para cada i ∈ N.
Como ∀i, uiw é comutador e o(u) = ∞, G possui infinitos comutadores.
Mas por hipótese, o conjunto dos comutadores pode ser coberto por um
número finito de subgrupos ćıclicos. Logo, existem inteiros i,j com i < j tais
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que ui e uj pertencem a um mesmo subgrupo ćıclico da cobertura, digamos
C.
Sendo L = 〈u〉 × 〈w〉 produto direto, uw = wu.
Como C é ćıclico e C ∩ L ≤ C temos que C ∩ L também é ćıclico.
Seja c = ukwl um gerador de C ∩ L.
Sendo ui, uj ∈ C ∩ L. Sendo ui, uj ∈ C ∩ L, temos ui = cr e uj = cs para
algum r e algum s inteiros.

Dáı
umi

w = (ukwl)r = wkrwlr

umj
w = (ukwl)s = ukswls

∴ mi = kr e mj = ks
∴ mj−i = s/r

Portanto, s/r é uma potência de m maior que 1.

Então,
umj

w = uj = cs = (cr)s/r = u
s/r
i

= (umi
w)mj−i

= umj
wmj−i

= umj
(pois o(w) = m )

∴ w = 1
∴ m = 1

Absurdo! �

Também precisaremos do resultado a seguir, devido a Liebeck, cuja
demonstração encontra-se no apêndice.

Teorema 4.13. Seja G grupo nilpotente de classe 2. Se G′ é 2-gerado,
então todo elemento de G′ é um comutador.

Agora podemos refinar a conclusão do Teorema 4.9.

Teorema 4.14. Seja G um grupo no qual o conjunto dos comutadores pode
ser coberto por uma quantidade finita de subgrupos ćıclicos. Se G não possui
qualquer comutador de ordem finita, exceto 1, então G′ é ćıclico.

Prova: Podemos supor G′ 6= 1. Dáı, G′ é infinito.
Pela proposição 4.5, G′ é abeliano.
Seja P = {g′ ∈ G′ ; o(g′) <∞}, o subgrupo de torção de G′.
Como P Ecar G

′ EG, P CG.
Do Teorema 4.9, sabemos que G′ é ćıclico-por-finito.
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Dáı, ∃QEG′ tal que Q é ćıclico e
G′

Q
é finito.

Sendo G′ infinito, devemos ter, necessariamente, Q ' C∞.
Logo, P ∩Q = 1.

Segue então do 2◦ Teorema dos Isomorfismos que:
PQ

P
' Q ' C∞.

Em diagramas: G′

PQ

P

llllllllllllllllll

llllllllllllllllll Q

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

Q ∩ P = 1

RRRRRRRRRRRRRRRR

llllllllllllllll

llllllllllllllll

Por outro lado, sendo G′ = 〈XC ;C ∈ C〉 onde cada XC é finito, temos
que G′ é finitamente gerado e segue do T.F.G.A.F.G , que:

G′ = Cn1 × ...× Cnk
× C∞ × ...× C∞,

onde P = Cn1 × ...× Cnk
.

Dáı,
G′

P
' C∞ × ...× C∞.

Mas, | G′ : PQ | ≤ | G′ : Q | < ∞. Logo, devemos ter | G′ : PQ | = 1.

Desse modo,

G′ = P × C∞

Então, basta mostrarmos que P = 1.

Suponhamos, por absurdo, P 6= 1.

Afirmação: Podemos assumir P ćıclico.

De fato, tomemos P = Cn1 × ...× Cnk
, com ni > 1 para cada i.

Seja H = Cn1 × ...× Cnk−1.

Sendo P CG, [P,G] ≤ P . Logo, [P,G] = 1 e, portanto, P ≤ Z(G).
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Dáı, H ≤ Z(G), o que implica H CG.

Veja que:

{ comutadores de G/H } ⊂
⋃
C∈C

CH

H
,

onde para cada C ∈ C,
CH

H
é ćıclico

(
já que

CH

H
' C

C ∩H

)
.

Além disso,
G

H
não possui qualquer comutador não trivial de ordem finita.

Note que
(G
H

)′
=
G′

H
.

Denotando por T
(G′

H

)
o subgrupo torção de

G′

H
, temos:

T
(G′

H

)
=
T (G′)

H
=
P

H
' Cnk

(já que H ≤ P )

Supondo então nosso Teorema provado para grupos nos quais o derivado pos-

sui subgrupo de torção ćıclico, segue que
G′

H
' C∞.

Por outro lado,
G′

H
' Cnk

× C∞.

Logo, Cnk
= 1.

Absurdo!

Dáı, P = 1 e o teorema está provado no caso geral.

Isto mostra nossa afirmação.

Desse modo, G′ é 2-gerado.

Consideremos G =
G

P
. Afirmo que: Z(G) = Z(G) .

De fato, sendo P CG, para cada z ∈ Z(G) e g ∈ G, temos:

[zP, gP ] = [z, g]P = P (pois [z, p] = 1)
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∴
[Z(G)

P
,
G

P

]
= P = 1G/P

∴
Z(G)

P
≤ Z

(G
P

)
Agora, sejam aP ∈ Z

(G
P

)
e gP ∈ G

P
quaisquer.

aP . gP = gP . aP ⇒ agP = gaP
⇒ (ga)−1(ag) ∈ P
⇒ [a, g] ∈ P
⇒ [a, g] = 1 (pois o(p) <∞,∀p ∈ P )
⇒ a ∈ Z(G)

∴ aP ∈ Z(G)

P
.

∴ Z
(G
P

)
=
Z(G)

P

Sobre G analisemos dois casos.

Primeiro, suponhamos G nilpotente de classe no máximo 2.

Se fosse G de classe 0, teŕıamos Z0(G) = G =
G

P
.

Mas, Z0(G) = 1G = P .

Logo, teŕıamos: G = P . Absurdo!

Supondo G de classe 1, temos: Z
(G
P

)
=
G

P
.

Dáı,
G

P
seria abeliano e portanto, G′ ≤ P .

Assim, teŕıamos G′ = P o que mais uma vez é uma contradição.

Logo, G deve ser nilpotente de classe 2.

Como
G

Z(G)
' G

Z(G)
=

G

Z(G)
, temos:

Z2(G)

Z(G)
= Z

( G

Z(G)

)
' Z

( G

Z(G)

)
=

G

Z(G)
=

G

Z(G)
' G

Z(G)

∴ Z2(G) = G
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Além disso, sendo G′ 6= 1, não podemos ter Z0(G) = G ou Z1(G) = G.

Portanto, G é nilpotente de classe 2.

Segue então do Teorema 4.13 que todo elemento de G′ é um comutador.

Assim, G′ pode ser coberto por uma quantidade finita de subgrupos ćıclicos,
o que implica G′ finito ou ćıclico.

∴ G′ ' C∞

∴ P = 1

Absurdo!

Portanto, G não é nilpotente de classe menor ou igual a 2.

Pelo Lema 4.10, existe A ≤ G com | G : A |= 2 e A é abeliano.

Então, A é subgrupo de G com ı́ndice 2 tal que A é abeliano.

Afirmo que A é abeliano.

De fato, sejam a1, a2 ∈ A quaisquer.

a1P, a2P ∈ A ⇒ a1P . a2P = a2P . a1P ⇒ a1a2P = a2a1P
⇒ [a1, a2] ∈ P
⇒ [a1, a2] = 1
⇒ a1a2 = a2a1

Além disso, sendo | G : A |= 2, temos que
G

A
é ćıclico e ACG.

Portanto, segue do Lema 4.11 que todo elemento de G′ é um comutador,
o que mais uma vez nos leva a uma contradição.

Portanto, P = 1 e G′ ' C∞.�

Antes da demonstração do Teorema Principal vejamos três resultados que
nos serão necessários.
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Resultado 1: Sejam G grupo, X ⊂ G e N ≤ G. Então, considerando
X = {xN ;x ∈ X}, temos:

| X | ≤ | X | . | N |

Prova: Note que XN =
·⋃

x∈X

xN .

Portanto, | XN |=| X || N |. Mas, X ⊆ XN .

Logo, | X | ≤ | XN | = | X | | N |. �

Resultado 2: Se G é um grupo e H < G, com H 6= G, então 〈G\H〉 = G.

Prova: Tome g ∈ G\H e h ∈ H.
Veja que gh 6∈ H. Do contrário, teŕıamos g ∈ H.
Dáı, g−1, gh ∈ G\H ⊂ 〈G\H〉.
Em particular, h = g−1gh ∈ 〈G\H〉.
Como h foi tomado arbitrariamente em H, segue que H ≤ 〈G\H〉.
E, claro que G\H ⊂ 〈G\H〉. Logo, G = H ∪G\H ⊂ 〈G\H〉.
Portanto, G = 〈G\H〉. �

Finalmente podemos provar o Teorema principal.

Teorema 4.15. Seja G um grupo no qual o conjunto dos comutadores
é coberto por finitos subgrupos ćıclicos. Então, G′ é finito ou ćıclico.

Prova: Assumindo G′ infinito, mostraremos que G′ é ćıclico.
Sejam X0 o conjunto de todos os comutadores em G de ordem finita e N o
subgrupo gerado por X0.

Como X0 ⊆ X = {[a, b] ; a, b ∈ G} ⊂
⋃
C∈C

C, temos que, para cada x0 ∈ X0,

existe Cx0 em C tal que x0 ∈ Cx0 . Em particular, 〈x0〉 ≤ Cx0 .
Como existem somente finitos C’s em C, {〈x0〉}x0∈X0 é famı́lia finita de sub-
grupos ćıclicos de G cobrindo X0. E subgrupos finitos, já que o(x0) < ∞
para cada x0. Logo, X0 é finito.
Além disso, X0 é claramente, subconjunto normal de G (o que implica
N C G).
Segue então do Lema de Dietzmann, que N é finito.
Sendo N finito, todos os seus elementos são de ordem finita.
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Afirmação 1: G/N não possui comutadores não-triviais de ordem finita.

De fato, suponha por absurdo que ∃[aN, bN ] ∈ G/N tal que [aN, bN ] 6= N e
([aN, bN ])k = N, k ∈ N.

([aN, bN ])k = N ⇒ [a, b]kN = N ⇒ [a, b]k ∈ N
⇒ [a, b]kl = 1, para algum l ∈ N
⇒ o([a, b]) <∞ ⇒ [a, b] ∈ N

Absurdo!
Com isso mostramos nossa afirmação.
Note também que:

X ⊂
⋃
C∈C

C ⇒ {[a, b] ; a, b ∈ G/N} ⊂
⋃
C∈C

CN/N ,

onde para cada C ∈ C,
CN

N
' C

C ∩N
o qual é ćıclico.

Portanto, pelo Teorema 4.14,
(G
N

)′
=
G′

N
é ćıclico infinito.

Seja B = CG(G′).

Afirmamos que | G : B | é finito.

Lembre que G′ é finitamente gerado.

Digamos que seja: G′ = 〈x1, ..., xn〉

Assim,

B = CG(G′) =
⋂

w∈G′

CG(w) =
n⋂

i=1

CG(xi)

e temos:

| G : B | ≤
n∏

i=1

| G : CG(xi) |

Então, basta mostrarmos que | G : CG(xi) | = | xG
i | é finito, para cada i.

Seja w ∈ G′ qualquer, onde G =
G

N
.

Sendo G′ ćıclico infinito, AutG′ = {Id, θ : x→ x−1}.

Dáı, 〈w〉Ccar G′ CG, o que implica 〈w〉CG.
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Pelo NC-Lema, temos então:
G

CG(〈w〉)
. Aut〈w〉 ' Z2

Como CG(〈w〉) = CG(w), segue que

| wG | = | G : CG(w) | ≤ 2

Do resultado 1 sabemos que:

| wG | ≤ | wG | | N |

Agora,
wG = {wN gN ; g ∈ G} = wG

Dáı,
| G : CG(w) | = | wG | ≤ | wG | | N | ≤ 2. | N | <∞, ∀w ∈ G′

∴ | G : B |<∞

Seja F = {x ∈ G ; xG é finito }, o FC-subgrupo de G.

Se F = G, então | G : CG(x) | = | xG | <∞, ∀x ∈ G.

Por outro lado, sendo G finitamente gerado, digamos, G = 〈g1, ..., gn〉, temos:

Z(G) =
n⋂

i=1

CG(gi)

Dáı,

| G : Z(G) | ≤
n∏

i=1

| G : CG(gi) |<∞

Segue então de Schur, que G′ é finito, o que é uma contradição.

Portanto, F é subgrupo próprio de G.

Tomemos g ∈ G\F . Então, | gG |= ∞.

Como | gG | ≤ | gG | | N | e | N |< ∞, devemos ter necessariamente,

| gG | = | gG | = ∞.
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Afirmação 2: ∃b ∈ B tal que [g, b] 6= 1

Suponhamos por absurdo, [g, b] = 1, ∀b ∈ B.

g −1 g b = [g, b] = 1 ⇒ g b = g,∀b ∈ B

Logo, B ≤ CG(g).

Em diagramas:

G

CG(g)

B

Sendo | G : B | = | G : B |<∞, segue que | gG | = G : CG(g) <∞, o que é
uma contradição.

Isso prova nossa afirmação.

Agora,
[g, b] 6= 1 ⇒ [g, b]N 6= N ⇒ [g, b] 6∈ N

⇒ o([g, b]) = ∞
Além disso,

[g, bi] = [g, b]i, ∀i ∈ N

Para ver isto, façamos indução sobre i.
Para i = 1, ok!
Suponhamos válido para i = n.

Então,
[g, bn+1] = [g, bn.b] = [g, b] [g, bn]b

= [g, b] [g, bn]
= [g, b] [g, b]n

= [g, b]n+1

Portanto,
[g, bi] = [g, b]i, ∀i ∈ N (∗)
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Afirmação 3: N = 〈X0〉 não contém comutadores não triviais da forma [g, x],
com x ∈ G qualquer.

Suponhamos ao contrário, que exista 1 6= [g, x] ∈ N para algum x ∈ G.

Sendo G′ CG, segue que CG(G′) = B CG.

Logo, [g, b] ∈ B (I.e., [g, b] centraliza G′)

Assim, o subgrupo L = 〈[g, b], [g, x]〉 é abeliano e, consequentemente, L =
〈[g, b]〉 × 〈[g, x]〉 ' C∞ × Cm,para algum m > 1 (já que [g, b] tem ordem
infinita e [g, x] ∈ N).

Por outro lado, usando (∗), temos:

[g, b]i[g, x] = [g, bi] [g, x]
= [g, bi] [g, x]b

i
(pois bi ∈ B)

= [g, xbi], ∀i ∈ N,

o que contradiz o Lema 4.12.

Fica então provada nossa afirmação.

Sendo N CG, temos: [g,N ] ≤ N .

Logo, [g,N ] = 1 e N ≤ CG(g), ∀g ∈ G\F

∴ N ≤
⋂

g∈G\F

CG(g) = CG(G\F )

Como F é subgrupo próprio de G, segue do resultado 2, mostrado acima
que

G = 〈G\F 〉

Assim, Z(G) = CG(G\F ) e N ≤ Z(G).

Afirmo que Z(G) = Z(G).

Claramente, Z(G) ≤ Z(G).

Agora, seja xN ∈ Z(G) qualquer.
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Então,
[gN, xN ] = N, ∀g ∈ G\F

o que implica,
[g, x] ∈ N, ∀g ∈ G\F

Dáı, pelo que mostramos acima, temos: [g, x] = 1, ∀g ∈ G\F .

∴ x ∈ CG(G\F ) = Z(G)

∴ Z(G) ≤ Z(G)

∴ Z(G) = Z(G)

O restante da prova é praticamente a mesma do Teorema 4.14.

Afirmo que N = 1.

Suponhamos N 6= 1.

Afirmação 4: Podemos assumir N ćıclico

Como N ≤ Z(G), N é abeliano.
Além disso, N é gerado por X, que é finito.
Dáı, N é abeliano finitamente gerado. E sendo N de torção, temos pelo
T.F.G.A.F.G que:

N = Cn1 × . . . × Cnk

Suponhamos que fosse ni > 1,∀i.
Seja H = Cn1 × . . . × Cnk−1

.
Como H < N ≤ Z(G), H CG.
Consideremos o quociente G/H.
Note que:

{[g1H, g2H]; gi ∈ G} = {[g1, g2]H; gi ∈ G} ⊂
⋃
C∈C

CH

H

E pelo 2◦ Teorema dos Isomorfismos,
CH

H
' C

C ∩H
.

Como C é ćıclico,
C

C ∩H
é ćıclico. Logo,

CH

H
é ćıclico para cada C ∈ C.
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Portanto,
{CH
H

}
C∈ C

é famı́lia finita de subgrupos ćıclicos cobrindo o con-

junto dos comutadores de
G

H
.

Seja X̃0 o conjunto dos comutadores de
G

H
de ordem finita e Ñ = 〈X̃0〉.

Afirmo que Ñ =
N

H
.

De fato,

[g1H, g2H] ∈ X̃0 ⇒ o([g1H, g2H]) = l,∃l ∈ Z+ ⇒ [g1, g2]
l ∈ H ≤ N

⇒ ∃k ∈ Z+; [g1, g2]
lk = 1

⇒ [g1, g2] ∈ N
⇒ [g1H, g2H] = [g1, g2]H ∈ N/H

Portanto, Ñ = 〈X̃0〉 ≤ N/H e temos Ñ = N/H = Cnk
.

Supondo então o teorema provado para grupos cujo N seja ćıclico finito temos

que
G′

H
' C∞. Logo, G′ = H × C∞.

Por outro lado, G′ = N × C∞ = H × Cnk
× C∞.

Dáı, Cnk
= 1. Absurdo!

Portanto, N é ćıclico.

Lembre que G
′ ' C∞. Digamos que seja G

′
=
G′

N
= 〈aN〉.

Então,
G′ = 〈a,N〉 = 〈a〉N

e G′ é 2-gerado.

Suponha G nilpotente de classe menor ou igual a 2.

Se G for nilpotente de classe 0, então Z0(G) = G. Mas, Z0(G) = 1 = N .

Logo, G = N , o que contradiz o fato de que G′ é infinito.

E se G for nilpotente de classe 1, então, Z1(G) = G e G é abeliano.

Dáı, G
′
= 1. Absurdo!
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Desse modo, devemos ter G nilpotente de classe 2.

Sendo
G

Z(G)
' G

Z(G)
=

G

Z(G)
, temos que G também é nilpotente de classe 2.

Segue então do Teorema 4.13 que todo elemento de G′ é um comutador.

Portanto, G′ = 〈X〉 possui cobertura finita por ćıclicos, dáı é finito ou ćıclico.

Mas, estamos supondo G′ infinito.

Logo, teŕıamos G′ ćıclico e, portanto, todos os seus elementos não triviais
são de ordem infinita, o que contradiz o fato de que N 6= 1.

Desse modo, G não é nilpotente de classe menor ou igual a 2.

Pelo Lema 4.10, existe um subgrupo A de ı́ndice 2 em G o qual contém

N, e tal que A é abeliano e
A

Z(G)
é ćıclico.

Como
A

Z(G)
=

A

Z(G)
' A

Z(G)
, temos que

A

Z(G)
também é ćıclico.

Digamos que seja
A

Z(G)
= 〈aZ(G)〉.

Sejam a1, a2 ∈ A quaisquer.

Como a1Z(G) ∈ A/Z(G) e a2Z(G) ∈ A/Z(G), ∃m,n ∈ N tais que
a1Z(G) = amZ(G) e a2Z(G) = anZ(G).

Dáı, a1 = amz1 e a2 = anz2 com z1, z2 ∈ Z(G).

Desse modo,
a1 a2 = am z1 a

n z2 = am an z1 z2 = an am z2 z1

= an z2 a
m z1 = a2 a1

Portanto, A é abeliano.

Pelo Lema 4.11, G′ consiste inteiramente de comutadores, o que mais uma
vez é uma contradição.

Portanto, N = 1, e segue do Teorema 4.14 que G′ é ćıclico. �
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Apêndice : Um teste para
comutadores

1. Introdução

No decorrer do estudo de subgrupos comutadores, I.D.Macdonald [1] apre-
sentou um grupo nilpotente livre G4 de classe 2, gerado por 4 elementos,
como exemplo de um grupo nilpotente no qual o subgrupo comutador pos-
sui elementos que não são comutadores. Para demonstrar isso, ele procedeu
como segue: seja G4 = 〈a1, a2, a3, a4〉 e faça cij = [ai, aj] para 1 ≤ i < j ≤ 4
e 1 ≤ k ≤ 4, e suas consequências. Macdonald observou que um comutador
arbitrário pode ser escrito como:

[aα1
1 . aα2

2 . aα3
3 . aα4

4 , aβ1

1 . aβ2

2 . aβ3

3 . aβ4

4 ] ,

o que simplicado dá: ∏
1≤i<j≤4

c
δij

ij

onde δij = αiβj − αjβi. Os ı́ndices δij satisfazem a relação:

δ12δ34 − δ13δ24 + δ14δ23 = 0
(1)

Segue que o elemento c13c24 em G4’(para o qual δ12 = δ14 = δ23 = δ34 = 0 e
δ13 = δ24 = 1) não é um comutador.
A relação (1) não é somente necessária, mas também suficiente para que o

elemento
∏

c
δij

ij seja comutador no grupo G4. Provaremos a generalização

para grupos nilpotentes de classe 2 finitamente gerados. Como uma aplicação
mostraremos que se o subgrupo comutador G’ de um grupo G é central em
G e pode ser gerado por um ou por dois elementos, então todo elemento de
G’ é um comutador.
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2. O Teorema Principal

Em toda esta seção, G denota um grupo nilpotente de classe 2 que é gerado
pelos elementos a1, . . . , an.
Seja cij = [ai, aj] para 1 ≤ i < j ≤ 4. Então, cji = c−1

ij .
Um elemento c do subgrupo comutador G’ é expresso da forma:

c =
∏

1≤i<j≤n

c
δij

ij (2)

onde δij ∈ Z, para todos 1 ≤ i < j ≤ n.
Associemos a cada c ∈ G′ como acima, a matriz quadrada ∆ = (δij) e
façamos:

∆qrst = δqrδst − δqsδrt + δqtδrs

quando 1 ≤ q, r, s, t ≤ n.

As seguintes regras se verificam:

a) Se τ é uma transposição que permuta dois dos śımbolos q, r, s, t, então:

∆τ(q)τ(r)τ(s)τ(t) = −∆qrst

b) Se dois entre q, r, s, t são iguais, então ∆qrst = 0.

Prova: a) Suponhamos, por exemplo, τ = (qr)

Então,
∆τ(q)τ(r)τ(s)τ(t) = ∆rqst = δrqδst − δrsδqt + δrtδqs

= − δqrδst + δqsδrt − δqtδrs

= −(δqrδst − δqsδrt + δqtδrs)
= −∆qrst

b) Suponhamos, por exemplo, q = r.

Então,
∆qrst = ∆qqst = δqqδst − δqsδqt + δqtδqs = 0

Temos o seguinte resultado:

Teorema 1. O elemento c de G’ dado em (2) é um comutador se a matriz
associada ∆ satisfaz:
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∆qrst = 0, ∀ 1 ≤ q, r, s, t ≤ n (4)

Observação: Em virtude das propriedades a) e b), a condição (4) é equiva-
lente a

∆qrst = 0, ∀ 1 ≤ q < r < s < t ≤ n
(5)

De fato, suponhamos (5) válida e consideremos 1 ≤ q, r, s, t ≤ n.
Se existirem dois iguais entre q, r, s, t, então, sabemos de b) que ∆qrst = 0, e
a prova estaria conclúıda.
Então, podemos supor q, r, s, t todos distintos.
Se for q < r < s < t, o resultado segue da nossa hipótese.
Agora, se tivermos, por exemplo, r < q < s < t, tomando τ = (rq), temos
por a):

∆qrst = ∆τ(r)τ(q)τ(s)τ(t) = −∆rqst = 0

Analogamente, nos demais casos em que q, r, s, t são distintos, temos:

∆qrst = 0,

bastando tomar a transposição adequada e usar a propriedade a) quantas
vezes for necessário. Essas condições valem trivialmente quando n ≤ 3, dáı,
um caso especial do Teorema 1 é que G’ consiste inteiramente de comuta-
dores quando G pode ser gerado por não mais que três elementos.

Antes da prova do Teorema 1, estabelecemos o lema seguinte, relativo ao
efeito de certas mudanças do conjunto gerador de G sobre a representação
de c como produto de comutadores.

Lema 1. Considere os seguintes tipos de mudanças “elementares” do con-
junto gerador de G:

Tipo I(Transposição): a∗i = aτ(i),∀i, onde τ é uma transposição (kl),
1 ≤ k, l ≤ n;
Tipo II(Inversão): a∗k = a−1

k , a∗i = ai,∀i 6= k;
Tipo III(Combinação): a∗k = ak.a

∗
l (k 6= l, α ∈ Z), a∗i = ai, ∀i 6= k.

Faça c∗ij = [a∗i , a
∗
j ]. Seja o elemento c de G′ expresso por:

c =
∏

1≤i<j≤n

c
δij

ij
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relativo ao conjunto gerador {cij ; 1 ≤ i < j ≤ n} de G′. Então, existe uma
expressão para c da forma:

c =
∏

1≤i<j≤n

c∗ij
δij

∗

onde as entradas das matrizes correspondentes ∆ = (δij) e ∆∗ = (δ∗ij) estão
relacionadas como segue:

Tipo I: δ∗ij = δτ(i)τ(j); em particular, δ∗kl = −δkl

∆∗
qrst = ∆τ(q)τ(r)τ(s)τ(t)

Tipo II: δ∗ik = −δik e δ∗ij = δij para j 6= k

∆∗
qrst = (−1)λ∆qrst, onde λ =

{
1, se k ∈ {q, r, s, t}
0, se k 6∈ {q, r, s, t}

Tipo III: δ∗il = δil − αδik, ∀i e δ∗ij = δij quando i, j 6= l
∆∗

qrst = ∆qrst, se l 6∈ q, r, s, t
∆∗

lrst = ∆lrst − α∆krst

Em particular, se ∆qrst = 0 sempre, então ∆∗
qrst = 0 sempre.

Prova: · Tipo I
Note que δ∗ij é o expoente de c∗ij = [a∗i , a

∗
j ] = [aτ(i), aτ(j)].

Logo, δ∗ij = δτ(i)τ(j), ∀i, j.
Em particular, δ∗kl = δτ(k)τ(l) = δlk = −δkl.

Dáı,
∆∗

qrst = δ∗qrδ
∗
st − δ∗qsδ

∗
rt + δ∗qtδ

∗
rs

= δτ(q)τ(r)δτ(s)τ(t) − δτ(q)τ(s)δτ(r)τ(t) + δτ(q)τ(t)δτ(r)τ(s)

= ∆τ(q)τ(r)τ(s)τ(t)

· Tipo II
Sendo G nilpotente de classe 2, temos:
1 = [ai, a

−1
k ak] = [ai, ak] [ai, a

−1
k ]ak = [ai, ak] [ai, a

−1
k ]

∴ [ai, a
−1
k ] = [ai, ak]

−1

Dáı, ∀i 6= k, temos: c∗ik = [a∗i , a
∗
k] = [ai, a

−1
k ] = c−1

ik , o que implica, δ∗ik = −δik.
Para i, j 6= k, temos: c∗ij = cij e consequentemente, δ∗ij = δij.
Desse modo, se k ∈ {q, r, s, t}, por exemplo, k = r, então:

∆∗
qrst = δ∗qrδ

∗
st − δ∗qsδ

∗
rt + δ∗qtδ

∗
rs

= δ∗qkδ
∗
st − δ∗qsδ

∗
kt + δ∗qtδ

∗
ks

= −δqkδst + δqsδkt − δqtδks

= −δqkδst − δqsδkt + δqtδks
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= −∆qkst

= −∆qrst

Agora, se k 6∈ {q, r, s, t}, como δ∗ij = δij, ∀i, j 6= k, temos ∆∗
qrst = ∆qrst.

Assim,

∆∗
qrst = (−1)λ∆qrst, onde λ =

{
1, se k ∈ {q, r, s, t}
0, se k 6∈ {q, r, s, t}

· Tipo III
Suponhamos k < l.

Veja que
c∗ik = [a∗i , a

∗
k] = [ai, aka

α
l ]

= [ai, a
α
l ] [ai, ak]

= [ai, ak] [ai, al]
α

= cik . c
α
il

∴ cik = c∗ik . c
−α
il

∴ cδik
ik = c∗ik . c

−αδik
il e c

δij

ij = c∗ij, ∀i, j 6= k

Dáı,

c =
∏

1≤<j≤n

c
δij

ij = cδ1212 . . . cδ1n
1n . . . cδi1

i1 . . . cδik
ik . . . cδil

il . . . cδin
in . . . c

δn−1,n

n−1,n

= cδ1212 . . . cδ1n
1n . . . cδi1

i1 . . . (c∗ik
δikc−αδik

il ) . . . cδil
il . . . cδin

in . . . c
δn−1,n

n−1,n

= c∗12
δ12 . . . c∗1n

δ1n . . . c∗i1
δi1 . . . c∗ik

δik . . . c∗il
δil−αδik . . . c∗in

δin . . . c∗n−1,n
δn−1,n

Portanto, δ∗il = δil − αδik, ∀i e δ∗ij = δij, ∀i, j 6= l.

Isso nos dá: ∆∗
lrst = δ∗lrδ

∗
st − δ∗lsδ

∗
rt + δ∗ltδ

∗
rs

= −δ∗rlδ
∗
st + δ∗slδ

∗
rt − δ∗tlδ

∗
rs

= −(δrl − αδrk)δst + (δsl − αδsk)δrt − (δtl − αδtk)δrs

= δrlδst − δlsδrt − δltδrs − α(δkrδst − δksδrt + δktδrs)
= ∆lrst − α∆krst

e
∆∗

qrst = ∆qrst, se l 6∈ {q, r, s, t}

�
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Dizemos que a matriz ∆ é equivalente a ∆ se ∆ está relacionada a ∆ por uma
sequência finita de transformações dos tipos I, II e III. Essas transformações
são claramente invert́ıveis, o que condiz com o fato de que esta relação é de
equivalência.

Prova do Teorema 1: A prova é por indução sobre n, o número de elementos
no conjunto gerador a1, ..., an de G.
Quando n = 1, G é ćıclico e portanto, abeliano. Dáı, G′ = 1 e o resultado
segue.
Para n = 2, G = 〈a1, a2〉 = {x1 . . . xn ; xi ∈ {a1, a2, a

−1
1 , a−1

2 }}
É fácil ver que, G′ = 〈[a1, a2]〉.
Sendo G nilpotente de classe 2, temos que:

[a1, a2]
k = [ak

1, a2], ∀k ∈ Z

Logo, todo elemento de G′ é um comutador.
Agora, analisemos o caso em que n ≥ 3.
Suponhamos o Teorema válido para todos os grupos nilpotentes de classe 2
definidos sobre menos que n geradores. Seja c um elemento de G′ dado como
em (2) e tal que ∆qrst = 0 para todos 1 ≤ q, r, s, t ≤ n. Mostraremos que c é
um comutador.
Sendo G nilpotente de classe 2, temos que G′ ≤ Z(G).
Dáı, G′ é abeliano e podemos escrever:

c =
∏

1≤k≤n−1

cδkn
kn

∏
1≤i<j≤n−1

c
δij

ij

Da nossa hipótese de indução, segue que
∏

1≤i<j≤n−1

c
δij

ij é comutador do grupo

G1 = 〈a1, ..., an−1〉 ⊂ G.
Se fosse δkn = 0, ∀k = {1, ..., n − 1}, já teŕıamos c comutador. Então,
podemos supor δkn 6= 0 para algum k. Seja d o MDC de δ1n, δ2n, ..., δn−1,n.
Note que d 6= 0.
Faça δkn = dαk, para cada k = 1, ..., n− 1.
Consideremos o conjunto gerador {a1, ..., an} de Gn, onde

a1 = aα1
1 ...a

αn
n e ai = ai, ∀i 6= 1

o qual é obtido de {a1, ..., an} por uma sequencia de mudanças elementares .
Então, existe uma matriz ∆ = (δij) equivalente a ∆ e uma expressão corres-
pondente para c da forma:

c =
∏

1≤i<j≤n−1

cij
δij
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Veja que:

{
c1n = [a1, an] = [aα1

1 ... a
αn−1

n−1 , an] = cα1
1n... c

αn−1,n

n−1,n

cin = cin, ∀i 6= 1

Dáı, cd1n = cδ1n
1n ... c

δn−1,n

n−1,n e temos:

c = cd1n.
∏

1≤i<j≤n−1

c
δij

ij = cd1n.
∏

1≤i<j≤n−1

c
δij

ij

Isto indica que δ1n = d e δin = 0 para i = 2, ..., n− 1.

Para o caso n = 3, temos:

c = c13
d c12

δ12 = [a1, a3]
d [a1, a2]

δ12

= [a1, a
d
3] [a1, a

δ12
2 ]

= [a1, a
δ12
2 ad

3]

provando que c é um comutador.

Suponhamos então, n ≥ 4. Pelo Lema 1, ∆qrst = 0, ∀1 ≤ q, r, s, t ≤ n.
Em particular, escolhamos q, r, s e t tais que q = 1 < r < s < n = t.
Sendo δkn = 0 para 1 < k < n temos que δrn = 0 = δsn.

Dáı,
0 = ∆qrst = δqrδst − δqsδrt + δqtδrs

= δ1rδsn − δ1sδrn + δ1nδrs

= δ1nδrs

= d δrs

Como d 6= 0, segue que δrs = 0

∴ δrs = 0, ∀1 < r < s < n

Assim,

c = cd1n

n−1∏
j=2

c
δ1j

1j

= [a1, an]d [a1, a2]
δ12 . . . [a1, an−1]

δ1,n−1

= [a1, a
δ1,n−1

n−1 ... aδ12
12 a

d
n]

o que conclui nossa prova.
�
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3. Aplicações

Aplicamos nosso teste para comutadores para provar o seguinte resultado:

Teorema 2. Suponha o subgrupo comutador G′ de um grupo G central em
G e gerado por não mais que dois geradores. Então, todo elemento de G′ é
um comutador.

Prova: Analisemos o caso em que G′ é um grupo ćıclico.
Suponhamos primeiro G′ finito.
Se G é finito, então este é produto direto de finitos pi-grupos Gi para primos
distintos p1 . . . pn.
I.e.,

G = G1 × . . . ×Gn

onde | Gi | = pei
i para cada i e Gi CG, ∀i.

Agora, sendo G′ ćıclico e Gi pi-grupo, G′
i é um pi-grupo ćıclico.

Digamos que seja G′
i = 〈xi〉 com o(xi) = pmi

i , mi ≤ ei.
Para que um subgrupo de G′

i seja maximal este deve ter ordem p.

Sendo G′
i ćıclico sabemos que seu único subgrupo de ordem p é M = 〈xp

mi−1
i

i 〉.
Assim, φ(G′

i) = 〈xp
mi−1
i

i 〉 e | G′
i : φ(G′

i) | = p.

Seja ci = [ai, bi] ∈ G′
i\φ(G′

i) e considere H = 〈ci, φ(Gi)〉.
Como φ(G′

i) � H < G′
i e φ(G′

i) tem ı́ndice primo em G′
i, segue que H = G′

i.
I.e.,

G′
i = 〈 c, φ(G′

i) 〉

Afirmo que G′
i = 〈ci〉.

De fato, suponhamos G′
i 6= 〈ci〉.

Então, ∃M lG′
i tal que ci ∈M .

Claro que também, φ(G′
i) ≤M . Dáı, G′

i = 〈 c, φ(G′
i) 〉 ≤M . Absurdo!

Logo, G′
i = 〈ci〉, ∀i = 1, ..., n.

Sendo G = G1 × . . . ×Gn, temos que:

G′ = G′
1 × . . . ×G′

n

= 〈 [a1, b1] 〉 × . . . × 〈 [an, bn] 〉
= 〈 [a1, b1] . . . [an, bn] 〉 (pois G′ ≤ Z(G))
= 〈 [a1a2 . . . an , b1b2 . . . bn] 〉 (pois os Hi’s comutam)

Quando G é infinito, G′ ainda é gerado por um número finito de comutadores.
Digamos que seja G′ = 〈g′1, . . . g′r〉, onde g′i = [ci, di] ∈ G.
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Podemos supor, nesse caso, G finitamente gerado.
De fato, suponhamos o resultado válido para grupos finitamente gerados.
Então, se G é um grupo o qual não é finitamente gerado, tomando
H = 〈ci, di ; i = 1, ..., n〉 temos que H ′ = G′ e dáı o resultado segue também
para G.
Façamos G = 〈g1, ..., gr〉.

Fixado x ∈ G consideremos a aplicação ϕ : xG → G′

xg → [x, g]

É fácil ver que ϕ é injetiva. Dáı, | G : CG(x) | = | xG | ≤ | G′ |<∞, ∀x ∈ G.
Em particular,

| G : CG(gi) | <∞, ∀i = 1, ..., r

Assim,

| G : Z(G) | = | G :
r⋂

i=1

CG(gi) | <∞

e Z(G) também é finitamente gerado.

Afirmação: ∃N CG tal que
G

N
é finito e N ∩G′ = 1.

De fato, basta tomar N como sendo qualquer subgrupo maximal livre de
torção do centro de G.
Considere o conjunto

A = {L ≤ Z(G) ; L é livre de torção}

Se ∀x ∈ Z(G) tivéssemos o(x) <∞, então, como Z(G) é abeliano finitamente
gerado, teŕıamos Z(G) finito e, consequentemente, G seria finito. Absurdo!
Dáı, existe x ∈ Z(G) de ordem infinita e A 6= ∅.
Seja A′ uma cadeia qualquer em A.

Façamos L0 =
⋃
L∈A

L.

O fato de que dados L1, L2 ∈ A′ ou L1 ≤ L2 ou L2 ≤ L1 nos garante que L0

é subgrupo. Além disso, sendo cada L ∈ A livre de torção, L0 também o é.
Assim, L0 ∈ A.
Claro que ∀L ∈ A temos L ≤ L0.
Segue então, do Lema de Zorn que A possui um elemento maximal.
I.e., ∃N ≤ Z(G) maximal, entre os que são livres de torção.
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Sobre N temos:

• N ∩G′ = 1, pois N é livre de torção

• G

N
é finito

A maximalidade livre de torção de N garante que
Z(G)

N
é de torção.

De fato, se ∃xN ∈ Z(G)/N com o(xN) = ∞ também.

Dáı, tomando M = N〈x〉, temos que M é livre de torção, pois N e 〈x〉 o
são, e

N � M < Z(G) ,

contrariando a maximalidade de M entre os subgrupos de Z(G) livres de
torção.

Portanto,
Z(G)

N
é livre de torção.

Sendo
Z(G)

N
também abeliano finitamente gerado, temos que este é finito.

Como já t́ınhamos
G

Z(G)
finito, segue que

G

N
é finito.

Isso prova nossa afirmação.

Pelo caso já provado acima,
(G
N

)′
é gerado por um comutador.

Agora, (G
N

)′
=

G′N

N
' G′

G′ ∩N
' G′

Logo, G′ também é gerado por um comutador e consequentemente é con-
stitúıdo somente de comutadores. Assim, conclúımos o caso em que G′ ’e
finito.
Suponhamos agora, G′ infinito e gerado por um elemento c de ordem infinita.
Como ck ∈ G′ implica c−k ∈ G′, existe l > 0 tal que cl ∈ G′.
Tome γ como sendo o menor inteiro positivo tal que cγ ∈ G′. Podemos supor
γ > 1, pois do contrário, nosso resultado estaria provado.

Considere
G

〈cγ〉
, para o qual

( G

〈cγ〉

)′
=

G′

〈cγ〉
.

Como este grupo possui subgrupo comutador finito central, segue do que
provamos acima, que seu subgrupo derivado é gerado por um comutador.
Desse modo,
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( G

〈cγ〉

)′
= 〈 cδ〈cγ〉 〉, onde cδ é comutador de G e δ > γ

Note que também ( G

〈cγ〉

)′
= 〈 c〈cγ〉 〉

Logo,
∣∣∣ G′

〈cγ〉

∣∣∣ = o( c〈cγ〉 ) = γ.

Seja d um divisor de γ e δ.
Veja que

(cδ〈cγ〉)γ/d = cδ γ/d〈cγ〉 = (cγ)δ/d〈cγ〉 = 1

Dáı, γ|γ/d, o que implica d = 1.

Assim, (δ, γ) = 1.

Sendo
G′

〈cγ〉
= 〈 cδ〈cγ〉 〉 segue que G′ = 〈cδ, cγ〉.

Sejam a1, a2, a3, a4 em G tais que:

cγ = [a1, a2] e cδ = [a3, a4]

Faça cij = [ai, aj], para 1 ≤ i, j ≤ 4.

Sendo G′ ćıclico, existem relações:

cij = cγij , ij = 13, 14, 23, 24 (1)

Além disso, da minimalidade de γ segue que γ divide cada γij.
De fato, supondo por exemplo, γ13 = qγ + r com 0 < r < γ, temos:

cr = cγ13−qγ = c13(c
γ)−q

= c13c
−q
12

= [a1, a3] [a1, a
−q
2 ]

= [a1, a
−q
2 a3]

o que contradiz a escolha de γ.
Logo, r = 0 e γ divide γ13.
Analogamente se mostra que γ divide todo γij.

Sejam α1 =
γ13

γ
, α2 =

γ14

γ
α3 =

γ23

γ
e α4 =

γ24

γ
.

Então, podemos reescrever as relações em (1) na forma:

c13 = cα1
12 , c14 = cα2

12 , c23 = cα3
12 , c24 = cα4

12
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Seja H = 〈a1, a2, a3, a4〉.
Claro que H ′ < G′.
Agora, como cγ, cδ ∈ H ′, também temos G′ = 〈cγ, cδ〉 < H ′.
Logo, G′ = H ′.
Considere a mudança de geradores de H dada por:

a∗1 = a1, a∗2 = a2, a∗3 = a3a
−α1
2 e a∗4 = a4a

−α2
2

Fazendo c∗ij = [a∗i , a
∗
j ], temos:

c∗12 = cγ; c∗13 = 1 = c∗14; c∗23 = c23 = cα3
12 ; c∗24 = c24 = cα4

12 ; c∗34 = cδ
∗
, (2)

onde δ∗ = δ + γ(α2α3 − α1α4).
Sendo (δ, γ) = 1, segue que (δ∗, γ) = 1.
Sejam h e k inteiros tais que hγ + kδ∗ = 1.
Desse modo,

c = chγ+kδ∗ = ch12 c
∗
34

k (c∗13)
λ (c∗24c

∗
12
−α4)

µ
(3)

e em virtude das relações em (2), a expressão (3) de c é verdadeira para
quaisquer inteiros λ e µ. Note que c ∈ H ′ = G′. Para completar a prova
demonstraremos a existência de inteiros λ e µ tais que o lado direito de (3)
seja um comutador. Observamos que a matriz ∆∗ associada a expressão (3)
para c é tal que:

∆∗
1234 = (h− α4µ)k − λµ

Fazendo µ = 1 e λ = (h− α4)k, obtemos ∆∗
1234 = 0.

Do Lema 1 temos que ∆1234 = 0 também, e consequentemente(teorema 1), c
é um comutador.
De fato,

c = c∗12
h c∗34

k c∗13
(h−α4)k c∗24 c

∗
12
−α4

= c∗12
h−α4 c

(h−α4)k
13 c∗24 c

∗
34

k

= [a∗1
h−α4a∗4

−1, a∗2a
∗
3
k]

Façamos x = a∗1
h−α4a∗4

−1 e y = a∗2a
∗
3
k.

Sendo G′ central em G, temos:

cm = [x, y]m = [xm, y], ∀m ∈ Z

Logo, G′ é constitúıdo inteiramente por comutadores.
Analisemos agora, o caso em que G′ é 2-gerado. Suponhamos G′ = 〈c, d〉.
Afirmamos que G′ é gerado por 2 comutadores.
Seja D = 〈d〉.
Sendo G′ central, este é abeliano. Dáı, DCcarG

′CG. O que implica, DCG.
Como D ≤ G′, temos:
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(
G

D

)′

=
G′

D
= 〈cD〉

Dáı, pelo que mostramos acima, segue que

(
G

D

)′

é constitúıdo somente por

comutadores.
Em particular, cD é um comutador de G/D.
Isto é, ∃ma, b ∈ G tais que cD = [aD, bD].
∴ cD = [a, b]D
∴ [a, b]−1c ∈ D
∴ ∃γ ∈ Z; [a, b]−1c = d−γ

∴ cdγ = [a, b]
Agora, considere N = 〈cdγ〉. Sendo N Ccar G

′ CG, temos N CG.
Veja que G′ = 〈d,N〉 = 〈d, cdγ〉.
De fato, como d ∈ 〈d, cdγ〉, temos que d−γ ∈ 〈d, cdγ〉 também.
Dáı, c = cdγ . c−γ ∈ 〈d, cdγ〉.
Agora, c, d ∈ 〈d, cdγ〉 implica G′ = 〈c, d〉 ≤ 〈d, cdγ〉.
E, claramente, 〈d, cdγ〉 ≤ G′.
Logo, G′ = 〈d, cdγ〉 = 〈d,N〉.
Isto nos dá:

G′

N
= 〈dN〉

Desse modo, G′/N é constitúıdo somente de comutadores.
Em particular, ∃mu, v ∈ G tais que dN = [uN, vN ].
∴ dN = [u, v]N
∴ [u, v]−1d ∈ N
∴ ∃µ ∈ Z; [u, v]−1d = (cdγ)−µ

∴ d(cdγ)µ = [u, v]
Portanto, cdγ e d(cdγ)µ são comutadores de G.
Façamos e = cdγ e f = d(cdγ)µ.
Note que

d = f . e−µ ∈ 〈e, f〉
Dáı,

c = e . d−γ ∈ 〈e, f〉
e temos,

G′ = 〈c, d〉 ≤ 〈e, f〉
Logo,

G′ = 〈e, f〉

provando nossa afirmação.

107



Façamos e = [a1, a2] = c12 e f = [a3, a4] = c34.

Consideremos H = 〈a1, a2, a3, a4〉.
Mostraremos que todo elemento de G′ é um comutador no subgrupo H e
como H ′ = G′, o resultado segue.
Seja, como antes, cij = [ai, aj], para cada ij.
Existem relações:

c13 = cα1
12 c

β1

34, c14 = cα2
12 c

β2

34, c23 = cα3
12 c

β3

34, c24 = cα4
12 c

β4

34 (4)

Suponha os βi’s nem todos nulos. Suponhamos também que todas as rep-
resentações de H sobre quatro geradores sujeitos as relações em (4) tenham
ı́ndices de c34 nem todos nulos. A menos de uma reoordenação dos ai’s,
podemos supor β1 o menor ı́ndice de c34 não nulo, em módulo.
Além disso, podemos supor β2 = 0 = β3.
De fato, a minimalidade de β1 nos garante que β1 | β2 e β1 | β3.

Digamos que seja β2 = kβ1 e β3 = lβ2, com k, l ∈ Z.

Considerando a mudança do Tipo III{
a∗4 = a4a

−k
3

a∗i = ai, i = 1, 2, 3

obtemos c∗14 = c∗12
α2−kα1c∗34

β2−kβ1 = c∗12
α2−kα1 .

Logo, β∗2 = 0.

Analogamente, considerando a mudança{
a2 = a2a

−q
1

ai = ai, i = 1, 3, 4

obtemos c23 = c α3−lα1
12 . c β3−lβ1

34 = c α3−lα1
12 .

I.e., β3 = 0. Isto prova nossa afirmação.

Desse modo, as relações em (4) podem ser reescritas da forma:

c13 = cα1
12 c

β1

34, c14 = cα2
12 , c23 = cα3

12 , c34 = cα4
12 c

β4

34 (5)

Desta forma, para analisarmos o caso em que em (4) todos os βi’s são nulos
basta fazer β1 = 0 = β4.
Agora, seja c um elemento arbitrário de G′. Então, existem inteiros δ e ε tais
que, para quaisquer inteiros λ e µ, tem-se:
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c = cδ12 c
ε
34 (c14 c

−α2
12 )λ (c23c

−α3
12 )µ (6)

Seja ∆ a matriz 4x4 associada com a expressão (6) de c.
Então,

∆1234 = (δ − α2λ− α3µ)ε + λµ = µ(λ− α3ε)− ε(α2λ− δ)

e este pode ser zerado escolhendo:

λ = α3ε+ 1 e µ = ε(α2λ− δ)

Portanto, o elemento c de G′ é um comutador.

�
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