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Resumo

Dada uma palavra w e um grupo G, suponha que o conjunto G, pode ser
coberto por finitos subgrupos ciclicos. E verdade que w(G) também pode ser
coberto por finitos subgrupos ciclicos? Nesta dissertacao mostraremos que a
resposta € positiva para a palavra comutador.



Abstract

Given a word w and a group G, suppose that the set can be G,, covered by
finite cyclic subgroups. It is true that w(G) can also be covered by finite
cyclic subgroups? This dissertation will show that the answer is positive for

the word switch.
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Introducao

Dada uma cobertura {H;};c; de um grupo G por subgrupos é natural per-
guntarmos que informacoes podem ser extraidas a cerca de G a partir das
propriedades desses subgrupos. Como qualquer grupo pode ser coberto pelos
subgrupos ciclicos gerados por seus elementos, nao temos qualquer resposta
satisfatoria no caso geral. No entanto, a situacao muda dramaticamente se
pedirmos que a cobertura seja finita. O primeiro resultado nessa direcao é
devido a Baer, o qual provou que G admite uma cobertura finita por subgru-
pos abelianos se, e somente se, este é central-por-finito. A parte nao trivial
desta afirmacao é uma consequéncia imediata de um resultado posterior de
B.H.Neumann

Teorema 0.1.(Neumann) Se {S;} € uma cobertura de G por classes laterais
de subgrupos, entdo G também pode ser coberto pelas classes S;’s correspon-
dentes aos subgrupos de indice finito em G.

Em outras palavras, se um grupo G possui uma cobertura finita por classes
laterais de subgrupos, podemos nos desfazer das classes de subgrupos de
indices infinitos, sem perdermos a propriedade de cobertura.

A motivacao para o nosso trabalho é um famoso problema de P. Hall sobre
subgrupos verbais. Seja w uma palavra, digamos em n varidveis. Se G é um
grupo, seja G, o conjunto de todos os valores w(gy, ..., g,) com gy, ..., g, € G,
e seja w(G) o subgrupo verbal correspondente a w, i.e.,0 subgrupo gerado
por G,. A palavra w é dita ser concisa se w(G) é finito sempre que G, for
finito. P.Hall levantou a seguinte questao:

“Toda palavra é concisa?”

Tempos depois Ivanov[3] mostrou que isto nao ocorre. Entretanto, provou-se
também que varias palavras relevantes sao concisas. Por exemplo, Turner-
Smith[7] mostrou que palavras centrais inferiores e palavras derivadas sao
concisas.
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Podemos adotar uma abordagem mais geral para a questao de Hall:

Se assumirmos certas restri¢oes sobre o conjunto G, no que isto influencia
a estrutura de w(G)?

Gustavo A. Ferndndez e Pavel Schumyasky[2] propuseram o seguinte proble-
ma:

“Dada uma palavra w e um grupo G, suponha que o conjunto GG, pode ser
coberto por finitos subgrupos ciclicos. E verdade que w(G) também pode ser
coberto por finitos subgrupos ciclicos?”

Usando o teorema de Neumann podemos caracterizar grupos que podem
ser cobertos por uma quantidade finita de subgrupos ciclicos como grupos
que sao finitos ou ciclicos. Assim, podemos reescrever nosso questionamento
da seguinte maneira:

Dada uma palavra w e um grupo G, suponhamos que G, possua cobertura
finita por subgrupos ciclicos . E verdade que w(G) € finito ou ciclico?

Nosso Teorema Principal mostra que a resposta é positiva para a palavra
comutador.

Teorema 0.2. Seja G um grupo no qual o conjunto de todos os comuta-
dores pode ser coberto por um nimero finito de subgrupos ciclicos. Entao, G’
€ finito ou ciclico.

Vamos falar um pouco agora de como o texto esta organizado.

No capitulo 1(Premilinares), desenvolvemos alguns tdpicos elementares de
teoria dos grupos que serao necessarios no decorrer da dissertagao. A secao
1.1 traz a nocgao de classe lateral de um subgrupo e apresenta o Teorema
de Poincaré que é de simples demonstracao mas largamente utilizado neste
trabalho. A secao 1.2 define os principais subgrupos que aparecem no texto.
A secao 1.3 trata da representagao de permutagoes ou agao de um grupo G
sobre um conjunto X. Nas secoes 1.4 e 1.5, fazemos um pequeno estudo dos
Grupos Nilpotentes, no qual definimos as séries centrais(superior e inferior),
demonstrando alguns resultados basicos que nos serao necessarios no capitulo
4.
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No capitulo 2, trabalhamos o Homomorfismo transfer(se¢ao 2.1), obtendo
alguns lemas e em seguida(segao 2.2), usamos os mesmos para a demonstra-
¢ao do principal resultado do capitulo, o Teorema de Schur.

Teorema 0.3.(Schur) Se € F entio G' € F, onde F representa a

G
Z(G)
familia dos grupos finitos.

Para a demonstracao desse teorema(assim como em muitas outras demons-
tragoes ao longo do texto), fazemos uso, sem prova, do Teorema Fundamen-

tal dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados que citamos apenas como
T.F.G.AF.G.

Teorema 0.4.(T.F.G.A.F.G) Seja G um grupo abeliano finitamente gerado.
Entao, G pode ser decomposto como produto direto de um numero finito de
grupos ciclicos C;’s. Mais precisamente:

G=Cy......... Ch,
tal que ou C1, ...... , Cx sao todos infinitos, ou para algum 1 < 7 < k, tem-se
Chy . ,C; finitos, de ordemmy, ...... ,m;, respectivamente, com my|ma|.....|m;,
e Cjt1,....., Cy infinitos. Em particular, se G for de torcao, entao ele € finito.

No final do capitulo hd ainda uma se¢ao(2.3) dedicada ao estudo dos FC-
Grupos, onde fazemos a demonstragao do Lema de Dietzmann, o qual usa-
remos mais tarde, no ultimo capitulo, na prova dos lemas que antecedem o
teorema principal.

Lema 0.5.(Dietzmann) Em qualquer grupo G um subconjunto normal finito
constituido apenas por elementos de ordem finita, gera um subgrupo normal
finito.

Completamos assim os pré-requisitos essenciais para a compreensao dos re-
sultados de Baer e Neumann que serao vistos no capitulo seguinte.

O capitulo 3 trata de coberturas de grupos. Nele fazemos a demonstragao dos
Teoremas de Neumann e de Baer, resultados importantes no desenvolvimento
do capitulo seguinte. Além disso, no final do capitulo, usamos o resultado de
Neumann para caracterizar grupos que podem ser cobertos por uma quanti-
dade finita de subgrupos ciclicos como grupos que sao finitos ou ciclicos.

No capitulo 4, estudamos coberturas finitas por subgrupos ciclicos do con-
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junto dos comutadores de um grupo. Na secao 4.1, provamos uma aproxima-
¢ao do resultado do teorema principal:

Teorema 0.6. Seja G um grupo no qual todos os comutadores podem ser
cobertos por um niumero finito de subgrupos ciclicos. Se G nao possui comu-

tadores de ordem finita, com excessao de 1, entao G’ € ciclico-por-finito.

Na secao 4.2, usamos esse resultado para concluir a prova do nosso teorema
principal.

Por fim, usamos o apéndice( Um teste para comutadores) para a demonstra-
¢ao do teorema 4.13.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Classes Laterais

Em nosso texto, G denotara um grupo multiplicativo com elemento neutro 1.

Se H é um subgrupo de G, podemos definir em G a seguinte relagao de
equivaléncia:

r~y & ylzeH

Para cada = € (G, a classe de equivaléncia com respeito a essa relagao é o
subconjunto:

xH ={xh; he H},

o qual chamamos de classe lateral a esquerda de H contendo x.

Sendo “~” relacao de equivaléncia, duas classes laterais a esquerda ou
sao iguais ou sao disjuntas.

Além disso,

G = U xH
Analogamente, podemos definir em G a relagdo de equivaléncia:
r~y & oy teH
na qual a classe de equivaléncia de cada x € G é o subconjunto :

Hx={hx; he H}
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o qual chamamos de classe lateral a direita de H contendo x.

Um subconjunto 7" C G é dito ser um transversal(a esquerda) quando G
se escreve como uniao disjunta:

oo

teT

Note que em um transversal T aparece um tnico representante de cada classe
lateral a esquerda. Assim, cada elemento de G pode ser escrito de maneira
Unica como thondet €T e he€ H.

De modo andlogo, dizemos que um subconjunto S C G é um transversal
a direita quando podemos escrever:

G:UHS

Proposicao 1.1. Dados G grupo, H < G e x € G qualquer, temos:

i) [xH | =|H |

i) [{eH;2 € G} | = [{Hy;y € G} [;

iii) (Lagrange)Se G € finito, entao | G | = | H | . | G : H |, onde

|G:H|=|{zH; x€G}|.

Prova: Como ¢: H — xH e ¢:{zH ; 1€ G} — {Hzx; x € G}
h — zh xH — Ha™t
sao bijegoes, i) e ii) seguem.

Para iii) considere x1H, ..., x,. H as classes laterais(a esquerda) distintas.
Entao, |G: H | = r.

Sendo G = x,H U ... Uz, H, temos:

|Gl=|nH |+ . +|oH|= |H|+. . .+|H|=r.|[H]

-~
T vezes
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Proposicao 1.2(Teorema do fndice). Se H < K <@, entao:
|G:H|=|G: K| K:H|

Prova: Sejam T um transversal de K em G, e S um transversal de H em K
de modo que

G:UtK e K:USH

teT seSs

Afirmamos que G = U tsH.

(t,5)eTxS

De fato, tomemos g € G qualquer.

De (*) temos que g =tk para algum t € T e k € K.

Mas, sendo k € K, k=sh, ds € S, dh € H.

Dai, g =tk =tsh € tsH e G = U tsH (ainda nao sabemos se dis-
(t,s)eTxS

junta).

Suponha por absurdo, t1s1H Ntys9oH # ().

Entao, dhq, he € H tais que t1s1h; = taSoho.

Dali, t1s1 = tysohy com hg = thfl € H.

Segue de (%) que sphs =k € K.

.. t181 = tgl{?
oot =tkst € K
S K =10 K
Cot =1
.81 = 83h3 € s$oH
. s1H = s H

S1 = S2

Portanto, t151H = ty8oH sempre que t1s1H NiysoH # () e nossa afirmacao
esta provada.

Desse modo, |G |=|TS||H]| .

Afirmo ainda que :

| TS|=[TxS|=[T|]S5]

Considere, ¢:T xS — TS
(t,s) — ts

Claramente, ¢ estd bem definida e é sobre.
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Além disso,

(p(tl, 81) = (,O(tg, 82) = 1181 = 1389 = t2_1t1 = 8281_1 eSCK
= HhK =K = t1 =1ty = 51 =59
= (t1,51) = (t2,52)

Logo, ¢ ébijecaoe |T S| =|T|]S5].

Assim,
|Gl =[T[-[S]-|H|=]G:K|-|K:H[-[H]

O que nos da:
|G:H|=|G: K| -|K:H|

Proposicao 1.3. Se H, K < G, entao:
|G:HNK |<|G:H| - |G:K|

Prova: Considere n: {¢g(HNK); g€ G} — {aH; ac€ G} x{bK ; be G}
dada por n( g(HNK) )= (gH,gK).
Veja que:
GgHNK)=gHNK) & ¢g'gecHNK
< gH=¢pH e K =gK
& (g H, 1K) = (92H, g2 K)
< n(g(H N K)) =n(g(HNK))
Logo, n esta bem definida e é injetiva.
Dai o resultado segue. B

Corolario 1.4(Poincaré). Se Hy, Hy, ..., H, sdo subgrupos de G com indices

n
fnitos, entao ﬂHi tem indice finito em G.
i=1

Prova: Da proposi¢ao anterior sabemos que | G : m H;| < H |G : H; |.
i=1 i=1

Como | G: H; | < oo para cada i, segueque|G:ﬂHi|< 00.

i=1
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1.2 Subgrupos Classicos

Nesta se¢ao, introduziremos os principais subgrupos presentes neste trabalho.
Vejamos as definigoes:

1. Para cada x € G, definimos a ordem de x, e denotamos por o(z) como
sendo o menor n € N tal que 2" = 1. Quando nao existe tal n dizemos que
o(x) = oo.

2. Dados z, g € G definimos o conjugado de x por g como 29 = ¢ 'xg.
E chamamos de classe de conjugacao de x ao subconjunto

¢ ={29; g€ G}
3. Se N < G, um subgrupo conjugado N* é dado por :
N* =g 'Nx = {z7'nz ; n € N}

Se N* = N, Vx € GG, entao dizemos que N é normal em G e denotamos isso
pondo N < G.

4. Dado z € G, chamamos de centralizador de x em G o subgrupo for-
mado por todos os elementos de G que comutam com x. Mais precisamente,

Co(z) ={g€G; a? =1}
Agora, se H C G, o centralizador de H em G é o subgrupo:

Co(H)={g€G; h?=h, Yhe H} = (] Ca(h)

heH

5. O centro de um grupo G é o subgrupo formado pelos elementos de G que
comutam com todos os elementos do grupo, o qual indicamos por:

Z(G)={9geG; 29=1x, Vr € G}

Veja que Z(G) = Ce(G) < G.

6. Se H < G, definimos o normalizador de H em G como sendo o sub-
grupo

Neo(H)={g9€G; H'=H}

18



Note que H < Ng(H).

7. Se X C @, definimos o subgrupo gerado por X como sendo
(X)y=Aa1..ty ; 1, e XUX 1}
8. Se z,y € (G, definimos o comutador de x e y pondo:
[z.yl =27y wy
Definimos ainda o subgrupo derivado de G, o qual denotamos por G’ como
sendo:
G =[x,y ; ©,y €G)
Se H, K C G, definimos [H, K] = ([h,k] ; h € H,k € K).
Perceba que G' = [G, G].

9. Sejam G, Gy grupos e ¢ : G; — (Go um homomorfismo. Chamamos de
nicleo de ¢, ao subgrupo de GG; dado por:

Nuc(p) ={g € G1; ¢(9) = 1¢,}
Note que Nuc(¢) <1 Gy.

Se N < G, o conjunto das classes de N a esquerda(ou a direita) é um grupo
com a operagao rN - yN = zyN. Chamamos este grupo de grupo quociente
de G por N e o denotamos por G/N.
A proposicao a seguir caracteriza os grupos quocientes abelianos.
Proposicao 1.5. Se N <G, entdo:

G , ,

N ¢ abeliano & G < N

Prova: =) Sejam a,b € G quaisquer.

Como % ¢é abeliano, aN - bN = bN - aN.

aN -bN =bN -aN = abN =baN = (ba) 'abe N
= alab=[a,b] €N
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. G"'={a,b] ; a,be Gy < N.

<) Suponhamos agora, G’ < N.

Sejam aN,bN € G/N quaisquer. Como [a,b] € N, temos que [a,b|N = N.
Mas, [a,b]N =a 'N -b"*N -aN - bN.

Logo, aN - bN =bN -aN. R

Proposicao 1.6. Dado um grupo G e a,b,c € G, temos:

i) [a,bc] =la,c . [a,b]¢ Va,b,c e G;

ii) [ab,c] = [a,c]’ . [b,c], Va,b,c € G.A

Definicao 1.7. Um grupo é dito ciclico-por-finito se AN <1 G tal que N
é ciclico e G/N € finito.

1.3 Séries Normais e Nilpoténcia

Definigao 1.8. Uma sequéncia (G, Gy, ..., G,) de subgrupos normais de um
grupo G é chamada uma série normal de G se

1=Gy<Gi <Gy <. <G, <1G, =G,

Chamamos os grupos quocientes G;/G;_1, 1 <1 < r, de fatores da série
normal.
Quando nem todos os subgrupos G;’s sao normais em G, dizemos que

(S) 1:G0<]G1<]G2<]...<]GT_1<]GT:G,

é série subnormal de G.

Se em (5) tem-se : Gg;l < Z(g), Vi, entao dizemos que (S) é série
central de G. Z Z

Exemplo 1.9. Seja V' = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < S4.

Entao, 4 3
(S) . 1 S] V S] A4,
¢é série normal de S;.

Por outro lado, tomando H = ((12)(34)), H ¢ Sy, logo,

20



2 2 3
(T): 19HQAV DA,

é série subnormal de ;.

Definicao 1.10. Dizemos que um grupo G € nilpotente, se existe uma série
normal:

(S): 1=Gy<G19...9G, =G,

% )

tal que Gé“ <Z (Gg) , Vi (Isto é, (S) € série central de G).

Note que :

G; G
th <Z (a) & [Gi, G < G

De fato, suponhamos [G;, 1, G] < G;.
Entao, dados g;11G; € Gi1/G; e gG; € G/G; quaisquer, temos:
(9::1G) (97'Gi) (9i1Gy) (9Gi) = (954 97" 9im1 9)Gi = G

Logo, (9i+1G:) (9Gi) = (9Gi) (9i11Gi) e ginGi € Z(G/Gy).

G; G N
Reciprocamente, se G+1 <Z <5>, entao, tomando [g;41,9] € [Git1, G,

temos:

[9i41,91Gi = [9:11 G, 9Gi] = G

Dai, [gi+1,9] € G; e [Giy1,G] < G;.

Teorema 1.11. Se G ¢ nilpotente e H < GG, entao H € nilpotente.

Prova: Seja

G;
série normal de G com GH <Z (a), para cada 7.

)
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Consideremos para cada i, H; = G; N H.
Sendo G; <G, temos H; < H Vi.
Além disso, H; < H;,1, para cada i.

Veja que
[Hit1, H] = [GiiNH H] < [Gi,G] < G,

E claro que:
[Hi+17 H] S H

Logo,
[Hiy1, H] < Hj;, para cada i,

o que conclui nossa demonstracao. W

1.4 Séries Centrais

Definimos indutivamente o n-ésimo centro de um grupo G como a seguir.
Paran=0en=1, Zy(G) =1e Z, = Z(G).

Consideremos o centro do grupo grupo quociente

Z(G)
G G .
Como Z ( > < 5 , sabemos do Teorema da Correspondéncia que

Z(G) (G) i .
existe um tnico subgrupo normal Z,(G) de G tal que 22 (( G)) =7 <—>

Z(G)
@) G
Ewe’ng)_Z(Eﬁﬁ>

Z(G)N _ 2(G) . L
< <
Analogamente, sendo Z<Z1(G)> 4= existe um tnico Z3(G) < Z5(G),
Z3(G) Z5(G)
tal =7 :
e ( Zl)

Continuando esse raciocinio indutivamente, obtemos, para cada inteiro n
maior que 1, um subgrupo normal Z,(G) de G tal que:

W(G) G
;iﬂG):Z<ZPﬂG»

Definicao 1.12. A série normal crescente
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1 = Zy(G) D Z(G) D Zo(G) 4 ... DZ,(G) < ...

de subgrupos de um grupo G , € chamada série central superior de G.

Dado um grupo G, definamos
[''(G)=G e T(G) =I'-1(G),G], se i > 1.

Afirmo que I';(G) < G, Vi.

De fato, fagamos inducao sobre i.

Para i = 1, ok!

Suponhamos valido para i = n e mostremos para i =n + 1.
Seja g € G qualquer.

Como I',(G) < G, temos:

| (G>g = [FTL(G)97 Gg] = [FH(G)> G] =Tnn (G)>

0 que prova nossa afirmagcao.
Desse modo,

[ (G) ST4(G), Vi1
Definigao 1.13. A série normal decrescente
G=T1(G)>G=TyG) > ..I\(G>Tin> ..

de subgrupos de um grupo G é chamada série central inferior de G.

Exemplo 1.14. Seja G = Dy = (a,b; a* =1="0%ab=a""') = (a) x ().

Note que:
Z1(G) = Z(Dy) = (a®).

D, . Dy .
Z(®>, pois @ ¢é abeliano.
Zy(Dy) Dy
(@) (a?)
. Zy(Dy) = Dy

Dai, ZZ(D4) = D4, Vi > 2.

Teorema 1.15. Sao equivalentes:
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i) G € nilpotente;

ii) I',(G) = 1, para algum n;

iii) Z,(G) = G, para algum n.

Para demonstracao deste Teorema, precisaremos do seguinte

Lema: Se H, J,K <G, com J < H e gg Z<§>, entao
HE <Z(£>.
JK = \JK

H
Prova: Como ¥ < Z(%), temos que [H,G] < J.

Afirmo que [HK, G| = [H,G][K, G].
Claro que [H,G][K,G] < [HK,G].
Para a desigualdade contréria, tomemos [hk, g] € [H K, G] qualquer.

Sendo H <1 G, temos, em particular, H normal em K.

Assim,
[hk, g] = [h, g]*[k, g]
= [1*, g"|[k, g]
= [h1,q1][k,g], com hy € He g1 € G

]
. [HK,G] < [H,G][K, G]
. [HK,G] = [H,G][K,G]

Como K <G, [K,G] < K.

Agora,

[H,G|<J, |[K,G]<K = [HK,G|=[H,G]K,G] <JK
Logo,

HK G

/4

JK _Z(JK)

Prova do Teorema:
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i) = ii): Seja série normal e central de G.
Afirmo que G; < Z;(G), Vi.

Fagamos inducao sobre i:

Parai=0: Gy =1= Zy(G)

Suponhamos vélido para i = n. Isto ¢, G, < Z,(G).

G'L’+1

Sendo Zl(G), Gi, Gi+1 <G e G

acima que:

G
<Z (5)’ segue do resultado mostrado

Z:(G)Gin G
700, < Z(ZZ-(G)G)

Dad,

w Zi(G)Gin < ZinG

w G < Zia(G)

Isto prova nossa afirmagao.

Assim, G = Gy, < Z,(G) e temos Z;(G) = G.
i11) = 1): Suponhamos Z(G) = G.

Entao,

é série normal de G.

Além disso, por definicao:
Logo, G é nilpotente.
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i) = ): Consideremos novamente, 1 = Gy JIG; < ... 4G, = G série

normal de G, com Gé“ < Z(g), Vi (o que equivale a [G;11, G;] < Gy, Vi).

Afirmo que I'j 11 (G) < Gy—j, Vj

Facamos inducao sobre j.
Para j =0:11(G) = G = Gy.
Suponhamos vélido para j = m e mostremos que vale para j = m + 1.

Como I',,11(G) < G, segue que :
Lii2(G) = Tini1(G), Gl < [Grom, G] < Grome1 = Gi—(m+1)
" Fj+1(G) < Gk‘—jv Vj

Tomando entdo, j = k, temos: I'y11(G) < Gy = 1.
Portanto, I'y11(G) = 1.

i1) = i): Suponha I',(G) = 1.

Entao,
(G) = GATH(G) D .. AT, 1(G)AT,(G) =1

é série normal de G.

Além disso,

(G G
Lot (G) = [14(G). 6] = &) - 2( )
Logo, G é nilpotente. l

Teorema 1.16. Se G ¢ nilpotente, entdao, para qualquer série central
(S): 1=Gy<G1 9 ... 9Gx=G

tem-se Fk,iJrl(G) < GZ < ZZ(G), Vi = O, T

Além disso, o menor ¢ tal que Z.(G) = G também é o menor tal que

['er1(G) =1 ( chamamos ¢ de classe de nilpoténcia de G ).

Prova: Vimos anteriormente que em qualquer série central de G,
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1=Gp<G19..4G, =G
temos G; < Z;, Vi e I';1 <Gy, Vy.
Tomando j = k — ¢, obtemos:
Ieein1(G) <Gy < Z;, Yi=0,..,k
Seja ¢ o menor tal que Z.(G) = G e consideremos a série:
1=2)(G) =Gy <9 Z(G) =G < ... <Z.(G)=G =G,
Por (x), temos:
e i1(G) <G < Z;, Vi=0,..,c
Em particular, para ¢ = 0, temos:
F1(G) <Go=Zy(G) =1
L Te(G) =1

Suponhamos por absurdo que s < ¢+ 1 tal que [';(G) = 1.

Consideremos a série normal central de G:
1 = FC<G) == GO S] Fcfl(G) - G1 ﬁ S] Fl(G) = G == Gcfl
Por (*):

. Zc_l(G) =G
Absurdo!

Logo, ¢ é o menor tal que I'c11(G) =1. A

1.5 Representacao de Permutacoes

Dado X um conjunto qualquer, denotamos por Sx o conjunto de todas as
funcoes f : X — X bijetoras. E fcil ver que Sy com a operacao de
composi¢ao de fungoes é um grupo, o qual chamamos de grupo simétrico, ou
grupo de permutagoes de X. Quando | X | = n < oo, escrevemos Sx = S,

e este serd o grupo de permutacoes de n simbolos, cuja ordem é n!.
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Definigao 1.17. Uma representacao de permutagoes(ou agao) de um grupo
G sobre um conjunto X é um homomorfismo ¢ : G — Sx.

Denotaremos a imagem de cada elemento g € G pondo ¢(g) ou ¢,.

Com respeito ao estudo de uma agao ¢ de um grupo G sobre um conjunto
X, definimos os seguintes conjuntos:

Se x € X, definiremos o estabilizador de x como sendo:

G,={9€G; ¢(g)(z) ==}

Se x € X, definimos a érbita de x por:

Gz ={p(g)(z); g€ G}

Para cada g € G denotaremos por X, o conjunto dos pontos fixos de
©(g). Isto é,

Xy ={r € X ; ¢(g)(z) = =}

Xe={r € X; ¢(g)(x) =z, Vg € G}
Dada ¢ : G — Sx agao de um grupo G num conjunto X, definamos sobre
X a seguinte relagao:
r~y < y=¢(g)(r), para algum g € G
Veja que:
(i) = ~ z, j& que p(1)(z).
(i) Se = ~ y, entao y = p(g)(z), Jg € G. Dai, v = p(g7")(y) e y ~ =

(iii) Sex ~ y ey ~ z, entdo 3¢y, g2 € G tais que y = p(g1)(z) e 2 = v(g2)(y).

Assim,

L z = @(g1)(p(g92) (7)) = ¢(g192) (),
O que Imdica r ~ z.
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« 7

Portanto, “~” é relacao de equivaléncia.

A classe de equivaléncia de um elemento x € X é o conjunto:

T ={p(g)(x); g€ G} =Gz (érbita de x)

Teorema 1.18. Seja p : G — Sx uma agao de um grupo G em um conjunto
X. Entao:

(i) G, < G

(i) |Gz | = | G: G, |.

Prova: (i) Como ¢(1)(z) =z, Yz € X, temos que 1 € G,. Dai, G, # 0.
Dados g1, g2 € G, temos: ¢(g1)(x) =z e p(g2)(z) = .
Assim,

w919 ") () = 0(g1) (092 () = (g1)(2) = x
g9, €q

Como gy e go foram tomados arbitrariamente em G, o resultado segue.
Consideremos a funcao:

¢:{9G.; g€ G} — G
9G,  — (g)(z)

Suponhamos aG, = bG,. Entao, a = bz, com z € G,.
Dai, teremos:

$(aGa) = p(a)(z) = @(bz)(x) = ¢ (b)(p(2)(2)) = @(b)(z) = H(bG.)

Logo, ¢ esta bem definida.
Claramente ¢ é sobre.
Além disso,

$(aGy) = ¢(bG.)

o que indica ¢ injetiva.
Portanto ¢ é bijegao e temos: |G : G, | = |Gz |. R

Exemplo 1.19. Seja G um grupo e definamos:
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p:G — Sg

g — ¢(g) v —gag™!

p € acao de G em si mesmo.

Note que:
Gr={grg1; g€ G} ={2* ; ge G} =a"
Além disso,
Go={g€G; 29 =z, Vo eG}=Cqx)
Segue entao do teorema anterior que:

|G Co(x) | =]
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Capitulo 2

O Teorema de Schur e
FC-grupos

2.1 O Homomorfismo Transfer

Seja G um grupo e H < G com | G : H | = n. Considere ainda A um
grupo abeliano e § : H — A um homomorfismo. Fixemos um transversal
{t1,...,t,} de H em G de modo que:

1

Para cada = € G a classe Ht;x é uma das classes Ht;, j =1,2,...,n (j4 que
Hty, ..., Ht, sao todas as classes & direita de H).
Denotamos entao:

Note que i — (i)x é uma permutacao de {1,2,...,n}.

Vejamos a injetividade:

(2= () = Higemg,

= 1=

Toda fungao injetiva de um conjunto finito em si mesmo é sobre.
Logo, i — (i)x é bijecao.
Além disso, sendo Ht;x = Ht(;, temos que tixt&)lx € H para cada x € G.
Poderiamos perguntar: Dados G grupo e H < (G, podemos sempre exibir
um grupo A abeliano e § : H — A homomorfismo?
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A resposta é sim!

Vimos anteriormente que dados G grupo e N < G, tem-se:

% abeliano & G'< N

H
Logo, I ¢ abeliano(Lembre que H' <1 H).
Dai, basta tomarmos § : H — H/H’, o homomorfismo canonico.

h — hH'

Definicao 2.1(Homomorfismo Transfer). Definimos 0* : G — A por

0*(x) = [ [ 0(tiwt i),

=1

Como A é abeliano, a ordem dos fatores no produto é irrelevante.
Lema 2.2. Sobre 0%, temos :
(i) 0% € homomorfismo, o qual chamamos de Homomorfismo Transfer;
(i) 6* independe do transversal.
Prova:(i) Da definigao, temos:
Ht oy = Htizy = H(tx)y = Hi(i)a)y
o laay = U@y, Y2,y € G
Dai, . )
0*(zy) = H H(tia:yt&)lxy) = H H(tixyt(_(il)z)y)
i=1

i=1
n

-1 -1 -1
= H O(tiwt Gy t@e Yl (iyayy) = H O(tixt ), )0(Ea)att (iayy)
=1

=1

= H Q(tixt&)lx) H Q(t(i)xyt(_(il)x)y) (j& que A é abeliano)
i=1 1

1=

= 0" (2)0" (y)
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(ii) Seja {t},t,,...,t, } um outro transversal de H em G.

Podemos supor Ht, = Ht;, para cada i (caso isso nao ocorra, reorganizamos
os t;’s ).

Dai, t; = h;t; para algum h € H.

t/(i):r S Ht(i)z € Ht(i)w
= h(i)zt(i)mt(i)z com h(i)z c H.

Assim,
n

T) = He(tﬁxt/(;)i) = H9<hz‘tﬂ(h(z‘>th(i)w>fl>

i=1

_ —1
= H‘9 hitiwt ;b

H O(tixt;y,) (pois A é abeliano)

= H@ta:t_l

Observe que nas duas ultimas igualdades, usamos o fato de que i — (i)x é
uma permutagao de {1,...,n}. W

Lema 2.3(Célculo de 6*). Sejam H < G e 0 : H — A, com A grupo
abeliano. Se | G : H |=n, para cada x € G existem k € N e ly,ls, ...l € N
tais que:

k
comsiGGeZli:n.

=1
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Prova: Fixado s; € G, consideremos as classes Hsy, Hs iz, Hs12?...

Como héa somente um nimero finito de classes laterais, existe n € N tal que
Hs}? = Hsy. Seja l; o primeiro natural em que isso ocorre.

Entao, temos o ciclo:

Hsy,Hs x, Hs12?%, ..., Hs;zh = Hs,

Se estas nao forem todas as classes laterais de H, tomamos uma nova classe,
H sy, e procedemos de maneira analoga.
Considerando I, o primeiro natural tal que Hs,z!? = Hs,, temos as classes:

Hsy, Hsox, Hsox?, ..., Hsyz!?™!

Se ainda nao tivermos todas as classes laterais de H, repetimos esse processo
até que isso ocorra. Desse modo, encontramos varias cadeias nao intersec-
tantes de classes laterais.

Seja:
Hsy,, Hsyr, Hspa?, ..., Hsols

a ultima delas.

_ — -1 ~
Como Hsy,..., Hs zh 1,H52,...,H32xl22 Lo yHsp, ..., Hspx)r ™~ sao todas
k
as classes, temos, E l; =n.
i=1

Vimos no Lema anterior que 6* independe do transversal.
Escolhamos:

1

_ -1 lo— le—1
T = {51,81%, ..., S1T" 7, S9, S9&, .oy $2X2 7 L) Sk, SET, oy SR

como transversal.

Fagamos :
( _ _ _ h—1
t1—81, tg—slx, ey tll —81513'1
_ _ _ la—1
tl1+1 = 82, tl1+2 = 822, ..., tll-‘rlz - 821}2
_ _ o l—1
U Cltlo bl 41 = Sky Ulytloto il 42 = SEZ, ooy Iy, = T = Sk
Veja que:
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Ht(z):c = th.fli = Hslx = Htg

Ht(g)x = HtQZL‘ = H81[E2 = Ht3

Ht(ll+1)w = Htll+1$ = HSQLL’ = Htl1+2

Ht(lﬁ_g)x = HtlH_QI = HSQQL’Q = Htll+3

Portanto,

(z=i+1, Vil

(L) =, Vj

(h+. .. +h)r=L+ ..+l +1, V)
Dai,

ll+...+lk

0*(x) = ] 6tty),)

i=1
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= O(tixty") O(taats’) ... Oty —1xt)") O(t 41,2ty 41)-

Ot a2t y) Ot oaty ) o Oty s—12ty ) Ot 42t )

Ottty 1Tty y42) - oo Ot 2 )
= O(tia"t,Y) Oty a2t L) o Oty 2ty )
= O(s12lsh) O(spal285h) . O(spates; )

k
- H(sixlisjl) |

i=1

2.2 O Teorema de Schur

O objetivo desta secao é a demonstracao do Teorema de Schur, o qual usare-
mos bastante neste trabalho.
Antes, vejamos dois lemas que nos serao necessarios.

Lema 2.4. Seja G um grupo e H < Z(G) tal que | G : H |= n. Entdo, o
homomorfismo transfer da fun¢iao 0 : H — H com O(h) = h, Yh € H € a

fungao 0*(x) = z".

Prova: Usando o Lema anterior, temos:

k
(9*<£C> = He(sil'liS;l)
i=1
Agora,
sialisst € H< Z(G) = sialisyt =2 € Z(G)
= 2l =528 =2 € Z(G)
Assim,
k
0*(z) = Ha:li =gt = gn A
=1
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Lema 2.5. Se G ¢ finitamente gerado e H < G com | G : H |=n, entdo
H € finitamente gerado.

Prova: Seja T'= {1 = t,ts, ..., t,} um transversal de H em G.

Definimos para cada x € G, Ht;x = Ht;),.

Entdo, t;x = h(i, x)t()., com h(i,z) € H.

Além disso, como visto anteriormente, @y, = t((i)a)y-
Logo,

Analogamente, podemos mostrar que:

tixyz = h(i,x) h((i)z,y) h((1)2y, 2) t@)ey-
Mais geralmente, temos:
ti(z1...w) = h(i,z1) h((D)21, 22) ... W(()2122...T5-1,Ts) Liyey.ay
Seja G = (X) com X finito.

Tomemos xz € H qualquer.

Como H <G, z=1y..7y,onde z; € X U XL

Sendo t; =1 ex € H, temos:

Hty = H = Hx = Htyx = Ht(y),
(D=1
Dali,

= h(1,21) h((1)z1,22)... R((1)2122...05—1, %s) L(1)2120...2

= h(1,z1) h((1)z1,22) ... R((D)z129 ... T5_1,T4)

H = (h(j,z); 1<j<nezeXUuX!) N

Finalmente, podemos provar o

Teorema 2.6(Schur). Se % € finito, entio G’ € finito. Além disso,
se Z(GG)‘ =n, entao z" =1, Yoz € G'. Isto é, o(x) | n, Yz € G'.
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Prova: Do Lema 2.4, sabemos que 6* : G — Z(G) é o homomorfismo
x — "
transfer de 0 : Z(G) — Z(Q).

zZ— Z

Segue entao. do 1° Teorema dos Homomorfismos, que:

G
~ @ <
Nuc 6 7(G) = 2(G)

Logo, i ¢ abeliano e G’ < Nuc 6*.
Nuc 0

Assim, para qualquer x € G', tem-se, 2" = 1.

Seja i = {t1Z(G),tQZ(G), ,th(G)}

Z(G)
. G
Dados z,y € G quaisquer, 2Z(G),yZ(G) € ——.
Z(G)
Dai, 3, j tais que 2Z(G) = t,Z(G) e yZ(G) = t; Z(G).

Portanto, x = t;2; e y = t;2; com z;, z; € Z(QG).
Desse modo:
[z, y] = [tizi ty25] = (tiza) 7 (t525) 7 (ti2) (529)

= zi_lti_lzj_ltj_lti z; t; 25

=ttt

= [ti, t)]
e temos:

G = ([tit;] s 1 <4, <y,

o que implica que G’ ¢ finitamente gerado.

Como Z(G) < G, segue, do 2° Teorema dos Isomorfismos que:
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Em diagramas: aQ

G/

Por outro lado,
| Z(G)G : Z(G) | <|G: Z(G)G' || Z(G)G" - Z(G) | = |G : Z(G) | <

Logo, |G : Z(G)NG" | < oo.
Como G’ é finitamente gerado, segue do Lema 2.4 que Z(G) N G’ também o
é. Além disso, sendo Z(G) N G’ subgrupo de Z(G) e de G’ este é abeliano e

de torcao.
Segue entao do T.F.G.A.F.G que:

Z(G)NG = A x ... x Ay,
onde os A;’s sao subgrupos ciclicos finitos.

Portanto, Z(G) N G’ é finito.
Finalmente,

G| =G 2N | | Z(G) NG | < oo,

o que conclui nossa demonstracao. H

2.3 FC-Grupos

Definicao 2.7. Um grupo G é dito um FC-Grupo, se para cada x € G
tem-se 2¢ finito.

Obs.: A sigla FC, vem do inglés : “finite conjugate”.

Sobre a classe de conjugacao ¢ lembramos que: | 2% | = | G : Cg(z) |.
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Proposicao 2.8. Dado G um FC-grupo e g € G, temos:
(i) Ca((z%) = Ca(2);
(ii) (%) < G;

(iii) C(2€) <1 G.

Prova: (i) Seja 2 = {x1, 29, ..., 2, }. Claro que Cg({x%)) < Cq(z%).
Agora, seja g € Cg(2%) qualquer.

Entdo, g € Cq(w;), Vi e consequentemente, g € Cg(x; ), Vi.

Tomando y € (%), y =y, ..., yn com y; € {1, ..., v,y U {z]t, ... 271},
temos: ¥ =y..yd =y1..y, =y

. g€ Caly), Yy € (2)

. 9 € (Ca(x))

o Cg(x9) < Ca((x9))

Logo, Cg(z%) = Cq({x)).
(ii) (%) = {y1..yn ; v; € 29U ()71}

Seja g € G qualquer.

Note que:
(Yy1.-yn)? = yi..49
Mas,
v € 2% = nyxG, Vge G
e
yi€ (297 = yfe (@), Vge G (jdque (z7") = (af)71)
Logo,
(y1-yn)? € (@)
(2% <G

(iii) Para esta parte de demonstragao usaremos o seguinte:
Resultado: Se G é um grupo e N < G, entao Cg(N) < G.
Prova: Seja g € G qualquer. Mostraremos que g~ 'Cg(N)g < Cq(N).

Tomemos g tag € g 'Cq(N)g.
Para cada n € N, temos:
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nd ' =g lalgn glag=g(gn g ')

Como N <G, gng~' € N. Logo, (gng=1)* = gng~'.
Dai,
—1 _ _
n? % =g (gng~t)g =n
o g tag € Cq(n), Vn e N

. g lag € Cg(N)
© g 'Ca(N)g < Ce(N), Yg e G

Voltemos agora a prova de (iii).
Sendo (x%) <1 G, segue do que mostramos acima que Cg((z%)) <1 G.
Mas, por (i), Ca((2%)) = Co(z“). B

A proposicao a seguir, é uma caracterizacao dos FC-Grupos.

Proposicao 2.9. G é FC-Grupo < € finito para cada x € G.

_G
Cg(xG)
Prova: =) Suponhamos G um FC-Grupo.

Dado z € G, seja ¢ = {x1, ..., 2, }.
Entao,

|G Cala) | =|af | =[] = s

E usando o corolario de Poincaré, temos:

< J[1G:Colw) | < oo

=1

G: ) Cal:)

i=1

| G : Ca(z%) | =

Isto é,

G
Ce(29)

é finito.

<) Vo € G temos: Cg(z%) < Cg(x) < G.

Logo,
|29 | =G :cq(z) | <|G:Cq(x%) | < o0, V€ G,

o que mostra que G é um FC-Grupo.
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A seguir, apresentamos um resultado relativos a FC-elementos de um grupo
que também nos sera bastante 1til no desenvolvimento deste trabalho.

Lema 2.10( Dietzmann). Em qualquer grupo G um subconjunto normal finito
constituido apenas por elementos de ordem finita, gera um subgrupo normal
finito.

Prova: Sejam X = z1, ..., z, subconjunto normal de G e N = (X).
Afirmo que N < G.

De fato, tomemos g € G qualquer e g 'ng € g ' Ng.

Comon € N, n=xzy..x,, onde z; € X, i = 1,...,n(ja que o(x;) < 0o, Vi).
Dali,

gmg=gt. x1...2,.9

— 9 g
=T ...Ty

Sendo X normal em G, z; € X implica 2z € X.

Logo, g™'n g € N etemos g 'Ng C N, Vg € G, o que prova nossa afirmacao.
Tomemos arbitrariamente, n € N.

Em geral, existem muitas formas de expressar n, entre elas algumas de menor
comprimento(no que se refere ao produto de poténcias com mesma base),
diga-

mos T.

Além disso, entre essas expressoes de menor comprimento, existe uma que
aparece primeiro na ordem lexicografica(a ordem do dicionério). Esta é a

ordem em que (ay, . ..,q,) precede (o), ..., ,al) se a; = ) parai < s e
as < ol para algum s <.

Denote esta primeira expressao por n =¥ . . . ¥, onde y; = xy’.

Afirmo que a; < . .. .

Suponhamos por absurdo que isso nao ocorra.
Entao, temos dois casos:

1° caso): a; = oj para i < j.

. m; ) m;
_ m; J L7 — m; J My
pu— m . prmm— m .

n l‘a11...l’ai...£€aj...£lj'ar l’a11...;€ai...£€al...l’ar

Vamos reescrever n de modo a agrupar y; e y; :

n=y -y e W) - s DYy Y - U
=y ... (y;) yi’il Ce ?J?ilyj—i—l Ce e Yr

42



Para j e [ quaisquer, temos:

Yj -1 —1 1 y;
yl] =Y WY =Y xgilyj =Y Loy Ty Yj = (‘Ta]l)ml = CEZ”:
——
my vezes
para algum k € {1, ... n}, jd que X é normal em G.

Assim, o que vemos acima é uma nova expressao de n, com tamanho menor
que r. Absurdo! Portanto, os «/s s@o todos distintos.

2° caso): a; > ayqq

__ .mi m; .41 my .
n—xal ...l‘ail$ai+l ...xa: = Y1 .- - Y Yir1 - - - Ypr

Vamos reescrever n de modo que y;,1 passe a ocupar a posi¢ao i:

Yi+1 - - - Yr

N=Yi . Yirt Ygh Yi Yit1 - - Yr = Y1 - - - Yit1 Y,

Como visto antes, 37"

/7 = " para algum k.

Sendo «; > a;;1, esta nova expressao de n precede a anterior na ordem de
n-uplas. Absurdo!

Em qualquer caso chegamos a uma contradicao. Portanto, devemos ter,
necessariamente, a; < ... < Q.

Neste caso, na expressao:

My

n=Yr .. Y = Tl ooy,

temos x,, € (z;), para cada i.

Dai, as possibilidades de expressarmos um elemento n € N, sao de, no
maximo:

n
O(fcz‘)
=1
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Capitulo 3

Coberturas de Grupos

Uma cobertura de um grupo G é uma familia {S;};c; de subconjuntos de G
tal que G = U S;. Se {H;}icr ¢ uma cobertura de G por subgrupos é natural
iel

perguntalrmosE que informagoes podem ser extraidas a cerca de G a partir das
propriedades dos subgrupos H/s. No caso geral ndo temos respostas satis-
fatorias, ja que todo grupo pode ser coberto pelos subgrupos ciclicos gerados
por seus elementos. Mas a situacao muda se pedirmos que a cobertura seja
finita. O primeiro resultado nessa direcao é devido a Baer, o qual provou que
G admite uma cobertura finita por subgrupos abelianos se, e somente se, este
é central-por-finito. A parte nao trivial desta afirmacao é uma consequéncia
imediata de um resultado posterior de B.H.Neumann. Antes de passarmos &
prova destes dois importantes resultados vejamos o seguinte

Lema 3.1.(Ramsey) Seja S um conjunto infinito e suponha que a familia
[S)? de subconjuntos de S de 2 elementos € expressa como uma uniio de n
sub-familias [S]* = AjU....UA,, onde n € finito. Entdo, existe um subcon-
gunto infinito T de S eum k (1 <k <n ) tal que [T]> C A;.

Prova: Escolha um elemento x; € S.

O conjunto X; = { {z1,z} ; z € S—{x;} } é infinito e estd contido em [S]?.
Como existem somente finitos A;’s, existe pelo menos um deles que contém
uma infinidade de “elementos” de X;, digamos Ay, .

Chamemos de Sy o subconjunto infinito de S — {2} formado pelos x tais que

{i[)l, .CIZ'} c Akl

Agora escolhamos x5 € S.
Analogamente, Xy = { {z2,2};2 € S; — {22} } é subconjunto infinito de
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=1
Logo, Jky € {1,...,n} tal que Aky contém infinitos “elementos” de Xo.
Chamemos de Sy o subconjunto infinito de S; — {z3} formado pelos x tais
que:

{1'2, iL‘} € Akg

Escolhendo z3 € Ss, encontramos analogamente, k3 € {1,...,n} e S3 C
— {x3} infinito tal que:

{z3,2} € Ay, VY € 53

Continuando a construgao obtemos um conjunto infinito de elementos {x1, 2,
e inteiros k., 1 < k, < n, tais que {z,,xs} € Ag, ser < s.

Como hé somente um numero finito de k,’s, existe um subconjunto infinito
{Zr), Tryyry ...} tal que k,, = k., = ... = k, digamos. Este é o subconjunto
infinito T que procurdvamos, ja que cada par {z, ,z,} € Ar. B

Agora ja podemos provar o

Teorema 3.2(Neumann). Suponha que o grupo G pode ser expresso como

uniao de uma quantidade finita de classes G = U H,g;. Se H;g; € U H;qg;,

i=1 i#j
entio | G : H; | € finito.
Prova: Seja g € H;g; — U H;g;
i#]
Entao, H;g = H;g;.
Dai, g;jg~' € H; e temos
U H;g:)g
= H;(g;97! UH 9:97"))
i#]
= H,; U (UH )

Suponhamos por absurdo, | G : H; | infinito.
Seja S = {x1, 29, ...} um transversal de H; em G.
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Entao, G = UHjxi

Se r < s, entao Hjz, # H;xs e portanto, z,z; & H;.

Como G = H; U (U Hi(gig™")), temos que z,27' € Hi(gg™") para algum
e (1)

Seja m o menor tal que m € {1,....n}\{j} e z,z;' € H,(gmg™").
Definamos os subconjuntos A, de [S]> pondo:

A, = {{x,,zs}; méomenorcomm € {1,..n\{j}tex.z;' € H,(9mg™ ")}

Veja que
[5]2 = U A,
mj
Pelo Lema de Ramsey, existe um subconjunto infinito T de S e um

ke {l,...,n}\{j} tal que [T]* C A,.

Sejam x,., x,, xr; trés elementos de T com r < s < t.

{zp,2s} €[TP? = { z,,2,} € Ay = x,2;' € Hp(grg™")
= Hi(x,27") = Hy(grg™")
= g1y~ € Hy(z,2;")
= grg ' (z,x;')"! € Hy,
cogkg Nzex ) € Hy,

Analogamente grg 'zix; ! € Hy e grg 'azpx, b € Hy.

Note que:

(919w, M) (grgtapr ) " Hgrg Lo t)

= (grg ™~ wsa, ) (@ry g0y ) (grg o) = gr gt
Dai, grg~' € Hj, e temos g € Hygy.

Absurdo!
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Portanto, | G : H; | é finito. W

Teorema 3.3(Baer). G = UH“ H;’s abelianos <—
i=1

€ finito.

Z(G)

Prova:
=)Podemos supor |G : H;| < oo, Vi(por Neumann).

Como G:ﬂHl- <|G:H|...| G: H, |, segue que
i=1

Afirmo que ﬂ H;, c Z(G).

=1

De fato, sejam h € ﬂ HegelG= U H; quaisquer.
i=1 i=1
Como g € G, 3j € {1,...,n} tal que g € H;.

E sendo h € ﬂ H;, temos em particular h € H;.

=1
Como H; ¢ abeliano, segue que hg = gh.

Logo, h € Z(G).

ﬁHz C Z(G)

Dai temos:
G:(Hi|=|G:2(G) | ZG):()H
i=1 i=1
Como | G : mHi < 00, segue que |G : Z(G)| < . G
i=1
Z(G)
(4
i=1
<) Suponhamos agora G finito
p g Z(G) .

Facamos Z = Z(G) e ={Z,tZ . t, 2} ie {to=1,t1,..,t,} é

G
2(G)
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transversal de Z em G.
Entdo, G = | Jt:Z. Faca H; = (t;, Z) = (1;)Z.

n
Assim, t;Z C H; e portanto, G = U H;, onde H; é abeliano. B

i=0
O Teorema de Neumann também pode ser aplicado para caracterizar
grupos que podem ser cobertos por uma quantidade finita de subgrupos
ciclicos como grupos que sao finitos ou ciclicos. Eo que mostra nosso
proximo resultado.

Proposicao 3.4. Um grupo G possui cobertura finita por subgrupos ciclicos
se, e somente se, G ¢ finito ou ciclico.

Para a demonstracao desta proposicao precisaremos do

Lema 3.5(Fedorov). Seja G grupo infinito. Entao, todo 1 # H < G tem
indice finito se, e somente se, G ~ Cy (ciclico infinito)

Prova: <) Segue direto do Teorema dos grupos ciclicos.

=) Seja 1 #z € G. Como 1 # (z) < G temos da hipdtese que
| G : () |< 0.

Digamos que seja | G : (x) |=n

Seja { ti,...,t,} um transversal de (z) em G, com t; # 1, Vi.

Entao, G = U ()t = (x,ty, .o tn)
Também, C' = Cu(z) D (x).
|G Cq(x) | <G ()| =n

Analogamente, Vt; € { t1,....,t, }, temos 1 # (t;) < G e (t;) C Ca(t;).

G

Co(ts)
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Logo
|GCG(tZ)‘< ’G(tl>‘< o0, W)

Agora, sendo Z(G) = ﬂ Ca(y), segue de Poincaré que | G : Z(G) | < o0
ye{z,t; }

e portanto, G’ é finito.

Afirmo que G é livre de torgao(i.e., todo elemento, com excecao da identidade,

tem ordem infinita)

De fato, se 31 # g € G com o(g) < oo, entao terfamos:

|Gl=]G:(g)||(g)]<
Absurdo !

Logo, devemos ter necessariamente, G' = 1.

Entao, G é abeliano finitamente gerado e livre de torcao.
Dai, G = H; x .. x H, com H; ~ Cg.

Afirmo que n =1

De fato, se fosse n > 1, tomando H = H; x ... x H,,_4, terlamos:
G
=

Logo, |G: H| = | H, | = oo. Absurdo!
Portantoon=1e G ~C. B

Prova da Proposicao 3.4:

=) Seja {C;}?_, uma cobertura de G por subgrupos ciclicos.

Suponhamos G infinito.

Pelo Teorema de Neumann podemos considerar | G : C; | < oo para cada
1=1,...,n.

Se para algum i tivéssemos | C; |< oo, entao:

1G|=|G:Ci||Ci| < oo

Absurdo!

Entao, podemos assumir todos os C;’s infinitos.
Afirmo que VH < G ; H# 1tem-se | G: H | < 00
De fato, seja 1 #g € H < G.

Como G = U C;, temos que g € C; para algum i
i=1
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L {g)CC;
G {(g) ] <oo (pois cada C; é ciclico)

Além disso,

| G: C; |< 0o (por Neumann)

—H—Q

—~
K
<

Logo,
| G :{g) [< o0

Agora, H D (g).

—=—Q

—
s
<

Dai,
|GH[<|G:(g)[<o0,

como queriamos mostrar.
Sendo G infinito, segue de Fedorov que G ~ Cy,
<) Se G é ciclico tomamos a cobertura como sendo o préprio G.

Agora, se G for finito, digamos G = {z1, ..., z,, }, entao:
G C(r1)U...U(x,) ,

o que conclui nossa demonstracao. Wl
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Capitulo 4

Coberturas do conjunto dos
comutadores de um grupo

Neste capitulo mostraremos nosso teorema principal:

Se G € um grupo no qual o conjunto dos comutadores pode ser coberto por
um numero finito de subgrupos ciclicos entao G’ € finito ou ciclico. Ou seja,
G’ também pode ser coberto por um nimero finito de subgrupos ciclicos.

No que segue, C denota a familia finita de subgrupos ciclicos de G cobrindo
todos os comutadores. Para simplificar a prova do Teorema Principal, faze-
mos duas suposicgoes.

Suposicao 1. Todos os subgrupos em C sao gerados por comutadores, ade-
mais por um nimero finito deles (ndo necessariamente por um unico comu-
tador). Como consequéncia, G' = (C;C € C).

De fato, fazendo X ={[a,b]; a,b€ G }, temos X C U C.

cec
Dali,

X=xn(Jo)=Uxnc)yclYtxnc)
cec cec cec
Entao, podemos substituir cada C' € C pelo subgrupo gerado pelos comuta-
dores em C e ainda teremos uma cobertura para X.
Como cada C é ciclico e ( X NC') é subgrupo de C temos que cada ( X NC')

também ¢ ciclico.
Além disso,se A=XNCe (XNC)={(g.), entado:

(ge) =(XNC) = (A)y={af'...al"; a, € A, e,==1}

n
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gC€<A>:>gc_(lll ...... a/ln’aleAelZ:j:]_

= g. € (ajl,....,ajn>
=(XNC)=(g)C(aj.a;, ) C{A)=(XnNnC)

(X NC) = (aj,....qj )

Portanto, substituindo cada C' € C por (X N C) temos que {(X N C)}ce ¢ é
familia de subgrupos ciclicos de G cobrindo X, onde cada (X N C) é gerado
por um numero finito de comutadores(nao necessariamente um nico), o que
justifica nossa suposicao.

Suposicao 2. O grupo G ¢é finitamente gerado

Para cada C € C seja X¢ o conjunto finito de comutadores que gera C.

XclJo=da= (Ueo)y=(c;cec)

CeC CeC

Também,
XeCX = C=(X¢g)C(X)=G" paracada C €C
Logo,
(C;CeC) Ccd
Portanto,
G=(C;CeC)

Agora, sendo C' = (X(), segue que:

G'=(C;CeC)= (X Cec)= (| Xc)

ceC
Consideremos H = ( a,b ; U Xo)
cec
Como cada X ¢ finito, U X¢ é finito. Logo, H ¢ finitamente gerado.
cec

Afirmo que H' = G'.

De fato,
HcG=H cd
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Além disso,

[a,b] € UXC = a,beH = [a,b]eH

Ce C
UXCCH,
Ce C
L@ =( Xxc)cH
Ce C
..‘ Hl:G/

Dados ¢,d € H quaisquer, [ ¢,d | € X.

Logo,

Y={[cd];cdeH} Cc X Cc [JC
CcecC

Dai,
y ¢ |J@ny)c [J(cny)

cecC cecC

L.e., o conjunto de todos os comutadores de H pode ser coberto pela familia
{{CNY)}ce ¢ de subgrupos ciclicos de H.

Suponhamos o Teorema provado para grupos finitamente gerados.

Entao, se G é um grupo infinitamente gerado, podemos exibir H < G como
acima e teremos H finitamente gerado e satisfazendo a hipotese do Teorema.
Logo, H' é ciclico ou finito. Mas H' = G'.

Dai, G’ é ciclico ou finito.

4.1 Grupos sem comutadores nao triviais de
ordem finita

Em toda esta secao, G denota um grupo no qual o conjunto dos comutadores
é coberto por uma familia finita C de subgrupos ciclicos, e na qual todos os
comutadores nao triviais sao de ordem infinita. Como uma consequéncia,
todos os subgrupos em C sao ciclicos infinitos. Nosso objetivo é provar que
G’ é ciclico-por-finito.

Definimos uma relagao “~” sobre o conjunto C significando a seguinte re-
gra:

C' ~ D se, e somente se C N D # 1
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Veja que

i) C~C,poisCNC=C#1
(i) C~D = D~C,jique CND=DNC
(i) C~D,D~E = C~E

De fato, sejam C' = (c), D=(d)e E={(e).

C~D = CND#1 = Fc=d #1
D~FE = DNE#1 = 3d"=e"#1

Seja k = mmce(j,m). Entdo, j,m | k e temos:

g=(c)i = (¥)5 =d* = (d™)w = ()" e CNDNECCNE

Como c',d™ # 1 e os subgrupos C' = (¢) e D = (d) sao infinitos, segue
que g # 1.

L CNE#1
S C~E

Portanto, “~” é uma relacao de equivaléncia.
Sejam (1, ...., C, as classes de equivaléncia correspondentes.
Defina R; = (C;C € C;) e S; = ﬂ C para cada i.
CeC;
Sobre R; e \S; temos:
1. G, - <R1, ceey Rn>

De fato,

GE%QCGQ:«ICEOCﬁzwhwaQ:whmR@

i=1

2. 8, A1,Vi=1,...n

Mostraremos por inducao que a intersecao de quaisquer k£ “elementos” de
C; é nao trivial.

i)Vale para k = 2.
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Cin,CineC = Chp~Ciyp = CaNCip#1

ii)Vale para k = Vale para k + 1

Sejam Cj1, Cia, ..., Cig, Ciir1) € C; com Cy; = (¢ ) paracada j =1, ...

Pela hipdtese de inducao, temos que C;; N Cio N ... N Cy # 1.
E como Cy, ~ Cji11), também temos Cy, N Cipyr) # 1
Entao, existem inteiros ay, ..., ax, Bk, Bra1 tais que:

ot = cg‘zﬂ: =0F £
Br _ Pr+1
G =4 #1

Seja | = mme(ag, Br).
Entao, ag, Ok | | e temos:

ary o a2\ ar apyar ! B\ 5o Bri1\ 5=
h=(c") = (c3?)or = ... = (cg*)k = ¢, = ()% = (1))
Veja que heCﬂﬂCigﬂ...ﬂCikﬂCi(kH)

Como ¢, ¢ # 1 e os Cj;’s sao infinitos, segue que h # 1
Logo, C;1NCioN...NCi N Oi(k-i—l) #+1

(|

3. | C:S;|< o0, para cada C € C; e S; é ciclico infinito.

k1

Sendo S;= () C, S;<G e 8;CC,¥C € C;. Daf, S; < C,VC € C;.

ceC;
Como S; # 1 e cada C é ciclico infinito, S; é também ciclico infinito.

Além disso, do fato de que 1 # S; < C, VC € C; temos que | C' : S; |< oo,

VC' € C;(Teorema dos grupos ciclicos).

4. S;NS;=1parai#j e S; ¢ central em R;.
Seja a € S; NS; qualquer com ¢ # j.

Entao,a € CND,VC € C; e VD e Cj.
Comoi#j,CND=1.

Logo, a = 1.

Veja que
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Como S; < C,VC € C; e os C’s sao ciclicos(portanto abelianos), temos que os
elementos de S; comutam com os elementos de C qualquer que seja C' € C;.
Em particular, os elementos de S; comutam com todos os elementos de R;.

Denotemos por X; o conjunto de todos os comutadores nao triviais nos sub-
grupos C' € C;.

Proposicao 4.1. Os conjuntos X1, ..., X, sao dois a dois disjuntos, e { X1, ..., X, }
¢ invariante com respeito a conjugacao por elementos de G. Além disso,
X7 = X, para todo g € R;.

Prova : Defina sobre o conjunto X* dos comutadores nao triviais de G,
a seguinte relacao:

u &~ v se, e somente se, (u) N (v) # 1

Com um raciocinio analogo ao que fizemos para “~” podemos mostrar que
“x” é relagao de equivaléncia sobre X*.

Sejamue CeveDcomC,DeC.

Eclaroque
u~v < (N #1 & CND#1

Para ver que C N D # 1= (u) N (v) # 1, seja C = (c) e D = (d).
Comou e Cev e D, temos que u=c"ev=d", comm,n € Z.

CND#1 = IcF=d#£1 = (F)™ = (d)™ £ 1
= (u)N(v) #1

Assim, dado u € C' com C € C;, temos:

t={veX;vmup={veX"; (uN()#1}
={veX*;veDcomCND#1}
={veX*;veDcomC~ D}
={veX*;veDcomDeC;}
= X;

Portanto, as classes de equivaléncia com respeito a relacao “~” sao: Xj, ..., X,
e os X;’s sao dois a dois disjuntos.

Fixado i € {1,...,n} ¢ g € G qualquer mostraremos que X/ = X; para algum
j- O que equivale a mostrar que X7 é classe de equivaléncia com respeito a
relagao “~".

Entao, dados u,v € X! devemos provar que u ~ v.
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w,v€gX; 9 = Ima,beX;; u=gtag, v=9"byg
= a~b
= (a) N (b) # 1
= g lamg=g""g#1
= (glag)m=(g7"bg)" #1, Im,n
= u" =v"#1
= (u) N (v) #1

= UV

oo X! =X, paraalgum j € 1,...,n

Logo, {X1, ..., X,,} ¢é invariante com respeito a conjugagao por elementos de

G.

Finalmente, mostraremos que X7 = X;, Vg € R;.

Como cada C' € C é gerado pelos comutadores nao triviais de G que estao

nele, temos para cada i:

Tomemos g € X;, com g # 1. Entdo, g € X7 N X;.

Pelo que vimos acima, X = X; para algum j.

Daif, X; N X; # 0 e temos X; = X; = X7.

Agora, se g € X; !, entdao g7 € X; etemos g7 € X/ N X; = X; N X;.
XN X; #0

SoXi=X)
Assim,

X! =X, Vge X; UX;!

Agora, seja g € R; qualquer.
Como R; = { X; ), g =21... 25 com z; € X; UX; .
Dali,

Xg — Xmlxm _ (X;E1)zg...xm — Xlxg....mm

(2 K3

— (X@Q)Ig‘...mm — X;Cdxm - = X;:m — Xia

)

o que conclui nossa prova. H

Proposigao 4.2. O conjunto {Ry, ..., R,} € invariante com respeito a con-
Jugagao por elementos de G. Desse modo, | G : Ng(R;) | € finito para todo

1=1,...,n.
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Prova: R, = (X;) = {z1..20;7; € X; U X1}

Seja g € G qualquer.

Pela proposigao anterior, temos que X; = X, para algum /.
Afirmo que (X; ') = X; .

De fato,

€ XN & xt e X;z & (Ix,;l)g = 1y para algum z; € X;
& ol =x; € X[

Dali, temos:

= { Tpyeenny, 5 Xy € X; UXlil}

Assim, { g7'R; g ; g € G } ¢ finito para cada i.
Como | {R?; g€ G} | =| G : Ng(R;) |, o resultado segue. B

Proposicao 4.3. Cada um dos subgrupos R; € ciclico-por-finito.

Prova: Fixemos i € {1,...,n}
R; . .
Devemos mostrar que dN; < R; tal que N; é ciclico e N ¢ finito.

K3
Tome N, = 5;
Como visto antes, .5; é ciclico.
Além disso, do fato de que S; é central em R; temos que S; < R;.

~ i
Entao, basta mostrarmos que —- ¢ finito.
i

Veja que
R

(1) Fl = (X;), onde X; = {2S;;2 € X;}

De fato,

= = {T’SZ‘;T’GRZ‘}

L= S e (X))

= {($1I’m)sl y L € Xz UXZ-_l}
= {y1Um; U Eyiuyffl}

= (Xi)

n|
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(2) X; é normal em el

R; —
Dado g =rS; € — qualquer mostraremos que X; 4 = Xj.

Si
De fato, seja ©S; € X, arbitrario.

(#8;) = g7 (2S;) g = (rSi)~H(2Si)(rSi) = (r~'5)(xS;)(rS;) = (r~'x r)S;
Da proposicao 4.1 temos que X; é normal em R;. Logo, r~ 'z r = z; € X,.

Dai, (ZL‘SZ)Q =x;5; € Yz

Portanto, X; 9 C X; e X, é normal em gl

— C . C .
Por outro lado, X; C U (—) e como vimos, cada g tem ordem finita.
cec; N\ ‘

C
Como existem somente finitos C’s em C, U (§> ¢é conjunto finito e por-
o cec; N7
tanto, X; é conjunto finito consistindo de elementos de ordem finita.

Segue entdo de Dietzmann que (X; ) = R;/S; é finito e, portanto, R; é
ciclico-por-finito para cada . W

Seja K = ﬂ Ng(Rz)
1=1

Sabemos da Proposi¢ao 4.2 que | G : Ng(R;) | < oo para cada i.

Logo, | G : ﬂNG(RZ-) | =|G: K| < oo também.(Poincaré)
i=1
Além disso, K < G.

De fato, dados g € G e k9 € K9 quaisquer, temos:

R¥ =R, 9% 9= (g7k g)'R; (9"'k g)
=gk ' gR glky
=g 'k (R kg
=g ' 'Rj kg
= %leg
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S k9 € No(R;) , Vi
ke K
KICK |, Vge@G
K< G

Vimos na ultima proposi¢ao que | R; : S; | < oo, Vi.
Seja | R; : S; |= m; para cada i e m = mmc(mq, ....,my, | G: K |)
Defina T; = R* = (2™ ; © € R; ).

Sobre T; temos o seguinte:
e T é ciclico infinito

Como m; | m, Vi temos que (r;5;)™ = S;, Vr; € R;.
Dali, dado 7" com r; € R; qualquer, temos:

T’ZmSZ = (T‘Z'Si)m = SZ
T;n GSZ'
L= (r" s reR ) <S;

Como S; é ciclico, T; também o é.

Além disso, nao podemos ter 7; = 1, pois neste caso, terfamos " = 1,Vr; €
R;, o que contradiz o fato de que cada R; é gerado pelos C' € C; e C' ~ C.
Logo, T; é ciclico infinito para cada i.

o T, K, Vi
Primeiro vejamos que 7; < K.

Como | G : K | divide m, (¢K)™ = K, Vg € G.
Em particular,

ng:K, \V/QER,'

.'.ngK, VQERZ

ST, =R"<K
Como T; < S; < Z(R;) segue que T; < R;.

Além disso, dados o € AutR; e g = 2.z} € T; qualquer, temos:

alzy)™... axp)™

Bt By, Bi € Ry

alg) = alaf.. )
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T; S]car Rz
E claro da definicao de K, que K normaliza cada R;.

Logo, K normaliza R;, V.
Como ja sabemos que T; < K, segue que T; < K.

Agora, seja T = (T1,...,T,, )
Sobre T assim definido, temos:

o ;AT , Vi

De fato, T; < K = m Na(R;).
j=1

AT, LT ) S Ng(Ry) L V)

R§:Rj , VteTej=1,..,n.

Assim, dados t € T' e g = 27"...x]" € T} quaisquer, temos:

g = () = (@) ()
(). ()™

= yi*..yyt, comy; € R; para cada i

. g€ RM=T,
L THCT, , VteT
ST Y

e T é grupo abeliano finitamente gerado.

Seja T; = (a;) para cada i.
Entao, T = (T1,...., T, ) = (a1, ...,a, )
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Como os T;’s sao normais em T, dados T; = (a;) e T; = (a;) com i # j
temos:

a;lajaiaj_l ce,NT; <S;NS; =1.

a;laj&iaj_l =1

L a0y = a0

Portanto, T é abeliano finitamente gerado.

e T'AG

Sabemos da Proposigao 4.2 que o conjunto {Ri, ..., R,} é invariante com
respeito a conjugacao por elementos de G.
Assim, para cada i =1,...,n e g € G qualquer, temos:

T} =R =(am; x€ R )?
(x9)™; x € R;)

(
= (y"; yeR])
= (y™; y€ R, ) (para algum j = 1,...,n)
= Ry
= Tj

—

Logo, o conjunto {71, ..., T,} ¢é invariante por conjugagao sobre G.

Dai, Vg € G, temos:
T9=(17,...,T9) C (Ty,..T,)=T

n

- T2G

Suponha que u é um elemento em um dos subgrupos R; = ( X; ), por
exemplo, um comutador em X;. Se acontecer que u € T' =T} ... T,,, pode-
mos esperar que u € T;. Mas nao é claro que vale esta propriedade, pois a
principio é possivel que T...T;_1T;.1... T}, possua algum elemento em comum
com R;\T;. Na proposi¢ao a seguir mostramos de que forma isto pode ser
fixado.

Proposicao 4.4. FExiste um inteiro [ > 1 com a sequinte propriedade: Se
w €T é um elemento em R;, entio u € T;, qualquer que seja i.

Para a prova desta proposi¢ao usaremos o seguinte

Resultado: Se G € grupo abeliano finitamente gerado, entdao mGl =1.
I>1

Prova: Segue do Teorema Fundamental dos G.A.F.G que

62



G = C1 x...xCpxChyqg X...xCpy

onde C; = (a;), o(eoy) = k; parai=1,...ne C; ~Cy, para j=n+1,....m.

Tomando k = k... k, e g € G qualquer, temos:

GF =(g";9eG) = ((al'..alh ol 1, € Z, )

_ lnt1k Imk .
—(abi oyt L€ 2, )

2%k __ 2lp4ak 2Umk .

Dado g € ﬂ G' temos que g € G*F N G?*.

I>1
Dai, se g # 1 podemos escrever:

— 1 T — S1 S
g = apf..apm = ot o

com r; > s; para algum i(se nao for r; > s; para todo i, para os demais
indices tem-se 7; = s; = 0)

Isto nos da:

it e C; N Cr...C4 é\z Ci—f—l . C, =1 ,

comie€ {n+1,.. m}

Ti—8i

_—
o(a;) < 00

Mas isto contradiz o fato de que C; = ( «; ) é infinito para cada
t1=n+1,....m.

/ngﬂGl com g # 1

>1

~ G =1

>1
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Prova da Proposigao :

E suficiente mostrarmos que existe tal [ para cada .
De fato, se para cada i exibirmos [; > 1 inteiro satisfazendo a propriedade
desejada, entdao tomando | = mme(ly, ..., 1) teremos:

L
weT' ,ueR = uve (THu <Th ueR
= ueclT;

Seja Y; um transversal a esquerda de T; em R;, e suponha 1 € Y;.

Entao, R; = U yT; e Ay, € Yi{l} comy € T;.
yey;
Como T; < S; o qual é ciclico e T; # 1 temos que | S; : T; |< oc.

Logo,

|Yil=[Ri:Ti|=|Ri:5 [|S:T;] <oo

Note que que R; = Y;T;.

T
Sendo T abeliano finitamente gerado, temos que para cada i, T também é
abeliano finitamente gerado. Z

T\
Assim, segue do resultado mostrado acima que ﬂ (T) =1T.

i

k>1
k (1'T;)
T TrT; E>1
M —_— = - —_——- A
= (] (T) A ( T, ) T,
k>1 k>1
() (T'T)
k>1 _ 7
T;
k>1
Vimos acima que dado y € Y;\{1} , y & T..
Logo,
3l >1tal quey € T'T; , Yy e Y\{1} ()
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Afirmo que [ satisfaz a propriedade desejada.
De fato, suponha que nao.
Isto é, suponha que Ju € T" tal que u € R; mas u & T;.
Como u € R; = UyTi, dy € Y; tal que u € yT;.
yey;
Ja que u & T; nao podemos ter y = 1. Dai, u =ygcomy € Y;\ {1} eg € T;.
Logo, y = ug~* € T'T; , contradizendo (*). Portanto, [ é o inteiro que
procuravamos. Wl

Proposicao 4.5. O subgrupo Co(G') possui indice finito em G, e G’ é
abeliano.

Prova: Como G' = ( Ry, ..., R, ), temos que Cg(G’) = ﬂ Ca(Ry).
i=1

Dai, se mostrarmos que | G : Cg(R;) | ¢ finito para cada i, teremos

|G Ce(@) | < .
Defina @ : K — Sg,s,, pondo ¢(k) = @i, onde @y (r/T;) ="' T; e
K = (| Na(R:).

=1

Como K normaliza R;, para cada rT; € R;/T; tem-se
ok(rTy) = r*'T; € Ry/T;.

cooe(Riy/T) C Ry T,
Veja que:
e ;. estd bem definida e é injetiva, para cada k € K fixado
De fato,
() = ou(reTy) & T = 15T,
~ (7’1]{371)7} = (7’2]{371)72
54 (Tgk’il)il(?"lk’il) eT;
& k:r;lrlk'_l e T;
S ryneTt=T (jAqueT; <K)

& il =15

e ;. é sobre
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Dado rT; € R;/T; qualquer seja o = r*T;.
Como R; <K , r* € R;.
Logo, a € R;/T; e temos:
pe(a) = @r(r"T) = P™T;
o que mostra a sobrejetividade de ¢y.
"ok € Spyr, = {¥: Ri/T; — R;/T; ; 1 é bijecao}
Além disso,

e  estd, claramente, bem definida

e ¢ é homomorfismo

p(ab)(rTy) = @a(rT;) = rO7 T, = 7T = g

= ¢a pu(r5i) = ¢(a) o(b)(rTy)

Portanto, ¢ ¢ a agao de K sobre R;/T;, o qual é finito(como vimos na propo-
sicao 4.4.)

Dai, chamando N; = Nuc ¢, temos:

~ ¢rg < Sgrys

==

KN R T | < o0

KN | < oo, Vi G
K

N,

~

Como ja tinhamos | G : K | < oo, segue que | G: N; | < 0.

Sendo G finitamente gerado, pela suposicao 2, temos que N; também ¢é fini-
tamente gerado.

Como N? < N;, N;/N? é grupo.
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Dado gN? € N;/N? qualquer, temos:
(gN?)? = g°N = N7

N,
. —; é abeliano e todo elemento diferente de 1 tem ordem 2.

i

N
Como Nj é finitamente gerado, — também o é.

N?
) ; : : - N;
Dai, sendo N2 abeliano finitamente gerado e de torcao segue que ~2 ¢
' i
finito. KZ
N;
N?
o K .
Como ja tinhamos — < oo conclui-se que — < 0.

N, N?
Dai, ¢ suficiente mostrarmos que N? < Cg(R;).
Sendo R; = (C'; C € (;), temos Cg(R;) = ﬂ Ce(C).
CceC;
Dai, precisamos mostrar que K; < Cg(C) , VC € C;.
Afirmagao 1 : Dado C € C; temos : [C,N;] < [R;, N;] <T; < C.
Do fato de que C' < R; segue que [C, N;] < [R;, N;]
Seja [r, N;] € [R;, N;]. Como k; € N;, n;' € N; também.
Logo, p(n; ') = Id
L (D) =T,
Lor =T
.. T*lrni E 7’;

R P |
.o rn; €715
N——
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[, n;]
Portanto,
[Ri,N;] = ([r,n;]; reRy,n;€N;) < T,
Além disso,

L<s=()0<C

CeC;

T <C

Afirmacao 2 : Ni normaliza C', VC € C;.

Dado ¢ € C e n; € N;, temos:

cn;ten; =[e,n] €[C,N)] < C

s tntten; €0

snilten; €C

.. N; normaliza C'

Sendo cada C = (c) € C; ciclico infinito, Aut C' = {Id, a} onde a(c) = ¢ 1.
Le. , Aut C' ~ (Cs.

Como N; normaliza C,

Y N; — Aut C

ng — P, 1 C— n; cng

¢ uma agao de N; sobre C.
Dado n; € N; qualquer, temos : 9,1, = Id (pois | Aut C' |= 2).
Vrithn, = 2 = Id = pp2(c) = ¢, Ve € C

= (n?)len? =¢, YVee C

(3

. n? € Cqe), Vee C
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. n?eCq(0)

o N2 < Ce(0), VO € C;

Finalmente, provaremos que G’ é abeliano.

Primeiro, veja que Ce(G') NG’ = Z(G').

Sendo G’ < G temos, pelo 2° Teorema dos Isomorfismos:

|G Z(G') | =] Ca(G)G : Ca(G) | < |G:Ca(G) | < 0

Ce(G) G’

Ce(GY NG = Z(G')

Segue entao de Schur que | G” | < oo.

Mas G” < G’ e todos os comutadores nao triviais de G tém ordem infinita.
Logo, G" = 1.

. G' é abeliano A

G L
Seja L o subgrupo de G definido pela condigao Z(ﬁ) = 70 onde [ é
como na proposicao 4.4.

Defina H = LN Ce(G').

Proposicao 4.6. O subgrupo H possui indice finito em G, e todo comu-
tador [h,g] com h € H e g € G pertence a um dos subgrupos T;’s.

Prova: Ja sabemos da Proposigao 4.5, que | G : C(G’) | é finito.
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Portanto, para mostrar a primeira parte desta proposicao é suficiente provar-
mos que | G : L | também é finito, pois neste caso, teremos:

|G:H|<|G:Ce(G)]|G:L|< x

J— G
SeJa G = jTl .
G
Como T <G, T'<4G. Logo, — = {¢T" ; g € G} é grupo.

T! o
Consideremos ainda, para cada C € C, C = {cI'; ce C }.

Veja que:

e O conjunto dos comutadores em G estd contido na uniao de todos os

C.
De fato, [ngl7g2Tl] - [91792]Tl7 vglaQQ eG.
Dai,
{ 0T 0T g1,9:€ G} = { [0, T"; g1,92€G} c |JC

ceC

e |Cl<oo, VCEC

Mostraremos que VC' € C;, tem-se :

ITl=|C:T'nC|<|C:T'nC|<|C:T!|

— CT!
Primeiro, note que C = {cT'; ce O} ~ TR
Do 2° Teorema dos Isomorfismos, temos:
T'C N C
"  T'NnC

Em diagramas,
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Dai,

CT!

Também,

T,<T = T'<T

= TInC<T'nC

)

T'NnC

T'nC

lc:T'ne | <|C:TinC |
Vimos na demonstracao da Proposicao 4.5, que T; < C, VC € C;.
Logo, TZ-Z < Cetemos T'NnC =T
Assim,
|| <|C:T'nCIL|C: T}
Como T} < C o qual é ciclico e T! # 1(pois T; ¢ infinito) temos que T}
também é ciclico infinito e | C' : T} | < oo.
Logo, | C'| < oo.

Portanto, G possui um nimero finito de comutadores.

Fixado T € G qualquer seja o : 2¢ — {comutadores de G} .
79 — [Z,7]
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a estd bem definida e é injetiva.

Logo, | 7% | < | {comutadores de G} | < co.

. G é FC-grupo.

Sendo G finitamente gerado (suposicdo 2) temos que G também o é.

Digamos que seja G = ( 71, ..., Ty, ).

Entdo, Z(G) = (Ca(@)

1
Como | G : Ca(T) | =] T, |< oo, segue que | G : L | < oo, como de-
sejado.

L G
Sendo = Z(ﬁ)’ temos que [L,G] < T
Assim, para cada h € H < L e g € G, temos [h,g] € [L,G] < T!

Como [h, g] € R; para algum i, segue da proposigao 4.4. que [h,g] € T;,

o que completa a prova. H

Para a préxima proposicao precisaremos do lema a seguir.

Lema 4.7. Seja (z) x (y) o produto direto de dois grupos ciclicos infini-
tos. Entao, os subgrupos (x'y) e (x7y) tém intersecao trivial para todo i # j.

Prova: Seja g € (x'y) N (z7y) com i # j.

Entdo, g = (z'y)* = (27y)! com k,l € Z.

Ltk = ity

Lottt =gtk e 2y N (y) = 1.

. l=keik=jl (poisx ey tém ordem infinita)
Se for | = k # 0, entao i = 7. Absurdo!

Portanto, [=k=0eg=1. 1

Proposicao 4.8. Se h € H, entao [h,G| estd contido em um dos sub-
grupos T;’s e, em particular, [h,G] € ciclico.

Prova: J& sabemos que cada comutador [h, g] pertence a algum dos subgru-
pos T;’s. Suponhamos, por absurdo, que existam [h,a] e [h,b] comutadores
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nao triviais pertencentes a dois subgrupos diferentes 7T; e Tj.

Note que ([h,al]) x ([h,b]) é produto direto.

Além disso, ([h,a]) x ([h,b]) =~ Cy x Cu =~ Z2.

Para quaisquer inteiros r e s, consideremos o comutador w, s = [ah”, bh™].
Como G' 1 G, Cs(G') < G.

Dai, se h € H C Ce(G'), [h,G] < Ca(G).

Portanto,

(a,b] . [hya] = [h,a] . [a,b]
) (a,b] . [h,b] = [h.b] . [a,0],
Va.be G

Afirmagao: Vk € Z temos [a, h]¥ = [a, h¥] e [h, b]F = [h¥, b].
Prova por Inducao:

Primeiro mostraremos para k € N.

(i) Para k =1, ok!

(ii) vale para k& = vale para k + 1

Com efeito,
@, A = [, BF - [a, B
= [a,h*] . [a, h]
= a'(h™*a h*a"Y)hta h
= a*h~Y(h™*a h*a=Y)a h
— a—lh—(k-i-l)a hk+1
~ [, 4]
Portanto, [a, h]* = [a, h*], Vk € N.
Se k < 0, entao —k < 0 e temos:
[a, )" = ([a,h] 7)™t = ([a, 7¥]) 7 = [h7F, q]
Mas, sendo H C Cg(G’), segue que [h™ a] = [a, h*].
Logo, [a, h]* = [a, h*],Vk < 0.
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. la,h)* = [a,h*],Vk € Z
Analogamente, tem-se [h,b]* = [h* b],Vk € Z.

Assim,

Dado I C Z? infinito, seja U = {u,; ; (r,s) € I}.

Sendo T; NT; =1, parai # j e T; ~ Cy, parar # 1’ ou s # s, temos
Urp s 7A Uyt g

Logo, U é subconjunto infinito de X = {[a,b] ; a,b € G}.

Como U C X C U C e C é familia finita, existe pelo menos um C' € C

cecC
contendo os comutadores u, s para uma infinidade de pares (r,s) € 1.

Se escolhermos I = {(r,7?) ; r € N}, entdo existe J C N infinito tal que
U2 € C para todo r € J.

Dai, fixado r € J temos:

al” (b b) ([a, 0] A, a]*" [, 0]*) "
a]”" B, b]" [0, 0] [k, a]~*"[a, b] !
~5°[h,b]"* (G é abeliano)

= ([h,a]"**[h, b)) € C, Vs € J

Do fato de ([h,a]) x {[h,b]) ser produto direto e [h,a] e [h,b] terem ordem
infinita temos que [h, a]""*[h, b] também tem ordem infinita.
Entéao, se r # s, temos
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([hya]""$[h,0]) N C # 1.
Tomando agora um terceiro elemento, t € J com t # r, s temos também:
Vgl = (hal by € C
~A[h,a]" R, B]) N C#£1

{ [h,a]"* [h,b] )N C #1

Sendo C ciclico infinito, { ([hya]"t [h,0] )N C #1

implica,

([hya]™™ [n,0] ) N ([h,a]™™ [h,0] ) #1.

Mas isto contradiz o Lema 4.7, ja que ( [h,a] ) x ( [h,b] ) é produto direto de
ciclicos infinitos e r + s # r +¢.

Logo, [h,G] C T; para algum i. B

Teorema 4.9. Seja G um grupo no qual todos os comutadores podem ser

cobertos por uma quantidade finita de subgrupos ciclicos. Se G nao possui
comutadores de ordem finita, exceto 1, entao G' € ciclico-por-finito

/
Prova: Mostraremos que 3N <1 G’ tal que N é ciclico e N é finito.

Para cada ¢ = 1,...,n, definamos H;, ={h € H ; [h,G] CT;}.
Sejam hq, he € H; quaisquer.

Entao, [h1, G, [he, G] C T;.

Como H < Cg(G'), temos:

[lha, g) = [h1, 9]"[ha, 9] = [h1, gllha, 9] € T, Vg € G

" [hihe, G] C T;.
. a-be H;, VYa,be H,;

Além disso, dado h € H; qualquer, temos:

75



(W', 9l =hg~'h7'g
=h(g7'h~tg h)h™!
= h[g,h] !
=h h’l[g, h)
= [g>h]
=[hgl " \Vge G

- PGl =[hG)
oo H <G

Como H; C H para cada i, temos que H; U...UH, C H.

E da proposicao 4.8 sabemos que para cada h € H, [h,G] C T; para al-
gum i.

Isto é, h € H; para algum i.

Logo, H = Hy U ...U H,.

Por Neumann temos que | H : H; |< oo para algum i.
Como ja tinhamos | G : H |< oo segue que | G : H; |< 0.
Seja N = [H;, G].

Dado h € H; e g1, g2 € G quaisquer, temos:

[ha 9192] = [h7 92] [ha 91]92

. [h, 1] = [h, go) ' [h, 19%) € [Hi, G

Assim, dado g € G qualquer, NY = [H;, G}9 C [H;,G]
S N<d
Pela definigao de H; temos [H;, G] C T; o qual é ciclico.
Logo, N ¢ ciclico.
Sejaa:% e H;={hN ; h € H}.
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Sendo N = [H;,G] temos que H; C Z(G). el
Z(G)
H;

Por outro lado, | G : H; |< oo implica |G : H; |[< .

Logo, | G : Z(G) |< oo.

!
Segue entao, do Teorema de Schur, que G = N é finito.

. G’ é ciclico-por-finito.
_
4.2 O caso geral

Nesta secao completamos a prova do Teorema Principal. Precisaremos de
trés lemas elementares.

Lema 4.10. Seja H um grupo no qual o subgrupo derivado € ciclico in-
finito. Se H nao € nilpotente de classe menor ou igual a 2, entao H possui

€ ciclico.

um subgrupo abeliano A de indice 2 tal que Z(H) < A e

N

(H)
Prova: Seja A = Cy(H'). Claro que Z(H) < A. Dai, Z(H) < A.
Pelo NC-Lema temos :

Ny (H')
Cy(H")

Mas H' <« H. Logo, Ny(H') = H.

< Aut H ~ Zy (ja que H ~ Cy)

Dai,

H
Z‘ ’2,oquenosdé]H:A|:10u|H:A|:2.

Se fosse | H : A| = 1, entdo terfamos H = A = Cyx(H').
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. H < Z(H)
 Ts(H)=[H H| =1

.. H é nilpotente de classe < 2.
Absurdo!

Portanto, | H : A |= 2.

Escolhamos h € H\ A qualquer.

Como H' < H, p: H — H' éautomorfismo de H'.

u—>uh

E pela escolha de h, este é um automorfismo nao trivial.
Sendo H' ~ Cy, temos Aut H' ={ I, 0 :u—u'}.
Dali, devemos ter ¢ = 6.

. p(u) =0(u), Yue H'

Luth=uTt Yue H

Desse modo,

Cu(h) = {ue H ; h* =h}
:{uGH’;U_lhu:h}
={ue H ; v 'htu=hn1}
:?LEH;;hiUhTU}
={ueH ;u =u
={ueH ;u=1}
=1

Consideremos v: A — H'.
a — [h,ad]

= [h, alag] = [h, CLQ] [h, GﬂaQ = [h, &2][h, al] = [h, al][h, CLQ]
=v(ay)v(az) (pois A= Cy(H') e H' é abeliano)

v(ayas)

Portanto, v é homomorfismo.
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Nuc(v) ={a € A; v(a) =1}
={a€A; [ha =1}
={a€A; hlatha=1}
={a€ A; ha=ah}
= Ca(h)

Segue entao do 1° Teorema dos Isomorfismos que:

) ~ y(A) < H'

Assim, é ciclico e portanto, abeliano.

Ca(h)
o A< Cy(h)
Mas, A" < H'. Logo, A’ < Cg/(h) =1 e A é abeliano.
Como | H : A |=2, temos H = A U hA.
Claro que H =AU hA < (h, A).
Também,
heHeA<H = (hA) <H.
. H={(h,A)
Dai, Z(H) = Cgx(h) N Cx(A).
Afirmo que Z(H) = C4(h).
De fato,
x€Cyh) = €A e W*=h
= a*"=a,Va€e A e h"=h
= € Cy(A)NCy(h)=Z(H)
. Ca(h) < Z(H)
Agora, seja z € Z(H) qualquer.
Entao, z€ H e y* =y, Yy € H.

Em particular, y* =/, Vi € H'.
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L zeCy(H)=A
Também, sendo h € H e z € Z(H), h* = h.
Logo, z € Ca(h).

. Z(H) < Ca(h)

. Z(H) = Ca(h)
Portant A ¢ ciclico. W
ortanto, = ¢ ciclico.
Z(H)  Ca(h)

Lema 4.11. Seja G um grupo e seja A um subgrupo abeliano normal

de G tal que o quociente 1 ¢ ciclico. Se gA € um gerador de 1 entao

G' ={lg,a] ; a € A} consiste inteiramente de comutadores.

Prova: Afirmo que Vk € NeVa € A, [¢¥,a] = [g,a'] para algum d’ € A.
Facamos inducgao sobre k.
Claramente vale para k = 1
Suponhamos agora, valido para k.
Entao,
9" a] =g . g*a] = [g,a]*"[¢", ]
= [¢",a%"] [g, 0,
= [g,a1][g, ] (como A<G, ap=a € A)
= [

a
g,ad"] com o’ = ajd’ € A,

g -

O que prova nossa afirmagao.

Agora, sendo A abeliano e normal em G, para cada k > 0, temos:

1=[g"g " a = [¢*,a)* "[g7*.a] = [¢*. ] [g7*.a].

“Fa]l = [gF,d] = [g¥,a

g
Dai, [¢¥,a] = [g,d’] para algum o’ € A,Vk € Z e Va € A.
Sejam x,y € G quaisquer.

Como G/A=(gA), tA=g¢"A e yA=¢gm™A comn,m€EZ .
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Daf, dmya1,a2 € A tais que z = g"a; e y = g"as.

Isso nos da:

[z,y] = [g"a1, g™ az] = [g" a1, as][g"ar, g™]™
= [¢g"a1, as][¢g"a1,g™] (pois G' < A e A é abeliano)
= [g", az]" a1, az][g", g"]" a1, g™

= [¢", az][a1, g™

= [g9,as][as, 9], 3az,as € A

=g 'az'g (a3 a3 ") (97 as 9)

=g ay'g g as g as a;’

= g_lag_la4 g as a;l

= g (aza; ') 'g (asa;’)

= [97 03021]

Portanto, dados z,y € G quaisquer, [x,y] = [g, a] para algum a € A.

Veja que:
[21, y1l[w2, 12] = [g, an][g, a2
= [g,a1llg,a2]™  (jé que ay € A)
= [g, aza]
= [9, a1a2]
Mais geralmente, [g, a1]...[g, ax] = [g, a1...ax].
Assim,
= ([z, 9] ; .,y €G)
{[561 yil.. [fl?myk] s 20,y € G}
={lg.a]; a € A}

Lema 4.12. Seja G um gupo no qual o conjunto dos comutadores € coberto
por uma quantidade finita de subgrupos ciclicos. Suponha L = (u) x (w) =~
Cy X C,, subgrupo de G', onde m > 1 € finito. Entdo, existem elementos
da forma u'w, com i € Z, 0s quais ndao sao comutadores em G.

Prova: Suponha por absurdo que todos os elementos uw'w sao comutadores.
Faca u; = u™ w para cada i € N.

Como Vi, u'w ¢ comutador e o(u) = oo, G possui infinitos comutadores.
Mas por hipotese, o conjunto dos comutadores pode ser coberto por um
nimero finito de subgrupos ciclicos. Logo, existem inteiros i,j com ¢ < j tais
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que u; € u; pertencem a um mesmo subgrupo ciclico da cobertura, digamos
C.

Sendo L = (u) x (w) produto direto, uw = wu.

Como C é ciclicoe C N L < C temos que C'N L também ¢ ciclico.

Seja ¢ = uFw! um gerador de C'N L.

Sendo u;,u; € C' N L. Sendo u;,u; € CN L, temos u; = ¢ e u; = ¢® para
algum r e algum s inteiros.

Dai
U™ w = (ukwl)r _ wk’rwlr
um]w _ (ukwl)s _ ukswls
mt=krem’ =ks

Portanto, s/r é uma poténcia de m maior que 1.

Entao,
W w =y = ¢t = () ="
= (" w)™ " = uw™ T =u™ (pois o(w) =m )
Tw=1
Som=1
Absurdo! H

Também precisaremos do resultado a seguir, devido a Liebeck, cuja
demonstragao encontra-se no apéndice.

Teorema 4.13. Seja G grupo nilpotente de classe 2. Se G' é 2-gerado,
entao todo elemento de G' é um comutador.

Agora podemos refinar a conclusao do Teorema 4.9.

Teorema 4.14. Seja G um grupo no qual o conjunto dos comutadores pode
ser coberto por uma quantidade finita de subgrupos ciclicos. Se G nao possui
qualquer comutador de ordem finita, exceto 1, entao G' é ciclico.

Prova: Podemos supor G’ # 1. Dai, G’ é infinito.

Pela proposicao 4.5, G’ é abeliano.

Seja P={¢ € G'; o(¢') < o0}, o subgrupo de tor¢ao de G’.
Como P <., G' <G, P<G.

Do Teorema 4.9, sabemos que G’ é ciclico-por-finito.

82



/

Dai, 3Q < G’ tal que Q é ciclico e % é finito.

Sendo G’ infinito, devemos ter, necessariamente, () ~ Cy.
Logo, PNQ = 1.

P
Segue entao do 2° Teorema dos Isomorfismos que: 5 = Q ~ Cu.

Em diagramas: Q'

QNP=1

Por outro lado, sendo G' = (X¢;C € C) onde cada X é finito, temos
que G’ é finitamente gerado e segue do T.F.G.A.F.G , que:

G =Cph X ... X Oy X Oxg X ... X O,
onde P =C,, X ..xC,,.
!

G
Dai, — ~ C x ... x C.
af, — X oo X
Mas, | G': PQ | < |G : Q| < oo. Logo, devemos ter | G’ : PQ | = 1.

Desse modo,
G' =P x Cy

Entao, basta mostrarmos que P = 1.

Suponhamos, por absurdo, P # 1.

Afirmacao: Podemos assumir P ciclico.

De fato, tomemos P = C,,, x ... x (,,, com n; > 1 para cada i.
Seja H =Cy, X ... x Cp, _1.

Sendo P < G, [P,G] < P. Logo, |P,G] =1 e, portanto, P < Z(G).
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Dai, H < Z(G), o que implica H < G.
Veja que:

H
{ comutadores de G/H } C U 0_7
cee 1

CH CH C
—— é cicli ( — )
onde para cada C' € C, ¢ ciclico (ja que o

: G . . . .
Além disso, T nao possui qualquer comutador nao trivial de ordem finita.
G/
! !
Denotando por T(ﬁ) o subgrupo torcao de T temos:

G !/
Not (—)
ote que { -

G\ T(@) P y
<H ) H H Cry (Jé que H < P)

Supondo entao nosso Teorema provado para grupos nos quais o derivado pos-
/
sui subgrupo de torgao ciclico, segue que 7 ~ (.

Por outro lado, ﬁ/ ~ Cy, X Cx.

Logo, C,, = 1.

Absurdo!

Dai, P =1 e o teorema esta provado no caso geral.

[sto mostra nossa afirmacao.

Desse modo, G’ é 2-gerado.

— G _
Consideremos G = B Afirmo que: Z(G) = Z(G) .
De fato, sendo P < G, para cada z € Z(G) e g € G, temos:

[2P,gP] = [2,9]P = P (pois [z,p] = 1)
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49 o(6)

G G
Agora, sejam aP € Z(Z_D) egP e 2 quaisquer.

aP .gP=gP .aP = agP = gaP
= (ga)(ag) € P

= |a,g] € P
= la,g] =1 (pois o(p) < co,Vp € P)
= a € Z(G)
aPE@.
. (G _ Z(G)
2(3) =

Sobre GG analisemos dois casos.

Primeiro, suponhamos G nilpotente de classe no maximo 2.

— - = @
Se fosse G de classe 0, terfamos Zy(G) = G = 2k
Mas, Zy(G) = 15 = P.
Logo, teriamos: G = P. Absurdo!

_ G G
do G de classe 1, temos: Z(—) —
Supondo G de classe emos iz Iz

G
Dai, — seria abeliano e portanto, G' < P.
Assim, teriamos G’ = P o que mais uma vez ¢ uma contradicao.

Logo, G deve ser nilpotente de classe 2.

Como G ~ G = G temos:

7@ " 7o) z@)
ZG) G N _ o GN G & G
zi6) ~ 7@ = Z<m> ~720 70 20
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Além disso, sendo G’ # 1, nao podemos ter Zy(G) = G ou Z1(G) = G.
Portanto, G ¢ nilpotente de classe 2.
Segue entao do Teorema 4.13 que todo elemento de G’ é um comutador.

Assim, G’ pode ser coberto por uma quantidade finita de subgrupos ciclicos,
o que implica G’ finito ou ciclico.

G ~Cy

L P=1

Absurdo!

Portanto, G nao é nilpotente de classe menor ou igual a 2.
Pelo Lema 4.10, existe A < G com | G : A |=2 e A é abeliano.
Entdo, A é subgrupo de G com indice 2 tal que A é abeliano.
Afirmo que A é abeliano.

De fato, sejam a1, a, € A quaisquer.
a1P,asP € A = a1P . asP = asP . ;P = ayasP = asaq P
= [al,a2] e P

= [CL1,CL2] =1
= 102 = Q207

G
Além disso, sendo | G : A |= 2, temos que 1 é ciclicoe A< G.

Portanto, segue do Lema 4.11 que todo elemento de G’ é um comutador,
0 que mais uma vez nos leva a uma contradicao.

Portanto, P=1e G' ~ C,..I

Antes da demonstracao do Teorema Principal vejamos trés resultados que
Nnos serao necessarios.
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Resultado 1: Sejam G grupo, X C G e N < G. Entdo, considerando
X ={zN;z € X}, temos:

| X [<|X].[N]

Prova: Note que XN = U xN.
zeX
Portanto, | XN |=| X || N |. Mas, X € XN.

Logo, | X [<|XN|=[X||N]| ®
Resultado 2: Se G é um grupo e H < G, com H # G, entao (G\H) = G.

Prova: Tome g € G\H e h € H.

Veja que gh ¢ H. Do contrario, teriamos g € H.

Dai, gt,gh € G\H C (G\H).

Em particular, h = g~'gh € (G\H).

Como h foi tomado arbitrariamente em H, segue que H < (G\H).
E, claro que G\H C (G\H). Logo, G = HUG\H C (G\H).
Portanto, G = (G\H). B

Finalmente podemos provar o Teorema principal.

Teorema 4.15. Seja G um grupo no qual o conjunto dos comutadores
¢ coberto por finitos subgrupos ciclicos. Entao, G' € finito ou ciclico.

Prova: Assumindo G’ infinito, mostraremos que G’ é ciclico.

Sejam Xy o conjunto de todos os comutadores em G de ordem finita e N o
subgrupo gerado por Xj.

Como Xy C X ={[a,b] ; a,be G} C U C, temos que, para cada xy € X,

cec
existe C,, em C tal que zg € C,,. Em particular, (zq) < C,,.

Como existem somente finitos C’s em C, {(x¢) }z,ex, ¢ familia finita de sub-
grupos ciclicos de G cobrindo X,. E subgrupos finitos, ja que o(zy) < oo
para cada xg. Logo, Xq é finito.

Além disso, Xy é claramente, subconjunto normal de G (o que implica
N < G).

Segue entao do Lema de Dietzmann, que N ¢é finito.

Sendo N finito, todos os seus elementos sao de ordem finita.
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Afirmacao 1: G/N nao possui comutadores nao-triviais de ordem finita.

De fato, suponha por absurdo que J[aN,bN] € G/N tal que [aN,bN]| # N e
([aN,bN])¥ = N, k € N.

([aN,bN))F = N = [a,b])N =N = [a,b)* € N
= [a,b]* =1, para algum | € N
= 0([a,b]) <00 = [a,b] €N

Absurdo!

Com isso mostramos nossa afirmagao.

Note também que:

XclJC = {ab;abeG/N}c|JCN/N,

ceC ON c ceC
onde para cada C' € C, N o~ AN o qual é ciclico.
G\’ !
Portanto, pelo Teorema 4.14, <N> =N é ciclico infinito.

Seja B = Cg(G).
Afirmamos que | G : B | é finito.
Lembre que G’ é finitamente gerado.

Digamos que seja: G’ = (xq, ..., x,)

Assim,
B=Cq(G) = () Calw) =)Cal:)
weG’ =1
e temos: .
|G:B|< [[1G:Colx) |
i=1
Entao, basta mostrarmos que | G : Cg(x;) | = | ¢ | ¢é finito, para cada i.
— — G
Seja w € G' qualquer, onde G = N

Sendo (7 ciclico infinito, AutG’ = {Id,0 : x — 7 '}.
Dai, (W) <eor G' <G, 0 que implica (W) <1 G.
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Pelo NC-Lema, temos entao:

G
Ca((w))
Como Cxz((w)) = Cx(w), segue que

(9| = | G: Cg(w) | <2
Do resultado 1 sabemos que:
| wC | < |wE || N|

Agora,

w¢ = {wN" ; ge G} =
Dai, B

|G:Cow) | =]w’ | <|wW"||N|< 2. |N|<oo, YweG
| G:B|<
Seja F = {x € G ; 29 ¢é finito }, o FC-subgrupo de G.
Se F=G,entao |G :Cq(x)|=|2°| < o0, Vz €G.

Por outro lado, sendo G finitamente gerado, digamos, G = (g1, ..., gn), temos:
2(G) = Calg)
i=1
Dai,
|G Z(G HGC’GgZ |< o0
Segue entao de Schur, que G’ é finito, o que é uma contradicao.
Portanto, F é subgrupo proprio de G.
Tomemos g € G\ F. Entao, | ¢¢ |= oo

Como | g | < | g% || N| e | N|< oo, devemos ter necessariamente,

1591 =145 = .
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Afirmacao 2: 3b € B tal que [g,b] # 1
Suponhamos por absurdo, [7,b] = 1, Vb € B.
g 'g'=[G.b=1=g"=g,vbeB
Logo, B < Cx(9).

Em diagramas:

o
\l?/l

@ —

Sendo | G: B | =|G: B |< oo, segue que | g | = G : C5(g) < 00, 0 que é
uma contradigao.

Isso prova nossa afirmagao.

Agora,
9.0 #1 = [g. )N #N = [9.0] ¢ N
= o([g,b]) = o0
Além disso,
9. 0] = [9, 0], Vie N

Para ver isto, facamos inducgao sobre i.
Para i = 1, ok!
Suponhamos valido para i = n.

Entao,
g, 0" "] = [g,0™.b] = [g,0] [g,b"]"
= [97 b] [97 bn]
= [g,6] [g,0]"
— [g’ b]n—i—l
Portanto,
[9.0'] = [g,b]", Vi €N (%)
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Afirmacao 3: N = (Xj) ndo contém comutadores nao triviais da forma [g, z],
com z € G qualquer.

Suponhamos ao contrario, que exista 1 # [g,z] € N para algum z € G.
Sendo G’ < G, segue que Ce(G') = B<G.

Logo, [g,0] € B (Le., |g, b] centraliza G)

Assim, o subgrupo L = ([g,b], [g,z]) é abeliano e, consequentemente, L =
([g,0]) x ([g,z]) ~ Cx x Cy,para algum m > 1 (j4 que [g,b] tem ordem
infinita e [g, x] € N).

Por outro lado, usando (x), temos:

l9,0]'[g, 2] = [9. V] [g,2] |
=[g,b%] [g,z]"" (pois b° € B)
= [g,xb'], Vi € N,
o que contradiz o Lema 4.12.
Fica entao provada nossa afirmagao.
Sendo N <1 G, temos: [g, N] < N.
Logo, [g, N] =1e N < Cqs(g), Vg € G\F

N m Ca(g) = Ca(G\F)

geG\F

Como F é subgrupo préprio de G, segue do resultado 2, mostrado acima
que

G = (G\F)
Assim, Z(G) = Cg(G\F) e N < Z(Q).
Afirmo que Z(G) = Z(G).
Claramente, Z(G) < Z(G).

Agora, seja *N € Z(G) qualquer.
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Entao,
[gN,zN] = N, Vg € G\F

o que implica,
lg,x] € N, Vg € G\F

Dai, pelo que mostramos acima, temos: [g,z] =1, Vg € G\ F.

.z € Co(G\F) = Z(G)

- Z(G) < Z(G)

IA

.. Z(G) = Z(G)

O restante da prova é praticamente a mesma do Teorema 4.14.
Afirmo que N = 1.

Suponhamos N # 1.

Afirmacao 4: Podemos assumir N ciclico

Como N < Z(G), N é abeliano.
Além disso, N é gerado por X, que é finito.

Dai, N é abeliano finitamente gerado. E sendo N de torgao, temos pelo
T.F.G.AF.G que:

N=Cy, x ... xCy,
Suponhamos que fosse n; > 1, Vi.
Seja H=0Cyp, x ... xCy,_,.

Como H < N < Z(G),H < G.
Consideremos o quociente G/ H.

Note que:
CH
{lo1H,92H];9: € G} = {[g1, 92|H; 9: € G} C | | ——
cec
CH C
E pelo 2° T dos I fi — :
pelo eorema dos Isomorfismos, — A

Como C ¢ ciclico, é ciclico. Logo, y°a é ciclico para cada C € C.

CNH
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CH
Portanto, {7}0 . ¢é familia finita de subgrupos ciclicos cobrindo o con-
(S

junto dos comutadores de I
— G o
Seja X o conjunto dos comutadores de — de ordem finita e N = (Xj).
~ N
Afirmo que N = —.

H
De fato,

[9:H, g2H] € Xo = o([g1H,goH|) =1, € Zy = [g1,90)) € H<N
= k€ Zy;[g,)* =1
= [g1,02] €N
= [g1H,92H] = [g1,92)H € N/H

Portanto, N = ()70) < N/H e temos N = N/H = C,, .

Supondo entao o teorema provado para grupos cujo N seja ciclico finito temos
/

G
que — ~ Cy. Logo, G' = H x C.

H
Por outro lado, G' = N x Cox = H x C),, X Cx.
Dai, C,, = 1. Absurdo!

Portanto, N ¢é ciclico.

!

Lembre que G ~ Cs. Digamos que scja G = % = (aN).

Entao,
G' = (a,N) = (a)N

e G' é 2-gerado.

Suponha G nilpotente de classe menor ou igual a 2.

Se G for nilpotente de classe 0, entdo Zy(G) = G. Mas, Z5(G) =1= N.
Logo, G = N, o que contradiz o fato de que G’ é infinito.

E se G for nilpotente de classe 1, entdo, Z;(G) = G e G é abeliano.

Daf, G = 1. Absurdo!
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Desse modo, devemos ter G nilpotente de classe 2.

G
Sendo ~ —— = —— temos que G também é nilpotente de classe 2.

Z(G)  z(G) Z(G)

Segue entao do Teorema 4.13 que todo elemento de G’ é um comutador.

Portanto, G’ = (X)) possui cobertura finita por ciclicos, dai é finito ou ciclico.
Mas, estamos supondo G’ infinito.

Logo, teriamos G’ ciclico e, portanto, todos os seus elementos nao triviais
sao de ordem infinita, o que contradiz o fato de que N # 1.

Desse modo, GG nao é nilpotente de classe menor ou igual a 2.

Pelo Lema 4.10, existe um subgrupo A de indice 2 em G o qual contém

— A
N, e tal que A é abeliano e —— ¢ ciclico.

Z(G)
Como A A temos que também ¢ ciclico
mo —— = —— =~ , temos que ——— também §é ciclico.
Z(G)  Z(G) Z(G) 7z
Digamos que seja % = (aZ(G)).

Sejam ay,as € A quaisquer.

Como a1 Z(G) € AJZ(G) e a2 Z(G) € A/Z(G), TIm,n € N tais que
aZ(G)=a"Z(G) e aaZ(G) = a"Z(G).

Dai, a1 = a™z; e ay = a"z9 com 21, 25 € Z(G).
Desse modo,
aray=a"z1a" z9 = a™a" z1 29 = a” a™ 29 21

=a" 2 ad" 2 = ay aq

Portanto, A é abeliano.

Pelo Lema 4.11, G’ consiste inteiramente de comutadores, o que mais uma
vez ¢ uma contradicao.

Portanto, N = 1, e segue do Teorema 4.14 que G’ é ciclico. B
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Apeéendice : Um teste para
comutadores

1. Introducao

No decorrer do estudo de subgrupos comutadores, I.D.Macdonald [1] apre-
sentou um grupo nilpotente livre G4 de classe 2, gerado por 4 elementos,
como exemplo de um grupo nilpotente no qual o subgrupo comutador pos-
sui elementos que nao sao comutadores. Para demonstrar isso, ele procedeu
como segue: seja G4 = (aq, ag, as, as) e faga ¢;; = [a;,a;] para 1 <i < j <4
e 1 <k <4, e suas consequéncias. Macdonald observou que um comutador
arbitrario pode ser escrito como:

a?l P a’gg : af“] ,

a1 a2 a3 Qg
[af . a3? . a$® . ayt, . Uy

o que simplicado da:

H Cij

1<i<j<4
onde d;; = o;3; — a;3;. Os indices 0;; satisfazem a relagao:

012034 — 013024 + 014023 = 0
(1)

Segue que o elemento cj3c4 em G4’ (para o qual d19 = d14 = 093 = 034 =0 €
013 = d24 = 1) ndo é um comutador.

A relacao (1) nao é somente necessaria, mas também suficiente para que o
elemento Hcf;j seja comutador no grupo G4. Provaremos a generalizacao
para grupos nilpotentes de classe 2 finitamente gerados. Como uma aplicagao
mostraremos que se o subgrupo comutador GG’ de um grupo G é central em
G e pode ser gerado por um ou por dois elementos, entao todo elemento de
G’ é um comutador.
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2. O Teorema Principal

Em toda esta se¢ao, G denota um grupo nilpotente de classe 2 que é gerado
pelos elementos ay, . . ., a,.

Seja ¢;; = [a;,a;] para 1 < i < j < 4. Entao, ¢j; = c[jl.

Um elemento ¢ do subgrupo comutador G’ é expresso da forma:

c= [ (2)
1<i<j<n

onde 0;; € Z, para todos 1 <i < j < n.
Associemos a cada ¢ € G’ como acima, a matriz quadrada A = (;;) e
fagamos:

Aq7‘st - 5q7"55t - 5q557’t + 6qt67‘s

quando 1 < ¢q,r,s,t < n.
As seguintes regras se verificam:

a) Se 7 é uma transposigao que permuta dois dos simbolos ¢, r, s, t, entao:

A7'(q)’r(7‘)’r(s)7'(t) = - Aq'r"sif

b) Se dois entre g, r, s, t sdo iguais, entdo Ay, = 0.

Prova: a) Suponhamos, por exemplo, 7 = (gr)

Entao,

Ar(yrmyr(s)r@) = Drgst = OrgOst — 0rs0gt + 014045
- 6(17"5515 + 5q85rt - 5qt5rs
_<5q'r53t - 5q55rt + 5qt5rs>
_Aqrst

b) Suponhamos, por exemplo, g = 7.

Entao,
Aqr‘st = Aqqst = 6qq65t_6qs(5qt+5qt5qs =0

Temos o seguinte resultado:

Teorema 1. O elemento ¢ de G’ dado em (2) € um comutador se a matriz
associada A satisfaz:
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Apst =0, V1<gqmrst<n (4)

Observagao: Em virtude das propriedades a) e b), a condigao (4) é equiva-
lente a

Apst =0, V1<g<r<s<t<n

()

De fato, suponhamos (5) valida e consideremos 1 < ¢,r,s,t < n.

Se existirem dois iguais entre g, r, s, t, entdo, sabemos de b) que A, =0, e
a prova estaria concluida.

Entao, podemos supor ¢, r, s,t todos distintos.

Se for ¢ < r < s < t, o resultado segue da nossa hipdtese.

Agora, se tivermos, por exemplo, r < ¢ < s < t, tomando 7 = (r¢q), temos
por a):

Aq7‘st - A‘1'(1")1'(11)7'(5)7'(t) = _Arqst =0
Analogamente, nos demais casos em que ¢, r, s,t sao distintos, temos:
Aqrst = 07

bastando tomar a transposi¢cao adequada e usar a propriedade a) quantas
vezes for necessario. Essas condigoes valem trivialmente quando n < 3, dai,
um caso especial do Teorema 1 é que G’ consiste inteiramente de comuta-
dores quando G pode ser gerado por nao mais que trés elementos.

Antes da prova do Teorema 1, estabelecemos o lema seguinte, relativo ao
efeito de certas mudancas do conjunto gerador de G sobre a representacao
de ¢ como produto de comutadores.

Lema 1. Considere os seguintes tipos de mudancas “elementares” do con-
junto gerador de G:

Tipo I( Transposi¢ao): a; = a,(;,¥i, onde 7 é uma transposicao (kl),
1<kl <n;

Tipo I(Inversdo): aj = a;', af = a;,Vi # k;

Tipo III( Combinagao): a;, = ax.aj(k # 1, o € Z), af = a;, Vi # k.

Faga ¢j; = la¥, af]. Seja o elemento ¢ de G’ expresso por:

(AR

1<i<j<n
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relativo ao conjunto gerador {cij ; 1 <i<j<n}deG. Entao, existe uma
expressao para ¢ da forma:
€= H ™

1<i<j<n

onde as entradas das matrizes correspondentes A = (J;;) e A* = (0};) estao
relacionadas como segue:

Tipo I: 6}, = d73:)r(j); em particular, oz, = —dg
A;"st = A7'(q)7'(7")7'(5)7'(t)

Tipo II: 6}, = —dy. e 0;; = 0;; para j # k
Af o = (=1 s, onde A = { L se ke g s, i}

0, se k & {q,r,s,t}

Tipo IIT: 6j; = 0y — ady, Vi e df; = 0;5 quando i, j # [
;;rst - Aqrsta se [ ¢ q,7, Sat

A?(rst = Alrst - aAkrst

qrst —

Em particular, se A, = 0 sempre, entao Aj , = 0 sempre.

Prova: - Tipo I

Note que d;; é o expoente de cj; = [a], a}] = [ar@), ar(j)-
LOgO, (5;} = 57-(1')7-(]‘)7 VZ,]

Em particular, 6;; = 6-x)rq) = i = —O-

Dai,
A;rst - 5:]kr6;kt - 5255:15 + 5;;155:3

= Or(g)r(r)Or(s)(t) = Or(@)(s)0r(r)r(t) + Or(q)r(1)Or(r)r(s)

= Dr(gyr(r)r(s)m(t)
- Tipo 11
Sendo G nilpotente de classe 2, temos:
1= [ah alzlak] = [ah ak] [ai7 ail]a’“ = [aiv ak] [ai’ ail]
olasa ] = [ag, ag) !
Dai, Vi # k, temos: ¢, = [a},a}] = [a;,a;,'] = ¢3!, 0 que implica, 6}, = —di.

*

Para 4,7 # k, temos: cj; = ¢;; e consequentemente, 0;; = 0;;.
Desse modo, se k € {q,r, s,t}, por exemplo, k = r, entao:
A;k]rst = 5;7“6;} - 5355:"} + 6;155:3
= 5:1kk5:t - 5;;5:57515 + 5;5;;5
= _5qk58t + 5q35kt - 5qtdks
= _5qk’5$t - 5q55kt + 5qt5k8
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= - Aqlcst
_Aqrst

Agora, se k € {q,7,s,t}, como &; = &;5, Vi,j # k, temos A}, = ANy
Assim,

1, se k € {q,r,s,t}
0, se k & {q,r,s,t}

qrst —

s = (—1)*Ay, onde X = {

- Tipo III
Suponhamos k < [.
Veja que
e = la7, ap] = [ai, apay]

N (e}
_ —a
Cik = Cig, - Cy
Oik __ adig Sij
Cik. = Cik - Ca e ¢ =cj, Vi, j#k
Dad,
c = C(Sij _ 0612 051n C5i1 C5ik C5il C5m Cénfl,n
— ij 12 -+ Cp -G e G e G G e s G
1<<j<n
_ 012 O1n 01 * O ,— 00 dit Sin On—1,n
=y Ayt () eyt e e
P « 51 « 61  Sin « 51— « 6 T
_— Cl2 . . . Cln m . . . Cil o . . . Cik v . . . Cil v v . . . Cin v . Cn_17n n n

Portanto, 0; = 0y — ad, Vi e 0f; = by, Vi, j # L.

Isso nos da: Afrst = l*r :t - l*s :t + 6;;‘/5;%3
= —0y05 + 0507, — 04,0,
= _(6rl - aark)5st + (5sl - Oédsk)&rt - (6tl - Oédtk)(srs
= 5rl55t - 6[357"1‘, - 6[7557“5 - a<6kr55t - 61@361'7& + 5kt5rs>

- Alrsi& - aAkrst

st = Dgrst, se L€ {q,r,s,t}
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Dizemos que a matriz A é equivalente a A se A estd relacionada a A por uma
sequéncia finita de transformagoes dos tipos I, II e III. Essas transformagoes
sao claramente invertiveis, o que condiz com o fato de que esta relagao é de
equivalencia.

Prova do Teorema 1: A prova é por inducao sobre n, o nimero de elementos
no conjunto gerador ay, ..., a, de G.

Quando n = 1, G é ciclico e portanto, abeliano. Dai, G’ = 1 e o resultado
segue.

Para n = 2, G={ay,a) ={xy ... 2, ; 2 € {ay,as,a;",a5"'}}

E facil ver que, G' = ([ay, as)).

Sendo G nilpotente de classe 2, temos que:

[ay, as)* = [a¥, as], Vk € Z

Logo, todo elemento de G’ é um comutador.

Agora, analisemos o caso em que n > 3.

Suponhamos o Teorema vélido para todos os grupos nilpotentes de classe 2
definidos sobre menos que n geradores. Seja ¢ um elemento de G’ dado como
em (2) e tal que Ay = 0 para todos 1 < ¢, r,s,t < n. Mostraremos que c é
um comutador.

Sendo G nilpotente de classe 2, temos que G' < Z(G).

Dai, G’ é abeliano e podemos escrever:

_ Ok dij
e= [ a I <

1<k<n—1 1<i<j<n—1

Da nossa hipotese de inducao, segue que H cf;j ¢ comutador do grupo
1<i<j<n-—1

G, = <a1, ...,an,1> C G.

Se fosse 0p, = 0, Vk = {1,....,n — 1}, ja terfamos ¢ comutador. Entao,

podemos supor dy, 7# 0 para algum k. Seja d o MDC de 414, d2p, -, On—1.n-

Note que d # 0.

Faca 0y, = dayg, para cada k=1,...,n — 1.

Consideremos o conjunto gerador {ay, ..., a,} de G,, onde

a; =ait..af e @ =a; Yi#1

o qual é obtido de {ay, ...,a,} por uma sequencia de mudangas elementares .
Ent&o, existe uma matriz A = (d;;) equivalente a A e uma expressao corres-
pondente para c¢ da forma:

c= I @&™

1<i<j<n—1
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— _ — = _ aq On—1 _ (e%1 Qn—1,n
. _ Cin = [a1,a,] = [af".. a7 a,] = 5L
Veja que: ¢ _ : ’
Cin = Cin, VI # 1
¢ =d __ (sln 5"1*17" .
Dal, ¢f,, = c},;'... ¢, 1, € temos:
_ 8y _ —d =045
c=7f,- | | Cii = Tl | | Ci
1<i<j<n—1 1<i<j<n-1

Isto indica que 01, = d e 0;, = 0 para i =2,...,n — 1.

Para o caso n = 3, temos:

¢ = C3 " = [ay, @) [ay,a) O
= [ahag] [5176312]

= [a, @ af]

provando que ¢ é um comutador.
Suponhamos entao, n > 4. Pelo Lema 1, qust =0, Vl<gq,rs,t<n.

Em particular, escolhamos ¢,r,s e t taisque g =1<r <s<n=t.
Sendo d;, = 0 para 1 < k < n temos que 9,,, = 0 = .

Dai,
0= Aqrst = éqrést - _qs(s_rt 521557”_8
= 51r58n - 51551% + 517157‘8
= 3lngrs
=d 0y,

Como d # 0, segue que 0,5 = 0

0,s=0,Vli<r<s<n

Assim,
n—1 _
o~ o, 17
Jj=2 B B
= [@1,@n)? [@1, @72 . . [@1, @]
= [a a0 ayal)

o que conclui nossa prova.

101



3. Aplicacoes
Aplicamos nosso teste para comutadores para provar o seguinte resultado:

Teorema 2. Suponha o subgrupo comutador G’ de um grupo G central em
G e gerado por nao mais que dois geradores. Entao, todo elemento de G' é
um comutador.

Prova: Analisemos o caso em que G’ é um grupo ciclico.

Suponhamos primeiro G’ finito.

Se G é finito, entao este é produto direto de finitos p;-grupos G; para primos
distintos py . . . p,.

Le.,

G=G; x ... x@G,

onde | G; | = p;* para cada i e G; < G, Vi.

Agora, sendo G’ ciclico e G; p;-grupo, G} é um p;-grupo ciclico.
Digamos que seja G} = (z;) com o(z;) = p;"*, m; < e;.

Para que um subgrupo de GG seja maximal este deve ter ordem p.

m;—1

Sendo G ciclico sabemos que seu tinico subgrupo de ordem p é M = (2" ).

Assim, ¢(G) = (& ) e |GL:(G) | = p.
Seja ¢; = [a;, b;] € GI\@(G) e considere H = (¢;, ¢(G})).

Como ¢(G}) £ H < G} e ¢(G}) tem indice primo em G}, segue que H = G..
Le.,

Gi= (¢ o(GY) )

)

Afirmo que G} = (¢;).

De fato, suponhamos G} # (¢;).

Entao, dM < G tal que ¢; € M.

Claro que também, ¢(G) < M. Dai, G}, = (¢, ¢(G}) ) < M. Absurdo!
Logo, G = (¢;), Vi=1,...,n.

Sendo G =Gy x ... x Gy, temos que:
G=G,x ... xG,
= ([a1,b1] Yy x ... X {[an,bs] )
= ([a1,01] . .. [an,bs] ) (pois G' < Z(G))
= ([araz ... a,, biby ... by]) (pois os H;’s comutam)

Quando G é infinito, G’ ainda é gerado por um numero finito de comutadores.
Digamos que seja G' = (g1, . . . ¢.), onde ¢; = [¢;,d;] € G.
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Podemos supor, nesse caso, G finitamente gerado.

De fato, suponhamos o resultado vélido para grupos finitamente gerados.
Entao, se G é um grupo o qual nao ¢ finitamente gerado, tomando

H = {c;,d; ; i=1,...,n) temos que H = G’ e dai o resultado segue também
para G.

Facamos G = (g1, ..., gr)-

Fixado € G consideremos a aplicacio ¢ : 2¢ — G’
9 — [z, g]

E fécil ver que ¢ é injetiva. Dai, | G : Cq(z) | = |29 | < | G’ |< o0, Yz € G.
Em particular,

|G :Calgi) | <oo, Vi=1,..,r

Assim,
|G:2(G) [ =1 G:[Calg:) | < o0
i=1
e Z(G) também é finitamente gerado.

G
Afirmacao: AN <1 G tal que N é finitoe NNG' = 1.

De fato, basta tomar N como sendo qualquer subgrupo maximal livre de
tor¢ao do centro de G.
Considere o conjunto

A={L < Z(G); L élivre de torgao}

SeVx € Z(G) tivéssemos o(x) < 00, entao, como Z(G) é abeliano finitamente
gerado, terfamos Z(G) finito e, consequentemente, G seria finito. Absurdo!
Dal, existe x € Z(G) de ordem infinita e A # 0.

Seja A" uma cadeia qualquer em A.

Facamos Ly = U L.

LeA
O fato de que dados Ly, Ly € A" ou L1 < Ly ou Ly < L; nos garante que Ly

é subgrupo. Além disso, sendo cada L € A livre de torcao, Lo também o é.
Assim, Ly € A.

Claro que VL € A temos L < Lj.

Segue entao, do Lema de Zorn que A possui um elemento maximal.

Le., 3N < Z(G) maximal, entre os que sao livres de torgao.
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Sobre N temos:

e NNG' =1, pois N é livre de torgao

e — ¢ finito
N

Z(G
A maximalidade livre de tor¢ao de N garante que % é de torcao.

De fato, se 3xN € Z(G)/N com o(zN) = oo também.

Dai, tomando M = N(z), temos que M é livre de torcao, pois N e (z) o
sao, e

NsM<ZG) ,

contrariando a maximalidade de M entre os subgrupos de Z(G) livres de
torcao.

Portanto, ¢ livre de torgao.

Z(G)

Sendo N também abeliano finitamente gerado, temos que este é finito.

Como j&a tinhamos finito, segue que N é finito.

G
Z(G)
Isso prova nossa afirmacao.

/
Pelo caso ja provado acima, (N) ¢ gerado por um comutador.
Agora,

G\ G'N N G’ ~
(N ) N T GNN

Logo, G’ também ¢ gerado por um comutador e consequentemente é con-
stituido somente de comutadores. Assim, concluimos o caso em que G’ ’e
finito.

Suponhamos agora, G’ infinito e gerado por um elemento ¢ de ordem infinita.
Como c* € G’ implica ¢* € (¢, existe | > 0 tal que ¢! € G".

Tome ~ como sendo o menor inteiro positivo tal que ¢” € G'. Podemos supor
v > 1, pois do contrario, nosso resultado estaria provado.

Considere i, para o qual (i) = <i>

() ()

Como este grupo possui subgrupo comutador finito central, segue do que
provamos acima, que seu subgrupo derivado é gerado por um comutador.
Desse modo,
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/
<£> = (")), onde ¢ é comutador de G e § > 7y

()

Note que também

!

()
Seja d um divisor de 7 e 4.

Veja que

(e = &) = () =T

Logo, ‘

Dai, v|v/d, o que implica d = 1.

Assim, (§,v) = 1.

!/

Sendo = () ) segue que G’ = (0, ).

()

Sejam aq, as, az, as em G tais que:

=

= [al,aﬂ € c a37a4]

Faga ¢;; = [a;,a;], para 1 <1,j < 4.
Sendo G’ ciclico, existem relagoes:
cj=c", ij=13,14,23,24

Além disso, da minimalidade de v segue que «y divide cada ~;;.
De fato, supondo por exemplo, y13 = ¢y + 7 com 0 < r < 7, temos:

CT — C”/13—Q’Y — Cl?)(C’y)_q

= C13Cq9
- [alaai’)] [a17a2_ ]
= [a1, ay "as]

o que contradiz a escolha de 7.
Logo, r = 0 e ~y divide 3.
Analogamente se mostra que v divide todo 7;;.
Sei 713 14 723 724
gama; = —, ag=-— Qz3=-— € Qg=—.
R v iy J
Entao, podemos reescrever as relagoes em (1) na forma:

_ o o _ o3 _ oy
C13 = C19, Ci14 = C13, C23 = Ciy, C24 = Cqg
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Seja H = (ay, ag, as, ay).
Claro que H' < G'.
Agora, como ¢7,¢® € H', também temos G’ = (¢7, %) < H'.
Logo, G' = H'.
Considere a mudanca de geradores de H dada por:
ai =ay, ab=as, al=aza;," e aj=aga;"

* [k % .

Fazendo cj; = [a}, a}], temos:
* Y. ok 1 k. ok a3, ko o4, k. 0*

p=c" dzg=1=cly; Gz=cn=03; G=cu=cy; =<, (2

onde 0* = § + (a3 — yay).

Sendo (6,7) = 1, segue que (6*,7) = 1.
Sejam h e k inteiros tais que hy + ko* = 1.
Desse modo,

¢ = =y ey (ly)” (chacly™™)" (3)

e em virtude das relagoes em (2), a expressao (3) de ¢ é verdadeira para
quaisquer inteiros A e u. Note que ¢ € H' = G’'. Para completar a prova
demonstraremos a existéncia de inteiros A e p tais que o lado direito de (3)
seja um comutador. Observamos que a matriz A* associada a expressao (3)
para c é tal que:

Afgzy = (h — cup)k — Ap

Fazendo u=1e A = (h — ay)k, obtemos Ajy,, = 0.

Do Lema 1 temos que Aj934 = 0 também, e consequentemente(teorema 1), ¢
é um comutador.

De fato,

_ o+ h xk x (h—au)k x *x —aa
C=Cip Cgy (SLIS " Co4 Ci2
_ % h—ay —0y * * k
= Cth C131 0134 C34
_ *N—0Qy4 %k — * ok
= [a’l ay G903 ]

Facamos = = ai""*a}~" e y = aba3’.

Sendo G’ central em G, temos:
o= [ry]™ = 2™y, VmeZ

Logo, G’ é constituido inteiramente por comutadores.

Analisemos agora, o caso em que G’ é 2-gerado. Suponhamos G’ = (¢, d).
Afirmamos que G’ é gerado por 2 comutadores.

Seja D = (d).

Sendo G’ central, este é abeliano. Dai, D <., G’ <G. O que implica, D < G.
Como D < G, temos:
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!/
Dai, pelo que mostramos acima, segue que (5) ¢é constituido somente por

comutadores.
Em particular, ¢D é um comutador de G/D.
Isto é, 3,,a,b € G tais que ¢D = [aD, bD].
. ¢D =la,b|D
" la,0]'c e D
I EL; [a,b]le=d
. cd’ = la, b
Agora, considere N = (cd?). Sendo N <. G' <G, temos N < G.
Veja que G' = (d,N) = (d, cd").
De fato, como d € (d, cd”), temos que d~7 € (d, cd”) também.
Dai, c=cd” . ¢ € (d, cd).
Agora, ¢,d € (d, cd”) implica G’ = (¢, d) < (d,cd").
E, claramente, (d,cd”) < G'.
Logo, G' = (d,cd”) = (d, N).
Isto nos da:
G/
N = (dN)

Desse modo, G'/N ¢é constituido somente de comutadores.
Em particular, 3,,u,v € G tais que dN = [uN,vN].

oo dN = [u,v]N

. [u,v]'de N

A€ Z; [u,v] 7 = (edV)TH

o d(cd)* = [u,v]

Portanto, cd” e d(cd”)* sao comutadores de G.

Fagamos e = cd” e f = d(cd")*.

Note que

d=f.e*"elef)
Dai,

c=e.d Ve ef)
e temos,

G' = (e, d) < (e, f)
Logo,

provando nossa afirmagao.
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Facamos e = [a1,as] = c12 e f = |ag, a4] = c34.

Consideremos H = (a1, ag, as, a4).

Mostraremos que todo elemento de G’ é um comutador no subgrupo H e
como H' = @', o resultado segue.

Seja, como antes, ¢;; = [a;, a;], para cada ij.

Existem relagoes:

_ o1 B _ an [ _ o3 B3 _ oy B
C13 = C19C34, C14 = C13C34, C23 = C13C3y, C24 = C13C3y (4)

Suponha os f3;’s nem todos nulos. Suponhamos também que todas as rep-
resentacoes de H sobre quatro geradores sujeitos as relagoes em (4) tenham
indices de ¢34 nem todos nulos. A menos de uma reoordenacao dos a;’s,
podemos supor 3; o menor indice de ¢34 nao nulo, em moédulo.

Além disso, podemos supor B, = 0 = (5.

De fato, a minimalidade de (3; nos garante que 3y | B2 e (1| .

Digamos que seja 0y = k(3 e B3 =[5, com k,l € Z.

Considerando a mudanga do Tipo III

* —k
* ;o
a; =a;, 1=1,2,3

* x ag—kay x Po—kB1 __  x az—kag
obtemos c¢j, = ¢y csy = ]y

Logo, 5 = 0.

Analogamente, considerando a mudanca

62 = CLQGIq
a; = ay, 1= 1,3,4

—lag C B3—IB1 _ = az—lay
+ 34 -

obtemos Cy3 = ¢,5° 15

Le., B3 = 0. Isto prova nossa afirmagao.

Desse modo, as relagoes em (4) podem ser reescritas da forma:
_ a1 B _ a2 _ a3 _ o4 B (5>
C13 = C12C34, C14 = C13, €23 = Cp3, €34 = CiaC3y

Desta forma, para analisarmos o caso em que em (4) todos os f3;’s sdo nulos
basta fazer 6, = 0 = (.

Agora, seja ¢ um elemento arbitrario de G'. Entao, existem inteiros ¢ e € tais
que, para quaisquer inteiros A e u, tem-se:
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¢ = ]y &y (cra c132) (casciy™ )"

Seja A a matriz 424 associada com a expressao (6) de c.
Entao,

A1234 = (5 — Ofg)\ — Oé3,u)€ + )\ILL = ,lL()\ — Oé3€) — 6(012)\ — 5)
e este pode ser zerado escolhendo:
A=aze+1 e p=clagh—9)

Portanto, o elemento ¢ de G’ é um comutador.
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