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Resumo

Em uma Variedade Riemanniana conexa e compacta introduziremos o conceito de
espectro do operador laplaciano.
Utilizando a existéncia e a unicidade do nucleo do calor em uma variedade Rie-
manniana, provaremos o teorema de decomposi¢ao de Hodge. Este teorema afirma
que o espago de Hilbert L?(M, g) se decompde em uma soma direta de subespagos
de dimensao finita, onde cada subespaco € o auto-espacgo associado a um autovalor
do laplaciano. Além disso, os autovalores formam uma sequéncia niao-negativa
que acumula somente no infinito.

Em seguida iniciaremos a constru¢do do nicleo do calor e, por fim, mostraremos
que se duas Variedades Riemannianas sdo isospectrais entdo elas possuem o mesmo

volume.

Palavras-chave: Operador Laplaciano, Espaco de Hilbert, Autovalor.



Abstract

In a connected and compact Riemannian Manifold we will introduce the concept
of spectre of Laplace operator. Using the existence and unicity of the heat kernel
in Riemannian Manifold we proof the Hodge composition theorem. This theorem
states that the Hilbert space L*(M, g) decompose in direct sum of subspaces with
finite dimesion, where each subspace is the eigen-space relative of a eigenvalue
of the laplacian. Furthermore, the eigenvalues form a nonnegative sequence the
accumulate only in the infinity.

After that we begin the construction of the heat kernel and, finally, we show that

two Isospetral Riemannian Manifolds have the same volume.

Keywords: Laplace operator. Hilbert Space. Eingenvalue
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Chapter 1

Analise Funcional

Seja D um operador linear em um espaco de Hilbert /7. Seguem-se algumas

definicdes:

e Dizemos que D é limitado se existe K > O tal que | Dz|| < K||z||,Vz € H.

Caso contrario, dizemos que D € ilimitado.

e Dizemos que D é compacto se a imagem de limitados € relativamente com-

pacta.

e Denotando por / o operador identidade em H, e se A é um escalar entdo, se
aimagem de A/ — D € densaem H e se A\l — D possui uma inversa limitada

em Im(Al — D), entdo dizemos que \ pertence ao conjunto resolvente de

H, p(D).

e Se Im(A/ — D) é denso em H e se AI — D possui uma inversa ilimitada

entdo dizemos que \ pertence ao espectro continuo de A, Co(D).

e Se Im(A] — D) ndo é denso em H e se Al — D possui inversa, entdo \

pertence ao espectro residual de A, Ro (D).
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e Se (A — D)~! ndo existe, dizemos que \ pertence ao espectro pontual de

A, Po(A), ou que A\ é um autovalor de D.

e Se )\ é autovalor de D, entdo o conjunto dos © € H, z # 0 tais que
Ax — Dz = 0 é denotado auto-espago associado a A, e cada elemento do

auto-espago ¢ um autovetor (associado a \).

e O conjunto Co(D) U Ro(D) U Po(D) denotado por o(D) é chamado es-
pectro de D.

e A adjunta D* de um operador D é o unico operador que satisfaz
(Dx,y) = (x,D*y),Vo,y € H. Se D* = D, dizemos que D ¢é auto-

adjunto.

Teorema 1.1 Se XY € H sdo autovetores associados a autovalores distintos,

entdo (X,Y) = 0.

Demonstracao: Ver [3].

Teorema 1.2 Se D é compacto, entdo o(D) = Po (D).

Demonstracao: Ver [3].

Veja que, se D : H — H é compacto ou se H tem dimensdo finita, entdo
o(D) e o conjunto dos autovalores de D sdo iguais.
Quando for este o caso, denotaremos o conjunto dos autovalores de D sim-

plesmente por o (D).
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Teorema 1.3 Se D : H — H é compacto e auto-adjunto, entdo seu espectro
€ real, conmsiste apenas de autovalores, é enumerdvel, os autoespacos associ-
ados a autovalores ndo nulos possuem dimensdo finita e a soma direta destes
autoespacos é H. Além disso, se a quantidade de autovalores é infinita, entdo

eles convergem para .

Demonstracdo: Ver [3].

Teorema 1.4 (Identidade de Parseval) Seja A = {X,},cr uma base ortonor-
mal para o espaco de Hilbert H. Neste caso:

) XeH=X=> (X, X)X,

aEA

2) X,Y €H= (X)) =) (X, X, }(X,,Y)

a€A

Demonstracao: Ver [3].
|

Definicao: Seja f,g € L,,.(U), U C R™ aberto e o um multiindice (o =
aq, ..., ap). Dizemos que g é a-ésima derivada parcial fraca de f e escrevemos

Def =gse
/fD“qbdx:(—l)a'/gqﬁdx, V ¢cC®U), lal=a1+...+ay
U U

Lema 1.5 Uma «-ésima derivada parcial fraca de f, se existe, é unicamente

definida a menos de um conjunto de medida nula. Demonstracao: Ver [5].
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Definicdo: O Espaco de Sobolev Hy(U) consiste de todas as fungdes f €
Ll

Le(U) tais que, para todo multiindice «, com || < k, D®u existe no sentido

fraco e pertence a L?(U).

Definicdo: Se f € Hy(U) definimos sua norma como

2

bl = § 33 [ 10"

ol <k
Proposicao 1.1 O espaco de Sobolev Hy(U) é um espago de Hilbert com
(f, 9w / > (Du, D)
la|<k

Demonstracao: Ver [5].

Teorema 1.6 (Rellich-Kondrakov) A inclusdo H,(U) — L*(U) é compacta

Demonstracao: Ver [5].
[ |

Passemos agora a defini¢ao do espago de Sobolev em uma variedade Riemanniana

M™.

Definicao: Seja M uma Variedade Riemanniana conexa. Seja (¢q, Uy )acs Uma
colecdo finita de cartas de modo que U, ;U, = M.

Dizemos que f : M — R € Hy(M) se, para qualquer ¢ € C>(U,) e para
qualquer carta ¢, vale:

(Wf)o 90(;1 € Hp(Va)
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Definicao: Seja (¢, Uy )acs uma colegdo finita de cartas com U,e;U, = M e
seja {ga aecr uma parti¢do da unidade subordinada a cobertura {U, },cs Ou seja

ga € C(U,) eZga =1lem M.
ael
Dadas f,g € Hy(M) e para cada ¢, : U, — V, C R", v € I, definimos

(9 mean =D _((9af) 0 03" (909) © 02" V(v

ael

Proposicao 1.2 (-, -) g, () define um produto interno em Hy, (M) que o torna um

espaco de Hilbert.
Demonstracao: Ver [4].

Teorema 1.7 O Teorema de Rellich-Kondrakov vale para uma variedade Rieman-

niana compacta M", ou seja, a inclusdo
Hy(M) — L*(M)
é compacta

Demonstracao: Ver [6]
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O espectro de uma Variedade

Riemanniana

Seja (M, g) uma Variedade Riemanniana. Neste trabalho consideraremos, a
menos de menc¢do em contrdrio que M é compacta e conexa. Denotamos o espec-
tro de (M, g), (Spec(M, g)) como sendo o conjunto dos A € R tal que existe uma
feCc>M),f+#0,comAf = \f. Cada A € Spec(M, g) é um autovalor. O
conjunto f € C°(M) com Af = A\f, para um ) fixado é denotado auto-espaco

associado a \ e cada elemento do auto-espago € uma auto-funcao.

Defini¢ao 2.1 Seja f € C°(M). O gradiente de f é o campo vetorial suave V f
definido sobre M por

(VI,X)=X(f),vX € X(M).
Propriedade 2.1

1. Se {e;} € um referencial ortonormal em U C M, entdo Vf = e;,(f)e; é

independente do referencial.

13
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2. SeU C M éuma vizinhanca coordenada, com campos coordenados 01, . . . , 0,

entdo, em U,

_mor

g @Xlak

Vf
onde (§™)nxn = (§") -
3. V(f+9)=Vf+Vyg
4. V(f-9)=gVf+ fVyg

Definicao 2.2 Se X € X(M"), a divergéncia de X é a fungcdo suave
divX : M™ — R dada por

(divX)(p) = trago{v — (V,X)(p)},v € T,M

Proposicao 2.1

1. X =ae; = divX = e;(a;) — (Ve,e5, X)

0

2. divX = . (aiN/g).

1
V9
Definicao 2.3 O Laplaciano de f ¢ a funcdo Af : M" — R dada por
Af = —=div(Vf)

Propriedade 2.2
1. {e;} referencial ortonormal, Af = —e;(e;(f)) + (Ve,e)f.

2. A(fg) =gAf+ fAg—2(Vf,Vg) = gAf+ fAg —2(df,dg).

3. SeU C M é uma vizinhanca coordenada com campos coordenados 0y, . . . , Oy,

entdo o Laplaciano de f em U serd

Af = —% -0 (4 /3(0,1))
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4. (Primeira Identidade de Green)

| avavn+sagar= [ gPaom
M OM 1%

onde v denota a normal unitdria exterior a M ao longo de OM.

5. (Segunda Identidade de Green)

/ (fAg — gAF)AM = ( % —ﬂ) d(OM).
M om OV v

15

Definicao 2.4 Seja f : M" — R suave. O Hessiano de f é o campo de oper-

adores lineares

(Hessf), : T,M — T,M

definido por
(Hessf),(v) = V,(Vf)

Propriedade 2.3
1. (Hessf), : T,M — T, M é auto-adjunto.
2. Af = —traco(Hessf)

Definicao 2.5 Seja f : M™ — R. Definimos a Forma Hessiana de f por

(X,Y) — Hessf(X,Y),

onde

Hessf(X,Y) = (Hessf(X),Y)
= <VX(Vf)aY>
= X({(VY))

= X(Yf) = (VxY)(f)
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Propriedade 2.4

1. Seja f : M™ — R, suave. Entdo, sey : (—e,¢) — M é uma geodésica,

teremos
(Hess )4/ (8). 4/ (1)) = -2 (£ o) (1)
2.
(Af)(p) = —trago(Hess f) = —((Hess f),(ei), €;) =
—(Hessf), (e, €;) = o (foy')(t)

onde y'(t) sdo geodésicas, com y'(0) = p, ' (0) = e;.
Proposicio 2.2 Seja f : R""! — R suave. Da,

() L
.

Demonstracao: Seja x; € S™. A partir de z;, obtemos uma base ortonormal

87“ or?’
{Il, ZEZ'}?;; de R+,

— A5 (f

N

Seja y; a geodésica passando por x; em S", determinada pela direcdo x;,

1=2,...,n+ 1.
Y; - o — COS(x T1 + sen a ;.
Veja que
d _ of of
E(f oy;)(a) = —senozaac1 + cos a@xi =
@’ f 2/ of | &f
o to(f yi) (@) ~ou cosaz = om + 55 -
Logo,
o «— & RS of
A =— — =
(f|5n) (:I;s) s 2o t_o(f z) ; 83322 (33'1) + 8;1:1( 3)
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Mas,
., n+1 azf n+1 an an
(A% f) (z,) = —; 8—x%(fs) =— ;a—x?(%) - a—x%(l’s) =
(A% 1) |, (0) = &% (f1) (20) =0 2 (2) — L)

Lembremos que o espectro do Laplaciano agindo em C'*°(M™), com o produto
interno dado por
()= [ 1-9am
M
é o conjunto dos A € R tal que existe f : M — R € C®°(M),f # 0, com
Af = \f.
Neste caso, denotaremos o autoespago associado a A € Spec(M™) por Py (M™).

P(M™) = Z P\(M™) sera o auto-espago de M™.
A€Spec(R™)
Lembremos que a soma anterior € direta.

Faremos uso do seguinte Teorema que serd provado posteriormente.
Teorema 2.1
1. Spec(M™) ={0 =Xy < A\ < ...} tendendo a +oc.

2. Y\ € Spec(M), P\(M) tem dimensdo finita. (A dimensdo de Py(M) serd a
multiplicidade de \)

3. P(M) é denso em C>(M).

Lema 2.2 Seja (M", g) uma Variedade Riemanniana e suponha que, Vi € N seja
dado um subespago vetorial V; de C*°(M) de maneira que as duas condigcdes

sejam verificadas:
1. Vi,3\;, e Ry e V= Ap = \jp.

2. Z Vi é denso em C*°(M).

1€EN
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Neste caso, Spec(M) = {\i}iso e Vi = Py, (M).

Demonstracao: Obviamente, \; € Spec(M) Vi. Suponha que existe A €
Spec(M); A ¢ (\;)i>o. Obviamente, Py(M) ¢ () e Py(M) serd ortogonal a V;, Vi.
Mas isso contradiz o fato de que Z V; € denso.

Logo, Spec(M) = {\; }i>o-

Claramente, V; C P, (M). Dai, V; tem dimensao finita e, logo, serd fechado.

Se V; # Py,(M), poderiamos obter ¢ € P,,(M) ortogonal a V; e, conse-
quentemente, ortogonal a V;, V.

Mas isso contradiz a densidade de Z V.

Logo, V; = Py,(M).

Lema 2.3 (Stone-Weierstrass) Seja M uma variedade compacta e A uma sub-

algebra de C*°(M). Se A separa pontos e contém as fungdes constantes, temos

que A é denso em C°(M), donde, em C>(M).

Agora, seja H um polindmio homogéneo de grau £ > 0. Dai, podemos

escrever
oOH _ 0*H _
H=r"(H|g)= o= kr* ' (H|,,) e oz = Rk = rt=? (H|,.) -
Logo, utilizando a férmula
n n OH O°H
(AT H) [g, = A (flg.) =n7- = 55

teremos:

A (H|,,) = (A¥H) |g + k(n+k—1)H

}S” it

Em particular, se H for homogéneo (AH = 0) teremos

A% (H|g,) =k(n+k—=1)H|,.
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Dai, k(n + k — 1),k > 0 é autovalor de S™ e o conjunto dos polinémios
homogéneos e harmonicos, que denotaremos por Hy, estd contido em P(S™).

Denotaremos por H  arestricio de H a S™.

Proposicao 2.3 Spec(S™) com a métrica candnica g, € igual a {\;}r>0 onde

A = k(n+ k — 1) e 0 auto-espago associado a A\, é H.

Antes de demonstrar a Proposi¢@o 2.4 introduziremos as notacdes: Denotare-
mos por P, o conjunto dos polindmios homogéneos de grau k em R"*!, f = f | gn

e em @y P utilizaremos o produto interno (P, Q) = P-Q.
Sn

Lema 2.4 Vk > 0,
Po, = Hop ® 7*Hop 2 @ ... &1 H,
P = Hopy1 ©@ 7 Hor 1 © ... &1 H,

Demonstracao da Proposicao 2.4: Supondo provado o Lema, observe que
6/9\]5;{20 ¢ denso em C*°(S™) (Stone - Weierstrass). Por outro lado, ]Sk é a soma de
7-N[l para certos [ < k. Dai, @lﬁl = é};ﬁk Logo, @lﬁz ¢ denso em C'*(S") e,
pelo Lema, Spec(S™) = { A\t }iso0 € P (S") = Hy.

Demonstracao do Lema: Obviamente, o resultado vale para k = 0, 1.

Suponha entdo que, para 0 < k < n vale P, = H;, + r?Pj,_,. Provaremos,
entdo, que Pyo = Hiyo + 126

Vemos, primeiro, que a soma H,o + 2P}, é direta (isso é o mesmo que dizer

que Hjio € 72 Py ﬁkﬁ e ]Sk sdo ortogonais).
k
Mas H.o C P)\k+2(5n) e P, C ZP&(S”)
i=0

Logo, H2 € Py s@o ortogonais.

Veremos agora que, se P € P, € ortogonal a P, entdo P é harmonico.
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Como AP € P, pela hipétese de inducdo, AP = 0 < AP é ortogo-
nal a r2H;_o,0 < 20 < k, ou, equivalentemente, AP é ortogonal a todos os
Hi 1,0 <20 < k.

SejaP e Pyoe HE Hy o

Utilizando a segunda identidade de Greeen, teremos que

ﬁ.Aﬁ:/ P.ATL
Sn n

Mas
AH=(k—2n)(n+k—21—1)H =
/ﬁ-Aﬁ:(k—zn)(n+k—21—1)/ P-H=0.
AP=AP+ (k+2)(n+k+1)P=
o[ BAP=[ H-AP+(k+2)n+k+1) ﬁ.ﬁ:/ﬁ.xp
sn sn sn n

Logo, H-AP=0= APé ortogonal a todos os ﬁk,gl = P é harmonica.
Sn
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O nucleo do calor

3.1 O nucleo do calor em R"

Propriedades de convolucao e transformada de Fourier:

° Am = 1 e X
o f(z)= ! e Xt
o) = g Lo repas

o (fxg)(x)= . fl@ = y)g(y)dy

o (fxgl=0mE -[-3

« f=()
Dada a distribui¢@o do calor f((x) = f(0,z) no R", considere a distribui¢ao do
calor f(t,x) governada pela equacdo (0t + A,) f(t,z) = 0.
Dai,

Apf(t x) =

21
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= A, (ﬁ / ) e“'fﬂt,f)df) =

1
(2m)2

o [ e gas

1
(2m)3

= Otf(t,z) = — 1€)? /Rn e (t,€)de

Por outro lado,

otf(t,z) =

(271)3 / <O (1. E)de.

Utilizando as duas expressdes anteriores, teremos

1
(2r)3

(¥ | emsnfie.e) + 6P Fie. )i

Agora, observe que, se definirmos g(t, z) = Ot f(t,x) + |z|*f (¢, ), teremos

~

g(t, )

1

- G / TS (4,6) + 6P F(t )

= 8tf(t,$) + |ZL‘|2f(t, :L‘)

*

(%) _ 1 it _
Dot = oy [ A =0

= g(t,x) = ﬁ / e TEg(t, €)dE =0

= —[¢Pf(t,€) = Otf(t,€)
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~ ~

Concluimos entdo que f(¢,&) = f(ojg)e—tlf\Q - f(f)e—tlx\?

Mostraremos agora que (e~ H#1°) (&) =

Mas

_ 1n/ eix-éeft\xpdx
(2m)2 JRn

1 ~ A
(27)% 11 /R et dr,
=1

~ e g2
Calculemos entdo o valor de / it e ;.

R
Se fizermos
o z=t2x; — E—jli, entao
27
° dxj = d—f
t2
2 2 7 2 2 &
_ : _ _ S
o 2% =tuw; — ;& — 5 = iw;&; — tag z¢ =2
Dai,
,g%
1 2 512 e 4t
/e”f@e Yide; =< [ e Titdz = — e “dz
R t2 Jr 2 Jr
onde

Mas, deformando I' no eixo real, teremos

oo
.2 2 _ 2 1
/ezdz:/ezdx:/ eV dr =2
I R —00
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1
T2 g
——e % ,implica que

Dai/Re”jéje_m?da:j = 1
€—t|z\2 Y 1 - W_% _Tijz — 1 It
€0 = s ]1;[1 17 T s
Logo,
1.6
= fl©e "
N 1 w2
- { g ¥} ©
1 1 2
~ o /(@ )}
Como (f) = f temos
) = g [ rway

Em uma Variedade Riemanniana M, dizemos que ¢ : R x M x M — R, C I'na

primeira varidvel C? na segunda e na terceira, € um nicleo do calor se satisfaz:

(O + Aye(t,z,y) =0
(0 + Ape(t,z,y) =0

i [ elt, ) (o)dy = )5 € L2(00)
—0 M

T—y 2
1L__e~"2" ¢ um nicleo do calor.

No caso do R", vé-se que e(t, z,y) =
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3.2 Simetria e unicidade do Nucleo de calor

Proposi¢io 3.1 Sejam a(t, x,y),b(t,z,y) € C*(R* x M x M) satisfazendo (0;+
Ag)a = (0,5 + Ag)b =0e

lim [ a(t,z,y)f(y)dy = lim [ b(t, z,y) f(y)dy = [ (),

t—0 M M

Vf € C*(M). Entdo a(t,z,y) = b(t,x,y).

Demonstracao: Mostremos primeiro que a(t,z,y) = a(t,y,z). Utilizando a
segunda identidade de Green para as fungdes a(t’, y, w) e a(t—t', x, w) na variavel

w, obtemos:
0 = / (a(t —t' z,w) - Aza(t’,y,w) — a(t',y, w)Asa(t — ', z,w)) dw
M
= / (—0pa(t,y,w) -a(t —t' z,w) — a(t',y,w)Opa(t — ', z,w)) dw
M

= —at,/ a(t',y,w) - a(t —t',z,w)dw.
M

t
0 = /(@// a(t’,y,w)-a(t—t’,x,w)) dt’
0 M

= lim [ a(t',y,w)-a(t —t, z,w)dw —lim [ e(t',y,w)- alt—1t, r,w)dw
t'—t M t'—0 M

= lim [ a(t',z,w)-a(t,y,w)dw —lim [ a(t',y,w)-a(t,z,w)dw
=0 oy =0 M

= a(t,y,x) —a(t,z,y) = 0.

Logo, a(t,z,y) = a(t,y, ).

Observe que, neste caso,
(O + Ay)a(t,z,y) = (0 + Ay)a(t,y,x) = (0 + Ay)a(t,z,y) = 0.

Agora, considere a integral:

¢
/ (83/ a(s,z,w) b(t — s,w,y)dw) ds (3.1)
0 M
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Por um lado,

/ot (as /Ma(s’x’ w) bt — s, w, y)dw> ds —

= lim {/ a(t —t',x,w) b(t', w,y)dw — / a(t',x,w) b(t — t’,w,y)dw}
U=0 | Jr M

= lim {/ b(t',y, w) a(t, z,w)dw —/ a(t', z,w) b(t,w,y)dw]
=0 | Jr M

= a(t,z,y) — b(t,x,y).

Por outro lado,

/ot <a§ /M als, ,w) b(t — s, w, y)clw) ds =

_ /Ot </M[3Sa(s,x,w) b(t—s,w,y)+a(s,x,w)3sb(t—s,w,y)]dw) ds
_ /Ot < /M = Awa(s, z, ) b(t—s,w,y)+a(s,x,w)Awb(t—S,W,y)]dw> ds = 0.

3.3 Teorema de Hodge

Teorema 3.1 Seja (M, g) uma variedade riemanianna compacta e conexa. Ex-
iste uma base ortonormal de L*(M, g) consistindo de autofungées do Laplaciano.
Todos os autovalores sdo positivos, exceto que o autovalor zero tem multiplici-
dade um. Cada autovalor tem multiplicidade finita, e os autovalores acumulam

somente no infinito.

Demonstracao: Para a prova, utilizaremos a existéncia do nicleo do calor em

(M, g), ou seja, existe e : RT™ x M x M — R, C' na primeira varidvel, C? na
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segunda e na terceira tal que

(00 + Ayelt, z.) =
(O + Ape(t, z,y) =
liny /N e(t,2,y) f(y)dy = F(2).¥f € (M)

t—0

Definimos o operador do calor e~ ' por e ' f(z) = / e(t,z,y) f(y)dy.
M
Dai, e~*2 f(z) é solugdo para a equagio do calor com condigdo inicial f(x) €

L*(M). Fazendo f(t,z) = e *A f(x), teremos:
(O + AL f(t,x) =0
fim f(,2) = J(z)
Como e(t, z,y) € C? em x, temos que, para f € L*(M),
e eCh* M) k=1,2= e € H(M), s=1,2.

Dai teremos que, se ( f;)ien contido em L2(M)|| f;|| 2 — Oentdo |[e~*2 f;|| g, — 0.
Logo e~*4 : L2(M) — H,(M) é continua.
Pelo Teorema de Rellich-Kondrakov, a inclusao H; <i> Hy é compacta.

Dai, a composi¢ao
—tA i
Hy=L1*‘— H, — Hy= L*

de um operador compacto com um limitado é campacta.

Além disso, o operador do calor é auto adjunto pois:

@29 = [ ([ conrma) s -

[ ([ ctenpgtorte) sy = tr.c2)

pela simetria do nucleo do calor.
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Pelo Teorema Espectral para operadores compactos auto-adjuntos em espagos

de Hilbert, L?(M) possui uma base ortonormal de autofun¢des para o operador

e~*A com autovalores y;(t) — 0 quando i — co.

Afirmaciio 3.1 e 4 . g7 1'A = g (t+)A

Demonstracao: Supondo sem perda de generalidade ¢ > s > 0, temos

) = B ([ sannsan) @

- /Me(t —5,2) (/M e(s, Zw)f(y)dy) dz
- /M (/Me“ - 37$>Z>6<87z,y>dz) f(y)dy.

(t=5)Ae=5A possui niicleo:

Logo, e~

/ e(t —s,x,z)e(s, z,y)dz
M

Observe que:

(0 + A,) (/Me(t — 5,2, 2)e(s, z,y)dz> ~0

lim (/ e(t — s,x,z)e(s,z,y)dz) fly)dy = lim [ e(t—s,x,z2) (11_{%6(5, z,y)f(y)dy) dz

t—0 t—0 M

= %1_{% y e(t,z,2)f(2)dz

= f(=).
Pela unicidade do nucleo do calor, teremos
e(t,z,y) = / e(t — s,x,2)e(s, z,y)dz = e & = e7 798758,
M

Fazendo t = t' + s, teremos:

e (t-i-s)A:e tAe sA‘
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Dai, temos que y;(t) > 0, pois
(€78 f) = (PR PAL ) = (e PAF e PAf) > 0.

Dai, obviamente, y;(t) > 0. Se, por acaso, y;(t) = 0 para algum ¢ entdo

existiria f # 0 com e "2 f = 0. Dai,
0= (e2f) = (2 2f, 28 f) = 22 =0
Repetindo o argumento, teremos
R —OWn= f= 1i_r>%e_mf =0,

absurdo.

Logo, y;(t) > 0, Vi.

Agora, tomemos uma base ortonormal {w;(t)} C L*(M) tal que
e~ Bw;(t) = yi(H)w;(t).

Veja que w;(t) é independente de ¢, pois a equagio

e—sA . e—tA _ e—(s+t)A _ 6—(t+s)A _ e—tA . e—sA

t

implica que o operador e~** podem ser simultaneamente diagonalizados Vt.

Dai,
e B, = yi(tHw; = 0= (8t+A)(e’tAwi) = (O +A)(y:(H)w;) = giw; +y; Aw.
Como y; > 0, podemos escrever:

Yi

Como Aw; e w; ndo dependem de ¢, temos que
_ ¥ _ ¢ ndo depende de t = y;(t) = C'e " algum \; € R
Yi
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Quando ¢ — 0, e~*2 vai para a identidade = y;(t) — 1 quando ¢ — 0. Logo,
C"=1e )\ > 0. Logo, y;(t) = e,
Dai, teremos:

i e Mt
Yi e

Agora, utilizando a primeira identidade de Green, temos:

/M (V1.99) ~ fagyaM = [ 1Pa(om) = / (V£.Vf) — fAf)dM = 0.

OM
Se 0 € spec(M, g), entdo
Af=0= (VF,VfidM =0=Vf=0.
M
Como M € conexa, teremos f = C.

Logo, o auto espago associado a zero possui dimensao 1.

tA —tA

Como e~ € compacto, seus autovalores e possuem multiplicidade finita e

acumulam somente no zero. Logo, podemos listar os autovalores de A (repetindo

os autovalores de acordo com as multiplicidades) como 0 = A\ < Ay < A3 <

4 TOO

3.4 Construcao do Nucleo do Calor I

Considere a expressio formal: Z el (z)w;(y),

i
Onde w; é uma base ortonormal para L?(M, g) que consiste de autofungdes
do laplaciano, e os \; sdo os respectivos autovalores.

Formalmente, teriamos, escrevendo [ = g a;w;, a; = / fw;
M

w [ <Ze*ﬂwz~<x>wi ) = e o) [ wil) )y -
Z e M, (x)ay
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Dai,

lim | (Z e‘Aitwi(x)wi(y)> fly)dy =

i

. _)‘it . . — e
= 1% e wz(m)az Zwlal f('r)

%

2 (0 +A4y) (Z G_Aitwi('q;)wi(y)) =
Z —Nie” M (x)wi(y) + Z e MO\ w; (2)wi(y) = 0.

(3) (@ +A) (Z MO (2ywily >>=o.

7

Logo, seria um forte candidato para o nucleo do calor.
g p

Provaremos, de fato, que este € o caso.

Proposi¢ao 3.2 Assumamos que existe e(t,x,y) € C*(R* x M x M) satis-
fazendo, para todo f € L*(M),

(0t + Ay)e (t:z:y)—()
hm/ e(t,z,y)f(y)dy = f(x).

Entdo temos a convergéncia pontual e(t,x,y) Z e N pi(x)pi(y), onde ¢; é

uma base ortonormal de L*(M) satisfazendo Ad; = \;¢;.

Demonstracao: Seja ¢; como no enunciado. Fixando ¢ e = e escrevendo e(t, z, -) =

Zfi(t, x)¢;(+) na varidvel y, temos que f;(t,x) = / e(t, z,y)p;(y)dy, desse
M
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modo

O filt, z) = /M dre(t, z,y)bi(y)dy

_ /M Ayelt, z,y)di(y)dy
- _Le(t,x,y)Ay@(y)dy

= —\ /M e(t, z,y)di(y)dy

= _)\zfz<tax)
= fi(t,x) = ki(x)e_)‘it

= c(t,x, - Zk: Ye My (+)

(Segunda Identidade de Green)

Expressando f € L*(M) como f = Zaigzﬁi, a; = / f s, temos
M

t—0

f(z) = lim Me(t,w,y)f(y)dy

. -\t .
_%E)%/ Ze /{Z,(CL’

)0i(y) f (y)dy

_ —\it
ki [

= lim e_’\itki(m)ai

t—0
= Zk

Logo, k;(z) :>Ze ity ()

fixados. Disso resulta que ex1ste uma sequéncia 7, — oo tal que

Z e i

Pela Identidade de Parseval

(y) = e(t,z,y)

«

mal

(x,y) = Z(x,xa>(xa,y), {z,} base ortonor-

32

(y) — e(t,z,y), na variavel y, para t, x
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temos

(gl = ( f el mmratnay) - ([ G o)
=2 Nigi()e i)
= Y @)

Mas Z e ' ¢;(x)¢;(x") converge pontualmente, com limite continuo em

7
t,x, ', pois (e(%, x,-),e(%, x',-)) é continuo.

Logo Z e Mg (x)pi(y) — e(t, z,y) pontualmente, Vi, x, .

3.5 Construcao do Nucleo do Calor 11

Sabemos que existe € > 0 tal que Vz € M, a exponencial exp, leva difeomor-
ficamente B.(0) C 7, M em uma vizinhanga V, de z. Para y € V,, seja r(x,y)
o comprimento da geodésica radial ligando = a y. Lembre que r(x,y) < €. De-
finamos entdo uma vizinhanga U, da diagonal a M x M por U. = {(z,y) C

2 (z,y)

M x My € ;e G (RT x U.) = Rpor G(t,a,y) = (4nt) 5e”

G € C°(R* x U.). (Perceba que GG é bem parecida com o nticleo do calor em
R™).
Fixemos k € Z" e consideremos

2 (2,y)

S =Sk = Silt,z,y) = (dnt)"Ze” i (ug(w,y) +... + wp(z,y)t")

para certas fungodes u; € C*(U.).
Desejamos que (0t + dy)S = 0.

Temos:
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o AS=(AG)(up+ ... +upth) —2(dG, d(ug+ ... +upt®)) + GA(ug + . .. + ugt®)

Como G € fungio de 7, temos:

0G 0G 2’+n—1
D T

Onde D = det(D exp,). A prova dessa férmula pode ser encontrada em [1] e

[2]. Mas
oG 2r r 0*G 1 r r 1 r?
o =10 = 50" e =G =5 (50) = 50+ 4G
Dai
AG =
1 r? r D n-1
gG—@G—%%G(f—l— " ) =
r D 1 r? n-—1
2_tﬁG+G<2_t_4_t2+—2t ) =
r D n r?
wp e (5 B E)
donde D' = 0rD
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oG aG 8u0 Oug oug,
or 89 06 or 00

T+ 220, L0000 + Z009 1 g, +tk—d0>

oG aU() k@uk -
<Edr,ﬁdr++t Wd’/’> =

Logo,

(Ot + Ay)S =

Oug tk ouy,
or + or

i r D'

2t D

1 (rD OJuyg i1 ou; k
G —(§5u0+7‘——|—) Zt <(§ﬁ+z)uz—l—ra + Ayu, 1)—|—t Ayug

Gostariamos que todos os termos contendo poténcias de ¢ desaparecessem,

exceto t’“AyMk. Para isso teriamos:

Da primeira equagao temos

1D , s 1
%o _ &7 = (nu) = (D7) = Inug = D2 + C(0) = ug = kD2
Ug
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onde k& = k() ndo depende de r. Fazendo k = 1, temos

1 1
D(exp;1(y))  +/detdexp, (exp;1y)

Em particular, uy(z, x) = 1.

up(z,y) = \/

Para encontrar os outros u;, resolvamos esta versao mais simples da segunda

equagio:
ou; N r (D N 0
r =4+ )u =
or 2\ D
I - u; =
or 2D r
d%(Dérl)
Ou; 1 .. 1D i )
(;2 (D2r") + 5t ﬁuiD%r’ =0
0

.. i1 el s ~
Se exigirmos que u; = k(r)r~*D~2 e substituirmos essa expressdo na segunda

equagao teremos:

0 A D’ A
TE(kT_ZD%) + (gE + Z) ]’CT_ZD_% + Ayui_l =0
) 1 . 1 i D’ D’ .
=r (k’r"D—2 +k (—ir‘z_lD_2 — r2 D3>) + (gf + 1) kr—iD™2 + Ayu; =0

. kD iy .
= KD = ik D7 4 gD_?, - TQD S ik DR 4 Ayug = 0
2 T2

=k = —Ti_lD%Ayui—l
= k= / D%(x(s))Ayui,l(a:(s), y)s'ds +
0

Pois, se x(s) é a geodésica com velocidade unitéria ligando x a y, s € [0, 7], Au;_q
€ funcdo de r ao longo dessa geodésica. Além disso, como u; = k(r)r*iD_%

temos que, para u;(x, r) existir, lin% k(r)=0=a=0.
r—
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Substituindo esta equacdo em u; = dr='D~2, teremos:
ui(w,y) = —r ' (z,y) D2 (y) / D2 (2(s)) Ayt 1 ((s), y)s' ' ds
0
Definindo u; indutivamente. Por essa equacao, teremos
(Ot+Ay)s = (47rt)_%e_%tkAuk

Indutivamente também teremos u; € C*(u.). Agora, extendemos S para uma

funcdo em M x M.

Para tanto, considere a "bump function” n € C*°(M x M) comn(z,y) € [0,1],n =
Oem (M x M) —U.en=1emUs. Fazemos Hy =Sy € C*(R" x M x M)

e (R°=RTU0)

Defini¢do 3.1 Um "parametrix” para o operador do calor 0t + A, é uma fungdo

H(t,z,y) € C°(RT x M x M) tal que:
(a)  (Ot+A,))H € C°(R*x M x M)

t—0 M

Lema 3.2 H), é um parametrix se e > %. Além disso, (0t + Ay)H;, € C'(R° x
M x M) sek > 1+ 3.

Demonstracido: Mostraremos primeiramente que (0t + A,)H}, se extende para
CH R x M x M)sek>1+2.

e Temos H = 0 em R x (M x M — U,). Neste caso, (0t + 0,)H se extende
claramente em C'(R® x M x M),

eEm R' x Ug,
n 7’2
(Ot + Ay Hy = (0t + A,) Sy, = (dnt) 2tFe” wAH), — 0

'r2
quando t — 0, pois k > Z,e” @ < 1.

Obeserve que as derivadas de ordem 0, 1, . . . , [ desta funcdo s@o todas continuas e



CHAPTER 3. O NUCLEO DO CALOR 38

também se extendem quando ¢t — 0, dai (0t + A,) se prolonga a uma fung¢do em
C Z(RO x U £ )

eEmR ' x U, — Ue, temos:
(0t + Ay)Hy, = (0t + Ay)nSk = notSy + nA, S, + A, — 2(dn, dSy)

= n(0t + Ay) Sk — 2(dn, dSy) + (Ay,n)Sk.

Veja que
n(ot + A,)Sk = n(4rt) "2 the 7 Ay

on 0S oS W2 —r\ Or
~2(dn.dS) = -2 30 SLTkg, T = (4mt)He (Q_t) o
J J

(Ayn)Sk = (47Tt)7%€77472(Ay77) (UO + ...+ Uktk)

Logo

(Ot + A Hy = (4mt) 2e 5 p(t,x,y),  @(t,z,y) € C°(RT x U — Us)

2

6*7’

Como 7 > 7, temos que lim " =0 Vk>0
t—0 4t

= (0t + OA) Hy € CY(RO x U, — Us)
= (0t +0A,)Hy, € CY(R°x M x M) com (0t + A,)Hy = 0em {0} x M x M.

Agora devemos mostrar que:

2

lim | (4mt) ™25 n(@,y)(uo(@y) + .+ tru(w ) f(v)dy = f()

Mas

2

lim [ (dmt)"2 e (e, y)ui(z,y) f(y)dy
=0 Jus

-2

=lim [ (4rt) 2 w(e, y)ui(e, y) f(y)dy
+ lim (drt)"2e” Tz, y)ui(z,y) f(y)dy
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Mas o limite na dltima parcela da soma anterior € 0, pois 7 > .
Fazendo a substitui¢do y = exp,(v) teremos

2

lim (dmt) "% e T (e, y)ui(z,y) f(y)dy
t—0 Bg(x)CM
r2 K]
= lim (4mt) " 2e” % )u,-(x, exp, (v)) f(exp,(v)) det(exp,(v))dv; . .. dv,
t—0 B (0)CTy (M)
r2 K
= lim (dmt) "2 e” % >u2-(x, exp, (v))f(exp,(v)) det(exp,(v))dv . .. dv,

Onde aqui, extendemos u; = 0 fora de Bg(g;)-
n T2
Identificando T}, M com R™. Observe que (47t)~2ze~ % é o niicleo do calor no

R". Logo, quando ¢ — 0 a ultilma integral acima converge para:

w2, exp, (0))f (exp, (0)) det(exp, (0) = wi(z, 2)f(x)

Como ug(z,z) = 1, temos:

2

lim M(47rt)—%e—17n(a:, y)uo(w,y) f(y)dy = f(x)

2

lim (47rt)_%e_%t77(x, y)tiui(a:, y)f(y)dy =0
t—0 M

0 que completa a demonstragdo.

Observacao: Da mesma forma, poderiamos mostrar que

fim N[(‘lﬂt)‘ge‘ﬁn(% ) (uo(w,y) + ... + trup(z,y)) f(z)dw = f(y)

3.6 Construcao do Nucleo do Calor (III)
Para A, B € C°(R° x M x M), definimos:

(Ax B)(t,z,y) = /0 (/M A0, 2,q)B(t —0,q,y)dq)dd € C°(R* x M x M)

A= Ax. .. x A )\vezes
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[e.e]

Lema 3.3 Seja Kj, = (0t + Ay)Hy.. Entdo Q) = Z(—l)A“K;)‘ existe e estd
1

em C'(R° x M x M) se K > |+ 2. Além disso, dado T > 0, existe C' = C(T)

tal que |Qi(t,z,y)| < CtF=2 Vvt € [0,T).

Demonstracao: Escrevendo K, = (0t + A,)(nSk) teremos

|Kk:| = |at+Ay(nSk)| = |77(8t+ay)5k_(Ay77)Sk‘ < |77(8t+ay)sk|+|<Ay77)Sk|

Mas |n(0t + 9,)Sk| < t573 |n(4m) =2 Auy| < 732 A,

(7

n T2 n
Oynsel < 1 | Ame i (524w ) | < #EA(T)

Lembrando que (M x M) —U,n=0= An=0;emUs,n=1=n=0;eem
Ue—Us,r > Us = | K| < AT)tF~2 < A(T)T*2 = B.
Provemos que
A/B)\—lv)\—ltkngr/\fl
|K*>\(t7 x’ y)| S n n n = a>\
F k=—2)k—24+1)...(k—2+X-1)

onde V= volMeA =(k—%2)A

2

Para A = 1, ja temos o resultado. Suponha que o resultado vale para A — 1. Dai:

|KiM ¢, z,y)| <
' (A-1)
/(/ re (G,fc,q)HKk(t—H,q,y)ldQ) do <
0 M

t A=21/A—2pnk—2+X—2
[ (e m)o-
o Uy k—2+0). (k—2+r-2)

AV j[tek—3+*‘2d9::
k=) (h—2+r-2) J,

AB)\flv)\fl tk—%-ﬁ-/\—l
k=5 (k- E+A-2k—2FtA—1
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Agora observe que

— — 1
@ T k—Z4+A—1 b

A+1 BVt
la™ Vv <a,\+1> —0, tel0,T)

ax

Pelo teste de Weierstrass Z(—l)A“K A converge uniforme, para t € [0, 7.
Isso implica que Z(—l)”zK,j’\ € continua, com ¢ € [0, 7.

Aumentando sempre 7', temos que
Z(—I)A“K,? € C°(R" x M x M)

De maneira andloga, estabelecemos majoragdes para | D° K;*| onde S € um multiindice

de ordem < [, e deduzimos que Z(—l)AHDS K} converge para uma funcio

A1
continua (D%Q},).

Lema 3.4

(i) SeP e CO'Rx M x M), entdo Px Hy, € C'(R* x M x M), sek>l—l—g

(ii) (0t +A)P*Hy) =P+ PxH, se k;>2+g.

Demonstragio: ¢ estd bem definida e é continua em {(¢,z,y,0) € R° x M x
M x R%6 < t}.

Devemos mostrar que ¢ se extende continuamente em {(t,z,y,6) € RY x
M x M x R% 6 <t} como(t,z,y,t) = P(t,z,y).

Suponha que ¢, § permanecam limitados em [0, 7).

Escrevemos 1=t —0=0=t— 171

(IO(t,I,y,dg) :/ Hk(Ta(J7y)P<t_Tax7Q)dq
M

Mas
lim / Hy(r, 4, 9)P(t — 7, 2,)dq = P(t, 2,y)
M

T—0
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Pois

lim [ Hy(7,q,y)P(t —7,2,q)dg = P(t,z,y)

T—0 M

€
< —

= Dado e > 0,30;;7 € (0,01) = ‘/ Hy(1,q,y)P(t,x,q)dq — P(t,x,q)dq 5
M

= 36y > 0;t' € (t — s1;t + $9)
= ‘/M Hy.(m,q,y)P(t', 2z, q)dg — P(t, z,q)dg — /M Hy.(7,9,y)P(t,x,q)dg — P(t,x,q)dq‘
Se 0 = min (01, d2) entdo, set’ € (t —d0,t+6) e T € (0,9) temos:
’/M Hy(7,q,y)P(', 2z, q)dg — P(t,ﬂc,y)‘ <e
Em particular,se t' =t — 7,
'/M Hy(7,q,y)P(t — 7,2,q)dq — P(t,x,y)' <€

Logo, P * H), esta definida em R° x M x M e é continua.
Para provar que P * H;, € C'/(R° x M x M),

Definimos a fungdo

¢S@J%%3)—:/)FwaxﬂﬁDfﬂk@J%t—eﬁm
M

e provamos a continuidade em 6 = t.

(i1) A regra de Leibniz:
d (Y db da
T .., Sedds = ZH@fbla.a) = G (a(w), o)
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nos da:

(O + A,) (P Hy) = (9t + A,) /Ot (/M PO, 2. g)Hy(t — 0.q, y)dq) i

= lim
s—t M

t
T / ( / P(e,x,qmtm(t—e,q,y)dq) a6
0 M
t
T / ( / P(e,x,qmyﬂk(t—e,q,y)dq) a8
0 M

Ky

t s
= P(t,x,y)+/ / P(0,z,q) (0t + Ay)Hi(t —0,q,y)dq | do
0 M

P(87 xz, q)Hk(t — 5,4, y)dq

= P+ P x K;.
|

Teorema 3.5 Fazendo e(t,xz,y) = Hy(t,x,y)—QrxHy(t, z,y) entdo e(t, z,y) €

C*®(R* x M x M) é independente de k, se k > 2 + % e € o niicleo do calor.

Demonstragdo: Como k > 2 + 2, e(t, z,y) é, pelo menos, C*. Dai:

(Ot + Aye(t,z,y) = (0t + Ay)(Hr — Qr * Hy)

= K}, — Qr — Qr * H},

o0

o

=K — > ()M"EP =) (DMK K,

A=1
00

A=1
00

* *(A+1
= K, — Y (~D)MEP =D (-1 R

A=1

A=1
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Além disso,

lim | e(t,z,y)f(y)dy = hm/ Hy(t,x,y)f(y)dy

t—0 M t—0

—lim [ (Qp* Hy)(t, x,y)f(y)dy

=0 Jar
— ) =iy [ (@ux Hu) 1. 0) )y

Mas

i [ (Qur Bt ) )y =iy [ (/ (/ Qu(6, 7,4 it — 0,4, y)dq> d9> F(y)dy
/ (/ o (/M Ry (0,2, ) Hi(t — 9,q,y)f(y)dq) de) dy

Observe que Q) < t" 3 A = R;, = -2, < A(T) é limitado.
Mas, parat,d € [0,T], 7 =t — 0,

l\J

hm/ Ri(0,z,q)H(t — 0,q, y)dq‘

hm/ Hi(0,q,y)Ri(t — 0, x q)dq‘

<A

tal integral é limitada, para 6, ¢ € [0, T).

hm/ (/ Co~ 2d0) dy‘

k-2l
— lim/ Ct—Zdy‘

t—0 Mkf—%“—l

hm/ / Gk/ Rp(0,z,q)H(t — 0,q,y)f(y )dqd@dy‘

t—0

= lim CtF—2+!

t—0

=0

Logo, lir%/ e(t,z,y)f(y)dy = f(z). Dai, e(t, x,y) é o nicleo do calor e, pela
U Jm

unicidade, ndo depende de k.
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Além disso Hy — Qp * Hy € C*2(R* x M x M) ¥V k, que implica que
e(t,z,y) € C®°(R" x M x M).



Chapter 4

A Expansao Assintotica do Nucleo

do Calor

Lema 4.1 Se {\;}ien = spec(M, g) entdo Z e Nt = / e(t, z, x)dr.

M

Demonstragﬁo:/ e(t,a:,x)dx:/ Ze‘Aithi(a:)Qda::Ze_Ait/ ¢i(7)*dx
M M i M

E ef)vb't

Defini¢ao: Escrevemos A(t) ~ Z btk se VN > ko,
k=ko

A(t) — i byt

k=ko

I
150 tN 0
A soma Z bit" é chamada expansio assintética de A(t).
k=ko
Proposicao 4.1

e(t,z,x) ~ (4mt)"2 Zuk(:v,x)tk.
k=0

46
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Demonstracao: e(t,z,z) = (Hy — Qy * Hy)(t,x,x) para k >> 0. Como

Qx| < CtF=2, temos:

t
(478)3|Qp % Hy| = (4nt)3 / g3 ( / Rk(ﬁ,x,q)Hk(t—G,q,y)dq) dt
0 M

w[3

t
< (4t) / 0F=2Cdf = Cy !

0
Como (4nt)2 Hy(t,z,2) = up(w,x) + ... + up(x, z)t*, entdo (4nt)2e(t, z,v) =

ug(z, ) + ...+ up(z, 2)t* + R(t, x).

Com lim M =0
t—0 tk
[
Teorema 4.2 Z e~ Nt~ (4rt) 2 Z axt™ onde aj, = / ug(x, )dx.
i k=0 M
Demonstracao:
Ze_”\it :/ e(t,z,x)dz
p M
/ (4mt)™ Zuk x,T) tkdm
4wt32(/ ukxxdx> t*
. M
[

Corolario 4.3 Se M™ e N™ sdo Variedades Riemannianas isospectrais entdo M

e N tém mesma dimensdo e volume.
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Demonstracao: Seja {\; };ieny = specM = specN. Dai,

() 30 ( / um@) P e

N (;mf)g kf; < /N u (x,a:)) ¢

= m = n (por conta das poténcias em t)

Dai
(4nt)~% Z (/ u (z, x) —/ up (z,z) | t* ~ 0
=0 \Ju M
_m N
i (4mt)~2 Y00, (fM up (z,2) — [ ukN(x,x)) tk
t—0 tNo
=0

Se Ny = 0, teremos

/ uo(z, x)dr — / uo(x, z)dr =0 = vol M — vol N
M N
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