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Resumo

Esta dissertacdo apresenta resultados sobre Coberturas de Grupos por Sub-
grupos Abelianos, Subgrupos de Sylow e Subgrupos Normais. O Teorema de
Neumann ¢ indispensavel no estudo das Coberturas por Subgrupos. Apresenta-
mos no Apéndice C uma prova elementar de um resultado muito importante nas

Coberutas p-Sylow.



Abstract

The paper results on the Coverage Groups by Abelian Subgroups, Subgroups
of Sylow and Normal Subgroups. Neumann’s Theorem is essential in the story of
Coverage by Subgroups. We present in Appendix C an elementary proof of a very

important result in the Coverage p-Sylow.
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Introducao

No inicio da década de 50, o matematico italiano D. Greco publicou os primeiros
trabalhos que tratavam de um problema aparentemente simples:

Quando podemos escrever um grupo como uniao de n subgrupos?

D. Greco procurou estudar os casos pequenos. Ele conseguiu uma caracterizagao
para os grupos que podem ser cobertos por 2, 3 ou 4 subgrupos. Para o cason = 5,
sua caracterizacao foi apenas parcial, o que mostrava a dificuldade do problema.
Percebeu-se ali que talvez esta ndo fosse a abordagem mais interessante e outras
idéias comegaram a surgir.

No ano de 1954, B. H. Neumann publicou dois artigos: “Groups covered by
permutable subsets”, “Groups covered by finitely cosets” relacionados com o as-
sunto. Ele estudou o problema da cobertura de um grupo, nao s6 por subgrupos,
mas também por classes laterais. Um dos resultados mais importantes obtidos por
Neumann nos diz que se um grupo G pode ser coberto por uma quantidade finita

de classes laterais(a direita):

entdo pelo menos um dos subgrupos X; deve ter indice finito em G, e as classes
laterais dos subgrupos de indice infinito podem ser omitidas da cobertura.

Diremos que a cobertura (1) ¢ irredundante quando nenhuma das classes lat-

11



Introducao 12

erais puder ser omitida. Em outras palavras, quando:
J#

O resultado de Neumann pode entdo ser reescrito como:

Teorema 0.1 (Neumann) Se G admite uma cobertura irredundante por n classes
laterais:
G:X1T1UX2T2UUXnTn

G:ﬁXZ-

i=1

entdo o indice é finito.

Este teorema se aplica ao caso particular onde as classes sao subgrupos. R.
Baer em “Groups covered by finitely many cosets” observou que quando os sub-
grupos eram abelianos, sua interse¢do estava contida no centro de G, o que nos
permite concluir que |G : Z(G)| é finito neste caso. Dai, por diante, varios tra-
balhos foram publicados relacionados a tal problema. Comecou-se a estudar o
problema de cobertura de grupos por subgrupos especificos, por exemplo, por
subgrupos normais (M. A, BRADIE, R. F. CHAMBERLAIN e L. C. KAPPE),
por subgrupos proprios (J. H. E. COHN), etc.

Este trabalho dissertativo, que aqui apresentamos ¢ baseado nos seguintes ar-
tigos: [2], [5], [6], [7], [8]. Apresentamos agora um pouco da estrutura do texto,
ou seja, dos capitulos e apéndices que compdem esse trabalho.

Esta dissertacdo ¢ composta de cinco capitulos e trés apéndices. Vamos falar
um pouco agora da estrutura do texto, do que ¢ feito em cada um dos cinco
capitulos e dos trés apéndices.

No capitulo 1 desenvolvemos todos os pré-requisitos que serdo necessarios no
decorrer da leitura. As seis primeiras se¢oes sao topicos elementares do curriculo
da Teoria dos Grupos. A se¢do 1.7 (os Teoremas de Schur e Baer) traz o principal

teorema do Capitulo 1.
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Teorema 0.2 (Schur) Se

Z(GG) € F entdo G' € F, onde F representa a familia
de grupos finitos.

Ainda no Capitulo 1, falamos sobre os FC-grupos, que sao aqueles onde cada
elemento possui um namero finito de conjugados. Comentamos também sobre os
Teoremas de Sylow e sobre os Grupos Nilpotentes e os Grupos Soluveis.

No Capitulo 2 daremos a definigao de Cobetura de Grupos, faremos Proposigoes

e Teoremas que terdo grande utilidade no decorrer de todo o trabalho. Daremos a

caracterizacao dos grupos que sao cobertos por trés subgrupos, com o seguinte:

Teorema 0.3 (Haber-Rosenfeld) Um grupo G é a unido de trés subgrupos proprios

se e 50 se o grupo de Klein for imagem homomorfica de G.

Provamos também o Teorema de Neumann, que ¢ indispensavel no estudo das

Coberturas de Grupos.

Teorema 0.4 (Neumann) Suponhamos que o grupo G é coberto por n subgru-

pos, G = U H;. Suponha que para certoi € {1,2,3,...,n} tenhamos H; {@jﬁ
i=1

UHj’ entdo |G : H;| é finito.

Na ultima secdo deste capitulo (2.4), caracterizamos os grupos que podem ser

cobertos por Subgrupos Ciclicos:

Teorema 0.5 Um grupo G admite cobertura finita por subgrupos ciclicos se, e

somente se, G é finito ou G = C..

O Capitulo 3 ¢ baseado no artigo [7] sobre Coberturas p-Sylow. Daremos a
caracterizacao de tais coberturas e estudaremos as Coberturas p-Sylow do Grupo

Sp. O principal Teorema deste capitulo é:
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Teorema 0.6 Seja G um grupo finito ndo ciclico e p um primo que divide a ordem

de G. G possui uma p-Sylow cobetura se, e somente se, existe um C,, elemento

em G.

Para o estudo das Coberturas p-Sylow do grupo S,,, precisamos de resulta-
dos de Teoria dos Numeros, como o Postulado de Bertrand, que ¢ um dos nos-
sos Apéndices. Usamos um Lema muito importante, onde apresentaremos no

Apéndice C deste trabalho uma prova elementar de nossa autoria.

Lema 0.7 Se o é uma permutagdo de S,,, de modo que o é decomposta em exata-

mente a; i-ciclos, a; > 0, temos

Cs, ()] = [ J(ai)i®
onden = ay + 2as + 3as + ... + na,.

O Capitulo 4 trata das Coberturas por Subgrupos Abelianos e dos conjuntos
de elementos dois a dois ndo comutantes. A se¢dao 4.1 mostra como o problema
da Cobertura por Subgrupos se relaciona com o problema de cotar o indice |G :
Z(@G)| a partir do tamanho maximo de conjuntos com elementos dois a dois ndo
comutantes. A ultima parte do Teorema 4.1 ¢ dedicada ao problema proposto
por Paul Erdés. Em janeiro de 1975, o famoso matematico Paul Erdds lancou a
primeira pergunta no assunto.

Se um grupo GG ndo admite conjunto infinito de elementos dois a dois nao
comutantes, existird uma cota superior para quantidade de elementos desses con-
juntos?

No mesmo ano, Neumann caracterizou os conjuntos mencionados por Erdds,

publicando o seguinte teorema:

Teorema 0.8 (Neumann - 1976) Um grupo G tem centro com indice finito se,
e somente se, G ndo possuir um conjunto infinito de elementos dois a dois ndao

comutantes.
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No Capitulo 5 estudamos a Cobertura por Subgrupos Normais e por Subgrupos
Verbais. Daremos a caracterizacao dos grupos que podem ser cobertos por uma

quantidade finita de Subgrupos Normais, com o seguinte teorema:

Teorema 0.9 Um grupo G possui uma cobertura finita ndo trivial por subgrupos

normais se, e somente se, existe N < G, tal que
G
N ~ Zp X Zp
para algum primo p.

O trabalho ¢, enfim, encerrado com trés apéndices. No primeiro provamos o
Teorema de Ramsey na sua versao infinita, usamos para provarmos o Teorema 2.2
de Neumann. No segundo apéndice, provamos o Postulado de Bertrand, onde foi
muito importante nas coberturas p-Sylow para provarmos o Teorema 3.5. E por

fim, no terceiro apéndice damos uma prova elementar do Lema 3.2.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo trataremos de varios conceitos basicos e fundamen-
tais da teoria dos grupos. Abordaremos temas classicos como subgrupos, nor-
malidade, grupo simétrico, Teorema de Sylow e Teorema de Schur. Enunciare-
mos, porém, alguns resultados sem apresentar uma demonstragao, tendo em vista
que muitos dos resultados aqui apresentados sdo comumente estudados em cur-
sos iniciais de Algebra, por outro lado, deixaremos sempre referéncia para uma

demonstracao do resultado.

1.1 Grupos e Subgrupos

Definicao 1.1 Um conjunto G com uma operagdo

GxG — G

(a,b) — a-b
¢ um grupo se as condigcoes seguintes sdo satisfeitas:
(i) A operagdo é associativa, isto é,

a-(b-c)=(a-b)-¢, Va,bceG

16
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(ii) Existe um elemento neutro, isto é,

Jdee G talque e-a=a-e=a, Va€e(d

(iii) Todo elemento possui um elemento inverso, isto é,

Vae G,dbe G,talque a-b=>b-a=c¢

O grupo é abeliano ou comutativo se:
(iv) A operagdo é comutativa, isto é,

a-b=b-a, Va,bed

Observacao 1.1
1) O elemento neutro é unico.

2) O elemento inverso é unico.

Definicao 1.2 Seja G um grupo. Um subconjunto ndo vazio H de G é um sub-
grupo de G (denotamos por H < ) quando, com a operagdo de G, o conjunto

H é um grupo, isto é, quando as condigoes sdo satisfeitas.
i) hy-hy € HVhy, hy € H.
ii) hy-(hy-hs) = (hy-hg)-hs,Vhy, ha,hs € H.
iii) ey € H, talque eyg-h=h-eg=h,Vh € H.
iv) Para cada h € H, existe k € H, talque h -k =k -h = ey.
Observacgao 1.2

1) A condigdo (ii) é sempre satisfeita, pois a igualdade g1-(g2-93) = (91-92)-93

¢ valida para todos os elementos de G.
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2) O elemento neutro ey de H é necessariamente igual ao elemento neutro e

de (.

3) Dado h € H, o inverso de h em H é necessariamente igual ao inverso de h

em (.

Proposicao 1.1 Seja H um subconjunto ndo vazio do grupo G. Entdo H é um

subgrupo de G se, e somente se, as duas condi¢coes sdo satisfeitas:
l') hl . hg € H,Vhl,hg cH

ii) hte HVhe H

Demonstrag¢ao: Suponhamos que H seja um subgrupo de G. A condigdo i) €
entdo claramente satisfeita. Agora, seja h € H; sendo H um grupo, h possui um
inverso em H ; mas tal inverso ¢ necessariamente igual ao inverso de h em G, isto
¢, é necessariamente igual ao inverso de h em G; logo h~! € H. Reciprocamente,
suponhamos que as duas condigdes sejam satisfeitas. Entdo, a condigdo i) da
Definig¢ao 1.2 ¢ claramente satisfeita. A condigdo ii) é sempre satisfeita como ja
vimos. Para ver que iii) ¢ satisfeita, basta ver que e € H; isto de fato acontece,

pois tomando h € H, temos h~' € H pela conclusdo ii)elogoe = h-h~! € H.

Proposicao 1.2 Seja G um grupo. Entdo:

(i) Se {Hx; A € A} é uma familia de subgrupos G, entdo I = ﬂ H) é sub-
AEA
grupo de G.

(ii) Se H K < G, entdio HK < G+ HK = KH.
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(iii) (Lei Modular de Dedekind) Sejam H, K, L subgrupos de um grupo G tal
que K C L. Entdo

(HKYNL=(HNL)K, (HK={hk;heH e keK}).

Demonstracao: Veja [9], 1.3.2,1.3.13 ¢ 1.3.14.

1.2 Classes Laterais

Em nosso texto, G denotard um grupo, indicado multiplicativamente, com
elemento neutro 1. Se H é um subgrupo de GG, podemos definir em G a seguinte
relagdo de equivaléncia:

r~ysy toxe H
Dessa forma a classe de equivaléncia contendo x € G sera o subconjunto:
xH ={zh;h € H}

que sera chamada classe lateral a esquerda de H contendo x. Observe que duas
classes laterais a esquerda sdo iguais ou disjuntas, e G ¢ a unido de todas elas. Um
subconjunto 7" C G ¢ dito ser um transversal (a esquerda) quando G se escreve

como a unido disjunta:

o U

Observe que em um transversal 7" aparece um, e somente um, representante de
cada classe. Assim, cada elemento de G podera ser escrito de forma unica como
th,ondet € T, e h € H. De modo analogo, definimos a classe lateral a direita de
H contendo z;

Hz = {hx;h € H}.
Esta ¢ a classe de equivaléncia de x € G pela relagao:

r~ys oy te
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Um transversal (a direita) pode ser entao definido como acima.
Denotaremos a cardinalidade de um conjunto X por | X|. Como defini¢éo,

temos o seguinte:
1) | X| = |Y| se existe uma bijecdo F' : X — Y.
2) | X| < |Y| se existe uma injecdo F' : X — Y.
3) [X] Y] = |X x V.

Proposi¢ao 1.3 Se A;;i € I sdo conjuntos disjuntos com |A;| = | A|, entdo:

4

i€l

= [1]-14]

Demonstrag¢ao: Para ver isso denote por F; : A — A; uma bijegdo ¢ defina

¢: 1 xA— UAi por ¢(i, a) = F;(a). E facil ver que ¢ é bijetiva.

el

Todas as classes laterais de /1 tém a mesma cardinalidade de /' em virtude
da bije¢ao h — hax de H em xH. Definamos o indice de H em G como sendo a
cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda (ou a direita) de H em

G, o qual denotaremos por |G : H|.
Proposicao 1.4 (Lagrange) Se H < G, temos
G| =G H|-|H|.

Demonstracao: Segue diretamente da Proposi¢ao 1.2, ja que

o (o

teT

e |G : H| =|T|, onde T ¢ um transversal.
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Proposicao 1.5 Sejam H < K < G, entdo:
|G:H|=|G: K| |K:H|

Demonstragdo: Sejam 7' um transversal de K em G, e U um transversal de H

em K. Temos

G:UKt ; K:L.JHU.

teT uelU
Afirmamos que G = U Hut, o que demonstra a Proposicao. Para ver isso,
(u,t)eUXT
tome g € GG qualquer, dai,
g=kt=g=hut=G= U Hut (Ainda ndo sabemos se sdo disjuntos).
(u,t)eUXT

Porém, se

HutNHuity # 0 = ut = huity =t =kt; =t =1, = u=u,.

Proposicdo 1.6 Se H, K < G, entdo:
|G- HNK|<|G:H| |G:K|.
Demonstra¢do: Denotemos por (G : H) o conjunto das classes laterais de H em
(G. Montemos uma fungdo que sera injetiva,
F:(G:HNK)— (G:H)x (G:K)
dada por (H N K)g — (Hg, Kg). Vejamos que F' ¢é bem definida, ou seja, que

independe do representante da classe:

(HNK)g=(HNK)g, = gg9;' € HNK
= gg97' €H;g9;' €K

= Hg=Hg;Kg=Kg
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Agora vejamos a sua injetividade:

(Hg,Kg) = (Hg1, K1) = gg;' € Higg;' € K
= gg;'e HNK

= (HNK)g=(HNK)g

Apresentemos um resultado que sera muito importante em nosso trabalho.

Corolario 1.1 (Poincaré) Se Ay, A, ..., A, sdo subgrupos de G com indice finito,

entdo ﬂ A; tem indice finito em G.
i=1
Demonstracao: Segue da Proposi¢ao anterior que:

n

G:ﬂAi

=1

n
<|IG: 4 < .
1

1=

1.3 Subgrupos Classicos

Esta ¢ uma se¢do especial para consolidarmos a notagao a ser usada no texto.

Vejamos as defini¢des:

e Se z € ( definimos a ordem de x, indicada por o(x) como sendo o menor
natural tal que z°*) = 1 (Caso ndo exista tal natural, diremos que z tem
ordem infinita).

e Sez,g € G o conjugado de x por g serd 29 = g lxg.

e Se z € (G, aclasse de conjugagdo de = ¢ o subconjunto:

1% = {299 € G}.
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e Se N < (G, um subgrupo conjugado a N ¢ dado por:
N* =2 'Nz = {z 'nz;n € N}.

Quando N* = N,Vx € G diremos que N ¢ normal em GG e denotaremos

por N < G.

e Se x € GG, o centralizador de z em G € o subgrupo formado pelos elementos

em GG que comutam com x, indicado por:

Co(r) ={g9 € G;27 = x}.

e Se H C (G, o centralizador de H em G ¢ o subgrupo:

Co(H)={g€ G;h? =hVhe H} = (] Ca(h).

heH

e O centro do grupo G ¢ o subgrupo formado pelos elementos de G que co-

mutam com todos os outros

Z(G) = Ce(@) < G.

e Se H < (G, definimos o normalizador de H em GG como sendo o subgrupo
Ng(H)={g € G;H? = H}.
Note que H < Ng(H) < G.
e Se x,y € (G, definimos o comutador de = e y como sendo:
[z,y] = 27y ay.

Observe que = ¢ y comutam se € somente se seu comutador ¢ 1.
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e Definimos o subgrupo derivado GG’ como sendo o subgrupo gerado por todos

os comutadores de G
G =([r,ylz.y €G).
Lembrando que se X C G, o subgrupo gerado por X sera:
(X) ={a - a5?-a5® - cadm o € Xy = £15
Observe ainda que G’ < G.

e Se H K C G definimos [H,K| = ([h,k];h € H,k € K). Note que
G' =[G,q].

e Um grupo K ¢ dito ser de torgdo quando o(z) < oo, Vz € K.

e Um grupo G ¢ ciclico quando ele pode ser gerado por um elemento, isto €,

quando G = (g), para algum g € G.

Se N < G, o conjunto das classes de N a direita (ou a esquerda) € um grupo
com a opera¢ao Nz - Ny = Nxy. Tal grupo é chamado grupo quociente de GG por
N e denotado por G/N. A proposicdo seguinte caracteriza os grupos quocientes

abelianos.
Proposicido 1.7 Se N < G, entdo G/N é abeliano & G' < N

Demonstracao:

(<) Se G' < N, dados a,b € G, temos a'b~'ab € Ne dai:
N = N(a'v'ab) = (Na ') (Nb 1) (Na)(Nb) = (Na) ' (Nb) ' (Na)(Nb)

= (Nb)(Na) = (Na)(Nb) = G/N ¢ abeliano.
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(=) Suponhamos G/N abeliano:

(Na)(Nb) = (Nb)(Na),Va,b e G
(Na)(Nb)(Na) *(Nb) ™t =N
N(aba b)) = N

aba"'b™' € N,Va,be G

ol

G' < N.
|

Proposicio 1.8 Seja G um grupo e seja Z(G) seu centro. Se G/Z(G) é ciclico,
entdo 7 (G) = G.

Demonstracdo: Seja Z um gerador do grupo G/Z(G). Entdo, Vg € G, Ji tal que
g=7z".Logog=2z"-hcomhe Z(G). Se g, := 2" - hy € gy := 2" - hy sdo dois

elementos quaisquer de Gz, temos:
Giga = 2" - hy - 27 hg =2""2 hy - hy = 2" hy- 2" - hy = gogi,

pois hy e hy comutam com qualquer elemento de GG. Isto mostra que o grupo G é

abeliano, isto ¢, G = Z(G).

1.4 Teoremas: dos Isomorfismos e da Correspondéncia

Definicao 1.3 Sejam G e Gy grupos. A aplicacdo ¢ : G — Gy que satisfaz
o(ry) = p(x)p(y), Vo, y € G é chamada um homomorfismo entre os grupos G e
G.
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Ao conjunto {g € G;¢(g) = 1¢, } chamaremos de niicleo do homomorfismo
e denotamos por Kerp. Denotamos ainda ¢(G) por Imep. Facilmente podemos
verificar que Keryp é um subgrupo normal de G e Imyp € um subgrupo de GG;. Se
¢ for bijegdo, entdo, esta ¢ dita ser um isomorfismo. Neste caso, Kerp = {14, },

G e (G sdo ditos isomorfos e escrevemos:
G ~ Gl.

Se além disso tivermos G = (G, entdo ¢ ¢ dito ser um automorfismo de G.
O conjunto de todos os automorfismos de G ¢, na realidade, um grupo com a

operagao de composi¢ao de fungdes. Denotamos este grupo por AutG.

Teorema 1.1 (1° Teorema do Isomorfismo) Seja ¢ : G — Gy um homomor-

fismo de grupos. Entdo

G
Kerp Im(e).

Em particular, se ¢ é sobrejetiva, entdo

G
Kerp

Demonstragio: Veja [9], 1.4.3.

Teorema 1.2 (2° Teorema do Isomorfismo) Sejam H e N subgrupos de G tal

que N < G. Entado:
H HN

HAN ~ N

Demonstracao: Veja [9], 1.4.4.

Teorema 1.3 (3° Teorema do Isomorfismo) Sejam H, K subgrupos normais em

G, tais que K < H, entdo:

[
=) Q

=z=IQ
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Demonstracao: Veja [9], 1.4.5.

Teorema 1.4 (da Correspodéncia) Seja ¢ : G — Gy um homomorfismo sobre-
jetor com niicleo N = Keryp. Sejam H, = {subgrupos de G que contém N}
e Hy = {subgrupos de G'}. Entdo a aplica¢do dada por H — p(H) é uma
bije¢do de Hy sobre Hy. Além disso, para H € Hi,H 4G < o(H) G’

Demonstracao: Pelas Propriedades de Homomorfismos, sabemos que
o(H) < G' paratodo H < G, ese H € H}, entdo H = o *(H') < G. Como
N = o 1({0}) C ¢} (H') = H vem que H ¢ H;. Além disso, como ¢ & sobre,

temos @(H) = H'. Sejam H, L € H,, e suponhamos que p(H) = ¢(L). Temos

veH & ()€ p(H) = L)
< Jyel, talque ¢(y) = ¢(x)
& plry™) =1
s ayleNCL
=

x e Ly C L.

Com isso fica provado que H C L. De modo anélogo, tem-se L C H. Portanto,
¢: Hy — H|: Hw— @(H) éum bijecao.

Se H < G, tem-se

p(x)o(H)p H(z) = p(x)p(H)p(x™") = p(eHz™") = ¢(H)

isto é, p(H) < G'; na outra direcdo, se o(H) < G, entdo para todo z € G,
p(rHa™!) = o(x)p(H)p™ () = ¢(H). Logo, zHa™" C ¢7! (p(H)). Se
y € o Yp(H)), tem-se o(y) = ¢(z),3 2 € H. Segue-se dai que
y2~! € N C H e, portanto, y = (yz~')z € H. Provamos assim que
v (p(H)) C H.
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Como, de um modo geral para conjuntos, H C ¢! (p(H)), concluimos que
o(xHz™') = p(H). Como N C He N <IG,vem N = tHX ' C zHx .

Finalmente, como ¢ é uma bijecdo, segue-se que tHx ! = H, paracadax € G.

— G
Corolario 1.2 Seja N < G. Dado um subconjunto H de G existe um unico

— H H G
subgrupo H de G tal que H = —. Além disso, H < G se, e somente se, — <1 —
N N ™ N

Demonstracao: Veja [1], 3.29.
|

1.5 O Grupo Simétrico S,

Uma permutagdo o € S,, é chamada ciclo, mais especificamente um k-ciclo,
2 < k < n, se existem iy,14s,...,9x € I, = {1,2,3,...,n}, distintos, tais que
a(j) = j,paratodo j & {iy,ia,...,in}, e (i) =iyy,paral =1,2,...  k—1e
a(iy) = 11.

Usaremos a notagdo abreviada o = (iyisy . . ., i), onde {i1, ia, . .., i} € chamado
o conjunto suporte de . Denotaremos por (1) ou mais geralmente por (a),a € I,
a permutacdo identidade. Para k = 2 e 3, diremos que « ¢ uma transposicao e
triciclo, respectivamente. Dois ciclos sdo ditos disjuntos se os seus respectivos

conjuntos suporte sdo disjuntos.

Proposicao 1.9 Se dois ciclos o e (3 sdo disjuntos, entdo eles comutam, entre si,

isto ¢, af = Pa.

Demonstrac¢do: Supondo os ciclos a« = (i1,%,...,0) € B = (J1,72, - Jm)

disjuntos, temos

I, = {ir,ia,...,ix} ({1, do. .- dm} )/ (Unido Disjunta).
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Para cada i € I,, temos:

10) 7 ¢ {’il,ig, Ce ,ik} U {jl,jg, Ce 7jm}- Assim,

2°) ¢ € {iy, 12, ...,4x}. Neste caso, temos:

pois a(i) = i, ndo é elemento do conjunto de (3.
|

Proposicdo 1.10 Toda permutagio (1) # o € S,, é um produto de ciclos disjun-
tos, e tal decomposigdo é unica, a menos da ordem dos fatores.
Demonstragao: Veja[1], 2.4

[ |
Proposi¢do 1.11 (Regra de Jordan) Sejam o = (ajay...a,) um r-ciclo e
B € S, Entao faB = (Ban)B(as) ... Blar).
Demonstragio: Fagamos § = Saf~ 1 e § = (8(ay)B(az) ... B3(a,)). Sejaa € I,,.
Se a ¢ {f(a1), B(az), ..., (a,)}, entdo d(a) = a. Portanto

a# B(a;) < B Ha) #a;, Vi=1,2,3,...,7

Assim 37 1(a) € {ay, as,...,a,} € portanto,
0(a) = fap™'(a) = B3~ (a) = a = (a).

Se a € {B(a),B(as),...,HB(a,)} entdo a = [(a;) para algum i € {1,2,...,7}.
Agora temos dois casos:
19 < 7 = 6(a) = BB (B(ar)) = Blalas)) = Blars) = (B(ar)) = b(a).
2) i =1 = 0(a) = (FaB~1)(Blar)) = 6 (alar)) = 3(a).

Em suma: 6(a) = 6(a),Va € I, isto &, § = 4.
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1.6 Representacao Permutacional

Se X é um conjunto qualquer, denotaremos por Sy o conjunto de todas as
fungdes ' : X — X bijetoras. E tarefa facil verificar que Sy com a operagio de
composi¢do de fungdes ¢ um grupo. Quando | X| = n < oo, o grupo Sx = S,

sera o grupo das permutagdes de n simbolos.

Defini¢ao 1.4 Uma representacdo de permutacoes (ou a¢do) de um grupo G so-

bre um conjunto X é um homomorfismo ¢ : G — Sx.

A imagem do elemento ¢ € G sera denotada por ¢(g). No estudo de uma

acdo, destacam-se os seguintes conjuntos:

e Se r € X, definiremos o estabilizador de x como sendo o subconjunto G,

de G:
G, ={9€ G o(g)(z) =z}

e Se x € X, definimos a orbita de z como sendo o subconjunto Gz de X

dado por:
Gr =A{p(g)(z); 9 € G}.

e Se g € G, o conjunto dos pontos fixos de ¢(g) sera denotado por X, ou
seja:

Xy ={z € X;0(9)(z) = z}.
Podemos definir a seguinte relagao de equivaléncia em X:
r~y<sy=e(g)(r), paraalgum ge€QG.
Verificamos isto a seguir:

(i) z ~ x pois x = p(1)(z).
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(i) Sex ~ yentdoy = p(g)(z). Daix = (g7 ) (y) = y ~ .

(iii) Sex ~yey ~ z,entdo y = v(g1)(x) e z = p(go)(y). Dai obtemos:
z= () (p(g2)(2)) = @(g192) () = x ~ 2.
Veja ainda que a classe de equivaléncia do elemento x ¢ o conjunto
7= {p(g)(z);g € G} = Gz (Orbita de X).
Teorema 1.5 Seja ¢ : G — Sx uma agdo de grupo G em um conjunto X. Entdo:
(i) G, <G
(i) |Gz| =G : G,

Demonstracao :

(i) Como p(1)(z) = z,Vx € X, temos que 1 € G,. Dai, G, # (. Dados

g1, 92 € G, temos: ©(g1)(x) = x e p(gz)(r) = .

Assim,

(9195 ") () = (1) (g5 )(@)) = p(g1)(x) = =

Portanto, glggl € G,.
Como ¢, e g, foram tomados arbitrariamente em G, o resultado segue.

(i1) Definamos a fungdo ¥ por:

{¢Grgecy = Gu
9G. = p(g)(x)
Vamos provar que esta fungao estd bem definida, ou seja, que independe do

elemento da classe, e que ¢ uma bijegao.

e U esta bem definida: Se ¢G, = hG, = g = hz; z € (G,. Dai teremos:

©(g)(x) = p(hz)(x) = p(h) (p(2)(x)) = @(h)(x)
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e U ¢injetiva: Suponha que p(g)(z) = ¢(h)(x). Com isso teremos:

p(h ) (p(9)(x)) =2 = o(h™lg)(x) =2 = h™ g € Go = gG, = hG,.

e Obviamente ¥ ¢ sobrejetiva.

Concluimos portanto que ¥ ¢ uma bijecdo, logo |G : G| = |Gz|.

G : Cq(z)| = |2¢].

Teorema 1.6 Seja G um grupo. Entdo para cada x € G,

Demonstracao: Definamos ¢ agora por:

0 : G — Sqg
g =g v —grg!
Dessa forma ¢ sera uma representacdo de permutagdes. Vejamos quem ¢ Gx

nessa acao:

Go = {grg ;g€ G} = {27 ;9 € G} =aC.

Além disso: G, = {g € Giz9 ' =a,Vr e G} = Cg(x). E pelo Teorema 1.5,

segue o resultado.

1.7 Os Teoremas de Schur e Baer
Enunciaremos dois Teoremas que serdo importantissimos no nosso trabalho.

Teorema 1.7 (Schur) Se
G N , /
———| = n, entdo 2™ = 1,Yx € G, em outras palavras o(x)|n,Vz € G

Z(G)

é finito entdo G' é finito. Mais ainda, se

Demonstracao: Veja [9], 10.1.4.
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Defini¢ao 1.5 Diremos que um grupo G ¢ F'C-grupo (do inglés: FFC = “ Finite
Conjugate”) se x© é finito para qualquer x € G. Sobre a classe de conjugacdo

2%, lembramos que:

2] = |G + Ca()].

Note ainda que Cg; ((2%)) = Cg(x%). Além disso () 9 G, o que implica

que Cq(2%) < G, ja que o centralizador de um subgrupo normal é normal.

G
Proposicao 1.12 Se G ¢ um FC-grupo se, e somente se, m for finito para
G\T
qualquer x € G.
Demonstracao:
(=) Suponhamos que G é um FC-grupo. Faga 2¢ = {1, 29, ..., 7,}. Dai:

2] = [2€] = |G : Ca(w:)] = |G : Colx)| = n.
Usando Poincaré¢, concluimos que

< 0Q.

G: ﬂ Ca(x;)

=1

|G 2 Ca(2)| =

G
Ou melhor: W ¢ finito.

(<) Veja que para qualquer = € G, Cq(2%) < Cg(z) < G. Dai teremos:
129 = |G : Cq(2)| < |G : Cq(z)] < 0o

e portanto GG sera um F'C-grupo.

Teorema 1.8 (Baer) Se G é um FC-grupo, entdo

é de torcao.

G
2(G)
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Demonstracdo: Tome = € G e faga C' = C(x), temos:

2% = |G : O =n.

Seja {t1,to,...,t,} um transversal de C' em G, dai
i=1
Logo, G = (C,ty,t,...,t,). Considerando agora H = m C(t%). Observe que

H tem indice finito em G, pelo Teorema de Poincaré, Ja que G ¢ um F'C-grupo.

Além disso, como vimos no inicio desta se¢do, cada Cg(tf) <d4G,edai HAG
o, . . G, ..

pois € a inter¢do de normais. Em outras palavras T ¢ finito.

Existira entdo um natural m, tal que:
(zH)"=H=2"e€ H=2"t;=tax™, i=12....n

E ainda:

x"ec=cx™, Vecedl.

Portanto,
™ e Z(G)=o(xZ(G)) <m.

1.8 Subgrupos de Sylow

Teorema 1.9 (1° Teorema de Sylow) Sejam p um numero primo e G um grupo
de ordem p™ - b com (p,b) = 1. Entdo, para cada n, 0 < n < m, existe um

subgrupo H de G tal que |H| = p".

Demonstracao: Ver [9].
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Corolario 1.3 (Generalizacao do Lema de Cauchy) Sejam G um grupo finito e

p um niimero primo que divide |G|. Entdo existe um elemento x € G de ordem p.

Defini¢ao 1.6 Sejam G um grupo finito, p um primo e p" a maior poténcia de p
que divide |G|. Os subgrupos de G que tém ordem p™ sdo chamados de

p-subgrupos de Sylow de G.

Teorema 1.10 (2° Teorema de Sylow) Seja um grupo finito e p um primo tal que

|G| = p™ - b, com mdc(p, b) = 1, entdo:
1) Todo p-subgrupo de G estd contido em um subgrupo de ordem p™.

2) Todos os p-subgrupos de Sylow sdo conjugados.
Demonstracao: Veja [9], 1.6.16.

Teorema 1.11 (3° Teorema de Sylow) Seja G um grupo finito e p um numero

primo, tal que |G| = p™ - b, com mdc(p, b) = 1, entdo:

1) Se S é um p-subgrupo de Sylow, temos n, = (G : Ng(S)), onde n, é o
numero de p-subgrupo de Sylow de G.

2) n, divide b e n, = 1(mod p)

Demonstracao: Veja[9], 1.6.16.
O Teorema de Sylow possui inimeras aplicagdes. Mostraremos, nesse mo-

mento algumas delas. Consideremos em cada umas delas G um grupo finito.

Corolario 1.4 Um p-subgrupo de Sylow de um grupo G é unico se, e somente se,

for normal em G.
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Demonstracao:

(=) Seja P o unico p-subgrupo de Sylow de G. Ora, Vg € G, temos |PY| = |P|,
logo PY = P,donde P < G.

(<) Sejam P e P; p-subgrupos de Sylow onde P <. Pelo 2° Teorema de Sylow,
dg € G tal que P, = P9, como P < G, segue-se que P, = P. Logon, = 1.

Corolario 1.5 Seja P um p-subgrupo de Sylow e |G : P| = q, onde q é o menor

primo que divide |G|, entdo P 1 G.
Demonstracao: Pelo 3° Teorema de Sylow, temos:
np, = 1(mod p) e n, divide q.

Logo, n, = 1+ kp,onde k € N, masn, < ¢g < p. Logo k = 0en, = 1epelo

Corolario anterior P < G.

1.9 Grupos Nilpotentes e Grupos Soluveis

Nesta secdo, faremos alguns resultados, utilizados neste trabalho, sobre grupos

nilpotentes e soluveis.

Definicao 1.7 (Grupo Solivel) Um grupo G ¢ dito soluvel, se existe uma série
subnormal

1=Go<G1 4G, 9. 4G, =G

1+1

Gi

(ndo necessariamente GG;<(G) onde todos os grupos quocientes sdo abelianos.

Proposicao 1.13 Sendo G um grupo, temos:
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(i) Se G ¢ soluvel, entdo todo subgrupo de G é soluvel.

g o 9 G,
(ii) Se G é soluvel e se N <1 G, entdo o grupo v ¢ soluvel.
G . -

(iii) Se N < G, com N e N soluveis, entdo G é soluvel.

Demonstracao:

(1) Como G ¢ soluvel, existe uma série subnormal

1=Go<G1 4G, ... 4G, =G

onde os grupos quocientes L sdo abelianos. Seja H um subgrupo de G, ¢

i

considere H; = G; N H. Sejah € H;.1 = G;,1 N H, dai
H'=(GnH"=G'nH"=G,NnH

o que implica H; < H;,4, além disso

Hyyw  GinNH GinnNH (G NH)NG, < Git
H, —~ GNH (GaNnHNG; — G; - Gy
Hiyy o, . R
Logo, ¢ abeliano, e portanto, H ¢ soluvel.
' GiN _Gi.N
(i1) Seja N < G. Entao G; N < G411 N, o que implica N < 7\; . Dai
G/L'+1N Gi+1
N GuaN _ Gin(GN) | Gin - Gi
N G,
GipiN
N . .
Portanto, G.N ¢ abeliano.
N
Logo,
G1N G,.N G
- N — = N N

. L G S
¢ uma série subnormal de N’ portanto — ¢ soluvel.
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G .
(ii1)) Como N e  Sdo solveis, temos:

N1 N )
1=Ny<N; <...<N, =N, ;\r/_l ¢ abeliano
e
Hiy

_ H H, )

1:N§1W1§1...§1W, g ¢ abeliano.
N

Hi
. N Hi+1
Porém, H = H portanto,
N

¢ uma série subnormal, ou seja G ¢é soluvel.

Proposicao 1.14 Sejam G um grupo soluvele 1 <Gy 1G1 <... JG,, = G uma
Gi

G

serie subnormal onde todos os grupos quocientes sdo abelianos. Entdo

GY C G,_; para todo i.

Demonstragio: Provaremos por inducao sobre 1.

Sei = 0, entdio G = G = G,. Suponha, por inducdo, que G C G,_,.

n—i

Gn,—i+1
Por outro lado, G C G,,_; (Hipétese Indutiva), isto implica, G/ c G’ .

donde GOtV C G,,_i 1.

Como ¢ um grupo abeliano, segue que G/, , C G,,_;41.

Em particular, para i = n, temos G™ C G, = 1, ou seja G™ = 1.

Corolario 1.6 G é um grupo soluvel se, e somente se, existe n € N, tal que

G = 1.
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Define-se o n-ésimo centro de G indutivamente tomando
7y = Z1(G) = Z(G) o centro de G. Pelo Teorema da Correspondéncia, existe

um unico subgrupo normal Z, = Z,((G) de G correspondente ao centro 7 (7) ,
1

Z
isto &, 2 _z g . Paran > 2, define-se Z, () pela igualdade:
A Z
Z
Zn—l Zn—l
Fazendo Z,(G) = {1}, temos entdo Z,(G) < Z,(G) < Z5(G) <... ., chamada

a série central crescente de G.

Segue imediatamente da defini¢ao que:
7Zn(G) ={z € G;ayx~ty™ € Z,_1(G); paratodoy € G}.
Assim, Z! C 7, paracadan > 1.

Definicio 1.8 Um grupo G é dito nilpotente se Z,(G) = G, para algum n > 1.

O menor desses n ¢ chamado a classe de nilpoténcia de G.

Em particular, todo grupo abeliano € nilpotente de classe 1. Também, todo

grupo nilpotente é solivel, pois a série central termina em Z,, = G, e cada fator
Zn
=7
Zn—l Zn—l
plo, S; é soluvel, mas 7Z;(S3) = Z5(S3) = ... = {1}. Logo, S3 ndo ¢ nilpotente.

¢ abeliano. A reciproca dessa afirmacao ¢ falsa. Por exem-

Proposicao 1.15 Todo p-grupo finito é nilpotente.
Demonstragao: Ja vimos que Z; = Z(G) = p™,a; > 0. Se Z; # G, temos

Zs G
_— = Z —_ — a2
Z (Z) P

com ay > 1. Prosseguindo com esse processo, obtemos a sequéncia crescente de

nameros inteiros
1< |Zi]| =p™ < |Zy| =pt®2 < ...,

Logo, existe n > 1 tal que Z,(G) = G.
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Proposicdo 1.16 Um grupo G ¢ nilpotente se, e somente se, G tem uma série

normal

{1}:G0§1G1§1G2S}...§]Gm:G

tal que Gi SZ( G

Gy | Gi—l) parai=1,2,3 ... ,m.

Demonstragao: Se G ¢ nilpotente, entdo a série central crescente
{1} =2,(G) 2 Z,(G)<...4Z,(G) =G

Zi(G G ) .
tem fatores abelianos pois <—)> <Z <Z—(G)) . Na outra diregdo, partindo
i—1

Z (G

G G

de uma série normal como no enunciado, entdo G; < Z(G), e G_2 < Z (G_)
1 1

Logo, para todos © € Gy, y € G tem-se zyz 'yt € Gy < Z(G), isto &,

) . Z5(G) G

Gy < Z5(Q), Z5(G) éon b de G tal =7 =——=.

2 < Z5(@G), pois Z5(() é o tnico subgrupo de G tal que (G e
Repetimos o processo, obtemos G; < Z;(G),i = 1,2,...,m.

Portanto, Z,,,(G) = G, e G ¢ nilpotente.

Proposi¢ao 1.17 Seja G um grupo nilpotente. Entdo:
(i) Todo subgrupo de G é nilpotente.

G
(ii) Se N < G, entdo N ¢ nilpotente.

Demonstracao:
(7) Consideremos H < Gel =Gy < G < ... < (G, = G uma série central de
G. Facamos H; = H N G;. Logo, como G; <G, segue-se que H; = HNG; < H.

E suficiente mostrar que a série
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¢ central, ou ainda, que [H, 1, H;] < H;, V1. Ora,
(Hip, H < [HN Gy, H < [H,H| < H

e também,

[Hip1, H < [H NG, H] < [Giga, G < G

Logo,
[Hiy1, H < HNG; = H;.

Donde, H ¢ nilpotente.

i

G
(i7) Seja N < G e considere N; = . Logo, N; < N e além disso,

Ni+17_ ) =
N N °'N N N N

{ G] B {GiHN g] _[GiuN.GIN _ [Gin, GIIN.GIN _ [Gis1.GIN _ GiN _

G, .
Portanto, N ¢ nilpotente.

N

N.



Capitulo 2

Cobertura por Subgrupos

Neste capitulo, daremos as defini¢des sobre coberturas de grupos, faremos
proposigoes e teoremas que terdo grande utilidade no decorrer de todo o trabalho.
Daremos a caracterizacao dos grupos que sao cobertos por trés subgrupos e dos

grupos que sao cobertos por subgrupos ciclicos.

Defini¢ao 2.1 Dizemos que um grupo G admite uma cobertura finita por subgru-

pos, se:

onde H; < (. Dizemos que a cobertura é ndo trivial, se H; < G, para i €
{1,2,3,...,n}. Da mesma forma, diremos que uma cobertura é irredundante,

quando nenhum dos subgrupos puder ser omitido.

Proposicao 2.1 Um grupo G ndo admite cobertura irredudante por dois subgru-

POS.

Demonstrag¢io: Suponhaque G = H U K com K < G e H < (G. Veja que nao
podemos ter H < K ou K < H, logo devem existir elementos h € H — K e

k € K — H. Encontramos uma contradicdo quando analisamos o elemento hk,

42
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pois, se hk € H = k € H o que ndo pode, e se hk € K = h € K o que também

nao pode, mas hk € G = H U K, contradigao.

n
Lema 2.1 Se G = U X, é uma cobertura irredundante por subgrupos, entdo
i=1
para cada 1, X; contem ﬂ X;
J#

Demonstracao: A mesma idéia da Proposigao anterior.
[ |

Agora, veremos 0s grupos que sao cobertos por trés subgrupos, e daremos a

caracterizacao destas coberturas.

2.1 Cobertura por Trés Subgrupos

Teorema 2.2 (Haber-Rosenfeld) Um grupo G é a unido de trés subgrupos proprios

se, e sO se, o grupo de Klein for imagem homomorfica de G.

Demonstracdo: Obviamente o grupo de Klein K = {1, a, b, ab} pode ser coberto
por trés subgrupos proprios, a saber: {1,a}, {1,b}, {1, ab}.
(<) Suponha que exista um homomorfismo sobrejetor ¢ : G — K. Temos entao

a seguite cobertura irredundante de GG por trés subgrupos:

G =¢ ' ({La)) Up ' ({1,}) Uo ({1, ab})

(=) Suponhamos que o grupo G admita uma cobertura por trés subgrupos proprios
G = AU B U C. Segue, da Proposicao 2.1, que esta cobertura deve ser irredun-

dante.
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Definiremos Ay = A— (BUC),B; =B - (AUC)eC; =C — (AU B).
Sabemos entdo que devem existir elementos a € A;,b € B; e ¢ € (. Pelo Lema

2.1, temos que:
(BNC)cA ; (AnC)cB ; (AnB)cCcC.
Segue, portanto, que:
H=ANnBNC=ANnB=AnC=BnC.

Concluimos que:

oo Ue

Vamos continuar nossa demonstragao através de pequenos fatos.
Fato 2.1 Se xz € A, entdo v~ € A;.

Demonstracdo: v € A; = r € A = 27! € A. Note agora que caso z~! € H,
deveriamos ter x € H (pois H ¢é subgrupo), o que nao ocorre. Segue entdo que

v ¢ H= x~1 € A;. O resultado analogo vale para B, e C.
Fato 2.2 Sex € Ay ey € By, temos xy € (4

Demonstrag¢ao: Observe que xy ndo pode estar em A, pois nesse caso y € A.
Analogamente, xy ¢ B. A unica op¢ao, portanto, é xy € C4. Vale o resultado

analogo se trocarmos a ordem de A, By, (Y.
Fato 2.3 Se z,y € Ay, entdo vy € H.

Demonstragio: Tome b € B;. Observe que (zy) = (zb)(b~'y). Pelos Fatos 2.1
€22, 2b € Crebly € Cy, logo vy € C. Analogamente, zy € B e desde o

principio xy € A. Portanto, zy € H.

Fato 2.4 Sex € Ay, h € H, entdo hx € A;.
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Demonstragcio: Observe que hx ndo pode estar em B, pois nesse caso r € B, o

que ¢ absurdo. Analogamente, hx ¢ C, donde concluimos que hx € A;.
Fato 2.5 H ¢ subgrupo normal de G.

Demonstrag¢ao: Tome elementos h € Hex € G. Sex € H temos h* € H. Se
x € Ay, pelo Fato 2.1, ! € Ay, pelo Fato 2.4, hx € A;. Finalmente, pelo Fato
23,h" =2 Y(hx) € H.Edai, H < G.

Fato 2.6 A., By, C| sdo classes laterais de H.

Demonstra¢ao: Tome a € A;, provaremos que A; = Ha. Pelo Fato 2.4,

Ha C A;. Tome agora x € Ay, veja que:
N
r = (xa )a.

Pelos Fatos 2.1 € 2.3, za~! € H, donde segue que A; = Ha. De modo analogo
Bl :Hbecl = He.

Para concluirmos a demonstragao do Teorema, observemos que no grupo —

H
temos, pelos Fatos 2.2 e 2.3.
(Ha) - (Ha) = Ha*>=H ; (Hb)-(Hb)=H ; (He)-(Hc)=H
(Ha)-(Hb) =Hc ; (Hb)-(Hc)=Ha ; (Hc)-(Ha)= Hb
G :
entao, 7 ¢ o grupo de Klein.
Tome entdo ¢ : G — % como sendo a projecao.
[ |

Corolario 2.1 Se G é um grupo coberto por trés subgrupos, estes sdo normais

em (.
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2.2 O Teorema de Neumann

O Teorema que provaremos agora, ¢ de grande utilidade no estudo da teoria

das coberturas de grupos. Em 1954 Neumann provou o seguinte:

Teorema 2.3 (Neumann) Suponhamos que o grupo G é coberto por n subgrupos

G = U H,. Suponha que para certo i € {1,2,...,n} tenhamos H; ¢ UH-,
i=1 i
entdo |G : H;| é finito.

Demonstrag¢do: Podemos supor, sem perda de generalidade, que « = 1, dai
H, ¢ UHZ‘ Suponhamos que |G : Hi| seja infinito, dai consideremos
=2

1=
S = {x1,x9,23,...} o transversal de H; em G. Observemos que se a < b,

a,b € {1,2,3,...} teremos que 7,7}’

¢ H,, caso contrario, teriamos
rq, € Hyxy, e consequentemente H,x, = Hixp, 0 que ndo ¢ verdade, visto que

S = {x1, 29, x3,...} éum transversal de H; em G.

n n
Podemos escrever G = G - g%, onde g € H; — U H;, como G = U H;,
=2 i=1
temos entao que:

n

j=2
Assim, dados a,b € N*, com a < b, existe m(a,b) o menor inteiro, que de-
pende de a e b, tal que v,7, " € H,,g~',m = m(a,b). Observe que, para todos
a,b € N* m(a,b) € {2,3,...,n}.

'€ H,g7',m = m(a,b)}. Observe que

Definamos A, = {(z,, 7p); Tax;
podemos escrever [S]?> = UA,,, com 2 < m < n. Usando o Teorema de Ramsey,
existe ' C S infinito, T = {Z4,, Tay, Tas, - - -} tal que [T]? C Ay, para algum
ke{23,...,n}.

Sendo a < b < ctais que: x,, xp, x. € T, deste modo:

-1
c

1

xaxb’lerg’l : :L'a:cglEHkg’l i ., € Hpg™
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1 1 1

e assim, g lmyr,t, g tr ot g e, € Hy.
Afirmamos que ¢~ € Hj,.

De fato, consideremos o produto, dos trés elementos

-1

(07 mw,) - (g ) (g ) = (9w ) - (o) - (97 )

= (97w wa) - (2997") - (wery )

= (g_lxb) . (:Ec_lxcxb_l) = g‘l € H,.

Como H}, é subgrupo, teremos g € Hy, o que ndo ¢é verdade. Portanto, |G : Hy| é

finito.

n
Corolario 2.2 (Neumann) Seja G = U H; uma cobertura por subgrupos. Pode-
i=1
mos retirar desta cobertura os subgrupos H;, tais que |G : H;| é infinito.

Demonstracdo: Seja H; um subgrupo, tal que |G : H;| seja infinito. Pelo Teo-

rema de Neumann devemos ter H; C U H;,dai G = U H;, = U H;.
Gi i=1 J#i

2.3 Caracteristicas dos Grupos que possuem Cober-

turas por Subgrupos Proprios

Proposicao 2.2 Um grupo G admite cobertura ndo trivial se, e somente se, G é

ndo ciclico.

Demonstracao:

(<) Se G ¢ nao ciclico, entdo G = U (a), com (a) < G, e assim G admite

acG
cobertura nao trivial por subgrupos.
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(=) Se G ¢ ciclico, digamos G = (a), entdo se um subgrupo de G, possuir o

elemento a, este serd igual a G, logo GG ndo possui cobertura nao trivial.
[ |

Agora veremos uma condi¢do necessaria e suficiente, para que um grupo G

admita cobertura finita por subgrupos proprios.

Teorema 2.4 Seja G um grupo. G admite cobertura finita e ndo trivial por sub-

. G . . .
grupos se, e somente se, existe N <1 G, com o ciclico e finito.

U : G .. <
Demonstrag¢ao: Digamos que exista N < G, tal que N seja finito e nao ciclico.
- : G : . :
Usando a Proposi¢ao anterior, temos que N admite cobertura nao trivial e finita,

: G . G
devido ao fato que N ¢ finito. Observemos que todo subgrupo de N ¢ da forma

il G " |(H o
N onde N < H, H < (G. Donde N U (W) e portanto, G = i:LJlHi, isto é,

=1
(G admite cobertura finita e ndo trivial.
n

Suponhamos agora que G = U H;, H;, < G. Pelo Teorema de Neumann,

i=1
podemos supor que |G : H;| ¢ finito, para ¢ € {1,2,3,...,n}. Definamos
B = ﬂ H; e usando Poincaré, temos que |G : B| ¢ finito. Definamos a seguinte

i=1
acao:

¢ :G—Sx={F:X — X,F bijetiva}

g (g)(xH) = gzH
onde X = {zB,z € G}.

Sendo N = Nucy, sabemos que N << G e N < B. Usando o Teorema dos

G ) . . G
Isomorfismos, temos N ~ Sy, como Sy ¢ finito, pois | X| = |G : B, entdo N

¢ finito. Falta provarmos que N ¢ nao ciclico. Como N < B < H;, podemos

escreve ¢ OHi 1 Gd'te bert finita e ndo trivial e
screver: — = — |, assim — admite uma cobertura finita e nio trivia
N et N N

- .G,
pela Proposigao anterior N ¢ nao ciclico. |
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2.4 Cobertura por Subgrupos Ciclicos

Comecaremos nesta secao com uma aplicacao do Teorema de Schur, que sera
muito importante para a caracterizagao dos grupos que admitem cobertura finita

por subgrupos ciclicos.

Proposicao 2.3 (Federov) Se um grupo infinito G tem a propriedade de:
14#H<G=|G:Hl <x

entdo G = C, (Ciclico de ordem infinita)

Demonstracdo: Tome 1 # = € G. Como 1 # (x) < G, temos por hipdtese
|G : (x)] éfinito, digamos |G : (x)| = n. SejaT = {t1,t, ..., t,} um transversal

de (z) em G com t; # 1,Vi. Entdo, G = U<x>t, = (x,t1,ta,...,t,). Como
=1

(x) C Cg(x) teremos |G : Cg(x)| < |G : (x)| = n. Analogamente, para todo
ti € {t1,ta,...,t,} temos 1 # (t;) < G e do mesmo modo, (t;) C Cg(t;)
teremos |G : Cq(t;)| < |G : (t;)] < o0, Vi.

Agora, sendo Z(G) = ﬂ Ces(y), usando Poincaré, teremos

ye{mvti}
|G : Z(G)| < oo. Usando o Teorema de Schur, temos que: G’ ¢é finito, e supondo

|G : Z(G)| = m teremos que ™ = 1,Vx € G'. Provaremos que G’ = 1, de fato,
se existisse 1 # g € G/, com o(g) < oo, teriamos: |G| = |G : (g)] - [{g)] < 00, 0
que ndo ¢ verdade, logo G’ = 1, e assim G ¢ abeliano.

Entdo, pelo Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Gera-

dos:

G=Cyx xCyx X ...xCy.

Se houvesse mais de uma copia, a primeira seria um subgrupo de indice infinito,

0 que nao pode ocorrer. Logo:

G =Cx.
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Teorema 2.5 Um grupo G admite cobertura finita por subgrupos ciclicos se, e

somente se, G é finito ou G = C..

Demonstracao:

(=) Suponhamos que:
G= () U(z)U...U(xy)

seja uma cobertura irredundante de G por subgrupos ciclicos. Pelo Teorema de
Neumann, |G : (z;)| é finito parai € {1,2,3,...,n}. Sejal # H < G, tomemos

um elemento 1 # g € H. Dai g € (x;) para algum 4, isso implica que:
|{(x;) : (g)] & finito.
E portanto:
G H| < |G :{g)] =[G : ()| - [(zi) : {g)] < o0.

Aplicando o resultado de Federov concluimos que o G ¢ finito, ou G = (..

(<) Se G é finito, digamos G' = {x1, z3, ..., x,}, entdo:
GclJm)ca
=1

Caso G = C,, o grupo ¢ a propria cobertura.



Capitulo 3

Coberturas p-Sylow

Neste capitulo, estudaremos coberturas nas quais existe algum subgrupo de
Sylow. Daremos a caracterizacao de tais coberturas e estudaremos as coberturas

p-Sylow do grupo S,,.

Definicao 3.1 Seja G um grupo finito e p um numero primo. Uma p-Sylow cober-
tura de G, é uma cobertura irredudante de G, que contém de algum p-Sylow

subgrupo.

Exemplo 3.1 No Grupo Simétrico Ss, a familia {As, ((1,2)),((1,3)),((2,3))}
¢ cobertura de Ss que possui subgrupos de Sylow. O grupo G = S5 X Zy ndo
possui 3-Sylow cobertura, mas possui uma 2-Sylow cobertura, como veremos mais

adiante.

Definicao 3.2 Seja G um grupo finito e p um numero primo, um p-elemento de
G, é um elemento que possui a ordem uma poténcia de p. Um p-elemento de G é
chamado um C,,-elemento se o seu centralizador em G' é um p-subgrupo, isto é,

um subgrupo cuja ordem é um poténcia de p.

51
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3.1 Coberturas Contendo Subgrupos de Sylow

Nesta secao damos uma caracterizagao para coberturas p-Sylow onde p € um

primo que divide a ordem do grupo G.

Teorema 3.1 Seja G um grupo finito ndo ciclico e p um primo, tal que p divide

|G|. G possui uma p-Sylow cobertura se, e somente se, existe um C,, elemento

em G.

Demonstrag¢iao: Suponhamos primeiramente que GG possui uma p-Sylow cober-
tura, isto €, existe um P subgrupo de Sylow que faz parte da cobertura irre-
dudante de G. Se para cada @ € P, a ndo ¢ um C,, elemento, entdo existe
z, € Cgla) = {g € G;ag = ga}, tal que o(z,) = ¢, q primo diferente de p, pois
se a ndo ¢ um C,, elemento, entdo |C¢(a)| ndo € uma poténcia de p, por Cauchy,
existe z, € Cg(a), com ordem ¢, ¢ primo diferente de p. Veja que a - x,, pertence
a algum componente da cobertura irredundante p-Sylow de G. Afirmamos que
a-r, ¢ P, defato: Sea -z, € P, terlamos (a - z,)”" = 1, para algum natural n,
visto que P é um p-Sylow subgrupo. Como z, € Cg(a), temos que:

()

(a- :L’a)pn =1=ad" - (xa)pn =1= (z,)0 =1,

Como a ordem de zx, ¢ ¢, teremos que ¢ divide p" o que ndo é verdade. Logo
a-x, ¢ P.

Como a - x, € (G, e como G ¢é coberto por uma cobertura irredundante, entao
a-x, € H,para algum elemento da cobertura. Sabemos que mdc(q, p™) = 1, por

Bezout, existem inteiros & e [ tais que:
k-q+1-p"=1.

Comoa-z, € H,entdo (a-z,)? € Hmas, (a-x2,)? =a? -2 = a? € H, observe

que:

l

at =a* . aP" = (aq)k . (apn) = (aq)k € H.
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Deste modo, cada elemento a € P, estaria em outra componente da cobertura
irredundante, o que ¢ um absurdo. Assim, deve existir a € P tal que a ¢ um C,,
elemento, o que prova a primeira parte.

Agora suponhamos que exista a € G, tal que a ¢ um C),, elemento.
Suponhamos por contradicao que G ndo possui p-Sylow cobertura. Seja A; um p-
subgrupo de Sylow de GG que contém o elemento a. Agora construiremos uma
cobertura de G do seguinte modo: Primeiro consideremos A = {A4;} e va-
mos adicionar a A outros p-subgrupos de Sylow um a um até eles cobrirem
todos os p-elementos de (G. Agora para todos os outros primos ¢ # p que di-
videm a ordem de G, fagamos o mesmo procedimento. Desse modo obtemos

= {A,As,..., A} que é uma cobertura irredundante para os elementos

de G cuja ordem ¢ um poténcia de um primo. Definamos o seguinte conjunto
n

B ={{(g9),9 € G- U A;}. Ordenemos B pela inclusdo, para cada cadeia de
=1
B escolhamos o elemento maximal e adicionamos esses elementos maximais a

A= {A, Ay, ..., Ay, By, By, ..., B,}. Agora A ¢ uma cobertura para G. Ou

sejaG = (LnJ Ai> U (U BZ-> . Como estamos supondo que GG nao tem p-Sylow
cobertura, t(;10s 0s subgfupos Ay, Ay, ..., A, podem ser omitidos. Em particular
Ay Cc UM, B;. Como a€ A, existej € {1,2,...,m} talque a € B; = (g), para
algum g € G — UA Assim a = ¢°, para algum o € Z — {0}. Deste modo

B; C Cgl(a), donde teremos |B;| = p® para algum £ natural ndo nulo o que ndo

¢ verdade.
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3.2 O Grupo Simétrico

Nesta secdo estudaremos as coberturas p-Sylow nos grupos simétricos, e de-
terminemos quais grupos simétricos possuem p-Sylow cobertura para cada primo

p, p dividindo a ordem do grupo.

Lema 3.2 Se « é uma permutagdo de S,,, de modo que o é decomposta em exata-

mente a; i-ciclos, a; > 0, temos:

Cs, ()] = [ J (@i,
onden = aj + 2as + 3az + ... + na,.

Demonstracao: Veja o Apéndice C.

Corolario 3.1 Para cada n > 3, o grupo simétrico S,, possui um Coy elemento.
Em particular, o € S, é um Csy elemento, se e somente se, o é um produto de

2k_ciclos com k € N.

Demonstrag¢iao: Podemos provar facilmente que todo natural n pode ser escrito
da forma:

no= 2% 429 | 4 2%

com v, g, . . ., y, distintos dois a dois.

Tomemos « € S,,, com a seguinte estrutura ciclica

Escrevendo, n = ay + 2as + 3as + 4ay + ... + na,, veja que o(a) = 2.

So falta provar que |Cg, ()| € uma poténcia de 2. Observe que a; = 0 ou 1,
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a; = 1 < i é poténcia de 2 e usando o Lema acima, |Cg, («)| = [[(a;!)i% vemos
que |Cs, ()| € uma poténcia de 2, logo a ¢ um Cyy-elemento.

Em particular, se o ¢ um Cs, elemento, entdo temos que: o(«) é uma poténcia
de 2 e |Cg, (o) = [[(a;!)i* ¢é um poténcia de 2 onde
n =ay + 2as + 3az + ...+ na,.

Sendo |Cs, ()| uma poténcia de 2, devemos ter que todos os a;, a; < 2 e
os ¢ devem ser poténcias de 2, a; = 0, para ¢ ndo poténcia de 2, o que prova o

resultado.

Corolario 3.2 Para cadan > 3, o grupo simétrico S,, possui uma 2-Sylow cober-

tura.

Teorema 3.3 Seja G o grupo simétrico S,, paran > 3 e seja p < n um primo
impar. G possui um C,, elemento se, e somente se, 0 e 1 sdo os unicos digitos que

aparecem na representacdo de n na base p.

Demonstra¢do: Suponhamos que G possui um C),, elemento, digamos o € S, é
Cypisto &, 0(a) = p* e |Cs, (a)| = [[(a;!)i%, onde n = a;+2as+3az+. . .+na,.
Para que |Cs, («)| seja poténcia de p, primo impar, a; = 0 ou 1 e ¢ deve ser

poténcia de p. Entao escrevemos n da forma
n=a;+p*+p*2+...+p*

ou seja, 0 e 1 sdo os unicos digitos que aparecem na representagdo de n na base p.
Suponhamos agora, que 0 e 1 sdo os unicos digitos na representacao de n na
base p. Isto ¢,

n=p*" +p*"t+ . +p*” +p* +r

onde » = 0 ou 1.
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Tomemos « € S,,, com a seguinte estrutura ciclica

Observe que o(a) = p™, ay, € 0 maximo dos «;. Escrevendo
n:a1+2a2+3a3+...+nan,

teremos que a; = 0 ou 1, e a; = 0, se ¢ ndo € poténcia de p.
Dai, |Cg, («)| = [[(a;!)i% sera poténcia de p.

Assim, G tem um C),, elemento.

Corolario 3.3 Seja G o grupo simétrico S, n > 3 e p um primo impar que divide
|G|. G possui uma p-Sylow cobertura se, e somente se, 0 e 1 sdo os unicos digitos

que aparecem na representagdo de n na base p.

Lema 3.4 Para cada numero inteiro n > 7, existe um numero primo p > 3, tal

que: p+4 <n < 3p.

Demonstrag¢ao: Provaremos por indugao sobre n e usaremos o Teorema de Bertrand,
que provaremos no Apéndice B.

Para n = 7, basta tomarmos p = 3. Suponhamos que para n > 7 exista um
primo p, tal que: p +4 < n < 3p. Agora, provaremos que para n + 1 existe um
primo ¢, tal que: ¢ + 4 < n + 1 < 3q. Para isto, consideremos dois casos:

1° Caso) n + 1 < 3p, dai temos a seguinte situagao:
p+4<n<n+1<3p,

entdo, basta tomar p = q.



CAPITULO 3. COBERTURAS P-SYLOW 57

2° Caso) n + 1 = 3p, pelo Teorema de Bertrand, existe um primo ¢, tal que:

p < q1 < 2p, dai temos a seguinte situacao:
G +4<2p+3<3p=n+1<3q,
entdo, basta tomar o primo ¢ = ¢;, 0 que conclui a demonstracao.

Teorema 3.5 Os grupos S35 e Sy sdo os unicos grupos simétricos que possuem

p-Sylow cobertura para cada primo p < n.

Demonstracio: E facil ver que S; e S, possuem 2-Sylow cobertura e 3-Sylow
cobertura. Veremos agora que Ss, Sg, S7 € Sg ndo possuem 3-Sylow cobertura,

basta notar que:
5=(12)3 , 6=(20)3 , 7=(21); , 8=(22); e 9= (22)s.
Suponhamos n > 9. Pelo Lema 3.4 existe p primo, p > 3, tal que:
p<p+4<n<3p<p’

Assim, quando formos escrever n na base p, os digitos nao podem ser somente
0 e 1. De fato, como n < p*, (n), ndo pode ter mais que dois algarismos, e 0s
possiveis numeros serdo (11), = p+ 1 ou (10), = p e como n > p + 4, S,, ndo

possui p-Sylow cobertura.



Capitulo 4

Cobertura por Subgrupos Abelianos

Aqui veremos o grupo G sendo coberto por n grupos abelianos A;:

Vamos também investigar o problema do nimero maximo de elementos dois a
dois ndo-comutantes que um grupo G pode ter, ¢ mostrar como este se relaciona

aos problemas de cobertura.

4.1 Caracterizaciao das Coberturas por Abelianos

Teorema 4.1 Seja G um grupo, sdo equivalentes:
(i) |G : Z(G)| éfinito.
(i) G = OA’L" A; abelianos, A; < G.
i=1
(iii) G tem somente um numero finito de subgrupos abelianos maximais.

(iv) Todo abeliano maximal tem indice finito.
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(v) Para todo subconjunto S C G, tal que: vy # yzx, para todos x,y € S,

temos que S é finito.

Demonstracgao:
(i) = (i7) Digamos que |G : Z(G)| seja finito. Consideremos o transversal

T ={xy,29,...,2,} de Z(G) em G. Podemos escrever:

n n

G=J=z(6) c|J@)z(G) = OAZ- caG

i=1 i=1
onde A; = (x;)Z(G), observe que para cada i, A; ¢ abeliano e subgrupo de G.
Logo G = U A;, A; abeliano, A; < G.

i=1

n
(71) = (i) Agora digamos que G = U A;, com A; abeliano e A; < G. Podemos
i=1
assumir que esta cobertura ¢ irredundante, e por Neumann |G : A4;| < oo.

Definamos N = ﬂ A;, usando Poincaré, temos que |G : N| ¢é finito.

Afirmamos que N C Z(G). De fato, tomex € Neg € G = UAi entdo
g € A; paraalgum . Como N = NA,;, temos que x, g € A; parao meis:nllo 1, logo,
rg = gxr eassimz € Z(G), o que prova N C Z(G).

Portanto, |G : Z(G)| é finito.

Agora, provaremos a implicagdo (i) = (iv). Antes, provaremos que todo

x € G esta contido em algum subgrupo abeliano maximal de G. Entdo, para cada

x € G definamos:
S={A<G,A ¢abelianocom =z € A}.

Veja que (z) € S. Assim, S é ndo vazio. Seja T C S, T totalmente ordenado.

Consideremos Ay = U A, ¢ facil perceber que A, é subgrupo abeliano de G,

ACT
com x € Ay e paratodo B C T, temos que B < Ay, assim A, ¢ majorante de 7.

Usando o Lema de Zorn, existe um elemento maximal em S, ou seja, para cada

x € G, existe A abeliano maximal com = € A.
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Agora, provaremos (i) = (iv). Seja M abeliano maximal, entdo Z(G)M
¢ subgrupo, visto que Z(G) < G e assim Z(G)M ¢é abeliano. Observe que
M < Z(G)M, como M ¢ abeliano maximal, temos que Z(G)M = M, o que
implica Z(G) < M. Como |G : Z(G)| é finito, entdo |G : M| também o é.

(i) = (i77) Seja M abeliano maximal, vimos anteriormente que Z(G)M ¢é abeliano

e Z(G) < M = Z(G)M, dai Z(G) < M. Entao

M < G
, COMO ————
Z(G) = Z(G) Z(G)
¢ finito, segue que s6 podemos ter uma quantidade finita de subgrupos abelianos
maximais M.

(73i) = (4i) Sejam My, My, ..., M, todos os abelianos maximais de GG. Para cada

r € G,existei € {1,2,...,n} tal que x € M;, dai G C UMZ C G, portanto

=1

G = U M;, M, abeliano.
i=1
(iv) = (i) Sabemos que para cada x € G, existe M abeliano maximal com

r € M, assim M C Cg(x), como |G : M]| é finito, temos que |G : Cq(x)| é
finito para cada = € GG. Tomemos M abeliano maximal, como |G : M| ¢ finito,
consideremos 1" = {t1,ts,...,t,} o transversal de M em G, dai G = U Mt;.

=1

Podemos dizer que G = (M, t,ts, ..., t,). Podemos facilmente concluir que
Z(G)=Ce(M)NCq(ty) N...NCq(t,),
usando Poincaré¢, temos:
G Z(G) <G : Ca(M)] |G : Ca(tr)] - ... |G : Ca(tn)],

como todos sdo finitos, temos que |G : Z(G)| ¢ finito.

Observagdo: Como M ¢ abeliano, M C Cg(M), e assim |G : Cg(M)| é
finito.
(1) = (iv) Digamos que |G : Z(G)| = n, consideremos 7' = n{tl, to, ..., t,} um

transversal de Z(G) em G, entdo podemos escrever G = UtiZ (G). Agora,
i=1
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usaremos um principio de contagem, conhecido como Principio das Gavetas.
Qualquer conjunto com mais de n elementos em G, deve ter dois elementos na

mesma componente na cobertura, isto é, existe i € {1,2,...,n} tal que:
a,b € t,Z(G).
Deste modo, existem g1, g, € Z(G), com a = t;g1,b = t;92, veja que:
bl=gy' 7 e bla=gylti tigi =g, g1 € Z(G)

e portanto [a,b] = 1. Deste modo, se S C G, tal que xy # yx, para todos
x,y € S, S deve ter menos que n + 1 elementos, ou seja, S ¢ finito.

Para demonstrarmos a implicagdo (v) = (i) usaremos varios Lemas e resul-
tados como o Teorema de Ramsey.

Em 1975, o famoso matematico Paul Erdos, em um encontro da Australian
Mathematical Society, propds a implicagdo (v) = (i). No mesmo ano,

B. H. Neumann resolveu o problema. Vamos aqui reconstruir sua demonstragao.

Lema 4.2 Seja G um grupo. Suponha que para todo S C G, tal que xy # yzx

para todos x,y € S, tenhamos que S é finito. Entdo, para todo v € G, x© é finito.

Demonstracio: Suponhamos que exista g € G, tal que ¢ seja infinito, isto é, g

possui infinitos conjugados. Consideremos 7" C GG um conjunto infinito, tal que:

Se zyeTl x#y=g"#g"

Agora usaremos Ramsey, para isto, consideremos [T)> = {(x,y);z,y € T}.

Podemos escrever [T)? da seguinte maneira:

[T)? = {(2,y); vy = yz; 2,y € T} U {(z,y); 2y # ya; v,y € T}

Por Ramsey, existe L C T infinito, tal que:
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1°) [L)? C {(z,y);xy # yx;z,y € T}, neste caso, existiria L C S infinito, tal
que xy # yx, para todos x,y € L, o que contraria a hipotese.

ou

2°) [L)* C {(z,y);xy = yx;x,y € T}. Assim, existe L C G infinito, tal que:
se x,y € L,ry = yx. Definamos o conjunto gL = {gz,x € L}. Tomando
xr,y € L,x # y, é facil notar que [gz, gy] # 1. Como gL C G e para todos
a,b € glL,a # b, ab # ba, temos novamente uma contradigao.

Assim, para todo x € G, 2 deve ser finito.

Lema 4.3 Seja G um grupo, tal que para todo x € G,xC é finito, e A um sub-
grupo abeliano de G com |G : A| finito. Entdo, |G : Z(G)| é finito.

Demonstracao: Consideremos 7' = {t1,1s,...,t,} um transversal de A em G,
n

assim podemos escrever, G = U t; A.
i=1

Afirmagido 4.1 Z(G) = Co(A) N Ce(T)

Sabemos que C(A) = {g € G; gz = xg,Vr € A} = ﬂ Co(z)e

€A

Co(T)={g € G;gt =tg,Vt € T} = () Ca(t).

teT

Que Z(G) C Cg(A) N Cq(T) é de facil verificagdo, provemos a outra inclusio.
Tomemos = € Cg(A) N Ce(T), entdo por definicdo,  comuta com todo ele-
mento de A e com todo elemento de 7. Seja y qualquer, y € G entdo

y="ti-at; € {t1,ts,...,t,} ea € A. Veja que:
xy = x(t;a) = (vt;)a = (t;x)a = t;(xa) = t;(ax) = (t;a)r = yx.

O que prova Z(G) = Cq(A) N Ce(T).
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Sabemos do Capitulo 1, que |G : Cg(z)| = |2%|. Agora, como T ¢ finito,
entdo:
|IG:T|=1G: m Co(t)| <G : Cq(ty)] - |G: Calta)] ... |G : Caltn)].

teT

Assim, |G : T| ¢ finito. Sendo A abeliano, temos:
A< Cg(A) = |G: Ca(A)] <G A

que ¢ finito.

Como Z(G) = Cg(A) N Cq(T), entdo:
|G : Z(GQ)| < |G : Cq(A)] |G : Cq(T)]
e portanto, |G : Z(G)| é finito.

Corolario 4.1 Se G é um grupo, tal que para todo v € G, x¢ é finito, |G : Z(G)|

é infinito e possui um subgrupo H, com |G : H| finito, entdo H ndo é abeliano.

Lema 4.4 Seja G um grupo, tal que para todo x € G, z¢ é finito, |G : Z(G)| é

infinito. Assuma que G contém duas sequéncias finitas de n elementos
(a1,a9,...,a,) e (by,ba, ... by)
satisfazendo:
i) Sei# j, [ai,a;] = 1.
ii) Paratodo i, [a;,b;] # 1,
iii) Sei # j, [a;,b;] = 1.

iv) Paratodoi,j, [b;,b;] =1
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Entdo, G conterd outros dois elementos a1 e b, tais que (i), (i1), (i), (iv)

continuardo valendo para as sequéncias.
(al,ag,...,an,anH) e (bl,bg,...,bn,bn+1)
de tamanho n + 1.

Demonstracao: Definamos

A=Cq({ay,az, ... an,by,ba, ... by}) = (ﬂ Cg(ai)> N <ﬂ CG(bZ-)>

Usando o Corolario acima, como A tem indice finito, entdo A nao ¢ abeliano.
Assim, podemos escolher dois elementos a e b pertencentes a A que nao comutam.
Definimos:

Apt+1 = ablbg c. bn € bn+1 =b

teremos, entdo, para 1 <7 < n;
-/
(1")[ai, ant1] = [ai, bi] # 1
Provaremos o caso quando ¢ = 1, os outros sao analogos, visto que a ¢ todos

os b;, a excegdo de b;, comutam com a,;. Vejamos para i = 1.

[ar,abiby...by) = a7t b bt - bt -a - arabiby . by,
= al_l‘b;1'b;il-...-bl_l-a_l-aalblbg...bn
= al_l'bgl'b;il'-u’bl_l'bglbg(llbl...bn

= (1[1 : b;l(l,lbl = [(1,1, bl] 7& 1.

(@) |ans1,bi] = lai, bpsa] =1
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Provaremos o caso quando 7 = 1, os outros sao analogos, visto que a e todos

b; comutam com b; € a; comuta com b.

[able...bn,bﬂ = ((lblbg...bn)_l bl_l . (ablebn) 'bl
= bgl'brjil""'bgl'bfl‘(Lil'bfl'a‘blbg...bn'bl
= bbby by by AT a biby by by

= byt bty byt byt bbby by - by
= btb byt b by by by

= b'b = 1.

(iiil)[an-i-lvbn-l-l] = [CL, b] # 1.
De fato, como todos os b; comutam com b, mas a € b ndo comutam.
[abiby ... by 0] = bbbt bt a bt a - biby . by, - b
= b, bt b b ca b a bby LDy
= bt bty oyt amt b habbabs L by,

= a;tbyta-b#£ L

(iUI)[bi7 bn—l—l] =1.
Pois b,,.1 = b, e b comuta com todo b;.
Note que as condigdes acima garantem automaticamente que a,, 1 # a1, s, . . ., Ay,

eque b, 1 # by, bo,...,b,. OLema fica entdo provado.

Agora, provaremos a implicagdo (v) = (7).
Suponhamos para todo subconjunto S C G, tal que: zy # yx para todos

x,y € S, temos que S ¢ finito. Pelo Lema 4.2, temos que para todo z € G, 2% é
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finito. Digamos que |G : Z(G)| ndo ¢ finito, dai G ndo ¢ abeliano. Tomemos a;
e b; elementos de G que ndo comutam, e usando o Lema 4.4, contruimos recur-
sivamente uma sequéncia infinita (a1, as, . . ., a, ) de elementos que ndo comutam
dois a dois. O que contraria a hipdtese.

Portanto, |G : Z(G)| ¢é finito.



Capitulo 5

Cobertura por Subgrupos Normais

Aqui, veremos o grupo G sendo coberto por n subgrupos normais A;:

Vamos também estudar coberturas por subgrupos verbais. Daremos a caracteriza¢ao

dos grupos que podem ser cobertos por subgrupos normais.

5.1 Caracteriza¢ao dos Grupos que sao cobertos por
Subgrupos Normais

Para os resultados que vamos demonstrar sobre coberturas por subgrupos nor-
mais, vamos precisar de alguns resultados preliminares, que vamos demonstrar a

partir de agora.
: : . G . . :
Lema 5.1 Seja G nilpotente. Entdo, existe N <I GG, com  1do ciclico e finito se
ei

. A N
e somente se, existe H <\ G, tal que % é finito e ndo ciclico.
el

67
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G
Demonstragao: Se existe H < G, tal que %, seja finito e ndo ciclico basta tomar

. G
N = H, pois usando o Teorema dos Isomorfismos temos que:

QR
12
=l Q

oA G . . :
Agora, suponhamos a existéncia de N <G, tal que - Sejando ciclico e finito.

Como G ¢ nilpotente, temos que N também o é. Agora, usaremos resultados
. G . . G
sobre grupos nilpotentes. Sendo N nilpotente, existe n € N tal que 7, N/ =

G ) .
—, ou seja, temos a série central
N

G G G G
1—ZoCZl(N)CZQ<N>C...CZH<N>_N

G
Zit (N)
N g N

=

. G G
Também, temos pela construcao da série que Z; (N) < N

onde

Z; G
Pelo Teorema da Correspondéncia, podemos definir N = Z; (N) para
i€{1,2,...,n}comZ; <G, N < Z,.

Agora, usando os fatos acima, teremos:

Zg G G G
"N N N G

N g N | =
G G G Zo1 Zpa
Zna | = Zna | = Zna | = o "
que ¢ abeliano.
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L N .G,
Que = ¢ finito, ndo ha nada o que fazer, pois — ¢ finito. Mostraremos
n—1
agora que —— ¢ nao ciclico.
n—1
Suponhamos por contradi¢ao que Z seja ciclico. Observemos que:
n—1
G G
_N _N
Zn—2 Zn—2
N _ N ~ _G
Zn—l G Zn—l
N N
— A
Zn—2 A E
N n—2 N
Mas dai, teremos que:
G G Zos
N _ 5 N _ _N 7
an2 A g Zn72
N n—2 N N
donde teremos: o
G Z,. G
R =7 =
N N ! <N)
0 que nao ¢ verdade.
Portanto, —— ¢ finito, abeliano e néo ciclico. Assim, G’ C Z,,_; e teremos:
n—1
G
G .G
?n—l B 7n—l
G/
nao ¢ ciclico e finito.
Basta tomar H = Z,, ;.
[ |

Lema 5.2 Seja G = H x M um grupo, onde H é um grupo ndo abeliano simples.

Entdo, dado N <1 G, temos N = H x Sou N =1 x S com S < M.
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Demonstracao: Podemos escrever:
G ={(a,b);a € H,be M}
idenficamos
H=Hx1={(a,1);ae H} e M=1xM ={(1,b);be M}.

Deste modo, ¢ facil perceber que H, M <1 G. Mostraremos o caso em que H <1 G.

De fato, que H < G ¢ 6bvio e:
(h,1)? = g7 (h,1)g = (™", 07)(h, 1)(a,b) = (a”"ha, 1) € H.

Portanto, H <1 G.

Consideremos agora um subgrupo normal N, N <{G. Como H, N <G, teremos
i) [HLNJCHNNCN
i) [H,N|< H

Demonstracao:
(¢) Por defini¢do [H, N] = ([a,b];;a € H,b € N) e [a,b] = a~'b"'ab. Como

H, N <1 G, entdo temos:
alvlae N=a v labe N,blabe H=a'b"labe H

0 que prova (7).
(i1) Devemos provar que [H, N|" C [H, N],Yh € H. Provaremos que [a, b]" €
[H, N] paratodos a € H,b € N e h € H. Entdo vejamos:

[a,0]" = ta'hh ' b ' hh tah h " bh,
N e N N e N e

note que se [ ' = hlathe k™ = h7'b'h,entdo,l € He k € N, dai
[a,b]" = 17'k~tlk = [I, k] € [H, N] o que prova (ii).
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Agora, vamos considerar o conjunto S da seguinte forma:
S ={me M;3h e H, com(h,m) € N}.

E facil ver que S é subgrupo de M. Notemos que N C H x S, pela construgdo
de S.

Tomemos agora (h,m) € H x S, afirmamos que existem k, k' € H com
(k,m) € N ek-k' = h. De fato, como m € S, existe k € H, com (k,m) € N,
escolhemos k&’ = k1.5 (tal escolha é possivel). Como H é um grupo ndo abeliano
simples e provamos que [H, N| <1 H, entdo temos dois casos possiveis para [H, N|.
1° Caso) [H,N]=H.Como H = H x 1 =[H,N] C HNN C N, sabemos que
N C H x S, provaremos que H x S C N e consequentemente N = H x S.

Dado (z,y) € H x S, comoy € S, existem z1,x9 € H,com 1 - 19 = x €

(x1,y) € N. Note que (x2,1) € H C N, dai:

(‘Tvy> = <371,y) ’ (J’Jg, 1) = <$1,$2,y) eN

E assim, N = H x S.
Afirmamos que S <1 M. Ja sabemos que S ¢ subgrupo de M, vamos provar

que SY C S, para todo g € G. Identifiquemos S = 1 x S, observemos que:
S9 =g 1S9 = (a,b) 7' (1,8)(a,b) = (a b7 1)(1,8)(a,b) = (1,b"'sb),

para concluir basta provar que b='sb € S. Como N = H x S e N < G, entio
N9 C N =H x S. Agora, tomando g = (a,b) e (h,s) € H x S = N, temos:

(h,s)? = (a~*,b71)(h,s)(a,b) = (a  ha, b 'sb)

edai, b~'sb € S, donde S <1 M.
2° Caso) Suponhamos que [H, N] = 1, neste caso provaremos que N = 1 x S

com S < M. Dizer que [H, N] = 1, quer dizer que ab = ba, para todos a € H
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eb € N. Como H ¢ subgrupo simples ndo abeliano, entdo ¢ facil observar que
Z(H) = {1}. Provamos anteriormente que N C H xS, assim,dado/ € N = [ €
H x S,isto ¢, = (h, s). Tomemos um elemento qualquer da forma (b, 1) € H,

veja que:
(h,s)-(b,1) = (h-b,s) = (b,1) - (h,s) = (bh,s) = hb = bh,

paratodo b € H, como Z(H) = 1, entdo h = 1, dai se [ = (h,s) € N entdo
[ = (1, s) e deste modo provamos que N C 1 x S. Agora, dado € 1 x S teremos
[ =(1,s) com s € S, pela defini¢do de S, existe h € H com (h,s) € N. Como
N C 1 x S, teremos que h = 1 e portanto, N = 1 x S. De maneira analoga

provamos que S <I GG, o que prova o Lema.

Definicao 5.1 Seja G um grupo. Dizemos que G é PNS se, para todo K < G,
K # 1, G, existe H, < G com Hy, # G tal que K - H, = G.

Por vacuidade, se GG ¢ grupo simples entdo G € PNS, pois para nao ser PNS ¢
preciso existir N I G, N # 1, N # G tal que N ndo tem suplemento proprio em
G, isto ¢, ndo existe K < G; KN = (G. Mas, GG sendo simples, ndo existe N <G,
N # 1,G. Portanto, G simples ¢ PNS.

Lema 5.3 Seja G = H x M um grupo PNS. Entdo H e M sdo PNS.

Demonstragcao: Provaremos apenas que M ¢ um grupo PNS. Tomemos A um
subgrupo normal préprio de M, isto é, K <1 M. E facil observar que K # G,
provaremos que K < G.

De fato, identifiquemos K = 1 x K e devemos provar que K9 C K, para
todo g € G, basta provar que kY € K, paratodo k € K, e todo g € G. Tomemos
(1,k) € K e (h,m) € G. Observemos que:

(1, k)" = (B~ m~ Y (1, k) (h,m) = (h"*h,m ™ km) = (1,m 'km) € K,
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pois, K < M, m~'km € K, paratodom € M.
Agora, usando o fatode que G ¢ PNSe K <G, K # 1, G, existe L<G, L # G.
De modo que K L = GG. Usando Dedekind, temos:

K(LNM)=KLNM=GNM = M,

agora verifiquemos que L N M # M. Se L " M = M, teriamos
K(LNnM)=KM=MeLNM =M = M C L,assimteremos K C M C L,
dai teriamos KL = L = (G o que nao ¢ verdade, logo L N M # M. Também,
LN M +#1,poisse LN M =1, teriamos M = K(LN M) = K, o que ¢ falso.

Deste modo, K (LN M) = M,com K, LN M # M, K < M, para vermos
que L N M <1 M ¢ de fécil verificagdo. Portanto, M ¢ PNS.

Lema 5.4 Seja G um grupo finito. G é PNS se, e somente se, G ¢ um produto

direto de grupos simples.

Demonstragio: Suponha que GG ¢ PNS. Se GG ¢ simples, entdo G ¢ um produto de
um fator simples. Podemos supor GG nao simples.

Provaremos o resultado sobre indugdo em |G/|.

Passo Indutivo: Suponha que todo grupo de ordem menor que |G| sendo PNS ¢ o
produto direto de grupos simples.

Seja H um subgrupo normal minimal (Esta escolha ¢é possivel visto que GG
¢ finito e ndo simples). Como G ¢ PNS, entdo existe M <1 G, M # G com
G = HM, como H ¢ minimal e H N M < G, teremos H N M = {1}. Entdo
podemos supor, sem perda de generalidade, que G = H x M, sendo H minimal,
entdo H ¢é simples. Usando agora o Lema 5.3, temos que M ¢ PNSe [M| < |G| e
pela hipotese indutiva temos que M € o produto direto de grupos simples, e assim,

G ¢é o produto direto de grupos simples. O que prova o resultado da primeira parte.



CAPITULO 5. COBERTURA POR SUBGRUPOS NORMAIS 74

Observagao: Dentre todos os subgrupos normais de G com ordem diferente de 1,
escolhemos H com a menor ordem.

Agora, vamos supor que GG ¢ o produto direto de grupos simples e provaremos
que G € PNS. Para isto, consideremos dois casos:
1°) Caso: G ndo ¢ abeliano.

Estamos supondo G = H; X Hy X ... X H, onde H; sdo simples. E claro que
existe H; simples, com |H;| um numero composto, caso contrario, teriamos que
| H;| seria primo para todo i € {1,2,...,n}, mas assim, teriamos G abeliano, o
que ndo ¢ verdade. Entdo, podemos supor sem perda de generalidade que |H| é
um numero composto.

Podemos entdo escrever G = H; x M, onde M = Hy, x Hy x ... x H,.
Provaremos o resultado, sobre indugdo em n, isto €, o nimero de fatores simples
do produto.

Passo Indutivo: Suponhamos que todo grupo 7', tal que 7' € o produto direto de k&
grupos simples, 1 < k£ < n, entdo 7" € PNS.

Podemos assumir que GG € ndo simples, pois se G ¢ simples entdo G € PNS
trivial. Tomemos entdo N <1 G com N # 1, G. Por hipdtese indutiva, M ¢ PNS.
Podemos escolher N # H;, M. Como G = H; x M e |H;| é composto, H; é
simples entdo H; ndo ¢ abeliano. Usando o Lema 5.2, temos que N = H; x S
ou N =1 x Sonde S <M, da maneira que N foi escolhido temos que S # M
e S # 1. Como M ¢ PNS, existe T' # 1, M com T' <t M tal que M = ST, donde
obtemos que: G = N(1 xT)ouG=N(H xT)comlxT<1Ge HxT <G,
o que conclui que GG ¢ PNS.
2°) Caso: G ¢ abeliano.

Sendo G abeliano, entdo cada grupo do produto direto é abeliano e como cada
grupo deste € simples, temos a seguinte:

Afirmag@o: Se L ¢ um grupo abeliano simples, entéo |L| ¢ um numero primo.
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De fato, se |L| = a-bcoma,b € Ne 1 < a < b. Seja pum primo que divide
a, dai existe g € L com o(g) = p, assim o subgrupo (g) ciclico é¢ normal em L e
(9) # 1, L, mas |L| ¢ um grupo simples. Assim, |L| ¢ um numero primo.

Como G = Hy; x Hy X ... x H,, com H; abeliano e simples, entdo para cada
i € {1,2,3,...,n} existe p; primo, com H; ~ Z, . Entdo, podemos supor, sem
perda de generalidade, que G = Z,, X Z,, X ... X Z,, . Provaremos agora que G
¢ PNS. Seja H < G, com H # 0, G, ento existe v = {ay,as,...,a,} € H com

algum a; # 0, podemos supor a; # 0. Consideremos o conjunto:
M = {<O7m27m37"'7mn);mi S Zpi,/[; = 2,3,..."]7,}

¢ facil ver que M ¢é um subgrupo de G, sendo G abeliano entio M <1 G. E claro
que H + M C G. Provaremos a outra inclusao e por consequéncia G = H + M.
Tomemos w = (by, by, ..., b,) € G,isto &, b; € Z,,,i = 1,2,...,n. Sempre &
possivel encontrar um natural k, tal que ka; = by (modp, ), basta usar fatos simples
sobre congruéncia modular. Definimos agora [ = w — kv, note que [ € M e dai,

w=kv+le H+ M,istoé G = H + M, isto é, G é PNS.
[ |

Agora, estamos preparados para estudar as coberturas por subgrupos normais.

Teorema 5.5 Um grupo G possui uma cobertura finita ndo trivial por subgrupos

normais se, e somente se, existe N < G, tal que:
G
N ~ Zp X Zp
para algum primo p.

. . G .
Demonstracio: Digamos que existe N <G, com N ~ 7Z,, X Z,, para algum primo

p. Seja Gy = Z,, x Z,, observemos que (G; ¢ abeliano e se x # 1,z € (1, entdo

o(z) =p.
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Assim, (G; possui a seguinte cobertura por subgrupos normais proprios:

1#a€G,

G . G . S
Como N ~ (1, entdo - Possuiuma cobertura por subgrupos normais proprios,

H
como todo subgrupo de N ¢ da forma N com N<H e H < (G, sendo a cobertura

por subgrupos normais, teremos que:

(%)

=1

=5e

onde N < H;,H; <G, H; # 1,G.
Donde obtemos G = U H,,H;<G,H; #1,G.

=1

Agora, suponhamos que G = U N; com N; < G, N; # G. Consideremos
i=1
N = ﬂ N; temos que N <1 G, devido ao fato que N; < G, parai = 1,2,... . n.

i=1
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que Ny, Ns, ..., N,, cobrem G ir-

redudantemente, e usando o Teorema de Neumanm, teremos que |G : V| é finito

parai = 1,2,...,n. Agora, usando Poincaré, teremos que |G : N| ¢é finito, pois
|G:N|<|G:Ny|-|G:Ny|-...-|G: N,| < 0.
Deste modo, N ¢ finito e possui cobertura finita por subgrupos normais proprios,
G " (N
v-U(v):

: G .
Queremos provar que existe M <1 G, com U Z,, X Z,, para algum primo p.

M
Basta entdo mostrarmos que existe N < N com:
G
¢ N
M ~ W ~ Zp X Zp7
N
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para algum primo p.

Para isto, precisaremos do seguinte:

Lema 5.6 Seja G, um grupo finito tal que G = U W; com W; < Gy, W; # G.

=1

G
Entdo, existe M <1 G| com Ml ~ 7y, X Ly, para algum primo p.

Prova do Lema Provaremos por absurdo. Suponhamos que existe G; um grupo
m

finito de ordem minima tal que G; = U Wi, Wi < G, W; # G e ndo existe
i=1

G .
M <1 Gy, tal que ]L_fl ~ Z, X Z, para qualquer primo p.

Agora, vamos demonstrar que G; é PNS. Tomemos K << G com K # 1,G,
como G; = 0 W;, entao G _ 6 Wik como & ¢ finito e possui cober
1 — ~ i K - ~ > K p

K
tura por subgrupos normais e |— | < |G|, assim deve existiri € {1,2,...,m}
com:
G WK
K K
Podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢ = 1, assim teremos:

G, = WK, ou seja, G; € PNS. Como G ¢ finito, usando o Lema 5.4, obte-
mos que G = Ly X Ly X ... X L, com L; simples. Temos dois casos a analisar:
i) G, ¢é abeliano.

Neste caso, cada L; ¢ abeliano simples, entdo |L;| ¢ um nimero primo. Divi-
damos em dois casos:
a) Digamos que todos os primos sdo distintos, ou seja |L;| = p; e p; # pj, Vi # j.
E usando o Teorema dos Isomorfismos € o Teorema Fundamental dos Grupos

Abelianos Finitamente Gerados, teremos:
Gi1 > Ly, X Lipy X ... X L, = Loy ey

mas Zy, .p,-...p, € ciclico, mas sabemos do Capitulo 2, que os grupos ciclicos ndo

possuem cobertura nao trivial. Entdo, existem pelo menos dois primos iguais,
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digamos, sem perda de generalidade, p; = po, assim temos o caso:

b) Gy = Ly X Ly X ... X Ly, tomemos M = Ly x Ly X ...x L,, vejaque M 1G.
Consideremos K; = Ly X Ly, do mesmo modo temos também que K; < G.

Usando o Teorema dos Isomorfismos, temos % ~ K;. Como K; =L x Lye

Ly, Ly >~ Z,, teremos:

G
MEKl:LlXLQ:ZIHXZPI?

mas isto contraria a hipdtese.

Portanto, G; nao pode ser abeliano.
i1) G ndo ¢ abeliano.

Como Gy = Ly X Ly x ... x L,, onde os L; sdo simples, entdo deve existir
i€{1,2,...,n} tal que |L;| € um numero composto. Podemos assumir que | |

¢ um nimero composto, € escrevemos:
Gi=Li xM,onde M = Ly X L3 X ... X L,.

Temos que | M| < |G|, consideremos o conjunto J = US; onde S; < M, S; #
M. Pela minimilidade de G, existe m € M, com m ¢ J. Consideremos o
elemento (h,m) € Gy = L1 x M, com h # 1. Como (G; possui uma cobertura por
subgrupos normais proprios, existe N <1 G, com N # 1, Gy, tal que (h, m) € N.
Aplicando o Lema 5.2, visto que G = Ly x M e L; ¢ simples com |L;| um
numero composto, entdo L, ndo ¢ abeliano. Entdo, pelo Lema 5.2, temos que:
N=1xSouN =1L xS, comS <M, como (h,m) € N,h # 1 teremos
que N =Ly x S;m ¢ J, entdo, S = M edai N = L; x M = G; o que é uma

contradi¢ao e o Lema 5.6 estd demonstrado.
[ |

Corolario 5.1 Seja G um grupo nilpotente. Entdo, G admite cobertura finita ndo
trivial se, e somente se, G possui uma cobertura ndo trivial finita por subgrupos

normais.
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Demonstrag¢ao: Suponhamos que G admite cobertura ndo trivial finita. Pelo Teo-

) G : )
rema 2.4, temos que existe N <1 GG, com ¥ nao ciclico e finito. Agora, usando

G
o Lema 5.1, obtemos a existéncia de H <1 G, tal que <~ ¢é finito e ndo ciclico.

T

G’

Novamente, usando o Teorema 2.4, teremos que Yl admite uma cobertura finita e

G
nao trivial. Como o ¢ abeliano, entdo todo subgrupo ¢ normal, dai
G " (H
o=U(@)
i=1

H, G H;, ,G
onde a < a, E @
Deste modo, G = U H;,onde H; < G, H;, # G.

=1

Definicao 5.2 Um grupo G, é dito perfeito, quando é igual ao seu derivado, isto

4 _ /
e, Gl — Gl'

Corolario 5.2 Todo subgrupo normal perfeito de um grupo G estd contido em

todo membro de uma cobertura irredundante de G por subgrupos normais proprios.

Demonstrag¢ao: Seja M um subgrupo normal perfeito de GG, entdo M <1 G e
M = M'. Para cada = € G, definamos M, = (M, z). Sabemos que (M, x) é o
menor subgrupo que contém M e x, e como M é normal, M - (x) é um subgrupo,
¢ facil ver entdo que:

M, = (M,z) =M - (x).
Agora, usando o Teorema dos Isomorfismos, obtemos:

M,  (x)

M~ @nM
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M M M
Dai —= ¢ ciclico. Como —- ¢é abeliano e — também o &, temos que:
M M/ M a

M. c M, como M, = M(z), entdo M C M, = M’ C M, C M, como
M = M’ temos que M. = M.

Agora, observemos que M, ndo possui cobertura por subgrupos normais proprios.
De fato, se M, possuisse tal cobertura, deveriamos ter pelo Teorema 5.5, que

existiria My < M, de modo que:

M,
M:przp

para algum primo p.

M, .
Como M ~ Z, X 7, ¢ abeliano, entdo M, C M;. Mas M, = M. Logo,

M, : .
M < M e ]\_41 ~ ]]\\—441 que ¢ ciclico, pois

i
M, M) (@)

M M  Mn{(z)
0 que € um absurdo, pois — ~ Z, X Z,.
My
Sejam Ny, No, ..., N,, subgrupos normais proprios de G, tais que G = U N;

i=1
¢ cobertura irredundante. Tomemos H um subgrupo qualquer de GG, notemos que:

HzHﬂGzHﬂ( NZ-> =Jwinm,

i=1
note que N; N H <1 H. Isto quer dizer que toda cobertura por subgrupos normais
de GG, induz uma cobertura por subgrupos normais a qualquer subgrupo de G.

Entiao, M, = U<MI N N;) com M, N N; < M,. Como sabemos que a
i=1
cobertura de M, por subgrupos normais deve ser trivial, deve existir pelo menos

um k € {1,2,3,...,n} de modo que M, = M, N Ny, isto quer dizer que M, C

Ng. Como M C M,, teremos M C Ni. O objetivo € mostrar que M C N;, para
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todoi € {1,2,3,...,n}. Digamos que exista j # i,j € {1,2,...,n} tal que
M ¢ Nj, entdo para todo = € G, teremos M, ¢ N;.

Mas, dai, como G = U M, C UNi’ teremos um absurdo, visto que a

relG 1#£]
cobertura ¢ irredundante.

Portanto, M C N;,Vi € {1,2,...,n}.
[

Corolario 5.3 Seja G = U N; onde Ny, N,, ..., N, formam uma cobertura ir-

i=1

G
redudante por subgrupos normais proprios. Entdo, D ¢ finito e soluvel onde
D=(N
i=1

Demonstracao: Como a cobertura ¢ irredundante, ¢ usando o Teorema de Neu-
mann, temos que |G : ;| ¢ finito parai = 1,2,...,n. Agora usando Poincaré,
concluimos que |G : D| é finito. Como N; <G, temos que D <G, e assim H = %
¢ finito, falta mostrarmos que ¢ soluvel.

Consideremos a sequéncia de subgrupos de H

LA HY aH® g H<

Observemos que cada H™ é subgrupo de H ¢ H"t! = (H(”))/. Como H ¢

finito, existe um natural k& € N, tal que: H* = H**!. Isto quer dizer que H* ¢é

subgrupo normal perfeito de H. Veja que:

" [ N;
Hzl | —
. (D)’
=1
N; Ny N,

om oD 3” formando uma cobertura irredundante de H por subgrupos

normais proprios. Usando o Corolario 5.2, teremos que:

C
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parat =1,2,3,...n, entdo

HY ﬁ (%) =1,
=1

isto é, H* = 1, ou seja, H ¢ soltivel o que prova o corolario.

5.2 Cobertura por Subgrupos Verbais

Antes de enunciarmos o Teorema desta se¢ao, vamos fazer alguns comentarios

sobre subgrupos verbais.

Defini¢ao 5.3 Seja A um conjunto enumerdvel, A = {x1,x9,23,...,} onde os
x; sdo as letras do alfabeto A. Uma palavra reduzida de A é uma expressdo da
forma

W=y wgt Tyt

onde v;j # xiwparaj #k+louk #j+1, o; € 7.

Para cada letra z; do alfabeto A € ay, ay € Z, definimos 7% = z{* - 2§2.

Entdo, as palavras reduzidas do alfabeto A, geram um grupo, este grupo sera

denotado por F'[A], o grupo livre gerado pelo alfabeto A.

Defini¢ao 5.4 Seja A = {x1,x9,23,...,} enumerdvel infinito. Consideremos o

grupo F[A], tomemos uma palavra w € F[A], w = x7\" - 277 -

Qn -
iy - Lot Definimos

o valor da palavra w nos elementos ¢, go, . . . , g, de um grupo G, como sendo:

w(G1, 925 Gn) = 91" 957 - g
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Defini¢do 5.5 Seja W um subconjunto ndo vazio de F|A]. Definimos o subgrupo

verbal de G, determinado por W, como sendo:
W(G) = <U)(917927 c )7 w e W7 gi S G>
isto é, o grupo gerado pelos valores das w de W em G.

Exemplo 5.1 SeW = {z; -2, x5} C F[A], W(G) = G’ (Grupo Derivado).
Do mesmo modo, se W = {a'} entdo W (G) = G" = (¢",g € G).

Provaremos duas Proposi¢des, referentes aos subgrupos verbais.

Proposi¢ao 5.1 O grupo verbal W(G) é normal em G, para qualquer
W C F[A].

Demonstrac¢io: Para mostrarmos esta propriedade, basta ver que: a 'ka € W(G),
Va € G e k € W(G). Mostraremos que esta propriedade vale para os geradores

de W (@), e assim vale para todos os elementos de W (G).

a2

— 01 (e 4 —
Tomemos w uma palavrade W, w = xj!-xi?-. . .-x", daiw(gy, g2, ..., gn) =

g1t - gy - ... - gom. Agora, para todo a € G, observemos que:
-1 -1 'n
a”w(gy, g2, gn)a = a gt gyt gyt e a
— a_l.glal.a.a_l.ggQ.a.al_l.gg@.a.a_l.‘.'.a.
. —1 a1 —1 @2 —1 Qn
= (& ga)® - (a " goa)®® - ... (a” "gpa)

= w(a ‘gia,a  gpa, ... ,a  gua) € W(G).
Intercalamos aa ™! entre os elementos g -g52-. . .-g%~. Dai, temos que W (G)<G.

Proposi¢do 5.2 Sejam A e B grupos. Entdo W (A x B) = W(A) x W(B), para
qualquer W C F[A].

a

-1

Qn
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Demonstracao: Pela defini¢ao , temos:

W(A x B) = (w((a1,b1), (az,b3),...);w € W, (a;,b;) € A x B)

a2

Tomemos uma palavra w de W, w = x{" - 25% - ... - 0", assim

w ((a,b1), (ag,b2), ..., (an,bp)) = (a1,b1) - (ag,ba)* - ... (an,b,)*"
= ) ) e )
(
(

n r’n

Q2 « aq (e D] (e}
‘a/2 '...'anbl ‘b2 '...‘bnn)

'n

w(ay, ag, ... a,),w(by, by, ... 0,)) € W(A) x W(B).

Mostramos que todo gerador de W (A x B) esta contido em W(A) x W(B) e
assim, W(A x B) C W(A) x W(B), a outra inclusdo ¢ analoga.
Assim, W(A x B) = W(A) x W(B).

Agora, vamos enunciar e provar o seguinte:

Teorema 5.7 Toda cobertura finita de um grupo consistindo somente de subgru-

pos verbais é trivial.

Demonstracao: O Teorema gede para provar o seguinte fato: Seja G' um grup.
Se pudermos escrever G = U W;(G) onde W;(G) sao subgrupos verbais de G,
entdo, existe i € {1,2,... ,nz}:ial que W;(G) = G.

Dividiremos a demonstra¢ao em dois casos: caso G finito e caso G infinito.
Vamos provar sempre por contradicao.
1° Caso) Vamos assumir por contradi¢ao que exista um grupo H de menor ordem,

de modo que H = U W;(H), onde os W;(H) sdo subgrupos verbais proprios de

i=1

H.
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Agora, provemos que H ¢ PNS. De fato, tome K < H, K # 1, H. Usando

argumentos similares aos das Proposi¢oes anteriores, concluimos que:
n
H U W H
e (=) .
K K
=1

H H H
E‘ < |H], deve existir i € {1,2,...,n} de modo que X = W; (?),

H Wi, (H)K
também com fatos simples, podemos concluir que W; (—) = L, logo

K K
H W, (HK .
= = % Donde, H = W;(H)K, isto é, H & PNS.

Como H ¢ finito e usando o Lema 5.4, H pode ser escrito da seguinte forma:

Como

H = H, x Hy x ... x H,,, onde os H; sdo simples. Deste modo, para qualquer

subgrupo verbal W (H) de H, pela Proposigéo anterior, teremos que:
W(H)=W(Hy) x W(Hy) x ... x W(Hp,).

Como os H; sdo simples e W (H;) < H, entdo W(H;) = 1 ou H;. Sabendo
que H = HH Xx Hy x ... x H, e H = OWi(H), e supondo que a cober-
tura é por subgrupos proprios, entdo, para cal:lil i €{1,2,3,...,n}, deve existir
j€e{1,2,3,...,m} tal que: W;(Hj;) = 1.

Mas, dai se h = (hy, ha,...,h,) onde h; # 1, parai € {1,2,3,...,m}
tereznos que h ¢ W;(H), paratodoi € {1,2,3,...,n} contradizendo a hipotese

de U W;(H) ser cobertura para H.
=1

Assim, se GG ¢ um grupo finito e admite cobertura por subgrupos verbais, esta
deve ser trivial.

2° Caso) G infinito.

Agora suponhamos G = U W;(G), onde os W;(G) subgrupos verbais proprios
=1
de G. Pelo Teorema 2.3 podemos assumir que |G : W;(G)| ¢ finito para i €

{1,2,3,...,n}. Definamos N = ﬂ Wi(G),como W;(G) < G, temos que N <G,
i=1
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e assim
G " WG
N U1 N
Usando argumento analogo aos das Proposi¢des anteriores, concluimos que
Wi(G) G
W=
v ()

.. , G G .
trivial, dai W; <N) = para algum .

Como N < W;(G), segue que W; (%) = VVZ]E[G) e portanto W;(G) = G.




Apéndice A - O Teorema de Ramsey

Em bons livros de introducao as idéias combinatorias, podemos encontrar o
Teorema de Ramsey em sua versao finita. No nosso caso, na demonstracao do
Teorema de Neumann no Capitulo 2, usamos o Teorema de Ramsey, porém em sua
versdo infinita. Fago agora a prova deste Teorema, antes precisamos de algumas

definigoes.
Defini¢iio 5.6 Dado j inteiro positivo, definimos 1; = {1,2,3,...,j}.

Defini¢do 5.7 Dado um conjunto A e um inteiro positivo m, denotamos por [A]™

o conjunto dos subconjuntos de m elementos de A, ou seja,
[A]" ={B C A;|B| =m}.

Teorema 5.8 (Ramsey - versao infinita) Sejam m, k inteiros positivos e A um
conjunto infinito. Para qualquer fungdo F : [A]™ — I, existem j € I e um

conjunto infinito B C A tal que:
F([B]") = {F(z);z € [B]"} = {j}.

Demonstrag¢do: Vamos provar o resultado por inducdo em m. Param = 1o
resultado segue do fato de que se X ¢ infinito e C' € finito, entdo para toda fungao
f =X — Cexiste c € Ctal que f~(c) = {x € X; f(x) = ¢} é infinito.

Seja agoram > 2e F : [A]™ — I, onde A ¢ infinito. Fixamos 2y € A,

e definimos Ay = A — {zo} e g : [Ag)]" ' — I por g(C) := F(C U {x0}),

87
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onde C' é um subconjunto de m — 1 elementos de A,. Pela hipdtese de indugao,
existe um conjunto infinito By C Ag € jo € Iy tal que go ([Bo]™ ') = {jo}. A
partir dai, repetimos o processo recursivamente: Dado n > 0, fixamos z,,11 € B,
e definimos A, 1 = B, — {Zni1} € gny1 = [Ani1]™ !t — I por g,.1(C) =
F(CU{x,1}) paraC C A, 1 comm — 1 elementos. Pela hipdtese de indugdo,
existe B, ;1 C A, infinito € j, 1 € I tal que g ([Bny1]™ ) = {jns1}-
Podemos agora tomar D = {xg,x1,%2,...}, que ¢ infinito, e definir
h : D — Iy por h(x,) = J,. Como I} é finito, existe j € I} tal que h™'(j) =
{z € D;h(z) = j} é infinito. Afirmamos que B = h~'(j) satisfaz a condi¢do do
enunciado. De fato, dado um subconjunto X = {x;1, x;2, 23, ...} de B com m

elementos, temos F/(X) = gi1 ({7, - . ., Tim }) = i1 = h(zs) = J.



Apéndice B - O Teorema de

Bertrand

Em bons livros de Introducao a Teoria dos Numeros, podemos encontrar o
Postulado de Bertrand. Fago um esbogo da prova deste teorema, e antes precis-

aremos de alguns lemas.

Lema 5.9 Seja x um niimero real, entdo |2 - x| —2 - |x| = 0 ou 1. Onde |y|

denota a parte inteira do real y.

1
Demonstra¢io: Sex = n+a,0 < a <1, |[z] =n Se0 < a < 3 entao
2a0 < le |2z = [2n+ 2] =2 - n, 0 que implica [22] — 2|z| = 2n — 2n = 0.
1
Seé <a<l,1<2x<2e¢|2z] = [2n+2a| = 2n+ 1, o que implica que
|2z] —2|z] =2n+1—-2n=1.
[

Lema 5.10 Seja n um numero natural e p um primo. Entdo o expoente da maior

poténcia de p que divide n! é dado por

]

Demonstracao: Na sequéncia dos n primeiros inteiros positivos: 1,2, 3,...,n,

os inteiros divisiveis por p, sao:

p-Lp-2,p-3,....p-t
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onde ¢ € o menor inteiro positivo tal que p-t < n, isto €, ¢ € o menor inteiro < —, de

modo quet = LEJ . Portanto LBJ multiplos de p, no produto 1-2-3-4-....n = n!
p p

que sao:

n
pl)pzapgyap -
p

Assim, sendo, o expoente de p na fatora¢do canonica de n! é o expoente de p

no produto:
n

P D | 2])

p

n

p:pr.<l.2.3...,. bJ)

. n .
Ora, o expoente de p em P igual a L—J mais o expoente de p no produto :
p

P=1-2.3.. ... FJ
p

Fazendo sobre P; 0 mesmo raciocinio que foi feito sobre 1-2-3-4-...-n = nl,

conclui-se que o expoente de p em P; ¢ igual a:

n

Py=1-2-3..... {%J
p

Por sua vez, o expoente de p em P, ¢, pelo mesmo raciocinio, igual a :

aRc

Aumentando o expoente de p no produto

Po=1-2-3-.... {%J
p
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. . , o n
¢ assim, por diante, até obter-se um p" ™! > n, 0 que implica que {T—HJ =0

De modo que o expoente da maior poténcia de p que divide n! é dada pela
n n n
\‘—J + \‘—QJ + L?J + ...
p p p

Lema 5.11 Paran > 1, temos

soma abaixo:

(i) Seja r(p) satisfazendo p'®?) < 2n < PP+ entdo

2n
divide ] p"™.
(n) vide p

p<2n
(ii) Sen >2e 2?71 < p < n, entdo p ndo divide (2:)
(iii) H p < 4"
p<n
Demonstracao:
(1) Pelo Lema 5.10, o expoente de p em n! é
7(p) ,
>15)
e 0 expoente de p em (*") € dado por:
7(p) om n 7(p)
S (1] -2 [5]) s xr=rm
Esta ultima desigualdade se verifica pelo Lema 5.9. Para concluir a demonstragdo
basta tomar o produto sobre os primos p < 2n.
(1) Se p satisfaz 2?71 < p < n, entdo p ocorre uma vez na fatoragao de n! ¢ duas

vezes na fatorac¢@o de (2n)! pois 3p > 2n. Logo, como p > 2, p ndo divide (27?)

(#i1) Isto sera provado por Indugdo.
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Seja P(n) a proposigdo a ser provada. E facil ver que P(n) ¢ verdadeira para
n=1,2e3. Param > 1, temos que P(2m — 1) implica P(2m) pois
H p= H p < 42 < 42m,
p<2m p<2m—1

Desta forma, podemos supor n = 2m + 1 com m > 2. Como todo primo
p no intervalo [m + 2,2m + 1] é um fator de (2"::1), teremos (Assumindo que

P(m + 1) sse verifica):

2m + 1 2m + 1\
IL o= (70 XL e ()

p<2m+1 p<m+1

2 1 1
(m+ )<§(1+1>2m+1:4m

Mas

m
pois (*"*') corresponde aos dois termos centrais da expansdo binomial de

(1 + 1)2m+1.

Logo 5.2 vemos que P(m + 1) implica P(2m + 1), o que completa da prova

por indugdo.
[ |

Teorema 5.12 (Bertrand) Para cada inteiro positivo n existe um primo p satis-

fazendon < p < 2n.

Demonstragio: Claramente o resultado ¢ verdadeiro para n < 3. Vamos assumir

que o resultado seja falso para algum n > 3 e obter uma contradicao. Temos do
. . 2n

Lema 5.11, que para este n todos os fatores primos p de (2:) satisfazem p < 3

Seja s(p) a maior poténcia de p a qual divide (27?) Usando o Lema, temos:

pS(P) < .
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Portanto, se s(p) > 1, entdo p < v/2n e segue que no maximo | v/2n | primos
ocorrem em (2;:) com expoente maior do que 1. Usando o Lema e nossa suposi¢ao

obtemos:

(2:) < (2n)2 T ».

2n
p<F

qm 2n oM\ » . ~ .
Mas o 11 < , uma vez que (n) € 0 maior termo na €xpansao bino-
n n

mial de (1 4 1)", a qual possui 2n + 1 termos.
Desta forma, usando (5.2) e estas duas desigualdades obtemos:
47’L
2n+1

< (2n)2n H p< 4. (2n)V?".

2n
PST

Sendo 2n+1 < (2n)?, podemos cancelar 4% do 1° ¢ 3° membros da expressao

acima para obtermos:
45 < (2n)2TV?",

Disto, temos:
n-In4

3

Claramente, isto ¢ falso para n grande. De fato, se n = 750 temos (1,3 < In4

e In 1500 < 7,5)

< (24 v2n)In2.

750-1,3
3

325 = < (24 v1500) In(1500) < 41 -7,5 = 308.

Portanto, o resultado ¢ verdadeiro para n > 750 e, por inspecg¢do, ele também
se verifica paran < 750, como pode ser visto pela sequéncia 2, 3,5, 7, 13, 23,43, 83, 163,
317,631,751 de primos na qual cada um ¢ menor do que duas vezes o seu prode-

CEssor.



Apéndice C - Uma Prova Elementar

Nas coberturas p-Sylow no Capitulo 3 usamos um Lema muito importante, que
nos ajuda a determinar as coberturas p-Sylow do Grupo Simétrico S,,. Este Lema
que enunciaremos ¢ daremos uma demonstragao elementar, pode ser encontrado
em [11], porém demonstrado de uma maneira totalmente diferente da que daremos

agora.

Lema 5.13 Seja oo uma permutagdo em S,,. Suponhamos que o tem decomposi¢do

a;

com exatamente a; i-ciclos, a; > 0. Entdo |Cg, ()| = H(ai!)z , onde

n =ay, + 2as + 3as + ... + na,

Demonstracao: (Luis Farias/2010)

Sabemos, pelo Capitulo 1, que:
|Sn : CS’IL (O{)| = |a5"|7

como |.S,,| = n! teremos que:

Agora vamos determinar o valor de |a°"|. Temos que o = {BaB~ 13 € S, }.
Vimos que a e B3~ possuem a mesma estrutura ciclica. Assim, para con-
tarmos o nimero de elementos do conjunto «°", basta contarmos o numero de

permutacdes com a mesma estrutura ciclica de . Em nossa prova usaremos

94



Apéndice C - Uma Prova Elementar 95

fatos basicos de contagem como por exemplo: Permutagdes simples e circulares,
Combinagoes simples.

Para esta contagem, precisaremos de inicio saber responder, a seguinte per-
gunta: Dados aq, as, . . ., a; k elementos distintos, quantos sao os k-ciclos distin-
tos que podemos formar? E claro que a resposta ndo ¢é k!, pois estarfamos con-
tando varios ciclos iguais como distintos, como por exemplo, se considerarmos os
elementos 1, 2 e 3 e formarmos todas as 3! = 6 permutagdes: (123), (132), (231),
(213), (312) e (321) veja que existem somente 2 3-ciclos distintos, os outros sdo
meras repeti¢des.

Noés podemos pensar da seguinte maneira: Um k-ciclo pode ser pensado como
uma representacao dos £ elementos distintos aq, as, . . . , a; ém uma circunferéncia
(uma representagao circular).

Na circunferéncia, o que importa ¢ a posi¢do relativa dos elementos. Se gi-
rarmos a roda, fica sendo a mesma configuracao e representamos o0 mesmo k-
ciclo. Assim, para contarmos o numero de k-ciclos distintos com os elementos
ay,as, ..., a € 0 mesmo que contarmos o numero de permutagoes circulares que
podemos formar com os elementos ay, as, . . . , ai, que ¢ facil ver que é (k — 1)

Agora, contemos o nimero de permutagdes que possuem a mesma estrutura

ciclica de . Digamos que « possui a seguinte estrutura ciclica:

ay a2 as
onde n = a; + 2as + 3az + ... + na,.
Primeiramente, temos (:1) modos de escolher a; elementos que formarao os

ay 1-ciclos. Escolhidos os a; elementos temos somente 1 modo de coloca-los

n—aj

2y ) modos de escolher estes 2a, elementos

nos 1-ciclos. Feito isso, temos (
(2@2)!
CLQ! !
Feito esta divisdo, temos ((2 — 1)!)* modos de formar os ay 2-ciclos. Do mesmo

temos modos de dividir estes 2a, elementos em a, grupos de 2 elementos.
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modo, temos ("_‘;16;2“2) modos de escolher os 3a3 elementos que formarao os az

(3&3)!
a3!3!“3
de 3 elementos cada, depois temos ((3 — 1)!)* modos de formar os a3 3-ciclos.

3-ciclos, feito isto, temos

modos de dividir os 3a3 elementos em a3 grupos

Prosseguindo, com o mesmo raciocinio, temos que o numero de elementos do

conjunto o~ é:

n n—ap\ (2as)! 1102 n—a; —2as\ (3asz)! N n—a; — 2as — 3az\ (4ay)! g0
ai 2a9 a2!2!‘12 ) 3as a3!3!“3 . 4day 4!“4a4! S

Reescrevendo o produto de outra forma, temos:

B

| ! |
Lo Do) 0 e g
O produto,
(n).(n—m)' .<n—a1—...—(n_1)an_1)
ax 2a9 na,
n!

pode ser facilmente calculado, que ¢

a:1(2a Pode ser en-
ontrado 1!(2a2)!(3as)! - ... - (nay)! ( r
contrado em livros basicos de contagem).

Reescrevendo novamente o produto, temos que:

n! (2a2)!(3az)! - ... - (na,)!- 1192 . 219 . 3laa . . (p — 1)lon
a1!(2a2)!(3az)! - ... - (na,)! aslaslay! ... ayl2!02 - 3las . .plan
n! 1\* 21\ /31\*™ (n—1)H\"
T atlaslag! - cay! (5) ‘ (5) . (I) ( n! )
n!
alaglas! - .o an! - 2ay - 3as - day - ... - nay,
Como |Cs, ()| = ln—", temos:
&n
|Cs, ()] = arlaglag! - ... - a,! - 2a5 - 3az - 4day - ... - nay,

isto &,

Cs, ()] = [ ety
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