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Resumo

Esta dissertagao é baseada no artigo ” Groups with a maximal irredundant
6-cover’de A. Abdollahi, M. J. Ataei, S. M. Jafarian Amiri, e A. Mohammadi
Hassanabadi, onde caracterizam os grupos que admitem uma cobertura irre-
dundante por seis subgrupos maximais com interse¢ao livre de nicleo. Como
uma aplicacao deste resultado caracterizamos os grupos que admitem uma
cobertura por seis subgrupos préprios e nao admite cobertura com uma quan-
tidade de membros menor que seis. Mostraremos também que o maior indice
|G : D| sobre todos os grupos G tendo uma cobertura irredundante por seis
subgrupo préprios com intersecao D é 36.

Palavras-chave: Teoria dos grupos. Cobertura de grupos por subgrupos.

Isomorfismos.



Abstract

This dissertation is based on the article " Groups with a maximal irredun-
dant 6-cover”of A. Abdollahi, MJ Ataei, SM Jafarian Amiri and A. Moham-
madi Hassanabadi, which characterize groups with a maximal irredundante
cover for six subgroups with core-free intersection. As an application of this
result we characterize groups that admit a cover for six subgroups own and
does not allow coverage an amount of less than six members. We will also
show that the largest index |G : D| over all groups G having an irredundant
cover for six subgroup with intersection D is 36.

Keywords: Group theory. Covering groups by subgroups. Isomorphism.
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Introducao e Resultados

Uma cobertura para um grupo G é uma colecao de subgrupos préprios de G
cuja uniao ¢ igual a G. Usamos o termo n-cobertura para uma cobertura com
n membros. A n-cobertura é irredundante se nenhuma subcolecao é ainda
cobertura, ou seja, G = Hy U Hy U ... U H,, ser uma n-cobertura irredundante
significa que H; Q H,U..UH; yUH;...UH,. Quando todos os membros
da cobertura sao subgrupos maximais, dizemos que a cobertura é maximal.
Uma cobertura é dita ter intersecao livre de nticleo quando o nicleo normal

da intersecao dos membros da cobertura é trival.

Sabemos que a uniao de dois subgrupos é um subgrupo se, e somente
se, um deles contém o outro. Dessa forma, nao existe grupo G que admita
uma 2-cobertura irredundante. Desse simples resultado podem surgir algumas
perguntas, tais como: Para n > 3, em que condigbes um grupo G pode ser
escrito como n-cobertura irredundante? Sera possivel caracterizar todos os

grupos G que possui uma n-cobertura irredundante?

Scorza (1926) [18] determinou a estrutura de todos os grupos tendo uma
3-cobertura irredundante com intersecao livre de nicleo.

Proposigao(Scorza , 1926 [18]) Seja {H;;1 < i < 3} uma cobertura
irredundante com intersecao D livre de nicleo para um grupo G. Entao D =1
e G =0y x (.

Greco (1956)[11] caracterizou todos os grupos tendo uma 4-cobertura irre-
dundante com intersecao livre de nicleo.

Proposicao(Greco , 1956 [11]) Seja {H;;1 < i < 4} uma cobertura irre-
dundante com intersecao D livre de nicleo para um grupo GG. Se a cobertura

¢ maximal, entao ou

1. D=1eG=Z(C3 x C3 0ouG= S3; ou
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2. |D| =2, G =18 e G imerso em S3 x Ss.
Se a cobertura nao é maximal, entao ou

1. D=1eG=Dg,ou G=Cy xCyouG=(Cyx(CyxCy;ou

2. |[D|=2e G = Dg x Cy onde Dg é o grupo diedral de ordem 8.

Neumann (1954)[15] provou que se G tem uma n-cobertura irredundante
entao o indice da intersecao da cobertura em G pode ser limitado por uma
funcao de n e Tomkinson (1987) [19] melhorou esta limita¢ao. Denotaremos
por f(n) o maior indice |G : D| tomado sobre todos os grupos G tendo uma

n-cobertura irredundante com intersecao D.

Bryce et al. (1997) [5] caracterizou os grupos com 5-cobertura maximal
irredundante com intersegao livre de niicleo. Como um resultado ele mostrou
que f(5) = 16.

Se G é um grupo tendo uma n-cobertura porém nao admitindo uma m-
cobertura para todo m < n, entao escrevemos o(G) = n. Dessa forma quando
escrevermos o((G) = n significa que n é o menor inteiro tal que G é a uniao de
n subgrupos préprios.

Cohn (Teorema 5, (1994)[7]) caracterizou todos os grupos G com o(G) =
3,4, ou 5. Também encontramos em Cohn (Teorema 6, (1994)) uma caracteri-
zagao de todos os grupos G que nao admitem grupo quociente com 6-cobertura,
porém o(G) = 6.

Esta dissertagao, baseada no artigo [1] ”Groups with a maximal irredun-
dante 6-cover”de A. Abdollahi, M. J. Ataei, S. M. Jafarian Amiri, e A. Mo-
hammadi Hassanabadi, da continuidade, em um certo sentido, aos trabalhos de
Bryce et al. (1997)[5] e Cohn (1994)[7] . Para ser mais explicito, vamos carac-
terizar todos os grupos G que admitem uma 6-cobertura maximal irredundante
com intersecao D livre de nicleo. Como aplicacao desse resultado obteremos
uma condigdo necesséria e suficiente para todos os grupos G' com o(G) = 6.
Tomkinson(1987) [19] mostrou que f(3) = 4, f(4) = 9, 16 < f(5) < 54,
36 < f(6) < 384 e 81 < f(7) < 3000. Enquanto Bryce et al. (1997) [5]
mostrou que f(5) = 16. Neste trabalho, mostraremos que o valor exato para

£(6) é 36.
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Nossos principais resultados sao os seguites:

Teorema A. Um grupo G tendo uma 6-cobertura maximal irredundante
com intersecao livre de nicleo é nilpotente se, e somente se, G = (5 x C5 ou
G = 03 X Cg X 03.

Teorema B. Um grupo semisimples nao tem uma 6-cobertura maximal

irredundante com intersecao livre de ntucleo

Teorema C. Seja G um grupo. Entao G tem uma 6-cobertura maximal
irredundante com intersecao D livre de nicleo se, e somente se, G satisfaz uma

das seguintes propriedades:

(1). ID|=1e G =C5 x Cs;

(2). ID|=1eG=C5x C3x Cs;

(3). |[D|=1eG=(C5xC3) xCycom Z(G) =1,
(4). |ID|=2e G=(C5xC3xC5) xCy com Z(G) =1;

(5). ‘D|:1eGgCQXCQXSgOU.GgCQXGOOHdeGOg(CQ}XCg)NCQ
com Z(Gy) = 1;

(6). |D|=1eG=CsxChouG=CsxCie Z(G) =1,
(7) |D|:2€G§(O5XO5)><]OQ com Z(G):l,

(8). |D| =4eGZ= (05 X 05) X 04 com Z(G) = 1.

Teoram D. O maior indice |G : D| sobre todos os grupos G tendo uma

6-cobertura irredundante com intersegao D é 36.

Teorema E. Seja G um grupo finito com ¢(G) > 5. Entao o(G) = 6 se, e

somente se, G tem um grupo quociente isomorfo a um dos seguintes grupos:

(1) 05 X 05;
(2). Dsp, o grupo diedral de ordem 10;

(3). H:={a,b;a® =1=10*ab= da?).

Neste trabalho, ¢ representa a classe de todos os grupos G tendo uma 6-

cobertura maximal irredundante com intersse¢ao D livre de nticleo. Para um
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grupo G em B, assumimos que I' = {M; : 1 < i < 6} é uma 6-cobertura
maximal irredundante para G, com intersecao D livre de nucleo, ou seja,
|Da| = |NZ(Ma)a| = 1.

Também, usaremos as notagoes usuais; por exemplo, C,, denota o grupo
ciclico de ordem n, (C,)? representa o produto direto de j-cépias de C,; o
nticleo normal de um subgrupo H de um grupo G é representado por Hg,

escremos H — (G para dizer que H estd imerso em G.

No capiutulo 1, faremos uma exposicao prelimilar de defini¢oes e resultados
classicos da teoria dos grupos que sao pré-requisitos para uma leitura com-
preensiva deste trabalho. No capitulo 2, caracterizamos os grupos nilpotentes
que tém a propriedade &g. No capitulo 3, temos como objetivo principal,
mostrar que um grupo G semisimples, ou seja, um grupo que nao tem sub-
grupo normal abeliano nao-trivial, nao pode ter a propriedade &¢. No capitulo
4, apresentamos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um grupo G
esteja em Bg. No capitulo 5, mostraremos que o valor exato para f(6) é 36 e
como aplicacao da caracterizacao dos ®g-grupos, também caracterizaremos os

grupos G com o(G) = 6.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo reunimos uma série de defini¢oes e resultados, bem conheci-
dos na teoria dos grupos, na intencao de consolidar a notagao que sera utilizada
ao longo deste trabalho e facilitar a compreensao dos lemas, proposicoes e teo-
remas abordados nos capitulos subsequentes. Admitimos que o leitor tenha um
conhecimento béasico em teoria dos grupos e assim boa parte das demontracoes

deste capitulo serao omitidas.

1.1 Grupos, Subgrupos, Classes Laterais

Seja G um grupo multiplicativo. Usaremos o simbolo 1 para indicar tanto
o elemento identidade de G como o subgrupo de G que contém apenas a
identidade, tal subgrupo é chamado subgrupo trivial de G. Acreditamos que
de acordo com o contexto o siginificado do simbolo 1 sera claro.

A ordem de um grupo G seré denotada por |G|. Se x € G, |z| denota a
ordem de x. Lembre que |z| é o menor inteiro positivo tal que z/*! = 1.

Seja G um grupo e x € GG, o subgrupo H de G, tal que H = {z";n € Z}, é
chamado subgrupo ciclico gerado por z. Tal subgrupo é denotado por H = (z).
O simbolo (), representa um grupo ciclico de ordem n. Como |z| = |(z)|, para
|z| = n podemos escrever C,, = (z).

O indice de H em G, denotado por |G : H|, é a cardinalidade do conjunto
das classes laterais H em G. Além disso, G : H denotara o conjunto das classes

laterais de H em G.
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Teorema 1.1 (Teorema do Indice) Sejam H < K < G. Entio:
|G:H|=|G: K||K: H|
Demonstracao: Ver [12], pdg. 39.
Corolario 1.1 (Teorema de Lagrange) Se H < G, entdo
G| = |G : H|.|H|
Proposicao 1.1 Se H, K < G, entao
IG: HNK|<|G:H||G: K|
Demonstracao: Ver [16], pag. 14.

Corolario 1.2 (Poincaré) Sejam Hi, Hs, ..., H, subgrupos de G de indice

finito, entao (;_, H; tem indice finito em G, ou seja,
|G:ﬂHi| SH]G:HA < o0
i=1 i=1
Corolario 1.3 Se |G : H| e |G : K| sdo coprimos, entao
|G: HNK|=|G: H||G: K|

Se N < @, um subgrupo conjugado a N é dado por N* = 2z !Nx =
{z7'nz ; n € N} para algum x € G.

Proposicao 1.2 Se N < (G, sao equivalentes:

(i) N = Nz, Vx € G;

(ii) Nz ' =N, Vz € G;

(iii) Nz ' < N, Vz € G;

(iv) (zN)(yN)==zyN, Vz,y € G.
Demonstracao: Ver [2], pdg. 91 e 92.

Se N < G satisfaz um dos itens da proposicao acima, dizemos que N ¢ um

subgrupo normal de G e denotamos isso por N <G.
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Observagao 1.1 :

(a). Se N < G tem indice dois, entio N <G.

De fato, 1 g€ G=G=NUNg=NUgN = gN = Ng.

G
(b). Se N 9 G, entdo o conjunto N {zN;z € G}, munido da operagio
induzida (xN)(yN) = zyN, é um grupo chamado grupo quociente.

Se H < G, o normalizador de H em G é o subgrupo Ng(H) = {g €
G; HY = H}. Note que H < Ng(H) < G e, Ng(H) é o maior subgrupo de G
no qual H ¢é normal.

Se #,9 € G o conjugado de z por g serd 29 = g 'xg. E o subconjunto

1% = {29, g € G} é chamado a classe de conjugacio de r em G.

Se x € (G, o centralizador de z em G é o subgrupo formado pelos elementos
em G que comutam com z, indicado por: Cg(z) = {g € G : 29 = z}. Se

H C G, o centralizador de H em G é o subgrupo:

Co(H)={g€G:h*=hVhe H} = () Ca(h)

heH
O centro do grupo G, denotado por Z(G), é o subgrupo formado pelos
elementos de G que comuta com todos os outros, note que Z(G) = Ce(G) < G
G =N x H ={(n,h); n € N, h € H} com operagao (n,h)(ny,hy) =
(nnqy, hhy), é um grupo, chamado o produto direto dos grupos N e H. E claro
que identificando H = {(1,h) ; h € H} e N = {(n,1) ; n € N} temos
G=NH NG, H4GeNNH=1.

Observacao 1.2 Se G = N x H, entao hn =nh Yhe H, ne N

De fato, hnh™'n=' € NN H, pois N,H<G. Como NN H =1, seque que
hn = nh.

O produto semidireto de dois grupos N e H, é representado por G = N xH,
e significa que G=NH, NG, H<G,e NNH=1.

Seja G um grupoe H < G. Hg = ﬂ H?Y é o nucleo normal do subgrupo

geG
H em G. Note que Hg é o maior subgrupo normal de G contido em H, ou

seja, VN < G,N < H= N < Hg

17



Lema 1.1 Seja G =N x H.
(a). Sene N, entao HNH™ = Cg(n)
(b). Hg = Cy(N)

Demonstracao: Ver [8], pdg. 58.

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Fini-
tamente Gerados) Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entao
G pode ser decomposto como produto direto de um niumero finito de grupos
ciclicos H;. Mais precisamente, G = Hy X Hy X ... X Hy, tal que ou Hy, ..., Hy
sao todos infinitos, ou para algum j < k, Hy,..., H; sao de ordem my,...,m;,
respectivamente, com my | mg | ... | m;, e Hjyq,..., Hy sdo todos ciclicos in-

finitos.

Demonstracao: Ver [2], pdg. 141.

Seja X um conjunto qualquer, Sx é o conjunto de todas permutacoes
f: X — X, que munido com a operacao composicao de fungoes é um grupo.
Em particular, S,, = {f {1,2,...,n} — {1,2,...,n}; f é bije¢do } é chamado o
grupo simétrico.

Dizemos que f € S,, é um r-ciclo e escrevemos f = (i1 ig ... i,), se f(ix) =
ikr1, parai = 1,2, ....r—1, f(i,) =iy e f(i) =1 Vi ¢ {1,2,....,7}. Se f € S, é
produto de uma quantidade par (ou impar) de 2-ciclos, entao f é dito ser par

(ou fmpar).

Proposicao 1.3 :
(a). Seja A, ={0 € S,; 0 épar}. Entao: A, < S, e|S,: An| = 2.
(A, € chamado o subgrupo alternado);

(b). Sen > 5, entdio A, € simples, ou seja, seus unicos subgrupos normais
sao 1 e A,. Ademais, A, € o unico normal proprio nao trivial de S,

para todo n > 5.

Demonstracao: Ver [2], pdg. 133 e 135.
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Seja G um grupo e X C . O subgrupo gerado por X sera denotado por
(X) ={afaxP. atr; x; € X, e ==+1}.

Se z,y € G, definimos o comutador de e y como sendo: [z,y] = 2~y toy.

G' = {[z,y] : z,y € G) é o derivado de G. E claro que, G é abeliano < G = 1.

Proposigao 1.4 Seja G um subgrupo e G' o derivado de G. Entao:
(a). G' 4G,
(b). g ¢ abeliano;
.G :
(c). Se N € G, entao ~ ¢ abeliano < G' < N.
Demonstracao: Ver [2], pdg. 93 e 9.

A fungao ¥ : G — H é dita ser homomorfismo se, ¥(zy) = ¥ (z)¥(y) Va,y €
G, onde G e H sao grupos.

O conjunto Nuc(¥) = {z € G; ¥(z) = 1} é chamado o niicleo do homo-
morfismo .

Um homomorfismo bijetor é chamado isomorfismo. Se ¥ é um isomorfismo
de G em G, V¥ ¢é dito ser um automorfismo.

O conjunto Aut(G) = {¥: G — G; V¥ ¢ isomorfismo} é o grupo dos auto-

morfismos de G.
Proposicao 1.5 Seja ¥: G — (1 homomorfismo de grupos. Entao:

1. (1° Teorema dos Isomorfismos)

G
Nuc(¥)

=~ I'm(0)

2. (2° Teorama dos Isomorfismos) Se N <G e¢ H < G, entdo

HN , H
N T NNH

3. (8° Teroema dos Isomorfismos) Se H K <G, H < K, entao

12

| X @
=R

—_
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4. (Teorema da Correspondéncia) Se N < G, entio existe uma cor-
respondéncia biunivoca entre os subgrupos de G que contém N e os sub-

de —.
grupos de =

Demonstracao: Ver [2], pdg. 97 - 101.

Nas demonstragoes dos resultados nos préximos capitulos usaremos os

Exemplo 1.1
. . G G
(a). Sejam H,, H,,...,H, <G. A fungao ¢» G — T X ... X T dada por
1 n
¥(g) = (¢gH, ..., gH,) é um homomorfismo, com Nuc(y)) = (ﬂ HZ->G .

i=1
Pelo 1° Teorema dos Isomorfismos:

L%Im(w)gg
1

X ... X G

— X
(N)
i=1 ¢

Em particular, se a intersecao D dos H;s for livre de ntcleo, podemos

admitir que

G

G(_)EX.“XE

(b). Se 1 # z € G é um p-elemento (p primo), N < G tal que |G : N| = n,
onde ptn. Entdo = € N.

De fato, suponha que = ¢ N, sendo N < G, pelo 2° Teorema dos Iso-
morfismos |(z)N : N| = [(z) : (x) N N|. Absurdo, pois p nao divide

1.

Lema 1.2 (NC-Lema) Se H < G, entao

Ne(H)
Ca(H)

< Aut(H)
Demonstracao: Ver [16], pdg. 38.
Lema 1.3 Se H < @, entao
{H% g€ G} =I|G: Ne(H)|
Demonstracao: Ver [17], pdg. 83.
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/7 71: oL . <
Um subgrupo H de K é dito ser caracteristico, e denotamos isso por H car

G,se UV(H)=H V¥ € Aut(G)
Observacao 1.3 :

a). Sejam G um grupo e H < G. EntdO:HcngnglG.
(a). Sej g

De fato, H car G significa que: W(H) = H, YU € Aut(G). Em
particular, para o automorfismo interno I,: G — G definido por I,(z) =

grg~t, vale que I,(H) = H. Logo, HY = H Yg € G, ou seja, H 1 G.

(b). Se H car N < G, entio H 4 G.

1.1.1 Subgrupo Frattini

Dado um grupo G, dizemos que um subgrupo M de G é maximal, denota-

mos isso por M < G, quando:

o M < (e,

e Dado H<Gcom M < H <(G,entao H =M ou H =G.

O subgrupo ®(G) = ﬂ M é chamado o subgrupo Frattini de G. Se G
M<G
nao possui subgrupos maximais, ®(G) = G.

A identidade a seguir é as vezes usadas em provas envolvendo o subgrupo

Frattini.

Proposicao 1.6 (Lei de Dedekind) Sejam H, K, L subgrupos de G com
K < L, entio: (HK)NL = (HNL)K.

Demonstracao: Ver [17], pdg. 122.

Dizemos que g € G é um nao gerador de G se para todo X C G e G =
(X, g), entao G = (X).

Proposicao 1.7 Seja G um grupo finito. Entao:
1. o(G) car G;
2. ®(G) € o conjunto de nao geradores de G;
3. Se N <G, entio N < ®(G) < BH < G tal que NH = G,
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4. Se NIG, H<GeN<®P(H), entao N < ®(G);
5. Se N QG, entao ®(N) < ®(GQ).
Demonstracgao:

1. Note que: se a € Aut(G),M <G < o(M) <G. Dai, dado o € Aut(G),

temos que:

a®(@) = a([) M) = (a(M) = [a(M) = (G)
M<G M<G a(M)<G
2. Seja g € G um ndo gerador de G. Suponha que g ¢ ®(G). Entdo
g ¢ M para algum M < G. Logo (M,g) =G e (M) = M = G, absurdo.
Portanto, g € ®(G). Reciprocamente, seja g € ®(G) e seja X C G tal
que (X,g) = G. Se (X) # G, entao (X) < M <G. Logo, (X,g) <M
pois g € ®(G) < M. Dai, G = (X,g9) < M, absurdo. Portanto,

(X) =G eg € um ndo gerador.

3.8 N<®G)eH<G, entio H< M <G, e N<®(G) <M. Logo,
NH < M # G. Reciprocamente, se N « ®(G), entio N « M, para
algum M < G. Logo, NM = @G.

4. Suponha que N £ ®(G). Entio N <« M para algum M < G. Logo,
G=MNeH=HNG=HNNM=NHNM). Dai H=HnN M,
pois N < ®(H). Portanto, H < M, implicando N < M. O que é uma

contradicao.
5. Como ®(N) car N < G e, pelo item anterior, O(N) < P(G).

O

Dizemos que um grupo G finito é um p-grupo (p primo), quando |G| = p".
Também, x € G é um p-elemento, se |z| é poténcia de p. De agora em diante,

a menos se mencionado o contrario, p é um nimero primo.

Dizemos que um grupo abeliano G # 1 é abeliano elementar se existe p tal

que g = 1, para todo g € G.

Proposicao 1.8 Seja G um p-grupo finito. Entao:
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1. ®(G) =1 se, e somente se, G € abeliano elementar;
2. ®(G) = G'G?, onde GP = (aP; a € G).
Demonstragao:

1. Ver [17], pag. 270.

2. Ver [16] pdg. 135.

1.1.2 Acao de grupos, Teoremas de Sylow

Definicao 1.1 Uma ac¢do (ou representagio de permutagoes) de um grupo G

sobre um conjunto X é um homomorfismo ¢: G — Sx.

A imagem do elemento g € G serd denotada por ¢(g) ou ¢,.

A relagdo em X, descrita abaixo, é de equivaléncia:

r~yey=9(g)(r), ged

A classe de equivaléncia do elemento x é o conjunto: Gz = {¢(g)(x); g € G},
chamado a drbita de x.
Se x € X, o estabilizador de x é o subconjunto G, = {g € G; ¢(g)(x) = z}.
Se x € X, o conjunto dos pontos fixos de ¢(g) serda denotado por X,, ou
seja, X, = {z € X;9(9)(z) = z}.

Exemplo 1.2

(a). Seja H < Gcom |G: H=neX ={zH;x € G}. Considere v: G — Sx
tal que p(g)(zH) = grH. Entao ¢ é uma agado, com Nuc(p) = Hg e,

G
— <5,.

1 ¢ uma acao, onde:

(b). Seja G um grupo, & G — Sg tal que &(g)(x) = grg™
Gr={grg ', ge G} ={29 ; ge G} =a°
G,={9€G; grg ' =z, Vo eG}=Cqx)

Seja G um grupo finito de ordem |G| = p™r com p { r. Um subgrupo de
G de ordem p™ é dito ser um p-subgrupo de Sylow de G. O simbolo Syl,(G)
denota o conjunto de todos os p-subgrupos de Sylow de G e n, = |Syl,(G)|.
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Teorema 1.3 (Teoremas de Sylow) Seja G um grupo com |G| = p™r onde

p1r. Entdo:
1. Eziste H < G tal que |H| = p™.

2. Se H < G com |H| = p™ e J é um p-subgrupo de G, entio J < HY
para algum g € G. Em particular, dois p-subgrupos de Sylow de G sao

conjugados.
3. n,=|G: Ng(H)| onde H € Syl,(G) e n, = 1(mod p).

Demonstracao: Ver [16] pdg. 39 e 40.

Corolario 1.4 (Teorema de Cauchy) Se p divide |G|, entao existe x € G
tal que |x| = p.

Corolario 1.5 Se G é um grupo finito, entio P € Syl,(G) € unico se, e

somente se, P (.

1.2 Grupos: Soluveis, Supersoliveis e Nilpo-

tentes

1.2.1 Grupos Soliveis

Lembrando que o subgrupo G’ = ({[z,y]; z,y € G}) é chamado o derivado
de GG. Para um inteiro positivo n, definimos o n-ésimo derivado de G, denotado

por G™ | como segue:
GO =q, ¢V =¢, ¢™=(G"Y) vn>1

Definicao 1.2 Um grupo G ¢é solivel, quando G* = 1 para algum inteiro

positivo k.
Segue imediatamente da definicao que todo grupo abeliano é soluvel.

Proposicao 1.9 Seja G um grupo soluvel, entao todo subrupo e toda imagem
homomorfica de G sao soluveis. Reciprocamente, se N <G e N sao soluveis

entao G € soluvel.
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Demonstracao: Suponha que G € um grupo solivel. Entdo existe k
inteiro positivo tal que G*® = 1. Se H < G, entio H® < G® =1, ou seja,
HW®) =1. Logo, H € soliwvel.

Agora, seja ¢: G — H um homomorfismo sobrejetivo. Dados a,b € G,
d(aba™ 07 = ¢(a)p(b)p(a)tp(b)~'. Dai, H = ¢(G), e, por indugio,
H® = ¢(G™). Portanto, H® = ¢(G®) = ¢(1) = 1. Isto prova que toda
imagem homomdrfica de G € soluvel.

Reciprocamente, seja N < G tal que N e G/N sdao soliveis. Entao ex-
istem k,l € Z tais que N*) = 1 ¢ (G/N)D = 1. Como G/N ¢ a ima-
gem homomdrfica de G, pelo homomorfismo natural G — G/N, seque que
(G/N)™ = GMN/N para todo inteiro positivo n. Dai, GV < N. Portanto,
GU+k) < N =1 ¢ G ¢ solivel. O

Corolario 1.6 Sejam H e K grupos, entao H x K ¢é soluvel se, e somente

se, H e K sao soluveis.

Demonstracao: Se H x K é soluvel, entao H =2 H x1e K =21 x K sao
subgrupos normais. Logo, H e K sao soluveis. Reciprocamente, suponha H
HxK
e K sdo soluveis. Entao H < H x K e

H
H x K é soltvel. [l

>~ K sao soluveis, portanto

Proposicao 1.10 Um grupo G ¢é solivel se, e somente se, eriste uma série

1=Go<G1 <..46G, =(C

i+1

onde G; <Gy e todos 0s grupos quocientes sao abelianos.

Demonstracao: Se G € soluvel entao a série :
1=GMWaghVa..9G¢'<G

G®

G(i+1)

é tal que € abeliano. Reciprocamente, se existe uma série:

i+1

onde G; I Giyq e todos os grupos quocientes sao abelianos. Afirmamos

que G < G,_; Y0 <1i<n. De fato, faremos inducio sobre i:
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e Parai=0, GO =G=3G,;

i ani .
e Suponha que GV < G,,_;. Entdo G abeliano, nos fornece (G,,_;) <
n—(i+1)
Gr(it1). Assim, (GD) < (Gny) < Gu_s1y. Portanto, G <

Gn(iy1) V 0<i <n.

Dai, G < Gy =1, ou seja, G € solivel.

O

Teorema 1.4 (Teorema de Burnside) Se G é um grupo com |G| = p™q",
p e q numeros primos, m,n € N, entao G ¢ solivel. Em particular, S3 e Sy

sao grupos soluveis.

Demonstracao: Ver [16] pdg. 240.

N < G é dito ser um subgrupo normal minimal de G, se 1 # N < G e nao
existe 1 # K < G tal que K < N. Denotamos isso por N - G.

Proposicao 1.11 Se G € um grupo soluvel finito, entao todo normal minimal

de G € p-abeliano elementar.

Demonstragao: Seja N -< G. Entao
N car NIG= N <G= N =1ouN =N.

Se N' = N, entio N = N' = N® = . = N® = Absurdo, pois N é
solivel, uma vez que G € solivel. Logo, N' = 1, ou seja, N € abeliano. Agora,
considere o grupo N(p) ={n € N; n? = 1}, onde p divide |N|. Entdo existe
n € N tal que |n| = p. Portanto, N(p) # 1 e 1 # H < G uma vez que
o conjugado de um p-elemento € um p-elemento. Como N -< G, seque que

N(p) = N, ou seja, N € p-abeliano elementar. O

Proposicao 1.12 Sejam G um grupo finito e N um subgrupo abeliano normal

minimal de G. Se G = N x H, entdo Cq(N) = Hg x N.
Demonstracao: Suponha N um subgrupo abeliano normal minimal de

G. FEntao, pelo Lema 1.1 e a Lei de Dedekind, temos que
NHg = NCy(N)=N(HNCg(N))=NHNCg(N)=Cg(N)
Como NN Hg < NNH =1, entao Cq(N) =N x Hg. d
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1.2.2 Grupos Supersoluveis

Definicao 1.3 Um grupo G € supersolivel, se existe uma série

1+1

Gi

sao ciclicos.

onde G; <G e todos 0s grupos quocientes

Note que todo grupo supersoluvel é solivel, mas nem todo grupo solivel é
supersoluvel. Por exemplo, o grupo G = Ay é soluvel, pois 1 <V <1 Ay, onde

v
V' é o grupo de Klein. Uma vez que T =2V = (5 x (5 que é abeliano e nao é
Ay
ciclico e, |—| = 3.
=
Também nao é verdade que N < G e  Serem supersoliveis, implica que

Ay
G é supersoliuvel. Por exemplo, A4 nao é supersoluvel, porém de V' e i Sao0

supersoliveis, onde V' é o grupo de Klein.
Proposicao 1.13 Sejam G, H,e, K grupos.

1. Se G ¢ supersoluvel, entao todo subgrupo e todo quociente de G é super-

soluvel;
2. Se H e K sao supersoliveis, entao H x K € supersoluvel;
3. Se G € supersolivel finito e N é normal minimal em G, entao |N| = p;
4. Se G € supersolivel finito e M < G, entdo |G : M| = p.

Demonstragao: Ver [16] pdg. 145.

1.2.3 Grupos Nilpotentes

Definicao 1.4 Um grupo G € nilpotente, se existe uma série
1=Gp1G114..4G, =G

onde G; <G e Gin1 /G < Z(G/Gy).

A série central superior é definida recursivamente por: Zy(G) = 1, Z;(G) =
Z(G)e Zi1(G))Z(G) = Z(G/Z;(@)), para i > 1.

Seja H < G, diz-se que H ¢ subgrupo subnormal de G se existe H =
Hy<H, <..4dH,=(
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Observacao 1.4 Se G é um grupo nilpotente finito, entao G é supersolivel.

Proposicao 1.14 Se G é um grupo com |G| = p", entdo G € nilpotente e
Z(G) # 1.
Demonstracao: Ver [2] pdg. 113 e 126.

Teorema 1.5 (Caracterizacao dos Grupos Nilpotentes Finitos) Seja

G um grupo finito. Entao sao equivalentes:

1. G € milpotente;

2. Todo subgrupo de G € subnormal em G;

3. Se H < G, entao H < Ng(H);

4. Se M < G, entao M < G,

5. G <P(G);

6. Se P € Syl,(G), entao P < G;

7. G =P X ... x P., onde P; é um p;-subgrupo de Sylow de G.

Demonstracao: Ver [16] pdg. 126.
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Capitulo 2

®s-Grupos Nilpotentes

Neste capitulo damos uma caracterizagao dos grupos nilpotentes que tem
a propriedade &g4. Antes disso, falaremos um pouco sobre cobertura de grupos

e demonstraremos alguns lemas essenciais para essa caracterizagao.
2.1 Cobertura de Grupos

Uma cobertura para um grupo G é uma colecao de subgrupos préprios de
G cuja uniao ¢ igual a G. Usamos o termo n-cobertura para uma cobertura
com n membros. A n-cobertura ¢ irredundante se nenhuma subcolecao é ainda
cobertura, ou seja, G = H; U Hy U ... U H,, ser uma n-cobertura irredundante
significa que H; g H U..UH; {UH;;...UH,. Quando todos os membros
da cobertura sao subgrupos maximais, dizemos que a cobertura é maximal.
Uma cobertura é dita ter intersecao livre de nticleo quando o nicleo normal
da intersecao dos membros da cobertura é trival.

Exemplo 2.1
(a). Considere o grupo simétrico S = {1, (1 2),(1 3),(23),(123),(132)}.

S3 = ((12)) U((13)) U((23)) U((123))U((132))

é uma 5-cobertura para S3. Porém, tal cobertura nao irredundante uma

vez que ((123)) = ((132)). Agora, é claro que a cobertura:
S5 = (12)) U ((13)) U((23)) U{(123))

é uma 4-cobertura maximal irredundante com intersecao livre de nticleo.
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(b). O grupo C5 x C5 = {(a,b; a® =1=15", ab = ba). Se considerarmos
H; = {ab’) para 0 <i < 4 e Hs = (b), temos que:

Cs x Cs = HyUH; U...U Hj
¢ uma 6-cobertura maximal irredundante com intersecao livre de ntcleo.
(c). Dado o grupo dos quatérnios
Qs = {(a,b; a* =1,a*> =b*a* =a™).

Seus subgrupos préprios sao: (a?), (a), (b) e (ab). Além disso, (a?) esta

contido em todos os outros subgrupos préprios. Logo,
Qs = (a) U(b) U(ab) e D = Dg, = (a?)
¢ uma 3-cobertura maximal cuja intersecao nao é livre de nicleo.
Toda vez que dizemos que G é um Gg-Grupo, assumimos que:
G = M, UMy UM;zUM4gU Ms U Mg

¢ uma cobertura maximal irredundante com intersecao D livre de nucleo.

O belo resultado a seguir é devido a

(Neuman [14]): Seja G um grupo tal que
G=Hig1UHy9,U...UH,qg,

é uma n-cobertura irredundante por classes laterais a direita. Entao
|G : Hig1 N Hago N ... 0 Hpgyl

é finito.

Devido a tal resultado, podemos fazer a seguinte

Observacgao 2.1 Se G é um B4-Grupo, entao G € finito.

De fato, sendo {M; ; 1 < i < 6} uma cobertura mazimal para G com
intersecao D tal que Dg = 1. Temos, pelo resultado acima, que |G : D| < oo.
Como o nimero de conjugados de D € dado por |G : Ng(D)| < co. Concluimos

que |G| = |G : Dg| < .
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Desde que exista um grupo G que tenha uma n-cobertura (n > 2) irredun-
dante com intersecao livre de ntcleo, repetindo o argumento da observacao

acima, obtemos que |G| < oo.

Agora vamos provar dois lemas e uma proposi¢ao que antecedem nosso

principal resultado nesta secao.

Muitos dos resultados a serem provados neste trabalho usara o

Lema 2.1 Seja I' = {H; ; 1 < i < m} uma cobertura irredundante de um

grupo G cuja intersecao dos membros é D.

(a) sep € um primo, x um p-elemento de G e |{i ; x € H;}| = n, entdo xz € D

oup<m-—n.

(b) ﬂHj = D para todo i € {1,2,...,m}.
J#i
(c) se ﬂHi = D e |S| = n, entdo |ﬂHZ : Dl < m —n+1 sempre que

i€S €T

IT| =n—1.

(d) sel' é mazimal e U é um subgrupo abeliano normal minimal de G. Entdao,

se|{i; UCH;}=n,UCDoulUl <m-—n.

Demonstracao: Suponha que G = H; U Hy U ... U H,, € irredundante.
Seja S um subconjunto prdprio, nao-vazio, do conjunto Z = {1,2,...,m} dos
m primeiros inteiros positivos. Escreva

Hg = ﬂ H;
i€s
e para i € Z escrevemos H; em vez de Hy;.

Afirmacgao: Eriste um subconjunto T' # O do complementar de S em Z

tal que para algum g, € G (t € T'), obtemos

Hg = U gtHSU{t} (*)

teT

De fato, seja uw € Z\ S. Se Hy = Hguuy, entao a afirmagdo € ime-
diata: simplesmente escolha T = {u} e g, = 1. Se ndo, pela irredundancia
da cobertura, existe a € H, tal que a ¢ H; para i # w. Agora, para cada

b € Hg \ Hsupuy emiste t € Z\ S U{u} para o qual a™'b € Hy, pois se
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a'b € H,, entio b = a(a™'b) € H,, o que nao é verdade. Analogamente,
a™'b ¢ Hg. Assim, temos que a='b € Hy parat ¢ SU {u} e portanto b € aH,
para t ¢ SU{u}, ou seja,

Hs\ Houpy € | aHe ()
t¢Su{u}

Agora, note que
aH, N Hg # 0 implica aH, N Hg = g:Hsugy, g € Hs (% % %)

com efeito, seja x € aH; N Hg, entio x € aH; e x € Hg. Dai, aH, = xH; e
vHg = Hg. Logo, aH;NHg = (xH;) N (xHg) = v(H, N Hg) = xHgyupy. Dessa
forma, tome x = g; e (x * %) fica justificado.

Seque também que

Hg\ Hgupuy € U gHsup

teT

Agora, podemos concluir a verifica¢io de (), veja:

g Hsupy = 9e(Hs N Hy) € geHg = Hg, pois g € Hg, donde

U gHsnin € Hg
teT U{u}
Por outro lado,
Hg = (Hs \ Hsuguy) U Hsuquy € (U gtHSu{t}> U Hsuguy = U 9eH sy
teT teTU{u}
onde g, = 1.

Portanto,
Hs = Uer 9:Hsugy, onde T =Ty U {u}

Isso prova a nossa afirmacao inicial.

Com a afirmacao acima provada, vamos demonstrar os itens propostos pelo

lema.

(a). Seja S ={i; x € H;}, x um p-elemento de G e suponha que x ¢ D com
p > m—n. Note que pelo menos uma das classes g Hgugy € um subgrupo,

a saber: aquela que contém o 1. Se tivermos algum 1 < i < p —1 tal
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que z' € Hgyyy, entio x € Hguy. Com efeito, (i, |x]) = 1 implica que

existem r,k € Z tais que ri + k|z| = 1. Logo,
= "Rl = gri = (i) ¢ Hsugey
pois Hgygy € subgrupo e ' € Hgugy. Assim,
x € Heuyyy = Hs N Hy C Hy

o que nao pode, uma vez que t ¢ S. Portanto, para 1 < i <p—1, 2
pertence, no mdwzimo, a uniao de m—n—1 classes g Hgugy. Dessa forma,
para 1 < j < i < p—1, existem 2 e 27 numa mesma classe 9t Hsugy -
Dat, xiHSU{t} = ZEjHSU{t} = 777 € Hsygy, recaindo na contradi¢ao

acima. Logo, concluimos que x € D oup < m — n.

(b). E claro que ﬂHj DO D para todo i € {1,2,...,m}. Assim, temos de veri-
J#
ficar a inclusao contrdria. Para isso, suponha que eziste i € {1,2,...,m}

tal que ﬂ H; ¢ H;. Isso nos fornece a existéncia de um a; € ﬂ H;\ D.
J#i J#
Além disso, como a cobertura € irredundante, existe a; € H; \ H;. Por-

tanto, a;a; € G implica a;a; € H; ou H;. Se aa; € H;, entdo a; =
a; ' (a;a;) € H;, o que ndo é verdade. Analogamente, a;a; ¢ H;. Logo,
ﬂHj C D para todo i € {1,2,...,m}.
Ji

(c). Seja Z ={1,2,...,m}. Para mHi = D e |S| = n, mostraremos que

€S

|mHZ-:D|§m—n—|—1sempre que |[T|=n—1
i€T

Com efeito, ﬂHi =D C ﬂHi:>TC S, como |[T|=n—-1=|5| -1,
ies i€T

seque que T = S\ {s} para algum s € S. Pela igualdade (*) de nossa

afirmacao, temos que existe

D#ALCZ\T; HT:UngTU{l}

leL
Agora |L| < |Z\T| =m—(n—1) =m—n+1 e como Hrysy = Hg = D,
temos que
Hr = ngD

leL
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consequentemente

|[(Hi:D|=|Hr:D|<|L|<m-n+1
i€T
(d). Seja S = {i; U C H;}. Suponha que U ¢ D e |U| >m —n. DeU ¢ D
temos que existe t € Z\ S tal que U ¢ Hy, onde Z = {1,2,...,m}. Pela

igualdade (%) de nossa afirmacao, existe

VAT CZ\S; HS:UgtHSU{t}

teT

Como U C Hg e Hg € a unido de, no mdzimo, m —n classes g:Hgyyy,
seque que existem dois elementos x # y em U tais que x,y € g Hgsug,
uma vez que |U| > m —n. Dai, tHsupy = yHsupy, donde y~'z €
Hsuyy = Hs N Hy C Hy e sendo U < G temos que ylreU. E claro
que G = UH,, poisU ¢ Hy<G. Também, UNH, é um subgrupo normal
de UH; = G e estd contido em U, logo UNH; =U ou 1, como U ,@ H;,
seque que U N H, = 1. Mas, como y~ 'z € UN Hy, temos que y = x,
absurdo. Logo, U C D ou |U| < m —n.

Observacao 2.2 Seja G um grupo.

(a). Se G tiver uma 3-cobertura com intersecao D livre de nicleo, entao G é

um 2-grupo.

De fato, pelo Lema 2.1(a) um 1 # = 3-elemento de G deve estar em D,
pois do contrdario 3 < 3 —n < 3 —1= 2, uma vez que pelo menos um
dos membros da cobertura contém x. Agora, se 3 divide |G|, entdo eziste
g € G tal que |g| = 3. Dessa forma, o subgrupo X = (x ;|x| = 3") # 1,
pois g € X. Por outro lado, X < G e entao X < D. Logo X <
Dg =1= X =1, absurdo. Portanto, 3 nao divide |G|. Analogamente,

nenhum primo p divide |G| para p > 5. Portanto, G é um 2-grupo.

(b). Se G tiver uma 4-cobertura (ou 5-cobertura) com interse¢ao D livre de

nicleo, entio |G| =2"3° comr >0 ou s > 0.

(c). Se G tiver uma 6-cobertura com interse¢ao D livre de nicleo, entao |G| =

2735 com r >0, ous >0, our > 0.
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Lema 2.2 Seja G um &4-Grupo. Entao

1. G nao é um 2-grupo.

2. Se G € um 3-grupo, entio G = C3 x C3 x C3. Além disso (C3) ¢ um
Gg-Grupo.

Demonstragao:

1. Suponha que G = My U...U Mg € uma 6-cobertura maximal irredundante
com interse¢io D livre de nicleo. Se G € um 2-grupo, entio ®(G) =
G'G?* < D. Dai, g < g abeliano, seque que D <1 G. Portanto, D =
D¢ =1. Logo, D =1 e G € 2-abeliano elementar. Pelas partes (b) e (c)
do Lema 2.1, temos que |M; N M; N M N M| < 2 para i, j, k, t distintos
em {1,2,3,4,5,6}. Ainda pelo fato de G se'r 2- grupo e M; < G, temos
que |G M| =2, |6 = |G D = |G ﬂM|<H|G M| = 3.

=1
Também, |G| > 8, pois do contrdrio, G nao tema 6 subgrupos maximais.

Portanto, |G| = 8,16, ou 32.

G
Se |G| =8, |M;| = 1G] =4 e para i # j obtemos que |G| = |M;M;| =

| M| M;)| 16

———— = |M;NM;| = — = 2. Mas, |M1UM,| = |M;|+|Ms|—|MiN

M, N M| | il 3 as, |MyUMy| = | M|+ |Ma|—|M;

M| = 6. Sendo a cobertura irredundante, existem x; € M; tal que x; ¢

M;, ¥V j #i. Dessa forma, G = UMZ D (M U My)U{z3)U{xs)U(x5).

i=1

Logo, 8 = |G| > |My U M| + |z3| + |za| + |z5] > 9, 0 que ndo € verdade.

Se |G| = 16, entao |M;| = 8 e |M; N M;| = 4. Como |M; N M; N M|

dwide |M; N M;| = 4, seque que |M; N M; N Mg| = 1, 2, ou, 4. Se

|M; N M; N Mk| = 2, entdo \M U M; U My| = 14 e pela irredundancia,
= |G| > |UM| + |U (x;)] > 17, absurdo. Por maior razdo,

|M,; N M; N Mk| 7é 4. Logo, a intersecao de trés M;s distintos € também

trivial, que contraria o principio da inclusao-exclusio aplicado a |G| =

|UM2"-

i=1

Por fim, se |G| = 32, entao |M;| = 16, |M; N M;| = 8. Portanto, como
|G M; N M; 0 M| < |G : M||G: M;||G = M|, seque que |M; N M; N
My| > 4. Logo, |M; N M; N M| =4, 8, ou, 16. Se |M; N M; N M| =8,
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entdao |M; U M; U My| = 32 contrariando o irredundancia da cobertura.
Por motivo andlogo, |M; N M; N My| = 16 ndo € possivel. Portanto,
|M;NM;NMy| = 4. Lembrando que, |M; NM;NMNM,| <2, e portanto
| M;NM;NMNM,;| =1 o0u2. Se for | M;NM;NM,NM,| =1, entdo, pelo
principio da inclusao-exclusao, obtemos que |M; UM; UM, UM, = 31 e,
pela irredundacia da cobertura, teriamos que 32 = |G| > |M;UMyUM;3U
My|+|z5|+|z6| > 33, 0 que ndo pode. Se, porém, |M;NM;NMNM,| = 2,
6
aplicando o principio da inclusao-exclusio a |G| = | U M;|, obtemos que

i=1

2=|G=6x16—15x8+20x4—-15x2+6—1=31, que € a

contradi¢ao final.

. Suponha que G seja um 3-grupo. Usando um argumento similar feito
em (1) obtemos que D =1, G € um 3-grupo abeliano elementar e | M; N

M; "M, N M| =1o0u?2. Mas, comoG é um 3- grupo seque que |M; N
M; N My 0\ M| = 1. Também, |G| = |G : ﬂM| < H|G M;| = 81,
pois |G : M;| = 3. Note que |G| > 27, pozs do contmrzo G nao teria
seis subgrupos maximais. Assim, |G| = 27, ou 81.
Se |G| =81, entdo |M;| = 27 e |M;NM;| = 9. Se tivéssemos |M; N M;N
My| =9 para algum trio i, j, k distintos, para 1, 2 e 3 digamos. Entao
MlmMgﬂMg =MNM,=1= MlﬂMgﬂMgﬁM4 =M NM,NM; =
== |G| == |G . M1 F‘IMQ ﬂM4| S |G . M1||G . MQHG . M4| == 27,
absurdo. Entao, a intersecao de trés M;s distintos nao pode ser de ordem
9 e, por motivo andlogo, ndo € trivial. Portanto, |M; N M; N M| = 3
para todo trio i, j, k distintos em {1,2,3,4,5,6}. Isso nos conduziria a
uma contradicao, pois pelo principio da inclusao-exclusao teriamos que
G| =6x27T—15x94+20x3—-15x1+6—-1=77.
Se, porém, |G| = 27, G = C3 x C3 x Cs, pois G € 3-grupo abeliano
elementar. Agora, usando o GAP (2002), se G = (a,b,c), entdo

G = {c,a” by U {a"tc,b) U(a te,ab) U (b e a) U (ac,ab) U (a 'c,a 'b)
€ uma 6-cobertura maximal irredundante com interse¢ao livre de nicleo.

O
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Proposicao 2.1 Seja G um G4-Grupo. Entao G € um p-grupo se, e somente
se, G2 Cs x C5 ou G = (Cs)3.

Demonstracao: Seja G um p-grupo tendo a propriedade Gg. Como
O(G) = G'GP < D, seque que D < G e portanto D =1 e G é um p-grupo
abeliano elementar. Pelo Lema 2.1(a) p = 2,3, ou 5. Pelo Lema 2.2, G ndo
pode ser 2-grupo e se G for 3-grupo entao G = C3 x C3 x (5. Logo, resta-
nos analisar o caso em que p = 5. Ora, para p = 5, pelo Lema 2.1(a), todo
1 # x 5-elemento de G estd somente em um M;. Dessa forma M; N M; =1
para i # j. Como |G : M;| =5, o 2° Teorema dos Isomorfismos nos fornece
|G| = 25. Portanto G = C5 x Cj, pois G € abeliano elementar. O Exemplo
2.1(b) completa a prova. O

Agora vamos enunciar e provar nosso principal resultado deste capitulo, a

saber:

Teorema 2.1 (Teorema A) Um grupo G tendo uma 6-cobertura maximal
wrredundante com intersecao lwre de nicleo € nilpotente se, e somente se,
G=Z(C5xCs ou G=Cy3x (O3 x ;.

Demonstracao: Suponha que G € um Gg-grupo nilpotente. Entao M; <

G, Vi=1,2,..,6 e assim:

6 6 6
1= Dg = <ﬂMi)G: MM =M =D
=1 =1 i=1

Sendo G nilpotente, € o produto direto dos seus subgrupos de Sylow. Como todo
P e Syl,(G) € subgrupo normal, temos que ®(P) < ®(G) < D =1, ou seja,
todo P € Syl,(G) € abeliano elementar. Portanto, G = (Cy)* x (C3)? x (Cs)*,
pois |G| = 21.37.5% pela Observagdo 2.2(c). Agora, em vista do Lema 1.3(a),
cada 5-elemento nao trivial de G pertence a um unico M;, pois D = 1. Assuma
que 5 divide |G|, entdo existe x € G tal que |x| = 5. Pelo Exemplo 1.1(b)
se existir um M; de indice 2 ou 3 este contém x. Pelo Lema 2.1(a) e pela
irredundancia da cobertura, existe no mdximo um M; tal que |G : M;| = 2 ou
3. Dai, existe no minimo cinco M; de indice 5. Portanto, pelo Exemplo 1.1(a)
G — (C5)°. Logo, G é um 5-grupo e pela proposicio anterior G = Cy x Cs.
Dessa maneira, podemos admitir que G = (Cq)" X (C3)) com i > 0 e

j > 0. Dai, por um raciocinio andlogo ao feito no pardgrafo anterior, temos
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que todo 2-elemento de G estd em M; sempre que |G : M;| = 3. Logo, pelo
Lema 2.1(a), existem no mdzimo quatro M;s de indice trés. Entao, existem
no minimo dois M;s de indice 2. Se fosse exatamente dois M;s de indice 2,
M, e My digamos. Teriamos que 4 = |G : My N M| divide |G|. Por outro

lado, aplicando o Ezemplo 1.1(a) a My, ..., Mg, obtemos que |G| divide 2.3’
6

uma vez que Dg =1 =D = ﬂ M;. Nos conduzindo ao absurdo de 4 dividir
' i=2
2.37. Assim, existem mo minimo trés M;s de indice 2. Se existem exatamente

quatro M; de indice 2, My, My, M3, My digamos. Entao pelas partes (b) e (c)
do Lema 2.1, temos que |M; N My N Mz N My| < 2 e, pelo Ezemplo 1.1(a)
aplicado a My, My, M3, My, obtemos que |G : My 0\ My N M3 N M| divide 2*,
portanto |G| divide 2%, contrariando o fato de que |G : Ms| = 3. Se fossem
cinco ou seis os M;s de indice 2, o Exemplo 1.1(a) nos forneceria que G seria
um 2-grupo, contrariando a primeira parte do Lema 2.2. Assim, deve existir
exatamente trés M;s de indice 2, My, My, M3 digamos. Pelo Lema 2.1(a) todo
3-elemento de G estd no mdximo em trés M;s, porém, pelo Exemplo 1.1(b),
devemos ter que todo 3-elemento de G estd em My N My N Ms. Portanto, se
1 # x € um 3-elemento em G, entao x ¢ MyUM;U M. Agora, M; € Syly(G)
para j = 4,5,6 e, sendo G abeliano My = M5 = Mg. Absurdo, pois a cobertura

¢ irredundante.

Portanto, podemos admitir que G = (C3)? e a proposicdao anterior completa

a prova do teorema. O
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Capitulo 3

Grupos Semisimples

Neste capitulo, temos como principal objetivo, provar que um grupo G
semisimples nao tem a propriedade &g. Dessa forma, nosso objetivo aqui é
justificar que para caracterizarmos os grupos com a propriedade &g, podemos
sempre supor que esses grupos tém um subgrupo normal minimal abeliano.

Lembremos que um grupo G é dito ser semisimples, se seus Unicos subgru-
pos normais abelianos sao 1 e o préprio G.

Segue da definicao acima que se G ¢ soluvel e semisimpes, entao G = C,.
De fato, todo U- < G é p-abeliano elementar, pois G é soluvel. Sendo G
semisimples, segue que U = G e portanto |G| = p.

Vamos neste capitulo adotar as seguintes convengoes:

e (G é um grupo semisimples;

o {M;; 1 < i < 6} é uma 6-cobertura maximal irredundante com in-

tersecao D livre de ntcleo para G;

e Para cada 1 < i <6 temos que o; = |G : M;|, com oy < g < a3 < g <

(673 S Q.

Feitas essas consideracoes, vamos demonstrar o Teorema B. Antes disso,

provaremos alguns lemas necessarios.

Lema 3.1 Sejam H um grupo finito, Q < H e Hy, Ho, ..., H;, subgrupos de H
com |HHZ| :/6@ ondeﬁl Sﬁz <. Sﬁk SeH:QUHlLJHQUUHk,
entao [y < k.
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Além disso, se 81 = k, entdo 81 = Py = B3 = B4 = 5 = ... = [ €
H,NH; <Q,Vi#j.

Demonstracao: O conjunto H — Q) pode ser expresso como a unidao:
1
Seja |H : Q| = p. Teremos entao |Q| = —|H|, e dai
14

1
H-Q=H|(1-) ()
1
Além disso, perceba que |H; : H; N Q| < p. Veja, se x,y € H; sao tais que
r(H;NQ) e y(H; N Q) sdo classes distintas, teremos y 'z & Q e entdo zQ e
y@ sao distintas em H : () donde concluimos que ndao pode haver mais que p
1
classes em H; : H; N Q. Deste ultimo fato, concluimos que |H; N Q| > —|H;|,
L
o que tmplica
1 1\ 1
Hi = Q1 = |Hi| — [H;n Q| < 1| (1= ) = [H|(1- —) = (r5%)
2 p/ Bi

]

Aplicando as equagdes (x *x x) e (xx) d expressao (x) teremos:

|H - Q| < [Hy = Q|+ [Hy = Q|+ ... + [Hp — Q)

=>]H]<1—£) §|H\<1—%><é+é+...+i)

1 1 1 k
:>1§<E+E+"'+@>SE
=0 <k

Isso prova a primeira parte do lema. Caso 31 =k, as desigualdades propostas
acima devem se tornar igualdades. Para isso devemos ter 1 = [y = ... =

O =k, e 0s conjuntos H; — M devem ser dois a dois disjuntos, ou seja:
0=(H,-Q)N(H;—Q)=(H:NH;)—Q

donde concluimos que H; N H; < Q. O

Lema 3.2 Sejam i # j pertencentes a {2,3,4,5,6} entao M; N M; < M, e

Qg =Q3 =0y = Q5 = Qg =D

Demonstracao: Suponha que oy < ay < 4. Entao, pelo Exemplo 1.2(a)

G G G G
(My)e’ (Ms)e S = (My)e . (Ms)e
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G " G
(M) (Ma)a

Por outro lado, o homomorfismo ¢: G — dado por o(g) =

(9(Mi)a, g(Mz)c), nos fornece que

G - G G
UAPGINAE = Im(p) < X

Dai, podemos considerar

G

Sy xS
(M) N (Ma)e T

Se (My)aN(Ms)e = 1, entao G seria grupo solivel, contrariando a semisim-
plicidade de G.

Se (My)g N (Ms)g # 1, pelo Exemplo 1.1(b), todo 1 # = € G 5-elemento
estd em (My)g N (Msy)g. Pelo Lema 1.3(a) x € D, pois do contrdrio, apenas
um M; conteria x e dai My = My. Dessa forma, |G| = 24.3°. De fato, pela
Observagdo 2.2(c) |G| = 24.3°.5°. Se ¢ > 0, entdo 5 divide |G|. Logo, existe
g € G tal que |g| = 5, donde X = (x € G; |z| = 57) # 1, por outro lado
X < G uma vez que o conjugado de um 5-elemento € um 5-elemento. Como
X < D, seque que X < Dg = 1, absurdo. Logo, c =0 e portanto |G| = 2¢.3°.
Pelo Teorema de Burnside G € soluvel, contrariando a semisimplicidade de G.

Portanto, podemos assumir que as > 5 e pelo Lema 3.1 as < 5. Assim

as = 5 e, novamente pelo Lema 3.1:
M, " M; < M, sempre que 1,7 >2 el #j, eag=03 =04 =05 =0=DH
Finalizando nossa demonstracao. O

Lema 3.3 D = M2 N M3 N M4.

Demonstracao: Aplicando o Lema 2.1(b) e o Lema 3.2, obtemos

e pelo Lema 2.1(c), |[IMyNMyNM;s:D| <6—4+1=3 e pelo Lema 3.2

4
Por outro lado, o Lema 2.1(c) implica que | ﬂ M;:D| <2 e, pelo Lema 3.2,

i=1
|My 0 Mz N My : D] <2, ou seja, | MaN MsN My :D|=1 ou 2.
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Se |MaNMsN My : D] =2, como |MyNMsN My : D| divide |[MaNMs : D],
seque por (II) que |Ms N Mz : D| = 2. Assim, My N M3z N My = My N M.
Ora, esta ultima igualdade poderia ser obtida, de forma andloga, trocando My

por Ms ou Mg. Diante dessas informagoes e de (I) podemos deduzir que
6
D= (M= ﬂM ﬂM My 0 Ms 0 Ms = My N M
=1

que € absurdo, pois |My N Ms : D| = 2.
Logo, |My " Ms N My : D| =1 finalizando nossa demonstrag¢ao. O

Por conveniéncia deixamos para apresentar neste capitulo o seguinte resul-

tado

Proposicao 3.1 Sejam N, M subgrupos de H. Se N < H e N < M, entdo

(M) B MgN
(£)

N N

Demonstracao: Dado h € H, temos

MhN
N

(%)WZ WIN(M/N)IN = {h™'N(mN)hN; m € M}y = {(h"'mh)N; m € M} =

Logo,

<%> N (M AN N (M"N) _ ﬂheHNMhN _ M;,[N

heH heH

O

Definicao 3.1 Dizemos que um grupo finito H é primitivo, quando existe um

M < H tal que My = 1.

H
Corolario 3.1 Seja H um grupo finito. Entao U € primitivo, para todo
H
M < H.

Demonstracgao: De fato, temos que My << H e My < M, pela proposi¢cao

acima

M MyMy -
(o) = 2t
(%)

My My

E claro que
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M H

M, < s sempre que M < H

Assim, e ¢ primitivo pois contém um subgrupo mazrimal cujo nicleo
H
normal € trivial.

0

Antes de enunciarmos a préxima proposicao, considere O,(G) como sendo
o maior p-subgrupo normal do grupo G. Por exemplo, para G = A4 temos
que O9(Ay) =V, onde V é o subgrupo Klein e O3(A,) = 1. Fixada a notacao,

valnos provar a nossa

Proposigao 3.2 (Ore-Baer): Seja G um grupo finito com O,(G) # 1 para
algum p primo. Se existe M <G tal que Mg =1, fazendo L = O,(G), |L| = p",

obtemos:

(a) L € p-abeliano elementar.
(b) M ¢é complemento de L, ou seja, G=ML e MNL=1.
(c) L é normal minimal de G.

(d) Co(L) =L e L ¢ o dnico normal minimal de G.
Demonstragao:

(a) L é p-abeliano elementar.

Sendo M < G, seque que ®(G) < M. Como ®(G) < G, entdo:

B(G) <M, VgeG = d(G) < Mg =1

Agora, L Q G implica (L) < ®(G) = 1. Ou seja, L é p-abeliano

elementar.

(b) M é complemento de L, ou seja, G=ML e MNL=1.

Note que L £ M, pois do contrdrio teriamos L < Mg =1 o que ndo é
verdade. Portanto G = ML, pois M < G. Agora, sendo L < G temos
que M N L a4 M e sendo L abeliano temos que M N L < L. Logo,
MNOL<ML=G. Lembrando que Mg é o maior normal de G contido
em M, devemos ter M N L < Mg =1.
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(c) L é normal minimal de G.
Seja K <G com K < L. Entao KM =M ou KM =G. Se KM = M
entto K < MNL =1, ouseja, K =1. Se KM = G, usando a Lei de
Dedekind.:

L=GNL=KMNL=KMNL)=Kl=K

Conclusao: L € normal minimal de G.

(d) Co(L) =1L e L € o inico normal minimal de G.
Como L € abeliano, seque que L < Cg(L). Além disso, L < G implica
Ca(L) < G. Assim, M NCq(L) < M e L C Ng(M nCg(L)). Dai
MNCg(L) SML =G e como Mg =1 € o maior normal de G contido
em M, seque que M N Cq(L) = 1. Pela Lei de Dedekind obtemos:

Co(L)=GNCe(L)=MLNCg(L)=LMNCg(L)) =L1=L

Seja agora N -G com N # L. Entao NNL=1¢e[N,L]< NNL=1,
onde [N,L] = ([n,l]; n € N, l € L). Portanto, N < Cg(L) = L, o que

nao € verdade.

Proposicao 3.3 Nao existe subgrupo de Ss com ordem 15, 30 e 40.

Demonstracao: Vamos dividir a demonstracao nas trés afirmacoes em

destaque abaizo:

Nao existe subgrupo de ordem 15 :

Como, a menos de isomorfismos, Cis € o unico subgrupo de ordem 15 e
S5 nao possui elemento de ordem 15, seque que nao existe subgrupo de

S5 de ordem 15.

Nao existe subgrupo de ordem 30 :

Se existisse H < S5 com ordem 30, entdo HAs = S5 pois As € simples.
Logo, pelo 2° Teorema dos Isomorfismos

Ss H

~Y

As ~ HNA;

0 que nos a contradi¢do de que |H N As| = 15.
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Nao existe subgrupo de ordem 40 :

Suponha que exista H < S5 com ordem 40. Entao |Ss : H| = 3 e a a¢ao
¢ : S5 — Ss,.m tal que o(g)(xH) = gxH, nos fornece pelo 1° Teorema

dos Isomorfismos:

Agora, por um lado Hg € um subgrupo normal de Ss. Entao Hg so pode
ser 1, As e S, pois esses sao os unicos subgrupos normais de Ss. Por
outro lado, Hg € um subgrupo de H. Logo, Hg = 1 e por (x) teriamos

que S5 < S3, absurdo.

O

Proposicao 3.4 Os unicos subgrupos primitivos de Ss com ordem divisivel
por 5 sao Cs, Cs5 x Cy, C5 x Cy, A5 e Ss.
Demonstracao: Seja H um subgrupo primitivo de S com ordem divisivel

por 5. Analisemos dois casos:

Caso 1 H < A

Como |As| = 22.3.5, entao |H| € {5,10,15,20,30,60}. Pela Proposi¢do
anterior |H| ndo pode ser 15 nem 30. Se |H| = 5, entao H = Cj e
nesse caso 1 < H. Se |H| = 10, entao H = C5 x Cy ou H = C5 x Cs.
Mas H = C5 x Cy significaria que H seria abeliano. Pelo Teorema
de Cauchy, existem x,y € H tais que |x| =5 e |y| = 2 e como esses
elementos comutam teriamos que xy € Ss com |ry| = 10 o que nao é
possivel. Portanto, |H| = 10 implica H = C5 x Cy. Note que nesse caso
Cy < H e nao sendo Cy normal em H temos que (Cy)g = 1. Agora,
|H| # 20 tendo em wista que As ndo tem subgrupo de ordem 20 e uma
verificacao disso pode ser feita de forma inteiramente andloga a prova da
terceira afirmacdo da proposicao anterior. Se |H| = 60, entdo H = As;
e nesse caso My = 1 para todo M < As uma vez que As € um grupo

simples.

Caso 2 H £ A;

Note que AsNH # 1, pois do contrdario, o 2° Teorema dos Isomorfismos

nos forneceria que:
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Ss H

>~

As  AsNH

ou |H: AsNH| =2

e dai, |H| = 2 o que contraria a hipotese de |H| ser maltiplo de 5.
Portanto, P € SylsH estd contido em As N H. Se for P = As N H
entao |H| = 10, donde H = Cs x Cy. Se, porém, P & As N H, devemos

analisar os possiveis valores para |As N H : P|.

Se |[As N H : P| =2, entdo

donde afirmamos que H = C5 x Cy. De fato, temos que o unico 5-
subgrupo de Sylow de H é P = O3(H) = Cs e sendo H primitivo existe
M < H tal que My = 1. Dai, a Proposi¢do 3.2 nos fornece que Cy(P) =
P e pelo NC-Lema temos que:

H  Ng(P)
P Cy(P)

< Aut(P) = C,

como |P| =5, seque que |H : P| = 4 e portanto H = Cys x Cy, pois se
Cy < H, entao H = (5 x Cy deveria ter um elemento de ordem 10, o
que nao pode ocorrer.

Se |[As N P : P| =3, entdo |H| = 30 e a proposi¢ao anterior nos diz que
essa possibilidade nao pode ocorrer.

Se |[As NP : P| =6, entdao |H| = 60. Absurdo, pois As # G.

Se |[As NP : P| =12, entdo |H| = 120. Logo, H = S5 concluindo assim

a nossa demonstracao.

Lema 3.4 Para todo i > 2, (M;)g # 1.

Demonstracao: Suponha que (M;)q = 1 para algum i > 2. Entdo G =

G
m é, pelo Exemplo 1.2(a) e Coroldrio 3.1, um subgrupo primitivo de Ss
i)G

com ordem divisivel por 5, uma vez que |G : M;| = 5 para todo i > 2, pelo

Lema 3.2. Portanto, pela Observagao 3.1, temos os dois casos:

Caso 1: G=2 (5, G=C5xCy, ou G=C5 xCyy

Neste caso, G seria solivel em vista do Teorema de Burnside. Absurdo,

pois G € semisimples.
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Caso 2: G = A;5, ou G = S5.

FEste caso também nao € possivel, pois pelo Lema 7 de Cohn [7], 0(As) =

10 e 0(S5) = 16. Uma vez que sendo G um Sg-grupo deveria ser o(G) <

6.
O
. . G
Lema 3.5 Euxiste um i € {1,2,3,4,5,6} tal que %) >~ A5 ou Ss.
i)G
Demonstracao: Suponha que para todo i # 1,
G G
—— 2 A5 e —— & Ss.
(M)e ™77 (Mg 77

Pelo Lema 3.1, |G : M;| =5 sempre que i > 2. Além disso, pelo Coroldrio 3.1
e Exemplo 1.2(a) temos que

€ um subgrupo primitivo de Ss divisivel por |G : M;| = 5.

G
(M;)a

Dai, seque da Proposicao 3.3 que

G
(M,J)G = 05, 05 bl CQ, ou 05 A 04 (*)
, G
Por (x) e pelo Teorema de Burnside, ¢ soluwvel.
(M;)e

Agora, o Lema 3.3 nos fornece que
(My)e N (M3)g N (My)g = Dg = 1.

Aplicando o Exemplo 1.1(a) aos subgrupos (Ms)a, (Ms)a, (Ms)g, obtemos

G " G " G
(Ma)e  (Ms)g  (My)e

Portanto, G € solivel, contrariando sua semisimplicidade. 0

G —

Lema 3.6 Se U € um subgrupo normal minimal de G, entao U = As.

Demonstracao: Admita que U é um subgrupo normal minimal de G.
Note que U £ D, pois do contrdrio U < Dg =1. O Lema 2.1(b), nos diz que

podemos ver D como a interseg(io a seguz'r
D:M20M3QM4QM5QM6

dai, podemos supor que U % M. Sendo U N (M) subgrupo normal de G

contido em U, seque que
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Uﬂ(Mg)Gzl ou Uﬂ(MQ)G:U

pois U € normal minimal. Como U % My, devemos ter U N (Ms)g = 1. Pelo
Lema 3.2, |G : Ms| = 5. Agora, tendo em vista o Exemplo 1.2(a) e o Coroldrio

3.1, observamos que

G
(Ms)e

Portanto, a Proposicao 3.4 nos diz que

¢ um subgrupo primitivo de Ss com ordem divisivel por |G : Ms| = 5.

G = > (5, C5 x Cy, C5 xCy, As, ou, S
(h)o 5, Us 2, Us 4, As 5
U(Ms)g

~ (] é normal minimal em G.
(M)

Afirmacao: U :=

De fato, suponha que

N N U(M)e
<G €étal que 1 < <
(Ma)g — W= 0)e = (Mh)e

donde N I G e N < U(Ms)g nos fornecendo

N=NNUM)e=(NNU)(M)g (#)

Mas, sendo NNU normal em G contido em U, entao NNU =1 ou NNU =U
pois U é normal minimal. Se N NU =1, por (#) temos que

N = (My)g, e portanto =1.

(Ms)e

Se, porém, N NU = U, por (#) teremos

N
N =U(Ms)¢q, e portanto = .
( Q)G p (MQ)G (MQ)G

Agora, pelo 2° Teorema dos Isomorfismos

U . U U
(My)e  UnN(My)g

pois U N (Ms)g = 1. Concluindo a prova da nossa afirmagao.

Sendo assim, devemos analisar os cinco casos a sequir:

Caso 1 G = Cs.

Neste caso, U =2 U = Cs.
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Caso 2 G =2 C5 x Cs.
Neste caso, U = U = Cs, pois do contrdrio ezistiria N-< G tal que
N = (z), |2| = 2. Logo, para 1 # y € U, temos que Cs = (y) < G.
Portanto, zy € G com |rvy| = 10. Absurdo, pois G < Ss.

Caso 3 G = C5 x Cy.

Por um argumento andlogo ao caso anterior, obtemos U = U = (5.

Caso 4 G = A;.

Neste caso, U =2 U = As, pois As € simples.

Caso 5 G = S.

Neste caso, U = U =2 As, pois As € o unico subgrupo normal proprio,

nao trivial, de Ss.

De acordo com os cinco casos acima, temos que U = Cys ou U = As. Mas,

G ¢ semisimples, portanto U =2 As. O

Agora estamos em condigbes de provar nosso principal resultado deste

capitulo que é o

Teorema 3.1 (Teorema B) Um grupo G semisimples nao tem uma 6-cobertura

maximal irredundante com intersecao D livre de nicleo.

Demonstracao: Suponha G com a propriedade &g e analisemos os dois

casos a Sequir:

Caso 1 Suponha que existem dois subgrupos mazximais, digamos My, M3 tal
que (My)g N (Ms)g # 1.
Eziste N -< G contido em (My)g N (M3)g, pois este é um subgrupo
normal, nao trival, de G. Agora, pelo Lema 2.1(a) todo 5-elemento de
N pertence a D, pois do contrdario, My = Ms o que nao pode, por causa
da irredundancia da cobertura. Dai, se 5 divide |N|, entdo ezviste v € N
tal que |x| = 5. Logo, o subgrupo X = (xz € N; |z| =5") # 1 e € normal
em G. Também, X < D e portanto X < Dg = 1, absurdo. Logo, 51 |N|
e por motivo andlogo, p{ |N| para todo p > 5. Assim, |N| = 22.3%, pelo
Teorema de Burnside, N ¢é soluvel, contrariando a semisimplicidade de

G. Logo, este caso nao € possivel.
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Caso 2 Para cada i, j > 2,1 # j, temos que (M;)e N (M;)a = 1.
Pelo Lema 3.4, cada (M;)q # 1 sempre que i > 2, contém um subgrupo
N;-< G. Como (M;)e N (M;)e = 1, seque que os N;s sio dois a dois
distintos. Portanto, N;NN; =1 e, [NoN3| = |Na||N3|. Também, NyN3sN

Ny =1 e, |NgN3Ny| = | No|| N5||Ny|. Prossequindo o raciocinio e usando
o Lema 3.6, obtemos que |G| > | NaN3NyN5Ng| = | No||N3|| Na|| N5||Ng| =
60°.

Por outro lado, o Lema 3.2 nos fornece que |G : My| =5 = |G : Ms|.
Pelo Exemplo 1.2(a),

G " G
(My)e  (Ms)a

Como (M) N (Ms)g = 1, pelo Exemplo 1.1(a) e de (x), obtemos que

5 55 X S5 (*)

G — S5 x S5 = |G| < 55! = 60° 4

Portanto, chegamos ao sequinte absurdo
60° < |G| < 60%4
Logo, este caso nao é possivel.

Conclusdo: nao existe subgrupo semisimples com a propriedade Sg. 0
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Capitulo 4

Caracterizacao dos $g-grupo

Vimos no capitulo anterior que para caracterizar os grupos com a pro-
priedade &g, é suficiente analisarmos os grupos nao-semisimples e este é o

nosso objetivo neste capitulo.

Nosso principal resultado, o Teorema C, consiste de varios casos, e em
cada um deles devemos considerar alguns subgrupos de S3 x S3 x S3, Sy X Sy
e S5 X S5.

Definicao 4.1 Um grupo G é um produto subdireto de uma familia de grupos
{Gy; i € I}, quando existe uma familia de subgrupos normais {N;; i € I} de

G
G tais que ﬂNi: le NgGi para todo i € 1.

el

Faremos uso do programa GAP-groups para provarmos o
Lema 4.1 :

1. Nao sao GBg-grupos:

(a). 53 X Sg X 53 e CQ X Cg X 53,'
(b). Todos os subgrupos de Sz x S3 x S3 de ordem 72 ou 108;
(c). Todos os subgrupos de Sy x Sy de ordem 48 ou 96.

2. Sao Gg-grupos:

(d). G = (C5 x C5) x Cy com Z(G) = 1. Neste caso, uma cobertura
maximal irredundante com intersecao D livre de nicleo para G €

tal que |D| =2 ;
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(e). G = (C5 x C5) x Cy com Z(G) = 1. Neste caso, uma cobertura
mazimal irredundante com intersecao D livre de de nicleo para G

¢ tal que |D| = 4.

3. Um produto subdireto G de trés grupos simétricos Ss € um Bg-grupo se,
e somente se, G € isomorfo a um dos sequintes grupos: (C3 x C3) x Cy,
(C3)? x Cy, onde a ordem da interse¢io D, livre de niicleo, de uma 6-
cobertura mazximal irredundante tem ordem, respectivamente, igual a 1 e

2.

Demonstracao: No programa GAP-groups [9], podemos escrever uma
fungao h cuja entrada é um grupo G qualquer e a saida h(G) é a exibigao de
todas as 6-coberturas maximais irredundante com intersecao livre de ntcleo.
Se o grupo G nao tiver a propriedade &g entdao h(G) exibird uma lista vazia.

O algoritmo da fungao h esta redigido abaixo:
h := function(G) local
S, M,n,C,1, T, Q, R;
n := Size(G); M := MaximalSubgroups(G); C' := Combinations(M, 6);

S =] ]; for i in [1..Size(C)] do if
Size(Union(C|[i])) = n then Add(S, C[i]); fi;
od; T := [ |; for i in

[1..Size(S)] do if Size(Core(G, Intersection(S]i]))) = 1 then

Add(T, S[i)); fi;

od; R :=[ |; for ¢ in [1..Size(T)] do

@ := Combinations(7'[7],5); if

(n in List(Q,i— > Size(Union(i)))) = false then Add(R, T[i]); fi; od,;
return R; end;

Para verificar o item 1.(a)., usando a func¢ao h descrita acima, no ambiente

do GAP-groups siga os seguintes passos:

Passo 1 Defina uma variavel que identificara o grupo Ss

Uma maneira de fazer isso no ambiente GAP é

s3 := Group((1,2),(1,2,3));
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lembre que todo elemento de S3 pode ser expresso como produto do dois
ciclo (1,2) com o 3-ciclo (1,2,3)) - Quando pressionarmos enter obser-

varemos abaixo de s3 := Group((1,2),(1,2,3)); a seguinte expressao
Group([(1,2), (1,2, 3)])

significando que o grupo S é gerado, pelo 2-ciclo (1,2) juntamente com

o 3-ciclo (1,2, 3), ou seja, Sz = ((1,2), (1,2, 3)).

Pronto, a variavel s3 identificara o grupo Ss.

Passo 2 Defina uma variavel que identificara o produto direto S3 x S5 x S3

Uma maneira de fazer isso no ambiente GAP é
G := Direct Product(s3, s3, s3);

significando que a varidvel GG esta identificando o produto direto S3x S5 x
S3. Ao pressionarmos enter, abaixo de G := Direct Product(s3, s3, s3);,

aparecera
Group([(1,2),(1,2,3),(4,5), (4,5,6),(7,8),(7,8,9)])
nos dizendo que

S3 x S3 x S5 =1((1,2),(1,2,3),(4,5), (4,5,6),(7,8),(7,8,9))

Pronto, a variavel G identificard o grupo S3 x S3 x S3.

Passo 3 Verificar a saida h(G)

Primeiro redija o algoritmo da fungdao h no ambiente GAP e depois

pressione enter. Ao fazer isso aparecerd
function(G)...end

Agora, digite h(G); e pressione enter. Ao fazer isso aparecera, abaixo de
h(G);, alista vazia [ |. Significando que o grupo S3 x S3 x S3 identificado

pela variavel G nao possui a propriedade ®g.

De forma andloga, prova-se que o grupo Cs x C3 X S3 nao possui a pro-

priedade 4. No entanto, podemos fazer uma prova disso, de uma forma mais
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objetiva. Consiste de ”carregar a funcao h”no ambiente GAP e depois digitar
h(Direct Product(CyclicGroup(IsPermGroup, 2), CyclicGroup(IsPermGroup, 3), SymmetricGroup(3)));

pressione enter e teremos como resultado a lista vazia | |.
Vamos agora provar as partes (b) e (¢) do item 1 usando a fungao h. Isso

serd feito em trés passos. Veja:

Passo 1 Identificar o grupo S3 e produto direto S5 x S3 x S3

Basta seguir os passos 1 e 2 na prova do item 1.(a).

Passo 2 Listar todas as classes conjugadas dos subgrupos de S5 x S3 x S3 de

ordem 72

Uma maneira de fazer isso no ambiente GAP ¢é
Filtered(ConjugacyClassesSubgroups(G), c—> Order(c[1]) = 72);
ao pressionarmos enter abaixo do comando acima aparecera
[Group([(7,8,9),(1,2,3),(8,9), (5,6),(2,3)]) G,
Group([(1,2,3),(4,6,5),(8,9),(5,6),(2,3)])"G,

Group([(7,8,9),(4,6,5),(8,9), (5,6),(2,3)])"G ]

que ¢ a lista requerida neste passo.

Passo 3 Verificar a saida da funcao h aplicada aos trés representantes das

classes acima

Redija o algoritmo da fungdo h no ambiente GAP e pressione enter.

Agora é s6 digitar:
h([GTOup([(?, 8’ 9)7 (17 27 3>’ (87 9)7 (57 6)7 (2’ 3)]))7 (*)

Feito isso pressione enter e abaixo de (*) aparecera [ |. O mesmo ocorrerd

com os representantes das outras classes. Isso nos diz que:

Subgrupos de S3 x S3 x S3 de ordem 72 nao sao Gg-grupo

o4



De forma anéloga prova-se o restante da parte (b) do item 1 e a parte (c¢)

do mesmo item.

Provaremos agora o item 2 partes (d) e (e). Faremos a prova apenas da
parte (d) desse item uma vez que a outra parte é andloga. Vamos fazer isso

em trés passos:

Passo 1 Listar todos os grupos de ordem 50

Uma maneira de fazer isso é consultando a biblioteca do GAP através
do comando:

AllGroups(50);

que lista todos os grupos de ordem 50. Ao pressionarmos enter aparecera:

<pc group of size 50 with 3 generators>,

<pc group of size 50 with 3 generators>,

<pc group of size 50 with 3 generators>,

<pc group of size 50 with 3 generators>,

<pc group of size 50 with 3 generators>

significando que existem cinco grupos de ordem 50.

Passo 2 Selecionar os grupos de ordem 50 que tem centro trivial e ver a

estrutura deles.

Para isso, indentificamos o comando AllGroups(50) uma varialvel, como

abaixo:
[ := AllGroups(50)
Depois seliconamos os grupos desejados através do comando a seguir:
[ := Filtered(l,z— > Size(Center(z)) = 1);

ao pressionarmos enter aparecera:

95



<pc group of size 50 with 3 generators>,

<pc group of size 50 with 3 generators>

significando que dos cinco grupos de ordem 50, apenas dois tem centro

trivial.

Para verificarmos a estrutura desses grupos identificamos eles, respecti-

vamente, da seguinte forma
a:=I[1]; e b:=1[2];
feito disso, usamos o seguinte comando:

StructureDescription(a);

StructureDescription(b);

ao pressionar enter, aparecera, respectivamente, abaixo de cada um deles:
"D50” e 7(C5x Ch): C2”

significando que a estrutura do grupo identificado pela variavel a é Dy
o grupo diedral de ordem 50 e que o grupo identificado pela varidlvel b

é (05 X 05) X CQ.

Passo 3 Verificar que (C5 x C5) x Cy é um Gg-grupo e que a intersecao D de

uma 6-cobertura que satisfaz a propriedade &4 tem ordem 2

Primeiro ” carregamos”a fungao h e depois fazemos o comando Size(h(b));
ao pressionarmos enter aparecerd, abaixo de Size(h(b));, o nimero 25.
Isso significa que para o grupo (C5 x C5) x Cy, identificado pela varidvel
b no passo anterior, existem vinte e cinco 6-cobertura que satisfazem a
propriedade &¢. Agora, para verificarmos que a intersecao D de qualquer
uma das vinte e cinco 6-cobertura tem ordem 2 fazemos a identificagao

list := h(b);; e depois executamos o comando abaixo:
Size(Filtered(list, sub—> Size(Intersection(sub)) = 2));

pressionamos enter e aparecera o nimero 25 que era o esperado.
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Dessa forma, temos uma prova para o item 2.

Resta-nos provar o item 3. Para isso devemos calcular o produto subdireto
de trés grupos simétricos S3. Isso pode ser feito no ambiente GAP usando o

comando

Subdirect Products(G1, G2);

que é o produto subdireto dos grupos G'1 e G2. No nosso caso, identificamos
o grupo Sz pela varidavel s3 como no Passo 1 na prova do item 1.(a). Depois

fazemos a seguinte identificacao:
[ := Subdirect Products(s3, s3);
que é o produto subdireto de S3 com Ss;. Ao pressionarmos enter aparecera:
Group([(1,2)(4,5),(1,2,3)(4,5,6)]),

Group([(1,2),(2,3), (4,5), (5,6)]),
Group([(1,2,3),(4,5,6),(2,3)(5,6)])

Os grupos acima representam os possiveis produtos direto de S3 com S3. Pode-

mos identifica-los, respectivamente, da seguinte forma:
H1:=1[1]; H2:=1]2); H3:=1[3];

Agora, para determinarmos o produto subdireto desejado devemos fazer o

comando:

Subdirect Products(Hi, s3);

para cada ¢ = 1,2, 3. Quando fazemos o comando:
L := Subdirect Products(H1, s3);
a0 pressionarmos enter aparecera:
Group([(1,2)(4,5)(7,8),(1,2,3)(4,5,6)(7,8,9)]),
Group([(2,3)(5,6), (1,3)(4,6),(7,8),(8,9))),
Group([(1,2,3)(4,5,6),(7,8,9),(2,3)(5,6)(8,9)])
Vamos identificar os grupos acima, respectivamente, como segue:
L1:=L[1]; L2:=L[2]; L3:=1L[3|
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Quando fazemos o comando:
b := Subdirect Products(H?2, s3);
a0 pressionarmos enter aparecerd:
Group([(5,6), (4,6), (2,3)(8,9), (1,2,3)(7,9,8)]),
Group([(5,6), (4,6),(2,3), (1,2)(4,5), (7.8), (8,9)]),
Group([(5,6), (4,6),(1,2,3),(7,8,9),(2,3)(8,9)]),
Group([(4,5,6), (2,3), (1,2),(7,8,9), (5,6)(8,9)]),
Group(((4,5,6), (2,3)(5,6), (1,2)(4,5),(7.8,9), (5,6)(8,9)]),
Group([(2,3), (1,3), (5,6)(8,9), (4,5,6)(7,9,8)])

podemos identificar os grupos acima, respectivamente, como segue:

Quando fazemos o comando:
d := Subdirect Products(H3, s3);
a0 pressionarmos enter aparecera:
Group([(4,5,6),(2,3)(5,6)(8,9),(1,2,3)(7,9,8)]),

Group([(4,5,6), (2,3)(5,6), (1,2)(4,6), (7,8), (8,9)]),

Group([(4,5,6),(1,2,3),(7,8,9), (2,3)(5,6)(8,9))),

Group([(1,2,3), (2,3)(5,6)(8,9), (4,5,6)(7,9,8)]),
Group([(1,2,3)(4,5,6), (2,3)(5,6)(8,9), (4,6,5)(7, 9, 8)])

identifiquemos os grupos acima, respectivamente, como segue:
L10 :=d[1]; L11 := d[2]; L12 :=d[3]; L13 := d[4]; L14 := d[5];

Dessa forma, temos que todos os produtos semidireto de trés grupos simétricos

S3 pode ser entendido como o conjunto S = {Li;1 < i < 14},

Agora, carregamos a funcao h e verificamos quais dos Lis em S tem a
propriedade &¢. Fazendo o comando Size(h(Li)); para cada i € {1,2,...,14}

observamos que:
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7 Size(h(Li)) =07 parai € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,11}

significando que nenhum dos grupos Li com i € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,11} é um

Bg-grupo. Porém,
" Size(h(Li)) = 234” para i € {3,10,13,14} e ”Size(h(L12)) = 6318”

significando que os grupos Li para i € {3,10, 13,14} é um &g-grupo com 234
6-cobertura com a propriedade ¢ assim como L12 é um Gg-grupo com 6318
6-cobertura com tal propriedade. Podemos ver a estrutura dos grupos Lis que

sao Bg-grupo através do comando
StructureDescription(Li);
Com esse comando verificamos que:
? StructureDescription(Li) = (C3 x C3) x C2” para i € {3,10,13,14}
? StructureDescription(L12) = (Cy x C3 x C3) x C27
Finalmente, ao fazermos o comandos:
listj :== f(Lj);; e Size(Filtered(listj, sub— > Size(Intersection(sub)) = 1));

para cada j € {3,10,13,14} ao pressionarmos enter aparecerd o nimero 234.
Isso significa que a intersecao D de uma cobertura qualquer dos Ljs é tri-
vial. Analogamente, vemos que a intersecao D de qualquer uma das 6318
6-cobertura com a propriedade &g para o grupo L12 tem ordem igual a 2. A

reciproca é feita identificando os grupos
(Cg X 03) X Cg e (Cg X Cg X Cg) X CQ (*)

que tenham a propriedade &4 e isso pode ser feito de maneira andloga ao
procedimento da prova do item 2. E para saber se tal grupo é subgrupo do

produto subdireto de trés grupos simétricos S5 basta usar o comando
IsSubgroup(G, H);

que ao pressionado enter tem como saida true se H < G e false se H £ G.
Onde para nés o H seria os grupos em (%) e o G seria o produto semidireto

de trés grupos simétricos Ss.

O
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Lema 4.2 Seja N um subgrupo normal préprio de um grupo finito G. Sejam
Uy, ..., Uy subgrupos proprios de G contendo N e Vi, ..., V} subgrupos tais que
ViIN=Gcom|G:Vi|=0 e <..<fp. SeG=UU...0U,UV;U...UV,
entao [y < k.

Ademais, se fy =k, entdo 31 = ... = B, = k e V;NV; < U U..UUy, Vi # 5.

Demonstracao: Como U; < G para cada i = 1,2, ..., h, entao:

G
Ul = — |G
Uil G U] a;|G|
Analogamente, temos:
G
Lot = e 0 Ml@
‘ J‘ ’GiUiﬁUj‘ CMJ’ ’
G
| J k| |G:UimUjﬂUk| Oéjk‘ |
G
Un..nU,|l = _ .
" 8 G :U;N...N Uy 2.1/ G|
1 1 1

decy= —— =g = .
e G un TG uing M TG U N Uy

Dai, pelo princicpio da inclusao-exclusao, obtemos que:

h h
D10 OO = DU+ D 0N+ o+ ()"0 0 Uk
i=1 i<j=1
h h
= (Z Oéi—f— Z C(ij —+ ...+ (—1)h0412mh>’G‘
i=1 i<j=1
= 1G]

onde v = Z?:l o + Z?<j:1 Qi+ ...+ (—1)h0412...h-
Agora, como NV; =G j=1,2,..,k e NCU;i=1,2,...,h. Entao, para

cada j fixado, temos:

\Vi||UL U ... U Up|
Gl =|NV;|=|V.(U;U...UU,)| =
G| = |NV;| = [V;(Uh w)l VN (U, U... U0,

Ou seja,

V; 1
J J

Logo,
VN (U1 U...UU,)| = 2|G.
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Note ainda que

Vi=(Uin..nUy)] = [V;=V;n(UiN...0U,)|
= [V} =|V;n(Uin..NUy,)|
Gl v
= —--|G
Bi 5]'”
-~
= G
516l

Por outro lado:

ViU.. .UV —UU...UU,| = ViU.UVUULU...UU, —U U...UU,|
= |G-U1U...UU,|
= |G| = |U1U...UU,|
= |G| =G|
= (1-7)G]

Dar,

(1—-79)IG] = ViU..UV, =T U..UU

= |(Vi— U U..UU)U..U (Vi =T U...UUR)|
h

S Vi—Uh U Uy
i=1

- i(lé”)m

i=1

IA

:“—W“Gﬁ“+i>

Portanto,

1 1 k
1I<—+.+=—<—=—=4<Lk
5, 5 =5 4

Se 1 =k, as desigualdades acima viram igualdades, entao = ... = (B =

k e os conjuntos V; — Uy U ... U U, sao dois a dois disjuntos, donde
®: (V;_U1U...Uh)ﬂ(‘/}—U1U...UUh)

@Z(‘/iﬂ‘/j)—(Ulu...UUh)

= VNV, CUU..ul,
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Observacao 4.1 Sejam G um grupo, M <G e U um subgrupo abeliano normal
minimal. Entao, ou U < M ou U N M = 1. Em particular, se G ¢ um Gg-

grupo, entao pelo menos um dos M;s contém U.

De fato, se U £« M, entao G = UM. Mas, UNM QUM = G e estd
contido em U. Logo, UNM =U oul. Como U £ M, entio UNM = 1.

Em particular, suponha G tem a proprieda de &g. Entdo, dado 1 # u €
U, eziste i € {1,2,3,4,5,6} tal que u € M;. Dessa forma, U N M; # 1,

consequentemente U C M.

Proposicao 4.1 Se G é um Gg-grupo e G tem um subgrupo normal minimal
de ordem 2, entao D =1 e G = Cy x Gy, onde Gy = (C3 x C3) x Cy com
Z(Go) =1 ou G=Cyx Cy x Ss.

Demonstracao: Suponha que U é um subgrupo normal minimal de G
com ordem 2. Entao U £ D, pois se U < D, teriamos que U < Dg = 1.
Pelo Lema 2.1(d), 2 = |U| <6 —n = n < 4, ou seja, existem no minimo dois
M;s que nao contém U, digamos que seja U %« Mz, Mg. Como U N M; para
1=15,6 € normal em UM; = G e estd contido em U, temos que U N M; =1,
pois U & M;, donde |G : M;| = 2 = |U| e M; < G. Pelo Exemplo 1.1(b),
todo 5-elemento de G esta em Ms N Mg, mas entao, pelo Lema 2.1(a), todo
5-elemento de G estd em D, porque do contrario deveriamos ter My = Mg, o
que ndo é. Logo, |G| = 24.3% pois Dg = 1 e pelo Teorema de Burnside G ¢é

soluvel.

Portanto, podemos admitir que existe V -< G, contido em Mz N Mg. Logo,
pelo Lema 2.1(d), temos que |V| <6 —2 = 4.

o Se |V| = 2, entdo pelo Lema 2.1(d), n < 6 — |V| = 4, ou seja, pelo
menos dois M;s naio contém'V, digamos que seja V- % Ms, My. Portanto,
|G : Ms| =2 = |G : My| e pelo Ezemplo 1.1(b), todo 3-elemento de G

6
estd em ﬂ M;, e portanto, em wvista do Lema 2.1(a), estd em D. Dai,

i=3
nao pode existir 3-elemento em G, donde G € um 2-grupo, contrariando

o Lema 2.2(1).

e Se |V| =3, entdao podemos supor que V £ M, para i = 2,3,4, portanto
G=VM, e|G:M|=3. SendoV <G, pelo NC-Lema,

G Ng(V)

Co(V)  Ca(V)
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Portanto, G = Cg(V) ou |G : Ce(V)| =2. Se G = Cx(V), entao V €

central. Note que
M; < G parai=2,3,4

com efeito, Vg € G = VM;, existemv € V e m € M; tais que g = vm.
Portanto M} = M}™ = M™ = M,;.

Agora, do Lema 2.1(b), deduzimos que

D_ﬁMi_ (ﬁMi)G_DG_l
=2 =2

pois M; < G parai=2,3,4,5,6. E do Exemplo 1.1(a), temos que

G G G G G
G%MXEXEXEXE%JCQXCQXC%XC;;XC%

Dai, G é abeliano e entdo nilpotente. Pelo Teorema A, G = (Cs)? ou
G = C5 x C5. Absurdo, pois 2 = |G : Mg| divide |G|. Dessa maneira,
’G : Cg(V)’ = 2.

Afirmacao V e U estio contidos em M;.

Se V. ¢& M, entio para i = 1,2,3,4, temos que G = V x M;. Pela
Proposi¢io 1.2, Cq(V) = V(M;)e. Segue do Exemplo 1.1(b) que todo 2-

4
elemento de Cq(V') estd em ﬂ(MZ-)G, pois |Ca(V) : (M;)a| = |V] = 3.
i=1

4

Agora, se 1 v €V ex € um 2-elemento de Cq(V), entdo vr ¢ U M;,
i=1
pois caso contrdrio, v € M; para algum i € {1,2,3,4}, que implicaria

em v = (vz)r~t € M;, donde deveriamos ter V< M; o que nao ocorre.
Portanto, v € My U Mg e como V < MsN Mg, seque que x € Ms U Ms.
Dessa forma x estd em cinco M;s, pelo Lema 2.1(b), x € D. Como
D¢ =1, temos que Cg(V) é um 3-grupo. Note ainda que Ce(V) <G
implica ®(Cg(V)) < ®(G) < Dg = 1. Logo, Ce(V) é um 3-grupo
abeliano elementar. Mas, por um lado U sendo central deveriamos ter
U < Cq(V). Por outro, U nao poderia ser subgrupo de Cq(V'), uma vez
que |U| =213 Logo, V < M.

Se U £ M, entaio G = UM, e |G : My| = |U| = 2. Pelo Ezemplo
1.1(b), todo 3-elemento de G esta em My N MsN Mg. Por um argumento
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similar ao do pardagrafo anterior deduzimos que G deveria ser um 2-
grupo, contrariando o Lema 2.1(1). Logo, U < M;. Isso encerra a prova
da nossa afirmagao.

Agora, tendo em vista que |G : M;| = 3 para i = 2,3,4 e |G : M;| = 2
para i = 5,6, pelos Exemplos 1.1(a) e 1.2(a),

G‘->CgXCgXSgXSgXSg

logo, G € supersolivel. Sendo My < G, |G : My| =2 ou 3. Dessa forma,

vamos analisar dois casos:

Caso 1 |G: M| =2.
Entao N := M; N Ms N Mg N (My)g = 1, caso contrdrio, existiria
H -<4 G tal que H < N, pelo Lema 2.1(d), |H| < 2. Logo |H| =2,
mas como |G : Ms| = 3, seque que H < Mj, donde H < NN M; =
D .. N < Dg =1 que contraria o fato de N ser normal minimal.

Assim, pelos Exemplos 1.1(a) e 1.2(a)
G‘->CgXCgXCgXSg

Se K := MsN Mg N (Msy)g # 1 sendo subgrupo normal, contém
um subgrupo W -<\ G. Agora, como K N M3 N My < D, W ¢
Ms N0 My. Pelo Lema 2.1(d), |W| < 3, como |W| = 2 implica em
W C M3 N My, seque que |W| =3 e portanto, W C My que € uma
contradi¢ao devido ao Lema 2.1(d). Assim, K =1 e

GC—>02X02><53 (*)

Pelo Teorema A, G ndao € nilpotente. Dessa forma, note que

G
= S5 para i = 2,3,4
(M)e "
De fato, se fosse
G
S H<S
(M)e ’

como |G : M;| = 3 entao |G : (M;)g| = 3. Tendo em vista que
K; =1, sequiria que G — Cy x Cy X C3 0 que nao é verdade, pois
G nao € nilpotente.

Agora, como |G : (Ms)g| = 6, entao
Gl =G : (Ma)al|[(Mz)g| = 6.[(Ma)a| (%)
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Dai, por (%) |(M2)g| =2 ou 4. Se |(Msz)g| = 2, seque por (xx) que
|G| = 12 e como G nao é nilpotente, seque de (%) que G = Cy X Sj.
Mas note que esse grupo nao tem a propriedade &g e uma maneira
de ver isso € aplicando Cy X S3 na func¢ao h construida na demons-
tragcdo do Lema 4.1 através do GAP [9]. Para isso, basta redigirmos
o algoritmo da funcdo h no ambiente GAP e pressionarmos enter.

Feito isso, podemos digitar
h( DirectProduct(SymmetricGroup(3),CyclicGroup(IsPermGroup,2)));

e pressionar enter. Veremos como saida | | que € a lista vazia. Isso
significa que Co X S3 nao tem a propriedade &¢. Esta contradi¢do
nos leva a concluir que |(My)g| # 2. Agora, se |(Ms)g| = 4 entao

|G| = 24. Dai em vista de (x) deduzimos que
G= 02 X 02 X 83.

Caso 2 |G: M| =3
Entao (My)g N (Ms)e N Ms = 1, caso contrario, existiria W -< G
nesta interse¢ao. Pelo Lema 2.1(d), |W| < 3. Se |W| = 2, entao
W C M3 N My, pois ambos tém indice 3, contrariando o proprio

Lema 2.1(d). Analogamente, ndo pode ser |W| = 3. Portanto,
G%CQX53XS3€|G|S72. (#)

Para finalizar a andlise da possibilidade de termos |V'| = 3, suponha

que My < G. Entao
M1Q<M2)GQM5:1 GG‘—>CQX03X33.

Como |G : My| = 3 = |G : M|, seque que |G : My N M| =9
e |G| é maltiplo de 9. Além disso note que |G : My N Mg| = 4
divide |G|. Logo |G| = 36 e portanto G = Cy x C3 x S3. Desde que
H :=1xC5 x1 é um subgrupo central de G de ordem 3, temos
pelo Lema 2.1(d) que |H| =3 <6 —n = n < 3, ou seja, existem
trés M;s com i ¢ {5,6}, tais que H £ M;, dai G tem dois M;s
normais de indice 2 e pelo menos trés M;s normais de indice 3.

Assim, sequiria do Exemplo 1.1(d) e de Dg =1, que
G‘—>CQX02><03X03X03
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Absurdo, pois G seria abeliano, que nao € verdade.

Assim, My nao é normal em G e |G| é maltiplo de 36. Se |G| = 72,
entao G = Cy X S3 X S3 que nao € possivel, pois pelo Lema 4.1(b)
esse grupo nao tem a propriedade &g. Dai, sendo G um Bg-grupo
de ordem 36 e por (#) isomorfo a um subgrupo de Cy X S3 X Ss.
Podemos afirmar que G = Cy x Gy, onde Gy = (C5 x C3) x Cy com
Z(Gy) = 1. Com efeito, vamos fazer isso usando o GAP-groups,

tal verificacao pode ser feita sequindo os seis passos abaixo:

Passo 1 Identificar o grupo Cy X S3 X S3

Identificando Cy e S3 respectivamente por
c2 := CyclicGroup(IsPermGroup, 2);

s3 := SymmetricGroup(3);

Podemos indentificar Cy x S5 x S por
g := DirectProduct(c2, s3, s3);

Passo 2 Listar todas as classes conjugadas dos subgrupos de Cy X
S3 X S3 com ordem 36
Uma maneira de fazer isso é através do comando:
Filtered(ConjugacyClassesSubgroups(q),c— >Order(c[1])=36);
que quando pressionado enter exibird
Group([(3,5,4),(6,8,7),(3,4),(1,2)]) "G,
Group([(3,5,4),(6,8,7),(3,4),(1,2)(6,7)]) "G,
Group([(3,5,4),(6,8,7),(6,7),(1,2)(3,4)]) "G,
Group([(3,5,4),(6,8,7),(6,7),(3,4)]) "G
Group([(3,5,4),(6,8,7),(6,7), (1,2)]) ‘G
Group([(3,5,4),(6,8,7),(3,4)(6,7), (1, 2)(6, )]) G,
Group([(3,5,4),(6,8,7),(3,4)(6,7),(1,2)]) G
que € a lista requerida nesse passo.

Passo 3 Verificar a saida da funcdo h aplicada aos sete represen-
tantes das classes acima
Basta redigirmos a fungao h escrita na prova do Lema 4.1 e
pressionarmos enter. Feito isso verifica-se que so existe uma

unica classe, a saber a classe do subgrupo:
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Group([(3,5,4),(6,8,7),(3,4)(6,7), (1,2)])
em que a saida nao € a lista vazia | | quando aplicado a fungao
h aos subgrupos que constitui essa classe. 1sso significa que 0s
subgrupos de Cyx S3xS3 com ordem 36 que possui a propriedade
B sao isomorfos ao grupo
Group([(3,5,4), (6,8,7),(3,4)(6,7),(1,2)]) (%)

Esse grupo possui setenta e duas 6-cobertura mazximal irredun-
dante com intersecao livre de nicleo. F isso pode visto através

do comando:
Size(h(x));
onde x € a varidvel que identifica o grupo da sequinte forma:
x = Group([(3,5,4), (6,8,7),(3,4)(6,7), (1,2)]);
Passo 4 Verificar que todas as setenta e duas 6-cobertura, men-
cionadas acima, tém intersecao trivial

Uma maneira de verificar isso € identificando as setenta e duas

cobertura com a variavel list, como seque:
list := h(z);;
Feito isso, redija o sequinte comando:
Size(Filtered(list,sub—>Size(Intersection(sub))=1));

pressione enter e aprecerd 72. Isso significa que da lista das
sententa e duas coberturas existem 72 coberturas com intersecao

trivial concluindo esse passo.

Passo 5 Ver a estrutura do grupo em ().
FEsse grupo jd foi identificado no Passo 3 acima pela varidvel

x. Dessa maneira, facamos o sequinte comando:
StructureDescription(x);
ao pressionarmos enter aperecerd:
"C2 x ((C3x (C3):C2)”
significando que o grupo em (x) €
G =0y x ((C3 x C3) x ()

a menos de isomorfismo. Fazendo Gy = (C5 x C3) x Cy temos

que G = Cy x (Y.
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Passo 6 Verificar que G = Cy x Gy € tal que Z(Gp) = 1.
De maneira andloga ao Passo 2 vemos que
Group([(3,4,5),(6,7,8),(1,2)]) "G,
Group([(3,4,5),(6,7,8),(3,4)(6,7)]) "G,
Group([(3,4,5),(6,7,8),(1,2)(3,4)(6,7)]) "G
€ a lista de todas as classes conjugadas dos subgrupos de F'
que tem ordem 18. De maneira andloga ao Passo 4 vemos
que a estrurura, de cada representante das classes acima, sao

respectivamente:
Ce x Cs
(C3 x C3) x Cy
(C5 x C3) x Cy
S0 nos resta mostrar que o centro dos grupos representantes das

sequnda e terceira classe acima, contando de cima para baizo,

€ trivial. Para isso usaremos o comando Center. Digitemos

Center(Group( [ (3,4,5), (6,7,8), (3,4)(6,7) ] ) );

ao presinonarmos enter aparecerd Group(()). Isso significa que

o grupo acima tem centro trivial. O mesmo ocorrerd para o
grupo Group([(3,4,5),(6,7,8),(1,2)(3,4)(6,7)]). Portanto:
G = Cy x Gy € tal que Z(Gy) = 1.

e Se |V] = 4, novamente pelo Lema 2.1(d), V- € M; para i = 1,2,3,4 ¢
|G : M;| = 4. Agora, aplicando o Lema 4.2, obtemos

M; N M; < MsU Mg para i e j distintos em {1,2,3,4}  (#4#)

Desde que |G : M;| =4 para i =1,2,3,4, entao U < M;, caso contrdrio
4= |G: M| =|U| =2. De (#4#) temos que U < M5 U Mg, seque que
U C Ms ouU C Mg pois |U| = 2. Mas entdo, U estd contido em cinco
M;s, portanto estd contido em D devido ao Lema 2.1(b). Isso contraria

a escolha de U, uma vez que Dg = 1.

0

Lema 4.3 Seja G um Bg-grupo. Suponha que G tem um subgrupo normal

de ordem 3 e nenhum de ordem 2. Entio G = (C3 x C3) x Cy, (C3)? ou
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(C3)? x Cy, onde a ordem da intersegio D livre de niicleo de uma 6-cobertura

mazimal irredundante € 1, 1, e, 2, respectivamente.

Demonstracao: Suponha que U é um subgrupo normal de G com ordem
3. Entao, pelo Lema 2.1(d), temos que U esta contido no mdzximo em trés
M;s. Consequentemente, U nao esta contido em pelo menos trés M;s. Dessa

forma, podemos supor que U ndao estd contido em M; parai = 4,5,6.Portanto,
G=UM; e|G: M| =3 parai=4,5,6.
Agora, fazemos a sequinte

3 6
Afirmacao T = ﬂ(Ml)G =lou K= ﬂ(Mz)G =1

i=1 i=4
6
Suponha que K := ﬂ(Mz)G # 1. Entao existe V-< G contido em K. Pelo
i=4

Lema 2.1(d) |V| < 3, como G ndo tem subgrupo normal de ordem 2, seque que

\V| = 3. Dessa forma, V€ M; parai=1,2,3 e portanto
G=VM, e|G:M;|=3parai=123.
Pelo Lema 4.2 obtemos que
M; N M; C MyU MsU Mg para i # j € {1,2,3} (%)

Se fosse T # 1, entdo todo 3-elemento x de T, pertenceria a pelo menos
quatro M;s tendo em vista a inclusdo em (). Pelo Lema2.1(a) x € D e como
D¢g =1, seque que T € um 2-grupo. Agora, pelo Lema 2.1(d), um subgrupo W
normal minimal de G contido em T" tem ordem igual a 2 ou 3. Sendo T um
2-grupo, concluiriamos que |W| = 2 contrariando a hipdtese do lema. Logo,
T =1 e a nossa afirmacado esta provada.

Suponha que K = 1. Se M; < G para algumi € {4,5,6}, entao G = M; xU
e pela Observagao 1.2, [U, M;] = 1 para i = 4,5,6. Além disso, U é abeliano,

pois tem ordem 3. Sendo assim
gu = ug para todo g€ G eu € U.

Com efeito, dado g € G = UM;, existem uw € U e m € M; tais que g = um.
Dai, para todo u € U, temos que

gu = (um)u = u(mu) = u(am) = (vu)m = (au)m = u(um) = ug.

Isso nos diz que U central donde
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M; < G para i = 4,5,6.
De fato, dado g = um € G temos que

M} = M!"™ = M" = M,.
Dai, pelo Ezemplo 1.1(a)

G G G

G‘HMXMXEgcz;XOg,XCg

Logo, G € um 3-grupo e pelo Lema 2.2(2), G = C5 x C3 x C3. Dessa forma,

podemos supor que
M; nao € normal em G para i = 4,5,6.
Dai, M; # (M;)g para i =4,5,6. Portanto,
|G (M;)g| = |G : M||M; = (M;)a| = 3.|M; : (M;)a| >3

Mas, pelo Exemplo 1.2(a)

G
< S
(M) ~7°

Assim, |G : (M;)g| > 3 é um divisor de 6, ou seja, |G : (M;)g| = 6. Entao,

concluimos que

G
(M;)c

6
>~ S com ﬂ(Ml)G =1

i=4
Ou seja, G € o produto subdireto de trés grupos simétricos Ss que satisfaz a
propriedade Bg. Dai, o Lema 4.1(3) completa esta parte da prova. Se K #
1, entao T = 1 devido a nossa afirmacgao. Nesse caso, a prova do lema se

concluird por um raciocinio andlogo ao caso em que K = 1. 0

Lema 4.4 Se G é um Bg-grupo e G tem um subgrupo normal minimal de
ordem 4, entao G € um subgrupo de Sy X Sy.

Demonstracao: Suponha que U é um subgrupo normal minimal de G
de ordem 4. Pelo Lema 2.1(d), U ndo esta contido em pelo menos quatro
M;s, U % Ms, My, Ms, Mg, digamos. Logo, G = UM; e |G : M;| = 4 para
1 =3,4,5,6.

Afirmacao G nao possui subgrupo normal de ordem igual a 2 ou 3.

Se G tem um subgrupo normal de ordem 2, pela Proposi¢ao 4.1, devemos

analisar duas possibilidades:
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(a). G= Cg X Go, onde GO = (03 X 03) X 02
Como U-< G e Gy JG, seque que U NGy =1oulU. SeUNGy =1,
entao 2 = |G : Go| = |U| =4, absurdo. Se UNGy = U, entao U < Gy e
4 = |U| divide |Gy|, absurdo.

(b). GgCQ XCQ XSg.

Entdo G seria supersolivel e portanto todo subgrupo normal minimal seu

deveria ser de ordem prima, absurdo.

Assim, G nao tem subgrupo normal de ordem 2.

Se G tem um subgrupo normal de ordem 3, entao o Lema 4.3 nos remete

ao sequinte caso:

(C). G= (03 X 03) X CQ, (03)3,0u (03)3 X CQ.

Isto nao é possivel porque |U| = 4 divide |G)|.

Isso prova a nossa afirmagao.

Agora, se K = (Ms)a N (Ms)g # 1, entao existe W -< G contido em K.
Pelo Lema 2.1(d) [W| < 4 e pela afirmacao acima, |W| = 4. Novamente pelo
Lema 2.1(d), devemos ter W & My, My, M5, Ms. Entao, para i € {1,2,5,6}
temos que G = WM, e |G : M;| = 4. Dai, aplicando o Lema 4.2, obtemos

M;NM; C MsUMy parai # j € {1,2,5,6}  (#)

Note que N = (M;)g N (Ms)g N (Mg)g = 1 para i = 3,4, pois do contrdrio
existiria J <\ G contido em N. Pelo Lema 2.1(d), |J| < 3 contrariando
a escolha de J devido a nossa afirmacao. Portanto, (Ms)g N (Mg)e = 1,
porque se assim nao fosse, deveria existir () - G contido nesta intersecao
com |Q| = 4. Dai, teriamos de (#) que Q C M3 U My, pela Observagio 4.1
Q C Ms ou QQ C My. Portanto Q C N o que nao € verdade, pois N = 1

Ora, (Ms)g N (Mg)e =1 nos dd, pelos Ezemplos 1.1(a) e 1.2(a) que

G — Sy xSy

Como queriamos mostrar. ([l
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Proposicao 4.2 Nao existe Bg-grupo que contenha um subgrupo normal min-

imal de ordem 4.

Demonstracao: Suponha que G é um Bg-grupo tendo um subgrupo U
normal minimal com |U| = 4. Pelo Lema 2.1(d), podemos supor que U +«

Mg,M4,M5,M6. Entao
G=UM; e |G: M;| =4 parai=3,4,5,6.
Segue da Proposi¢ao 1.12 que Co(U) = U x (M;)g. Como |Cq : M;| = |U| =4

6
seque que todo 3-elemento de Co(U) esta em ﬂ(M,)G e, portanto estd em D,

tendo em vista o Lema 2.1(a). Sendo Dg = fgCg(U) ¢ um 2-grupo abeliano
elementar, uma vez que Cq(U) <G = ®(Cq(U)) < ®(G) < Dg = 1. Note
que para i = 3,4,5,6, temos que M; 41 G, caso contrdrio G = Cg(U), ou seja,
G seria um 2-grupo o que nao € possivel devido ao Lema 2.2(1). Ademais

|(M;)c| = |Ca(U) : U| = 2™ e pelo Exemplo 1.2(a),
|G 2 (M;)g| divide |Sy| = 233
como |G : (M;)g| = |G : M||M; : (M;)g| = 4.|M; : (M;)q|, seque que
|M; : (M;)a| =3 ou 6,
pois do contrdrio teriamos que |M; : (M;)g| = 2 e portanto
Gl =G : (Mi)all(M;)a| = 2"
e isso nao € possivel devido ao Lema 2.2(1). Sendo assim,
|G| = 2™3, para algum m > 2.

Pelo Lema 4.4, G — SyxSy. Além disso, Sy nao € tem a propriedade g. Com
efeito, no ambiente GAP [9]), carreque a fungio h e teremos "h(Sy) = [ ]”.

Dessa forma, temos que
G7¢_S4 GGQS4><S4.

Afirmacgao: Eziste pelo menos dois subgrupos normais minimais de or-

dem 4 em G.
Com efeito, fazendo Sy x Sy = LK com L = Sy x1 =285, K =1x5, = 5.
Entao GN L # 1, pois se fosse GN L =1, teriamos
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|GL| = |G||L| = 2™3.233 = 2™*232 onde m > 2.

Como LLG seque que GL < Sy x Sy, entdom =2 oum = 3. Sem = 2, entdo
|G| = 223 = 12 0 que nao pode, pois neste caso G nao teria a propriedade Gg.
Se, porém, m = 3, entdo GL = LK e G =2 K = S, o que nao € verdade, pois
G ¢ Sy. Logo, GNL # 1 e de maneira andloga temos que GN K # 1. Da,
existem dois subgrupos normais minimais Ny < GNL e Ny < GNK de ordem

4 o que prova a nossa afirmacao.

Pela prova do Lema 4.4, (Ms)e N (Mg)eg = 1. Como Cg(U) = U(M;)a
para i = 5,6, fazendo X = (M;5)a(Ms) temos que

X<CslU) e (Ms)g <G
Dai
X :Cg(U) ou ‘Og(U) :X‘ =2

Se |Co(U) : X| =2, entaio UNX IG com UNX # 1 o que ndo € verdade,
pois U-< G. Se, porém, Ce(U) = (Ms)a(Ms)a, entdo

(M5)a(Ms)c = Ca(U) = U(M;)q

como (Ms)a N (Mg)e = 1 teriamos que |(Ms)a| = |U| = 4 = |(Ms)c| e por

consequinte |Cq(U)| = 16. Finalmente, pelo NC-Lema, temos que:

G
< Aut(U) = S,
CG'(U> ~ ( ) 3
Logo
|G : Ca(U)| =3 ou|G:Cgq(U)| =6
Como

G| =[G : Ca(U)||Ca(U)] = |G : Ca(U)]16

seque que |G| = 48 ou |G| = 96. Em qualquer caso teremos uma contradi¢Go

devido ao item 1.(c) do Lema 4.1.
U

Estamos agora em condigoes de caracterizarmos todos os grupos que sao

Bg-grupo. Tal caracterizagao esta sob a forma do
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Teorema 4.1 (Teorema C) Seja G um grupo. Entdo G tem uma 6-cobertura
mazimal irredundante com intersecao D livre de nicleo se, e somente se, G

satisfaz uma das sequintes propriedades:

(1). |ID|=1eG=C5xC;

(2). ID|=1eG=C3xC3xCs;

(3). |ID|=1eG=(C3xC5) xCy com Z(G) =1;

(4). ID|=2eG=(C3xC3xC3) xCy com Z(G) =1;

(5) |D|:1 eGgCQXCQXS?, OUGgCQXGO ondeGog(C’g)ng))ng
com Z(Ggy) = 1;

(6) |D|:1€ch5>402 OUG§C5NC4 GZ(G)ZL
(7). |ID|=2eG=(C5xC5) xCy com Z(G) =1;

(8). ID|=4eG=(C5xC5) xCy com Z(G) =1.

Demonstracao: Suponha que G seja um Bg-grupo. Pelo Teorema B,
podemos assumir que G € nao-semisimples. FEntao G tem um subgrupo U
abeliano normal minimal. Pelo Lema 2.1(d), |U| < 5 e da Proposi¢io 4.2,

temos que |U| # 4.

Se |U| =2, entao a Proposi¢ao 4.1 nos diz que
D=1eG=Cyx Gy, onde Gy = (C3)? x Cy com Z(Gy) =1
ou
G=CyxCyxSs

e neste caso o grupo G se enquadra no item (6).

Dessa forma, podemos assumir que G nao tem subgrupo normal de ordem

2. Se |U| =3, entdao o Lema 4.3 nos diz que

|D|:16G203X03X03
ou
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ID|=1eG=(C5 xC5) xCy com Z(G) =1
ou
|D’:2 eG%(ngngCg)NCg CO?’nZ(G):l

e neste caso o grupo G se enquadra, respectivamente, nos itens 2, 3, 4 ou 5.

Se |U| = 5, podemos, devido ao Lema 2.1(d), supor que U £« M, para
1=2,3,4,5,6. Sendo assim

G=UM;, UNnM;=1¢|G: M| =5
pela Proposicao 1.12 seque que
Co(U)=U x (M;)g para i > 2.
Por um lado, temos que
D(Co(U) <D(G) < Dg=1. (%)

Por outro lado, se x € Ce(U) € um 2-elemento ou um 3-elemento seque que

6
x € ﬂ(]\/[z)g =Dg=1 (%)
i=1
pois |Ca(U) : (M;)g| = |U| = 5. Como a cobertura € livre de nicleo, e tendo
em vista (x) e (xx) seque que Cq(U) € um 5-grupo abeliano elementar e pelo

NC-Lema
G Ng(U)

Ce(U)  Ca(U)

Observemos que se o centro de G nao for trivial, podemos escolher U tal que

SAut(U) = Cy (%% %)

U< Z(G), o que implica em
G=U x M; para i > 2.

Se Cq(U) = U, entao U = U(M;)g. Portanto (M;)¢ = 1, uma vez que
U &£ M;. Dessa forma, G € um subgrupo primitivo de S5 e sua ordem divisivel
por |G : M;| = 5. Pela Proposi¢cao 3.4, o grupo G deve ser isomorfo a um dos

grupos a Sequir:
05, 05 X 02, 05 X 04, A5 ou 85.
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Mas G 2 Cs, pois Cs possui apenas um subgrupo mazimal. Também, pelo

Lema 5.4, G2 A5 e G2 S5. Logo,
G =Cs xCy
ou
G=2Cs5xCycomZ(G)=1

pois se Z(G) # 1 entao, pelo que observamos acima, teriamos que G = U X
M; =U x (My)g =U x12U = Cs o que nao é verdade. Dessa maneira,
mostramos que se Cq(U) = U entao o grupo G se enquadra no item 7.

Agora, suponhamos que Cq(U) # U. Se T := (M;)e N (M;)e # 1 para
1> j > 2, existirta W -< G contido em T'. Pelo Lema 2.1, deveriamos ter
|[W| < 4. Neste caso, dado 1 # x € W, como |Cq(U) : (M;)g| = 5 para
1=2,3,4,5,6, x € ﬂsz(Mi)G. Dat, teriamos que

0 que nao € verdade. Logo,
Ce(U) =2 C5 x Cs.
Se Z(G) # 1, como observamos acima, M; = (M;)a e portanto:
G=UxM;=Ux (M;)g =Cq(U)=C5 xCj

e neste caso o grupo G se enquadraria no item 1. Assim, podemos supor que

Z(G) = 1. Logo, em vista de (x * *), temos que
G = (C5 x C5) x Oy

ou
G = (C5x C5) xCy

e assim G se enquadraria, respectivamente, no item 8 ou 9. Isso completa a
primeira implicagao do teorema. Reciprocamente, se um grupo G satizfaz um
dos itens acima, seque do Lema 4.1 e do Teorema A que o grupo G tem a pro-
priedade Bg, ou seja, admite 6-cobertura mazximal irredundante com intersecao

D livre de nucleo. O
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Capitulo 5

O valor exato de f(6) e Grupos
G com o(G) =6

Este ultimo capitulo esta dividido em duas partes que sao os nossos prin-
cipais objetivos. Na primeira parte mostraremos que o valor exato de f(6) é
36. Na segunda parte, obteremos da caracterizacao dos Gg-grupos uma clas-

sificacao dos grupos G' com o(G) = 6.
5.1 O valor exato de f(6)

Lembremos que f(n) é o maior indice |G : D| tomado sobre todos os grupos

G tendo uma n-cobertura irredundante com intersecao D.

Ja sabemos que:

o f(3)=4¢e f(4) =9, por Tomkinson [19];
e f(5) =16, por Bryce et al. [5];
e 36 < f(6) < 384, por Tomkinson [19]

Nos propomos aqui mostrar que f(6) = 36. Antes disso, provaremos al-
guns resultados, que juntamente com os itens acima admitidos, servirao de

ferramenta para a prova do Teorema D.

Proposicao 5.1 (Scorza [18]) Seja G = AU BUC uma cobertura irredun-
dante com intersecao D livre de nicleo para um grupo G. FEntao D =1 e

GgCQXCQ.
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Demonstragao: Pelo Lema 2.1(b),

D=AnBNC=ANnB=AnNnB=BnNnC

Considere os sequintes conjuntos:
Ai=A—-(BU(C),Bi=B—-(AUuC)eC,=C—-(AUB)

que sao nao vazios pela irredundancia da cobertura.

Assim, podemos expressar G como a unido disjunta abaizro:

Agora, note que:

(a). Se x € Ay (respectivamente By,Cy), entio x=' € Ay (respectivamente
Bla Cl)
De fato, v € Ay =€ A=t cA=ao'cDouatcA. Se
x~t € D, entio x € D. Absurdo, pois Ay N D = 0. Logo, x71 € A;.

(b). AiBy C Cy, A1Cy C By, BiCy C Ay, B1A CCy, C1AIC By e OB C A
Mostraremos que A1 By C C1, pois 0s outros casos sao andlogos. Dado
r € Ay ey € By, entio vy € Ay, By, ou Ci. Se xy € Ay, entao
y =z ' (zy) € A. Absurdo, pois By N A = 0. Analogamente zy ¢ B;.
Portanto zy € C}.

(c). A2C D, BiCDeC;CD.

Vamos mostrar que A? C D, os outros casos sio andlogos. Aqui A =
A Ay = {zy;x,y € Ay} Assim, sejam z,y € Ay, b€ By ec € Cy. Note

que:

o 1y € A, pois Ay C A;
o 1y = (xb)(b~'y) € C, pois b € Cy por (b) e, (b~'y) € C1, por (a)
e (b);

Logo, xy € ANC = D.

(d). AlD g Al; BlD g Bl e ClD g Cl-
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Mostraremos que A1 D C Ay, os outros casos sao andlogos. Dados x € Ay
ed € D temos que xd € Ay, By, ou Cy. Se xd € By, entdo v =
(xd)d™' € B. Absurdo, pois Ay N B = 0. Analogamente, zd ¢ C\.
Portanto, xd € A;.

(e). D<«G.

Dado g € G ed € D, temos que g € D, ou g ¢ D. Se g € D,
entio g~ *dg € D. Se, porém, g ¢ D, entio g € A,UB,UC,, digamos
que seja g € Ay. Por (a): g* € Ay, por (d): gd € Ay e por (c¢):
g ldg = g7'(dg) € D. Logo, DI C D para todo g € G. Dai, D < G.

(f). D=1
Por hipdtese Dg =1 e por (e): D <G, entio D = Dg = 1.

(8). Ay, By e Cy sao conjuntos unitdrios.

Sejam a,x € A;. Por (a): a=' € Ay, por (¢): a~ 'z € D, por (f):

alr=1= 2 =a. Os outros casos sao andlogos.

(h). G =0y x G,

Segue de (*), (f) e (g9) que G = {1,a,b,c,}. Por (c): a®> =V* = c* =1,
por (b): ab="ba =c, ac=ca="b e bc = cb=a. Logo, G = Cy x Cy.

O

Também precisaremos do seguinte resultado, cuja demonstragao pode ser

encontrada em [11]

Proposicao 5.2 (Greco [11]) Seja {H;;1 < i < 4} uma cobertura irredun-
dante com intersecao D livre de nicleo para um grupo G. Se a cobertura é

maximal, entao ou
1. D=1eG=C5 x C3; ou
2. |D| =2, G=18 e G imerso em S3 x S.
Se a cobertura nao é maximal, entao ou

1. D=1eD=Cy xCy ou G=Cy xCy; ou

79



2. |D| =2 e G = Dg x Cy onde Dg € o grupo diedral de ordem 8.

Proposicao 5.3 Suponha que G seja um grupo com uma 6-cobertura {Hy, Hy, Hy, Hy, Hs, Hg }

wrredundante de intersecao D. Entao:

G H1 H2 H3 H4 H5 HG
— = u2uluStu2ut
D¢ Dg Deg Dg Dg Dg Dg
, . , . D )
¢ uma 6-cobertura irredundante com intersecao o livre de nicleo.

a
Demonstragao: Separamos a nossa prova em duas partes:

Irredundancia :

Para todo H;, existe h; € H; tal que h; ¢ H; para todo j # i. Daj,
.

hiD¢g ¢ D—;, pois do contrdrio, existiria h; € H; tal que h;Dg = hjDg.

Logo, hj’lhi € Do < Hjeh; = hj(hj’lhi) € H;, o que ndo € verdade.

H; H:
Dai, para cada i =1,2,3,4,5,6 existe v;Dg € — tal que ;Dg ¢ —-
D¢ D¢

Livre de ntcleo :

Por conveniéncia, deixamos para este capitulo a seguinte

Observacao 5.1 Seja G um grupo. Se H K < G ex € GG, entao HN Kx ou

é vazio ou é uma classe lateral.

De fato, suponha que exista y € H N Kx. Entaoy € H ey € Kx. Vamos
mostrar que

HNKx=(HNK)y.

Para isso, tome z € HN Kz. Entao z = kyx, para algum ky € K. FEscreva

z=(zy Y)y. Como y,z € H seque que zy~' € H. Note ainda que:
zy’l =k tk=kkeK.

Logo, z € (HN K)y. Isto nos diz que HN Kx C (HN K)y. E, de maneira
andloga, (HN K)y C HN K.
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Lema 5.1 Seja G um grupo e

G = ngl U H2g2 U...u Hngn

uma cobertura irredundante de G por n classes laterais e seja D = ﬂHi.
=1

Entao para qualquer 0 < r <n—1, e qualquer permutagio p de {1,2, 3:.., n}
temos:

|Hp(1) N Hp(g) n...N Hp(n_r) : D| <!

Demonstracao: Por indugao sobre r. O caso inicial r = 0 é wvalido.
Suponha agora que r > 1, e que a intersegio de quaisquer n— (r—1) subgrupos
H; contenha D como subgrupo de indice no mdzimo (r—1)!. Como a cobertura

¢ irredundante, existe um elemento x tal que:

€ G — (Hpn)9p) Y Hp@2)9p2) U - U Hpn—r) Gp(n—r))

Note agora que para cada j =1,2,....n —1r:

(Ho) N Hp) 0o 0 Hyur))a [ ) Ho9p() = 0

pois caso existisse y € Hyy N Hpyy N ... N Hyn_yy tal que:

YT = Yp(1)9p(G) COM Yp(5) € Hp(j)

18s0 implicaria que:

=Y Y1) 9pl) € T € Hy(j)Gp()

0 que nao ocorre. Sendo assim, podemos entdo concluir que:

(Hoy N Hyy N N Hyon)e € | Howowm
k=n—r+1

= (Hpy N Hpo) N .. N Hyny)) € < U Hp<k>9p<k)>$1
k=n—r+1

—1
= U Hwowr
k=n—r+1

Dai, podemos afirmar que H,ny N Hyo) N ... N Hy—yy € igual a:

n

U (How) N Hoe) 0o 0 Hopopy N Hpgy Gy ™)
k=n—r+1
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Pela Observacao 5.1, temos para cada k:
Hy) N Hpz) Moo NV Hynry O Hpay goyz ™' = 0

ou

Hy) N Hy) N--VH ) VH i G~ = (Hp() N Hp(2)0-- 0V oy 0 H ) i
Assim, Hyy N Hyy N ... N Hypu—yy € a unido de no mdzimo r classes laterais,
cada uma das quais, por hipétese de indugdo, € a unido de no mdzimo (r —1)!

classes laterais de D. Veja:

n

Hyy M Hp) N e NV Hpnogy = | (Hp) N Ho) 0 e 0 Hongy N Hpr) )Y
k=n—r+1
U
jf(;*l)!

= U Dyriye U ... U Dypjyi
J<(r-1)
k
Logo, H,1yNHpo)N...N Hymm—yy serd coberto por no mdzimo r! classes laterais

de D, donde concluimos que:
|Hp(1) N Hp(z) N...N Hp(n,r) : D| <rl

0 que completa a nossa indugao. ([l

Estamos agora preparados para demonstrar o nosso principal resultado

desta secao que é o

Teorema 5.1 (Teorema D) O maior indice |G : D| sobre todos os grupos

G tendo uma 6-cobertura irredundante com intersecao D é 36.

Demonstragao: Jd sabemos que f(6) > 36, por Tomkinson [19]. Suponha
que G € um grupo com uma 6-cobertura & = {Hy, Hy, H3, Hy, Hs, Hg} irredun-
dante com intersecao D tal que |G : D| > 36. Pela Proposi¢ao 5.3, podemos

supor que Dg = 1 uma vez que

G D G
—:—|=|G:D|e|—":
D¢ Dg D¢

H;
D¢

Agora, pelo Teorema C, podemos supor que & ndao € maximal. Dai, suponha
que G foi escolhida dentre todas as 6-cobertura para G, como aquela que possui

a mator quantidade de membros maximais. Portanto, pelo menos um dos
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H;s € nao maximal, Hy digamos. Sejam &* = {H{, Hs, H3, Hy, Hs, Hg} onde
H, < Hf <G e D* sua intersegao. E claro que &* é uma 6-cobertura para G,
pois & C &* e todos os membros de &* sao subgrupos de G. No entanto, G*

¢ redundante, pois do contrdrio, pelo Lema 2.1(b)
6
D=(\Hi=D"= Dg=1=D,
i=2
Absurdo, pois &* tem mais mazximais do que S.

Se G € a uniao irredundante de cinco membros de &*, entdo podemos supor
)
que

G:HTUHQUH3UH4UH5

uma vez que HY precisa aparecer nessa 5-cobertura. Se Dy = H{ N Hy N Hy N

HyN Hs, entdo |G : Di| < f(5) = 16. O Lema 2.1 nos fornece que

6 5
D= ﬂ H; e D = ﬂ H; pela parte (b)
i=2 i=2
e pela parte (c), |Dy : D| < 2. Daf,

IG:D|=|G:Dy||D,:D| <16x2=232=32=|G:D|> 36

o que nao € verdade. Assim, G € uma uniao irredundante de quatro membros

de G*. Digamos que seja

Considere Dy := H{ N Hy N\ H3 N Hy. Pela Proposi¢ao 5.3,

D
tem uma 4-cobertura irredundante com intersegao L livre de
(D1)e (D1)e
nucleo.
Pela Proposi¢cao 5.2,
G D,

|G : Dq| = | | = 6,8, ou, 9.

(Di)e (Di)e
Agora, |G : Di| = 9 implica que Dy = Hy N H; com i = 2,3,4. Pois, pelas
partes (b) e (¢) do Lema 2.1,

HinH, D

H*NH;: D= :
| 1 1| | (Dl)G (Dl)

|<4-3+1=2
G
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G D
tem que dividir9:|G:D1|:|(D) :(Dl) |. Logo |Hf N H; : Dy| = 1.
1)a 1)e

Se |G : Di| =9, entao Dy = Hy N H;. Afirmamos que:

Hf = H,UD; U (H;NHs)U(H; N Hg) (##)

De fato, pois cada um dos subgrupos da parte direita da igualdade (#4) sendo
subconjunto de H, sua uniao tem que estd contida em H{. Por outro lado,
dado h € Hf = (Hf — H,)UH, entdo ouh € (Hf — H,) ouh € H,. Seh € H,
nada a fazer. Se, porém, h € (Hf — Hy), entao existe i € {2,3,4,5,6} tal que
h € H;, para algum H; em &. Dai, h € HfNH; C DyU(H{NHy)U(H{ N Hg).

Note que a interse¢io da cobertura em (##) e de & sao iguais, pois
D<H NDN(H NH;)N(H NHs) <D
uma vez que Dy = HY N H; para i = 2,3,4.

Agora, suponha que a cobertura em (##) € irredundante. Tendo em vista

a Proposi¢cao 5.2,

G H!
H; :D| <9 e |G: Hf| = P —L <3
| 1 |— | 1| |(D1)G (DI)G|_
, , HY G
uma vez que é supersolivel e < -. Portanto,

(D1)e (Di)e  (Di)e
36 < |G:D|=|G: Hf||H : D| <3x9=27

que € uma contradi¢ao. Assim, desde que a cobertura em (##) € redundante,

vamos distinguir os trés casos a sequir:

Caso 1 Se Hf = Dy U(H{NH;)U(H{NHg) € irredundante, entio pelo Lema
2.1(b)
6
D < Dyn(Hf NHs)N(H; NH) <(|Hi =D
i=2
uma vez que Dy = Hi{ N H; para v = 2,3,4. Dai, pela Proposi¢ao 5.1,
|H{ : D| = 4. Pela Proposi¢ao 5.2,
G Hj
(D1)e  (Di)e
Seque que 36 < |G : D| = |G : Hf||H : D| <3 x 4 =12, absurdo.

|G- Hi| = |

| < 3.

Caso 2 Se Hf = H, U (H N Hs) U (Hf N Hg) € irredundante e Dy := Hy N
Hs N Hg, entdo a Proposicio 5.1 fornece que |HY : Do| = 4. Por outro
lado
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|HY : Dy| divide |G : D1| =9, donde |Hy : D] =1, 3 ou 9.

Se |Hy : Dy| =1, entdo Hf = Dy = Hf N H;, donde H, < Hf < H; para
i = 2,3,4. Absurdo, pois & € irredundante. Se |Hy : Dyi| = 9, entdo
Hf = G. Contradigao, pois Hy <G. Logo, |Hf : Di| =3 e |G : Hf| = 3,
pois |G : Dy| = 9. Além disso, note que:

|HY : D| = |Hy : D1 Do| = |Hy : Dy||Hy : Dy| =3 x4 =12.
Portanto,
36 <|G:D|=|G:Hj||Hf : D|=3x12=36
que € uma contradi¢ao.

Caso 3 Se Hf = Hy U Dy U (H{ N Hs) € irredundante. Como

5
Hy N Dy N (Hf NHs)=()H; =D

i=1

pela Proposi¢ao 5.1, |Hy : D| = 4. Logo,
36 <|G:D|=|G:H{||Hf : D| <3x4=12
que € 1mpossivel.

Suponha que |G : Di| = 8. Pela Proposi¢io 5.2, a cobertura em (#) ndo é
mazximal e entdo, existe i € {2,3,4} tal que H; nao é mazimal. Logo,
G H;
: | >4
(D1)e  (Dh)e
uma vez que |G : H;| = 2 implicaria H; < G. Por outro lado, a parte (2) da

Proposicao 5.2, nos diz que ¢ nilpotente, donde

(D1)e
G Hf
G: Hf| = : L | =29,
| 1| |<D1)G (Dl)G|
Como
G HY N H; G D,

4<|G:HfNH]|=]| ‘| divide | | =8

(D1)e (Di)a (D) (Di)a
seque que |G : Hf N H;| =4 ou 8. Se |G : Hf N H;| =4, entao

que contraria a irredundancia da cobertura em (#). Dai, |G : Hf N H;| = 8.

Desde que Hf N HyNH3sNHy =Dy < Hf N H; e |G: Dy| =8, temos que
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D, = H{ N H; para algum i € {2,3,4}.
Agora, o Lema 2.1(c) implica que
\Hi:Dy|<4-2+1=3.
Como Hf # Dy e |G : Di| =8, seque que |Hf : D1| = 2. Logo,
S=|G:Di|=|G: Hi|H: :Dy|=2x2=4

que € uma contradi¢ao.

Sendo assim, suponha que |G : Di| = 6. Como a cobertura em (#) irre-

dundante, seque do Lema 2.1(b)
Dy =HyNH;N Hy
Dai, pelo Lema 5.1,
|Dy:D|=|H;NH3sNHy: D <3l=6

Portanto

36 < |G :D|=|G:Di||Dy:D| <6x6=36

0 que é uma contradi¢ao. Logo, a cobertura em (#) € redundante.

Agora, podemos assumir que G € a uniao irredundante de trés subgrupos

em G*. Sem perda de generalidade admita que:
G =H{UHy;UH;
Pela Proposicao 5.1,
|G : Hf|=2¢|G: Di| =4,
onde Dy := Hf N HyN H3. Pelo Lema 2.1(b),
Dy =H/NHyNHs=H NHy=H{NHy=HyNHj
Dai, podemos escrever:

HY = HyUDyU(H{ NWHy) U (Hy N Hs) U (HY N Hg)  (##4#)
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Note ainda que a intersecao da cobertura em (###) € igual a D, uma vez
que D1 = Hy N Hs. Dai, se a cobertura em (##+#) € irredundante, entdio
|Hf : D| < f(5) = 16. Logo,

36 < |G:D|=|G: Hi||H : D| <2 x 16 = 32.

Para evitar este absurdo, a cobertura em (F##4#) tem que ser redundante e

novamente temos trés casos:

Caso 1 Hf = Dy U (Hf N Hy) U (H N Hs) U (Hf N Hg) € irredundante.

Pelo Lema 2.1(b), a intersecao desta cobertura é:

uma vez que D1 = HyNHjy. Pela Proposicao 5.2, |H{ : D| < 9. Portanto,
36 <|G:D|=|G:Hj||Hf: D| <2x9=18
uma contradicao.

Caso 2 Hf = H,U(HfNH,)U(H{ N Hs)U(Hf N Hg) € irredundante.

A intersecao desta cobertura é
F:=H NHyNH;N Hg.
Pelas partes (b) e (c) do Lema 2.1, temos que:
F:D|<6-5+1=2.

Pela Proposi¢ao 5.2,
|Hy : F| <09.

Portanto,
36 <|G:D|=|G:H{||H]: F||F: D| <2x9x2=236
0 que nao € verdade.

Caso 3 Hf = HiUD, U (H{ N Hy) U (Hf N Hs) € irredundante.

Pelo Lema 2.1(b), a interse¢ao desta cobertura é:



uma vez que Dy = HyNHjy. Pela Proposi¢cao 5.2, |HY : D| < 9. Portanto,
36 < |G:D|=|G:H||H :D|<2x9=18
que nao € verdade.

Finalmente, Hf nao admite uma 3-cobertura irredundante, pois do contrario

teriamos por exemplo
Hy =(H/NH,)U(H{NH;)U(H NHg) = H; N (HyUHs U Hg)

Dat,
Hl SHT QH4UH5UH6
contrariando a 1rredundancia de &. E todas as possibilidades de trés cobertura

para H{ nos conduz a mesma contradi¢ao através de um raciocinio andlogo

feito acima.

Conclusao: O valor exato para f(6) é 36.

5.2 Grupos G com ¢(G) =6

Lembremos que para um grupo G, o(G) = n é o menor inteiro positivo
tal que GG admite uma n-cobertura G = H; U Hy U ... U H,,. E claro que essa
n-cobertura é irredundante.

Observagao 5.2 Para um grupo G qualquer, o(G) > 3.

De fato, suponhamos que o(G) = 2. Entdo, existem dois subgrupos H e K
de G tais que G = H U K. FEssa 2-cobertura tem que ser irredundante, entao
exzistem h € H\ K e k € K\ H. Dai, hk como elemento de G deve pertencer
a H ou K. Se hk € H, entao k = h™'(hk) € H, o que nao é. Se, porém,
hk € K, entio h = (hk)k™ € K, também é absurdo. Logo, o(G) > 3.

Exemplo 5.1
(a). Dado o grupo dos quatérnios
Qs = (a,b; a* =1,a*> =0*,a* = a™).
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Seus subgrupos préprios sao: (a?), (a), (b) e (ab). Além disso, (a?) estd

contido em todos os outros subgrupos proprios. Logo,
Qs = (a) U (b) U (ab)
consequentemente o(Qg) = 3.
(b). Considere o grupo simétrico
S3={1,(12),(13),(23),(123),(132)}

Note que:
Sz =((12))U{(13))u((23))u((123))

Como qualquer subgrupo préprio de S3, que contenha um 2-ciclo, sé
pode conter este e como um subgrupo que contenha um 3-ciclo e um 2-
ciclo, nao pode ser préprio; concluimos que a cobertura acima é minima,

isto é, 0(S3) = 4.

Observagao 5.3 Se G é um grupo finito com o(G) = n, entao existem My, M, ...

subgrupos mazrimais tais que

¢ uma cobertura maximal irredundante.

Com efeito, suponha que o(G) = n. Entdo n é o menor inteiro positivo tal

que G admite uma n-cobertura
G=H UH,U..UH, (%

que € irredundante. Se Hy < G, tome My, = H,. Caso contrdrio, eriste
Hy < My <G. Note que H; € M, para todo i € {2,3,...,n}, pois do contrdrio,
G admitiria uma m-cobertura com m < n. Agora, se Hy < G, tome My = Hs.
Caso contrario, existe Hy < My < G tal que My # M pois se My = My,
entao Hy, Hy C M,y contrariando a minimalidade de n. Ainda por causa da
minimalidade de n, H; & My para todo i € {1,3,4,...,n}. Prossequindo agora

com um raciocio andlogo, para cada i € {3,4,...,n}, obteremos que
¢ uma cobertura maximal irredundante.
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Antes de finalizarmos nosso trabalho com a caracterizagao dos grupos G
com o(G) = 6. Vamos enunciar alguns resultados, devido a Cohn[7], que
antecederao o ultimo teorema de nossa dissertacao. Nesses resultados fica

subentendido que para uma n-cobertura

tem-se a; = |G : H;| com oy < g < ... < .
Lema 5.2 Seja G um grupo finito. Se o(G) = n, entdo ag < n — 1.

‘ . . G
Lema 5.3 Seja G um grupo finito. Se N <G, entio o(G) < o v/

Teorema 5.2 (Grupos G com o(G) = 3,4, oub):

(a). G é um grupo com o(G) = 3 se, e somente se, possui pelo menos dois

subgrupos de indice 2;

(b). G é um grupo com o(G) = 4 se, e somente se, possui pelo menos dois

subgrupos de indice 3 e o(G) # 3;

(c). G € um grupo com o(G) = 5 se, e somente se, possui um subgrupo

maximal de indice 4 e o(G) # 3 ou 4;

Com esses resultados é possivel exibir o

Exemplo 5.2:

(a). o(Cp, x C,) =p+1.

De fato, qualquer subgrupo préprio de C, x C,, tem indice p. Pelo Lema

5.2, 0(C, x C,) > p+ 1. Por outro lado,
C,x Cp,={a'¥;0<i,j<p-—1}

onde a? = 1 = b* com ab = ba. Faga H; = (al’) para j =0,1,2,....p—1
¢ H, = b. Dai,

C,xC,=HyUH,U..UH, = o(C, xCp) <p+1.

Logo,
p+1<0(CxCp) <p+1=0(CxCp)=p+1
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(b) 0'(05 X Cg) = 6.

De fato, primeiro note que Cs5 x Cy =2 Dyg, onde Dqy é o grupo diedral

de ordem 10. Veja:
Cs x Cy= (x,y; 2° =1=197% a¥ =2a"))
onde ¢ = 1,2, ou 3. Dali,
(x) € Syls(G), () <G e z¥ =z, para i = 2,3, ou 4.

Portanto,

r=a¥ = @) = @) = (@) = (') = 2"

Isso implica que
T =152 —1=(-1)(i+1)=>5|(—1oud|(i+1)

Se 5| (i—1), entdo i = 1, o que é um absurdo. Logo, 5 | (i+1) = i = 4.
Dessa forma,

Cs x Cy = (x,y; 2° =1=197 2¥ =2y = Dy
Agora, temos que

Dyp = (z) U {y) U {zy) U () U (a°y) U (z*y)
isso implica que o(D19) < 6. Por outro lado, (a) ¢ o tinico subgrupo de
Dy de indice 2 e Dyp nao possui nenhum subgrupo de indice 3 ou 4. Pelo
Teorema 5.2, concluimos que o(C5 x Cy) = o(Dyg) = 6.

(c). o(H) = 6, onde:

H = {(a,b;a® = 1 =0b* ba = a®b) com |H| = 20.

Temos que:
H = {a) U (b) U {ab) U (a*b) U (a®b) U (a*b) = o(H) < 6.

Sendo (a,b?) o tinico subgrupo de H de indice 2, segue do Teorema
5.2 que o(H) # 3. Como 3 { |H| = 20, ndo existe nenhum subgrupo
de indice 3. Pelo Teorema 5.2, o(H) # 4. Além disso, (a) é o tnico
subgrupo de H de indice 4. Note que (a) nao é um subgrupo maximal
de H, pois (a) < {(a,b*) # H. Pelo Teorema 5.2, o(H) # 5. Desse modo,
concluimos que o(H) = 6. Note que H = C5 x Cy.
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Também é devido a Cohn [7] os seguintes resultados:
Lema 5.4 0(A;) =10 e 0(S5) = 16.

Teorema 5.3 Se G € isomorfo a um dos sequintes grupos:
C5XC5,H:C5><IC4, OUD10:C5>402
Entao:

0(G) =6 e nao existe N < G tal que a(%) =o(G).

Estamos agora em condic¢oes de provarmos o nosso principal resultado desta

secao que € o

Teorema 5.4 (Teorema E) Seja G um grupo finito com o(G) > 5. Entao
o(G) = 6 se, e somente se, G tem um grupo quociente isomorfo a um dos
sequintes grupos:

(1)' 05 X 05;.

(2). Dio, o grupo diedral de ordem 10;

(3). H={a,b;a® =1="b*ba = a’b).

Demonstracao: Suponha que o(G) = 6. Pela Observagio 5.3, pode-
6
mos considerar que G = UM, € uma cobertura maximal irredundante com

=1
6

G
intersecao D = ﬂ M;. Pela Proposicao 5.3, D tem uma 6-cobertura maxi-
i=1 G

D
mal irredundante com intersecao D livre de nicleo. Pelo Teorema C, o €
€] G

isomorfo a um dos sequintes grupos:
(1) C3 x C3 x Cs;

(2) C5 x Cs;

(3) Cy x Cy x Ss;

(4) Cy x ((C3 x C3) x Cy) cujo centro de (C3 x C3) x Cy € trivial;
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(5) (C5 x C3) x Cy cujo centro € trivial;
(6) (C3)? x Cy cujo centro € trivial;

(7) Do =C5 % Cy;

(8) H = C5 x Cy cugo centro € trivial;
(9) (C5 x C5) x Cy cugo centro € trivial;
(10) (C5 x C5) x Cy cujo centro € trivial.

Com o programa GAP [9] podemos escrever a fun¢do orderFrequencyS

abaizo:
order FrequencyS = function(g)
local h,w;
wi=[];
w = h—> Collected(List(AllSubgroups(h), Order));
return w(g);
end,

A funcao orderFrequencyS funciona da sequinte maneira: Dado um grupo

G identificado pela varidvel G ao redigirmos o comando
orderFrequencyS(G); (%)

e pressionarmos enter, aparecerd a frequéncia com que um subgrupo H < G

com ordem |H| = n ocorre.

Assim, se identificarmos o grupo Cy X ((C5x C3) x Cs) em (4) pela varidvel

G e redigirmos o comando em (%) ao pressionarmos enter aparecerd:
1L, 1], [2, 19], [3, 4], [4, 9], [6, 28], [9, 1], [12, 12], [18, 3], [36, 1]]
significando que o grupo Co x ((C3 x C3) x Cy) em (4) possui:
o Um subgrupo com ordem 1;

e Dezenove subgrupos com ordem 2;

e Quatro subgrupos com ordem 3;
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Nowve subgrupos com ordem 4;

Vinte e oito subgrupos com ordem 6;

Um subgrupo com ordem 9;

Doze subgrupos com ordem 12;

Trés subgrupos com ordem 18;

Um subgrupo com ordem 36.

Dessa forma, o grupo Cy x ((C3 x C3) x Cy) em (4) possui trés subgrupos
de indice 2. De maneira andloga verifica-se que os grupos em (3) possui sete

subgrupos de indice 2. Logo, pelo Teorema 5.2 temos que:
O'(Cg X CQ X Sg) = O'(CQ X ((03 X 03) X CQ)) =3

Se G € o grupo C3 x C3 x C3 que nao possui subgrupos de indice 2 entado,
pelo Teorema 5.2(a), temos que o(G) # 3. E claro que G possui pelo menos
dois subgrupos de indice 3. Dat, o Teorema 5.2(b) nos diz que o(G) = 4.

Se G € o grupo (C3 x C3) x Cy em (6), usando a fung¢ao orderFrequencyS

temos que:

e (G tem apenas um subgrupo de indice 2, como era de se esperar. Portanto

o(G) # 3, devido ao Teorema 5.2(a).

o GG tem doze subgrupos de indice 3. Como o(G) # 3, o Teorema 5.2(b)
nos diz que o(G) = 4.

Se G é o grupo (C3)? x Cy em (7), entao, procedendo de forma andloga ao
pardgrafo anterior, obtemos que o(G) = 4.
Pela prova do Teorema C, os grupos em (9) e (10) quocentados pelo grupo

U ¢ isomorfo aos grupos D1y e H respectivamente. Isto completa a primeira
implicacao do teorema.

Reciprocamente, suponha que G tem um grupo quociente isomorfo a um dos
trés grupos listados na afirmacgao do teorema. O Teorema 5.3 e o Lema 5.3
nos fornece que o(G) < 6. Como por hipdtese o(G) > 5, seque que o(G) = 6.
O
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