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Apresentacao

arissimo leitor e prezada leitora, ler pode ser perigoso!
Com efeito, quando se 1€ um livro, uma revista, ou outros meios
escritos, na verdade, repetem-se os processos mentais de quem es-
creveu. Assim sendo, quando € que a leitura passa a ser algo cons-
trutivo para o(a) leitor(a)?

Isso ocorre quando aquilo que se 1€ ndo ¢ ponto de chegada
e sim ponto de partida para o ato de pensar, haja vista a leitura dos
pensamentos dos outros servir de base para o(a) leitor(a) conseguir
ter os proprios pensamentos, conforme Costa, Cascino e Saviani
(2000 apud Lira; Brandao, 2013). A leitura feita com os olhos per-
mite apreciar e associar gravuras ao texto, 0 que nem sempre ocorre
com aqueles que leem com o tato.

Este livro ¢ uma organizagdo de atividades desenvolvidas e
adaptadas (sendo simples, sem ser simplorio, isto €, adaptado, mas
respeitando o rigor matematico) na disciplina de Calculo Diferencial
e Integral, com uma variavel contemplando discentes com defici-
éncia visual, transtorno do espectro autista (TEA) ou com discalculia.

Qual a importancia desta obra no contexto do RENOEN! polo
UFC? Reside no quantitativo de pessoas com deficiéncia na UFC:

! Rede Nordeste de Ensino (RENOEN) & um programa de pos-graduagao stricto sensu

voltado para a formagcao de doutores para atuar na pesquisa e na produgao de novos
conhecimentos na area de ensino (Ver em: https://ppgrenoen.ufc.br/pt/apresentacao/).



em 2022, eram 418 discentes com deficiéncia regularmente matri-
culados, sendo 114 com deficiéncia visual e 21 com transtorno do
espectro autista (TEA).? Trabalhamos, nos tltimos cinco anos, com
cinco discentes com deficiéncia visual e dois com TEA. Desse tra-
balho, resultaram uma dissertagdo ¢ uma tese (ambas em 2020), ¢
estdo em andamento duas teses sob nossa orienta¢do.’ Ou seja, esta
obra ¢ fruto e semente de pesquisas cientificas.

Retomando as adaptagdes, para leitores que nao trabalham
em escolas especiais, vale ressaltar que, em relacdo a postura peda-
gbgica do(a) professor(a), ndo ¢ necessario que ele(a) saiba Braille
para ter uma comunicagao ativa com um discente cego (ou Libras,
para se comunicar com um estudante surdo). E preciso “apenas”
que a pessoa que ird ministrar uma aula em salas regulares, onde
estdo incluidos alunos com algumas necessidades especiais, tenha
dominio de seu conteudo.

Com efeito, de que modo € possivel adaptar um material con-
creto para compreender soma de fragoes, tirando o m.m.c., se, en-
quanto docente, ndo sei o que significa m.m.c.? — e vocé, carissi-
mo(a) leitor(a), lembra o significado do m.m.c.? Outro exemplo: de
que forma um(a) professor(a) pode querer fazer uma experiéncia na
area de ciéncias da natureza, contemplando cegos e videntes, se ndo
conhece os principios envolvidos no dito experimento?

Ainda em relagdo a postura pedagogica, ndo obstante o do-
minio do conteudo, espera-se que o(a) docente seja uma pessoa
que consiga transmitir os conhecimentos de forma compreensivel.
Independentemente de estratégias utilizadas, a maneira como o(a)
professor(a) se expressa cria no estudante uma sensa¢ao de con-
fianca naquilo que ¢ comunicado.

2 Disponivel em: https:/acessibilidade.ufc.br/pt/censo/censo-2022/. Acesso em: 21 ago. 2024.

3 Optamos por escrever na primeira pessoa do plural em virtude das vivéncias e convivén-
cias com cada discente, investigando seus potenciais a partir de suas particularidades/
especificidades, que, de alguma forma, contribuem para o meu enriquecimento como
docente — tanto em procurar novas formas de ensinar quanto em respeitar seus limites,
valorizando suas potencialidades.


https://acessibilidade.ufc.br/pt/censo/censo-2022/

Assim sendo, falar com linguagem isenta de erros e vicios,
utilizar linguagem clara, objetiva e de facil compreensdo e variar a
intensidade de voz durante as explicagdes sdo algumas atitudes posi-
tivas. Sdo atitudes que facilitam a aprendizagem, independentemente
do tipo de aprendiz (com ou sem deficiéncia visual). Por fim, e ndo
menos importante, a comunicacao do(a) professor(a) com os alunos
deve respeitar os limites dos discentes, valorizando e estimulando
suas potencialidades.

Também € interessante, se ocorrer uma conversa entre dois
ou mais estudantes, verificar se o motivo do dialogo é, ou ndo, o
contetido abordado. Muitas vezes, os alunos compreendem (melhor)
determinado assunto transmitido pelo(a) professor(a) por meio da
linguagem de seus pares (colegas).

Em relacdo ao céalculo diferencial e integral, abordaremos o
pré-célculo e concluiremos com nogdes de integrais (como antideri-
vadas). Desejo um bom “apetite” e que “saboreie” cada parte desta
obra. Criticas também podem ser feitas. O e-mail adaptacoes@gmail.
com esta sempre a disposicao para esclarecimentos. Por meio desse
e-mail, podemos apresentar estratégias exclusivas para pessoas cegas.
Com efeito, temos poucas paginas para descrever varias agoes.



mailto:adaptacoes@gmail.com
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O que é o calculo diferencial e
integral com uma variavel?

inven¢ao do calculo ocorreu proximo ao final do século
XVII por Isaac Newton e Gottfried Leibniz. Essa foi a realiza¢do
matematica mais notavel do periodo. “Com essa invengdo a mate-
matica criativa passou a um plano superior ¢ a historia da matema-
tica elementar essencialmente terminou” (Eves, 2011, p. 417).

Por certo, o célculo diferencial e integral (CDI), atualmente,
esta presente no curriculo de diversos cursos de graduacdo em va-
rias areas do conhecimento, especialmente nas engenharias. Entre
os assuntos abordados em CDI, estdo: limites, derivadas e integrais,
temas com abrangentes aplicagdes nas tecnologias.

E comum que, no estudo de CDI, o primeiro assunto explo-
rado seja limite; em seguida, derivada; e, por ultimo, integral. No
entanto, Eves (2011, p. 417) expde que a integracdo veio antes da
derivacdo. Segundo o autor, “a ideia de integracdo teve origem em
processos somatorios ligados ao calculo de certas areas e certos vo-
lumes e comprimentos”. Bem mais tarde ¢ que foi criada a dife-
renciagdo, resultante “de problemas sobre tangentes a curvas e de
questdes sobre maximos e minimos” (Eves, 2011, p. 417).

Algum tempo depois, verificou-se que existia uma relagao
entre a integragdo e a diferencia¢do, sendo uma a operagdo inversa



da outra. Em seu livro Historia et Origo Calculi Differentialis,
Leibniz afirma que sua primeira inspiracao para a inven¢ao do cal-
culo foi tirada do Tratado dos Senos do Quarto de Circulo, de Pascal,
conforme Eves (2011). O método exposto nesta obra ¢ usado pelo
autor para demonstrar um resultado sobre quadraturas, mas Leibniz
extrai dele o tridngulo caracteristico, uma ideia bem mais geral, que
sera usada muitas vezes em seus trabalhos.

Muitos foram os estudos desenvolvidos até se obter o CDI,
hoje utilizado como elemento fundamental para a compreensdo
e realizagdo dos avangos tecnoldgicos da contemporaneidade.
Conforme Simmons (1987, p. 1), o CDI:

[...] ¢ um instrumento indispensavel de pensamento em quase
todos os campos da ciéncia pura e aplicada — em Fisica, Quimica,
Biologia, Astronomia, Geologia, Engenharias e até mesmo em
algumas das Ciéncias Sociais.

Para Thomas (2011, p. XV), “o calculo ¢ a matematica dos
movimentos e das variagoes.” E acrescenta:

O calculo diferencial lidou com o problema de calcular taxas de
variagdo. Ele permitiu que as pessoas definissem os coeficientes
angulares de curvas, calculassem a velocidade e a aceleracéo de
corpos em movimento e determinassem os dngulos a que seus ca-
nhdes deveriam ser disparados para obter o maior alcance, além
de prever quando os planetas estariam mais préximos ou mais
distantes entre si. O calculo integral lidou com o problema de
determinar uma fungédo a partir de informagdes a respeito de sua
taxa de variag@o. Permitiu que as pessoas calculassem a posigao
futura de um corpo a partir de sua posi¢do atual e do conheci-
mento das forcas que atuam sobre ele, determinassem as areas de
regides irregulares no plano, medissem o comprimento de curvas
e determinassem o volume e a massa de solidos arbitrarios.

Essas afirmagdes de Thomas justificam a grande importancia
do estudo do CDI nas mais diversas areas do conhecimento. Ainda
conforme Thomas (2011, p. XV), utilizam-se no célculo técnicas e ha-
bilidades de calcular com nimeros, simplificar expressoes algébricas,
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calcular variaveis e lidar com pontos e figuras no plano, além de ou-
tras de mais precisdo e em nivel mais profundo.

Nesse contexto, as fungdes sdo um dos principais objetos de
estudo do calculo. Por definicdo, uma funcdo é uma relagdo entre
duas variaveis, na qual uma variavel depende da outra. Simmons
(1987, p. 1) explicita que “essa definicdo proporciona uma perspec-
tiva de compreensao e correlagdo de fenomenos naturais por meio de
instrumentos matematicos de enorme e mistico poder”.

Pelo exposto neste topico, percebe-se que o CDI ¢ importante
para o desenvolvimento das ciéncias e das tecnologias. Contudo,
o que fez despertar o interesse para a execugdo desta investigagao
foi a forma como o CDI ¢ ensinado ¢ a dificuldade dos estudantes
em compreendé-lo. Nos topicos a seguir, serd feita uma exploragdo
dessa tematica, associando-a aos recentes estudos envolvendo pes-
soas com deficiéncia visual ou com TEA.

Estudos atrelando CDI a pessoas com deficiéncia
visual ou TEA

Diante da inclusdo de discentes com deficiéncia visual em
instituigdes federais de ensino superior, uma preocupacao frequente
de docentes que fazem uso de figuras para ensinar contetidos ma-
tematicos é: como adequar/adaptar figuras e imagens para pessoas
sem acuidade visual, sem que se percam informacdes relevantes
para a formacao do conceito?

No caso particular da disciplina de Calculo Diferencial e
Integral com uma varidvel, CDI, raros sdo os trabalhos que contem-
plam adequacdes da referida disciplina para pessoas com defici-
éncia visual. No banco de dissertacdes e teses da Capes, a partir de
2015, encontramos apenas uma tese que trata do ensino de volumes
—no Calculo Integral.

Consultando revistas internacionais, a partir dos termos de
busca “blind” e “differential and integral calculus”, também nao
encontramos obras que pudessem contribuir para a tematica que
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pretendemos aqui abordar. Assim, diante da existéncia de poucas
pesquisas atreladas ao ensino de calculo diferencial e integral para
pessoas com deficiéncia visual, justifica-se a necessidade de um
(pequeno) livro que contemple estratégias para uma aprendizagem
com significados nesse campo do saber.

Destacamos que sdo quase 25 anos lecionando CDI na UFC,
sendo cerca de 20 anos voltados a discentes com alguma especi-
ficidade, como deficiéncia visual, deficiéncia auditiva, deficiéncia
intelectual ou TEA. Como a maior parte das vivéncias envolveu
discentes com TEA e deficiéncia visual, que geraram dissertagdes
e teses na UFC, apresentamos, nos proximos topicos, uma breve
caracterizacdo dessas duas condig¢des.

A deficiencia visual

Para o Conselho Internacional de Oftalmologia (2015), a de-
ficiéncia visual consiste na diminui¢do da visao decorrente de uma
perda de fungdes (como a acuidade visual, o campo visual ou outras)
no nivel do 6rgdo, podendo ser mensurada pelo especialista da area.
A partir dessas mensuragdes na fungdo visual, o oftalmologista tera
condi¢des de passar uma receita médica descrevendo os “auxilios
opticos adequados e indicar modificagdes ambientais e de materiais
que promoverao a melhor resolugdo visual e a melhora do desem-
penho nas atividades diarias” (Haddad, 2006, p. 45).

Pode-se dizer que essa mensuracdo ajuda os professores a
compreender melhor as limitagdes no campo visual do aluno, con-
tribuindo, também, para intervencdes no ambiente escolar. Nesse
contexto, a deficiéncia visual ndo se confunde com os termos “ce-
gueira” ou “baixa visdo”, pois cada um possui seus conceitos e
classificacdes desenvolvidas. No caso da pessoa com deficiéncia
visual, existe uma classificacdo que pode variar da cegueira a baixa
visdo (ou visdo subnormal), com o nivel de perda total ou parcial
de um ou de ambos os olhos, podendo ser congénita ou adquirida
ao longo da vida.
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Além disso, o Conselho Brasileiro de Oftalmologia (2018,
p. 19) destaca que a condigdo da pessoa com deficiéncia visual de-
pende de varios fatores, como:

Valor de acuidade visual (a deficiéncia possui diversos graus,
podendo ser leve, moderada, severa e cegueira), alteragdes
funcionais (no campo visual, na sensibilidade ao contraste, na
visdo de cores e na velocidade de leitura), doengas congénitas
ou adquiridas (Exemplo: toxoplasmose congénita e retino-
patia diabética).

Gil (2000) esclarece que a baixa visdo, também denominada
de visdo subnormal, caracteriza-se pela mudanga funcional no olho
resultante de fatores como: redugdo relevante da acuidade visual,
diminui¢do expressiva do campo visual, queda na sensibilidade aos
contrastes e, por fim, limitagdo de outras capacidades. Por isso, ¢ im-
portante orientar a escola e o professor no sentido de conhecer esses
fatores a fim de propiciar a inclusdo do aluno cego em sala de aula.
Um aspecto que contribui para melhorar a sua capacidade visual em
sala é o uso de materiais escolares adaptativos, como canetas do tipo
pincel atomico e papel com pautas em negrito.

Como ministrar aulas para pessoas com deficiéncia visual?
Sabe-se que uma das tarefas de qualquer professor ¢ trabalhar com os
educandos a rigorosidade metodica com que devem se “aproximar”
dos objetos cognosciveis. E essa rigorosidade metodica exige tanto
do educador quanto do alunado uma postura de investigacdo, de
cria¢do ¢ de humildade, conforme Freire (2005).

Assim, o fato de um discente ter deficiéncia visual (ou
qualquer outra) ndo implica que deva ser tratado como um su-
jeito a parte na sala de aula de escolas regulares ou de institui¢des
de ensino superior. Esse discente tem dificuldades, mas também
tem potencialidades. Desse modo, antes de esses sujeitos aden-
trarem as escolas regulares, ¢ importante ter uma boa preparagdo
nas escolas especializadas (quando for o caso), destacam Lira e
Brandao (2013).
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O transtorno do espectro autista (TEA)

O transtorno do espectro autista reline pessoas que, em graus
diferenciados, apresentam comprometimento na comunica¢iao, no
comportamento e na socializagdo. As caracteristicas principais delas
sdo: tendéncia ao isolamento; dificuldade em manter uma conversa
coerente, olhando no olho do outro; preferéncia por falar sobre as-
suntos de seus interesses especificos; dificuldade em expressar seus
sentimentos e compreender os sentimentos e respostas sociais dos
outros; resisténcia a mudangas no ambiente e na rotina; boa memoria
e aparéncia de ingenuidade; perfeccionismo etc. Nao obrigatoria-
mente apresentam deficiéncia cognitiva/intelectual.

Conforme a American Psychiatric Association (APA, 2014), o
TEA pertence ao grupo do transtorno do neurodesenvolvimento, que
engloba o transtorno autista (autismo), o transtorno de Asperger, o
transtorno desintegrativo da infancia, o transtorno de Rett e o trans-
torno global do desenvolvimento, sem outra especificacdo. Ele € ca-
racterizado por déficits em dois dominios centrais:

» déficits na comunicacao social e intera¢do social;
* padrdes repetitivos e restritos de comportamento, inte-
resses e atividades.

De acordo com a APA (2014, p. 31), esses transtornos do
neurodesenvolvimento

[...] tipicamente se manifestam cedo no desenvolvimento, em
geral antes de a crianga ingressar na escola, sendo caracterizados
por déficits no desenvolvimento que acarretam prejuizos no fun-
cionamento pessoal, social, académico ou profissional.

O transtorno do espectro autista somente ¢ “diagnosticado
quando os déficits caracteristicos de comunicagao social sdo acom-
panhados por comportamentos excessivamente repetitivos, inte-
resses restritos e insisténcia nas mesmas coisas” (APA, 2014, p. 31).
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Desse modo, o transtorno pode se apresentar em diferentes
niveis, a saber:

e Nivel 1 (leve): requer pouco suporte. Pode gerar dificul-
dades para se comunicar, porém isso nao limita as intera-
¢oes sociais. A independéncia ¢ impedida por problemas de
organizagdo e planejamento;

¢ Nivel 2 (moderado): requer suporte. Suas caracteristicas sdo
semelhantes as do nivel 3, todavia com menos intensidade
no que se refere aos transtornos de comunicago e defici-
éncia de linguagem,;

*  Nivel 3 (severo): demanda maior suporte/apoio. As pessoas
desse grupo apresentam um déficit considerado grave nas
habilidades de comunicagdo verbal e ndo verbal. Elas ne-
cessitam de suporte para se comunicar ¢ apresentam difi-
culdade nas interagdes sociais, além da cognigdo reduzida.
Possuem perfil inflexivel no comportamento, t€m dificul-
dade de lidar com mudancas e, quando ndo estimuladas,
tendem ao isolamento social (APA, 2014).

Em sintese, o TEA caracteriza-se por déficits persistentes na
comunicacdo social e na interagdo social em multiplos contextos,
incluindo déficits na reciprocidade social, em comportamentos nao
verbais de comunicac¢do usados para interagdo social e em habili-
dades para desenvolver, manter e compreender relacionamentos.
Além dos déficits na comunicagdo social, o diagnostico do trans-
torno do espectro autista requer a presenca de padroes restritos e
repetitivos de comportamento, interesses ou atividades (APA, 2014).

Quando se trata do aspecto educacional, esses déficits de
desenvolvimento podem causar desde “limitagdes muito especi-
ficas na aprendizagem ou no controle de fun¢des executivas até
prejuizos globais em habilidades sociais ou inteligéncia” (APA,
2014, p. 31). Como, por conseguinte, ensinar/adaptar CDI para
sujeitos com TEA?

15



Pré-calculo e alguns “passatempos”
para nao passar o tempo do
raciocinio matematico

objetivo desta parte da obra ¢ recordar alguns conceitos
prévios que, em teoria, discentes que cursam a disciplina de Calculo
deveriam conhecer, como fungdes, trigonometria, logaritmos etc.
Procuramos dinamizar atividades usando, sempre que possivel, ma-
terial concreto manipulavel.

Entende-se por “pré-calculo” uma revisdo das principais fun-
coes vistas pelos discentes nos ensinos fundamental e médio, que
serdo utilizadas na disciplina de Calculo I. Todavia, ao longo destes
mais de 25 anos de magistério no ensino superior, tenho observado
que ha vérias dificuldades em operacdes numéricas basicas.

Exemplificando: no Calculo II, ha a técnica de integracdo
conhecida como “integragdo por fracdes parciais”. O principal pro-
blema percebido na maioria dos discentes ndo estd em integrar, tam-
pouco no contexto da palavra “parciais”. Sobra, entdo, “fragdes”.
Isso mesmo, operacdo com fracoes.

O problema nao ocorre s6 com essas operagdes, mas também
com a radiciacdo. Por exemplo, erroneamente, alguns estudantes

usam 4/x +y = v/x+ /y e similares... (x + y)? =x2+y%

16



Pense em exemplos numéricos (a interrogacdo abaixo da
igualdade deve ser entendida como um questionamento: sera que
¢ verdade?):

V16+9 =16 +v9

7
V25 = 4+3
?
b#£T

Logo, /X +y # VX + /¥

Cuidado! Outro erro muito frequente:

at+b
— =

a

Ou seja, o discente “simplifica b”. Tal operagao s6 ¢ possivel
no produto (desde que o denominador seja...). Vide uma falha por
meio de niimeros:

10 + 20
T 1
20 % 0
10 + 20 30
a0 oz o 870

Repetindo: esta parte do livro visa a apresentar algumas ati-
vidades estimulantes, uteis para discentes com e sem deficiéncia vi-
sual, ou com TEA, entre outros que precisam do Calculo, mas que
sentem dificuldades nesse campo do saber. Abrangemos desde difi-
culdades na compreensdo de dado conceito até a operacionalizagdo
de limites ou derivadas ou integrais.
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Dobrando uma folha de papel e suas
“consequéncias” matematicas!

Considere uma folha (em geral A4, mas pode ser qualquer outra
folha em formato retangular). Siga, por favor, as seguintes ideias —nao
farei uso de figuras no momento! Motivo: “seguir os comandos!”.

a.

b.

Se vocé nao realizar nenhuma dobra, quantos retangulos
vocé tem? Resposta: um retangulo.

Se vocé realizar uma dobra ao meio na folha, ou no sen-
tido da base ou no sentido da altura, MAS NAO DOBRE
NA DIAGONAL, quantos PEQUENOS RETANGULOS
vocé tera? Resposta: dois pequenos retangulos.

Estando a folha dobrada ao meio, se vocé realizar uma
outra dobra ao meio na folha, ou no sentido da base ou no
sentido da altura, MAS NAO DOBRE NA DIAGONAL,
quantos PEQUENOS RETANGULOS vocé tera?
Resposta: quatro pequenos retangulos.

Estando a folha dobrada em quatro partes, se vocé realizar
uma outra dobra ao meio na folha, ou no sentido da base ou
no sentido da altura, MAS NAO DOBRE NA DIAGONAL,
quantos PEQUENOS RETANGULOS vocé tera? Resposta:
oito pequenos retangulos.

Para reflexao:

»

»

Se vocé estiver usando uma folha A4, vamos aproximar
as dimensdes para 20 cm por 30 cm, qual a area? E o
perimetro?

Agora, encontre a area e o perimetro de cada pequeno re-
tangulo obtido com: uma dobra, duas dobras e trés dobras.
O que observou?

Perceba, em relacio a area, que:

»

»

Nenhuma dobra implica 1 retangulo (de area A =600 cm?).
Uma dobra implica dois pequenos retangulos, cada um
com area de 300 cm? (que corresponde a A/2).
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» Duas dobras implicam quatro pequenos retangulos, cada
um com area de 150 cm? (que corresponde a A/4).

»  Trés dobras implicam oito pequenos retangulos, cada um
com area de 75 cm? (que corresponde a A/S).

»

»  Conclusao?

1. Quais as medidas de uma folha de papel A3? Qual sua
area? Qual seu perimetro?

2. Dobrando uma folha de papel A3 em quatro partes (conforme
ilustrado/argumentado anteriormente), em relagdo a drea
inicial, qual o valor de cada pequeno retangulo formado?

3. Prepare uma folha no formato de um quadrado. Apos quantas
dobras (conforme ilustrado/argumentado anteriormente),
cada pequeno retangulo terd darea 1/16 da drea inicial?

Jogando com palitos (Relato de experimento com
discentes cegos)*

Utilizamos varetas do material dourado ¢ uma mesa com
bordas grossas, de modo que facilitasse o uso das pegas (estaremos
inserindo fungdes).

Formar quadrados com palitos

Inicialmente, confeccionamos alguns quadrados e fomos fa-
zendo observagoes:
* Com um palito em cada lado, sdo necessarios quatro pa-
litos para formar um quadrado;
* Com dois palitos em cada lado, sdo necessarios oito pa-
litos para formar um quadrado;

4 Recorte de dialogos da minha tese: Matematica e deficiéncia visual (2010).
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* Foi solicitado que o aluno fizesse quadrados com lados
trés palitos e, depois, com lados de medida quatro palitos.
O aluno observou que:

» Com trés palitos em cada lado, sdo necessarios doze pa-
litos para formar um quadrado;

»  Com quatro palitos em cada lado, sdo necessarios dezesseis
palitos para formar um quadrado.

Com base no que ele (sujeito cego) estava formando, solici-
tamos que dissesse quantos palitos seriam necessarios para confec-
cionar um quadrado com lado cinco; ele respondeu, rapidamente, que
seriam necessarios vinte palitos. Em seguida, mesma pergunta ante-
rior, caso os lados tivessem como medida seis palitos. Rapidamente,
respondeu vinte e quatro.

Evitando uma sequéncia aditiva, perguntamos: caso o qua-
drado tivesse lado oito palitos, quantos palitos seriam necessarios?
Em cerca de dez segundos, ele respondeu quarenta. Indagamos
como estava realizando tais contas, ao que ele respondeu: “como o
quadrado tem os quatro lados iguais, entdo multiplico por quatro a
quantidade de palitos que eu quero colocar nos lados”.

Formar triangulos equilateros com palitos

Assim como na atividade de confeccdo de quadrados, fi-
zemos as duas primeiras construgdes, com lado um e depois com
lado dois palitos. Todavia, desta vez, nao fizemos observagoes
iniciais. Foi solicitada a constru¢do de um triangulo equilatero
de lado trés palitos, depois de lado quatro palitos. Em seguida,
fazendo apenas contas de cabega, triangulos do mesmo tipo com
lados cinco, sete e dez palitos.

O discente respondeu: “Como o tridngulo equilatero tem
os trés lados iguais, entdo multiplico por trés a quantidade de
palitos que eu quero colocar nos lados”. E vocé, nobre leitor(a),
sem a apresentacdo das figuras, estda compreendendo o que foi
realizado (construido) até aqui?
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Formar fileira de quadrados com palitos

Fizemos um quadrado com um palito de lado (medida do lado
igual ao comprimento de um palito). Em seguida, acrescentamos
mais trés palitos para formar um segundo quadrado. Solicitamos que
o aluno X fizesse o mesmo.

Pedimos que ele dissesse quantos palitos foram utilizados
para compor a fileira com trés quadrados, depois com quatro ¢ de-
pois com cinco. Ele contou e respondeu, respectivamente, 10, 13 e
16 palitos.

Solicitamos que fornecesse a quantidade de palitos para
formar seis, sete e dez quadrados. Para os dois primeiros, ndo de-
morou a responder: 19 e 22. Mas, para dez quadrados enfileirados,
nao soube responder. Indagamos como havia encontrado os valores
19 e 22. Segundo ele, “basta somar trés palitos, pois estou colocando
trés palitos”.

Solicitamos que desconstruisse a figura e refizesse observando
outra maneira de formar a figura. Desta vez, ele conseguiu responder
a quantidade de palitos para formar dez quadrados enfileirados; para
tanto, foi fazendo contas com os dedos e dizendo em voz baixa com
quantos quadrados ele estava:

* Com cinco quadrados, eu tenho 16 palitos;

* Com seis quadrados, tenho 16 mais trés, que da 19;
* Para sete quadrados... 19 mais trés da 22;

» Para ter oito quadrados... 22 mais trés, que da 25;

* 25 mais trés da 28, e eu fico com nove quadrados;
* 31 palitos ¢ a resposta, pois ¢ 28 mais trés.

Fizemos uma intervencdo: segurando nas maos dele, sepa-
ramos o primeiro quadrado como sendo um palito mais trés palitos.
Para o segundo quadrado, colocamos mais trés palitos; assim, para
formar o segundo quadrado, nés precisavamos de um palito mais
dois grupos de trés palitos.
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Para o terceiro quadrado, seriam necessarios trés grupos de trés
palitos e um palito que se encontrava no canto da mesa. Perguntamos
se ele estava entendendo o que estavamos fazendo. Ele respondeu
que sim. Por sua vez, quando solicitado a dizer como seria a cons-
trugdo para o proximo quadrado, ele ficou calado.

Nesse exemplo, a ideia pratica ¢ escrever o numero de palitos, y,
como sendo a expressdao y = 1 + 3n, onde n ¢ o numero de quadrados.

» O que caracteriza uma funcio polinomial do 1° grau?
Como ¢é seu grafico? Recordar situagoes evolvendo-as!
Oportunamente, aprofundaremos o referido contetdo!

O jogo dos quatro quatros...
Podemos’ escrever de 0 a 9 usando quatro niimeros 4 € os sinais:

* Daadigdo: +

* Da subtragéo: -

* Da multiplicagdo: *
* Da divisdo: /

* Parénteses: ()

»  Motivo deste contetido no livro: discentes entenderem a
importancia da ordem dos sinais, bem como do uso de pa-
rénteses como prioritario em relagio as outras operacdes.

Por exemplo, 0 =4 +4 —4 —4 ou (4 — 4)/(4 + 4), ou também
(4 —4)*4/4. Perceba que ha mais de uma maneira de escrever um nu-
mero inteiro dado (entre zero e nove, incluindo extremos). A impor-
tancia desse jogo — reforcamos — esta no uso coerente dos parénteses
e das operacdes. Por exemplo, 4 + 4/4 nao € o mesmo que (4 + 4)/4.

5
6

Adaptado do livro O homem que calculava, de Malba Tahan.
Podemos fazer até 99, usando operagdes envolvendo potenciagao!
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No primeiro caso, inicialmente calculamos a divisdo de 4 por
4, e o resultado ¢ acrescentado de 4; perceba o uso dos parénteses
(4+4/4=4+1=)5). Equivale a:

4+4

4+4/4:4+%¢T:(4+4)/4

No segundo caso, resolvemos primeiro os parénteses, 4 +4 = 8.
O resultado ¢ dividido por 4. Neste caso, a resposta ¢ dois.

Nobre leitor(a), antes de olhar uma resposta dada, quebre um
pouco a cabega para gerar de 1 até 9 usando os quatro quatros.

1=@4+4)/4+4)
2=4*4/(4+4)
3=4+4+4)/4
4=4+(4-4)/4
5=(4*4 + 4)/4
6=04+4)/4+4

7T=4+4-4/4
8=4%4/4+ 4
9=4+4+4/4

Carissimo leitor e prezada leitora, vocés podem fornecer de
outra maneira os valores indicados?

Trabalhando com papéis

Com auxilio de papéis, queremos argumentar:

* a/b+c/d=(ad + bc)/cd;

s a?t+b’=c

Material necessario:

» 2 folhas de papel A4 ou oficio, limpo ou rabiscado;
* 1régua;

* 1 lapis ou 1 caneta.
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Faremos uso de uma linguagem mais popular. Pegando uma
folha de papel, que tem o formato de um retangulo, vamos trans-
forma-la em um quadrado.

Vamos seguir as seguintes instrugdes:

a) Sejam A, B, C e D os quatro vértices, sendo AB e CD os

lados menores, € BC e AD os lados maiores.

b) Pegar o vértice D e levar para o lado BC, de modo que o

lado DC fique sobre o lado BC.

¢) Seja E em BC, tal que CE = CD.

d) Pegar o vértice C e levar para o lado AD, de modo que o

lado DC fique sobre o lado AD.

e) Seja F em AD, tal que DF = CD.

f) Com a régua alinhada passando pelos pontos E e F, cortar

o papel.
g) FECD ¢é um quadrado (por qué?).

Agora, vamos “pegar” o retangulo ABEF e vamos dividi-lo ao
meio emrelagdo ao lado BE. Repare que os dois retangulos sdo idénticos.

Compreender soma de fragoes:
a/b + ¢/d = (ad + bc)/bd

Vamos tentar assimilar tal resultado via exemplos:
Exemplo 1: Y2+ 1/3
Pegar duas tiras idénticas e:
a. Pegar a primeira tira e dobra-la ao meio (em relagdo ao
maior lado).
b. Pegar a outra tira e dobra-la em trés partes iguais (em re-
lagdo ao maior lado).
c. Note que as tiras estdo com tamanhos diferentes.
d. Abrindo a primeira tira, vamos hachurar’ uma das duas
partes para caracterizar 1 de 2, isto &, identificar 5.

7" No caso de alunos cegos, podem-se usar fitas adesivas ou indicar com pontos em Braille.
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Abrindo a outra tira, vamos hachurar uma das trés partes

para caracterizar 1 de 3, isto €, identificar 1/3.

Voltar ambas as tiras para as dobras iniciais, isto ¢, dobrar

a primeira ao meio ¢ a segunda em trés partes iguais.

Para que elas voltem a ficar do mesmo tamanho, aquela

que foi dobrada ao meio serd dobrada em trés partes iguais,

e a que foi dobrada em trés partes iguais sera dobrada ao

meio (sempre em relagdo ao maior lado).

Note que estdo com o mesmo tamanho. Abrindo ambas,

percebemos que em cada uma existem 6 dobras e que:

i. onde tinhamos 2, agora temos 3 de 6, isto ¢, 3/6;

j. onde tinhamos 1/3, agora temos 2 de 6, isto €, 2/6;

k. colocando as tiras de costas uma para a outra, repa-
ramos que, em um lado, temos 3 partes marcadas e, no
outro, temos 2 partes marcadas; assim, temos 5 retan-
gulos marcados de 6. Conclusdo: 2 + 1/3 = 5/6.

Exemplo 2: % + 1/5
Pegar duas tiras idénticas e:

a.

b.

Pegar a primeira tira ¢ dobra-la em quatro partes iguais
(em relag@o ao maior lado).

Pegar a outra tira e dobra-la em cinco partes iguais (em
relagdo ao maior lado).

Note que as tiras estdo com tamanhos diferentes.

Abrindo a primeira tira, vamos hachurar trés das quatro
partes para caracterizar 3 de 4, isto ¢, identificar 3/4.
Abrindo a outra tira, vamos hachurar uma das cinco partes
para caracterizar 1 de 5, isto ¢, identificar 1/5.

Voltar ambas as tiras para as dobras iniciais, isto ¢, dobrar
a primeira em quatro partes ¢ a segunda em cinco partes
iguais.

Para que elas voltem a ter o mesmo tamanho, aquela que
foi dobrada em quatro partes serd dobrada em cinco partes
iguais, e a que foi dobrada em cincos partes iguais sera
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dobrada em quatro partes iguais (sempre em relagdo ao
maior lado).
h. Note que estdo com o mesmo tamanho. Abrindo ambas,
percebemos que em cada uma existem 20 dobras e que:
i. onde tinhamos %, agora temos 15 de 20, isto ¢, 15/20;
j. onde tinhamos 1/5, agora temos 4 de 20, isto &, 4/20;
k. colocando as tiras de costas uma para a outra, obser-
vamos que, em um lado, ha 15 partes marcadas e, no
outro, temos 4 partes marcadas; assim, temos 19 re-
tangulos marcados de 20. Conclusao: % + 1/5 =19/20.

Quais conclusdes podem ser tiradas de tais procedimentos?
Coincidem ou ndo com a soma de fragdes? (Deixar que os alunos
cheguem as suas respectivas conclusdes!).?

Uma compreensao de: (a + b)? = a% + 2ab + b?

Com o auxilio de papel no formato de um quadrado, medir
trés dedos (ou dois) de cima para baixo (ou de baixo para cima, que
¢ a mesma coisa!) — e a mesma medida da esquerda para a direita (ou
da direita para a esquerda). Marcando essas medidas e cortando o
papel, ficamos com quatro pedagos de papel: um pequeno quadrado,
um quadrado grande e dois retangulos idénticos.

Se considerarmos “a” como a medida dos dedos e “b” como a
medida que sobrou, reparamos que o quadrado, antes de ser cortado,
tem lados de medida a + b e a area, a qual é o produto da base pela
altura (ndo custa lembrar!), é (a + b)2. Ora, como ela ¢é a jungdo dos
quatro pedacos de areas:

¢ Quadrado pequeno de lado a: 4rea a’;

*  Quadrado grande de lado b: 4rea b?; e
* Retangulos de lados a e b: area ab, dai, 2ab (pois sdo dois).
Assim, (a +b)?> = a? + 2ab + b%.

8 Dobrar & o mesmo que multiplicar.
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Um procedimento para justificar resultado de: a2 - b2

Fagamos a leitura seguinte: quadrado de lado “a” menos qua-
drado de lado “b” (diferenga entre os quadrados de a e de b). Desenhe
um quadrado de lado “a”. Dentro deste, desenhe um quadrado de
lado “b” (¢é claro que a > b). Recorte o quadrado de lado “b”. Temos
algo parecido com um “L”. Dobre e recorte. Tente imaginar a figura!

Temos, entdo, um retdngulo. Um dos lados tem medida a — b.
O outro, por ser uma jun¢do — e juntar ¢ igual a somar —, tem me-
dida a + b. Lembrando que ha outras maneiras de se apresentar o
resultado. Assim, a area do retangulo ¢ dada por (a — b)(a + b). Por
conseguinte, temos a*> —b* = (a—b)(a + b).

Um exemplo numérico do uso da expressdo: calcular o pro-
duto de 58 por 62. Ora, 58 =60 —2 e 62 = 60 + 2, dai 58 x 62 =
(60 —2)(60 + 2) = 60% - 22 =3600 — 4 = 3596.

Fixando conceitos:
1. Usando tiras de papéis, conforme estratégia anterior-
mente descrita, calcular a soma 1/5 + ..
2. Usando os quatro quatros e mais operacoes de poten-
ciacao e radiciacio, encontre uma escrita para (a) 16 e
(b) 68.
Spoiler: vocé pode mexer um pouco na escrita fornecida!
Exemplo: 4°4/(4+4).

44 256

= = 32
4+4 8

Desafio: (Os 83 caprinos) Dois irmaos viajavam pelo sertdo cea-
rense quando, ao chegarem em dada localidade, notaram que havia
trés homens discutindo em alta voz. Procurando saber o que es-
tava ocorrendo, perguntaram para alguns idosos que observavam
a discussao.
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Ficaram sabendo que eram trés irmaos que discutiam pela
heranca do pai. O pai dos homens possuia uma criagao de
cabras e tinha determinado que: o filho mais velho deveria
receber /2 da quantidade de cabras; o segundo filho, 1/3; 0
terceiro filho, 1/7 (cada fracdo correspondendo a parcela
da vida em que seus filhos o ajudaram).

Todavia, no momento da divisdo dos caprinos, havendo
83 cabras, nenhum dos irmaos aceitava “abrir mao” de
sua fracdo da cabra. Ou seja, o mais velho passou metade
de sua vida ajudando o pai; o mais novo, um sétimo. O
filho mais velho deveria receber 2 de 83, o que da 41,5
cabras. Mas o que seria 0,5 cabra? Seria a metade supe-
rior? Inferior? Direita?

O mesmo ocorre com os demais: o segundo deveria
receber 1/3 de 83, que equivale a 27,66; e 0 mais novo
deveria receber 1/7 de 83, que equivale, aproximada-
mente, a 11,85. Ou seja, 0,666 ¢ 0,85 de uma cabra
valeriam qual parte da cabra?

Um dos dois irmaos, fa da matematica, sugeriu: se eu juntar a nossa
cabra com a de vocés, o total sera 84. Confere? Assim:

1° filho: Y5 de 84 = 42
2° filho: 1/3 de 84 =28
3° filho: 1/7 de 84 = 12

Mas somando 42 + 28 + 12 = 82. Como explicar esse fato?
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Introducao ao calculo

ecordemos que, em geral, a disciplina Calculo I tem a
seguinte ementa:

e Ementa: Limites; derivadas; taxas relacionadas; fungdes
transcendentes; maximos € minimos; graficos de fungdes;
problemas de otimizagdo; método de Newton; primitivas;
integrais indefinidas; integracdo por substituicao.

Reforgamos que esta obra nao deve ser lida como um livro de
Calculo adaptado. E o contrario! Diante de determinados contetidos,
apresentamos algumas estratégias que incluem comunicacao ativa —
isto ¢, formas de abordagem que visem a estimular a criatividade dos
discentes — e alguns materiais concretos manipulaveis que podem
ser utilizados.’

O que & um limite?
* Limite experimental ndo surge da matematica (alias, a ma-

tematica nao depende da experimentagdo). Ele ¢ fruto do
pesquisador de ciéncias exatas. E um niimero, com ou sem

9 Nobre leitor(a), caso tenha interesse em aprofundar metodologias, recomendamos que
acessem no repositorio da UFC a dissertacao de Rosangela Albuquerque e a tese de
Miguel Silva!
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unidade, para o qual tende o valor de uma propriedade
fisica que esta sendo objeto de estudo.
* Limite matematico € o que resulta da definigdo de limite

(que sera apresentada mais adiante). Eis alguns exemplos
de limites:

Ex.1: Na cinematica, se X € o espago percorrido por um mével em
um certo tempo t, definimos a velocidade instantanea do movel
(v) e sua aceleracdo instantanea (a) por:

I Ax dx
=lim — = —
v At —0 At dt
5 Av dv
a=lim — = —
At =0 At dt

Ex.2: A poténcia média ¢ definida pela relagcdo entre o trabalho
realizado (AW) em um intervalo de tempo (At). A poténcia ins-
tantanea €, por definicao:

AW AW
P—lim -~ - 2%
A% A at

Ex.3: Densidade de carga elétrica. Seja Aq a variagdo de uma
carga. Assim:

. . Aq B dq

Dens. linear A= Bglo A= d

: . Aq dq

Dens. superficial 6= llslflo AT~ oS
Aq dq

Dens. volumétrica  p :Alim AV = v
V-0
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Varios outros exemplos poderiam ser indicados. O impor-
tante é: o que ¢ limite matematico? Como resolver? Alids, sempre
tera resposta?

Antes, porém, recordemos algumas das fung¢des que serdo
muito usadas na disciplina de Célculo I. Iniciemos pela fungao poli-
nomial do 1° grau: F(x) = kx + b, sendo k # 0. Com efeito, se k =0,
temos a funcao constante f(x) =b (como fica seu grafico?)

Lembrar que, se k > 0, a fungdo ¢é crescente e, se k <0, a
funcdo ¢ decrescente (lembram como ¢ o grafico em cada caso?).
Vamos apresentar duas situagdes com uso da fun¢do (polinomial)
do 1° grau.

Exemplo I — Como relacionar escalas em graus Celsius e
graus Fahrenheit?

* O que precisamos saber?

* Como interagir com as informagdes?

* Fazer uma imagem ou figura da situagdo (sempre que
possivel).

Iniciando a solucio:

Escala Celsius: A dgua ¢ o elemento mais importante para a vida na
Terra. A escala Celsius possui o ponto zero na temperatura em que a
agua congela e o ponto 100 na temperatura em que a agua ferve. As
medidas, entdo, sao feitas em graus Celsius (°C).

Escala Fahrenheit: Fahrenheit escolheu como ponto zero a tempe-
ratura de congelamento de uma mistura de agua e sal e, como ponto
maximo (96), a temperatura de um homem sadio. Dessa forma, o
congelamento da agua pura ocorre a 32 °F e a ebulicdo a 212 °F.

» Tente usar papéis para entender proporcao. Entao:
Tc—0 Tp—-32 )

_ Te = 2 (T — 32
00—0 _ 212_32 - Te=75 (Tr—32)
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» Fazer grafico!!!

» 59 °F equivale a qual temperatura em Celsius?

» Pesquisar outras funcoes (polinomiais) do 1° grau
em seu curso!

Funcdes polinomiais do 2° grau. Sdo fungdes do tipo y = kx* +
bx + ¢, com k # 0. Vérias situagdes estao associadas a esse tipo de

funcdo. Por exemplo (identificar cada termo):

& 2
S:SO+V0t+§t

Ha aplicagdes, entretanto, em que a fungdo vem implicita.
Por exemplo: dentre todos os retingulos de perimetro 20 cm,
qual o de maior area? Para resolver esse problema, torna-se inte-
ressante recordar:

» O que ¢ um retangulo?

» O que se entende por perimetro?

»  Como calcular sua éarea?

» E onde “entra” a maior area?

SOLUCAO

Sejam x e y as medidas dos lados do retangulo. Assim, peri-
metro 20 implica 2x + 2y = 20. Claro, com x > 0 e y > 0 (por qual
motivo?). Simplificando: x +y = 10.

Area = xy. Como ainda estamos aprendendo calculo com
uma variavel, torna-se interessante encontrar uma relagdo (vin-
culo) entre x e y de tal modo que a fun¢do de duas variaveis vire
func¢do com uma unica variavel.

De x +y = 10, segue-se que y = 10 — x. E, por conseguinte,
area = xy. Substituindo y por 10 — x na expressdo, a area passa a ser
funcdo de x: g(x) = x(10 — x), desde que 0 <x < 10 (como assim?).

Lembre-se que y > 0. Dado que: y = 10 — x, entdo 10 — x >
0el10>x.
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Entdo, f(x) =— x>+ 10x, 0 <x < 10. E como usar a maior?

» Recorde que o grafico de g(x) = kx* + bx + ¢ serd uma
parabola com a concavidade voltada para baixo M e, se k
>0, a concavidade ¢ voltada para cima U. No vértice, por
conseguinte, ha o maior (se k < 0) ou o menor (se k > 0)
valor da funcgéo.

Nao esquecer (verificar de onde vem cada expressao!):

_ —b+VA o x__ P
N 2k Vo2

X

De volta ao problema, g(x) = -1x> + 10x + 0. Comparando com y
=kx? + bx + ¢, segue-se que os valores de k, b e ¢ serdo, respectiva-
mente, —1, 10 e 0.

Logo, no vértice, x = -10/(-2) = 5. E y = 5. Por conseguinte,
o retangulo de perimetro 20 cm de maior area ¢ um quadrado de
lado 5 cm.

Ja que abordamos o topico area, eis algumas aplicagoes atre-
ladas ao calculo de areas. Considere a fungdo v =v_+ at (0 que
representa esta funcao?).

Assim, de um instante t até um instante t,, a area abaixo da
reta e acima do eixo dos tempos (nobre leitor(a), consegue ima-
ginar tal situacdo, dado que esse contetido foi apresentado no ensino
médio, bem como cobrado no Enem? Procure figuras...) representa
a funcdo deslocamento.

Outra situagdo: quando a forga aplicada ndo permanece cons-
tante ao longo do tempo, a intensidade do impulso (pesquise para saber
mais sobre o impulso) pode ser calculada por meio da area do grafico
do modulo da forga pelo tempo. Ja em um grafico forga x distancia (ou
deslocamento), a area representa o trabalho realizado.

» Como calcular a 4rea de uma regido (plana) ndo tradicio-

nalmente calculada no ensino médio?
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Por exemplo: encontrar a area abaixo da curva y = x2,
acima do eixo x, limitada lateralmente entre as retasx=1ex=3.

Faga um esboco da figura. Como parece um trapézio, fa-
remos aproximagoes.

Uma aproximacio direta por meio de um segmento de reta
unindo os pontos (1, 1) e (3, 9):

Vocé lembra a férmula da drea de um trapézio retan-
gulo? Seja B a medida da base maior, b a medida da
base menos ¢ h a altura do trapézio. Assim, @h.
No caso, nao esquecer de “girar” a figura. Portanto,
B=1f3)=32=9;b=1f(1)=1*=1eh=3-1=2.
Logo: a area aproximada ¢ 10 (unidades de area!).
Todavia, o segmento de reta passou por cima da curva.
Logo, a drea ¢ um valor em excesso.

Como refinar? Vamos verificar se, com dois trapézios de
mesma base (por razodes didaticas), conseguimos me-
lhorar esse valor.

2" aproximagao: podemos gerar dois trapézios. Fazer [1,2] U [1, 3]:

1° trapézio tem base maior f(2) = 22 = 4 e base menor
f(l)y=1*=1.

Sua altura serd 2 — 1 = 1. Logo, sua area sera (verificar)
igual a 2,5 u.a.

2° trapézio tem base maior f(3) = 32 = 9 e base menor
f(2) =22=4.

Sua altura serd 3 — 2 = 1. Logo, sua area sera (verificar)
igual a 6,5 u.a.

Logo, juntando as areas, termos 9 u.a.

3% aproximacao: podemos gerar trés trapézios.

Fazer {

5 5 7 7
1.2 Z —
HEESREE
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* Vocé entende como chegamos a tais intervalos?
Consideramos o tamanho (no caso em questdo, 3 — 1 =2)
e o dividimos por 3 (quantidade de intervalos desejados).

* 1°intervalo vaide 1 até 1 +2/3 =5/3.

e 2%intervalo, de 5/3 até 5/3 +2/3 =7/3.

* Por fim, 3° intervalo ira de 7/3 até 7/3 +2/3=9/3 =3.

* Como ja sabemos — por razdes didaticas —, a altura
de cada trapézio sera o tamanho de cada intervalo, no
caso, 2/3.

«  Area do 1° trapézio: f(%)TJrf(l)h — depois calculamos!

. T 5
* Area do 2° trapézio: Mh — depois calculamos!
2

w|~3

+  Area do 3° trapézio: £(3) +1(
2

) . — depois calculamos!
* Notaram que podemos colocar em “evidéncia” h/2?

* Perceberam que, a excecdo dos extremos, no caso f(1) e
f(3), os intermediarios foram somados duas vezes?

Método dos trapézios

A regra do trapézio ¢ uma aproximagao um pouco grosseira
para o valor da integral (area), o que pode ser verificado tanto gra-
ficamente quanto pela expressdao do erro. Contudo, se aplicarmos
dentro de um certo intervalo [a, b] a regra do trapézio repetidas
vezes, a aproximagdo sera melhor, conforme podemos observar.
Favor, fazer uma figura. O método consiste em:

A— g{f(xo) T+ 2ff(x1) + .+ (1)) + E(xn)}

Conclua as contas!
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Passemos agora para uma func¢io que sera muito utilizada
em aplicacdes. Vamos defini-la por meio de uma area! Sera a
area abaixo da curva y = 1/x, acima do eixo x e limitada lateral-
mente por x=1ex=b (com b > 1).

Mas por qual motivo a fungdo 1/x? Bem, mais adiante veremos
que, sob dadas condi¢des, fungdes como senx, cosx etc. podem ser
transformadas em polindmios. Spoiler:

X3 X5 X7
e T T T

X2 X4 X6
cosx=l-ort g et

Considere, desde que x # 0,

— an-1 a0
p(x) =a, -x"+ay-x" 1+‘”+a’0 :xn(an—i— - +...+;)
Percebe que ha 1/x?
Pois bem, definiremos a fun¢do Inx como: logaritmo de “x” na
base “€” — nimero de Euler, que sera definido mais adiante.

Por exemplo, quanto vale In2?

Usaremos o método dos trapézios com n = 4. Claro, quanto

maior o valor de n, melhor sera a aproximacao.

* O tamanho de cada intervalo serd o maior valor do inter-
valo menos o menor valor do intervalo, dividido por 4 —
no caso, a escolha da quantidade de intervalos de mesmo
tamanho! Ax =h=(2 - 1)/4 ="' =0,25.

* Sigaareceita! Precisamos de f(x,), com i variando de 1 at¢
4. Logo, inicialmente, obter cada x..

+ Jasabemos que x, = I.

e Assim, x, =x,+Ax=1+0,25=1,25=5/4.

* Adiante, x, = x, +Ax = 1,25+ 0,25 = 1,50 = 3/2.
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* Dai, x,=x,+Ax=1,50+0,25=1,75 =7/4.
*  Por fim, como ja esperado, x, = x, +Ax = 1,75+ 0,25 = 2.
« fix)=f()=1/1=1

o f(x)=f(5/4)=...=4/5
. f(x)=132)=..=2/3
o f(x)=f(7/4)=..=4/7
. fix)=f2)=..=12
Ax
In2 = —~ [f(x0) + 2f(x1) + 2f(x2) + 2f(x5) + £(x4)]
0,25 4 3 v 1
Concluir!

Definimos Ink = -Ink, se 0 <k < 1.

Recordar que é indeterminacao a expressao 0/0
Com efeito, verifique quanto vale cada um dos quocientes
(note que sdo valores, individualmente, préximos a zero):

0,00001  0,000000000088  0,000000065
0,000000003’ 0,000045 ’0,000000013

Recordando o que sdo formas indeterminadas: sdo expressoes
que podem assumir quaisquer valores. Por exemplo, sabemos que 12
divido por quatro ¢ igual a trés (12 /4 = 3), porque 12 =4 x 3. Bem,
se 0/0 = n, segue-se que o zero do numerador serd o produto do zero
do denominador pelo n. Assim, 0 = 0*n. Todavia, qualquer nimero
multiplicado por zero da zero!

Definicao:
Seja uma funcio f definida em um intervalo aberto que contém
0 ponto “a”, exceto possivelmente no préoprio ponto “a”, e seja

“L” um nimero real. Entio: lim f(x) = L significa:
X—a
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Ve>036>0;0<|x—a|<é=]|f(x)—L| <¢

Interpretacgdo:

Ao indicar |u] <, isto significa que —v<u<v.Ouseja, | x—a|<d
implica—d <x—a <d. Somando “a” em cada membro da desigual-
dade, a —d <x <a +d. Isto ¢, temos uma varia¢do no intervalo:
la—d,a+d].

Traduzindo: dada a existéncia de um intervalo no eixo x, em torno de
“a”, ha um intervalo no eixo y em torno de “L”.1°

Na pratica, estamos tio proximos do valor indicado que, se
substituirmos a variavel pelo valor indicado, o erro entre o valor
aproximado e o valor real praticamente é zero. Logo, basta subs-
tituir a variavel pelo valor indicado.
Ex.:
. x2 — 49
lim 5
x=7 2x° 4+ x — 105

Substituindo x por 7, encontraremos 0/0. Desse modo, como ambos
os polindémios sdo divisiveis por “x — 7” (por qué? Porque a ex-
pressio zerou!), entdo:

x2 — 49 ) (x—7)(x+T7)

lim = lim
x=7 9%% 4+ x — 105 x=7 (x — 7)(2x + 15)

Se x = 7, entdo x — 7 # 0. Dessa forma, pode-se “simplificar” e gerar:

i x-7x=+7 (x+7) _ 4
o7 (x—T)(2x+15)  xo1 (2x+15) 29

19 Em sala de aula, fazemos algumas demonstracoes de limites. Nao & so o “falar”. Se quiser
ter acesso a forma de argumentagao para cegos, favor contatar adaptacoes@gmail.com.
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Limites infinitos e no infinito

Uma motivagdo: como encontrar a area de uma circunferéncia?
Iniciar com poligonos regulares com n lados, n = 6, 10 etc.
Sendo poligonos regulares, uma estratégia € calcular areas de
triangulos e, em seguida, multiplicar por “n”, caso esse valor seja
S

muito grande. A base do tridngulo € o ap6tema “a” e sua altura ¢é

“h”. Sendo um poligono inscrito com “n” lados, segue-se que

ah
A=n.-2— .

2

: ui Xima- %
Lembrando: “n” muito grande, aproxima-se de R o valor

de “h”, dado que “a” se aproxima de zero. Por sua vez, o produto
€C_ 9

n” por “a” tende a ser o perimetro. No caso, perimetro ¢ o com-
primento 2nr. Logo, A = nr?.

O que & “infinito”?

Ao “pé da letra”, ¢ algo sem fim. Mas, dentro de aplicagdes,
pode ser aquilo que ndo se atinge. Por exemplo: supor o infinito
como sendo um poco de petroleo com mais de 8.000 metros de pro-
fundidade. Se ndo atingir 8.000, atinge 8.000 + 10? Ou 8.000 vezes
10 ou 8.000 elevado a 10?

Outro exemplo, compare com a seguinte ideia: se alguém
nao vive (fisica e biologicamente) 130 anos, vivera 130 + 10?
130 x 10? 130'0?

o0+ n

0O=4q1n-.00
wn
Sendo, a priori, “n” real maior que zero.

Formalizando: considere a funcdo y = 1/x, com x diferente de
zero. Ela tem grande importincia porque qualquer polindmio pode

ser reescrito em termos dessa funcdo (lembra?).
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O numero de Euler:

. 1\"
Definimos e = lim (1 + — ] , sendo n um niimero natural.
n—oo n

Esse resultado pode ser estendido para qualquer nimero real x.
Uma das utilidades do niimero “e” é a relagdo com a
Matematica Financeira. Isto ¢, M = C(1 + i)" representa 0 montante
M apds n periodos de um capital C, investido a uma taxa i, relativa a
esse periodo n (se o periodo € mensal, a taxa ¢ mensal; se o periodo
¢ didrio, a taxa ¢ didria etc.).
Quando a capitalizagdo é continua, temos M = C.e'". Para
chegar a esse valor, procede-se da seguinte maneira, sendo n anual
e i a taxa anual.
* Sen for mensal, o novo periodo ¢ multiplicado por 12, ¢ a
taxa correspondente ¢ dividida por 12.

» Passando a considerar n diario, o novo n sera n x 12 x 30,
e a taxa, que esta dividida por 12, i/12, fica dividida por
30, ou seja, i/(12x30).

* Passando a considerar valores a cada minuto, a cada se-
gundo etc., temos:
M = C(1 + i/k)™

Calcule o limite quando k tende para o infinito da fungcdo M e
verifique que M = C.e™™.
Sugestiao: uma forma “genérica” do nimero “e” é obtida mudando
de variavel. Seja y = 1/x. Assim, x %00 implica que y = 0.

Por conseguinte,

1\* 1
. e T fy
Logo, em C(1 + i/k)**, sendo que k >, seja y = i/k.
Dai,
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.\ nk 1) .
. 1 =~ . 1 =~ . ni
l(lgiloC(l—l—E) = C - lim (1+E) —C'%]ILI(I](].—FY)

k—o00

nk (2) @
=

in 4
C - [lim (1 +y)1/yj| = Qe
y—0

Entendendo cada passagem — que deve ser argumentada por
cada docente de modo a ficar significativa para cada discente.
(1) Usamos o fato de que o limite de uma constante que
multiplica uma fun¢ao € a constante que multiplica o
limite da funcao;

(2) Fizemos a mudanga y = 1/k, bem como o fato de que
k = oo implicary = 0;

(3) Propriedades das poténcias: (aP)P = a";

(4) A forma “alternativa” de escrever o numero de Euler.

b\" b
Para fixar... lim (1 + —) = [lim (1+ y)l/y] = eb.
n—00 n y—0
Com efeito, sendo u = k/x, temos x = k/u e x o0 implica
u = 0. Demonstrar!

Limite fundamental da trigonometria

Por qual motivo tem esse nome? Porque todos os limites que
envolvem fungdes trigonométricas e que t€ém a indeterminagdo
0/0 direta ou indiretamente passam por ele. Exemplificando:
modelagem de marés, eletrocardiogramas, MHS, entre outros,
estdo associados, em sua modelagem, a funcdes deslocamento
do tipo y = A + B-cos(Cx + D), sendo constantes A, B, C e D
(para célculo inicial da fun¢do velocidade!) e x o tempo.
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. fl@)—fk) .. A+ B.cos(Cx+D)— A— B.cos(Ck+ D)
Vinst (k) :=lim =lim

z—k z—k z—k r—k

Ha estratégias... Pensemos no caso mais simples! Sabemos
que sen0 = 0 e cosO = 1. Assim, fagamos uma mudanga de variavel.
Seja w = x — k (pense da seguinte maneira: em ano, qual a idade de
cada um de nés no ano em que nascemos? Mas ndo temos a mesma
idade. Com efeito, nascemos em anos distintos! Como calcular, hoje,
a idade de cada um de nds?).

Sendo w = x — k, segue-se que x = k implicaw = 0.

. B . cos(Cz+ D)— B - cos(Ck+ D) . cos(Cw+ Ck+ D) — cos(Ck + D)
lim = B lim

r—k z—k w—0 w

Ser simples sem ser simplorio! Isto ¢, em vez de fazer supo-
sigoes, tais como B =C =1 e D = 0, para facilitar nossas contas
iniciais, notamos que podemos fazer mudangas de acordo com as
necessidades. Consideremos (tais suposi¢oes podem ser feitas apos
indagar aos discentes o que eles observam na escrita do limite!)
R = Ck + D (que ¢ constante!), para facilitar tanto a visualizagdo
quanto a argumentacao.

B i 8 (Cw+ R)— cos (R)

w—0 w

Notamos que a escrita ficou “enxuta”! Agora, vamos desen-
volver o cos(Cw + R) — nesse momento, € interessante recordar
de onde vieram tais formulas para seno da soma, cosseno da dife-
renca etc.!!

' Nobres leitores, anualmente, nosso grupo de pesquisa, junto com o G-Tercoa, oferece

cursos de capacitagao na area de matematica e deficiencia visual, em que usamos mate-
rial concreto para demonstrar as expressoes acima argumentadas, bem como outras que
sao pré-requisitos para o Calculo!
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B lim cos(Cw) - cos(R) — sen (Cw) - sen(R) — cos(R)

w—0 w

Procuremos deixar a escrita mais “atraente”! Vamos “simpli-
ficar” ainda mais a escrita. Considere z = Cw. Dai, w = 0 implica

z=> 0.

cos(z) - cos(R) — sen (z) - sen(R) — cos(R)

B li
zl—% Z/C
Ou seja,
BC lir% cos(z) - cos(R) — sen (z) - sen(R) — cos(R)
z— z

Notemos que cos(R) se repete. Podemos, por conseguinte,
reorganizar a escrita!

BC lim cos(z) ~1 cos(R)— sen(2)

z2—0 z z

sen(R)

Uma dica: construir tabelas para averiguar que (senz)/z =2 1 a
medida que z > 0. Mas tabelas s@o trabalhosas (sem argumentar que
ndo sao formais — no sentido matematico!). Assim, segue uma argu-
mentacao para a “constru¢do” de uma demonstragdo do limite funda-
mental da trigonometria:

SENZ

lim
z—0 Z
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10.

I1.

12.

Delimitado ao primeiro quadrante.

Supor raio unitario. No eixo das abscissas, eixo dos
considere o ponto A o ponto de interse¢do entre a circun-
feréncia e o eixo X.

‘C 2

Seja “O” o centro da circunferéncia e considere “z” o an-
gulo AOB, sendo B o ponto de interse¢ao entre a circunfe-
réncia e a semirreta com origem em O e que estd gerando
o referido angulo.

Seja “r” uma (ou seria “a”) reta paralela ao eixo y pas-
sando por B. Considere C a intersecdo da reta r com o
€ixo X.

Com base no trlangulo COB, sendo OB = 1 (porque...),
segue-se que senz = 0— ou seja, BC = senz.

(13 ’?

Sabemos que z ¢ angulo central (ndo esquecendo raio uni-
tario), logo o arco de extremidades A e B corresponde ao
referido angulo.

Percebemos que o segmento de extremidades C e B ¢
menor (ou igual) ao arco de extremidades A e B (em qual
condigao tera igualdade?).

Ou seja, senz < z (como estamos no primeiro quadrante,
0 <(senz)/z<1).

E agora? Vamos “prender” a expressao. Seja “t” a reta tan-
gente a circunferéncia em A (ou seja, t reta paralela ao
eixo dos “y” passando por A). Considere D a intersecao
entre as retas ret.

Do triangulo AOD, AD = tgz (por qual motivo ndo estabe-
lecer outras relagdes?).

Percebe-se que z < tgz, ou seja, o arco de extremidades A
e B ¢ menor (ou igual — em qual condi¢ao?) ao segmento
de extremidades A e D.

. Senz . senz
Assim, z < —— . Organizando, cosz <
COSz

V4
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. Senz
13. Por conseguinte, cosz < —— <1 e, pelo Teorema do
Z

Confronto, quando z se aproxima de 0 (pela direita ou pela
esquerda?), segue-se o resultado.

Ja para encontrar o outro limite, usaremos produtos notaveis:
a>—b?*=(a—Db)(a + b). Por qual motivo? A relagdo fundamental da
trigonometria indica que sen®z + cos’z = 1. Dado que precisamos
de “cosz — 17, relacionando-o com “senz”, entdo facamos:
sen’z = 1 — cos?z. Por sua vez, comparando a =1 e b = cosz,
segue-se: sen’z = (1 — cosz)(1 + cosz).

Assim sendo, se multiplicarmos por 1 a expressdo, ela nao
sera alterada, e 1 =k/k, isto ¢, € a divisao de qualquer expressdo ndo
nula por ela mesma!

cosz—1 cosz+1 X —sen?z X senz —senz

im = lim im .
20 zZ cosz+1 2—0 z(1 + cosz) =0 2z 1+ cosz

Definigdo: se existir, a derivada em x = a ¢ definida como o
seguinte limite:

f(x) —f(a) ~ lima g f(a+ Ax) — f(a)
X—a X Ax

f’(a) = limy_,,

Vide outras notagdes nos livros-textos, como dy/dx.

Onde usamos derivacdo? Se vocé recordar o topico sobre li-
mites, notard que uma velocidade instantanea ¢ a derivada da fungao
deslocamento em relagdo ao tempo, a aceleracdo instantinea ¢ a de-
rivada da velocidade em relag@o ao tempo etc.
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Derivada de x" (nos casosn=2e n = 3)

f’(a) = lim —f(x) —f(a)

x—a X —a

1. O numerador, f(x) — f(a), no caso n = 2, corresponde a
x? —a? (como se 1€?).

2. Geometricamente, pensar no procedimento apresentado
em topico anterior: x> —a? = (x —a)(x + a).

3. Por conseguinte, (x> —a?)/(x—a)=x+a...

4. Seja o caso n = 3. Desse modo, o numerador corresponde
a x? — a’ (como se 1€?). Geometricamente, pensar no cubo
da diferenga.

5. Dica: material dourado ou caixas de creme dental (desde
que contemplem as medidas). Retirando o cubo de lados
(arestas) iguais a “a”, sobram quatros paralelepipedos:

€C, 9 e, "

um com lados “x”, “x” e “x — a” (logo, volume dado por
x%(x — a)); outros dois com lados “a”, “a” e “x —a” (por
conseguinte, volume a*(x — a) cada um); e o quarto com
arestas medindo “x —a”, “x —a” e “a”, sendo seu volume
dado por a(x — a)>.

6. Juntando-os: x*(x — a) + 2(x — a)a? + a(x — a)?, e recor-
dando distributividade, tem-se: (x — a)(x* + 2a? + ax — a?)
=(x—a)(x*+ax +a?).

7. Por conseguinte, (x* —a%)/(x —a)=x*+ax +a?...

Para n > 3, ndo ha possibilidades geométricas (no sentido...). Desta
feita, intuir.

Derivada de f(x) = x" & f'(x) = n-x" -1, para
qualquer n real

Comegaremos com n inteiro e positivo. Faremos a dedugao

para um certo k, um valor qualquer do dominio e, em seguida, subs-
tituiremos k por x.
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£(k) = Tim f(x) — f(k) .o xt—k?

x—k x—k x—k x—k

Dos produtos notaveis:

. (x—k) @1k +x2 k4L x0 k)
im

x—k x—k

Simplificando e aplicando o limite, segue-se o resultado.
Agora, seja n inteiro e negativo:

f(x) — f(k) x ™ —k™® ==
f'(k) = lim ———~* = lim —— = lim *—
() x—k x—k x—k x—k —k x—k
Dai,
] kM —x™ . —(Xn . kn) 1 ] (71)(Xn71 . k(] ot XO . knfl)
lim = lim . = lim
x—k X — x—k x—k xn . k" x—k xo . kn
Aplicando o limite,
-1
nk® e
. — _nk n—1
k2n

Justificando a derivada de x", sendo n racional, isto ¢, do tipo
p/q, sendo p e q inteiros (e q diferente de zero).

g(x) = x4 - [g(x)]? = xP

No caso, o z funciona (ou € o apelido) de g(x).
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1. Significa que derivamos ambos os membros da igualdade
em relagdo a variavel x. E por qual motivo ndo apareceu
x’? Porque x’ = 1. Com efeito (x)’ = (x!)’=1.

p—1
@zt =pxP 7= P_x

4 (xp/a)d!

Basta lembrar que z ¢ o apelido de g(x) e que g(x), por hipotese,
é xPa,

2 — (sl = 2. X _Pot(ph) Py

T =

q xP7q q q

Assim, por exemplo,

Derivada de senx

Apresentaremos uma demonstragao, a outra € parecida. Favor, fazer!

sen(z + h) — sen(z) ,(/1\

() —ti JETR) —F@) -
£(0) =lim S T i ) -

N2

. sen(z)cos(h) + sen(h)cos(z) — sen(z) ,(/21
lim =
h—0 h

3
. cosh — 1 sen ,(/l
lim | sent——— + cosz = senx - 0+ cosx - 1 =cosx

h—0 h h
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Entendendo as etapas:
1. Desenvolvemos sen(x + h) = sen(x).cos(h) — sen(h).cos(x).
2. Organizamos, para usar resultados sobre limites
trigonométricos.
3. Aplicacdo dos resultados.

Derivada de f(x) = In(x)

) 2
Fih) =tim LEFR = F@ @ h) Zin@) lln(“ h)

h—0 h h—0 h h—0 h T

I}

1 h 1/ 8
lim —ln(l + —) lim (1 + —h) = Inet/® =1/z
h—0 h T h— T

Entendendo as etapas:
1. Substituimos f(x + h) e f(x) pelas respectivas expressoes.
2. Usamos o resultado InA — InB = In(A/B).
3. Organizamos, para usar resultados sobre limites atrelados
a fung¢do logaritmica.
4. O numero de Euler.

Derivada do produto: f(x) = g(x).h(x)

£7(u) =lim f@+u) — f(x) % lim g(z +u) - h(z +u) — g(z) - h(x) ~

u—0 u u—0 u

gz +u) . h(z+u) —g(z) - h(z + u) + g(z) - h(z +u) — g(z) - h(z) -~

lim
lim [g(eru) hztu) —g@) - hatu) | g(@) h@+uv)—g@) - hlz) Lil
u—0 u ”

(5
-

lim h(z 4+ u) +
u—0

dexols) 9'@) - h(a) + o(@)h (@)
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Entendendo as “passagens” ou “etapas’:

1. Substituindo f(x + u) e f(x), respectivamente, por g(x + u)-
h(x + u) e g(x)- h(x). Ilustrando: se f(x) = senx- e* , entdo
f(x +u) =sen(x +u)- e**". Boa ideia! Vamos, apds demons-
tracdo da regra, encontrar a derivada dessa funcao f(x).

2. Focar no que queremos alcangar. Isto ¢, a demonstragcao
sO sera concluida quando aparecer g’(x) e h’(x). Assim
sendo, dado que a expressao g(x + u) estd multiplicada
por h(x + u), entdo precisamos que h(x + u) multiplique
g(x) para, ao colocar tal expressdo em evidéncia, fi-
quemos com a escrita do limite — que esta atrelada a deri-
vada. Tente escrever separadamente g’(x) e h’(x).

3. Somando zero a qualquer expressao, esta ndo se altera. E,
ndo esquecer, que 0 =k — k. Logo, seja k = g(x)- h(x + u).

4. Organizamos a escrita, focando g’(x) e h’(x).

5. Aplicamos o limite.

Adequagcoes para compreensao de somas de Riemann

O caélculo de areas ¢ muito importante nas ciéncias exatas.
Com efeito, no sistema de coordenadas cartesianas, se o eixo dos “x”
representar o tempo e o eixo dos “y” indicar a funcao velocidade,
entdo a area da regido abaixo da curva y = f(x), acima do eixo x e
limitada lateralmente entre as retas x = a ¢ X = b representa o deslo-
camento. Caso o eixo y corresponda a forc¢a e x seja o deslocamento,
a area € o trabalho, e assim sucessivamente.

Mas, por qual motivo considerar uma regido como a descrita
anteriormente (acima do eixo dos “x”, abaixo da curva y = f(x) e
limitada lateralmente entre as retas X = a ¢ x = b)? Sem esquecer,
fungdo sendo continua!

Considere a seguinte situa¢do: desenhar uma figura em uma
folha de papel (a priori, sem complicar, isto €, fazer uma figura sim-
ples sem nada em seu interior!). Agora, vamos dividir a figura em
quatro partes, ndo necessariamente iguais, dobrando a folha ao meio,
no sentido da horizontal, ¢ dobrando de novo no sentido da vertical
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(ou vice-versa). Recortando as folhas, em geral, vocé tera uma re-
gido formada por trés segmentos de reta (sendo dois paralelos entre
si e perpendiculares ao terceiro) e uma parte curva.

Podemos, por conseguinte, considerar o segmento, que ¢ per-
pendicular aos dois segmentos paralelos entre si, estando sob o eixo
dos “x”, e os segmentos paralelos como se fossem as retas verticais
x =ae x = b. Eis uma ideia que foge das tradicionais figuras que ja
sao apresentadas nos livros-textos.

Como adaptar? Uma estratégia ¢ vocé dobrar a figura ao meio,
em relacdo “ao eixo x”. Repetir tal procedimento quatro ou cinco
vezes — vai depender do tamanho do papel! O que observamos?
Notamos que, quanto mais dobras tivermos, mais pequenas figuras
sdo formamos, que estdo se aproximando cada vez mais do formato
de um retangulo.

E como calcular a area de um retangulo? Repetindo: esta ¢
uma ideia informal que inicialmente tem o objetivo de apresentar
nog¢des das somas de Riemann. Dessa forma, notamos que, se forem
realizadas n dobras, entdo a base, denotada por Ax (ja que estamos
dobrando em partes iguais — em relagdo a base) sera (b —a)/n, e f(x))
pode ser considerada a altura do i-ésimo retangulo formado!

Por fim, a area serd o somatoério de “i” variando de “1” até
“n” do produto de f(x,) por Ax. Nesse momento, podemos ilustrar
f(x) como x? ou x> + 10 ou 6x — x? etc. Todavia, demonstrar (para
preparar o caminho para o Teorema Fundamental do Célculo):

3

3
3

B
+

=
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