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Resumo

Estabelece desigualdades isoperimétricas e estimativas do tempo médio de
saida para subvariedades minimas de N x R, onde N é uma variedade Rie-
manniana completa com curvatura seccional nao-positiva. Prova desigualdades
isoperimétricas para subvariedades com segunda forma fundamental dominada
em espacos de Hadamard com curvatura seccional limitada.

Palavras chave: Variedades Riemannianas. Desigualdades isoperimétricas.

Tempo médio de saida.



Abstract

It establishes isoperimetric inequalities and exit mean time estimates for
minimal submanifolds of N x R, where N is a complete Riemannian manifold
with sectional curvature non-positive. It proves isoperimetric inequalities for
submanifolds with tamed second fundamental form in Hadamard spaces with
bounded sectional curvature.

Key words: Riemannian manifolds. Isoperimetric inequalities. Exit mean

time.
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Introducao

Ao longo dos tltimos anos foram obtidos vérios resultados [15, 16, 24, 25]
relacionados com as superficies minimas em espacos produto N x R, onde
N ¢é uma superficie completa. O estudo dessas superficies comecaram com
Rosemberg [30] e tem mostrado ser uma rica e interessante teoria, conduzindo
ao estudo de superficies com curvatura média constante em espacos produto
1, 3,7, 14, 17, 26, 27].

Nosso objetivo neste trabalho é demonstrar desigualdades isoperimétricas
para subvariedades minimas de N xR, onde N é uma n-variedade Riemanniana
completa com curvatura seccional Ky < k. Em [23] e [28], Markvorsen e Pal-
mer provaram desigualdades isoperimétricas para bolas geodésicas extrinsecas
de subvariedades minimas proéprias de variedades Riemannianas completas com
curvatura seccional limitada superiormente. Para ser preciso, seja ¢ : M — W
uma imersao prépria de uma variedade m-dimensional M em uma n-variedade
Riemanniana completa W, e seja By (R) uma bola geodésica em W centrada
em um ponto p = (q) com raio R < min{injy, (p), 7/2v/k}, onde 7/2y/k = o0
se £ < 0 e injy (p) é o raio de injetividade em p. A bola geodésica extrinseca
de raio R centrada em p, denotada por D(R), é definida como sendo a compo-
nente conexa suave de (M )N By (R) = {q € p(M); dist(p,q) < R} contendo
p. Observe que D(R) é um dominio compacto e conexo em (M ). Markvorsen

e Palmer provaram as seguintes desigualdades isoperimétricas.

Teorema 0.1 (Markvorsen e Palmer [23] e Palmer [28]) Suponha que
@ : M — W éuma imersao minima propria de uma variedade m-dimensional
M em uma n-variedade Riemanniana completa W com curvatura seccional

Kw <b, e seja D(R) uma bola geodésica extrinseca em W.

(i) Seb <0, entao



vol,,—1(0D(R)) _ vOly,—1(OBymp)(R))
W, (D(R) — volp(Buny(R)) (1)

(ii) Seb >0, entao

voln 1(OD(R)) Cy
vl (D) =" 5 @)

onde (Cy/Sp)(R) € a curvatura média constante da esfera geodésica O Bym ) (R)
de raio R na forma espacial N™(b) e as fungoes Sy e Cy sdo definidas em (2.2).
Ademais, quando b < 0, igualdade no item (i) implica que D(R) € um cone

minimo em W.

Considere uma imersao minima ¢ : M <— N X R de uma variedade
m~dimensional M no espaco produto N x R, onde N é uma variedade
Riemanniana completa com curvatura seccional Ky < b < 0. Seja K C (M)
um conjunto compacto conexo (todos os conjuntos compactos considerados
neste trabalho tém bordo suave por partes) e seja rx = raio(m (K)) o raio do
conjunto 7 (K), isto é, o raio da menor bola métrica de N contendo m; (K),
onde m : N xR — N é a projecao sobre o primeiro fator. Denote por px € N
o centro radial, isto é, o centro da menor bola métrica contendo 1 (K), e supo-
nha que rg < injy(pk). Neste trabalho provaremos as seguintes desigualdades

isoperimétricas obtidas por Bessa e Montenegro em [6].

Teorema 0.2 Considerando o ambiente descrito acima, temos

volm,l(aK) > Volm_g((‘)Bqu(b) (TK))
VOlm(K) - VOlmfl(BNm—l(b)(TK))

, (3)

onde N™~Y(b) € a forma espacial (m — 1)-dimensional de curvatura seccional

constante igual a b.



Capitulo 1
Preliminares

Seja M™ uma m-variedade Riemanniana suave com métrica (-, -) e conexao
de Levi-Civita V. Em todo o texto suave significa de classe C**°. Usaremos
F(M) para denotar o anel das fungoes reais suaves em M. T,M denotard
o espaco tangente a M no ponto p € M. Denotaremos por T'M o fibrado

tangente a M e por X'(M) o espago dos campos vetoriais suaves em M.

1.1 O Gradiente, a Divergéncia, o Laplaciano

e 0 Hessiano

Definicao 1.1 Seja f : M™ — R uma func¢dao suave. O gradiente de f é o

campo vetorial suave grad f, definido em M por

(grad f,X) = X(f), (1.1)

para todo X € X(M).

Decorre da defini¢ao que se f, g € F(M), entao:
(i) grad (f +g) = grad f +grad g.

(ii) grad (fg) = g(grad f) + f(grad g).

Observacao 1.1 Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao m e seja
p um ponto de M. Entao existe uma vizinhanca U C M de p e m campos
de vetores Fi, ..., E,, € X (M), ortonormais em cada ponto de U. Uma tal
familia {F, ..., E,,} de campos de vetores é chamada um referencial ortonor-

mal movel. Ademais, os campos E; podem ser tomados de tal forma que, em
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p, (Ve E;)(p) = 0,Vi,j = 1,...,m. Neste caso dizemos que o referencial é

geodésico em p.

Proposicao 1.1 Seja M wuma variedade Riemanniana m-dimensional e
f e F(M). Seja Ey,..., E, um referencial ortonormal em uma vizinhanga

aberta U C M. Entao, em U, temos
s § = 3 BB (12)
i=1

Ademais, o sequndo membro da igualdade acima independe do referencial es-

colhido.

Demonstracao: Para a primeira parte basta ver que sendo X =", a;E;
em U, temos

m

X(f)=> wEi(f)= <ZaiEiaZEj(f)Ej> = <X,ZEj(f)Ej>-

i=1

Por outro lado, se {E\, ..., E,} for outro referencial ortonormal em U, com
Ej =", a;;E; em U, entdo a matriz (a;;(p))mxm ¢ ortogonal em todo p € U,

e dai,

ZEj(f)Ej = Z (Z akjEk> (f) (Z alel>

j=1 \k=1 I=1

= > D ayayE(f)E
7=1 k,l=1

= > SuB(f)E = Ex(f)Ex
k=1 k=1

0

Proposicao 1.2 Seja f : M™ — R wma funcao suave. Dados p € M e
veT,M, sejary:(—e€) — M uma curva suave tal que v(0) =p e 7'(0) = v.
Entao

(erad f,0)y = & (F 0 1) (Do (1.3

Em particular, se p € um ponto de mdximo ou minimo local para f, entdo

grad f(p) = 0.

11



Demonstragao: Para a primeira parte basta observar que, sendo X uma

extensao local de 7/, temos

(grad £}y = (X()p) = 50 0Ol

Suponha agora que p é ponto de maximo local para f (o outro caso é andlogo).
Entao existe U C M vizinhanga aberta de p tal que f(p) > f(q) para
todo g € U. Sev € T,M ¢~ : (—€,¢) — U é como no enunciado, entao

fov:(—€¢€) — R tem um maximo local em 0, donde

(grad J,0)y = (f 07) (D)o = 0

Como a relacao acima é valida para todo v € T,,M, segue que grad f(p) = 0.

U

Corolario 1.1 Se f: M™ — R e ¢ : R — R sao funcgoes suaves, entao
grad (po f) =¢'(f)grad f. (1.4)

Demonstracao: Sep e M, v € T,M e y: (—€,€) — M é uma curva suave

tal que v(0) = p e 7/(0) = v, entdo segue da proposi¢ao anterior que

(grad (90 f),0) = (90 S 07)(D)lemo

= SO H N0
= @()arad £y

U

Proposicao 1.3 Se f : M™ — R ¢ uma fungda suave e U C M € uma

vizinhanca coordenada, com campos coordenados axl’ e %im, entao o gradiente
de f € dado em U por
- af o
kl
grad f = Z EREE (1.5)
k=1
Em particular,
—~ wOf of
ngad fH2 Z klaxk 8:5'[. (16>
k=1

12



Demonstracao: Se grad f =) ;" aka%k, entao
af 0 B 8 B
2= (s 1.50) = (S ) =3 () = S
de modo que

af m m

g == E Z a;g* gy = Zaiékﬁ = a.
7=1 j=1

Para o que falta, temos

s il ij YJ _ kl i I
||grad f|| = <Z {L’l 8:)&’“’ Z gjaxj 0$Z> - Z 9 gjgkzaxl Oxi

k=1 ij=1 ikl

_ Z 2 af of Z k:laf 8f
N ]818] Ozl Ok

O

Definigao 1.2 Seja X um campo vetorial suave em M. A divergéncia de X

€ a funcao suave div X : M — R, dada para p € M por
(div X)(p) = tr{v— (V,.X) (p)}, (L.7)

onde v € T,M e tr denota o tragco do operador linear entre chaves.

Decorre da definigao que se X,Y € X(M) e f € F(M), entao
(i) div (X +Y) =div X +div Y.
(i) div (fX) = fdiv X + (grad f, X).
Proposicao 1.4 Seja X um campo vetorial suave em M™ e {Ey, ..., E,} um

referencial ortonormal em uma vizinhanga aberta U C M. Se X = 221 a; F;

em U, entao
div X =) " [Ei(a;) — (Vi Ei, X)) . (1.8)
i=1

Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entdo temos em p que

m

div X(p) = Y _ Ei(a;)(p). (1.9)

=1

13



Demonstracgao: Pela definigao de divergéncia de um campo vetorial, temos

m

div X = Z(inXyEi>
- Z[Ei<X, Ei) — (X, Vg, Ei)]

A segunda parte segue-se imediatamente da defini¢ao de referencial geodésico.

O

Lema 1.1 Seja X wum campo vetorial em M™ e U C M wuma vizinhanga
coordenada com campos coordenados %, oy 2= Se X for dado em U por

» Ox™m

X=>" ai%, entdo a divergéncia de X ¢ dada em U por

div X = Z{aa’ a,rﬂ} (1.10)

i,j=1

onde 0s Ffj sao os simbolos de Christoffel da métrica de M em U.

Demonstracao: Note primeiro que

- 0 ™ [da;, O 0
VaX = Vg (Za—> =3 | Ga g Vo

Portanto, como o trago de um operador linear é o traco da matriz que o

representa em qualquer base, segue que

= 0 da;
div X = <v X, Z>: { ——+a rl}
1v Zzl 3 81‘ P a
" [ da; " | da;
:i;{axz+zjz} 2:: ' ta ZF]

14



Proposicao 1.5 Seja X um campo vetorial suave em M™ e U C M uma

wizinhanga coordenada com campos coordenados %, e 8%”. Se X for dado

em U por X =3"", ai%, entao a divergencia de X € dada em U por

m

. 1 0
div X = NG z; o (a:VG), (1.11)

onde G = det(g,;).

Demonstragao: Temos que

: 1<~ (g agk dg’"
ro— - 2y 2
B 2 kz:; ( ox’ ) oxk Jij
1< aggk k] A, ki agz‘j kj
= 32 (G e~ gt
o 1 . jk k] agZ] ik agzg kj
N 22( + Ak
k=1
1 S 99 ki
o 22 ang
k=1
Afirmamos agora que
8x1g G ozt

Para provar a relagao acima, seja (¢*); a matriz obtida de (g;;) derivando as

entradas de sua k-ésima coluna na direcao de %, ie.,

0,
gii - % o Gin
0,
k 921 - % T Gon
(9%)i =
0
_gnl % gnn_

Desde que G = det(g;;) ¢ uma funcao linear de cada uma de suas colunas,
tem-se

10G

Gor det(g;;) " det((g");) = det(g™"(g")i)-

Segue agora de ser ¢~ tg = Id que

15



1 0 Al 0 0
0 1 Ap_op 0 0
g_l(gk)z - 0 0 Akk 0 0 s
0 0 Apery 1 0
0 -~ 0 Ay 0o ... 1
onde Ay, = glj%. Portanto,
1 0G _ ik
- . det Lgk i) — A — ki —].
g = de (97 (9")i) =Am =g Dt

como queriamos provar. Segue entao dai e do lema anterior que

. T (9ai j . " Gai a; 8G
div X = Z {8:61' +a¢Fij1 = |:8£L’i + 2G8xi]

O

Definicao 1.3 Seja f: M™ — R uma funcao suave. O Laplaciano de f € a
funcao suave Af : M — R dada por

Af = div grad f. (1.12)

Usando as propriedades do gradiente e da divergéncia, temos, para quais-

quer f,g € F(M), que
(i) A(f+9)=Af+Ag.

(i) A(fg) = fAg+ gAf +2(grad f,grad g).

Proposicao 1.6 Sejam f : M™ — R uma fun¢io suave e {Ey, ..., Ey,} um
referencial ortonormal em uma vizinhanga aberta U C M. Entdo o Laplaciano

de f € dado em U por

m

Af = E(E(f) = (VeE) f]. (1.13)

i=1

16



Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao temos em p que

m

A=Y E(E). (114)

i=1
Demonstracao: Note primeiro que grad f = > " E;(f)E; em U. Usando

a definigdo de Laplaciano e (1.8), temos

m m

Af = [Ei(Bi(f) = (VeEigrad )] =Y [E(Ei(f) = (Vi) f].

i=1 i=1

O resto é imediato.

Proposicao 1.7 Se f: M™ — R e ¢ : R — R sao funcoes suaves, entao
Alpo f) = ¢"(f)llgrad fI* + &' (f)AS. (1.15)

Demonstracao: Usando a definicao de Laplaciano, as propriedades da di-

vergéncia e o Corolario 1.1, temos que

A(po f) = div (grad (o f)) =div (¢'(f)grad f)
= (grad ¢'(f),grad f) + ¢'(f)div (grad f)
= (¢"(f)grad f,grad f) + ¢'(f)Af,

como desejado.

O

Proposicao 1.8 Se f: M™ — R € uma funcao suave e U C M é uma vizi-
0

w3 » €ntao o Laplaciano

nhang¢a coordenada com campos coordenados %,

de f € dado em U por

1 &~ 0 [, =0f
E N/
G ~— 0zt (g G@xj) (1.16)
onde G = det(g,;).

ij Of

5.7 Segue-se

Demonstragao: Seja grad f = >, a;5%, com a; = > g

de (1.11) que

1 K0 L K0y =m0
Af= G; 8xi(ai\/5) Ve Z oz’ (g \/a&nj)'

al



Definicao 1.4 Seja f : M™ — R uma fun¢ao suave. O Hessiano de f em
p € M € o operador linear Hess f : T,M — T, M, definido por

(Hess f)v = V,grad f, veT,M. (1.17)

Podemos considerar Hess f como um tensor de ordem 2 em M tal que para

cada par de campos X,Y € X (M), tem-se
Hess f(X,Y) = ((Hess f)X,Y) = (Vxgrad f,Y). (1.18)

Proposicao 1.9 Se f : M™ — R € uma funcdao suave e p € M, entdo
Hess f : T,M — T,M ¢ um operador linear auto-adjunto.

Demonstracao: De fato, se v,w € T,M e V e W denotam, respectivamente,

extensoes de v e w a campos definidos em uma vizinhanca de p em M, entao

((Hess [)p(v),w) = (
(V{grad f,W))(p) — (grad f, VyW),

= (VIW)(p) = (grad [, VwV + [V, W]),
WV ) () + (VW) (p) - (grad f,VwV + [V, W])
( (

p

= (W(VF)p) — (grad f,VwV), = ((Hess f),(w),v).
0
Proposigio 1.10 Se f : M™ — R ¢ uma fungio suave, entdo
Af = tr{Hess f}. (1.19)

Demonstracao: Seja p € M e seja U C M uma vizinhanca de p onde esteja

definido um referencial movel Ey, ..., E,,. Entao

m

tr{Hess f}, = Z((Hess )y zm: (Vpgrad f, i),
=1

i=1

= div (grad f)(p) = Af(p).

O

Proposicao 1.11 Se f : M™ — R é uma funcao suave e U C M € uma

0

vizinhanga coordenada com campos coordenados 5, .. entao temos em

© Y™

U que

i - k 22
Af=>yg (axzaxﬂ 3 T a:w) . (1.20)

i,7=1

18



Demonstragao: Se Hess f(:%) = Y/, ayz2r, entdo Af = Y ay e

Dt (Hess f(:%), 5% ) = > ig1—1 @igij, de modo que

Z <Hess f (08%) ,%> ¢ = Z alz‘gljgji = Z a0 = Z%‘-

ij=1 igl=1 il=1 i=1

Por outro lado,

i 0 0 = 0
Z <Hess f (89&’) ,%> = Z <V£¢grad f,@>

i,7=1

m

0 0 0
- 2o <gmd fa7> > <gmd fva7>

,j=1

o [of\ & B

de maneira que

Af = Zaii:Z<HeSSf(%)a%>gﬁ
f

1.2 A segunda forma fundamental

Seja (N, g) uma n-variedade Riemanniana e seja ¢ : M < N uma m-subvarie-
dade de N. Considere a métrica induzida h = ¢*g em M. Para p € M identi-
ficamos T, M com o subespaco dy,(T,M) de T,N e tomamos seu complemento
ortogonal T,M~*. Entao obtemos a decomposigao T,N = T,M & T,M~*. Para

T e ut a T,M-componente e a T,M*-componente

u € T,N denotamos por u
de u, respectivamente. Seja V¥ a conexao de Levi-Civita de (N, g). Entao,
para X,Y € X (M), lembremos que (VYY)(p), p € M, é determinado por
valores de Y em uma curva em M tangente a X, e decompomos ela em duas

componentes como um vetor de T,N = T,M & T,M~*.

Podemos checar que p — (VYY) T(p) satisfaz todas as condigoes da co-

nexao de Levi-Civita VM de (M, h). A saber, obtemos

VY = (VEY)T. (1.21)
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Agora, pomos a(X,Y) := (VXY)L, que é um campo de tensores simétrico
de ordem 2 em M tomando valores em T'M+. De fato, podemos checar por

célculos diretos que v é F(M)-linear com respeito a X, Y. Note que
a(X,Y) —aY,X) = (VY - V¥X)r = [X,Y]* =0. (1.22)

Definicao 1.5 O campo de tensores simétrico a obtido acima € chamado a

segunda forma fundamental de M.
Para £ € T,M*(p € M), seja A¢ : T,M — T,M o operador definido por

(Aez,y) == — (a(z,9),§) - (1.23)

Entao A¢ ¢ um operador linear simétrico denominado o operador forma. Os
autovalores de A¢ sao chamados as curvaturas principais de M na diregao

normal &.

Observacao 1.2 O operador forma A, pode ser dado no seguinte caminho:
Extendendo £ a um campo vetorial normal suave em uma vizinhanca de p
em M, tomamos a decomposigao ortogonal V¢ = (VT + (VNE)L para

x € T,M. Entao temos
Acx = (VYO (1.24)
De fato, para qualquer y € T, M, obtemos

<A§£E,y> - - <Oé(.’E,y),€> - = <v]zVY>€> = <y7v§c\[5> = <<vé\7€)T’y>’

onde X, Y sao campos vetoriais com X, = z, Y}, = y, respectivamente.

Definicao 1.6 Uma subvariedade M de (N,g) € dita totalmente geodésica
em um ponto p € M quando a sequnda forma fundamental o de M € nula
em p. M é chamada uma subvariedade totalmente geodésica quando ela é

totalmente geodésica em todos os seus pontos.

Observagao 1.3 Se M é uma subvariedade de (NN, g) totalmente geodésica,
entao toda geodésica v de M com a direcao inicial v € T,M ¢é também uma
geodésica de N, pois VVv/(t) = VM+/(t) = 0. A saber, se M é totalmente
geodésica, entao qualquer geodésica v de N com a direcao inicial u € T M esta
contida em M. Inversamente, uma subvariedade M com esta propriedade é

totalmente geodésica, pois a(u, u) = (VY+/)+ = 0 vale para qualquer u € T'M.
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Definicao 1.7 O vetor curvatura média H de M em p € M é definido por

m

> alp)(e ), (1.25)

=1

- 1 1
H=—t = —

m ra} m
onde {e;}, é uma base ortonormal de T,M . Uma subvariedade M com H=0

é chamada uma subvariedade minima de N.

1.3 Medida Riemanniana

Seja (M, g) uma m-variedade Riemanniana. Seja Cy(M) o espago vetorial das

funcoes reais continuas em M com suporte compacto, e defina a norma de

f € Co(M) por ||f| = sup{|f(p);p € M}.

Definigao 1.8 Uma aplicagdo linear i : Co(M) — R € chamada uma medida
de Radon em M quando para qualquer subconjunto compacto K C M existir

um numero positivo ax tal que

[(HI < akllfll, feCo(M), supp fC K. (1.26)

Uma medida de Radon p é dita ser positiva se u(f) > 0 sempre que f(p) >0
para todo p € M.

Seja A := {(Ua, Pa; T,) taca um atlas em M e considere uma partigao da
unidade {p,} subordinada a {U,}.  Definimos uma aplicagdo linear

vy : Co(M) — R por
) =3 [ u £ VG g
a YPalla

()

onde G(® denota o determinante da matriz (9;;) das componentes de g com

respeito as coordenadas locais (27,). Também denotamos v,(f) por [y, f dv,.

Observagao 1.4 As integrais do lado direito sao integrais (de Lebesgue) de
funcoes continuas com suporte compacto definidas em subconjuntos abertos

va(Uy) CR™, e a soma é de fato uma soma finita pois supp f é compacto.

Proposicao 1.12 A aplicagcao v, definida acima independe da escolha do atlas

e da particao da unidade. Ademais, vy € uma medida de Radon em M.
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Demonstracao: Secja B = {(V3, 13, 1})}sep outro atlas e {75} uma partigao
da unidade subordinada a {V3}. Note que G(® e G?) satisfazem a seguinte

férmula de transformacao:

GO (p) = [ det d(pa 05" ) (1s(p)|\/ G (p), peUsNVp.

Assim, temos

Z/WV (t5- f - VGD)ou;t da} - - dafy

(75 pa- - VGO) oyt duly- - dal

VgﬂUoz

/ (73 po £ - VG@) 0 det dlpq 0 ;" do -+ da)

VgﬂUa

(7 - VGD) 0 51 da - e

ﬂ @ UaﬂVB)

=Z/ (o £ VG@) 0 g - da
« a(Ua)

«

Agora vemos facilmente que v, satisfaz (1.26) e da uma medida de Radon

positiva em M.

O

Observagao 1.5 Mais geralmente, suponha que para qualquer carta (U, )
de uma variedade suave M, uma fungao continua py definida em U é dada de

modo que {py} satisfaz a seguinte transformacao de coordenadas das cartas

(U, ), (V,1):
pv(p) = |detd(p o™ ") (W) |pw(p), pelUNV. (1.27)

Entao chamamos {uy} uma densidade em M. Uma densidade em M define

uma medida de Radon em M da mesma maneira como acima.

Observacao 1.6 Lembremos que para uma variedade orientada M podemos
considerar a integral [ yw de uma m-forma diferencial w. De uma métrica
Riemanniana g em M podemos definir uma m-forma diferencial dM, que é cha-
mada o elemento de volume, como segue: para uma base ortonormal positiva-
mente orientada {e;}", definimos dM /ey, ..., e,,) = 1. Entao, para uma carta
positivamente orientada (U, @a, ) temos dM = VG@dzl A--- A da™. Por-
tanto, para uma variedade Riemanniana orientada (M, g) podemos também

escrever vy(f) = [,, f dM para f € Co(M).
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Para uma funcao h > 0 semicontinua inferiormente (isto é, se p, — p,

entao liminf h(p,) > h(p)), definimos

vy (h) :==sup{y,(f); f € Co(M) satisfaz f < h},

g

e para qualquer fungao f > 0, definimos

vy (f) :==inf{v;(h);h > f é semicontinua inferiormente}.

Definicao 1.9 Uma funcao f: M — R ¢é dita integravel quando existe uma

sequéncia { fn} C Co(M) tal que vy(|f — fal) — 0.

Observagao 1.7 Se f ¢é integravel, entao {v,(f,)} é uma sequéncia conver-
gente, e seu limite ndo depende da escolha de {f,}. Denotamos esse limite
por [ v J dvg, o qual chamaremos a integral de f. Em particular, f € Co(M)

é integravel e sua integral coincide com v,(f).

Definicao 1.10 Um subconjunto A C M ¢€ dito integravel se sua funcao ca-

racteristica x 4, definida em M por

1 sepe A,

xa(p) =
0 sep¢ A,

é intagravel. Chamamos [, xa dv, a medida (ou o volume m-dimensional) de

A. As vezes, [ a Xa dvy seré denotado também por vol A ou vol, A.

Definicao 1.11 Um subconjunto A C M € dito mensuravel se K N A € um

congunto integrdvel para qualquer conjunto compacto K de M.

Observagao 1.8 Qualquer subconjunto compacto A C M é integravel, com
vol,,A < 400. Ademais, a familia de todos os subconjuntos mensuraveis
de M é uma o-édlgebra, i.e., é fechada com relacao a operagao de tomar o

complementar e a de tomar unides (intersegoes) enumeraveis.

Definicao 1.12 Uma funcao f: M — R € chamada uma fungao mensuravel
se a imagem inversa de qualquer subconjunto aberto de R é um subconjunto

mensuravel de M.
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Observagao 1.9 Tomando um atlas {(U;, ¢;)}22, de M consistindo de enu-
meraveis cartas com fechos compactos U;. Podemos escolher subconjuntos
abertos W; com W; C U; de modo que {W;} forma uma cobertura aberta de
M. Entao um subconjunto A C M ¢é mensuravel com respeito a medida Rie-
manniana v, se, e somente se, todos AN W, sao mensurdveis. Agora ANW; é
mensuravel se, e somente se, (A N W;) é mensuravel com respeito a medida
de Lebesgue do R™. Portanto, a propriedade que A C M é mensuravel nao
depende da escolha da métrica Riemanniana. Por exemplo, subvariedades de
dimensao n (n < m) tém medida 0, e para uma aplicagao suave & : N — M
o conjunto {p = ®(q) € M;posto(dp(q)) < m} dos valores criticos de ® tem
medida 0, pelo Teorema de Sard(ver [12]).

Sejam ® : M — (N, h) um difeomorfismo e considere a medida de Radon

vy, em IN.

Definicao 1.13 O pull-back de v, € a medida de Radon ®*v, em M, dada

por
(I)*l/h(f) = l/h(f o CI)_I), f S Oo(M)

A seguinte proposicao mostra que o pull-back é, de fato, uma medida de

Radon em M.

Proposicao 1.13 Seja ® : M — (N, h) um difeomorfismo. Entao o pull-back
d*yy, de vy, satisfaz

O v, = Vg,

onde ®*h denota a métrica em M induzida pela métrica h de N. A saber,

temos a sequinte formula de mudanca de varidveis:
/ f dve-r, :/ fod ! duy,. (1.28)
M N

Demonstragao: Sejam (U, ), (V, 1) cartas de M, N, respectivamente. De-
notemos por Gy, Hy os determinantes das matrizes obtidas das componentes

de g = ®*h e h, respectivamente. Entao

VGy =|det D(tho® o ') o] /Hyod.

Aplicando a férmula de mudanga de variavel usual obtemos o resultado.
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Observacao 1.10 Para uma subvariedade N de uma m-variedade Rieman-
niana M, o volume m-dimensional de N é igual a 0 se n := dim N < dim M,
como visto na Observacao 1.9. Neste caso é natural considerar o volume
n-dimensional vol, N de N, que é definido como a medida ( isto é, o volume
n-dimensional) de N com respeito & medida Riemanniana vg-, da métrica
Riemanniana induzida via o mergulho ® : N — M. Note que vol, N é finito
se N é compacta. Geralmente, para uma aplicacao suave ® : N — M de uma
variedade N em uma variedade Riemanniana (M, g) pomos h := $*g, e para
cada carta (U, p,z") de N pomos hy = \/det h(9;,0;). Entao {hy} dé uma

densidade v, em N, e definimos o volume vol ® como f ~ Avp.

Agora vamos enunciar uma importante férmula integral, que é conhecida
como o Teorema da Divergéncia ou o Teorema de Green. Primeiro relembra-
mos a nogao de variedade com bordo. Seja RT := {(z',...,2™);2™ > 0} o
semi-espaco superior de R™. Entao o bordo de R é dado pelo hiperplano

R™=! definido por 2™ = 0.

Definicao 1.14 Uma fungio real f : Uy — R (resp., uma aplicagcao
¢ : Uy — R"), onde Uy € um conjunto aberto em R?, é dita suave se f
(resp., ©) € a restricio de uma fung¢ao suave (resp.,uma aplica¢ao suave) de

um conjunto aberto U C R™ contendo Uy a R (resp., a R™).

Definicao 1.15 Um espaco topoldgico de Hausdorff (conexo) de base enu-
merdvel M ¢é chamado uma variedade m-dimensional com bordo se M admaite

um atlas {(Uy, o) taca que salisfaz as sequintes propriedades:

(1) {Us} € uma cobertura aberta de M.
(ii) @a : Uy — RT € um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto de R}

(iii) Se U, NUg # 0, entio a mudanga de coordenadas

p50 ¢t pa(UaNUs) — ¢5(Ua N Up)
€ de classe C'°.
Observacao 1.11 Como para p € M a propriedade que @,(p) € int RT

(resp., R™™!) nao depende da escolha de ¢,, chamamos p um ponto interior

(resp., ponto do bordo) de M. Entao o conjunto M° dos pontos interiores é
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uma variedade m-dimensional normal e o bordo M de M, que consiste dos
pontos do bordo, é uma variedade (m — 1)-dimensional a menos que M = ().
Se M é compacta (resp., orientével), entao assim é dM. Contudo, M nao
necessariamente é conexo mesmo quando M é conexa. Ademais, M carrega

a métrica Riemanniana induzida como uma subvariedade.

Definicao 1.16 M € chamada uma variedade Riemanniana suave m-dimen-

sional compacta com bordo se as sequintes condicoes sao satisfeitas:
(1) M € uma variedade suave m-dimensional com bordo.

(2) M € um subconjunto compacto de uma variedade Riemanniana m-dimen-

sional N .

Teorema 1.1 (Teorema da Divergéncia, Teorema de Green) (1) Seja
X um campo vetorial Ct com suporte compacto em uma variedade Riemanni-

ana M. Entao

/ div X dy, = 0.
M

(2) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo, e denote
por dA o elemento de volume Riemanniano em OM com respeito a métrica
induzida. Seja v o campo vetorial normal unitdrio exterior a M ao longo de
OM (isto significa que exp™(—tv) pertence a M° para t > 0 suficientemente

pequeno). Entao, para um campo vetorial X de classe C' em M, temos

/ div X dl/g:/ (X,v) dA.
M oM

Para uma demonstragao, ver Sakai [32].

1.4 O Teorema de Comparacao do Hessiano

Nesta secao estimamos valores para o Hessiano da funcao distancia a um ponto
em uma variedade Riemanniana cuja curvatura seccional é limitada inferior e

superiormente. Antes vamos enunciar alguns resultados que nos serao tlteis.

Definicao 1.17 Seja M uma variedade Riemanniana completa coneza e seja

p um ponto de M. Se t(u) := sup{t > 0;7v.|0y € minima} < 400, onde
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Yu © [0, 400) = M € a geodésica partindo de p com a diregao inicial w € T,M,
|ul = 1, entao o conjunto C, := exp, C, é chamado o cut locus de p, onde

C, = {t(w)u;u € TyM, |Ju| = 1,t(u) < +00}.

Lema 1.2 Seja W wuma variedade Riemanniana e denote por pw a func¢do
distancia em W a um ponto p € W. Sejam q € W\ {C, U {p}} eu e T,W.
Seja v : [0, pw(q)] — W uma geodésica normal minima ligando p a q. Seja
X(t) um campo de Jacobi ao longo de ~y satisfazendo a condi¢io X (pw(q)) = u,
X(0) =0, e seja X*(t) := X(t) — (X(t),y(£))Y(t) o campo de Jacobi que € a

componente vertical de X (t) com respeito a 7. Entao
Hess pw (q)(u,u) = (VX (pw (), X (pw(q))). (1.29)
Para uma demostracao, ver Sakai [32].

Observacao 1.12 Lembramos que para campos de Jacobi X, Y ao longo de
v que se anulam em ¢ = 0, temos (VX(t),Y (t)) = (X(t), VY (¢)). Portanto,
quando u,v € T,W, denotando por X,Y os campos de Jacobi ao longo de «
com X(0) =Y (0) =0, X(pw(q)) = u,Y (pw(q)) = v, obtemos

Hess pw (q)(u,u) = (VX (pw (), Y= (pw(9)))- (1.30)

Teorema 1.2 Seja W uma variedade Riemanniana completa com curvatura
seccional Ky .

(1) Suponha que Ky < b. Seja v uma geodésica normal partindo de p € W
com a diregdo inicial u € T,W, ||u|| =1, e Y um campo de Jacobi ao longo
de v e perpendicular a . Ponha y,(t) := ||[Y(1)||Cy(t) + [|Y|I'(0)Ss(t). Seja to

o menor valor positivo de t tal que yy(t) = 0. Entdo, para 0 <t < to, temos

(Y (1), VY (£))u(t) = (V(0), Y ()wp(1), V(D) = yelt). (1.31)

(2) Suponha que Ky > c. Sejam vy uma geodésica normal partindo de p € W
com a dire¢ao inicial u € T,W, ||u|| = 1, e Y um campo de Jacobi ao longo de ~y
e perpendicular a . Suponha que Y (0) e VY (0) sao linearmente dependentes.
Denote por ty o primeiro valor conjugado to(p) a p ao longo de v se Y (0) = 0.
Se Y(0) # 0, ty denota o primeiro valor focal to(N) ao longo de v de uma

hipersuperficie N em p tal que u € um vetor unitdrio normal a N em p e
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seu operador forma A, é dado por A, = (||[Y]|'(0)/[|Y]|(0))id. Entao, para
0<t<tyeult) = VOO + [YIO)S.0), temos

(Y (@), Y(1)ye(t) 2 (Y (1), VY (£))ye(t), 1Y (O < we(?). (1.32)

Para uma demonstragao, ver Sakai [32].

Agora aplicaremos o teorema acima para estimar o Hessiano Hess py, da
funcao distancia py em W a um ponto p € W em termos dos limites superior

e inferior da curvatura seccional.

Teorema 1.3 (Teorema de Comparagao do Hessiano) Seja W uma va-
riedade Riemanniana completa cuja curvatura seccional satisfaz ¢ < Ky < b.
Suponha que 0 < r < min{injy, (p), 7/2v/b}. Entdo para q € B,(p) eu € T,W,
com u L grad pw(q), obtemos

Ce

E(/}w((})) ull® = Hess pw (q)(u, u) > %(PW(Q)) Al (1.33)

Demonstracao: Dados u,v € T,IW, existem campos de Jacobi X, Y ao longo
de uma tnica geodésica normal 7 : [0,{] — W (I = pw(q)) ligando p a ¢ tal
que X(0) =0,Y(0) = 0,X(l) = u,Y(l) = v. Agora pondo u = grad pw(q)
e usando (1.30), obtemos que Hess pw (¢)(u,v) = 0 para qualquer v € T,IV;
a saber, grad pw(q) pertence ao espago nulo de Hess py(q). Agora, se
u L grad pw(q), entdo o campo de Jacobi acima X é perpendicular a 7 e,

usando (1.29), obtemos

Hess pw (¢)(X, X) = (VX(1), X(1)) -

Aplicamos agora o Teorema 1.2. Neste caso temos y,(t) = || X]|'(0)Sy(¢),
ye(t) = | X|"(0)S.(t), e assim
Ce

) Cy ’
S0 Il 2 (VX0 X0) 2 GO -

Note que o lado esquerdo é positivo se | < 7r/2\/5 eu #0.

1.5 Formulas basicas

Seja ¢ : M — W uma imersao isométrica, onde M e W sao variedades

Riemannianas. Considere uma funcao suave g : W — R e a composicao
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f=gop: M — R. Identificando X com dy,(X), temos em ¢ € M e para
todo X € T;M que

(grad f, X) = X(f) = X(go¢) = X(g9) = (grad g, X). (1.34)
Entao escrevemos
grad g = grad f + (grad g)*, (1.35)

onde (grad g)* é perpendicular a T,M. Sejam VM e V'V as conexdes Rieman-
nianas de M e W, respectivamente, e sejam a(q)(X,Y) e Hess f(¢)(X,Y),
respectivamente, a segunda forma fundamental da imersao ¢ e o Hessiano de
femgqge M, com X,Y € T,M. Entao, temos em ¢ € M e para quaisquer
X, Y € T,M que

Hessy f(q)(X,Y) = (V¥ grad f,Y>q
< VY (grad g — (grad g)*)) " ,Y>
e(q)

_ w Yy _ w Ny
< V grad g 7 >w(¢1) <(VX (grad g) ) ’ ><P(‘1)
< VXgrad g ,Y>(p(q)
= X(grad ¢,Y) () — <grad qg, (V‘)/CVY)T>

e(q)
= X(grad g,Y )y — <grad g, VYY — (V)VgY)L>

L
= X(grad g,Y),( — {(grad g, V)V}/Y>@(q) + <grad g, (VE(VY) >

v(q)

©(q)

_ w Wy )L

= (V¥grad g, Y>¢(q) + <grad g9, (VYY) >w(q)

= Hessy g(0(9))(X,Y) + (grad g, a(X,Y)) o (g)- (1.36)

Tomando o trago em (1.36), com respeito a uma base ortonormal {ey, ..., e, }

de T, M, temos que

Af(q) = ZHessf (€i,€;)

m

= Z Hess g(i2(q))(ei, ) + (grad ¢, > aes,er)),  (1.37)

i=1

onde o vetor curvatura média H = 1/m Y7, a(e;,e;). As formulas (1.36) e

(1.37) sao bem conhecidas na literatura (ver [18]).
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Capitulo 2

Segunda Forma Fundamental

Dominada em Variedades de

Hadamard

Lembremos que uma variedade de Hadamard é uma variedade Riemanniana
simplesmente conexa completa de curvatura seccional nao-positiva. Um tipo
especial de subvariedades de Hadamard sao as subvariedades completas com
segunda forma fundamental dominada (Cf. Definigao 2.1). Tais subvariedades
sao préprias e tém topologia finita (ver [4, 10]), onde topologia finita significa

que a variedade é C*°-difeomorfa a uma variedade suave com bordo.

2.1 Subvariedades com segunda forma funda-

mental dominada

Seja ¢ : M — N uma imersao isométrica de uma m-variedade Riemanni-
ana completa M em uma n-variedade de Hadamard N com curvatura seccio-
nal limitada superiormente: Ky < b < 0. Fixe um ponto xqg € M e seja
pu(x) = disty(zo,z) a fungdo distancia a zo em M. Seja {C;}2, uma

sequéncia de exaustao de M por conjuntos compactos com oy € (4, e de-

fina uma sequéncia nao-decrescente a; > as > - - - > 0 por
Sy(par()) }
a; =supy ———= - [la(x)||; xe M\ C; ¢, 2.1
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onde
ﬁsenh(\/—_bt) se b <0,
Sp(t) =< ¢ se b=0, (2.2)
\/%;sen(\/l_)t) seb>0et<n/2Vb,

Cy(t) = Si(t) e ||a(z)]| é a norma da segunda forma fundamental em ¢(x).

Observe que o limite

a(M) = lim a; € [0, 0] (2.3)

1—00

nao depende da sequéncia de exaustao {C;}°; nem do ponto bdsico z.

Definicao 2.1 Uma imersao ¢ : M — N de uma m-variedade Riemanniana
completa M em wma n-variedade de Hadamard N com curvatura seccional

Ky < b <0 tem segunda forma fundamental dominada se a(M) < 1.

Seja ¢ : M — N uma m-subvariedade completa com segunda forma fun-
damental dominada imersa em uma n-variedade de Hadamard com curvatura

seccional Ky < b < 0. Dado ¢ € (a(M), 1), existe um ry > 0 tal que

la(@) < - g-(ox((x))) (2.4)

para todo x € M\ By (rg), onde py é a fungao distancia intrinseca em N a um
ponto p = ¢(q). Pelo Teorema de Sard (ver [12]), ry pode ser escolhido de modo
que I' = (M) NOBy(ro) # 0 é uma subvariedade de N, com dimT' = m — 1.
Para cada y € I', denotemos por T,I' C T,¢(M) os espacos tangentes a I'
e p(M), respectivamente, em y. Pondo A = ¢ !(T'), como dimT' = m — 1
e dimg(M) = m, podemos definir um campo de vetores suave v em uma
vizinhanga aberta V' de A, de modo que para todo z € A com y = ¢(x), temos

que
Typ(M) = T,I ® [[dp. - v(2)]], (2.5)

com (dp, - v(z),grad py) > 0. Aqui, [[dg, - v(z)]] denota o espago veto-
rial gerado por dp, - v(x). Por simplicidade de notagao, vamos identificar
dy, - v(x) = v(y). Definimos a fungao ¢ (z) := (v(y), grad py(y)), para x € A.
Como A é compacto e ¥(z) > 0, existe um minimo positivo 1. Consideremos

o seguinte problema de Cauchy em M:

Glt,e) = Lule(ta)),

2.6
£0,2) = =x. (26)

31



Foi mostrado em [10] que ¢ satisfaz a seguinte equacao diferencial ao longo

das curvas integrais t — £(t, x):

—(v/1—=9?); = /1 —¢2Hessy pn(w,w) + (v, a(v,v)), (2.7)

onde v* é um campo vetorial unitario normal a v, e w é um vetor unitario nor-
mal a T'M e a grad py. Como uma consequéncia do Teorema de Comparagao

do Hessiano, obtemos a seguinte desigualdade:

(T3, > I w2%<pN<§<t, ) + (v, v, ). (2.8)

Ainda em [10], foi mostrado que py(&(t,z)) = t + ry, donde podemos escrever

Sp(pn(E(t,2))) = Sp(t + o). Assim, a desigualdade (2.8) é equivalente a
[Sb(t 4 o)1 — z/ﬂL < —Sy(t+10) (", alw, ). (2.9)
Integrando (2.9) de 0 a t, obtemos

Sp(t +1o) /1 = P2(t) — Sp(ro) /1 — 1*(ro)
= /0 [Sp(s +10)\/1 — 2(s)]sds < —/0 Sp(s + 1) (V" a(v,v))ds

donde segue-se que

2 _S() e
1—92(1) < AR 4?(0)
1 t )
_m/o Sb(8+7"0)<1/ ,og(y’ y))ds (2.10)

Contudo,

—(v"a(v,v))(E(s, @) < [la(€(s, 2)]| < ¢ (Co/S)(s + o).

Assim,
1—2(t) < % 1 —4?%(0)
b [ S+ (-l aln)ds
< % —57(0)
+m/ot5b(s+ro)-c-g§((j—i:;))ds
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Sb(TO)

- St 1 —42(0)
+m (C . Sb(t + 7“0) — C- S(To))
Sb(ro)

- m( 1—¢2(O)—c>+c

< SO (TE Jeect

onde 1y = infy ¢ > 0. Assim, para todo x € A, temos que a funcao v satisfaz
a desigualdade (2.11) ao longo da curva integral £(¢, z) (que esta definida para
todo t).

Lema 2.1 Seja f =pyop: M — R. Ponha

B(b,c,ro)—syf% {\/1—1%—01 +c< 1. (2.12)

Entio |grad f(x)|| > /1 — B%(b,c,19), para z € M \ ¢~ (Bn(ro)).

Demonstracao: Por (2.11), temos que

VI=0 < o ((1m -] e

- Sb(t + ?"0)
donde

Y(t) > /1 — B2(b,c, o) > 0.

Logo,

inf )¢ > \/1— B2(b,c,ro) > 0.

M\¢=1(Bn(ro)
Também, grad f = (grad py,v)v =1 - v. Portanto,
llgrad f(z)| > \/1 — B2(b, ¢, 1), para todo x € M \ o~ (By(ro)).

2.2 Bolas geodésicas extrinsecas

Nesta secao provaremos um teorema que fornece limites superiores para
quocientes isoperimétricos de bolas geodésicas extrinsecas em variedades de

Hadamard (ver [6]).
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Teorema 2.1 Seja ¢ : M — N wma imersao de uma m-variedade Rie-
manniana completa M com sequnda forma fundamental dominada em uma
variedade de Hadamard n-dimensional N com curvatura seccional limitada
by < Ky < by <0. Para um dado ¢ tal que a(M) < ¢ < 1, existem constan-
tes positivas ro = ro(by,¢) e B = B(by,¢) < 1 tais que, para bolas geodésicas

extrinsecas D(R) com raio R > ry, temos

voly 1(0D(R)) _ 14 v/=by-m - R-coth(v'=b; - R) +
voln(D(R)) — R-V/1-B? ’

onde A € uma constante que depende de c,ro, R, by e supp, HHH

(2.13)

Demonstracao: Como mencionamos antes, ¢ é propria. Fixemos um ponto
p=¢(q) € Nece (a(M),1), seja D(R) a bola geodésica extrinseca com
centro em p e raio R > ro = r9(c) > 0. Considere f : M — R dada por
f = pxop. Queremos estimar suppz) Af. Procedemos como segue: Tomamos
uma base ortonormal {8/8pN, 8/8«91,- x 0/89n 1} para T,N de coordenadas
polares e fazemos X; = a; 53— ap + 21 1 ’yj 09 , com a? + Zj 1 (’Y]) 1.

Af = Alpyoyp)

= 2(pn o 9)A(pn 0 ¢) + 2(grad (pn o ¢), grad (py o p))

ZHess pn () (X, Xi) + <grad pn (¢ ,Za X, X; >]
i=1 i=1

+2 <Z<Xi(PN(90))Xia Z(Xj(PN(SO))Xj>

= 2pn(p) Y Hess pn(0)(Xi, Xi) + 2w () (grad py (), mH)

i=1

+2 <Z(grad pn (), Xi) X, Y ( grad pa (), Xj>Xj>

i=1 j=1

= 2pn(p)

= 2pn(p) Z Hess px(¢)(Xi, Xi) + 2pn () (grad py(y), mH)

+2 Z > (grad pw (). X} (grad pa (), X;)(Xi, X;)



= 2) (X grad py())* + p(p)Hess py(0)(Xi, X5)]

=1
+2pn () (grad py (), mH)

= 22 (Xi, grad pn(9))* + pn(p) Y (7)) *Hessy pn (889 a(z )]

L Jj=1

S
—

+2pn(p)(grad pn(p), mH)

m n—1
cl 0
< 22 (Xi, grad pn(9))* + pn(p Z% S: Ha—ej ]
i=1 j=1 1

- 22 (Xipn(9))? + pn () (1 — af)

+2p () (grad p(p), mH)

m m Cl .
< 21D a4 Y onle) g (en() | + 2mon(e)lgrad () 1]
i=1 i=1 1
. G )
< 2|14+m- sup pN(SO)S—(pN(SO)) + 2mpn (@) |lgrad pn ()| H]|]
pNE[0,R] by

Se z € o 1 (Bn(r0)), entao

2mpn (p)llgrad pn ()| H| < 2mro sup [ H]|.

By (ro)

Sex € M\ ¢ ' (By(ro)), entao

Ch,
2mpx () llerad pa(@)|II || < 2Re ( .

b

) (i)

Logo, obtemos

Cy
14+m sup pN(C,O) g = (PN(SD))
pNE[OfR] b

Af < 2 + A( sup ||H||, e, ro, R, b),

By (ro)

onde

- - C
A( sup ||H||, ¢, 10, R,bg) = maX{ero sup ||H||,2cR (SbQ) (R)}
b

By (r0) B (ro)

Por outro lado, grad f = 2pytyv. Assim,

i > — B2 .
ot llerad ]| > 2R\/1 — B2(by, ¢,19) > 0

Usando o Teorema de Green, obtemos
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sup Af - vol,,(D(R)) = sup Af - / dD(R)
D(R) D(R) D(R)

= / sup Af dD(R) > / Af dD(R)
D(R) D(R) D(R)

- / div grad f dD(R) = / (grad f,v) d(OD(R))
D(R)

dD(R)
> /MR) |grad f| d(@D(R))Z/aD(R) (agé)ngmd f||) d(OD(R))

ag%R)nga [l - vol—1(0D(R))

Assim, temos

voln—1(OD(R)) _  SuPp(r) Af
vol,,(D(R)) ~ infap(r) ||grad f]|
+

c

C —
L+m SuppNe[O,R} pN(SO)S_Zi(pN(QD))} + A<SupBN(r0) ||H||7 ¢ To, Rv b2)
2R\/1 — Bz(bg, C, 7“0)
C —
2 [1 msup,,cio.m S (on (9))] + 2050y o) 1], €. 70, R, b2)
2R\/1 — BQ<b27 C, 7”0)

IA

(14 msup, cio.m o3 () S (03 ()| + AD gy |1 570, R, )
R\/l — B2(by, ¢, o)
[1 4+ msup,cpo.r Pn(9)V/=b1 coth(v/=b1pn ()]
R\/l — B2%(by, ¢, r0)
A(supg, (1) IH]|, ¢, 70, R, b2)
R\/l — B?(by, ¢, 10)
1+ v/=bimR coth(v/=b R) + A(supg, () IH |, ¢, 70, R, bs)
R\/l — B2(by, ¢, 10)

Isto termina a demonstracgao.

O

Observacao 2.1 No Teorema 2.1, se a imersao é minima, entao A = 0. As-
sim, usando (1) e (2.13), obtemos
VOlmfl(aBNm(bﬂ(R)) < volm_l(@D(R))
VOl (Bym (by) (RR)) ~—  vol,(D(R))

1+ +/=by-m- R-coth(v/—b; - R)
R- \/1 _Bz(ancarﬂ)
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Capitulo 3

Resultado Principal

Neste capitulo iremos provar o resultado principal deste trabalho. Dada
uma variedade compacta M, existe uma unica funcao suave F em M que
satisfaz AE = —1 em M e E|sy = 0 (ver [13]). Chamamos essa funcao F de

tempo médio de saida de M.

3.1 Tempo médio de saida em subvariedades

esfericamente simétricas

Uma  wvariedade esfericamente  simétrica é um espago quociente

W = ([0, R) x S 1)/ ~, com R € (0, 0], onde
(t79) ~ (Sva) ~ ou

dotado com uma métrica Riemanniana da forma dt* + f%(t)d6?, onde
f € C*][0,R]) com f(0) =0, f(0) = 1e f(t) > 0 para todo t € (0, R].
A classe das variedades esfericamente simétricas inclui as formas espaciais
canonicas R, S"(1) e H*(—1).

Seja By (r) C W uma bola geodésica com raio r e centro 0 = (0x S"™1)/ ~
de uma variedade esfericamente simétrica (W, dt* + f%(t)d6?). O tempo médio

de saida E de By (r) é dado por

Blz) = B(|z]) = /| f%((j) /0 " 1 () dsdo, (3.1)
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onde |z| = disty (0, z). De fato, para todo x € OBy (r), temos |z| = r, logo
r 1 o
E(lx :/ —/ " Y(s)dsdo = 0,Yx € OBy (r).
(l[) AT s (s) (r)

Ademais,

||
Eﬂﬂ)z—?;%ﬁﬁo fY(s) ds

" A f'(z)) 1 = n—1(¢\ds —
B = (= Vg oy

Assim, temos

_ " T n — f’(‘l") ! X ! n—1
D (Jal) = E"(Ja]) + (n = 1) B (o]) + s
" |
— 1)f (J]) 1 Fr7Y(s)ds — 1

f(zl) fr=r(z]) Jo
/ T ||

Fl=) \ ) Jo
= —1.
Observe que
Lo _for frH(s) ds __voly(Bw(r))
B = = = ol 1 (@Bw () (3:2)

Considere o seguinte problema de Dirichlet
Awu+ M\ (Bw(r)u=0  em By(r),
u=0  em OBy(r).
Em [5], Bessa e Montenegro mostraram que o primeiro autovalor A; (B (1)) é
limitado inferiormente por

[infB (r) div X]2
A (Bw(r)) = - )
dsupg,, o [ X2

(3.3)

onde X é um campo de vetores em By, (1) com inf div X > 0 e sup || X || < oo.
Tomando X = —grady, E, temos que div X = 1 e || X| = |E'|. Aplicando

(3.3) e usando (3.2), obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Seja By (r) uma bola geodésica centrada em 0 = (0 x S*1)/ ~
com rato r em uma n-variedade Riemanniana esfericamente simétrica
(W, dt* + f2(t)d6?). Sejam V(t) e S(t), respectivamente, o n-volume e o
(n — 1)-volume de By (t) e OBy (t). Entao

1 2

—oo<t<r 4
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Corolario 3.1 Seja W uma variedade esfericamente simétrica nao-compacta
completa.  Suponha que o bordo de By (t) tem crescimento de wvolume

et < S(t) < coe3t onde ¢; < ¢y e c3 sao constantes positivas. Entao

C1C3

N (W) = lim A\ (B (r)) > (—)2 (3.5)

r—00 62

3.2 Tempo médio de saida em subvariedades

minimas de N x R

Seja ¢ : M — W uma m-subvariedade minima completa propriamente imersa
de uma variedade Riemanniana completa W com curvatura seccional Ky < k.
Sejam D(R) uma bola geodésica extrinseca centrada em p = ¢(gq) com raio R
e pw(y) = distw(p,y). Seja E(y) o tempo médio de saida de D(R), e denote
por E;"(7) o tempo médio de saida da bola geodésica Bym)(R) na forma
espacial N™(b). Sabemos que E}" é uma fungao radial E}"(g) = E}*(]g]), onde
|| = distym-10)(0,9). Markvorsen provou o seguinte teorema de comparagao

do tempo médio de saida.

Teorema 3.2 (Markvorsen [22]) (i) Se a curvatura seccional de W satis-

faz Kyw < b <0, entao E(y) < EJ"(pw(v)).

(ii) Se a curvatura seccional de W satisfaz Ky > b > 0, entio E(y) >
B (pw ().

O proximo resultado, obtido por Bessa e Montenegro (ver [6]), é uma versao
do teorema de comparacao do tempo médio de saida de Markvorsen para

conjuntos compactos de subvariedades minimas de N x R.

Seja K C ¢(M) um conjunto compacto em uma m-subvariedade minima de
N xR, onde N é uma variedade Riemanniana com curvatura seccional Ky < k.
Sejam 7k e pg, respectivamente, o raio e o centro radial de m(K’). Suponha
que 7 < min{injy(px), 7/2/k}. Denotemos por E(y) e Ey(§) = E" (),

respectivamente, o tempo médio de saida de K e Bym-14) (k).

Teorema 3.3 Seja py(mi(y)) = disty (pr, m1(y)).
(i) Se Ky <b<0, entio E(y) < Ey(pn(m1(y)))-
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(ii) Se Ky >b> 0, a imersao ¢ € propria e K = o(M)N(Bx(R) X R) € um
conjunto compacto, entao E(y) > Ey(pn(m1(y))).

Demonstracao: Primeiro notemos que F e Ej, satisfazem

AgE=-1 em K, AnmapyEy = =1 em Bym-10)(Tk),
e

(3.6)
E=0 em 0K Ey =0 em 0Bym-13)(rx)-

Sabemos que Ej, é uma funcao radial Ey(§) = Ey(|g]). Seja Ej o transporte de
E, para By(rx) xR definido por Ej(y) = Eyopyomi(y), onde 7 : N xR — N
é a projecao sobre o primeiro fator. Temos que Ey|x = Ej o ¢. Definimos

Fy 2 [0,00) — [0,00) por
(1 —cos(vVb-t)) se b >0,

. se b =0, (3.7)
(1 —cosh(v/=b-t)) seb<O0.

S =

o~

Fb(t) -

S

Observe que Fy, satisfaz F)'(t) — g—:(t)Fé(t) = 0 para todo t > 0.
s) por Ey(s(y)) = Ey(y). Calculando
Ak Ey o p em qualquer ponto z € ¢~ }(K), obtemos (ver (1.37))

Seja s = Fy(py o m) e defina Ey(

AgEyop(z) = ZHess(NxR) Ey(y) (X, X;) + <grad Ey, Z a(Xi,Xi)>

=1 i=1

= ) Hess(vxr) (Ey 0 piy 0 m)(y)(Xi, X))

=1

= ZHessN (Ep o py om)(y)(Xi, Xi)

i=1
m

= Z Hessy Eb(y)(Xi7 Xi)

-
|
MR

Hessy Ey(s(y))(Xi, Xi)

I
NE

1

<.
Il

I
NE

[XiXiEb(S(y)) — (Vx, Xi) Eb(s(y))]

1

.
I

I

s
Il
—

(B3 (s(y)) Xis() Xis(y) + B4 (5(0) X Xis(y)

m

- Z (Vx,X0) Ey(s(y))

=1
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= 3 By (s erad s(y), X + By () X, Xis(y)
—ZE;< (1)) (Vx.Xi) s(y)
= 3 [EV(s(y))grad s(y), Xy (s(y) (XiXis(y) — (Vx, Xi) s(y)|

= 2 [EN(s(y){erad s(y). Xi)? + Ey(s(y)) Hessy s(y)(Xi, X1)], (3.8)

onde {X;} é uma base ortonormal para T,p(M), com y = ¢(x). Seja
{0/0pn,0/004,...,0/00,,_1} uma base ortonormal para Ty, ()N de coordena-
das polares, e seja 9/0t o vetor unitario tangente ao fator R. Escolhemos X;

da seguinte maneira:

) o X0
X, = qs— L p— .
n—1
o + 87+ (V) =1 (3.10)
1=1

Aplicando o Teorema de Comparacao do Hessiano e levando em conta o fato

que F'(t) — Fé(t)g—g(t) = 0, obtemos:

> Hessy s(X;, X;) = Y Hessy Fy(pn)(X;, X))
i=1

=1

I

[(XiXiFy(pn) — (Vx, Xi) Fy(pn)]

=1

[FI;/(pN)XipNXipN + Fé(pN)XiXiPN - FI:(pN) (VXiXi) PN]

I

=1

= Fl:/(pN)Z(XiPN +Fb PN ZXXPN— Vx, X )pN)
i=1

= F(pn) > _(erad py, Xi)* + Fy(pn) Z Hessy pn(Xi, Xi)
] =1

IV
=
<
=
™
©
_l’_
]
<
=z
NE
=)
a|
<
=

41



m C m
— F// 2 Fl 0 1 o 12
V(o) Yol + Fy(pw) S, (P ; af — 37)

= (B - Elom S0 ) 00 + B o) (m - Zﬁ?)

> <m—1>'Fg<pN>%<pN>.

Logo, obtemos
m ) Cb
> Hessy s(X;, X;) > (m—1) - Fy(px) < (o). (3.11)
i=1 b

Lembremos que o Laplaciano da métrica canonica dt* + SZ(t)d6? da forma

espacial N™~1(b) é dado por
Anm-1y = 02 /0" + (m — 2)(Cy/S,)0/0t + (1/ S5 (t)) Agm—2. (3.12)
Assim,

Agm-rgys = Fy(pn) + (m —2)2(PN)Fb(PN) 52(1 )Asm 2F'(pn)

— F(ow) + (m =2 (ox) i)

— F(ow) S ow) + (m = 2 (ox) i)

Cy
= (m—1) (o) Ey(pn).
b
Em [22], Markvorsen provou que
E/(s) >0 seb<0,

E,(s) <0 paratodod e E/(s)=0 seb=0,
E;(s) <0 seb>0.
Assim, de (3.8), temos
AgEyop(z) = Z [ ) grad s, X;)? + By (s)Hessy s(X;, X))

=1
m

= Ey(s)> (grad s, X;)* + Ej(s) Y Hessy s(X;, X;)

i=1 =1
=/ 2 =/ / C’b
< Ey(s)lerady s|" + Ey(s) - (m = 1) Fylpn)5-(pw)
= Eg(s)HgMde—l(b) s||* + E;(S)ANmfl(b)S
- ANm—l(b)Eb =—-1= AKE (313)
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Logo,
Ag(Ey— E) = AxE, — AxE <0. (3.14)

Note que E, 0@ > 0 em Byyr(rx) e Eyo o = 0 em 0Byygr(rk). Ademais,
K C Bnxr(rk). Logo, (Ey — E)lox = Eplox > 0. Assim, Ey, > E em K.
Portanto, E(y) < Ey(pn(m1(y))), e o item (i) estd provado.

(ii) Se Ky > b > 0, entao

m

Z Hessy s(X;, X;) = F'(pn) Z o
i=1 ;

- (F;'<pN> ) o?
R (o) S ><m—Z )
< e F(om) Lo (3.15)

e E}(s) < 0. Ademais, temos
Anmpy = 02J0t* + (m — 1)(Cy/S,)0/0t + (1/ S5 (t)) Agm—1. (3.16)
Logo,

ANm(b)S = ANm Fb(PN)

= Fl(p) + (= )2 ow)Fl(on) + 52(1 e Flpw)

= Elow)+ 0n = )2 (ow)Flpn)

C Cy
= Fé(pw)gb(pNH( )S (o) Fy (o)
b b
C
= m'gb(PN)Fé(PN)~ (3.17)
b
Consequentemente,

m

AgEyop(z) = Z [Eg(s)<grad s, X;)? + Ey(s)Hessy s(X;, XZ)]

=1
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= E,( Z grad s, X;) —i—E;)(S)ZHessN s(X;, X3)
=1 =1
_ _ C
> B (s)llgrady sl + Bj(s) - m- F(on) (o)
= Eg(s)”gfade(b) s|? +EZ(S)AN’"(1>)3

— AnnpEy = —1=AxE. (3.18)

Assim, obtemos que Ag(E, — E) > 0, e isto é vélido para qualquer compacto
K. Contudo, como estamos considerando K = o(M)N(By(R) xR) e estamos
supondo que a imersao ¢ é prépria, temos que 0K C dBx(R) x R e assim

(Ey — E)|ox = 0. Logo, B, < E em K e portanto E(y) > Ey(pn(mi(y))).
0

3.3 Desigualdades isoperimétricas para subva-

riedades minimas de N x R

Comecaremos esta secao enunciando um importante lema devido a Palmer, o

qual serd 1til na demonstragao do proximo teorema.

Lema 3.1 (Palmer [28]) Seja Ej, o tempo médio de saida da bola Bym-1()(R).
Entao

VOlm_l (BNmfl(b) (R))
VOlm,Q (6BNm_1(b) (R)) ’

El(R) = — (3.19)

Agora estamos em condicoes de provar o resultado principal deste trabalho.

Teorema 3.4 Seja ¢ : M — N x R uma imersao minima de uma variedade
m-dimensional M no espaco produto N xR, onde N é uma variedade Rieman-
niana completa com curvatura seccional Ky. Seja K C (M) um conjunto
compacto conezo e sejam rx = raio(m (K)) e px € N, respectivamente, o raio
e o centro radial do conjunto m (K). Suponha que ri < injy(pr). Entdo

VOlmfl(aK) > Volm_g((?Bqu(b) (TK)>
VOlm(K) - VOlmfl(BNm—l(b)(rK)) ‘

(3.20)

Demonstracao: Denotemos por Ej, o transporte do tempo médio de saida

E"" de Bym-1()(ri) para By(ri) x R definido por Ej(z) = Ej 0 py o m1(y).
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Por (3.13), temos que AgFj o ¢ < —1 em K. Denotando por dK e dA, res-
pectivamente, os elementos de volume Riemanniano em K e 0K, e integrando

sobre K, obtemos

K

= / div (grad Ey o) dK = (grad By o ¢, v) dA
K

oK

(grad (Ep o pyom)op,v) dA
K

J
-
>~ [ 1B sy om o) dA

oK

= —/ |Ey | dAZ—/ (sup]Eé])dA
OK oK \ 0K

= —sup|E} / dA = —sup |E}| - vol,,_1(0K).
0K 0K 0K

v(Eyopyom o) dA:/ E,-v(pyom o) dA
K oK

Assim,

vol,,—1(0K) 1
vol,,(K) 7 supyy | Ly
VOl 1 (Bym-1) (7))
VOl —2(0Bym-1) (7))
VOl —2(0Bym-1(4) (1))

= ol B (1) (3.21)

=|Ey(r)| ™

Isto conclui a demonstragao.
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