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Resumo

Estabelece desigualdades isoperimétricas e estimativas do tempo médio de

sáıda para subvariedades mı́nimas de N × R, onde N é uma variedade Rie-

manniana completa com curvatura seccional não-positiva. Prova desigualdades

isoperimétricas para subvariedades com segunda forma fundamental dominada

em espaços de Hadamard com curvatura seccional limitada.

Palavras chave: Variedades Riemannianas. Desigualdades isoperimétricas.

Tempo médio de sáıda.



Abstract

It establishes isoperimetric inequalities and exit mean time estimates for

minimal submanifolds of N ×R, where N is a complete Riemannian manifold

with sectional curvature non-positive. It proves isoperimetric inequalities for

submanifolds with tamed second fundamental form in Hadamard spaces with

bounded sectional curvature.

Key words: Riemannian manifolds. Isoperimetric inequalities. Exit mean

time.
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Introdução

Ao longo dos últimos anos foram obtidos vários resultados [15, 16, 24, 25]

relacionados com as superf́ıcies mı́nimas em espaços produto N × R, onde

N é uma superf́ıcie completa. O estudo dessas superf́ıcies começaram com

Rosemberg [30] e tem mostrado ser uma rica e interessante teoria, conduzindo

ao estudo de superf́ıcies com curvatura média constante em espaços produto

[1, 3, 7, 14, 17, 26, 27].

Nosso objetivo neste trabalho é demonstrar desigualdades isoperimétricas

para subvariedades mı́nimas deN×R, ondeN é uma n-variedade Riemanniana

completa com curvatura seccional KN ≤ κ. Em [23] e [28], Markvorsen e Pal-

mer provaram desigualdades isoperimétricas para bolas geodésicas extŕınsecas

de subvariedades mı́nimas próprias de variedades Riemannianas completas com

curvatura seccional limitada superiormente. Para ser preciso, seja ϕ :M →֒ W

uma imersão própria de uma variedade m-dimensionalM em uma n-variedade

Riemanniana completa W , e seja BW (R) uma bola geodésica em W centrada

em um ponto p = ϕ(q) com raio R ≤ min{injW (p), π/2
√
κ}, onde π/2√κ =∞

se κ ≤ 0 e injW (p) é o raio de injetividade em p. A bola geodésica extŕınseca

de raio R centrada em p, denotada por D(R), é definida como sendo a compo-

nente conexa suave de ϕ(M)∩BW (R) = {q ∈ ϕ(M); dist(p, q) ≤ R} contendo
p. Observe que D(R) é um domı́nio compacto e conexo em ϕ(M). Markvorsen

e Palmer provaram as seguintes desigualdades isoperimétricas.

Teorema 0.1 (Markvorsen e Palmer [23] e Palmer [28]) Suponha que

ϕ :M →֒ W é uma imersão mı́nima própria de uma variedade m-dimensional

M em uma n-variedade Riemanniana completa W com curvatura seccional

KW ≤ b, e seja D(R) uma bola geodésica extŕınseca em W .

(i) Se b ≤ 0, então
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volm−1(∂D(R))

volm(D(R))
≥ volm−1(∂BNm(b)(R))

volm(BNm(b)(R))
. (1)

(ii) Se b > 0, então

volm−1(∂D(R))

volm(D(R))
≥ m · Cb

Sb
(R), (2)

onde (Cb/Sb)(R) é a curvatura média constante da esfera geodésica ∂BNm(b)(R)

de raio R na forma espacial N
m(b) e as funções Sb e Cb são definidas em (2.2).

Ademais, quando b < 0, igualdade no item (i) implica que D(R) é um cone

mı́nimo em W .

Considere uma imersão mı́nima ϕ : M →֒ N × R de uma variedade

m-dimensional M no espaço produto N × R, onde N é uma variedade

Riemanniana completa com curvatura seccional KN ≤ b ≤ 0. Seja K ⊂ ϕ(M)

um conjunto compacto conexo (todos os conjuntos compactos considerados

neste trabalho têm bordo suave por partes) e seja rK = raio(π1(K)) o raio do

conjunto π1(K), isto é, o raio da menor bola métrica de N contendo π1(K),

onde π1 : N ×R → N é a projeção sobre o primeiro fator. Denote por pK ∈ N
o centro radial, isto é, o centro da menor bola métrica contendo π1(K), e supo-

nha que rK < injN(pK). Neste trabalho provaremos as seguintes desigualdades

isoperimétricas obtidas por Bessa e Montenegro em [6].

Teorema 0.2 Considerando o ambiente descrito acima, temos

volm−1(∂K)

volm(K)
≥ volm−2(∂BNm−1(b)(rK))

volm−1(BNm−1(b)(rK))
, (3)

onde N
m−1(b) é a forma espacial (m − 1)-dimensional de curvatura seccional

constante igual a b.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

SejaMm uma m-variedade Riemanniana suave com métrica 〈·, ·〉 e conexão
de Levi-Civita ∇. Em todo o texto suave significa de classe C∞. Usaremos

F(M) para denotar o anel das funções reais suaves em M . TpM denotará

o espaço tangente a M no ponto p ∈ M . Denotaremos por TM o fibrado

tangente a M e por X (M) o espaço dos campos vetoriais suaves em M .

1.1 O Gradiente, a Divergência, o Laplaciano

e o Hessiano

Definição 1.1 Seja f : Mm → R uma função suave. O gradiente de f é o

campo vetorial suave grad f , definido em M por

〈grad f,X〉 = X(f), (1.1)

para todo X ∈ X (M).

Decorre da definição que se f, g ∈ F(M), então:

(i) grad (f + g) = grad f + grad g.

(ii) grad (fg) = g(grad f) + f(grad g).

Observação 1.1 Seja M uma variedade Riemanniana de dimensão m e seja

p um ponto de M . Então existe uma vizinhança U ⊂ M de p e m campos

de vetores E1, ..., Em ∈ X (M), ortonormais em cada ponto de U . Uma tal

famı́lia {E1, ..., Em} de campos de vetores é chamada um referencial ortonor-

mal móvel. Ademais, os campos Ei podem ser tomados de tal forma que, em
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p, (∇Ei
Ej)(p) = 0,∀i, j = 1, ...,m. Neste caso dizemos que o referencial é

geodésico em p.

Proposição 1.1 Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional e

f ∈ F(M). Seja E1, ..., Em um referencial ortonormal em uma vizinhança

aberta U ⊂M . Então, em U , temos

grad f =
m
∑

i=1

Ei(f)Ei. (1.2)

Ademais, o segundo membro da igualdade acima independe do referencial es-

colhido.

Demonstração: Para a primeira parte basta ver que sendo X =
∑m

i=1 aiEi

em U , temos

X(f) =
m
∑

i=1

aiEi(f) =

〈

m
∑

i=1

aiEi,

m
∑

j=1

Ej(f)Ej

〉

=

〈

X,

m
∑

j=1

Ej(f)Ej

〉

.

Por outro lado, se {Ẽ1, ..., Ẽm} for outro referencial ortonormal em U , com

Ẽj =
∑m

i=1 aijEi em U , então a matriz (aij(p))m×m é ortogonal em todo p ∈ U ,
e dáı,

m
∑

j=1

Ẽj(f)Ẽj =
m
∑

j=1

(

m
∑

k=1

akjEk

)

(f)

(

m
∑

l=1

aljEl

)

=
m
∑

j=1

m
∑

k,l=1

akjaljEk(f)El

=
m
∑

k,l=1

δklEk(f)El =
m
∑

k=1

Ek(f)Ek.

�

Proposição 1.2 Seja f : Mm → R uma função suave. Dados p ∈ M e

v ∈ TpM , seja γ : (−ǫ, ǫ)→M uma curva suave tal que γ(0) = p e γ′(0) = v.

Então

〈grad f, v〉p =
d

dt
(f ◦ γ)(t)|t=0. (1.3)

Em particular, se p é um ponto de máximo ou mı́nimo local para f , então

grad f(p) = 0.
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Demonstração: Para a primeira parte basta observar que, sendo X uma

extensão local de γ′, temos

〈grad f, v〉p = (X(f))(p) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)|t=0.

Suponha agora que p é ponto de máximo local para f (o outro caso é análogo).

Então existe U ⊂ M vizinhança aberta de p tal que f(p) ≥ f(q) para

todo q ∈ U . Se v ∈ TpM e γ : (−ǫ, ǫ) → U é como no enunciado, então

f ◦ γ : (−ǫ, ǫ)→ R tem um máximo local em 0, donde

〈grad f, v〉p =
d

dt
(f ◦ γ)(t)|t=0 = 0.

Como a relação acima é válida para todo v ∈ TpM , segue que grad f(p) = 0.

�

Corolário 1.1 Se f :Mm → R e ϕ : R → R são funções suaves, então

grad (ϕ ◦ f) = ϕ′(f)grad f. (1.4)

Demonstração: Se p ∈ M , v ∈ TpM e γ : (−ǫ, ǫ) → M é uma curva suave

tal que γ(0) = p e γ′(0) = v, então segue da proposição anterior que

〈grad (ϕ ◦ f), v〉 =
d

dt
(ϕ ◦ f ◦ γ)(t)|t=0

= ϕ′(f(p))
d

dt
(f ◦ γ)(t)|t=0

= ϕ′(f)〈grad f, v〉p.

�

Proposição 1.3 Se f : Mm → R é uma função suave e U ⊂ M é uma

vizinhança coordenada, com campos coordenados ∂
∂x1 , ...,

∂
∂xm , então o gradiente

de f é dado em U por

grad f =
m
∑

k,l=1

gkl
∂f

∂xl
∂

∂xk
. (1.5)

Em particular,

‖grad f‖2 =
m
∑

k,l=1

gkl
∂f

∂xk
∂f

∂xl
. (1.6)
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Demonstração: Se grad f =
∑m

k=1 ak
∂
∂xk , então

∂f

∂xl
=

〈

grad f,
∂

∂xl

〉

=

〈

m
∑

j=1

aj
∂

∂xj
,
∂

∂xl

〉

=
m
∑

j=1

aj

〈

∂

∂xj
,
∂

∂xl

〉

=
m
∑

j=1

ajgjl,

de modo que

gkl
∂f

∂xl
=

m
∑

j=1

ajg
klgjl =

m
∑

j=1

ajδkj = ak.

Para o que falta, temos

‖grad f‖2 =

〈

m
∑

k,l=1

gkl
∂f

∂xl
∂

∂xk
,

m
∑

i,j=1

gij
∂f

∂xj
∂

∂xi

〉

=
∑

i,j,k,l

gklgijgki
∂f

∂xl
∂f

∂xj

=
∑

j,k,l

gklδjk
∂f

∂xl
∂f

∂xj
=
∑

k,l

gkl
∂f

∂xl
∂f

∂xk
.

�

Definição 1.2 Seja X um campo vetorial suave em M . A divergência de X

é a função suave div X :M → R, dada para p ∈M por

(div X)(p) = tr {v 7→ (∇vX) (p)} , (1.7)

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves.

Decorre da definição que se X, Y ∈ X (M) e f ∈ F(M), então

(i) div (X + Y ) = div X + div Y .

(ii) div (fX) = fdiv X + 〈grad f,X〉.

Proposição 1.4 Seja X um campo vetorial suave em Mm e {E1, ..., Em} um

referencial ortonormal em uma vizinhança aberta U ⊂M . Se X =
∑m

i=1 aiEi

em U , então

div X =
m
∑

i=1

[Ei(ai)− 〈∇Ei
Ei, X〉] . (1.8)

Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U , então temos em p que

div X(p) =
m
∑

i=1

Ei(ai)(p). (1.9)
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Demonstração: Pela definição de divergência de um campo vetorial, temos

div X =
m
∑

i=1

〈∇Ei
X,Ei〉

=
m
∑

i=1

[Ei〈X,Ei〉 − 〈X,∇Ei
Ei〉]

=
m
∑

i=1

[Ei(ai)− 〈∇Ei
Ei, X〉].

A segunda parte segue-se imediatamente da definição de referencial geodésico.

�

Lema 1.1 Seja X um campo vetorial em Mm e U ⊂ M uma vizinhança

coordenada com campos coordenados ∂
∂x1 , ...,

∂
∂xm . Se X for dado em U por

X =
∑m

i=1 ai
∂
∂xi , então a divergência de X é dada em U por

div X =
m
∑

i,j=1

[

∂ai
∂xi

+ aiΓ
j
ij

]

, (1.10)

onde os Γkij são os śımbolos de Christoffel da métrica de M em U .

Demonstração: Note primeiro que

∇ ∂

∂xi
X = ∇ ∂

∂xi

(

m
∑

k=1

ak
∂

∂xk

)

=
m
∑

k=1

[

∂ak
∂xi

∂

∂xk
+ ak∇∂xi

∂

∂xk

]

=
m
∑

j,k=1

[

∂ak
∂xi

∂

∂xk
+ akΓ

j
ik

∂

∂xj

]

=
m
∑

j,k=1

[

∂ak
∂xi

∂

∂xk
+ ajΓ

k
ij

∂

∂xk

]

=
m
∑

j,k=1

(

∂ak
∂xi

+ ajΓ
k
ij

)

∂

∂xk
.

Portanto, como o traço de um operador linear é o traço da matriz que o

representa em qualquer base, segue que

div X =
m
∑

i=1

〈

∇ ∂

∂xi
X,

∂

∂xi

〉

=
m
∑

i,j=1

[

∂ai
∂xi

+ ajΓ
i
ij

]

=
m
∑

i,j=1

[

∂ai
∂xi

+ aiΓ
j
ji

]

=
m
∑

i,j=1

[

∂ai
∂xi

+ ai

m
∑

j=1

Γjij

]

.

�
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Proposição 1.5 Seja X um campo vetorial suave em Mm e U ⊂ M uma

vizinhança coordenada com campos coordenados ∂
∂x1 , ...,

∂
∂xm . Se X for dado

em U por X =
∑m

i=1 ai
∂
∂xi , então a divergência de X é dada em U por

div X =
1√
G

m
∑

i=1

∂

∂xi
(ai
√
G), (1.11)

onde G = det(gij).

Demonstração: Temos que

Γjij =
1

2

m
∑

k=1

(

∂gjk
∂xi

+
∂gik
∂xj

− ∂gjk

∂xk
gij

)

=
1

2

m
∑

k=1

(

∂gjk
∂xi

gkj +
∂gik
∂xj

gkj − ∂gij
∂xk

gkj
)

=
1

2

m
∑

k=1

(

∂gjk
∂xi

gkj +
∂gij
∂xk

gjk − ∂gij
∂xk

gkj
)

=
1

2

m
∑

k=1

∂gjk
∂xi

gkj.

Afirmamos agora que

∂gjk
∂xi

gjk =
1

G

∂G

∂xi
.

Para provar a relação acima, seja (gk)i a matriz obtida de (gij) derivando as

entradas de sua k-ésima coluna na direção de ∂
∂xi , i.e.,

(gk)i =















g11 · · · ∂g1k

∂xi · · · g1n

g21 · · · ∂g2k

∂xi · · · g2n

· · · · · · · · · · · · · · ·
gn1 · · · ∂gnk

∂xi · · · gnn















.

Desde que G = det(gij) é uma função linear de cada uma de suas colunas,

tem-se

1

G

∂G

∂xi
= det(gij)

−1 det((gk)i) = det(g−1(gk)i).

Segue agora de ser g−1g = Id que

15



g−1(gk)i =

































1 · · · 0 A1k 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 1 A(k−1)k 0 · · · 0

0 · · · 0 Akk 0 · · · 0

0 · · · 0 A(k+1)k 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 Ank 0 · · · 1

































,

onde Alk = glj
∂gjk

∂xi . Portanto,

1

G

∂G

∂xi
= det(g−1(gk)i) = Akk = gkj

∂gjk
∂xi

,

como queŕıamos provar. Segue então dáı e do lema anterior que

div X =
m
∑

i,j=1

[

∂ai
∂xi

+ aiΓ
j
ij

]

=
m
∑

i=1

[

∂ai
∂xi

+
ai
2G

∂G

∂xi

]

=
m
∑

i=1

[

∂ai
∂xi

+
ai√
G

∂
√
G

∂xi

]

=
1√
G

m
∑

i=1

[

√
G
∂ai
∂xi

+ ai
∂
√
G

∂xi

]

=
1√
G

m
∑

i=1

∂

∂xi
(ai
√
G).

�

Definição 1.3 Seja f : Mm → R uma função suave. O Laplaciano de f é a

função suave ∆f :M → R dada por

∆f = div grad f. (1.12)

Usando as propriedades do gradiente e da divergência, temos, para quais-

quer f, g ∈ F(M), que

(i) ∆(f + g) = ∆f +∆g.

(ii) ∆(fg) = f∆g + g∆f + 2〈grad f, grad g〉.

Proposição 1.6 Sejam f : Mm → R uma função suave e {E1, ..., Em} um

referencial ortonormal em uma vizinhança aberta U ⊂M . Então o Laplaciano

de f é dado em U por

∆f =
m
∑

i=1

[Ei(Ei(f))− (∇Ei
Ei) f ] . (1.13)
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Em particular, se o referencial for geodésico em p ∈ U , então temos em p que

∆f =
m
∑

i=1

Ei(Ei(f)). (1.14)

Demonstração: Note primeiro que grad f =
∑m

i=1Ei(f)Ei em U . Usando

a definição de Laplaciano e (1.8), temos

∆f =
m
∑

i=1

[Ei(Ei(f))− 〈∇Ei
Ei, grad f〉] =

m
∑

i=1

[Ei(Ei(f))− (∇Ei
Ei) f ] .

O resto é imediato.

�

Proposição 1.7 Se f :Mm → R e ϕ : R → R são funções suaves, então

∆(ϕ ◦ f) = ϕ′′(f)‖grad f‖2 + ϕ′(f)∆f. (1.15)

Demonstração: Usando a definição de Laplaciano, as propriedades da di-

vergência e o Corolário 1.1, temos que

∆(ϕ ◦ f) = div (grad (ϕ ◦ f)) = div (ϕ′(f)grad f)

= 〈grad ϕ′(f), grad f〉+ ϕ′(f)div (grad f)

= 〈ϕ′′(f)grad f, grad f〉+ ϕ′(f)∆f,

como desejado.

�

Proposição 1.8 Se f : Mm → R é uma função suave e U ⊂ M é uma vizi-

nhança coordenada com campos coordenados ∂
∂x1 , ...,

∂
∂xm , então o Laplaciano

de f é dado em U por

∆f =
1√
G

m
∑

i,j=1

∂

∂xi

(

gij
√
G
∂f

∂xj

)

(1.16)

onde G = det(gij).

Demonstração: Seja grad f =
∑m

i=1 ai
∂
∂xi , com ai =

∑m

j=1 g
ij ∂f

∂xj . Segue-se

de (1.11) que

∆f =
1√
G

m
∑

i=1

∂

∂xi
(ai
√
G) =

1√
G

m
∑

i,j=1

∂

∂xi

(

gij
√
G
∂f

∂xj

)

.

�
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Definição 1.4 Seja f : Mm → R uma função suave. O Hessiano de f em

p ∈M é o operador linear Hess f : TpM → TpM , definido por

(Hess f)v = ∇vgrad f, v ∈ TpM. (1.17)

Podemos considerar Hess f como um tensor de ordem 2 emM tal que para

cada par de campos X, Y ∈ X (M), tem-se

Hess f(X, Y ) = 〈(Hess f)X, Y 〉 = 〈∇Xgrad f, Y 〉. (1.18)

Proposição 1.9 Se f : Mm → R é uma função suave e p ∈ M , então

Hess f : TpM → TpM é um operador linear auto-adjunto.

Demonstração: De fato, se v, w ∈ TpM e V eW denotam, respectivamente,

extensões de v e w a campos definidos em uma vizinhança de p em M , então

〈(Hess f)p(v), w〉 = 〈∇V grad f,W 〉p
= (V 〈grad f,W 〉)(p)− 〈grad f,∇VW 〉p
= (V (Wf))(p)− 〈grad f,∇WV + [V,W ]〉p
= (W (V f))(p) + ([V,W ]f)(p)− 〈grad f,∇WV + [V,W ]〉p
= (W (V f))(p)− 〈grad f,∇WV 〉p = 〈(Hess f)p(w), v〉.

�

Proposição 1.10 Se f :Mm → R é uma função suave, então

∆f = tr{Hess f}. (1.19)

Demonstração: Seja p ∈M e seja U ⊂M uma vizinhança de p onde esteja

definido um referencial móvel E1, ..., Em. Então

tr{Hess f}p =
m
∑

i=1

〈(Hess f)p(Ei), Ei〉 =
m
∑

i=1

〈∇Ei
grad f, Ei〉p

= div (grad f)(p) = ∆f(p).

�

Proposição 1.11 Se f : Mm → R é uma função suave e U ⊂ M é uma

vizinhança coordenada com campos coordenados ∂
∂x1 , ...,

∂
∂xm , então temos em

U que

∆f =
m
∑

i,j=1

gij

(

∂2f

∂xi∂xj
−

m
∑

k=1

Γkij
∂f

∂xk

)

. (1.20)
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Demonstração: Se Hess f( ∂
∂xi ) =

∑m

l=1 ali
∂
∂xl , então ∆f =

∑m

i=1 aii e
∑m

i,j=1

〈

Hess f( ∂
∂xi ),

∂
∂xj

〉

=
∑m

i,j,l=1 aliglj, de modo que

m
∑

i,j=1

〈

Hess f

(

∂

∂xi

)

,
∂

∂xj

〉

gji =
m
∑

i,j,l=1

aligljg
ji =

m
∑

i,l=1

aliδli =
m
∑

i=1

aii.

Por outro lado,
m
∑

i,j=1

〈

Hess f

(

∂

∂xi

)

,
∂

∂xj

〉

=
m
∑

i,j=1

〈

∇ ∂

∂xi
grad f,

∂

∂xj

〉

=
m
∑

i,j=1

∂

∂xi

〈

grad f,
∂

∂xj

〉

−
m
∑

i,j=1

〈

grad f,∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

〉

=
m
∑

i,j=1

(

∂

∂xi

(

∂f

∂xj

)

−
m
∑

k=1

Γkij

〈

grad f,
∂

∂xk

〉

)

=
m
∑

i,j=1

(

∂2f

∂xi∂xj
−

m
∑

k=1

Γkij
∂f

∂xk

)

,

de maneira que

∆f =
m
∑

i=1

aii =
m
∑

i,j=1

〈

Hess f

(

∂

∂xi

)

,
∂

∂xj

〉

gji

=
m
∑

i,j=1

gij

(

∂2f

∂xi∂xj
−

m
∑

k=1

Γkij
∂f

∂xk

)

.

�

1.2 A segunda forma fundamental

Seja (N, g) uma n-variedade Riemanniana e seja ϕ :M →֒ N uma m-subvarie-

dade de N . Considere a métrica induzida h = ϕ∗g em M . Para p ∈M identi-

ficamos TpM com o subespaço dϕp(TpM) de TpN e tomamos seu complemento

ortogonal TpM
⊥. Então obtemos a decomposição TpN = TpM ⊕ TpM

⊥. Para

u ∈ TpN denotamos por u⊤ e u⊥ a TpM -componente e a TpM
⊥-componente

de u, respectivamente. Seja ∇N a conexão de Levi-Civita de (N, g). Então,

para X, Y ∈ X (M), lembremos que (∇N
XY )(p), p ∈ M, é determinado por

valores de Y em uma curva em M tangente a Xp, e decompomos ela em duas

componentes como um vetor de TpN = TpM ⊕ TpM
⊥.

Podemos checar que p 7→ (∇N
XY )

⊤(p) satisfaz todas as condições da co-

nexão de Levi-Civita ∇M de (M,h). A saber, obtemos

∇M
X Y = (∇N

XY )
⊤. (1.21)
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Agora, pomos α(X, Y ) := (∇N
XY )

⊥, que é um campo de tensores simétrico

de ordem 2 em M tomando valores em TM⊥. De fato, podemos checar por

cálculos diretos que α é F(M)-linear com respeito a X, Y . Note que

α(X, Y )− α(Y,X) = (∇N
XY −∇N

Y X)
⊥ = [X, Y ]⊥ = 0. (1.22)

Definição 1.5 O campo de tensores simétrico α obtido acima é chamado a

segunda forma fundamental de M .

Para ξ ∈ TpM⊥(p ∈M), seja Aξ : TpM → TpM o operador definido por

〈Aξx, y〉 := −〈α(x, y), ξ〉 . (1.23)

Então Aξ é um operador linear simétrico denominado o operador forma. Os

autovalores de Aξ são chamados as curvaturas principais de M na direção

normal ξ.

Observação 1.2 O operador forma Aξ pode ser dado no seguinte caminho:

Extendendo ξ a um campo vetorial normal suave em uma vizinhança de p

em M , tomamos a decomposição ortogonal ∇N
x ξ = (∇N

x ξ)
⊤ + (∇N

x ξ)
⊥ para

x ∈ TpM . Então temos

Aξx = (∇N
x ξ)

⊤. (1.24)

De fato, para qualquer y ∈ TpM , obtemos

〈Aξx, y〉 = −〈α(x, y), ξ〉 = −
〈

∇N
x Y, ξ

〉

=
〈

y,∇N
x ξ
〉

=
〈

(∇N
x ξ)

⊤, y
〉

,

onde X, Y são campos vetoriais com Xp = x, Yp = y, respectivamente.

Definição 1.6 Uma subvariedade M de (N, g) é dita totalmente geodésica

em um ponto p ∈ M quando a segunda forma fundamental α de M é nula

em p. M é chamada uma subvariedade totalmente geodésica quando ela é

totalmente geodésica em todos os seus pontos.

Observação 1.3 Se M é uma subvariedade de (N, g) totalmente geodésica,

então toda geodésica γ de M com a direção inicial u ∈ TpM é também uma

geodésica de N , pois ∇Nγ′(t) = ∇Mγ′(t) = 0. A saber, se M é totalmente

geodésica, então qualquer geodésica γ de N com a direção inicial u ∈ TM está

contida em M . Inversamente, uma subvariedade M com esta propriedade é

totalmente geodésica, pois α(u, u) = (∇N
u γ

′)⊥ = 0 vale para qualquer u ∈ TM .
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Definição 1.7 O vetor curvatura média ~H de M em p ∈M é definido por

~H =
1

m
tr{α} = 1

m

m
∑

i=1

α(p)(ei, ei), (1.25)

onde {ei}mi=1 é uma base ortonormal de TpM . Uma subvariedade M com ~H ≡ 0

é chamada uma subvariedade mı́nima de N .

1.3 Medida Riemanniana

Seja (M, g) uma m-variedade Riemanniana. Seja C0(M) o espaço vetorial das

funções reais cont́ınuas em M com suporte compacto, e defina a norma de

f ∈ C0(M) por ‖f‖ := sup{|f(p)|; p ∈M}.

Definição 1.8 Uma aplicação linear µ : C0(M)→ R é chamada uma medida

de Radon em M quando para qualquer subconjunto compacto K ⊂ M existir

um número positivo aK tal que

|µ(f)| ≤ aK‖f‖, f ∈ C0(M), supp f ⊂ K. (1.26)

Uma medida de Radon µ é dita ser positiva se µ(f) ≥ 0 sempre que f(p) ≥ 0

para todo p ∈M .

Seja A := {(Uα, ϕα, xiα)}α∈A um atlas em M e considere uma partição da

unidade {ρα} subordinada a {Uα}. Definimos uma aplicação linear

νg : C0(M)→ R por

νg(f) :=
∑

α

∫

ϕα(Uα)

(ρα · f ·
√
G(α)) ◦ ϕ−1

α dx1
α · · · dxmα ,

onde G(α) denota o determinante da matriz (g
(α)
ij ) das componentes de g com

respeito às coordenadas locais (xiα). Também denotamos νg(f) por
∫

M
f dνg.

Observação 1.4 As integrais do lado direito são integrais (de Lebesgue) de

funções cont́ınuas com suporte compacto definidas em subconjuntos abertos

ϕα(Uα) ⊂ R
m, e a soma é de fato uma soma finita pois supp f é compacto.

Proposição 1.12 A aplicação νg definida acima independe da escolha do atlas

e da partição da unidade. Ademais, νg é uma medida de Radon em M .
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Demonstração: Seja B = {(Vβ, ψβ, xiβ)}β∈B outro atlas e {τβ} uma partição
da unidade subordinada a {Vβ}. Note que G(α) e G(β) satisfazem a seguinte

fórmula de transformação:
√

G(β)(p) = | det d(ϕα ◦ ψ−1
β )(ψβ(p))|

√

G(α)(p), p ∈ Uα ∩ Vβ.

Assim, temos

∑

β

∫

ψβ(Vβ)

(τβ · f ·
√
G(β)) ◦ ψ−1

β dx1
β · · · dxmβ

=
∑

α,β

∫

ψβ(Vβ∩Uα)

(τβ · ρα · f ·
√
G(β)) ◦ ψ−1

β dx1
β · · · dxmβ

=
∑

α,β

∫

ψβ(Vβ∩Uα)

(τβ · ρα · f ·
√
G(α)) ◦ ψ−1

β · | det d(ϕα ◦ ψ−1
β )|dx1

β · · · dxmβ

=
∑

α,β

∫

ϕα(Uα∩Vβ)

(τβ · ρα · f ·
√
G(α)) ◦ ϕ−1

α dx1
α · · · dxmα

=
∑

α

∫

ϕα(Uα)

(ρα · f ·
√
G(α)) ◦ ϕ−1

α dx1
α · · · dxmα .

Agora vemos facilmente que νg satisfaz (1.26) e dá uma medida de Radon

positiva em M .

�

Observação 1.5 Mais geralmente, suponha que para qualquer carta (U,ϕ)

de uma variedade suave M , uma função cont́ınua µU definida em U é dada de

modo que {µU} satisfaz a seguinte transformação de coordenadas das cartas
(U,ϕ), (V, ψ):

µV (p) = | det d(ϕ ◦ ψ−1)(ψ(p))|µU(p), p ∈ U ∩ V. (1.27)

Então chamamos {µU} uma densidade em M . Uma densidade em M define

uma medida de Radon em M da mesma maneira como acima.

Observação 1.6 Lembremos que para uma variedade orientada M podemos

considerar a integral
∫

M
ω de uma m-forma diferencial ω. De uma métrica

Riemanniana g emM podemos definir umam-forma diferencial dM , que é cha-

mada o elemento de volume, como segue: para uma base ortonormal positiva-

mente orientada {ei}mi=1 definimos dM(e1, ..., em) = 1. Então, para uma carta

positivamente orientada (Uα, ϕα, x
j
α) temos dM =

√
G(α)dx1

α ∧ · · · ∧ dxmα . Por-
tanto, para uma variedade Riemanniana orientada (M, g) podemos também

escrever νg(f) =
∫

M
f dM para f ∈ C0(M).
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Para uma função h ≥ 0 semicont́ınua inferiormente (isto é, se pn → p,

então lim inf h(pn) ≥ h(p)), definimos

ν∗g (h) := sup{νg(f); f ∈ C0(M) satisfaz f ≤ h},

e para qualquer função f ≥ 0, definimos

ν∗g (f) := inf{ν∗g (h);h ≥ f é semicont́ınua inferiormente}.

Definição 1.9 Uma função f : M → R é dita integrável quando existe uma

sequência {fn} ⊂ C0(M) tal que ν∗g (|f − fn|)→ 0.

Observação 1.7 Se f é integrável, então {νg(fn)} é uma sequência conver-
gente, e seu limite não depende da escolha de {fn}. Denotamos esse limite

por
∫

M
f dνg, o qual chamaremos a integral de f . Em particular, f ∈ C0(M)

é integrável e sua integral coincide com νg(f).

Definição 1.10 Um subconjunto A ⊂ M é dito integrável se sua função ca-

racteŕıstica χA, definida em M por

χA(p) =







1 se p ∈ A,
0 se p /∈ A,

é intagrável. Chamamos
∫

M
χA dνg a medida (ou o volume m-dimensional) de

A. Às vezes,
∫

M
χA dνg será denotado também por vol A ou volmA.

Definição 1.11 Um subconjunto A ⊂ M é dito mensurável se K ∩ A é um

conjunto integrável para qualquer conjunto compacto K de M .

Observação 1.8 Qualquer subconjunto compacto A ⊂ M é integrável, com

volmA < +∞. Ademais, a famı́lia de todos os subconjuntos mensuráveis

de M é uma σ-álgebra, i.e., é fechada com relação à operação de tomar o

complementar e a de tomar uniões (interseções) enumeráveis.

Definição 1.12 Uma função f :M → R é chamada uma função mensurável

se a imagem inversa de qualquer subconjunto aberto de R é um subconjunto

mensurável de M .
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Observação 1.9 Tomando um atlas {(Ui, ϕi)}∞i=1 de M consistindo de enu-

meráveis cartas com fechos compactos Ūi. Podemos escolher subconjuntos

abertos Wi com W̄i ⊂ Ui de modo que {Wi} forma uma cobertura aberta de
M . Então um subconjunto A ⊂ M é mensurável com respeito à medida Rie-

manniana νg se, e somente se, todos A∩Wi são mensuráveis. Agora A∩Wi é

mensurável se, e somente se, ϕ(A ∩Wi) é mensurável com respeito à medida

de Lebesgue do R
m. Portanto, a propriedade que A ⊂ M é mensurável não

depende da escolha da métrica Riemanniana. Por exemplo, subvariedades de

dimensão n (n < m) têm medida 0, e para uma aplicação suave Φ : N → M

o conjunto {p = Φ(q) ∈ M ; posto(dϕ(q)) < m} dos valores cŕıticos de Φ tem

medida 0, pelo Teorema de Sard(ver [12]).

Sejam Φ : M → (N, h) um difeomorfismo e considere a medida de Radon

νh em N .

Definição 1.13 O pull-back de νh é a medida de Radon Φ∗νh em M , dada

por

Φ∗νh(f) := νh(f ◦ Φ−1), f ∈ C0(M).

A seguinte proposição mostra que o pull-back é, de fato, uma medida de

Radon em M.

Proposição 1.13 Seja Φ :M → (N, h) um difeomorfismo. Então o pull-back

Φ∗νh de νh satisfaz

Φ∗νh = νΦ∗h,

onde Φ∗h denota a métrica em M induzida pela métrica h de N . A saber,

temos a seguinte fórmula de mudança de variáveis:
∫

M

f dνΦ∗h =

∫

N

f ◦ Φ−1 dνh. (1.28)

Demonstração: Sejam (U,ϕ), (V, ψ) cartas de M,N , respectivamente. De-

notemos por GU , HV os determinantes das matrizes obtidas das componentes

de g = Φ∗h e h, respectivamente. Então

√

GU = | detD(ψ ◦ Φ ◦ ϕ−1) ◦ ϕ| ·
√

HV ◦ Φ.

Aplicando a fórmula de mudança de variável usual obtemos o resultado.

�
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Observação 1.10 Para uma subvariedade N de uma m-variedade Rieman-

niana M , o volume m-dimensional de N é igual a 0 se n := dimN < dimM ,

como visto na Observação 1.9. Neste caso é natural considerar o volume

n-dimensional volnN de N , que é definido como a medida ( isto é, o volume

n-dimensional) de N com respeito à medida Riemanniana νΦ∗g da métrica

Riemanniana induzida via o mergulho Φ : N → M . Note que volnN é finito

se N é compacta. Geralmente, para uma aplicação suave Φ : N →M de uma

variedade N em uma variedade Riemanniana (M, g) pomos h := Φ∗g, e para

cada carta (U,ϕ, xi) de N pomos hU :=
√

deth(∂i, ∂j). Então {hU} dá uma
densidade νh em N , e definimos o volume vol Φ como

∫

N
dνh.

Agora vamos enunciar uma importante fórmula integral, que é conhecida

como o Teorema da Divergência ou o Teorema de Green. Primeiro relembra-

mos a noção de variedade com bordo. Seja R
m
+ := {(x1, ..., xm);xm ≥ 0} o

semi-espaço superior de R
m. Então o bordo de R

m
+ é dado pelo hiperplano

R
m−1 definido por xm = 0.

Definição 1.14 Uma função real f : U+ → R (resp., uma aplicação

ϕ : U+ → R
n), onde U+ é um conjunto aberto em R

m
+ , é dita suave se f

(resp., ϕ) é a restrição de uma função suave (resp.,uma aplicação suave) de

um conjunto aberto U ⊂ R
m contendo U+ a R (resp., a R

n).

Definição 1.15 Um espaço topológico de Hausdorff (conexo) de base enu-

merável M é chamado uma variedade m-dimensional com bordo se M admite

um atlas {(Uα, ϕα)}α∈A que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) {Uα} é uma cobertura aberta de M .

(ii) ϕα : Uα → R
m
+ é um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto de R

m
+ .

(iii) Se Uα ∩ Uβ 6= ∅, então a mudança de coordenadas

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

é de classe C∞.

Observação 1.11 Como para p ∈ M a propriedade que ϕα(p) ∈ int R
m
+

(resp., R
m−1) não depende da escolha de ϕα, chamamos p um ponto interior

(resp., ponto do bordo) de M . Então o conjunto M◦ dos pontos interiores é
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uma variedade m-dimensional normal e o bordo ∂M de M , que consiste dos

pontos do bordo, é uma variedade (m− 1)-dimensional a menos que ∂M = ∅.
Se M é compacta (resp., orientével), então assim é ∂M . Contudo, ∂M não

necessariamente é conexo mesmo quando M é conexa. Ademais, ∂M carrega

a métrica Riemanniana induzida como uma subvariedade.

Definição 1.16 M é chamada uma variedade Riemanniana suave m-dimen-

sional compacta com bordo se as seguintes condições são satisfeitas:

(1) M é uma variedade suave m-dimensional com bordo.

(2) M é um subconjunto compacto de uma variedade Riemanniana m-dimen-

sional N .

Teorema 1.1 (Teorema da Divergência, Teorema de Green) (1) Seja

X um campo vetorial C1 com suporte compacto em uma variedade Riemanni-

ana M . Então

∫

M

div X dνg = 0.

(2) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo, e denote

por dA o elemento de volume Riemanniano em ∂M com respeito à métrica

induzida. Seja ν o campo vetorial normal unitário exterior a M ao longo de

∂M (isto significa que exp⊥(−tν) pertence a M◦ para t > 0 suficientemente

pequeno). Então, para um campo vetorial X de classe C1 em M , temos

∫

M

div X dνg =

∫

∂M

〈X, ν〉 dA.

Para uma demonstração, ver Sakai [32].

1.4 O Teorema de Comparação do Hessiano

Nesta seção estimamos valores para o Hessiano da função distância a um ponto

em uma variedade Riemanniana cuja curvatura seccional é limitada inferior e

superiormente. Antes vamos enunciar alguns resultados que nos serão últeis.

Definição 1.17 Seja M uma variedade Riemanniana completa conexa e seja

p um ponto de M . Se t(u) := sup{t > 0; γu|[0,t] é mı́nima} < +∞, onde
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γu : [0,+∞)→M é a geodésica partindo de p com a direção inicial u ∈ TpM ,

‖u‖ = 1, então o conjunto Cp := expp C̃p é chamado o cut locus de p, onde

C̃p := {t(u)u;u ∈ TpM, ‖u‖ = 1, t(u) < +∞}.

Lema 1.2 Seja W uma variedade Riemanniana e denote por ρW a função

distância em W a um ponto p ∈ W . Sejam q ∈ W \ {Cp ∪ {p}} e u ∈ TqW .

Seja γ : [0, ρW (q)] → W uma geodésica normal mı́nima ligando p a q. Seja

X(t) um campo de Jacobi ao longo de γ satisfazendo a condição X(ρW (q)) = u,

X(0) = 0, e seja X⊥(t) := X(t)−〈X(t), γ′(t)〉γ′(t) o campo de Jacobi que é a

componente vertical de X(t) com respeito a γ′. Então

Hess ρW (q)(u, u) = 〈∇X⊥(ρW (q)), X
⊥(ρW (q))〉. (1.29)

Para uma demostração, ver Sakai [32].

Observação 1.12 Lembramos que para campos de Jacobi X, Y ao longo de

γ que se anulam em t = 0, temos 〈∇X(t), Y (t)〉 = 〈X(t),∇Y (t)〉. Portanto,
quando u, v ∈ TqW , denotando por X, Y os campos de Jacobi ao longo de γ

com X(0) = Y (0) = 0, X(ρW (q)) = u, Y (ρW (q)) = v, obtemos

Hess ρW (q)(u, u) = 〈∇X⊥(ρW (q)), Y
⊥(ρW (q))〉. (1.30)

Teorema 1.2 Seja W uma variedade Riemanniana completa com curvatura

seccional KW .

(1) Suponha que KW ≤ b. Seja γ uma geodésica normal partindo de p ∈ W

com a direção inicial u ∈ TpW , ‖u‖ = 1, e Y um campo de Jacobi ao longo

de γ e perpendicular a γ. Ponha yb(t) := ‖Y (t)‖Cb(t) + ‖Y ‖′(0)Sb(t). Seja t0

o menor valor positivo de t tal que yb(t) = 0. Então, para 0 ≤ t ≤ t0, temos

〈Y (t),∇Y (t)〉yb(t) ≥ 〈Y (t), Y (t)〉y′b(t), ‖Y (t)‖ ≥ yb(t). (1.31)

(2) Suponha que KW ≥ c. Sejam γ uma geodésica normal partindo de p ∈ W
com a direção inicial u ∈ TpW , ‖u‖ = 1, e Y um campo de Jacobi ao longo de γ

e perpendicular a γ. Suponha que Y (0) e ∇Y (0) são linearmente dependentes.

Denote por t0 o primeiro valor conjugado t0(p) a p ao longo de γ se Y (0) = 0.

Se Y (0) 6= 0, t0 denota o primeiro valor focal t0(N) ao longo de γ de uma

hipersuperf́ıcie N em p tal que u é um vetor unitário normal a N em p e
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seu operador forma Au é dado por Au = (‖Y ‖′(0)/‖Y ‖(0))id. Então, para

0 ≤ t ≤ t0 e yc(t) := ‖Y (0)‖Cc(t) + ‖Y ‖′(0)Sc(t), temos

〈Y (t), Y (t)〉y′c(t) ≥ 〈Y (t),∇Y (t)〉yc(t), ‖Y (t)‖ ≤ yc(t). (1.32)

Para uma demonstração, ver Sakai [32].

Agora aplicaremos o teorema acima para estimar o Hessiano Hess ρW da

função distância ρW em W a um ponto p ∈ W em termos dos limites superior

e inferior da curvatura seccional.

Teorema 1.3 (Teorema de Comparação do Hessiano) Seja W uma va-

riedade Riemanniana completa cuja curvatura seccional satisfaz c ≤ KW ≤ b.

Suponha que 0 < r < min{injW (p), π/2
√
b}. Então para q ∈ Br(p) e u ∈ TqW ,

com u ⊥ grad ρW (q), obtemos

Cc
Sc
(ρW (q)) · ‖u‖2 ≥ Hess ρW (q)(u, u) ≥

Cb
Sb
(ρW (q)) · ‖u‖2. (1.33)

Demonstração: Dados u, v ∈ TqW , existem campos de Jacobi X, Y ao longo

de uma única geodésica normal γ : [0, l] → W (l = ρW (q)) ligando p a q tal

que X(0) = 0, Y (0) = 0, X(l) = u, Y (l) = v. Agora pondo u = grad ρW (q)

e usando (1.30), obtemos que Hess ρW (q)(u, v) = 0 para qualquer v ∈ TqW ;

a saber, grad ρW (q) pertence ao espaço nulo de Hess ρW (q). Agora, se

u ⊥ grad ρW (q), então o campo de Jacobi acima X é perpendicular a γ e,

usando (1.29), obtemos

Hess ρW (q)(X,X) = 〈∇X(l), X(l)〉 .

Aplicamos agora o Teorema 1.2. Neste caso temos yb(t) = ‖X‖′(0)Sb(t),
yc(t) = ‖X‖′(0)Sc(t), e assim

Cc
Sc
(l) · ‖u‖2 ≥ 〈∇X(l), X(l)〉 ≥ Cb

Sb
(l) · ‖u‖2.

Note que o lado esquerdo é positivo se l < π/2
√
b e u 6= 0.

�

1.5 Fórmulas básicas

Seja ϕ : M →֒ W uma imersão isométrica, onde M e W são variedades

Riemannianas. Considere uma função suave g : W → R e a composição
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f = g ◦ ϕ : M → R. Identificando X com dϕq(X), temos em q ∈ M e para

todo X ∈ TqM que

〈grad f,X〉 = X(f) = X(g ◦ ϕ) = X(g) = 〈grad g,X〉. (1.34)

Então escrevemos

grad g = grad f + (grad g)⊥, (1.35)

onde (grad g)⊥ é perpendicular a TqM . Sejam ∇M e ∇W as conexões Rieman-

nianas de M e W , respectivamente, e sejam α(q)(X, Y ) e Hess f(q)(X, Y ),

respectivamente, a segunda forma fundamental da imersão ϕ e o Hessiano de

f em q ∈ M , com X, Y ∈ TqM . Então, temos em q ∈ M e para quaisquer

X, Y ∈ TqM que

HessM f(q)(X, Y ) =
〈

∇M
X grad f, Y

〉

q

=
〈

(

∇W
X (grad g − (grad g)⊥)

)⊤
, Y
〉

ϕ(q)

=
〈

(

∇W
X grad g

)⊤
, Y
〉

ϕ(q)
−
〈

(

∇W
X (grad g)

⊥)⊤ , Y
〉

ϕ(q)

=
〈

(

∇W
X grad g

)⊤
, Y
〉

ϕ(q)

= X〈grad g, Y 〉ϕ(q) −
〈

grad g,
(

∇W
X Y

)⊤
〉

ϕ(q)

= X〈grad g, Y 〉ϕ(q) −
〈

grad g,∇W
X Y −

(

∇W
X Y

)⊥
〉

ϕ(q)

= X〈grad g, Y 〉ϕ(q) −
〈

grad g,∇W
X Y

〉

ϕ(q)
+
〈

grad g,
(

∇W
X Y

)⊥
〉

ϕ(q)

=
〈

∇W
X grad g, Y

〉

ϕ(q)
+
〈

grad g,
(

∇W
X Y

)⊥
〉

ϕ(q)

= HessN g(ϕ(q))(X, Y ) + 〈grad g, α(X, Y )〉ϕ(q). (1.36)

Tomando o traço em (1.36), com respeito a uma base ortonormal {e1, ..., em}
de TqM , temos que

∆f(q) =
m
∑

i=1

Hess f(q)(ei, ei)

=
m
∑

i=1

Hess g(ϕ(q))(ei, ei) + 〈grad g,
m
∑

i=1

α(ei, ei)〉, (1.37)

onde o vetor curvatura média ~H = 1/m
∑m

i=1 α(ei, ei). As fórmulas (1.36) e

(1.37) são bem conhecidas na literatura (ver [18]).
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Caṕıtulo 2

Segunda Forma Fundamental

Dominada em Variedades de

Hadamard

Lembremos que uma variedade de Hadamard é uma variedade Riemanniana

simplesmente conexa completa de curvatura seccional não-positiva. Um tipo

especial de subvariedades de Hadamard são as subvariedades completas com

segunda forma fundamental dominada (Cf. Definição 2.1). Tais subvariedades

são próprias e têm topologia finita (ver [4, 10]), onde topologia finita significa

que a variedade é C∞-difeomorfa a uma variedade suave com bordo.

2.1 Subvariedades com segunda forma funda-

mental dominada

Seja ϕ : M →֒ N uma imersão isométrica de uma m-variedade Riemanni-

ana completa M em uma n-variedade de Hadamard N com curvatura seccio-

nal limitada superiormente: KN ≤ b ≤ 0. Fixe um ponto x0 ∈ M e seja

ρM(x) = distM(x0, x) a função distância a x0 em M . Seja {Ci}∞i=1 uma

sequência de exaustão de M por conjuntos compactos com x0 ∈ C1, e de-

fina uma sequência não-decrescente a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ 0 por

ai = sup

{

Sb(ρM(x))

Cb(ρM(x))
· ‖α(x)‖; x ∈M \ Ci

}

, (2.1)
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onde

Sb(t) =















1√
−bsenh(

√
−bt) se b < 0,

t se b = 0,

1√
b
sen(

√
bt) se b > 0 e t < π/2

√
b,

(2.2)

Cb(t) = S ′b(t) e ‖α(x)‖ é a norma da segunda forma fundamental em ϕ(x).

Observe que o limite

a(M) = lim
i→∞

ai ∈ [0,∞] (2.3)

não depende da sequência de exaustão {Ci}∞i=1 nem do ponto básico x0.

Definição 2.1 Uma imersão ϕ :M →֒ N de uma m-variedade Riemanniana

completa M em uma n-variedade de Hadamard N com curvatura seccional

KN ≤ b ≤ 0 tem segunda forma fundamental dominada se a(M) < 1.

Seja ϕ : M →֒ N uma m-subvariedade completa com segunda forma fun-

damental dominada imersa em uma n-variedade de Hadamard com curvatura

seccional KN ≤ b ≤ 0. Dado c ∈ (a(M), 1), existe um r0 > 0 tal que

‖α(x)‖ ≤ c · Cb
Sb
(ρN(ϕ(x))) (2.4)

para todo x ∈M \BM(r0), onde ρN é a função distância intŕınseca em N a um

ponto p = ϕ(q). Pelo Teorema de Sard (ver [12]), r0 pode ser escolhido de modo

que Γ = ϕ(M) ∩ ∂BN(r0) 6= ∅ é uma subvariedade de N , com dimΓ = m− 1.

Para cada y ∈ Γ, denotemos por TyΓ ⊂ Tyϕ(M) os espaços tangentes a Γ

e ϕ(M), respectivamente, em y. Pondo Λ = ϕ−1(Γ), como dimΓ = m − 1

e dimϕ(M) = m, podemos definir um campo de vetores suave ν em uma

vizinhança aberta V de Λ, de modo que para todo x ∈ Λ com y = ϕ(x), temos

que

Tyϕ(M) = TyΓ⊕ [[dϕx · ν(x)]], (2.5)

com 〈dϕx · ν(x), grad ρN〉 > 0. Aqui, [[dϕx · ν(x)]] denota o espaço veto-

rial gerado por dϕx · ν(x). Por simplicidade de notação, vamos identificar

dϕx · ν(x) = ν(y). Definimos a função ψ(x) := 〈ν(y), grad ρN(y)〉, para x ∈ Λ.
Como Λ é compacto e ψ(x) > 0, existe um mı́nimo positivo ψ0. Consideremos

o seguinte problema de Cauchy em M :






ξt(t, x) = 1
ψ
ν(ξ(t, x)),

ξ(0, x) = x.
(2.6)
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Foi mostrado em [10] que ψ satisfaz a seguinte equação diferencial ao longo

das curvas integrais t 7→ ξ(t, x):

−(
√

1− ψ2)t =
√

1− ψ2HessN ρN(ω, ω) + 〈ν∗, α(ν, ν)〉, (2.7)

onde ν∗ é um campo vetorial unitário normal a ν, e ω é um vetor unitário nor-

mal a TM e a grad ρN . Como uma consequência do Teorema de Comparação

do Hessiano, obtemos a seguinte desigualdade:

−(
√

1− ψ2)t ≥
√

1− ψ2
Cb
Sb
(ρN(ξ(t, x))) + 〈ν∗, α(ν, ν)〉. (2.8)

Ainda em [10], foi mostrado que ρN(ξ(t, x)) = t+ r0, donde podemos escrever

Sb(ρN(ξ(t, x))) = Sb(t+ r0). Assim, a desigualdade (2.8) é equivalente a

[

Sb(t+ r0)
√

1− ψ2
]

t
≤ −Sb(t+ r0)〈ν∗, α(ν, ν)〉. (2.9)

Integrando (2.9) de 0 a t, obtemos

Sb(t+ r0)
√

1− ψ2(t)− Sb(r0)
√

1− ψ2(r0)

=

∫ t

0

[Sb(s+ r0)
√

1− ψ2(s)]sds ≤ −
∫ t

0

Sb(s+ r0)〈ν∗, α(ν, ν)〉ds

donde segue-se que

√

1− ψ2(t) ≤ Sb(r0)

Sb(t+ r0)

√

1− ψ2(0)

− 1

Sb(t+ r0)

∫ t

0

Sb(s+ r0)〈ν∗, α(ν, ν)〉ds (2.10)

Contudo,

−〈ν∗, α(ν, ν)〉(ξ(s, x)) ≤ ‖α(ξ(s, x))‖ ≤ c · (Cb/Sb)(s+ r0).

Assim,

√

1− ψ2(t) ≤ Sb(r0)

Sb(t+ r0)

√

1− ψ2(0)

+
1

Sb(t+ r0)

∫ t

0

Sb(s+ r0)(−〈ν∗, α(ν, ν)〉)ds

≤ Sb(r0)

Sb(t+ r0)

√

1− ψ2(0)

+
1

Sb(t+ r0)

∫ t

0

Sb(s+ r0) · c ·
Cb(s+ r0)

Sb(s+ r0)
ds
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=
Sb(r0)

Sb(t+ r0)

√

1− ψ2(0)

+
1

Sb(t+ r0)
(c · Sb(t+ r0)− c · S(r0))

=
Sb(r0)

Sb(t+ r0)

(

√

1− ψ2(0)− c
)

+ c

≤ Sb(r0)

Sb(t+ r0)

(

√

1− ψ2
0 − c

)

+ c < 1, (2.11)

onde ψ0 = infΛ ψ > 0. Assim, para todo x ∈ Λ, temos que a função ψ satisfaz

a desigualdade (2.11) ao longo da curva integral ξ(t, x) (que está definida para

todo t).

Lema 2.1 Seja f = ρN ◦ ϕ :M → R. Ponha

B(b, c, r0) = sup
t,x

Sb(r0)

Sb(t+ r0)

[

√

1− ψ2
0 − c

]

+ c < 1. (2.12)

Então ‖grad f(x)‖ ≥
√

1−B2(b, c, r0), para x ∈M \ ϕ−1(BN(r0)).

Demonstração: Por (2.11), temos que

√

1− ψ2(t) ≤ Sb(r0)

Sb(t+ r0)

(

√

1− ψ2
0 − c

)

+ c

donde

ψ(t) ≥
√

1−B2(b, c, r0) > 0.

Logo,

inf
M\ϕ−1(BN (r0))

ψ ≥
√

1−B2(b, c, r0) > 0.

Também, grad f = 〈grad ρN , ν〉ν = ψ · ν. Portanto,
‖grad f(x)‖ ≥

√

1−B2(b, c, r0), para todo x ∈M \ ϕ−1(BN(r0)).

�

2.2 Bolas geodésicas extŕınsecas

Nesta seção provaremos um teorema que fornece limites superiores para

quocientes isoperimétricos de bolas geodésicas extŕınsecas em variedades de

Hadamard (ver [6]).
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Teorema 2.1 Seja ϕ : M →֒ N uma imersão de uma m-variedade Rie-

manniana completa M com segunda forma fundamental dominada em uma

variedade de Hadamard n-dimensional N com curvatura seccional limitada

b1 ≤ KN ≤ b2 ≤ 0. Para um dado c tal que a(M) < c < 1, existem constan-

tes positivas r0 = r0(b2, c) e B = B(b2, c) < 1 tais que, para bolas geodésicas

extŕınsecas D(R) com raio R ≥ r0, temos

volm−1(∂D(R))

volm(D(R))
≤ 1 +

√
−b1 ·m ·R · coth(

√
−b1 ·R) + Λ

R ·
√
1−B2

, (2.13)

onde Λ é uma constante que depende de c, r0, R, b2 e supBN (r0) ‖ ~H‖.

Demonstração: Como mencionamos antes, ϕ é própria. Fixemos um ponto

p = ϕ(q) ∈ N e c ∈ (a(M), 1), seja D(R) a bola geodésica extŕınseca com

centro em p e raio R ≥ r0 = r0(c) > 0. Considere f : M → R dada por

f = ρ2
N◦ϕ. Queremos estimar supD(R)∆f . Procedemos como segue: Tomamos

uma base ortonormal {∂/∂ρN , ∂/∂θ1, · · ·, ∂/∂θn−1} para TpN de coordenadas

polares e fazemos Xi = αi
∂

∂ρN
+
∑n−1

i=1 γ
i
j
∂
∂θj
, com α2

i +
∑n−1

j=1 (γ
i
j)

2 = 1.

∆f = ∆(ρ2
N ◦ ϕ)

= 2(ρN ◦ ϕ)∆(ρN ◦ ϕ) + 2〈grad (ρN ◦ ϕ), grad (ρN ◦ ϕ)〉

= 2ρN(ϕ)

[

m
∑

i=1

Hess ρN(ϕ)(Xi, Xi) +

〈

grad ρN(ϕ),
m
∑

i=1

α(Xi, Xi)

〉]

+2

〈

m
∑

i=1

(Xi(ρN(ϕ))Xi,

m
∑

j=1

(Xj(ρN(ϕ))Xj

〉

= 2ρN(ϕ)
m
∑

i=1

Hess ρN(ϕ)(Xi, Xi) + 2ρN(ϕ)〈grad ρN(ϕ),m ~H〉

+2

〈

m
∑

i=1

〈grad ρN(ϕ), Xi〉Xi,
m
∑

j=1

〈 grad ρN(ϕ), Xj〉Xj

〉

= 2ρN(ϕ)
m
∑

i=1

Hess ρN(ϕ)(Xi, Xi) + 2ρN(ϕ)〈grad ρN(ϕ),m ~H〉

+2
m
∑

i=1

m
∑

j=1

〈grad ρN(ϕ), Xi〉〈grad ρN(ϕ), Xj〉〈Xi, Xj〉

= 2ρN(ϕ)
m
∑

i=1

Hess ρN(ϕ)(Xi, Xi) + 2ρN(ϕ)〈grad ρN(ϕ),m ~H〉

+2
m
∑

i=1

〈grad ρN(ϕ), Xi〉〈grad ρN(ϕ), Xi〉

34



= 2
m
∑

i=1

[

〈Xi, grad ρN(ϕ)〉2 + ρN(ϕ)Hess ρN(ϕ)(Xi, Xi)
]

+2ρN(ϕ)〈grad ρN(ϕ),m ~H〉

= 2
m
∑

i=1

[

〈Xi, grad ρN(ϕ)〉2 + ρN(ϕ)
n−1
∑

j=1

(γij)
2HessN ρN

(

∂

∂θj
,
∂

∂θj

)

]

+2ρN(ϕ)〈grad ρN(ϕ),m ~H〉

≤ 2
m
∑

i=1

[

〈Xi, grad ρN(ϕ)〉2 + ρN(ϕ)
n−1
∑

j=1

(γij)
2Cb1
Sb1

(ρN(ϕ))

∥

∥

∥

∥

∂

∂θj

∥

∥

∥

∥

]

+2ρN(ϕ)〈grad ρN(ϕ),m ~H〉

= 2
m
∑

i=1

[

(XiρN(ϕ))
2 + ρN(ϕ)(1− α2

i )
Cb1
Sb1

(ρN(ϕ))

]

+2ρN(ϕ)〈grad ρN(ϕ),m ~H〉

≤ 2

[

m
∑

i=1

α2
i +

m
∑

i=1

ρN(ϕ)
Cb1
Sb1

(ρN(ϕ))

]

+ 2mρN(ϕ)‖grad ρN(ϕ)‖‖ ~H‖

≤ 2

[

1 +m · sup
ρN∈[0,R]

ρN(ϕ)
Cb1
Sb1

(ρN(ϕ))

]

+ 2mρN(ϕ)‖grad ρN(ϕ)‖‖ ~H‖

Se x ∈ ϕ−1(BN(r0)), então

2mρN(ϕ)‖grad ρN(ϕ)‖‖ ~H‖ ≤ 2mr0 sup
BN (r0)

‖ ~H‖.

Se x ∈M \ ϕ−1(BN(r0)), então

2mρN(ϕ)‖grad ρN(ϕ)‖‖ ~H‖ ≤ 2Rc

(

Cb2
Sb2

)

(ρN(ϕ)).

Logo, obtemos

∆f ≤ 2

[

1 +m sup
ρN∈[0,R]

ρN(ϕ)
Cb1
Sb1

(ρN(ϕ))

]

+ Λ( sup
BN (r0)

‖ ~H‖, c, r0, R, b2),

onde

Λ( sup
BN (r0)

‖ ~H‖, c, r0, R, b2) = max

{

2mr0 sup
BN (r0)

‖ ~H‖, 2cR
(

Cb2
Sb2

)

(R)

}

.

Por outro lado, grad f = 2ρNψν. Assim,

inf
∂D(R)

‖grad f‖ ≥ 2R
√

1−B2(b2, c, r0) > 0.

Usando o Teorema de Green, obtemos
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sup
D(R)

∆f · volm(D(R)) = sup
D(R)

∆f ·
∫

D(R)

dD(R)

=

∫

D(R)

sup
D(R)

∆f dD(R) ≥
∫

D(R)

∆f dD(R)

=

∫

D(R)

div grad f dD(R) =

∫

∂D(R)

〈grad f, ν〉 d(∂D(R))

≥
∫

∂D(R)

‖grad f‖ d(∂D(R)) ≥
∫

∂D(R)

(

inf
∂D(R)

‖grad f‖
)

d(∂D(R))

= inf
∂D(R)

‖grad f‖ · volm−1(∂D(R)).

Assim, temos

volm−1(∂D(R))

volm(D(R))
≤

supD(R)∆f

inf∂D(R) ‖grad f‖

≤
2
[

1 +m supρN∈[0,R] ρN(ϕ)
Cb1

Sb1

(ρN(ϕ))
]

+ Λ(supBN (r0) ‖ ~H‖, c, r0, R, b2)
2R
√

1−B2(b2, c, r0)

≤
2
[

1 +m supρN∈[0,R]
Cb1

Sb1

(ρN(ϕ))
]

+ 2Λ(supBN (r0) ‖ ~H‖, c, r0, R, b2)
2R
√

1−B2(b2, c, r0)

=

[

1 +m supρN∈[0,R] ρN(ϕ)
Cb1

Sb1

(ρN(ϕ))
]

+ Λ(supBN (r0) ‖ ~H‖, c, r0, R, b2)
R
√

1−B2(b2, c, r0)

=

[

1 +m supρN∈[0,R] ρN(ϕ)
√
−b1 coth(

√
−b1ρN(ϕ))

]

R
√

1−B2(b2, c, r0)

+
Λ(supBN (r0) ‖ ~H‖, c, r0, R, b2)

R
√

1−B2(b2, c, r0)

≤
1 +

√
−b1mR coth(

√
−b1R) + Λ(supBN (r0) ‖ ~H‖, c, r0, R, b2)

R
√

1−B2(b2, c, r0)
.

Isto termina a demonstração.

�

Observação 2.1 No Teorema 2.1, se a imersão é mı́nima, então Λ = 0. As-

sim, usando (1) e (2.13), obtemos

volm−1(∂BNm(b2)(R))

volm(BNm(b2)(R))
≤ volm−1(∂D(R))

volm(D(R))

≤ 1 +
√
−b1 ·m ·R · coth(

√
−b1 ·R)

R ·
√

1−B2(b2, c, r0)
.
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Caṕıtulo 3

Resultado Principal

Neste caṕıtulo iremos provar o resultado principal deste trabalho. Dada

uma variedade compacta M , existe uma única função suave E em M que

satisfaz ∆E = −1 em M e E|∂M = 0 (ver [13]). Chamamos essa função E de

tempo médio de sáıda de M .

3.1 Tempo médio de sáıda em subvariedades

esfericamente simétricas

Uma variedade esfericamente simétrica é um espaço quociente

W = ([0, R)× S
n−1)/ ∼, com R ∈ (0,∞], onde

(t, θ) ∼ (s, α)⇔















t = s e θ = α

ou

s = t = 0,

dotado com uma métrica Riemanniana da forma dt2 + f 2(t)dθ2, onde

f ∈ C2([0, R]) com f(0) = 0, f ′(0) = 1 e f(t) > 0 para todo t ∈ (0, R].

A classe das variedades esfericamente simétricas inclui as formas espaciais

canônicas R
n, S

n(1) e H
n(−1).

Seja BW (r) ⊂ W uma bola geodésica com raio r e centro 0 = (0×S
n−1)/ ∼

de uma variedade esfericamente simétrica (W,dt2+ f 2(t)dθ2). O tempo médio

de sáıda E de BW (r) é dado por

E(x) = E(|x|) =
∫ r

|x|

1

fn−1(σ)

∫ σ

0

fn−1(s)dsdσ, (3.1)
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onde |x| = distW (0, x). De fato, para todo x ∈ ∂BW (r), temos |x| = r, logo

E(|x|) =
∫ r

|x|

1

fn−1(σ)

∫ σ

0

fn−1(s)dsdσ = 0,∀x ∈ ∂BW (r).

Ademais,

E ′(|x|) = − 1

fn−1(|x|)

∫ |x|

0

fn−1(s) ds

e

E ′′(|x|) = (n− 1)
f ′(|x|)
f(|x|)

1

fn−1(|x|)

∫ |x|

0

fn−1(s)ds− 1.

Assim, temos

∆WE(|x|) = E ′′(|x|) + (n− 1)
f ′(|x|)
f(|x|)E

′(|x|) + 1

f 2(|x|)∆Sn−1

= (n− 1)
f ′(|x|)
f(|x|)

1

fn−1(|x|)

∫ |x|

0

fn−1(s)ds− 1

+(n− 1)
f ′(|x|)
f(|x|)

(

− 1

fn−1(|x|)

∫ |x|

0

fn−1(s)ds

)

= −1.

Observe que

E ′(r) = −
∫ r

0
fn−1(s) ds

fn−1(r)
= − voln(BW (r))

voln−1(∂BW (r))
. (3.2)

Considere o seguinte problema de Dirichlet






∆Wu+ λ1(BW (r))u = 0 em BW (r),

u = 0 em ∂BW (r).

Em [5], Bessa e Montenegro mostraram que o primeiro autovalor λ1(BW (r)) é

limitado inferiormente por

λ1(BW (r)) ≥
[infBW (r) div X]

2

4 supBW (r) ‖X‖2
, (3.3)

onde X é um campo de vetores em BW (r) com inf div X > 0 e sup ‖X‖ <∞.

Tomando X = −gradW E, temos que div X = 1 e ‖X‖ = |E ′|. Aplicando
(3.3) e usando (3.2), obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Seja BW (r) uma bola geodésica centrada em 0 = (0×S
n−1)/ ∼

com raio r em uma n-variedade Riemanniana esfericamente simétrica

(W,dt2 + f 2(t)dθ2). Sejam V (t) e S(t), respectivamente, o n-volume e o

(n− 1)-volume de BW (t) e ∂BW (t). Então

λ1(BW (r)) ≥ inf
0≤t≤r

1

4

[

S(t)

V (t)

]2

. (3.4)

38



Corolário 3.1 Seja W uma variedade esfericamente simétrica não-compacta

completa. Suponha que o bordo de BW (t) tem crescimento de volume

c1e
c3t ≤ S(t) ≤ c2e

c3t, onde c1 < c2 e c3 são constantes positivas. Então

λ∗(W ) = lim
r→∞

λ1(BW (r)) ≥
(

c1c3
c2

)2

. (3.5)

3.2 Tempo médio de sáıda em subvariedades

mı́nimas de N × R

Seja ϕ :M →֒ W uma m-subvariedade mı́nima completa propriamente imersa

de uma variedade Riemanniana completaW com curvatura seccional KW ≤ κ.

Sejam D(R) uma bola geodésica extŕınseca centrada em p = ϕ(q) com raio R

e ρW (y) = distW (p, y). Seja E(y) o tempo médio de sáıda de D(R), e denote

por Em
b (ỹ) o tempo médio de sáıda da bola geodésica BNm(b)(R) na forma

espacial N
m(b). Sabemos que Em

b é uma função radial Em
b (ỹ) = Em

b (|ỹ|), onde
|ỹ| = distNm−1(b)(0, ỹ). Markvorsen provou o seguinte teorema de comparação

do tempo médio de sáıda.

Teorema 3.2 (Markvorsen [22]) (i) Se a curvatura seccional de W satis-

faz KW ≤ b ≤ 0, então E(y) ≤ Em
b (ρW (y)).

(ii) Se a curvatura seccional de W satisfaz KW ≥ b ≥ 0, então E(y) ≥
Em
b (ρW (y)).

O próximo resultado, obtido por Bessa e Montenegro (ver [6]), é uma versão

do teorema de comparação do tempo médio de sáıda de Markvorsen para

conjuntos compactos de subvariedades mı́nimas de N × R.

SejaK ⊂ ϕ(M) um conjunto compacto em umam-subvariedade mı́nima de

N×R, ondeN é uma variedade Riemanniana com curvatura seccionalKN ≤ κ.

Sejam rK e pK , respectivamente, o raio e o centro radial de π1(K). Suponha

que rK < min{injN(pK), π/2
√
κ}. Denotemos por E(y) e Eb(ỹ) = Em−1

b (ỹ),

respectivamente, o tempo médio de sáıda de K e BNm−1(b)(rK).

Teorema 3.3 Seja ρN(π1(y)) = distN(pK , π1(y)).

(i) Se KN ≤ b ≤ 0, então E(y) ≤ Eb(ρN(π1(y))).
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(ii) Se KN ≥ b > 0, a imersão ϕ é própria e K = ϕ(M)∩ (BN(R)×R) é um

conjunto compacto, então E(y) ≥ Eb(ρN(π1(y))).

Demonstração: Primeiro notemos que E e Eb satisfazem







∆KE = −1 em K,

E = 0 em ∂K
e







∆Nm−1(b)Eb = −1 em BNm−1(b)(rK),

Eb = 0 em ∂BNm−1(b)(rK).
(3.6)

Sabemos que Eb é uma função radial Eb(ỹ) = Eb(|ỹ|). Seja Ēb o transporte de
Eb para BN(rK)×R definido por Ēb(y) = Eb◦ρN ◦π1(y), onde π1 : N×R → N

é a projeção sobre o primeiro fator. Temos que Ēb|K = Ēb ◦ ϕ. Definimos

Fb : [0,∞)→ [0,∞) por

Fb(t) =















1
b
(1− cos(

√
b · t)) se b > 0,

t2

2
se b = 0,

1
b
(1− cosh(

√
−b · t)) se b < 0.

(3.7)

Observe que Fb satisfaz F
′′
b (t)− Cb

Sb
(t)F ′b(t) = 0 para todo t ≥ 0.

Seja s = Fb(ρN ◦ π1) e defina Ēb(s) por Ēb(s(y)) = Ēb(y). Calculando

∆KĒb ◦ ϕ em qualquer ponto x ∈ ϕ−1(K), obtemos (ver (1.37))

∆KĒb ◦ ϕ(x) =
m
∑

i=1

Hess(N×R) Ēb(y)(Xi, Xi) +

〈

grad Ēb,
m
∑

i=1

α(Xi, Xi)

〉

=
m
∑

i=1

Hess(N×R) (Eb ◦ ρN ◦ π1)(y)(Xi, Xi)

=
m
∑

i=1

HessN (Eb ◦ ρN ◦ π1)(y)(Xi, Xi)

=
m
∑

i=1

HessN Ēb(y)(Xi, Xi)

=
m
∑

i=1

HessN Ēb(s(y))(Xi, Xi)

=
m
∑

i=1

[

XiXiĒb(s(y))− (∇Xi
Xi) Ēb(s(y))

]

=
m
∑

i=1

[

Ē
′′
b (s(y))Xis(y)Xis(y) + Ē

′
b(s(y))XiXis(y)

]

−
m
∑

i=1

(∇Xi
Xi) Ēb(s(y))

40



=
m
∑

i=1

[

Ē
′′
b (s(y))〈grad s(y), Xi〉2 + Ē

′
b(s(y))XiXis(y)

]

−
m
∑

i=1

Ē
′
b(s(y)) (∇Xi

Xi) s(y)

=
m
∑

i=1

[

Ē
′′
b (s(y))〈grad s(y), Xi〉2Ē′b(s(y)) (XiXis(y)− (∇Xi

Xi) s(y))
]

=
m
∑

i=1

[

Ē
′′
b (s(y))〈grad s(y), Xi〉2 + Ē

′
b(s(y))HessN s(y)(Xi, Xi)

]

, (3.8)

onde {Xi} é uma base ortonormal para Tyϕ(M), com y = ϕ(x). Seja

{∂/∂ρN , ∂/∂θ1, ..., ∂/∂θn−1} uma base ortonormal para Tπ1(y)N de coordena-

das polares, e seja ∂/∂t o vetor unitário tangente ao fator R. Escolhemos Xi

da seguinte maneira:

Xi = αi
∂

∂ρN
+ βi

∂

∂t
+

n−1
∑

i=1

γij
∂

∂θj
, (3.9)

α2
i + β2

i +
n−1
∑

i=1

(γij)
2 = 1. (3.10)

Aplicando o Teorema de Comparação do Hessiano e levando em conta o fato

que F ′′b (t)− F ′b(t)
Cb

Sb
(t) = 0, obtemos:

m
∑

i=1

HessN s(Xi, Xi) =
m
∑

i=1

HessN Fb(ρN)(Xi, Xi)

=
m
∑

i=1

[XiXiFb(ρN)− (∇Xi
Xi)Fb(ρN)]

=
m
∑

i=1

[F ′′b (ρN)XiρNXiρN + F ′b(ρN)XiXiρN − F ′b(ρN) (∇Xi
Xi) ρN ]

= F ′′b (ρN)
m
∑

i=1

(XiρN)
2 + F ′b(ρN)

m
∑

i=1

(XiXiρN − (∇Xi
Xi) ρN)

= F ′′b (ρN)
m
∑

i=1

〈grad ρN , Xi〉2 + F ′b(ρN)
m
∑

i=1

HessN ρN(Xi, Xi)

= F ′′b (ρN)
m
∑

i=1

α2
i + F ′b(ρN)

m
∑

i=1

n−1
∑

j=1

(γij)
2HessN ρN

(

∂

∂θj
,
∂

∂θj

)

≥ F ′′b (ρN)
m
∑

i=1

α2
i + F ′b(ρN)

m
∑

i=1

n−1
∑

j=1

(γij)
2Cb
Sb
(ρN)

∥

∥

∥

∥

∂

∂θj

∥

∥

∥

∥

2

= F ′′b (ρN)
m
∑

i=1

α2
i + F ′b(ρN)

Cb
Sb
(ρN)

m
∑

i=1

n−1
∑

j=1

(γij)
2
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= F ′′b (ρN)
m
∑

i=1

α2
i + F ′b(ρN)

Cb
Sb
(ρN)

m
∑

i=1

(1− α2
i − β2

i )

=

(

F ′′b (ρN)− F ′b(ρN)
Cb
Sb
(ρN)

) m
∑

i=1

α2
i + F ′b(ρN)

Cb
Sb
(ρN)

(

m−
m
∑

i=1

β2
i

)

≥ (m− 1) · F ′b(ρN)
Cb
Sb
(ρN).

Logo, obtemos

m
∑

i=1

HessN s(Xi, Xi) ≥ (m− 1) · F ′b(ρN)
Cb
Sb
(ρN). (3.11)

Lembremos que o Laplaciano da métrica canônica dt2 + S2
b (t)dθ

2 da forma

espacial N
m−1(b) é dado por

∆Nm−1(b) = ∂2/∂t2 + (m− 2)(Cb/Sb)∂/∂t+ (1/S2
b (t))∆Sm−2 . (3.12)

Assim,

∆Nm−1(b)s = F ′′b (ρN) + (m− 2)
Cb
Sb
(ρN)F

′
b(ρN) +

1

S2
b (ρN)

∆Sm−2F (ρN)

= F ′′b (ρN) + (m− 2)
Cb
Sb
(ρN)F

′
b(ρN)

= F ′b(ρN)
Cb
Sb
(ρN) + (m− 2)

Cb
Sb
(ρN)F

′
b(ρN)

= (m− 1)
Cb
Sb
(ρN)F

′
b(ρN).

Em [22], Markvorsen provou que

E′b(s) < 0 para todo b e















E′′b (s) > 0 se b < 0,

E′′b (s) = 0 se b = 0,

E′′b (s) < 0 se b > 0.

Assim, de (3.8), temos

∆KĒb ◦ ϕ(x) =
m
∑

i=1

[

Ē
′′
b (s)〈grad s,Xi〉2 + Ē

′
b(s)HessN s(Xi, Xi)

]

= Ē
′′
b (s)

m
∑

i=1

〈grad s,Xi〉2 + Ē
′
b(s)

m
∑

i=1

HessN s(Xi, Xi)

≤ Ē
′′
b (s)‖gradN s‖2 + Ē

′
b(s) · (m− 1) · F ′b(ρN)

Cb
Sb
(ρN)

= Ē
′′
b (s)‖gradNm−1(b) s‖2 + Ē

′
b(s)∆Nm−1(b)s

= ∆Nm−1(b)Ēb = −1 = ∆KE. (3.13)
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Logo,

∆K(Ēb − E) = ∆KĒb −∆KE ≤ 0. (3.14)

Note que Ēb ◦ ϕ > 0 em BN×R(rK) e Ēb ◦ ϕ = 0 em ∂BN×R(rK). Ademais,

K ⊂ BN×R(rK). Logo, (Ēb − E)|∂K = Ēb|∂K ≥ 0. Assim, Ēb ≥ E em K.

Portanto, E(y) ≤ Eb(ρN(π1(y))), e o item (i) está provado.

(ii) Se KN ≥ b > 0, então

m
∑

i=1

HessN s(Xi, Xi) = F ′′b (ρN)
m
∑

i=1

α2
i

+F ′b(ρN)
m
∑

i=1

n−1
∑

j=1

(γij)
2HessN ρN

(

∂

∂θj
,
∂

∂θj

)

≤ F ′′b (ρN)
m
∑

i=1

α2
i + F ′b(ρN)

m
∑

i=1

n−1
∑

j=1

(γij)
2Cb
Sb
(ρN)

∥

∥

∥

∥

∂

∂θj

∥

∥

∥

∥

2

=

(

F ′′b (ρN)− F ′b(ρN)
Cb
Sb
(ρN)

) m
∑

i=1

α2
i

+F ′b(ρN)
Cb
Sb
(ρN)

(

m−
m
∑

i=1

β2
i

)

≤ m · F ′b(ρN)
Cb
Sb
(ρN) (3.15)

e E ′′b (s) < 0. Ademais, temos

∆Nm(b) = ∂2/∂t2 + (m− 1)(Cb/Sb)∂/∂t+ (1/S2
b (t))∆Sm−1 . (3.16)

Logo,

∆Nm(b)s = ∆Nm(b)Fb(ρN)

= F ′′b (ρN) + (m− 1)
Cb
Sb
(ρN)F

′
b(ρN) +

1

S2
b (ρN)

∆Sm−1F (ρN)

= F ′′b (ρN) + (m− 1)
Cb
Sb
(ρN)F

′
b(ρN)

= F ′b(ρN)
Cb
Sb
(ρN) + (m− 1)

Cb
Sb
(ρN)F

′
b(ρN)

= m · Cb
Sb
(ρN)F

′
b(ρN). (3.17)

Consequentemente,

∆KĒb ◦ ϕ(x) =
m
∑

i=1

[

Ē
′′
b (s)〈grad s,Xi〉2 + Ē

′
b(s)HessN s(Xi, Xi)

]
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= Ē
′′
b (s)

m
∑

i=1

〈grad s,Xi〉2 + Ē
′
b(s)

m
∑

i=1

HessN s(Xi, Xi)

≥ Ē
′′
b (s)‖gradN s‖2 + Ē

′
b(s) ·m · F ′b(ρN)

Cb
Sb
(ρN)

= Ē
′′
b (s)‖gradNm(b) s‖2 + Ē

′
b(s)∆Nm(b)s

= ∆Nm(b)Ēb = −1 = ∆KE. (3.18)

Assim, obtemos que ∆K(Ēb −E) ≥ 0, e isto é válido para qualquer compacto

K. Contudo, como estamos considerando K = ϕ(M)∩(BN(R)×R) e estamos

supondo que a imersão ϕ é própria, temos que ∂K ⊂ ∂BN(R) × R e assim

(Ēb − E)|∂K = 0. Logo, Ēb ≤ E em K e portanto E(y) ≥ Eb(ρN(π1(y))).

�

3.3 Desigualdades isoperimétricas para subva-

riedades mı́nimas de N × R

Começaremos esta seção enunciando um importante lema devido a Palmer, o

qual será útil na demonstração do próximo teorema.

Lema 3.1 (Palmer [28]) Seja Eb o tempo médio de sáıda da bola BNm−1(b)(R).

Então

E ′b(R) = −
volm−1(BNm−1(b)(R))

volm−2(∂BNm−1(b)(R))
. (3.19)

Agora estamos em condições de provar o resultado principal deste trabalho.

Teorema 3.4 Seja ϕ : M →֒ N × R uma imersão mı́nima de uma variedade

m-dimensional M no espaço produto N×R, onde N é uma variedade Rieman-

niana completa com curvatura seccional KN . Seja K ⊂ ϕ(M) um conjunto

compacto conexo e sejam rK = raio(π1(K)) e pK ∈ N , respectivamente, o raio

e o centro radial do conjunto π1(K). Suponha que rK < injN(pK). Então

volm−1(∂K)

volm(K)
≥ volm−2(∂BNm−1(b)(rK))

volm−1(BNm−1(b)(rK))
. (3.20)

Demonstração: Denotemos por Ēb o transporte do tempo médio de sáıda

Em−1
b de BNm−1(b)(rK) para BN(rK)×R definido por Ēb(x) = Eb ◦ ρN ◦ π1(y).
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Por (3.13), temos que ∆KĒb ◦ ϕ ≤ −1 em K. Denotando por dK e dA, res-

pectivamente, os elementos de volume Riemanniano em K e ∂K, e integrando

sobre K, obtemos

−volm(K) = −
∫

K

dK ≥
∫

K

∆KĒb ◦ ϕ dK

=

∫

K

div (grad Ēb ◦ ϕ) dK =

∫

∂K

〈grad Ēb ◦ ϕ, ν〉 dA

=

∫

∂K

〈grad (Eb ◦ ρN ◦ π1) ◦ ϕ, ν〉 dA

=

∫

∂K

ν(Eb ◦ ρN ◦ π1 ◦ ϕ) dA =

∫

∂K

E ′b · ν(ρN ◦ π1 ◦ ϕ) dA

≥ −
∫

∂K

|E ′b| · ‖ν(ρN ◦ π1 ◦ ϕ)‖ dA

= −
∫

∂K

|E ′b| dA ≥ −
∫

∂K

(

sup
∂K

|E ′b|
)

dA

= − sup
∂K

|E ′b| ·
∫

∂K

dA = − sup
∂K

|E ′b| · volm−1(∂K).

Assim,

volm−1(∂K)

volm(K)
≥ 1

sup∂K |E ′b|
= |E ′b(rK)|−1

=

∣

∣

∣

∣

− volm−1(BNm−1(b)(rK))

volm−2(∂BNm−1(b)(rK))

∣

∣

∣

∣

−1

=
volm−2(∂BNm−1(b)(rK))

volm−1(BNm−1(b)(rK))
. (3.21)

Isto conclui a demonstração.

�
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- Departamento de Matemática, Universidade Federal do Ceará, Forta-
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