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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo comparar os deslocamentos méximos em lajes de concreto
armado por meio de duas abordagens distintas: a teoria cldssica de placas de Kirchhoff-Love
e a modelagem numérica pelo Método dos Elementos Finitos (MEF). Foram analisadas lajes
retangulares submetidas a carregamento uniformemente distribuido, considerando diferentes
condi¢des de contorno, razdes geométricas entre os lados e variacdes na espessura, com o in-
tuito de avaliar a validade da hipétese de placa. As solucdes analiticas baseadas na teoria de
Kirchhoff-Love foram obtidas por meio de expressdes cldssicas em séries, enquanto as andli-
ses numéricas foram realizadas utilizando o software COMSOL Multiphysics, adotando-se um
modelo eldstico linear. Os resultados evidenciaram excelente concordincia entre as solucdes
analiticas e numéricas para lajes com elevada razdo entre o vao e a espessura, confirmando
a adequacdo da teoria de placas nesse regime. A medida que a espessura da laje aumenta,
observam-se discrepancias progressivas entre os resultados analiticos e os obtidos via MEF,
atribuidas principalmente a influéncia dos efeitos de cisalhamento transversal e a formulacao
do elemento finito utilizado. Conclui-se que a teoria de Kirchhoff-Love é apropriada para a es-
timativa de deslocamentos em lajes, enquanto o Método dos Elementos Finitos se mostra mais

versatil para anélises em que as hipdteses cldssicas deixam de ser vdlidas.

Palavras-chave: lajes de concreto armado; teoria de placas; kirchhoff-Love; método dos ele-

mentos finitos; deslocamentos



ABSTRACT

This study aims to compare the maximum displacements of reinforced concrete slabs using two
distinct approaches: the classical Kirchhoff-Love plate theory and numerical modeling based
on the Finite Element Method (FEM). Rectangular slabs subjected to uniformly distributed lo-
ads were analyzed under different boundary conditions, geometric aspect ratios, and varying
thicknesses, in order to assess the validity of the plate assumption. Analytical solutions de-
rived from Kirchhoff-Love theory were obtained through classical series formulations, while
numerical analyses were carried out using the COMSOL Multiphysics software under a linear
elastic framework. The results demonstrated excellent agreement between analytical and nume-
rical solutions for slabs with high span-to-thickness ratios, confirming the applicability of plate
theory within this regime. As slab thickness increases, progressive discrepancies between the
analytical results and FEM predictions were observed, mainly due to the influence of transverse
shear effects and the formulation of the finite element employed. It is concluded that Kirchhoft-
Love theory is suitable for displacement estimation in slabs, whereas the Finite Element Method

provides greater flexibility and accuracy when classical assumptions are no longer valid.

Keywords: reinforced concrete slabs; plate theory; kirchhoff-love; finite element method; dis-

placements
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1 INTRODUCAO

A previsao matemadtica de fendmenos fisicos desempenha um papel fundamental na
engenharia civil, especialmente no que se refere a estimativa do comportamento estrutural e a
avaliacdo da seguranca e da estabilidade das estruturas. Entre os diversos elementos estruturais,
as lajes de concreto armado ocupam posicdo de destaque, sendo amplamente utilizadas em
edificios residenciais, comerciais e industriais. A compreensdo do comportamento mecanico
dessas lajes sob diferentes tipos de carregamentos e condi¢des de contorno é essencial para
andlises estruturais eficientes e confidveis.

Historicamente, o estudo das lajes evoluiu de forma paralela ao desenvolvimento
das teorias da elasticidade e da resisténcia dos materiais. A teoria cldssica das placas finas de
Kirchhoff-Love, desenvolvida no século XIX, constitui um marco importante na analise estrutu-
ral de lajes, ao descrever o comportamento a flexdo desconsiderando os efeitos do cisalhamento
transversal. Posteriormente, a teoria de placas de Mindlin passou a incorporar esses efeitos,
tornando-se mais adequada para a andlise de lajes espessas. Segundo Haukaas (2019), a es-
colha entre essas abordagens depende diretamente da espessura da laje e do nivel de precisao
exigido na andlise.

Com o avanco da tecnologia computacional, métodos numéricos como o Método
dos Elementos Finitos (MEF) tornaram-se amplamente empregados para simular o comporta-
mento estrutural de lajes, permitindo andlises detalhadas mesmo em geometrias complexas ou
sob condig¢des variadas de carregamento. Esses métodos possibilitam a obteng¢do de campos de
deslocamentos e tensdes com elevado nivel de detalhamento, contribuindo para a compreensao
dos limites e da aplicabilidade das teorias cldssicas de placas.

Neste contexto, o presente trabalho concentra-se na andlise comparativa de lajes
de concreto armado submetidas a diferentes condicdes de contorno. As lajes sdo modeladas
como placas finas com base na teoria cldssica de Kirchhoff-Love e analisadas numericamente
por meio do Método dos Elementos Finitos, com o objetivo de avaliar os deslocamentos e
os esforcos resultantes em cada abordagem, bem como investigar a influéncia das hipéteses
adotadas na resposta estrutural.

Nos dltimos anos, o comportamento estrutural de lajes de concreto armado tem
sido amplamente investigado em diferentes contextos, com énfase em anélises numéricas e
experimentais que complementam e aprofundam as formulacdes cldssicas. Estudos recentes

empregaram o Método dos Elementos Finitos para analisar o efeito da torcao em lajes reforca-
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das com fibras de aco, demonstrando que a inclusdo dessas fibras pode aumentar significativa-
mente 0 momento dltimo de tor¢do e a rigidez torsional em diferentes estdgios de carregamento,
ressaltando a importincia da consideracio desses efeitos em andlises bidimensionais de lajes
(Werdina, 2024).

Outras pesquisas focaram andlises numéricas de lajes reforcadas com materiais com-
positos, como polimeros reforcados com fibras (FRP), avaliando o desempenho flexural e a
resisténcia a deformacdo de lajes bidirecionais submetidas a carregamentos estaticos, evidenci-
ando avancos na modelagem de reforgos externos e na melhoria do comportamento estrutural
dessas estruturas (Qsymah; Ayasrah, 2024).

Além disso, trabalhos experimentais € numéricos investigaram o comportamento
de lajes lisas submetidas a acdo de pun¢do e impacto, destacando mecanismos de ruptura e a
concentracdo de tensdes em regides proximas a pilares ou cargas localizadas, o que reforca a
necessidade de modelos capazes de representar adequadamente a distribui¢cdo de esfor¢os nessas
situacdes (Anonymous, 2025).

Essas investigacOes contribuem para uma compreensdo mais aprofundada dos me-
canismos que influenciam o desempenho de lajes de concreto armado, especialmente em situa-
coes que extrapolam as hipéteses simplificadoras da teoria classica, fornecendo subsidios para

a avaliacdo critica de modelos tedricos e numéricos aplicados a andlise estrutural de lajes.
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1.1 Consideracoes iniciais

1.1.1 Objetivo Geral

Comparar os deslocamentos médximos de lajes modeladas como placas eldsticas,
utilizando a teoria clédssica de placas de Kirchhoff-Love e a modelagem numérica por meio do
Meétodo dos Elementos Finitos, avaliando a validade das hipdteses da teoria cldssica em fungdo

das caracteristicas geométricas e das condi¢des de contorno das lajes.

1.1.2  Objetivo Especifico

Com o intuito de atingir o objetivo geral deste trabalho, estabelecem-se os seguintes
objetivos especificos:

e Analisar o comportamento dos deslocamentos maximos em lajes submetidas a carrega-
mento uniformemente distribuido, considerando diferentes condi¢des de contorno;

e Investigar a teoria de Kirchhoff-Love aplicado em placas, avaliando sua adequagdo em
funcdo da razdo entre o vao e a espessura da laje;

e Comparar os deslocamentos obtidos por meio da teoria cldssica de placas e do Método
dos Elementos Finitos, identificando convergéncias e discrepincias entre as abordagens;

e Analisar criticamente as vantagens, limitacdes e campos de aplicacdo da teoria de Kirchhoff-

Love e do Método dos Elementos Finitos na andlise estrutural de Iajes.

1.1.3  Justificativa

A escolha do tema deste trabalho justifica-se pela ampla utiliza¢do de lajes maci-
cas em estruturas de concreto armado e pela necessidade de uma avalia¢do consistente de seu
comportamento estrutural frente aos carregamentos atuantes. A correta compreensao dos des-
locamentos e dos esforcos internos em lajes € fundamental para andlises estruturais confidveis,
especialmente quando se consideram diferentes condi¢des de contorno e relacdes geométricas
entre espessura e vao.

As teorias cléssicas de placas, fundamentadas na Teoria da Elasticidade, fornecem
modelos analiticos consolidados que permitem descrever o comportamento a flexao de lajes sob
hipéteses bem definidas. Essas solugdes constituem importantes referéncias para a avaliagdo da

aplicabilidade e das limita¢des das formulagdes simplificadas, além de servirem como base para
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a validacdo de métodos numéricos mais gerais, como o Método dos Elementos Finitos.

Nesse contexto, a comparagdo entre solucdes analiticas cldssicas e resultados obti-
dos por meio de modelagens numéricas contribui para uma compreensdo mais aprofundada dos
mecanismos que governam o comportamento estrutural das lajes. Tal abordagem permite iden-
tificar a influéncia dos principais parametros geométricos € mecanicos na resposta estrutural,
bem como avaliar a adequacgdo das hipéteses adotadas em cada modelo.

Dessa forma, o desenvolvimento deste estudo busca fortalecer o embasamento ted-
rico associado a andlise de lajes, a0 mesmo tempo em que promove uma visao critica sobre o
uso de ferramentas numéricas na engenharia estrutural, contribuindo para a formagao técnica e

analitica do engenheiro civil.

1.1.4 Organizacdo do trabalho

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos, além das referéncias bibliografi-
cas e apéndices, conforme descrito a seguir.

O Capitulo 1 apresenta a introduc@o do estudo, contextualizando a importancia da
andlise estrutural de lajes de concreto armado, os fundamentos tedricos envolvidos, a justifica-
tiva da escolha do tema e os objetivos que orientam o desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 2 € realizada a revisdo de literatura, abordando os principais concei-
tos tedricos relacionados a teoria cldssica das placas, a Teoria da Elasticidade e as solucdes
analiticas para diferentes condi¢cdes de contorno.

O Capitulo 3 descreve a metodologia adotada, incluindo a defini¢do das geometrias
analisadas, as hipéteses de modelagem, os parametros mecanicos considerados e a implemen-
tacdo dos modelos numéricos por meio do Método dos Elementos Finitos, além dos critérios
utilizados para comparacao entre as diferentes abordagens.

No Capitulo 4 apresenta de maneira sistemdtica o processo de modelagem numérica
da laje de concreto armado feita no Software de MEF até o resultado gerado pela modelagem.

O Capitulo 5 investiga a valida¢do do modelo numérico e da coeréncia do elemento
finito utilizado. Basicamente ele a convergéncia dos valores numéricos, e que a malha utilizada
¢ adequada.

No Capitulo 6 sao apresentados e discutidos os resultados obtidos, contemplando a
comparacao entre as solugdes analiticas e numéricas em termos de deslocamentos, bem como a

andlise das influéncias das condi¢des de contorno e das relagdes geométricas das lajes.
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2 REVISAO DE LITERATURA

O estudo do comportamento de placas finas isotropicas, também conhecida como
teoria de Kirchhoff-Love, tem sido objeto de pesquisa desde o século XIX, que estabeleceram
as bases da teoria cldssica de placas. Tal teoria, assume que as deformacgdes sao pequenas, o
material € linear-eldstico e que a espessura da placa € pequena em relac@o as suas dimensodes no
plano.

No século seguinte, diversos autores, como Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959),
forneceram formulacdes mais completas e compilacdes de solugdes analiticas para diferentes
condig¢des de contorno e carregamentos. Mais recentemente, estudos como os de Szilard (2004)
e Reddy (2006) aprofundaram a formulacdo tedrica e a aplicabilidade em problemas praticos,
comparando solugdes exatas com métodos numéricos, tais como o Método dos Elementos Fini-
tos (MEF).

A Figura 1 mostra a referéncia dos eixos e do deslocamento utilizado para mode-
lagem da equacdo diferencial. Considerando pequenas deformagdes e material homogéneo e
isotrépico, a equagdo diferencial que governa o comportamento eldstico de uma placa fina pode
ser expressa pela equacgdo (2.1).

Figura 1 — Hip6teses cinemadticas da teoria de Kirchhoff para
placas.

Fonte: Reddy (2006, p. 96).
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I*w ?w | d'w  q(x,y)
ax* +28x28y2 + o D @D

AAw =

onde w(x,y) é o deslocamento transversal da placa, AA representa o operador bi-
harménico, x e y sdo as coordenadas no plano médio da placa, ¢g(x,y) é o carregamento dis-
tribuido transversalmente e D = Eh?/(12 — 12v?) é a rigidez a flexdo da placa. Embora a
formulacao apresentada tenha sido desenvolvida para materiais isotropicos em regime linear-
eléstico, ela também € aplicdvel ao estudo de lajes de concreto armado quando se considera o
comportamento na fase inicial de carregamento, antes do surgimento significativo de fissuras.
Nesse regime, o concreto pode ser tratado como homogéneo e linear-eldstico, o que permite
empregar a teoria cldssica de placas para estimar deslocamentos e esforcos fletores com boa

aproximacao.

2.1 Solucoes para a equacao da placa

A solucao da equacdo das placas requer a imposi¢ao de condi¢des de contorno ade-
quadas. Segundo Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959), duas condi¢des de contorno em
cada borda sdo necessdrias para obter uma solu¢do bem definida. Diferentes configuracdes
como bordas engastadas, simplesmente apoiadas ou livres influenciam significativamente a

distribui¢cdo de momentos fletores e deslocamentos.
2.1.1 Caso simplesmente apoiado

Para o caso de placas simplesmente apoiadas com as coordenadas indicadas na Fi-

gura 2, com as bordas simplesmente apoiadas, isto €, a solucdo da equagdo diferencial deve
9%w %w
W:Oemx:Oex:a, bem comow:a—yzzoparay:ib/z Fora

amplamente utilizado o método de Levy para obtencao de solucdes, descrita como uma série

satisfazer w =
trigonométrica conforme Equacgdo (2.2).
T
w=Y ¥, sin— (2.2)

Onde Y,, é funcdo apenas de y. A formulagdo proposta baseia-se na técnica de

separacdo de varidveis aplicada a equacao diferencialt, em que a componente senoidal (depen-
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dente de x) é separada da func¢do Y, (dependente de y). A partir das condi¢des de contorno,

determinam-se as constantes envolvidas na solugao.

Figura 2 — Caso simplesmente apoiado

-~~~ o -

]-(""Mlcr =N g -

<

Fonte: Timoshenko e Woinowsky-Krieger
(1959, p. 114).

Sy . mmb
A solucgdo obtida é dada por Equacdo (2.3), com o, = SR Ressalta-se que a
a
série € de rdpida convergéncia, assim isso torna o processo de computacao grafica de diferentes

valores mais rapido, pois exige um nimero reduzido de termos na soma para obter um valor

satisfatorio final.

5 ga* 4qa* & (1) D/2¢, tanhoy, +2

_ 2 23
e = 384D 755Dm:123"5m m 2 cosh 3

Este caso € de grande relevancia, pois sua solugdo serd utilizada na formulagao dos
demais casos, valendo-se do principio da superposi¢do. Assim, ao se determinar a solu¢do para
0 caso com engaste, pode-se somd-la a solucdo do caso simplesmente apoiado para obter o

resultado final.
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2.1.2 Caso biengastado e biapoiado

Para esta configuragcdo e para os casos subsequentes a deflexdo total é obtida pela
soma da deflexao correspondente ao caso simplesmente apoiado com a deflex@o adicional provo-
cada pelos cantos engastados. Como o engaste impede a rotacdo, surge uma reacdo de momento

que reduz a magnitude da deflexao.

Figura 3 — Caso biengastado e biapoiado
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Fonte: Timoshenko e Woinowsky-Krieger
(1959, p. 185).

Conforme ilustrado na Fig. 3, as bordas em x = 0 e x = a estdo simplesmente apoia-
das, enquanto as bordas y = +b/2 encontram-se engastadas. O momento nas bordas engastadas

produz uma deflex@o adicional wy, expressa por:

(2.4)

(1) 2qa* i (—1)(’”_1)/2 oy, tanh @, 04, — tanh oy, (1 4 04y, tanh ;)
W1 )max =
m=1,3,5,...

D md cosha,, @, —tanha,, (a,tanh oy, — 1)

Observa-se que a deflexdo w; € negativa e de magnitude significativamente inferior

aquela do caso simplesmente apoiado. Assim, a solu¢d@o para o caso biengastado e biapoiado é
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obtida pela soma da Equacdo (2.4) com a Equacdo (2.3), resultando em:

S5qa*  2qa* i (—1)m=1/2 ¢, tanh o,
w= -
384D D |, &5 m? cosh o,

1+ Ocmtanhocm)) . 2(—1)0"—1)/2] }

(2.5)

y (1 B Oy, — tanh @, (
0Oy, — tanh @i, (G, tanh oy, — 1) m? cosh i,

O engaste nas bordas horizontais impede a rotacdo da placa nesses limites, o que
gera momentos fletores internos significativos nas proximidades e no centro da placa. Esses
momentos, denotados por M, e M, correspondem respectivamente aos momentos atuando em
planos perpendiculares aos eixos x e y.

Matematicamente, os valores desses momentos no centro da placa sdo dados por:

20a2 & —1)m=1/2 o —tanh oy, (1 + ,, tanh o
M, =214 y (=1) x Jm a0 m (14 Oy tanh @) [2v + (1 — V), tanh o,
m=1,35,...

73 m3coshoy, @, —tanh oy, (o, tanh oy, — 1)
2.6)

2ga> & (=1)mD/2 o tanhay, (1 + 0y, tanh o
M, = 99 ) (=1) o Sm 220 m(1+ 0 tanh &) [2— (1 — V)0, tanh 0y,
m=13.5,..

3 m3coshoy, @, —tanh oy, (o, tanh oy, — 1)
2.7)

Fisicamente, o momento M, estd associado a flexao na direcao longitudinal da placa
(eixo x), enquanto My, corresponde a flexdo transversal (eixo y). O engaste nas bordas horizon-
tais aumenta a rigidez a rotacdo, resultando em momentos negativos proximos ao engaste e

positivos em outras regides, equilibrando a deformacao.
2.1.3 Caso com trés apoios simples e um engaste

Considera-se agora a configuracdo em que a borda y = b/2 é engastada, enquanto
as demais bordas estdo simplesmente apoiadas Figura 4. A solucdo para a deflexdo dessa placa
€ obtida por superposicao: parte-se da solug@o para a placa com todos os lados simplesmente
apoiados e acrescenta-se a deflexdo adicional causada pelo momento de engaste na borda y =
b/2.

Essa contribui¢do adicional € expressa por:

(=1)m=1/2 E, i, tanh
m? cosh o,

(2.8)
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Figura 4 — Caso com um engaste e trés
apoios simples
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Fonte: Timoshenko e Woinowsky-Krieger
(1959, p. 192).

O coeficiente E,, ¢ determinado a partir da condi¢do de compatibilidade de incli-
nacdes ao longo da borda y = b/2, que impde que a rotacéo causada pelo carregamento e a
rotacdo causada pelos momentos fletores sejam iguais em magnitude e opostas em sinal. Isso

leva a seguinte expressao:

8qa’® 0y, — tanh oy, (1 4 oy, tanh oy,)
Em=—"33 2 2 (2.9)
T°m° q,tanh” Q,,, — tanh Q;,, + o, coth” &, — coth &, — 204,

A partir desse valor de E,,;, obt€ém-se os momentos fletores ao longo da borda engas-

tada (y = b/2):

8¢ga> & 1 . mmx Oy, — tanh o, (1 + @ tanh o)
(My)y:b/zz 3 )y m3 " 4 20, —tanha (ay tanh @y, — 1) — coth 0y, (4, coth g, — 1)
m=1,3,5,... ™ m \Mm m m \ YUm m

(2.10)

O valor médximo obtido para M, nesse caso €, em moédulo, superior ao correspon-

dente ao caso de dois lados opostos engastados, o que evidencia a forte restricdo a deformacgao
imposta pelo engaste unico. Essa configura¢do concentra maior rigidez e absorve momentos
mais elevados ao longo da borda engastada, enquanto as demais bordas continuam permitindo

deslocamentos verticais, resultando em um campo de deflexdo assimétrico e mais localizado.
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2.1.4 Caso com todas as bordas engastadas

Considera-se agora a placa retangular com todas as bordas rigidamente engastadas
Figura 5). Nesta condicdo de contorno, tanto as translacdes verticais quanto as rotacdes ao
longo de todas as arestas sdo nulas. Em compara¢do com os casos anteriores (apoios simples
ou apoios mistos), o engaste total aumenta consideravelmente a rigidez da placa, reduzindo as

deflexdes e alterando a distribui¢cdo dos momentos fletores internos.

Figura 5 — Caso com todas bordas
engastadas

P
1r1r1r11r1*1rrl q
,1::;:::::;::::1. t
Z .
7 éf Loy
7 0 A
7 2R
7 / oo
7 .
Y Y Y A
-:-——%-—-:--:u-- -%---r-
y

Fonte: Fig 91, pag 197 Timoshenko et al.

A solucdo pode ser obtida pelo mesmo procedimento geral: representar a superficie
de deflexdo e as rotacdes por séries adequadas (funcdes senoidais e hiperbdlicas) e impor as
condig¢des de contorno de compatibilidade e equilibrio para determinar os coeficientes das séries.
Em particular, os momentos fletores no centro da placa, para a carga uniformemente distribuida

g, podem ser escritos nas formas:

 2qd? i (—1)m=1/2 @, —tanh o, (1 + o, tanh o, )

M
S < m3 cosh oy, 0, — tanh o, (04, tanh oy, — 1)

[2v+ (1 —Vv)aoy, tanh o,
m=135,...
(2.11)
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[2—(1—v)a,tanh o]

M. _26102 i (=1)m=1/2 ¢, — tanh @, (14 4y tanh o)
YT n3 mei=s micoshay, o —tanhay, (o, tanh oy, —1)

gooe

(2.12)

Fisicamente, M, e M, representam os momentos fletores nos planos normais aos

eixos x e y, respectivamente. Para a placa totalmente engastada, os momentos no meio da placa

s30 mais intensos (em mddulo) do que nos casos com apoios simples, devido a maior restricao

das rotacdes nas bordas. Essa maior intensidade dos momentos traduz-se, por sua vez, em
menores deflexdes méximas.

Para a deflexdo total w(x,y) da placa engastada, foi utilizado o trabalho de (Mrak;

Gerdemeli, 2007). A deflexdo centro ¢ computada conforme a Equacao 2.13

4 oo oo
qa E,, H,, tanh 3,
0,0)=——11 _— _— 2.13
w(0,0) 24D +m—1z;'5~~~ cosh oy, m—§5-~ cosh 3, 2.13)

onde w(0,0) é a deflexdo no centro da placa retangular engastada, g é o carrega-
mento uniformemente distribuido, a é o semicomprimento caracteristico da placa, e D € a rigi-
dez a flexdao do elemento.

O indice m assume apenas valores impares e identifica os termos da série trigono-
métrica utilizada na solugdo exata da equag@o bi-harmonica. Os parametros adimensionais 0,
e B, dependem da razdo geométrica da placa e estdo associados, respectivamente, aos efeitos
de flexdao e de momento induzidos pelas condi¢des de contorno.

O coeficiente E,, representa a contribui¢do da solucdo homogénea associada a cor-
recdo da deflexdo transversal imposta pelas bordas engastadas, sendo determinado a partir da
imposi¢do de inclinacdo nula ao longo das bordas da placa. Este coeficiente esta relacionado a
redistribuicdo da deflexdo devido a restricdo de rotagdo.

O coeficiente H,, estd associado aos efeitos dos momentos fletores de engaste nas
bordas, representando a parcela da solugdo responsavel por satisfazer as condi¢cdes de momento
nas extremidades fixas. Sua contribui¢do aparece multiplicada por fun¢des hiperbdlicas, refle-

tindo a influéncia do engaste na rigidez global da placa.



23

2.2 Teoria da Elasticidade para placas

Em contraste com a teoria cldssica de placas finas, que adota hipéteses simplificado-
ras para reduzir a ordem do problema, as lajes podem ser modeladas de forma mais abrangente
por meio da Teoria da Elasticidade. Nessa formulagdo tridimensional, o comportamento do

solido é descrito por um conjunto de trés equacdes fundamentais:

Gijj+F=0 (Equilibrio) (2.14)
1

&j =3 (uij+uj;) (Compatibilidade cinemdtica) (2.15)

0ij = Cijki € (Relagdes constitutivas) (2.16)

Na Equacdo 2.14, o;; representa os componentes do tensor de tensdes e F; os com-
ponentes das for¢as de corpo por unidade de volume, sendo a expressao responsavel por garantir
o equilibrio estatico local do meio continuo. O operador de divergéncia aplicado ao tensor de
tensOes assegura que as tensdes internas equilibrem as a¢des volumétricas aplicadas.

A Equacdo 2.15 expressa as relacdes cinemadticas do problema, definindo o tensor
de deformagdes infinitesimais &;; em fungdo dos gradientes dos deslocamentos u;. Essa relagdo
garante a compatibilidade geométrica das deformacdes, sendo vélida no regime de pequenas
deformacdes.

Por sua vez, a Equagdo 2.16 estabelece as relagdes constitutivas do material, re-
lacionando tensdes e deformagdes por meio do tensor de elasticidade de quarta ordem Cjjy.
Esse tensor incorpora as propriedades mecanicas do material e descreve o seu comportamento
eléstico linear, permitindo o fechamento do sistema de equacdes governantes do problema tridi-
mensional da elasticidade.

Considerando que, neste trabalho, as lajes sdo modeladas como materiais homogeé-
neos e isotrdpicos, o tensor constitutivo de quarta ordem pode ser reduzido a combinacdes de
tensores de segunda ordem, simplificando a Equag@o 2.16. Segundo Chandrasekhara (1994) , a

forma generalizada da Lei de Hooke para um sélido linear eldstico e isotropico é dada por:

Ev
(I+v)(1-2v)

E
ek 0ij + ——eij (2.17)

%ij = 1+v

Apesar da aparente simplicidade geométrica das lajes, a resolucao analitica do sis-

tema de equagdes diferenciais parciais da Teoria da Elasticidade € complexa, especialmente
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para condi¢des de contorno nio triviais. Por esse motivo, é comum a utilizacdo de métodos
numéricos, como o Método dos Elementos Finitos (MEF), para a obtenc@o de solu¢des apro-
ximadas em problemas estruturais. De acordo com Reddy (2006), essa aproximacao apresenta
boa precisdo quando a menor dimensao no plano da laje é pelo menos 30 vezes maior que sua
espessura.

Observa-se a continuidade do uso da Teoria da Elasticidade como base para o es-
tudo do comportamento de placas e lajes, sobretudo como referéncia para validagcdo de teorias
simplificadas e modelos numéricos.

Nguyen e Pham (2021) utilizaram a formulagao tridimensional da elasticidade para
analisar placas espessas submetidas a carregamentos transversais, demonstrando que as teorias
classicas subestimam tensdes normais e de cisalhamento quando a relagdo entre espessura e
vao ndo € suficientemente pequena. Resultados semelhantes foram obtidos por Meiche et al.
(2020), que compararam solucdes exatas da elasticidade 3D com teorias refinadas de placas,
evidenciando maior precisdo da abordagem tridimensional na avaliacdo dos campos de tensao.

Em trabalhos mais recentes, Thai e Kim (2022) empregaram modelos baseados na
elasticidade tridimensional para o estudo de placas funcionais com propriedades graduadas,
mostrando que os efeitos de cisalhamento e tensdes transversais desempenham papel relevante
mesmo em andlises estdticas. Ja Mantari e Soares (2023) aplicaram uma formulagdo quasi-
3D derivada diretamente da teoria da elasticidade para investigar o comportamento flexional e
vibratorio de placas sob diferentes condi¢des de contorno, obtendo excelente concordancia com
solugdes de referéncia.

Adicionalmente, Zhou et al. (2024) utilizaram modelos tridimensionais baseados
na teoria da elasticidade em conjunto com o Método dos Elementos Finitos para analisar lajes
de concreto submetidas a carregamentos distribuidos e concentrados, destacando a importancia

da elasticidade completa na validacdo de modelos normativos e bidimensionais.

2.2.1 Meétodo dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) consiste em uma formulacdo numérica
para a solucdo aproximada de problemas governados por equagdes diferenciais parciais, sendo
amplamente empregado na andlise estrutural de lajes quando solucdes analiticas tornam-se im-
praticaveis. No MEF, o dominio continuo da estrutura é discretizado em um conjunto finito

de subdominios denominados elementos, interligados por nds, nos quais o campo de desloca-
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mentos € aproximado por funcdes interpoladoras continuas, conhecidas como fungdes de forma
(Zienkiewicz; Taylor, 2005; Hughles, 2012).

Partindo das equacdes de equilibrio da Teoria da Elasticidade, a formulagdo do MEF
baseia-se na obtencdo da forma fraca do problema, a qual é derivada a partir do principio do
trabalho virtual ou, de forma equivalente, do método dos residuos ponderados. Para um corpo
eléstico linear, essa formulacao é amplamente descrita na literatura cldssica do MEF e constitui
a base dos codigos comerciais de andlise estrutural, como o0 COMSOL Multiphysics. A forma

fraca pode ser expressa como:

/ e(du) 6dQ = / Su'fdQ+ | Sultdl (2.18)
Q Q I

onde Q representa o dominio da estrutura, I'; a por¢cao do contorno onde sao aplica-
das forgas de superficie, u é o vetor de deslocamentos, du o campo de deslocamentos virtuais
admissiveis, € o tensor de deformagdes, ¢ o tensor de tensdes, f as forcas de corpo e t as forcas
de superficie aplicadas (Hughles, 2012).

No contexto do Método dos Elementos Finitos, o campo de deslocamentos do meio
continuo € aproximado por meio de uma interpolacdo nodal, sendo expresso pela relacdo u ~
Nd, em que N representa a matriz das funcdes de forma associadas ao elemento e d € o vetor
dos deslocamentos nodais. Essa aproximacao permite descrever o comportamento do campo de
deslocamentos no interior de cada elemento a partir dos valores discretos definidos nos nés da
malha, conforme apresentado por Zienkiewicz e Taylor .

A partir dessa aproximacao, as deformacdes sdo obtidas por meio da relagio cine-
madtica € = Bd, na qual B corresponde a matriz das derivadas espaciais das funcdes de forma.
Essa matriz estabelece a ligacdo direta entre os deslocamentos nodais e o tensor de deformacdes
infinitesimais, garantindo a compatibilidade geométrica do campo de deformac¢des no dominio
discretizado (Bathe, 1996).

Admitindo-se comportamento linear elastico do material, as tensdes sao relaciona-
das as deformacdes por meio da lei constitutiva ¢ = Dg, em que D € a matriz constitutiva do
material. Essa matriz € definida a partir das propriedades mecanicas do material, especialmente
o mdédulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, e caracteriza o comportamento eldstico
isotropico adotado na andlise (Hughles, 2012).

A substitui¢do dessas aproximagdes - deslocamentos, deformacdes e relacdes cons-
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titutivas - na forma fraca do problema conduz a um sistema algébrico global da forma Kd = F,
no qual K € a matriz global de rigidez do sistema, obtida pela soma das contribui¢des elemen-
tares, e F € o vetor global de forcas nodais equivalentes, que incorpora os efeitos das forcas de
corpo e das for¢as de superficie aplicadas. Essa formulagdo constitui a base dos algoritmos de
solucdo empregados em pacotes comerciais de elementos finitos, como o COMSOL Multiphy-
sics (Comsol, 2023).

Nos tltimos anos, diversas pesquisas tém empregado o Método dos Elementos Fini-
tos (MEF) para analisar o comportamento estrutural de lajes de concreto armado em diferentes
contextos. Qsymah e Ayasrah (2024) desenvolveram um modelo de elementos finitos para lajes
bidirecionais reforcadas com polimeros refor¢ados com fibras (FRP), validado a partir de dados
experimentais, apresentando boa previsdo da resisténcia e da deformabilidade a flexdo. Shara-
faldeen e Abdelatif (2024) implementaram uma modelagem tridimensional ndo linear de lajes
bidirecionais reforcadas com sobreposi¢ao de concreto, capturando de forma precisa o compor-
tamento a flexdo e a fissuracdo. Estudos recentes também tém utilizado o MEF para investigar
lajes com reforcos hibridos e modelos paramétricos que influenciam o desempenho estrutural
(Keintjem et al., 2025), bem como para realizar comparacdes entre o MEF e outros métodos
aproximados, avaliando a confiabilidade dos resultados em diferentes sistemas estruturais de
lajes (Fava; Neves, 2025).

Esses trabalhos demonstram a versatilidade do MEF como ferramenta de modela-
gem numérica para lajes de concreto armado, especialmente quando se busca a representacao
fiel de fendmenos fisicos complexos que nao sdo contemplados por métodos simplificados ou

formulgdes cldssicas de placas.
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3 METODOLOGIA

A pesquisa adota o método comparativo, cuja finalidade € identificar similitudes e
explicar divergéncias entre diferentes abordagens de analise estrutural. Segundo Lakatos (2008),
esse método possibilita a andlise sistematica de dados concretos, permitindo a identificacio de
elementos constantes e gerais, com rigor metodolégico e elevado grau de generalizagio.

Inicialmente, foi realizado um levantamento bibliogrifico sobre a temdtica, contem-
plando artigos cientificos, livros técnicos e publicacdes especializadas, com o objetivo de reunir
fundamentos tedricos e metodoldgicos relevantes ao estudo das lajes de concreto armado.

A andlise foi conduzida considerando placas retangulares submetidas a carrega-
mento transversal uniforme, conforme ilustrado na Figura 6. Define-se a como o menor lado
da placa, b como o maior lado e ¢ ou & como a espessura. Em todas as andlises, adotou-se
comportamento eldstico linear do material, com coeficiente de Poisson v = 0,20 e médulo de

elasticidade E = 25000 MPa, valores representativos do concreto em regime de servigo.

Figura 6 — Placa retangular com um apoio engastado e os demais
simplesmente apoiados
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Fonte: Onyeka e Arinze (2020).

A metodologia foi estruturada em duas etapas principais: (i) implementacdo com-
putacional de solucdes cléssicas para lajes com diferentes condi¢des de contorno; e (ii) mode-
lagem numérica por meio do Método dos Elementos Finitos (MEF), visando a comparacao dos

resultados obtidos.

3.1 Abordagem analitica

Na primeira etapa, foram selecionadas condi¢des de contorno tipicas de lajes, tais

como bordas simplesmente apoiadas, engastadas ou combinagdes entre essas condi¢des, para as
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quais existem solugdes analiticas cldssicas baseadas na teoria de placas finas de Kirchhoff-Love.
As expressoes analiticas correspondentes, previamente apresentadas neste trabalho, foram utili-
zadas como referéncia para a avaliagdo dos deslocamentos e dos esfor¢os internos.

As lajes analisadas neste trabalho foram modeladas como placas finas, assumindo-
se comportamento linear-eldstico e pequenas deformagdes. Segundo Szilard (2004), a teoria
classica de placas de Kirchhoff-Love é aplicdvel quando a menor dimensao lateral da placa é
pelo menos dez vezes maior que sua espessura, isto é, £ > 10.

Em todos os casos estudados, adotou-se um vao caracteristico fixo de a = 1,00m e
espessura constante 2 = 0,08 m, resultando em 7 = 12,5, o que garante a validade da hipdtese
de placa fina.

As equagdes analiticas foram implementadas computacionalmente na linguagem
Python, escolhida devido a sua flexibilidade, facilidade de programacgao e ampla disponibilidade

de bibliotecas voltadas a calculos numéricos e cientificos.

3.2 Abordagem numérica

Na etapa seguinte, procedeu-se a modelagem numérica das lajes por meio do soft-
ware COMSOL Multiphysics, considerando comportamento linear-eldstico dos materiais. As
geometrias, propriedades mecanicas e condi¢des de contorno adotadas nos modelos numéricos
foram definidas de modo a reproduzir, tanto quanto possivel, os casos analisados analiticamente.

Foram analisadas lajes retangulares com razao entre os lados definida por A = b/a,
variando de 1 a 2, de modo a investigar a influéncia da geometria na resposta estrutural. Em to-
dos os modelos, foi aplicada uma carga distribuida uniformemente, adotada com valor suficien-
temente elevado para evidenciar possiveis diferencas entre as abordagens analitica e numérica.

As dimensdes das lajes consideraram um lado fixo de 1 m, enquanto o outro variou
de 1m a 2m. Adotou-se uma espessura fixa de 8cm, valor comumente utilizado em estudos
preliminares de lajes macigas, para realizar todos ensaios de flexa, com as diferentes condigdes
de contorno. Adicionalmente, foram realizadas simulacdes com espessuras de 5, 6, 8, 10, 12 e
14 cm, mantendo-se as dimensdes em planta constantes, com o objetivo de avaliar a influéncia
da espessura e dos efeitos de cisalhamento transversal na resposta estrutural. Em todos os
ensaios, adotou-se uma carga distribuida uniformemente de 1MPa ou 10kN/cm?, com elemento

finito tetraédrico.
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Para a modelagem numérica das lajes, utilizou-se o software COMSOL Multiphysics®,

baseado no Método dos Elementos Finitos (MEF), devido a sua capacidade de representar es-

tados de tensdo, deformacgdo e fendmenos estruturais com elevada precisao, conforme descrito

em seu manual de referéncia (COMSOL AB, 2023b). Primeiramente, selecionou-se uma ana-

lise tridimensional, de modo a contemplar explicitamente a espessura da laje, necessdria para

os estudos comparativos apresentados neste trabalho.

Figura 7 — Interface inicial de defini¢do da analise no COMSOL.
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Fonte: COMSOL Multiphysics (2023).

Em seguida, foi selecionado o médulo Solid Mechanics. Este médulo € responsa-

vel por modelar o comportamento mecanico de sélidos deforméveis em regime linear ou ndo

linear, permitindo a determinagdo de tensdes, deformacdes, deslocamentos e demais grandezas

associadas ao equilibrio estdtico ou dinamico da estrutura. De acordo com a documentagdo do

COMSOL (COMSOL AB, 2023e), o mddulo utiliza formulac¢des cldssicas da teoria da elasti-

cidade e elementos finitos adequados para andlise de placas, cascas e volumes sélidos, o que o

torna apropriado para a simulacao de lajes de concreto.



Figura 8 — Selecao do médulo Solid Mechanics.
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Para a anélise estrutural considerada neste estudo, definiu-se o tipo de estudo como

Stationary. Esse tipo de estudo € recomendado quando se busca o estado de equilibrio estético

da estrutura, sem efeitos dependentes do tempo, conforme orientado no guia de estudos estaci-

ondrios do COMSOL (COMSOL AB, 2023c). Uma vez que o objetivo consiste em avaliar os

deslocamentos maximos sob carregamentos estaticos, a andlise transiente (time-dependent) nao

se faz necessaria.

Figura 9 — Defini¢ao do estudo estaciondrio.
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Nao foram consideradas armaduras, seguindo a simplificagdo adotada em aborda-
gens analiticas para o regime eldstico inicial. Nesse modelo, também ndo se consideram fis-
suracdo, plastificacdo ou outros efeitos ndo lineares, em conformidade com a formulagdo de

elasticidade linear empregada no software (COMSOL AB, 2023a).

Figura 10 — Atribui¢do das propriedades dos materiais.
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Fonte: COMSOL Multiphysics (2023).

Posteriormente, foram impostas as condi¢des de contorno correspondentes a cada
caso estudado: bordas simplesmente apoiadas, engastadas ou combinagdes entre ambas. Tais
condig¢des foram implementadas conforme as ferramentas de restricio mecanica do médulo So-
lid Mechanics. O carregamento aplicado consistiu em uma pressao uniformemente distribuida

sobre a superficie superior da laje, coerente com a anélise de esfor¢os e deslocamentos provo-

cados por agdes estdticas.
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1 — Aplicacdo das condi¢des de contorno.
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Fonte: COMSOL Multiphysics (2023).

lente a uma

Especificamente, aplicou-se uma for¢a distribuida de intensidade 1 MPa, equiva-

pressdo constante sobre toda a drea da laje analisada.

12 — Aplicacdo da carga distribuida.

L =]} ay-» B0 &SR 4ss_simtysupported - Finer.mph - COMSOL Multiphysics il a x
me Definitions Geometny Mateiak Physics Mesh Stcy  Resuls
= ~Varibles - = = = _ ;
- s | . ;B A = v & m F T
Modl  Componert  Add  Pasmeters Buld Add soid  Add  Add  Buld Men Compute Sudy Add  10PIot AddPior Add Windows _Reset
Manager T Component + B Al [fi PottLibraies  Materisl  Mechanics + Physics Mothematics | Mesh 1+ 1+ Sudy  Groupz= Groupe PredefinedPlot = Desklop +
7 s Mtk hys ) i Layout
B .
st | EE I 21 B lrzizn = @ ® - 2 (EEScEE T2 o-a
o
)
o
1426817568

Fonte:

tos, utiliza

COMSOL Multiphysics (2023).

A discretiza¢do do dominio foi realizada por meio do Método dos Elementos Fini-

ndo elementos do tipo compativel com a andlise de placas. O refinamento da malha

seguiu uma andlise de convergéncia, refinando-se progressivamente até que as variacdes nos

deslocamentos médximos fossem numericamente insignificantes. Esse procedimento € consis-
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tente com as diretrizes de boas praticas de modelagem numérica apresentadas na documentagao

do COMSOL (COMSOL AB, 2023d).

Figura 13 — Geragao e refinamento da malha.
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Fonte: COMSOL Multiphysics (2023).

Por fim, os resultados obtidos foram extraidos, organizados e comparados com aque-
les provenientes das equacdes analiticas, permitindo avaliar a coeréncia e a precisdo das meto-

dologias tedrica e numérica.

Figura 14 — Resultado da deflexdo fornecido pelo COMSOL.
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4.1 Analise de convergéncia da malha

O presente estudo investiga a convergéncia numérica da deflexdo mdxima em uma
placa fina analisada via método dos elementos finitos. Foram utilizados cinco niveis de refi-
namento de malha, variando desde "Extra Coarse"até "Extra Fine". A andlise do gréfico de
deflexdo maxima em func¢do do refinamento da malha revela um comportamento claramente
convergente. Observa-se uma tendéncia monotonica crescente dos valores de deflexdo a me-
dida que a malha ¢ refinada, com os resultados se estabilizando progressivamente.

Figura 15 — Grafico de convergéncia com a deflexdo maxima em
func¢do do refinamento da malha.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Este padrao demonstra que a solu¢do numérica esta convergindo para um valor as-
sintético proximo a 4,04. A pequena diferenca de 0,25% entre as duas malhas mais refinadas
indica que o resultado pode ser considerado convergido, estando dentro de uma margem de erro

aceitdvel para aplicagOes praticas.
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S RESULTADOS

Este capitulo apresenta os resultados obtidos para as diferentes condi¢des de con-
torno analisadas, comparando as solug¢des fornecidas pela teoria classica de Kirchhoff para pla-
cas e pelo Método dos Elementos Finitos (MEF). Os deslocamentos mdximos foram normaliza-
dos conforme expressdes consagradas da literatura, permitindo uma comparacao direta entre a
solucdo analitica e a solu¢do numérica.

A andlise foi conduzida com base em quatro configura¢des de apoio:

Simplesmente apoiada (CASO 1);

Dois engastes e dois apoios (CASO 2);

Trés engastes e um apoio (CASO 3);
Totalmente engastada (CASO 4).

5.1 Influéncia da espessura

O aumento da espessura da placa conduz a um crescimento progressivo da discre-
pancia entre a solugdo analitica baseada na teoria cldssica de Kirchhoff e os resultados obtidos
via MEF. Esse comportamento estd associado a redugdo da razdo entre a menor dimensao la-
teral da placa e sua espessura, tornando os efeitos de cisalhamento transversal cada vez mais
relevantes, os quais ndo sdo contemplados na formulagdo classica de placas.

A andlise foi realizada considerando o CASO 1 (placa simplesmente apoiada), uma
vez que as tendéncias observadas nesse caso sdo representativas do comportamento geral das
demais condic¢des de contorno. A Tabela 1 apresenta os valores de deflexdo méxima obtidos
pelos dois métodos, bem como o erro relativo da solugdo analitica em relacdo ao MEF, adotado

como referéncia numérica.

Tabela 1 — Comparacao entre a solu¢ao de Kirchhoff e 0o MEF

Caso 1.
h (cm) Kirchhoff (mm) MEF (mm) Erro relativo (%)
5 14.98 15.77 5.27
6 8.67 9.2988 7.25
8 3.66 4.0307 10.13
10 1.87 2.127 13.74
12 1.08 1.2738 17.94
14 0.68 0.8317 22.31

Fonte: Elaborado pelo autor, com base em Kirchhoff-Love.
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Figura 16 — Deflexdo maxima em funcdo da espessura da placa
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 16 evidencia a tendéncia de subestimacdo dos deslocamentos pela teoria

classica de Kirchhoff a medida que a espessura da placa aumenta.

Figura 17 — Erro relativo entre a solucgdo de Kirchhoff e o MEF em fung¢@o da razéo h/a.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.2 Resultados por condiciao de contorno

A comparacgdo entre os métodos revela comportamento consistente para todas as
condi¢cdes de contorno analisadas. A teoria cldssica de Kirchhoff apresenta excelente concor-
dancia com os resultados obtidos via MEF, sobretudo para placas finas e configuracdes estrutu-

ralmente mais rigidas.
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O MEF tende a fornecer valores de deslocamento ligeiramente superiores, especi-
almente em situacdes de maior flexibilidade estrutural. Esse desvio diminui progressivamente
com o aumento da rigidez global da placa, seja pela introducdo de engastes, seja pelo aumento

da razdo geométrica A = b/a.
5.2.1 Caso simplesmente apoiado

No caso da placa simplesmente apoiada, observa-se que a solucdo analitica base-
ada na teoria cldssica de Kirchhoff fornece valores de deflexdo sistematicamente inferiores aos
obtidos por meio do Método dos Elementos Finitos (MEF), caracterizando uma subestimacao
moderada dos deslocamentos maximos. Figura 18 apresenta a comparacdo entre os valores

normalizados de deflexdo maxima em fung¢do da razao geométrica A = b/a.

Figura 18 — Flecha normalizada para diferentes razdes
A =b/a Caso simplesmente apoiado.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Tabela 2 quantifica o erro relativo da solu¢ao de Kirchhoff em relacdo ao MEF,
adotado como referéncia. Observa-se que o erro relativo decresce de aproximadamente 7,2%

para A = 1,0 até cerca de 2,1% para A = 2,0.



Tabela 2 — Erro relativo da solu¢do de Kirchhoff em

relacdo ao MEF Caso simplesmente

apoiado.

A Kirchhoff MEF (ref.) Erro relativo (%)
1.00 3.65612 3.9123 7.23
1.10 4.38206 4.64 5.30
1.20 5.08548 5.3551 5.13
1.30 5.75299 6.0273 4.82
1.40 6.37642 6.6166 4.04
1.50 6.95162 7.22 4.19
1.60  7.47730 7.72 3.58
1.70  7.95420 8.1927 3.32
1.80 8.38432 8.6 2.78
1.90 8.77045 8.99 2.65
2.00 9.11580 9.3162 2.10

Fonte: Elaborado pelo autor, com base em Kirchhoff-Love.

5.2.2 Caso biengastado e biapoiado
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No caso biengastado e biapoiado, a presenca de dois engastes aumenta a rigidez

global da laje, resultando em menores valores de deflexdo quando comparados ao caso simples-

mente apoiado. A solucdo analitica de Kirchhoff apresenta valores sistematicamente inferiores

aos obtidos pelo Método dos Elementos Finitos (MEF), indicando leve subestimagao dos deslo-

camentos maximos.

Figura 19 — Flecha normalizada para diferentes razdes
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Tabela 3 apresenta o erro relativo da solucdo de Kirchhoff em relacdo ao MEF. O

erro maximo ocorre para A = 1,0, com valor aproximado de 5,3%, reduzindo-se para valores
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inferiores a 2% a medida que A aumenta.

Tabela 3 — Fonte: Elaborado pelo autor, com base em

Kirchhoff-Love
A Kirchhoff MEF (ref.) Erro relativo (%)
1.00 1.72542 1.818 5.29
1.10 2.27502 2.368 3.80
1.20 2.87492 2.967 3.48
1.30  3.50650 3.586 2.46
1.40 4.15155 4223 1.80
1.50 4.79380 4.894 2.02
1.60 5.41984 5.516 1.88
1.70  6.01943 6.132 1.93
1.80 6.58536 6.690 1.57
1.90 7.11314 7.233 1.96
2.00  7.60050 7.712 1.55

Fonte: Elaborado pelo autor, com base em Kirchhoff-Love.

5.2.3 Caso com um bordo engastado e trés bordos apoiados

A solucgdo analitica baseada na teoria cldssica de Kirchhoff apresenta excelente con-
cordancia com os resultados obtidos pelo Método dos Elementos Finitos (MEF), embora, de
forma sistematica, forneca valores ligeiramente inferiores para a deflexdo médxima. Essa ten-
déncia indica uma leve subestimacao dos deslocamentos pela teoria classica, comportamento
coerente com os casos anteriormente analisados.

Figura 20 — Flecha normalizada para diferentes razdes
A =b/a Caso um bordo engastado e trés

apoiados.
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A Tabela 4 apresenta o erro relativo da solucdo de Kirchhoff em relagdo ao MEF,
adotado como referéncia. Observa-se que o erro maximo ocorre para A = 1,0, com valor da
ordem de 6,2%, reduzindo-se progressivamente a medida que a razdo geométrica aumenta, atin-
gindo valores inferiores a 2% para A = 2,0.

Tabela 4 — Erro relativo da solugdo de Kirchhoff em
relacdo ao MEF Caso com um bordo

engastado e trés bordos apoiados.
A Kirchhoff MEF (ref.) Erro relativo (%)

1.00  2.50694 2.6557 6.23
1.10  3.16253 3.3190 5.16
1.20  3.83771 3.9997 4.27
1.30  4.51245 4.6604 3.39
1.40 5.17071 5.3160 2.78
1.50  5.80062 5.9697 3.12
1.60  6.39416 6.5574 2.73
1.70  6.94654 7.1170 2.70
1.80  7.45552 7.6167 241
1.90 7.92074 8.0885 241
2.00 8.34320 8.4990 1.86

Fonte: Elaborado pelo autor, com base em Kirchhoff-Love.

5.2.4 Caso totalmente engastado

No caso da placa totalmente engastada, as condi¢des de contorno impdem restri¢des
completas aos deslocamentos e rotagdes ao longo de todos os bordos, resultando no maior nivel
de rigidez estrutural entre os casos analisados. Como consequéncia direta, as deflexdes maximas
apresentam valores significativamente inferiores aos observados nos demais arranjos de apoio.

Devido a elevada complexidade das solugcdes cldssicas para placas totalmente engas-
tadas, que envolvem séries trigonométricas e hiperbdlicas extensas para a satisfacao rigorosa das
condic¢des de contorno, adotou-se neste trabalho a solug@o analitica apresentada por (IMRAK;
GERDEMELI, 2007). Essa formulagao fornece uma solucao exata dentro da teoria classica de

placas, sendo, portanto, adequada como referéncia analitica para este caso.
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Figura 21 — Flecha normalizada para diferentes razoes
A =b/a Caso totalmente engastado.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Tabela 5 apresenta o erro relativo da solucao analitica de Kirchhoff em relacao
ao MEF, adotado como referéncia numérica. Observa-se que os erros permanecem baixos ao
longo de toda a faixa analisada, com valores médximos inferiores a aproximadamente 6% para
A = 1,0, reduzindo-se progressivamente a medida que a razdo geométrica aumenta. Esses re-
sultados evidenciam a elevada precisdo da solucdo analitica para placas totalmente engastadas
e confirmam a robustez do modelo numérico empregado.

Tabela 5 — Erro relativo da solucio de Kirchhoff em
relacdo ao MEF Caso totalmente

engastado.

A Kirchhoff MEF (ref.) Erro relativo (%)
1.00 1.14052 1.1994 5.15
1.10 — 1.4046 —
1.20 1.55550 1.5943 3.06
1.30 — 1.7368 —
1.40 1.86495 1.8663 0.79
1.50 — 1.9953 —
1.60 2.07359 2.0798 1.22
1.70 — 2.1475 —
1.80 2.24901 2.2011 2.18
1.90 — 2.2559 —
2.00 2.28262 2.2745 0.36

Fonte: Elaborado pelo autor, com base em Kirchhoff-Love.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou uma andlise comparativa do comportamento estrutural de
lajes macigas submetidas a carregamento transversal, com base na Teoria Cldssica das Placas
de Kirchhoff-Love e no Método dos Elementos Finitos (MEF). O estudo concentrou-se na ava-
liagao de deslocamentos maximos, considerando diferentes condi¢des de contorno, razdes geo-
métricas A = b/a e varia¢des de espessura, de modo a investigar a consisténcia e as limitagdes
das formulagdes analiticas cldssicas frente a modelos numéricos mais gerais.

As solucdes analiticas foram implementadas computacionalmente, permitindo a ob-
tenc¢do sistematica das deflexdes mdximas normalizadas para placas sob diferentes vinculos. Os
resultados mostraram que, em todos os casos analisados, a teoria de Kirchhoff fornece valores
de deflexdo inferiores aos obtidos pelo MEF. Essa diferenga é mais pronunciada em configura-
¢des com menor grau de engastamento e para placas mais espessas, evidenciando a influéncia
das hipdteses cinemadticas da teoria cldssica, especialmente a negligéncia da deformagdo por
cisalhamento transversal.

Os resultados indicaram boa proximidade entre os métodos. No caso de lajes sim-
plesmente apoiadas, os erros relativos entre Kirchhoff e MEF permaneceram tipicamente abaixo
de 10% para h = 8 cm e a = 1 m, aumentando progressivamente a medida que a espessura
cresce. Para h = 14 cm, o erro relativo atingiu valores superiores a 20%, confirmando a perda
de precisao da teoria cldssica fora de seu dominio de validade.

A andlise das diferentes condicdes de contorno evidenciou que o aumento do grau
de engastamento reduz significativamente os deslocamentos maximos e melhora a concordan-
cia entre os métodos. No caso biengastado e biapoiado, o erro relativo entre Kirchhoff e MEF
variou de aproximadamente 5,3% para A = 1,0 a valores inferiores a 2% para A > 1,4. Resul-
tados semelhantes foram observados nos casos com um bordo engastado e trés apoiados, bem
como no caso totalmente engastado, nos quais as discrepancias permaneceram sistematicamente
reduzidas ao longo do intervalo analisado.

Assim, conclui-se que o uso combinado de solucdes analiticas cldssicas e modelos
numéricos constitui uma abordagem eficiente para a andlise de lajes, permitindo tanto a com-
preensao fisica do problema quanto a obten¢do de resultados mais precisos em situacdes fora

do regime estritamente delgado.
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6.1 Sugestao para trabalhos futuros

A partir das andlises realizadas e das limitagcdes inerentes as hipdteses assumidas,
identificam-se diversas possibilidades de aprofundamento e continuidade da pesquisa, de modo
a ampliar a compreensdo do comportamento estrutural das lajes de concreto armado. Como
sugestdes para trabalhos futuros, destacam-se:

e Realizar uma andlise comparativa dos momentos fletores atuantes em placas finas, con-
frontando os resultados fornecidos pela teoria de Kirchhoff-Love e pelo Método dos Ele-
mentos Finitos, avaliando ndo apenas deslocamentos, mas também a distribuicdo e mag-
nitude dos esfor¢os internos.

e Investigar o comportamento de lajes por meio de uma andlise de confiabilidade estru-
tural, incorporando incertezas associadas as propriedades dos materiais, carregamentos e
dimensodes geométricas, de modo a avaliar a probabilidade de falha dos modelos cldssicos
e normativos frente a modelos numéricos mais refinados.

e Estender o estudo para a andlise ndo linear de lajes de concreto armado, considerando
efeitos de fissuragao, plastificacdo do concreto e do aco, bem como a influéncia da redis-
tribuicao de esfor¢cos nos deslocamentos € momentos fletores.

e Avaliar a aplicacdo de teorias de placas de ordem superior, como a teoria de Mindlin-
Reissner ou modelos quasi-3D, comparando seus resultados com a teoria cldssica de Kir-
chhoff e com modelos tridimensionais baseados na teoria da elasticidade.

e Investigar a influéncia de condi¢cdes de contorno mais realistas, como apoios eldsticos ou
semirrigidos, simulando de forma mais fiel a interacdo entre lajes e elementos estruturais
adjacentes, como vigas e pilares.

e Analisar o efeito de geometrias nao retangulares, aberturas e descontinuidades em lajes,
avaliando a aplicabilidade das formula¢gdes normativas e das solucdes analiticas cldssicas

frente a modelos numéricos.
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