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RESUMO

Neste trabalho, investigamos dois sistemas complexos de naturezas distintas sob uma mesma
abordagem orientada por dados: (i) redes viscoelasticas imersas em fluido e (ii) o sistema urbano-
econdmico do Ceard, estruturado por fluxos multicamadas de comércio entre 184 municipios.
Em ambos os casos, lidamos com muitos elementos interagentes, heterogeneidade estrutural e
acoplamento multiescala, buscando inferir propriedades macroscopicas emergentes a partir de
dados locais de alta dimensionalidade por meio de descritores coletivos. No estudo viscoeldastico,
consideramos um modelo de rede eldstica com dissipacdo sublinear, caracterizada pelo parametro
o € [0, 1] na forga de arrasto f, = yv*. Em redes homogéneas e rigidas, o expoente de arrasto
o governa a transicao entre diferentes regimes de relaxacdo, em uma faixa sublinear especifica
de a a resposta de forca assume a forma de lei de poténcia, F(t) ~ 1B, enquanto, fora dessa
faixa, passam a prevalecer respostas de relaxacao de tipo exponencial. Em redes heterogéneas
gaussianas, a desordem amplia a faixa de a que gera relaxacdes em lei de poténcia, a0 mesmo
tempo em que mantém uma faixa robusta de valores de 3, sensivel sobretudo ao nivel médio
de rigidez, mas pouco a largura da distribuicdo. No sistema urbano-econdmico, analisamos
mais de 2,5 bilhodes de transagdes formais (NF-e, 2016-2019) e mostramos que compras, vendas
e comércio interno escalam superlinearmente com a populacdo, com expoentes distintos. O
indicador econdmico RCA (Revealed Comparative Advantage), utilizado para caracterizar
padrdes de especializacdo produtiva regional, segue distribui¢des do tipo Zipf—Mandelbrot para
as trés camadas de fluxos, revelando hierarquias e limites de diversificagao. O Fitness municipal,
uma métrica econdmica que mede o grau de diversificacdo e complexidade produtiva das
cidades com base em seus produtos de exportacio, também escala superlinearmente, indicando
acumulo desproporcional de capacidades estruturais, especialmente no lado da oferta e da
recirculacdo interna. A integracdo desses resultados evidencia que leis de poténcia, emergéncia
coletiva, hierarquias, transicoes criticas e organiza¢cdo multiescala sdo padrdes recorrentes tanto
em materiais viscoeldsticos quanto em sistemas urbanos. Mostramos que a combinagdo de
simulagdes numéricas, aprendizado de maquina, anélise de redes, inferéncia bayesiana e técnicas
multivariadas consolida a Ciéncia de Dados como um arcabouco unificado para revelar estruturas

profundas em sistemas complexos aparentemente dispares.

Palavras-chave: sistemas complexos; ciéncia de dados; leis de poténcia; matéria mole; comple-

xidade econOmica.



ABSTRACT

In this work, we investigate two complex systems of distinct natures under a single data-driven
approach: (i) viscoelastic networks immersed in a fluid and (ii) the urban—economic system
of Ceard, structured by multilayer trade flows among 184 municipalities. In both cases, we
deal with many interacting elements, structural heterogeneity, and multiscale coupling, seeking
to infer emergent macroscopic properties from high-dimensional local data through collective
descriptors. In the viscoelastic study, we consider a model of an elastic network with sublinear
dissipation, characterized by the parameter & € [0, 1] in the drag force f, = yv*. In homogeneous
and rigid networks, the drag exponent o governs the transition between different relaxation
regimes: within a specific sublinear range of o, the force response takes the form of a power
law, F(t) ~ 1B, whereas outside this range, exponential-type relaxation responses become
predominant. In heterogeneous Gaussian networks, disorder broadens the range of o values
that give rise to power-law relaxations, while preserving a robust interval of  values, which
are mainly sensitive to the mean stiffness level and only weakly dependent on the width of its
distribution. In the urban—economic system, we analyze more than 2.5 billion formal transactions
(electronic invoices, NF-e, 2016-2019) and show that purchases, sales, and internal trade scale
superlinearly with population, with distinct exponents. The economic indicator RCA (Revealed
Comparative Advantage), used to characterize patterns of regional productive specialization,
follows Zipf—-Mandelbrot-type distributions for the three flow layers, revealing hierarchies and
diversification limits. Municipal Fitness, an economic metric that measures the degree of
diversification and productive complexity of cities based on their export products, also scales
superlinearly, indicating a disproportionate accumulation of structural capabilities, especially
on the supply side and in internal recirculation. The integration of these results shows that
power laws, collective emergence, hierarchies, critical transitions, and multiscale organization
are recurrent patterns in both viscoelastic materials and urban systems. We demonstrate that the
combination of numerical simulations, machine learning, network analysis, Bayesian inference,
and multivariate techniques consolidates Data Science as a unified framework for unveiling deep

structures in seemingly disparate complex systems.

Keywords: complex systems; data science; power laws; soft matter; economic complexity.
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As regides aparecem dispostas em camadas concéntricas, evidenciando que
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Figura 8 —
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Fluxograma que representa o processo de aprendizado de méaquina, desta-
cando etapas fundamentais como a coleta e o pré-processamento dos dados, o
treinamento do modelo, a avaliagdo, o refinamento e a implementacdo. O pro-
cesso € continuo e inclui ciclos sucessivos de avaliagdo e melhoria. Também
sdo apresentadas as categorias de métodos de aprendizado — supervisionado,
semi-supervisionado, ndo supervisionado e por reforco — juntamente com
os principais tipos de problemas que podem ser abordados, como regressao,
classificagdo, clusterizacdo, reducio de dimensionalidade e extracdo de regras
de associacao.

Uma rede elastica cibica de altura L encontra-se imersa em um fluido (nao
mostrado na figura). Cada particula possui um didmetro p e estd interligada
por molas de constante eldstica kz; com suas 12 vizinhas mais préximas. A
rede € submetida a indentacao por uma ponta esférica de didmetro p; de cima
para baixo. .

A curva representa a distribui¢ao gaussiana das constantes eldsticas ky; em
uma rede heterogénea. O pico na posi¢do k,, corresponde a média da dis-
tribuicdo, indicando o valor mais provavel para as constantes eldsticas do
sistema. A largura da curva, controlada pelo desvio padrdo o, expressa
o grau de dispersdo dos valores em torno da média. A regido sombreada
entre [k,, — 0,k,, + 0] abrange cerca de 68% dos dados, correspondendo ao
intervalo de um desvio padrdo. Em seguida, os intervalos [k, —20,k;, +20]
e [k — 30,k +30] englobam aproximadamente 95% e 99,7% dos valores,
respectivamente, caracterizando os dominios de dois e trés desvios padrao da

média.
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Composicao setorial e distribui¢do regional da atividade comercial. (a)
Treemap dos produtos comercializados agregados no nivel NCM de dois
digitos, com cores indicando as secdes correspondentes do HS. As areas
dos retangulos sdo proporcionais ao valor cumulativo de todas as transacdes
entre empresas de 2016 a 2019, e as 15 principais categorias de produtos sdo
identificadas com seus c6digos NCM e respectivas participagdes em valor.
(b) Breves descri¢des das categorias selecionadas de dois digitos do sistema
HS/NCM. A distribuicao espacial dos fluxos totais entre empresas nos 184
municipios do Ceard € agregada em todos os produtos: (c) vendas totais para
outros municipios, (d) transagcdes totalmente intramunicipais e (€) compras
totais provenientes de outros municipios. A intensidade da cor representa a
magnitude relativa (vermelho = maior, azul =menor). . . . . ... ... ..
O painel (a) mostra as 15 categorias NCM de dois digitos com maior valor
acumulado ao longo de quatro anos, ordenadas em ordem decrescente. Os
codigos HS/NCM e as descricoes curtas das 15 principais categorias estao
listados na Tabela 11(b). O painel (b) exibe os fluxos georreferenciados entre
os 184 municipios em 2016: os nds estio localizados nas sedes municipais; as
arestas direcionadas representam liga¢des vendedor — comprador, mostrando
apenas transagdes superiores a US$10 milhdes para maior clareza visual. . .
Estrutura matricial 184 x 1228 utilizada para o cdlculo do RCA nas trés
camadas de comércio do Ceara. Cada c€lula representa o fluxo S. , entre a
cidade c e produto p. A faixa vertical em azul destaca o total estadual do
produto (S, = Y. S¢,p), enquanto a faixa horizontal em vermelho evidencia o
total movimentado pela cidade (S. =}, S¢ ). A c€lula verde marca o valor
especifico S¢ , cujo peso relativo € avaliado na métrica. O retdngulo laranja
superior indica o total agregado transacionado no estado (S; =} , S¢ p)- O
esquema ilustra como as diferentes somas marginais se articulam na matriz

cidade-produto para compor a razao utilizada no célculo do RCA. . . . ..
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(a) Curvas numéricas de forca para Yy = 80 e k = 800 e vdrios valores de
a, exibindo diferentes relaxagcdes viscoeldsticas. Os casos para o = 0.45 e
o = 0.85 s3o mostrados nos painéis (b) e (c), respectivamente, onde as linhas
tracejada e pontilhada representam ajustes com os modelos exponencial e de
lei de poténcia das Egs. 5.3 e 5.4, respectivamente. . . . . . ... .. ...
(a) Visualizacao gréafica do processo de clusterizacao utilizando o método
K-means. Cada ponto representa um experimento computacional para uma
dada combinagdo de k, y e «, e as cores representam diferentes resultados
de relaxacao, a saber: lei de poténcia (PL) em azul, exponencial (EXP) em
amarelo e comportamento transicional (TR) em vermelho. (b) Um grafico de
coordenadas paralelas mostra como diferentes valores dos parametros mesos-
copicos da rede levam a distintos tipos de relaxacdo viscoeldstica. Cada linha
atravessa uma combinagdo de k, ¥y € &, juntamente com 0 comportamento
reoldgico correspondente. . . . . .. .. Lo e
A probabilidade de um dado valor de o levar a uma resposta do tipo lei
de poténcia (barras azuis), exponencial (barras amarelas) ou transicional
(barras vermelhas). As linhas s6lidas mostram a probabilidade calculada pelo
algoritmo KDE (kernel density estimation). O painel (a) apresenta resultados
para toda a faixa de valores de k e 7, enquanto o painel (b) considera apenas
redescomk (k>800)ey(y>80). . . . . . . . ...
Para aquelas redes classificadas como um material de lei de poténcia na Figura
30(b), mostramos a relagdo entre o expoente de relaxagdo 3 e o expoente de
arrasto MeSOSCOPICO Q. .« . v v v v v e e e e e e e e e e
Representacoes gréficas das curvas de forca para y = 50, k,,, = 500, e o = 0.5,
utilizando 5 valores distintos de sementes aleatdrias na rede viscoeldstica.
Observa-se variacdes minimas no comportamento das curvas de relaxacao,

evidenciadas pela curva de forcamédia FM. . . . . . . . ... .. .. ...



Figura 19 —

Figura 20 —

Figura 21 —

Figura 22 —

Figura 23 —

Apresentacdo gréfica da distribuicdo Gaussiana P(ky;) para os pardmetros ¥ =

50, k,, = 800 e a = 0.5, considerando diferentes valores do desvio padrao o.
A anélise é realizada para 4 niveis distintos de variabilidade, revelando como

a dispersdo das constantes eldsticas se altera na rede viscoeldstica. Observa-se

que, para ¢ = 0, a rede mantém uma estrutura completamente homogénea,

enquanto os casos com 6=[80, 160,240] evidenciam um aumento progressivo

da heterogeneidade, refletido no alargamento significativo da distribuicao.

O diagrama de coordenadas paralelas ilustra como as variacdes nos parame-
tros mesoscépicos da rede conduzem a diferentes padrdes de relaxamento

viscoeldstico. Cada linha representa uma combinacdo especifica de valores

para k,,, v, @, 0 e para o comportamento reoldgico resultante, permitindo

visualizar de forma integrada como cada parametro influencia a resposta

global dosistema. . . . . . .. . .. ... ..
A probabilidade associada a um determinado valor de ¢ resultar em uma res-
posta do tipo lei de poténcia (barras azuis), exponencial (barras amarelas) ou

transicional (barras vermelhas) é apresentada no grafico. As linhas continuas

correspondem a probabilidade estimada por meio do algoritmo KDE (kernel

density estimation). No painel (a), exibimos os resultados considerando toda

a faixa de variacdo dos parametros k,,, Y € o. Ja no painel (b), a andlise é

restrita as redes caracterizadas por valores mais elevados destes parametros,
especificamente k, (k,, >500)e y(y>80). . .. . ... ... ... .. ..
Nos casos em que a rede apresenta comportamento de lei de poténcia (sem

qualquer filtragem, abrangendo todos os valores analisados), ilustramos a

relac@o entre o expoente de relaxacdo B e o expoente de arrasto mesoscopico

a na rede heterogénea com distribuicdo Gaussiana. . . . . . .. .. .. ..
Nos casos em que a rede apresenta comportamento de lei de poténcia (sem

filtragem, abrangendo todos os valores analisados), apresenta-se a correlagdao

entre o expoente de relaxacdo B e o desvio padrdo ¢ (expressando a fra¢do

de k;,) na distribuicao Gaussiana. Observa-se que, mesmo para diferentes

valores de ¢, ndo hd variacdo significativa nos valoresde . . . . . . .. ..
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Figura 24 —

Figura 25 —

Figura 26 —

Figura 27 —

Figura 28 —

Nos casos em que a rede manifesta um comportamento de lei de poténcia (sem
filtragem, incluindo todos os valores analisados), apresentamos a visualizag@o
da relagdo entre o expoente de relaxagio 8 e o pardmetro efetivo k. ¢ (ou k)
na rede viscoeldstica com distribui¢cdo Gaussiana. Observa-se que o expoente
B varia de acordo com os diferentes valores de ks narede. . ... ... ..
Esquema ilustrativo do uso do algoritmo k-means no contexto de aprendizado
de méquina nao supervisionado para clusterizar as curvas de for¢a, desta-
cando as etapas de pré-processamento, aplicacdo do algoritmo e interpretagdo
dosresultados. . . . . . . ...
Esquema da divisdo do dataframe filtrado (dfiltro) em 80% para o conjunto
de treinamento e 20% para o conjunto de teste, considerando os trés atributos
de entrada (k, 7, @) e os trés rétulos de saida (xg, xp, B). Essa configuragdo
caracteriza explicitamente um modelo de aprendizado supervisionado.
Comparagdo dos modelos de predicdo Random Forest Regressor (RFR),
Regressdo Linear (RL) e Decision Tree Regressor (DTR) em relacdo aos
valores de teste de yr. Observa-se que o modelo RFR apresenta melhor
aderéncia aos dados de teste, aproximando-se mais dos valores observados. .
Escalonamento alométrico da atividade comercial municipal. (a—c) Relacao
entre a populacdo municipal e o valor de todas as transacdes entre empresas
em 2016: (a) vendas para outras cidades, (b) transa¢des intramunicipais e
(c) compras de outras cidades. Cada ponto representa um municipio. As
linhas vermelhas representam ajustes bayesianos em escala log—log, com
curvas pontilhadas e tracejadas indicando, respectivamente, os limites inferior
e superior do intervalo de confianca de 95%. O expoente correspondente,
B, captura o escalonamento alométrico anual para cada tipo de fluxo. (d)
Estimativas anuais de 3 para vendas (tridngulos verdes), transa¢des intramu-
nicipais (quadrados roxos) e compras (circulos laranja), com linhas tracejadas
marcando as médias multianuais: (Bs) =2.07+0.01, (f;) =2.15£0.02 ¢
(Bp) = 1.5440.01. Os expoentes calculados a partir da agregacdo completa
de quatro anos indicam que o comportamento alométrico das trés camadas

de comércio no Ceara € estavel ao longodo tempo. . . . . . . .. .. ...
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Figura 29 —

Figura 30 —

Figura 31 —

Evolugio temporal dos expoentes alométricos 3 (2016-2019) para cada um
dos 15 principais grupos de produtos HS2 e para o agregado “Todos os
produtos”. Os pontos representam os valores anuais de 8 estimados para
cada produto e categoria de fluxo (compras, vendas e comércio intraurbano).
As linhas tracejadas indicam a média ao longo dos anos, (), correspondente
a cada produto (ou agregado) e categoria. . . . . . . . . ... ... ...
Expoentes de escalonamento alométrico por categoria de produto. Valores
médios anuais do expoente alométrico () para os 15 grupos de produtos
mais comercializados (c6digos NCM de 2 digitos). Para cada produto, 3 é
estimado de forma independente para as vendas intermunicipais (fs, tridn-
gulos verdes), transa¢des intramunicipais (37, quadrados roxos) e compras
intermunicipais (Bp, circulos laranja). As barras de erro representam o erro-
padrdo ao longo dos quatro anos (2016-2019). Linhas horizontais tracejadas
indicam as médias gerais multi-produto para cada tipo de fluxo. Os resul-
tados revelam diferencas sistemdticas de escalonamento entre os produtos:
os fluxos intramunicipais exibem o comportamento superlinear mais forte,
enquanto as compras apresentam o escalonamento mais fraco. . . . . . . . .
Estrutura Zipf—Mandelbrot na RCA municipal. Graficos rank—ordem da
Vantagem Comparativa Revelada (RCA) para todos os municipios em 2016,
apresentados separadamente para (a) vendas intermunicipais, (b) transacdes
intramunicipais e (c) compras intermunicipais. A curva preta representa a
distribui¢do entre todos os municipios e produtos. Cidades selecionadas sao
deslocadas horizontalmente para maior clareza visual — Fortaleza (maior),
Crato (6* maior), Caridade (90%) e Guaramiranga (menor). Para RCA > 1
(linhas tracejadas), as distribuicdes seguem uma forma Zipf—Mandelbrot
com expoentes Qs = 1.23 (vendas), oy = 1.24 (intra) e o = 0.84 (compras),
indicando um decaimento mais acentuado e maior especializacdo em vendas

e atividade interna. Em contraste, as compras apresentam uma cauda mais

plana, consistente com um padrdo mais diversificado de produtos demandados.
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Figura 32 —

Figura 33 —

Distribui¢des de rank-size dos valores de Vantagem Comparativa Revelada
(RCA) para os municipios do Ceard nas trés modalidades de fluxo: (a)
vendas, (b) transagdes intramunicipais e (c) compras. Para cada categoria,
sdo mostradas as curvas de 2016-2019, que exibem grande sobreposicao e,
portanto, robustez temporal. A linha laranja em cada painel representa o ajuste
Zipf-Mandelbrot, RCA (k) ~ (k+ ¢)~ %, indicando um claro decaimento em
lei de poténcia para RCA > 1. Os expoentes médios de Zipf ao longo do
periodo sdo (o) = 1.25 (vendas), (og) = 1.23 (intramunicipal) e (o) = 0.82

(COMPIas). . . . v v v o e e e e e e e e e e e e e e

Matrizes bindrias de RCA por camada de comércio. As matrizes cidade—produto

em 2016 mostram quais municipios exibem Vantagem Comparativa Revelada
(RCA > 1) em (a) vendas intermunicipais, (b) transa¢cdes intramunicipais
(internas) e (c) compras intermunicipais. Cada ponto verde marca um par
cidade—produto no qual o municipio ¢ se especializa no produto p. As linhas
correspondem aos 184 municipios ordenados por Fitness crescente, e as colu-
nas correspondem aos 1.228 produtos NCM de quatro digitos ordenados por
Complexidade crescente. Quatro municipios de referéncia sdo destacados:
Fortaleza (FOR, mais populoso), Crato (CRA, 6° maior), Caridade (CAR, 90°)
e Guaramiranga (GUA, o menor). Exemplos de produtos de menor a maior
complexidade em cada camada incluem: em vendas, do NCM 7311 (contéi-
neres para gases comprimidos ou liquefeitos) ao NCM 8904 (embarcagdes
para reboque ou empurrar outras embarcagdes); em transacdes intraurbanas,
do NCM 6904 (tijolos/ladrilhos ceramicos) ao NCM 8478 (mdaquinas para
preparacao de tabaco); em compras, do NCM 2710 (6leos de petrdleo) ao
NCM 5108 (fios de pelos finos de animais). As matrizes revelam uma es-
trutura fortemente aninhada: municipios de alto Fitness participam tanto de
produtos complexos quanto de produtos simples, enquanto municipios de
baixo Fitness permanecem concentrados em um conjunto estreito de bens
de baixa Complexidade. Notavelmente, apesar de ter a menor populacao,
Guaramiranga posicionou-se consistentemente acima de muitos municipios
em Fitness, refletindo uma diversificacdo impulsionada por sua economia

orientada a0 tUriSIMO. . . . . . . . . e e e e e e

99



Figura 34 — Mesmo procedimento da Figura 33 para 2017. Extremos por camada: vendas
— menor NCM 7311 (contéineres para gases comprimidos ou liquefeitos),
maior NCM 8604 (veiculos para inspecdo e manutengdo de ferrovias ou
similares); mercado interno — menor NCM 8201 (p4s, enxadas, picaretas,
forcados, garfos, ovos e raspadores; machados, capdes e ferramentas se-
melhantes com fio), maior NCM 2913 (derivados halogenados, sulfonados,
nitrados ou nitrosados dos produtos da posicao 29.12); compras — menor
NCM 2710 (6leos de petréleo), maior NCM 2616 (minérios de metais precio-
sos e seus concentrados). . . . . ... L.

Figura 35 — Mesmo procedimento da Figura 33 para 2018. Extremos por camada: vendas
— menor NCM 0102 (animais vivos da espécie bovina), maior NCM 2610
(minérios de cromo e seus concentrados); mercado interno — menor NCM
0102 (animais vivos da espécie bovina), maior NCM 7105 (p6 de diamante,
pedras preciosas, semipreciosas ou sintéticas); compras — menor NCM
2202 (4guas, incluindo 4guas minerais e dguas gaseificadas), maior NCM
8524 (mddulos de visualizagdo de tela plana, mesmo que incorporem telas
SEeNSIVEIS a0 tOQUE). . . . . . . .. e e e e e e

Figura 36 — Mesmo procedimento da Figura 33 para 2019. Extremos por camada: vendas
— menor NCM 7311 (contéineres para gases comprimidos ou liquefeitos),
maior NCM 6703 (cabelo disposto na mesma direcao, fino, descolorido ou
preparado de outra forma); mercado interno — menor NCM 0102 (animais
vivos da espécie bovina), maior NCM 2307 (borras de vinho; tartaro em
bruto); compras — menor NCM 2710 (6leos de petréleo), maior NCM 5005

(filamentos de residuos de Seda, ndo embalados para venda a varejo). . . . .



Figura 37 —

Figura 38 —

Trajetorias de 2016 a 2019 no plano Fitness—PIB. A coevolugdo do Fitness
per capita e do Produto Interno Bruto per capita dos municipios € mostrada
para as trés camadas de comércio, com eixos em escala logaritmica: (a)
vendas intermunicipais, (b) transacdes intramunicipais (internas) e (c) com-
pras intermunicipais. Cada seta representa a trajetéria de quatro anos de
um municipio, de 2016 a 2019. Os cinco municipios mais populosos —
Fortaleza (laranja), Caucaia (roxo), Juazeiro do Norte (verde), Maracanau
(vermelho) e Sobral (marrom) — s@o destacados para ilustrar os caminhos
desenvolvimentistas heterogéneos observados no estado. As trajetorias reve-
lam como a competitividade estrutural (Fitness) e os niveis de renda (PIB)
evoluem conjuntamente em diferentes contextos transacionais, com alguns
municipios exibindo ganhos simultaneos em ambas as dimensdes, enquanto
outros permanecem essencialmente estaciondrios. . . . . . . . .. ... ..
Escalonamento do Fitness com populacdo e renda. (a—c) Fitness munici-
pal versus a populacdo em 2016 nas trés camadas de comercio: (a) vendas
intermunicipais, (b) transa¢des intramunicipais (internas) e (c) compras inter-
municipais. Os expoentes de escalonamento B sdo estimados por regressio
bayesiana em escala log—log (linhas vermelhas), com intervalos de confianca
de 95% indicados pelas linhas pontilhadas (inferior) e tracejadas (superior).
O Fitness escala de forma superlinear com a populacdo em todas as cate-
gorias, com B =2.03, B} =1.74 ¢ Bf = 1.26. (d) O PIB em funcéo da
populacdo para o mesmo periodo fornece uma relacao de escalonamento
urbano com expoente B¢ = 1.25 (as linhas pontilhada e tracejada indicam o
intervalo de confianga de 95%). (e) Razoes anuais B /B¢ para 2016-2019.
O Fitness associado a vendas (verde) e circulacdo interna (roxo) cresce super-
linearmente com a renda (B¢ /B¢ ~ 1.62 e B} /B ~ 1.39). Em contraste, o
Fitness associado a compras (laranja) cresce de forma aproximadamente pro-
porcional (ﬁg /B¢ = 1), indicando que capacidades estruturais se expandem
de maneira desproporcional com a prosperidade apenas nos lados da oferta e

dacirculagdointerna. . . . . . . . . . ...



Figura 39 —

Figura 40 —
Figura 41 —
Figura 42 —
Figura 43 —

Figura 44 —

Comparacdo rank—rank entre o Fitness municipal e o PIB nas trés camadas de
comercio: (a) vendas intermunicipais, (b) transa¢des intramunicipais (inter-
nas) e (c) compras intermunicipais. Cada ponto corresponde a um municipio,
plotado por sua posi¢do no ranking de PIB (eixo x) e no ranking de Fitness
(eixo y). A linha vermelha e um ajuste de minimos quadrados mostrado
apenas para visualizacdo. Os coeficientes de correlacdo de Spearman sao
0.78 para vendas, 0.77 para transagdes internas e 0.72 para compras, indi-
cando uma associagdo monotonicamente forte entre produto econdémico e
capacidade estrutural, com alinhamento ligeiramente mais fraco no lado da
demanda. Essas correlacdes corroboram os resultados de escalonamento, que
mostram que capacidades ligadas a oferta e circula¢io interna acompanham

a renda mais de perto do que as capacidades de compra impulsionadas pela

Diagrama de fluxo do algoritmo de Dindmica Molecular. . . . . . .. . ..
Condicdes periddicas de contorno (CPC) e convengdo de imagem minima.
Ilustracao das interacdes ligantes e ndo-ligantes entre as particulas. . . . . .
Griéfico do potencial de Lennard-Jones, destacando as influéncias de r% e
—:—6 paravaloresdep=1lee=1. . ... ... ... ... .. .......
Escalonamento do Fitness com populacdo e renda. (a—c) Fitness munici-
pal versus a populacdo em 2017 nas trés camadas de comercio: (a) vendas
intermunicipais, (b) transa¢des intramunicipais (internas) e (c) compras inter-
municipais. Os expoentes de escalonamento B7 sdo estimados por regressio
bayesiana em escala log—log (linhas vermelhas), com intervalos de confianca
de 95% indicados pelas linhas pontilhadas (inferior) e tracejadas (superior). O
Fitness escala de forma superlinear com a populagdo em todas as categorias,
com B =1.61, Bf = 1.66 ¢ B = 1.10. (d) O PIB em fungdo da populagdo
para o mesmo periodo fornece uma relacao de escalonamento urbano com
expoente BC = 1.22 (as linhas pontilhada e tracejada indicam o intervalo de

confiancade 95%). . . . . . . ...



Figura 45 —

Figura 46 —

Escalonamento do Fitness com populacdo e renda. (a—c) Fitness munici-
pal versus a populacdo em 2018 nas trés camadas de comercio: (a) vendas
intermunicipais, (b) transacoes intramunicipais (internas) e (c) compras inter-
municipais. Os expoentes de escalonamento B sdo estimados por regressio
bayesiana em escala log—log (linhas vermelhas), com intervalos de confianca
de 95% indicados pelas linhas pontilhadas (inferior) e tracejadas (superior). O
Fitness escala de forma superlinear com a populagdo em todas as categorias,
com B =1.53, Bf = 1.66 ¢ B = 1.30. (d) O PIB em fungdo da populagdo
para o mesmo periodo fornece uma relacao de escalonamento urbano com
expoente BC = 1.22 (as linhas pontilhada e tracejada indicam o intervalo de
confiancade 95%). . . . . . . ..
Escalonamento do Fitness com populacdo e renda. (a—c) Fitness munici-
pal versus a populacdo em 2019 nas trés camadas de comercio: (a) vendas
intermunicipais, (b) transa¢des intramunicipais (internas) e (c) compras inter-
municipais. Os expoentes de escalonamento B7 sdo estimados por regressio
bayesiana em escala log—log (linhas vermelhas), com intervalos de confianca
de 95% indicados pelas linhas pontilhadas (inferior) e tracejadas (superior). O
Fitness escala de forma superlinear com a populagdo em todas as categorias,
com B =1.50, Bf = 1.63 e B = 1.26. (d) O PIB em fungdo da populagdo
para o mesmo periodo fornece uma relacao de escalonamento urbano com
expoente BC = 1.24 (as linhas pontilhada e tracejada indicam o intervalo de

confiancade 95%). . . . . . . ..
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29
1 INTRODUCAO

Sistemas complexos aparecem em contextos tao diversos quanto a matéria conden-
sada, os organismos bioldgicos, os ecossistemas, as cidades e as redes de comércio (Mazzocchi,
2025; Modonesi et al., 2025; LePoire et al., 2025). O tracgo distintivo desses sistemas ndo é
apenas o grande nimero de componentes, mas sobretudo a presenga de interagdes distribuidas,
ndo lineares e frequentemente heterogéneas, que produzem padrdes coletivos que ndo sdo direta-
mente inferiveis a partir das propriedades individuais das partes (Mazzocchi, 2025; Mitchell,
2009; Newman, 2018; Barabasi, 2016; Bentzur et al., 2022; Gallegati et al., 2025; Estrada, 2024).
Comportamentos macroscopicos emergem de dindmicas microscépicas complexas, dando ori-
gem a leis de poténcia, organizacdo hierdrquica, transicdes entre regimes e respostas multiescala
que atravessam dominios fisicos e sociais (Chen et al., 2015; Milinkovic et al., 2025).

Um dos desafios centrais da ciéncia contemporanea da complexidade consiste em
compreender como tais regularidades emergem, por que sdo robustas frente a variacdes micros-
copicas e quais principios estruturais sustentam sua organiza¢do multiescala. Estudos cldssicos e
recentes mostram que fendmenos como auto-organizagao, criticalidade e hierarquia aparecem em
sistemas governados por regras microscopicas distintas, sugerindo a existéncia de mecanismos
universais subjacentes (Bak, 1996; Goldenfeld; Kadanoff, 1999; Barabdsi, 2016; Mitchell, 2009;
Sornette, 2006; Stanley et al., 2000; Sieberer et al., 2025; Adediran, 2024).

O avanco recente da Ciéncia de Dados transformou profundamente a investigacao
de sistemas complexos (Nawaz et al., 2024; Chakrabarti et al., 2023). A disponibilidade de
microdados em larga escala, o avango de simulagdes computacionais e o desenvolvimento de
métodos estatisticos e de aprendizado de maquina consolidaram um arcabouco metodolégico
capaz de integrar modelagem tedrica, simulagdo computacional e andlise empirica (Bishop,
2006; Hastie et al., 2009; Goodfellow et al., 2016). Técnicas contemporaneas permitem identifi-
car estruturas latentes, inferir parametros efetivos, detectar transi¢des de regime e reconstruir
dinamicas coletivas a partir de dados de alta dimensao (Tang et al., 2020; Fabiani, 2024).

Mais do que um conjunto de ferramentas, a Ci€ncia de Dados consolidou-se como
uma linguagem metodoldgica e analitica para descrever sistemas nos quais a complexidade
estrutural e dindmica impede abordagens puramente analiticas. Em particular, métodos de
clusterizacdo, redu¢do de dimensionalidade, analise de redes e inferéncia probabilistica t€ém se
mostrado fundamentais para mapear regimes emergentes em sistemas fisicos e socioecondmicos

(Fabiani, 2024; Bentzur et al., 2022; Dahia; Szabo, 2024).
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E nesse horizonte que se insere o presente trabalho. Esta tese investiga dois sistemas
complexos de naturezas distintas, um sistema viscoeldstico mesoscépico e um sistema urbano-
econdmico baseado em fluxos de comércio municipal, sob um mesmo eixo metodoldgico: a
inferéncia de organizacdo macroscopica e de regimes emergentes em sistemas multiescala a
partir de dados de alta dimensionalidade (Hramov et al., 2025; Wang et al., 2025b; Muiioz, 2018;
Mahnoor et al., 2024).

No primeiro dominio, analisamos um modelo viscoeldstico composto por redes
elasticas imersas em fluido, cuja dindmica € descrita por uma equacdo de Langevin generali-
zada (Ferreira et al., 2024). A interacao entre elasticidade, arrasto e dissipag¢do gera respostas
coletivas ndo triviais, incluindo regimes sublineares de relaxacdo e comportamentos dependentes
da heterogeneidade estrutural. A partir de simulagdes numéricas sistemadticas e varreduras no
espaco de parametros, construimos um conjunto extenso de curvas de forca e relaxagdo. Téc-
nicas de clusteriza¢ao ndo supervisionada (K-means) foram entdo empregadas para classificar
automaticamente os regimes dindmicos do material, demonstrando que propriedades macrosco-
picas podem ser identificadas por meio de padrdes latentes extraidos das curvas temporais de
forca (Ferreira et al., 2024). Essa abordagem evidencia como regimes reoldgicos emergem da
acoplagem entre escalas micro e mesoscopicas (Ferreira et al., 2024; De Aradjo et al., 2020; De
Sousa et al., 2020; De Sousa et al., 2021; Zhu; Tree, 2023; Sun et al., 2026).

No segundo dominio, investigamos a estrutura economica do estado do Ceara a partir
de microdados de notas fiscais eletronicas emitidas entre 2016 e 2019. Reconstruimos redes
multicamadas de comércio intermunicipal e aplicamos métricas de complexidade econdmica,
incluindo o método de Fitness (Tacchella et al., 2012; Cristelli et al., 2013; Caldarelli et al.,
2012; Operti et al., 2018; Sahasranaman; Jensen, 2025; Servedio et al., 2018), para inferir
capacidades produtivas latentes e padroes de especializacao (Mealy et al., 2019; Wang et al.,
2025a; He; Li, 2025; Gallotti et al., 2021; Bahrami et al., 2023; Altmann, 2020; Zhang et al.,
2025b). Assim como no sistema fisico, o objetivo central ndo é apenas descrever os fluxos
observados, mas inferir a estrutura subjacente de capacidades e interdependéncias que organiza o
sistema. A andlise revela hierarquias produtivas, padrdes de nestedness e organizacdo multiescala
consistentes com sistemas adaptativos complexos (Operti ef al., 2018; Straccamore et al., 2023;
Angelini et al., 2024; Sahasranaman; Jensen, 2025; Stojkoski et al., 2023; Aufiero et al., 2024).

Apesar de pertencerem a dominios distintos, ambos os sistemas compartilham carac-

teristicas estruturais fundamentais: heterogeneidade distribuida, auséncia de escala dominante,
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emergéncia de regimes coletivos e organiza¢do hierdrquica. Em ambos os casos, o problema
central consiste em inferir estrutura macroscépica a partir de dados locais, ruidosos, heterogéneos
e de alta dimensionalidade. A tese demonstra que métodos de inferéncia baseados em dados
permitem identificar regimes, reconstruir estruturas latentes e revelar regularidades universais
que transcendem fronteiras disciplinares.

Assim, o fio condutor deste trabalho ndo € apenas a aplicacdo de técnicas de Ciéncia
de Dados a problemas distintos, mas a demonstracdo de que a inferéncia de regimes emergentes
constitui um principio unificador na andlise de sistemas complexos fisicos e socioecondmicos.
Ao aproximar materiais viscoeldsticos e redes urbanas sob uma mesma lente metodoldgica,
evidenciamos como organiza¢do multiescala, transicoes de regime e hierarquia estrutural podem
ser descritas por um arcabouco computacional e estatistico comum.

A organizacgdo da tese reflete essa integracdo conceitual. O Capitulo 2 apresenta
os fundamentos metodolégicos de Ciéncia de Dados e de inferéncia em sistemas complexos.
O Capitulo 3 desenvolve o modelo viscoelastico e apresenta os resultados da identificacdo de
regimes dinamicos, enquanto o Capitulo 4 reconstréi a rede econdmica municipal e analisa a
complexidade produtiva. O Capitulo 5 retne, de forma integrada, os resultados e a discussao
relativos aos dois dominios de investigacdo. Por fim, o Capitulo 6 apresenta as conclusdes da
tese, destacando os principios unificadores revelados pela inferéncia orientada por dados em

sistemas complexos multiescala.
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2 CIENCIA DE DADOS

A ciéncia de dados € uma disciplina interdisciplinar voltada a extracdo de conheci-
mento e geragdo de valor a partir de grandes volumes de dados (big data) (Mayernik, 2023). Ela
surge como resposta a crescente complexidade dos sistemas informacionais e a necessidade de
transformar dados brutos em decisdes fundamentadas, especialmente em contextos marcados por
incerteza, variabilidade e alta dimensionalidade (Stekhoven; Bithlmann, 2012; Brady, 2019). A
ciéncia de dados combina métodos da estatistica, da ciéncia da computagdo e do conhecimento
de dominio para construir modelos interpretdveis, gerar previsdes e apoiar acdes estratégicas
(Cao, 2017; Provost; Fawcett, 2013a; Dhar, 2013).

Sua consolidacdo como campo autdnomo estd diretamente ligada a evolugdo da
andlise de dados e a emergéncia de um paradigma orientado a dados, no qual decisdes sdao
guiadas por evidéncias empiricas extraidas de grandes bases informacionais (Provost; Fawcett,
2013a; Berthold et al., 2020). A ciéncia de dados ndo se limita a manipulacio técnica de dados,
mas envolve também a formulagdo de hipéteses, a modelagem de fend6menos e a construcao de
produtos de dados que promovem inteligéncia organizacional e inovacao (Dhar, 2013; Naur,
1974).

A Figura 1 a seguir apresenta uma representacdo visual da intersecdo entre os trés
pilares que sustentam a ciéncia de dados: ciéncia da computacdo, matematica/estatistica e
conhecimento da drea (Ullman, 2020; Conway, 2011; Kubben et al., 2019). O diagrama de Venn
destaca como a ciéncia de dados se posiciona no cruzamento dessas areas, evidenciando sua
natureza hibrida e integradora (Conway, 2011). A sobreposi¢do entre estatistica e computagcdao
da origem ao aprendizado de maquina e a IA (Inteligéncia Artificial), enquanto a intersecao
entre estatistica e conhecimento de dominio representa a analise de dados/pesquisa tradicional.
J4 a combinagdo entre computacdo e conhecimento da drea estd associada ao uso de softwares
convencionais. A ciéncia de dados, portanto, emerge como o ponto de convergéncia entre
essas trés dimensoes, incorporando técnicas computacionais, rigor estatistico e sensibilidade
contextual.

A defini¢do de ciéncia de dados enfatiza seu papel como uma disciplina orientada
por dados, com foco na descoberta de conhecimento, na compreensao de fenomenos complexos e
na construcao de sistemas inteligentes (Cao, 2017; Brodie, 2024; Brady, 2019). Essa abordagem
difere da estatistica tradicional, que se concentra na inferéncia a partir de amostras, e da ciéncia

da computacgdo cléssica, que prioriza a construcdo de algoritmos e estruturas de dados (Efron;
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Figura 1 — O diagrama de Venn mostra como ciéncia da computagdo, matematica/estatistica
e conhecimento da drea se sobrepdem para formar a ciéncia de dados, destacando as regides
dedicadas a so ftwares tradicionais, andlise de dados e IA/aprendizado de maquina.

TA Machine
Learning

Conhecimento da area

Fonte: Elaborado pelo autor.

Hastie, 2016). A ciéncia de dados, por sua vez, busca integrar essas competéncias para resolver
problemas reais, muitas vezes mal definidos, utilizando dados como principal insumo (Cao,
2017).

Outro aspecto central € o ciclo de vida dos dados, que compreende etapas como
aquisi¢do, armazenamento, pré-processamento, analise, modelagem, interpretacdo e comunica-
¢ao dos resultados (Berthold et al., 2020; Provost; Fawcett, 2013a; Provost; Fawcett, 2013b).
Cada uma dessas fases exige competéncias especificas e ferramentas adequadas, o que reforca o
carater multidisciplinar da drea (Mayernik, 2023). A qualidade dos dados, sua relevancia para
o problema em questdo e a clareza dos objetivos analiticos sdo fatores determinantes para o
sucesso de qualquer projeto de ciéncia de dados (Berthold et al., 2020; Provost; Fawcett, 2013a).

Por fim, destaca-se o conceito de produto de dados, entendido como qualquer
entrega baseada em dados que agrega valor ao processo decisorio (Loukides, 2011; Loukides,

2018). Esses produtos podem assumir diversas formas, desde dashboards interativos e relatorios
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automatizados até modelos preditivos e sistemas de recomendacdo. O valor de um produto de
dados estd diretamente relacionado a sua capacidade de gerar conhecimento, promover acao e
sustentar decisoes com base em evidéncias (Dhar, 2013; Cao, 2017).

A ciéncia de dados segue crescendo com o desenvolvimento da inteligéncia artificial
e modelos de linguagem como os LLMs (Large Language Models), que aumentam a capacidade
de andlise e entendimento dos dados (Gao et al., 2025; Battineni et al., 2026; Wang et al., 2026).
Além disso, a ética na ciéncia de dados torna-se cada vez mais crucial, com discussoes sobre
privacidade, transparéncia e o uso responsavel dos dados (Anastasiadou, 2026; Kenig et al.,
2026; Leslie, 2019; Kelleher; Tierney, 2018; Fairfield; Shtein, 2014). A tendéncia observada
na literatura indica que a ciéncia de dados tende a se tornar cada vez mais central para decisdes

estratégicas.

2.1 Analise de Dados e Abordagens Analiticas

A andlise de dados constitui o nicleo operacional da ciéncia de dados, sendo respon-
savel por transformar dados brutos em informacgdes estruturadas, padrdes relevantes e conheci-
mento Util para a tomada de decisao (Dash et al., 2023; Brandt, 2014). Trata-se de um processo
iterativo que envolve a exploragdo, transformac¢ao, modelagem e interpretacdo dos dados, com
o objetivo de compreender fendmenos, apoiar decisdes e resolver problemas complexos. Esse
processo frequentemente serve de base para a construcao de modelos mais sofisticados, como 0s
utilizados em aprendizado de maquina.

O processo analitico € composto por diversas etapas fundamentais, que se articulam
de forma sequencial e ciclica. Entre elas, destacam-se a coleta de dados, o pré-processamento e
a andlise exploratdria, que sdo descritas a seguir.

A coleta de dados representa a etapa inicial e consiste na aquisi¢do de informagdes
relevantes a partir de fontes estruturadas, semiestruturadas ou ndo estruturadas. Essas fontes
podem incluir bancos de dados relacionais, APIs (Application Programming Interfaces), sensores,
arquivos publicos, web scraping e sistemas internos de informagdo (Cordeiro et al., 2025; Brandt,
2014). A qualidade da coleta impacta diretamente a validade das andlises, sendo comum o
enfrentamento de desafios como viés de selecao, incompletude, heterogeneidade de formatos
e questdes éticas relacionadas a privacidade e a protecdo de dados pessoais (Mezmir, 2020;
O’Neil, 2016), especialmente em contextos regulados por legislacdes como a LGPD (Lei Geral

de Protecdo de Dados Pessoais) ou o GDPR (General Data Protection Regulation) (Voigt; von
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Figura 2 — Técnicas de pré-processamento de dados.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

dem Bussche, 2024; Paula et al., 2025). Ferramentas como Python e SQL (Structured Query
Language) sao amplamente utilizadas para automatizar esse processo, permitindo o acesso e a
integracdo de multiplas fontes de dados (Scikit-Learn Developers, 2017; Grus, 2015; Grippa;
Kuzmichev, 2021).

Apoés a coleta, os dados brutos geralmente apresentam ruidos, valores ausentes,
inconsisténcias e escalas incompativeis. O pré-processamento € a etapa que prepara os dados
para andlise, garantindo que estejam limpos, coerentes e adequados ao objetivo do estudo. Essa
fase pode envolver a imputacdo de valores faltantes, a remog¢ao de duplicatas, a padronizacdo
de formatos e a transformacdo de variaveis. Técnicas como normalizacio e padronizacao sao
aplicadas para ajustar as escalas das varidveis e melhorar o desempenho de diversos modelos,
embora o tratamento de outliers frequentemente exija procedimentos especificos (James et
al., 2013; Maharana et al., 2022). Além disso, a reducao de dimensionalidade, por meio de
métodos como PCA (Principal Component Analysis), permite simplificar o conjunto de atributos,
removendo ou combinando varidveis redundantes ou pouco informativas, o que pode melhorar
a generalizacao e reduzir o custo computacional (James et al., 2013; Maharana et al., 2022;
Wickham; Grolemund, 2017). A Figura 2 ilustra os principais eixos do pré-processamento de
dados, destacando a importancia da limpeza, da normalizacdo e da simplificagdo das variaveis.

Com os dados preparados, inicia-se a andlise exploratdria, também conhecida como
EDA (Exploratory Data Analysis). Essa etapa visa compreender a estrutura dos dados, iden-
tificar padrdes, tendéncias, anomalias e relacdes entre varidveis (Tukey, 1977). A exploracao
comeca com medidas descritivas como média, moda, variancia, erro padrao, mediana, desvio
padrdo e quantis, que oferecem uma visdo inicial da centralidade e da dispersdo dos valores
observados (Harbison; Simmons, 2024; Efron; Hastie, 2016). Em seguida, visualizacdes graficas

como histogramas, boxplots, scatterplots e mapas de calor (heatmaps) sao utilizadas para revelar
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padrdes mais profundos. Os histogramas ajudam a avaliar a forma da distribuicdo, enquanto
os boxplots destacam a variabilidade e possiveis extremos. Os scatterplots permitem explorar
relacdes bivariadas, e os mapas de calor evidenciam correlacdes em matrizes multidimensionais,
facilitando a deteccdo de tendéncias espaciais ou temporais (Fisher; M., 2017; Unwin, 2015;
James et al., 2013).

A andlise de correlagdes aprofunda essa compreensiao ao quantificar a forca e a
direcdo das associacOes entre varidveis. Coeficientes como o de Pearson sdo utilizados para
quantificar associacdes lineares entre varidveis, especialmente quando se pretende empregar
procedimentos inferenciais baseados em pressupostos paramétricos, enquanto o de Spearman
¢ mais apropriado quando o interesse recai sobre relacdes monotonicas, especialmente em
contextos nos quais ndo se deseja assumir linearidade ou em que os dados podem ser tratados
em termos de postos (James et al., 2013; Harbison; Simmons, 2024; Chen et al., 2016; Tu et al.,
2025). Essa distincdo € importante para evitar inferéncias incorretas e garantir que os padroes
identificados sejam robustos mesmo em contextos com violacdo de suposi¢Oes estatisticas
classicas (Chen et al., 2016; Efron; Hastie, 2016). Complementando esse processo, a detec¢cao
de outliers é fundamental para garantir que anomalias ndo distor¢cam as conclusdes gerais da
analise (Dash et al., 2023). Métodos baseados em distancia, como a distdncia de Mahalanobis,
sdo uteis em espagos multivariados, enquanto procedimentos como o teste de Grubbs podem
ser empregados na detecc¢do de valores extremos em distribui¢des univariadas, desde que suas
hipéteses de aplicacdo sejam razoavelmente atendidas (Kannan; Manoj, 2015).

A literatura especializada também classifica as abordagens analiticas em cinco
categorias principais, que refletem diferentes niveis de complexidade e profundidade. A andlise
descritiva busca responder a pergunta “o que aconteceu?”’, oferecendo uma visao panoramica
dos dados. A andlise diagnodstica procura entender “por que algo aconteceu?”, investigando
associagoes, dependéncias e possiveis fatores explicativos entre varidveis (Cao, 2017; Berthold
et al., 2020). A andlise preditiva visa antecipar eventos futuros com base em dados histéricos,
utilizando modelos estatisticos e algoritmos computacionais (Cao, 2017; Dhar, 2013). J4 a andlise
prescritiva propde agdes especificas a serem tomadas com base nas previsdes realizadas, incluindo
simulagdes e otimizacdes. Por fim, a andlise avancada (deep analytics) busca compreender os
mecanismos subjacentes aos fendmenos observados, integrando multiplas fontes de dados e
técnicas analiticas (Cao, 2017).

Essas abordagens ndo sdo mutuamente exclusivas, mas complementares. Em pro-
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Figura 3 — Similaridade entre a inteligéncia humana e artificial.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

jetos reais, € comum que se inicie com uma andlise descritiva, avance para a diagndstica e,
posteriormente, incorpore elementos preditivos e prescritivos. A escolha da abordagem depende
do problema a ser resolvido, da disponibilidade de dados e dos objetivos analiticos. Além disso,
a andlise de dados deve ser conduzida com rigor metodoldgico, respeitando principios como
reprodutibilidade, transparéncia e ética (Anastasiadou, 2026; Leslie, 2019). A interpretacdo dos
resultados deve considerar o contexto em que os dados foram gerados, evitando generalizagoes
indevidas, extrapolacdes ndo justificadas ou conclusdes precipitadas. A comunicacdo clara dos
achados € parte essencial do processo, garantindo que os insights gerados sejam compreendidos
e utilizados de forma eficaz (Berthold et al., 2020).

A anélise de dados, portanto, € a base sobre a qual se constroem modelos mais
avancados, como os utilizados em inteligéncia artificial e aprendizado de mdquina, que serao

explorados nas sec¢des seguintes.

2.2 Inteligéncia Artificial (IA)

A inteligéncia artificial constitui um campo da ci€ncia da computa¢do composto por
diversos subcampos inter-relacionados, cujo objetivo € desenvolver sistemas capazes de executar
tarefas que normalmente exigiriam inteligéncia humana (Russell; Norvig, 2020). De forma geral,
esses sistemas sdo projetados para analisar informacdes, identificar padroes em dados, resolver
problemas e apoiar processos de tomada de decisao.

Na Figura 3, € possivel perceber alguns pontos em comum entre a inteligéncia
humana e a artificial. Ambas dependem da capacidade de processar informagdes, tomar decisoes,

resolver problemas e executar tarefas especificas. Apesar dessas semelhangas, os sistemas
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Figura 4 — Representacdo esquematica do fluxo de transformacgao dos dados, ilustrando as etapas
que vao da informagdo bruta a modelagem matematica e a constru¢do de sistemas inteligentes.
O diagrama evidencia o processo analitico que sustenta técnicas de aprendizado de maquina e
aprendizado profundo, mostrando como padrdes, relagcdes e estruturas emergem progressivamente
ao longo do tratamento dos dados.
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atuais de IA ndo apresentam compreensao genuina do mundo, nem atributos como consciéncia,
emocoes ou intui¢do, caracteristicas associadas a inteligéncia humana. Além disso, a maior parte
das aplicacdes contemporaneas de IA € altamente especializada, sendo projetada para executar
tarefas especificas, especialmente no tratamento e andlise de grandes conjuntos de dados a partir
dos quais os modelos podem extrair padrdes e realizar previsoes.

Dentro desse contexto, destaca-se o aprendizado de médquina, ou ML (Machine
Learning), area da inteligéncia artificial dedicada ao desenvolvimento de algoritmos capazes de
aprender padrdes a partir de dados e aprimorar seu desempenho a medida que sdo expostos a
novas informacdes. Essa abordagem tem se mostrado essencial em diversas aplica¢cdes modernas,
como sistemas de reconhecimento de voz, andlise e interpretacdo de imagens e mecanismos de
recomendacao de contetdos personalizados (Bishop, 2006; Goodfellow et al., 2016).

Dentro do campo do aprendizado de mdquina, destaca-se o aprendizado profundo
(Deep Learning, DL), que utiliza redes neurais profundas compostas por multiplas camadas
hierarquicas de representacao (Liu et al., 2018). Esse tipo de abordagem possibilita que o sistema
identifique padrdes complexos e extraia caracteristicas cada vez mais abstratas diretamente dos
dados, utilizando arquiteturas inspiradas, em um nivel abstrato, em principios de processamento
distribuido (Goodfellow et al., 2016).

A Figura 4 ilustra, de forma esquematica, o percurso que transforma o desconhecido
em conhecimento aplicado dentro do ciclo analitico da ci€ncia de dados e da inteligéncia

artificial. Na parte superior, aparecem elementos dispersos e heterogéneos, representando dados



39

Figura 5 — A imagem apresenta um diagrama que organiza visualmente a relacdo entre diferentes
dreas da Inteligéncia Artificial (IA), destacando onde se posicionam o Machine Learning (ML), o
Deep Learning (DL) e a IA Generativa. As regides aparecem dispostas em camadas concéntricas,
evidenciando que o Deep Learning constitui um subconjunto do Machine Learning, enquanto
ambos pertencem ao dominio mais amplo da IA. O diagrama também mostra a A Generativa
como uma drea especifica dentro do Deep Learning, indicando seu foco na producao de novos
dados a partir de padrdes previamente aprendidos.

Machine Learning

Fonte: Elaborado pelo autor.

ndo estruturados e informacgdes ainda cadticas. A medida que esses elementos descem pelo
funil conceitual, tornam-se gradualmente mais organizados: primeiro passam por uma etapa
de andlise exploratdria, na qual padrdes iniciais, correlagdes visuais e possiveis anomalias
comegam a emergir. Em seguida, a figura mostra a fase de modelagem e formulacdo matematica,
simbolizada por estruturas mais articuladas e conectadas por relagdes funcionais. Na base do
diagrama, encontram-se representacdes de redes e sistemas, expressando o estdgio em que o
conhecimento adquirido € formalizado, implementado e automatizado por métodos de machine
learning e inteligéncia artificial. Assim, a imagem sintetiza o fluxo de transformacio dos dados
desde sua forma bruta até sua incorporagdo em sistemas capazes de aprender, inferir e generalizar.

A TA generativa, um ramo mais especializado dentro do Deep Learning, dedica-se
a cria¢do de novos contetidos — como textos, imagens ou outros tipos de dados — a partir de
informacdes previamente analisadas (Zhou; Lee, 2024). O diferencial dessa abordagem estd na

capacidade de produzir resultados sem comandos explicitos para cada tarefa, explorando padrdes
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aprendidos em grandes volumes de dados por meio de técnicas de aprendizado supervisionado e
ndo supervisionado. Essa competéncia em gerar novas informagdes amplia significativamente
as possibilidades de inovagdo, abrangendo desde aplicacdes criativas até solugdes préticas
em variados setores industriais (Messer, 2024; Kusiak, 2024). J4 na Figura 5, observa-se
uma representacdo hierarquica que organiza as diversas camadas e dimensdes que compdem o

ecossistema da inteligéncia artificial.

2.3 Machine Learning

Esta sec@o apresenta os conceitos essenciais de Machine Learning, abordando sua
classificagcdo, o funcionamento geral dos processos que o compdem e os algoritmos mais uti-
lizados. Na abordagem tradicional da ciéncia da computacio, o desenvolvimento de solugdes
depende de linguagens de programacdo nas quais o programador especifica explicitamente as
instru¢des que o computador deve seguir para executar uma tarefa especifica. Nesse modelo
classico, grande parte do comportamento do programa é explicitamente especificada pelo progra-
mador. Em contraste, o aprendizado de maquina adota uma légica diferente: em vez de codificar
regras fixas, os algoritmos s@o projetados para permitir que o sistema aprenda diretamente a partir
de dados e de certas suposi¢des iniciais, tornando possivel a execucao de tarefas que ndo estao
rigidamente detalhadas no c6digo. De maneira andloga a processos de aprendizagem baseados
em experiéncia, cujo aprendizado envolve tentativas, erros € um grande nimero de exemplos
observados ao longo do treinamento, os modelos de ML também dependem de processos suces-
sivos de treinamento e ajuste para melhorar seu desempenho (Rodrigues et al., 2021). Para que
um modelo computacional adquira conhecimento, ele precisa receber informacdes estruturadas
ou ser capaz de extrair padrdes a partir dos dados de treinamento, refinando sua capacidade de
tomada de decisdo conforme se expde a novos dados (Young et al., 2018). Esse processo € o
que caracteriza o aprendizado de méaquina (Liu et al., 2020). De acordo com a defini¢do cldssica
proposta por Mitchell (Mitchell, 1997), considera-se que um programa aprendeu quando, apds
ser submetido a uma experiéncia (E), apresenta melhoria mensurdvel em uma classe de tarefas
(T), segundo algum critério de desempenho (P); em sintese, o aprendizado ocorre quando o
desempenho em T, avaliado por P, evolui como consequéncia direta da experiéncia adquirida.

A Figura 6 apresenta o fluxo geral do processo de Machine Learning, no qual os
dados, correspondentes a Experiéncia (E), representam o conjunto de informagdes ou exemplos

utilizados por um sistema computacional para aprender e aprimorar seu desempenho em uma ta-
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Figura 6 — Trata-se da sequéncia de elementos essenciais que descrevem como um programa
de computador aprende a partir de dados para realizar uma tarefa especifica, aprimorando seu
desempenho a medida que desenvolve compreensao sobre o problema.

e-6-8

Fonte: Elaborado pelo autor.

refa especifica. Os algoritmos de aprendizagem, associados a Tarefa (T), consistem em conjuntos
de regras e procedimentos que orientam como o programa deve processar os dados e identificar
padrdes, permitindo a execugdo de fungdes como classifica¢io, regressao ou agrupamento. Por
fim, a Compreensao Bdsica, relacionada a Medida de Desempenho (P), corresponde aos critérios
utilizados para avaliar o quanto o sistema estd aprendendo e qudo bem realiza a tarefa proposta,
podendo envolver métricas como precisdo, acurdcia, erro médio ou outras medidas adequadas ao
objetivo do modelo.

Na Figura 7, observa-se que a solu¢do de um problema por meio de aprendizado
de maquina pode variar em complexidade dependendo de como os dados sdo preparados e de
quais resultados se deseja alcancar. Em muitos casos, o desafio envolve lidar com grandes
volumes de informacdes sem uma distribui¢do claramente definida, o que torna mais dificil
interpretar as andlises e extrair conclusdes assertivas. Nesse contexto, o aprendizado de mdquina
torna-se ttil em diferentes cendrios, como em situagdes em que as regras do problema sdo tao
complexas que nao podem ser descritas explicitamente, como ocorre no reconhecimento de voz;
quando as regras evoluem ao longo do tempo, como na marcacao de partes da fala, onde surgem
constantemente novos termos e significados; ou ainda quando a distribuicdo dos dados se altera
continuamente, exigindo a adaptac@o constante dos modelos, como na previsao de tendéncias de
vendas de commodities.

Na prética do aprendizado de maquina, exemplos bem-sucedidos e malsucedidos
desempenham um papel fundamental na adaptacdo e no refinamento do comportamento dos
algoritmos, razao pela qual as etapas de coleta, selecao e preparacao dos dados sdo consideradas
cruciais. O avango expressivo da capacidade computacional, aliado ao crescimento continuo de
grandes volumes de dados (big data), tornou possivel implementar abordagens que antes eram
invidveis (Rodrigues et al., 2021; Schleder; Fazzio, 2021). Esse cendrio favorece o treinamento

dos modelos, ja que agora hé disponibilidade tanto de dados suficientes quanto de infraestrutura
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Figura 7 — Cenarios de aplica¢des do aprendizado de maquina.

A

< @)

— P

o g |

— % Regras manuais Algoritmo de
= = aprendidado de méaquina
<) o

=

<

=

4 N

2 2

= o, ) Algoritmo baseados
g E Problemas simples

o = em regras

Q ‘T

pequeno grande

Dimensao do problema

Fonte: Elaborado pelo autor.

computacional para sustentar processos de aprendizado mais complexos. Especialistas da area
ressaltam que, em muitos casos, a prepara¢do dos dados demanda mais tempo e esforco do
que o proprio desenvolvimento dos algoritmos, dada sua importancia para garantir resultados

confidveis e consistentes (Zhang; Lu, 2021).

2.4 Principais Problemas Resolvidos e Métodos de Machine Learning

O aprendizado de méquina baseia-se no principio de que um algoritmo pode melhorar
seu desempenho conforme € exposto a novos dados (Nilsson, 2014). De modo geral, os problemas
tratados nessa drea incluem tarefas como regressao, classificacdo e agrupamento (clusterizacao),
além de técnicas analiticas amplamente utilizadas, como reducdo de dimensionalidade e extrag@o
de regras de associacao (Erhan et al., 2010; Géron, 2019). No caso da regressao, o objetivo é
estimar uma varidvel resposta continua a partir de um conjunto de varidveis de entrada, por meio
de uma funcao do tipo f : R" — R, sendo amplamente aplicada, por exemplo, na previsao de
precos de imoveis com base em caracteristicas e tendéncias historicas (Nunes et al., 2019). Ja na
classificacdo, busca-se identificar a qual de k categorias uma observacao pertence, utilizando
uma funcdo que mapeia os dados de entrada para uma classe especifica, representada por

f:R"— {1,2,... k}. Esse tipo de modelo tem grande relevincia em dreas como filtragem
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automadtica de mensagens, auxiliando na detec¢do de spam em servigcos de e-mail (Hastie et al.,
2009), e também na satde, apoiando sistemas de diagndstico baseados em informagdes clinicas
(Theerthagiri et al., 2023).

Nos modelos de agrupamento (clusterizacdo), o objetivo € organizar grandes con-
juntos de dados nao rotulados formando grupos que reinem elementos com caracteristicas
semelhantes, ou seja, itens com maior similaridade entre si do que em relagdo a elementos de
outros grupos. Esse tipo de abordagem € amplamente empregado em tarefas como categoriza¢ao
automatica de documentos (Boley et al., 1999) e na andlise de interacdes em redes sociais
(Pham et al., 2011). J4 a reducao de dimensionalidade visa simplificar os dados ao combinar ou
projetar varidveis em um espaco de menor dimensionalidade, preservando apenas as informagdes
essenciais para a andlise. Métodos como a Anélise de Componentes Principais (PCA) permitem
condensar o nimero de varidveis, facilitando a visualizacdo, a andlise e o processamento compu-
tacional, além de potencialmente melhorar o desempenho de alguns modelos de aprendizado
(Hasan; Abdulazeez, 2021).

As regras de associacdo t€ém como propdsito identificar padrdes frequentes de coocor-
réncia entre itens ou elementos presentes em grandes conjuntos de dados, utilizando algoritmos
como Apriori, Eclat e FP-Growth (Srinadh, 2022). Esse tipo de técnica € especialmente rele-
vante em andlises de comportamento de compra, nas quais se avalia, por exemplo, a frequéncia
com que clientes que compram o produto A também compram o produto B. Além de revelar
padrdes importantes de consumo, essas regras fornecem suporte para estratégias de marketing,
defini¢do de perfis de clientes e construcao de sistemas de recomendac¢do, contribuindo para uma
experiéncia de compra mais personalizada e eficiente (Boley et al., 1999).

Com relacao a forma como os métodos de aprendizado sdo organizados, o aprendi-
zado de maquina € frequentemente classificado em quatro categorias principais: aprendizado
supervisionado, ndo supervisionado, semi-supervisionado e aprendizado por refor¢o (Géron,
2019; Conway; White, 2011; IGI Global; Information Resources Management Association,
2012). No caso do aprendizado supervisionado, o modelo € treinado a partir de dados rotulados,
nos quais cada entrada possui uma saida associada. A partir desses exemplos, o algoritmo
aprende a estabelecer a relacdo entre entradas e respostas esperadas, tornando-se capaz de
realizar previsdes sobre novos dados. Essa abordagem € amplamente utilizada em tarefas de
classificacdo e regressao, ja que a correspondéncia entre varidveis de entrada e saida facilita o

processo de modelagem. No campo da seguranca digital, técnicas supervisionadas sdo aplicadas
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na identificacdo de mensagens fraudulentas, contribuindo para a deteccao de mensagens de spam,
aprimorando a filtragem e prote¢do de comunicagdes eletronicas (Hastie et al., 2009).

No aprendizado ndo supervisionado, ndo ha disponibilidade de rétulos ou saidas
previamente definidas, de modo que o algoritmo analisa os dados buscando estruturas internas,
padrdes recorrentes ou agrupamentos naturais sem rétulos explicitos associados as observagdes
externa. Esse tipo de abordagem engloba métodos como técnicas de clusterizacdo, procedimentos
de redugdo de dimensionalidade e extracdo de regras de associacdo. Um exemplo relevante de
aplicacdo € o uso de clusterizacdo hierdrquica na andlise de dados de microarranjos de DNA,
recurso que possibilita a identificacao de padrdes de expressao génica, a separacao de grupos
funcionais de genes e a caracterizacdo de respostas celulares diante de diferentes condi¢des
ambientais (Eisen et al., 1998).

No aprendizado semi-supervisionado, trabalha-se com conjuntos de dados em que
apenas uma pequena parte das amostras possui rétulos, enquanto a maior parcela permanece sem
rotulagem. Esse tipo de abordagem € particularmente ttil porque combina informagdes rotuladas
e ndo rotuladas para aprimorar o desempenho do modelo, reduzindo a necessidade de grandes
volumes de dados anotados, que muitas vezes sdo caros ou dificeis de obter. Entre as técnicas
utilizadas, destaca-se a técnicas de propagacdo de rétulos em grafos, na qual estruturas baseadas
em grafos permitem que as informagdes das amostras rotuladas sejam transmitidas para as ndo
rotuladas, possibilitando alcancar resultados de classificagdo robustos mesmo quando poucos
rétulos estdo disponiveis (Zhu; Ghahramani, 2002).

Por fim, o aprendizado por refor¢o concentra-se em treinar modelos que tomam
decisdes de forma sequencial, aprendendo por meio de tentativa e erro quais agdes conduzem as
maiores recompensas ao longo do tempo. Esse tipo de abordagem se mostra particularmente
eficaz em cendrios dindmicos e imprevisiveis, como a movimentagdao autdbnoma de robds ou
jogos que exigem estratégias complexas. Um exemplo emblemadtico dessa abordagem € o sistema
AlphaGo, sistema que combinou técnicas avangadas de aprendizado por reforco, redes neurais
profundas e algoritmos de busca em arvore que alcan¢cou desempenho super-humano no jogo
de tabuleiro Go, conhecido por sua elevada complexidade e pela enorme espago de estados
possiveis (Silver et al., 2016).

A Figura 8 apresenta um fluxograma detalhado que representa todas as etapas
envolvidas no desenvolvimento de modelos de Machine Learning, comecando pela aquisi¢ao dos

dados e avangando até o processo de melhoria continua apds a implantacdo. O ciclo se inicia na
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fase de coleta, momento em que informagdes relevantes sdo reunidas a partir de diferentes fontes,
sendo fundamental que esses dados possuam boa qualidade e estejam alinhados ao problema a

ser solucionado.

Figura 8 — Fluxograma que representa o processo de aprendizado de mdquina, destacando etapas
fundamentais como a coleta e o pré-processamento dos dados, o treinamento do modelo, a
avaliacdo, o refinamento e a implementacao. O processo € continuo e inclui ciclos sucessivos
de avaliacdo e melhoria. Também sao apresentadas as categorias de métodos de aprendizado
— supervisionado, semi-supervisionado, ndo supervisionado e por refor¢co — juntamente com
os principais tipos de problemas que podem ser abordados, como regressao, classificacao,
clusterizagdo, reducio de dimensionalidade e extragao de regras de associagdo.
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Ap6s a coleta, realiza-se o pré-processamento dos dados para preparar os dados para
andlise, englobando atividades como limpeza, normalizacao e tratamento de outliers (Dash et
al., 2023), de modo a garantir que as informacdes estejam em condi¢des adequadas para uma
modelagem eficiente. Com o conjunto de dados devidamente estruturado, inicia-se o treinamento
do modelo, fase em que algoritmos de aprendizado de maquina s@o aplicados para construir
sistemas capazes de realizar previsdes ou distinguir padrdes relevantes.

Ap6s o treinamento, o modelo passa pela etapa de avaliagdo, fase essencial para

analisar seu desempenho e verificar se atende as métricas de desempenho previamente definidas.
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Os resultados dessa andlise determinam o caminho seguinte: caso o desempenho fique abaixo
do aceitavel, o fluxo retorna a etapas anteriores para novos ajustes, que podem envolver desde
o pré-processamento até o proprio treinamento ou, se necessario, a ampliacao do conjunto de
dados. Quando o modelo apresenta resultados satisfatdrios, ele segue para a fase de refinamento
e posterior implementa¢do, momento em que sdo aplicados ajustes finais para garantir seu
funcionamento otimizado antes da utilizacao préatica (Ferreira, 2022; Géron, 2019).

A etapa de melhoria continua ressalta a necessidade de monitorar regularmente o
desempenho do modelo, promovendo atualiza¢des sempre que novos dados se tornem disponiveis
ou quando ocorrerem alteracdes no ambiente de operagdo, assegurando assim que o sistema
permaneca preciso e funcional ao longo do tempo (Ferreira, 2022; Géron, 2019). O fluxograma
também organiza as principais categorias de métodos de aprendizado de maquina, abrangendo
desde técnicas supervisionadas até abordagens nao supervisionadas e baseadas em refor¢o, além
de indicar diferentes classes de problemas que podem ser tratados, como clusterizag¢do, redugao
de dimensionalidade, extracdo de regras de associagdo e tarefas de classificacao.

Neste trabalho, o foco concentra-se em técnicas supervisionadas e ndo supervisi-
onadas, com &nfase em modelos de classificacdo e de clusterizacao aplicados a identificacao
de diferentes padrdes de relaxacdo em materiais viscoelasticos. Esses métodos possibilitam,
respectivamente, a criacdo de modelos apoiados em dados rotulados e a descoberta de estrutura
e agrupamentos em conjuntos ndo rotulados. Além disso, sdo realizadas andlises envolvendo
grandes volumes de informagdes oriundas de notas fiscais eletronicas, inseridas no contexto de

big data.
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3 MACHINE LEARNING APLICADO A MATERIAIS VISCOELASTICOS

3.1 Modelo Mesoscopico para Materiais Viscoelasticos

Comportamentos puramente eldsticos e puramente viscosos representam casos limite
das equacgdes constitutivas de materiais (Lakes, 2017). Substancias reais podem se deformar e
escoar, mas um desses atributos geralmente domina o outro, dependendo das condicdes aplicadas.
Essa dualidade s6lido-liquido intriga pesquisadores desde pelo menos o século XIX. Naquela
época, pioneiros como James Maxwell e Lord Kelvin propuseram modelos analiticos baseados
em associacOes em série e paralelo de molas e amortecedores para explicar as caracteristicas
peculiares observadas em seda, fibras de vidro e fios de agco (Maxwell, 1867; Markovitz, 1977).

A resposta efetiva desses primeiros modelos invariavelmente apresenta decaimentos
de relaxag¢do exponenciais, independentemente da forma como molas e amortecedores sao
conectados. No entanto, essas abordagens simples sdo adequadas apenas para alguns materiais
viscoelasticos atuais (De Sousa et al., 2021). Nas ultimas décadas, os materiais de matéria mole
tornaram-se objeto de grande interesse, impulsionados tanto pelo desenvolvimento de materiais
sintéticos quanto pelo avanco de técnicas experimentais que permitem analisar sistemas antes
inacessiveis, como células vivas (De Sousa ef al., 2020; De Sousa et al., 2021). Materiais de
matéria mole sdo aqueles que podem ser facilmente deformados por forcas relativamente fracas
(como pequenas variagdes de temperatura, pressao ou campos elétricos) e que apresentam um
grau de organizacao intermedidrio entre um sélido cristalino e um liquido comum (De Sousa et
al., 2020; De Sousa et al., 2021).

O surgimento de materiais tdo complexos impulsionou novos modelos tedricos e o
aprimoramento de técnicas experimentais adequadas para explicar e controlar suas propriedades
viscoelasticas (De Sousa er al., 2020; De Sousa et al., 2021; Carvalho et al., 2021; Ramo
et al., 2018; Allen-Perkins et al., 2017). Métodos de nanoindentacdo, como a Microscopia
de Forca Atomica, tornaram-se essenciais para caracterizar viscoeldsticas em escalas micro e
nanométricas, sondando materiais com indentadores de tamanho nanométrico (De Sousa et al.,
2017). A forma como a forca de contato varia ao longo do tempo revela assinaturas reolégicas
do material. A caracterizacdo de materiais viscoeldsticos busca determinar a fungdo de relaxacao
R(t), que contém informagdes tanto qualitativas quanto quantitativas.

Funcdes de relaxacdo exponenciais e de lei de poténcia sdo os dois principais tipos

de respostas investigadas experimentalmente. Géis de poliacrilamida (Song et al., 2017; Calvet et
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al., 2004) e solugdes aquosas de surfactantes catidnicos (Rehage; Hoffmann, 1988), por exemplo,
apresentam resposta do tipo exponencial, R(t) ~ e’ /. com um tempo de relaxacdo T para que o
material alcance uma nova configuracao de equilibrio. Por outro lado, células vivas (Efremov et
al., 2017; Wolff et al., 2012), dispersdes de microgéis (Ketz et al., 1988), materiais vitreos moles
(Sollich, 1998), géis de coldgeno (Shayegan; Forde, 2013) e hidrogéis (Larson, 1999) apresentam
um comportamento temporal do tipo lei de poténcia, R(t) ~ +~B. Ambos os tipos de dindmica
de relaxagdo foram observados em coloides funcionalizados sobre substratos atrativos (Dias et
al., 2016; De Aradjo et al., 2017). Como observado em materiais eldsticos (Moreira et al., 2012;
Oliveira et al., 2014), parametros fisicos macroscopicos estao intrinsecamente conectados as
suas interacOes microscopicas, estruturas e escalas de tempo (Achar; Hanneken, 2009; Yucht et
al., 2013; Milkus; Zaccone, 2017).

Leis de poténcia e exponenciais surgem em muitos fendmenos fisicos, tendo uma
origem profunda em seus processos dindmicos. Por exemplo, em sistemas descritos por entropias
ndo extensivas, muitas varidveis fisicas sdo descritas por distribuicdes de lei de poténcia em vez
das tradicionais fung¢des exponenciais presentes na entropia correspondente (Tsallis, 1988; Tsallis,
2009; Souza et al., 2018). Distribui¢des candnicas exponenciais e de lei de poténcia emergem
naturalmente dependendo da capacidade térmica do reservatdrio térmico ser constante ou divergir
(Almeida, 2001). Além disso, leis de poténcia estdo associadas a fendmenos emergentes, nos
quais seus expoentes exibem comportamentos de escala proximos a criticalidade (Stanley, 1971;
Seybold et al., 2021). Sistemas com 0s mesmos expoentes criticos pertencem a mesma classe
de universalidade, e um pequeno conjunto de classes de universalidade descreve quase todas as
transicOes de fase materiais.

Um dos desafios da ciéncia dos materiais € conectar os mecanismos fisicos em
escalas microscOpicas ao comportamento funcional macroscopico. Essa abordagem € especial-
mente relevante para a matéria mole, porque propriedades na escala molecular estdo ligadas a
flutuacdes conformacionais e composicionais nas escalas nanométrica e micrométrica e, além
disso, abrangem muitas ordens de magnitude em comprimento (Praprotnik et al., 2008; Qu et
al.,2011). A matéria mole possui estruturas ricas e diversas interagdes na mesoescala, onde
a energia térmica por unidade de volume é negligencidvel, em contraste com a alta densidade
de energia armazenada nas ligagdes atdmicas de estruturas cristalinas (Doi, 2013). Enquanto
materiais de comportamento exponencial podem ser modelados por uma associagdo de molas

e amortecedores, como o chamado modelo sélido linear padrdo, materiais que exibem leis
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de poténcia geralmente sdo descritos por reologia fraciondria (West et al., 2003; Jaishankar;
McKinley, 2013) ou por modelos de reologia vitrea (Fabry et al., 2001; Fabry et al., 2003).
No entanto, esses modelos ndo explicam a conexao entre as respostas macroscopicas € seus
componentes eldsticos e viscosos. Abordagens multiescala podem ajudar a revelar as relacdes
constitutivas do material considerando suas interagdes e composi¢cdes em escalas menores.
Aqui, desenvolvemos um modelo de materiais viscoeldsticos composto por uma rede
eldstica de macromoléculas imersa em um fluido, a fim de estudar como interacdes mesoscopicas
influenciam o comportamento reoldgico macroscépico em materiais moles (De Aradjo et al.,
2020). Assumimos que forcas de arrasto hidrodindmico ndo lineares atuam entre a macromo-
lécula e o fluido, onde a contribui¢do das interagdes eldsticas e viscosas € controlada em nivel
mesoscopico. Ao alterar os pardmetros fisicos das forcgas eldsticas e de arrasto, obtemos materiais
com relaxagdes exponenciais, de lei de poténcia ou um comportamento intermedidrio para res-
postas que ndo sdo claramente caracterizadas. Nossos resultados mostram que o comportamento
exponencial é, de fato, o regime de deformacdo mais comum, sendo descrito pelo modelo sélido
linear padrao (De Aratjo et al., 2020). Respostas de lei de poténcia sdo resultados excepcionais

que surgem para um intervalo particular de forcas de arrasto sublineares.

3.2 Equacao de Langevin

Langevin desenvolveu um modelo para particulas coloidais em escalas mesoscopicas,
onde a massa das particulas coloidais € significativamente maior que a massa atomica das
particulas do fluido, ou seja, Mcoipidal > Myiuido- Apesar dessa discrepincia de massa, as
particulas coloidais ainda seguem a distribuicdo de Maxwell. As frequentes colisdes com as
particulas do fluido geram uma forga aleatéria & (¢), sem diregéo preferencial (Tomé; de Oliveira,
2015; Kheifets, 2014; Langevin, 1908; Lemons; Gythiel, 1997).

A forca resultante das colisdes com as particulas do fluido apresenta variagdes
rapidas, permitindo a suposi¢do de que a média da forca aleatdria € zero. Além disso, assumimos
que a correlacdo dessa forca é modelada por uma fungdo Delta de Dirac, indicando um ruido
branco, ou seja, auséncia de correlacao entre impactos em diferentes momentos. Os efeitos da

forca aleatdria s@o descritos pelos seus dois primeiros momentos,
() =0, (3.1)

E(E() =T6(t—1'), (3.2)
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onde & (¢) é a média sobre diferentes realizagdes da forga aleatéria & (7).
3.2.1 Primeira Abordagem

Inicialmente, Langevin considerou somente a forca aleatéria & () resultante das
colisdes das particulas com o banho térmico, conforme expresso pela segunda Lei de Newton

dv
mZ =E(1). (3.3)

Calculando a média sobre todas as realiza¢des, encontramos que v(¢) = Vg, onde v(t)
representa a média sobre diferentes realizagdes da velocidade.

Definindo (v(7)) como a média sobre todas as diferentes velocidades iniciais do
sistema, com a suposi¢ao de que o sistema esteja inicialmente em equilibrio, a velocidade média

das particulas segue a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann

(v(1)) = {vo) = 0. (3.4)
Elevando ao quadrado e calculando a média sobre todas as realiza¢des, obtemos
r
2(1) = v+ —t. 3.5
1% ( ) VYo + m2 ( )

(1)) = —+ —t. (3.6)

Esse resultado demonstra que a energia cinética aumenta com o tempo, indicando que a primeira

abordagem € incorreta.
3.2.2 Segunda Abordagem

Nesta abordagem, Langevin aplicou a Lei de Newton somente a for¢a de arrasto,

expressa como f, = yv. A equacao diferencial associada é formulada como

dv Vdy

_ Y
" T T v

t
= —/ Yar=m|Y)=-Yr— v(t) =voe wl.  (3.7)
o V 0 m Vo m

Calculando a média sobre todas as realizacdes em vy com a mesma condicdo inicial,

encontramos

v(t) = voe ' . (3.8)
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Calculando a média sobre todas as condi¢des iniciais, obtemos

(v(1)) = 0. (3.9)

Elevando ao quadrado e calculando a média sobre todas as diferentes condi¢gdes

iniciais, temos

<v2(t)> = <v%e_zﬁyt> B -3 (3.10)

Essa expressao revela que a energia cinética diminui exponencialmente com o tempo, levando
o0 sistema a ndo atingir o equilibrio termodinamico. Portanto, a segunda perspectiva também &

incorreta.
3.2.3 Terceira Abordagem

Nesta abordagem, Langevin combinou a forca de arrasto f;, = yv com a forc¢a de

flutuagd@o &(¢). A Lei de Newton é expressa como

dv
mE:—Yv—Fé(I). (3.11)

Resolvendo passo a passo, obtemos a solu¢do de Langevin

T SR VU W T A R PO
(dt+m\/—m§(t)>e :><dt+mv>e —mé(t)e

’y /y
d(ven') 1 1, P L YN
— e t m = ) = m t mdt_
) = e (e =) =we S e e

(3.12)

Calculando a média sobre todas as realizacdes em vy com a mesma condicdo inicial,

encontramos

JE— ll

v(t) =voe m (3.13)

Calculando a média sobre todas as condi¢des iniciais, obtemos

(v(1)) =0. (3.14)
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Calculando a média sobre todas as realizagdes para v2(t), obtemos

I vy
2 ENE (+11) t/)eﬁdl‘l
- 2 wotot EW)EWA) o 2 2/5(
PO = F 1 T [ [Tk 20 ,
m 0 0 5(1‘”

I —l‘/) m 0
o o
5y _2an Temm /l L?”/d, s am Temm |m 2y, (3.15)
e m m = m JR— m’ — 1
Ve + 2 Jo e Ve + m |2y e
o m T —21 » T ~y T
— m _— 1 —_ m — [ — m -
Yoe 2ym ¢ Y 2ym ¢ + 2ym

Calculando a média sobre todas as condicdes iniciais sobre <v2(t)>, obtemos

r 2, kpT r _2y,
e e m

(20) = ( (8) = gy J e H 3=

— 1
2yYm 2ym m  2ym (3.16)

+ 2ym’

conforme antecipado, ao longo de um intervalo de tempo suficientemente longo, o sistema

tende a alcancar o equilibrio termodindmico. Assim, podemos usar o teorema da equiparticao

<v2(t)>eq = kT tal que

m °

. T kT
(V1)) ,, = lim (v*(1)) = T 37 = I = 2ykgT. (3.17)

A equacdo mencionada € significativa, pois estabelece uma relacao importante entre
as flutuacdes no sistema, representadas pelo fator I', e os processos de dissipa¢do no sistema,
representados pelo coeficiente de arrasto y. Essa relacdo representa o teorema da flutuagdo-
dissipacdo. Dessa forma, a terceira abordagem € a correta. Portanto, podemos escrever a equagao
de Langevin representada por

d*7 L
m— oy = —W+E(r). (3.18)

3.3 Forca de arrasto

Na compreensdo dos materiais viscoeldsticos, uma abordagem mesoscopica € indis-
pensdvel, especialmente ao considerar as forcas que encapsulam propriedades tanto eldsticas
quanto viscosas. Esta metodologia é crucial para representar adequadamente a complexidade
inerente a tais materiais, que exibem caracteristicas combinadas da elasticidade sélida e da visco-
sidade liquida. A integracdo de termos de potencial tanto conservativo quanto ndo-conservativo
¢é essencial para a modelagem macroscopica do comportamento material, influenciado pelas

interagdes microscopicas entre as particulas constituintes.
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Neste contexto, o aspecto viscoso ressalta a variacdo na energia do sistema devido
a presenca de forcas dissipativas, responsdveis pela conversiao da energia mecanica em outras
formas, como calor e deformacao. A for¢a de arrasto fa, atuante em particulas em movimento
através de um fluido, € um exemplo cléssico de forca dissipativa. No regime viscoso, esta forca

segue a lei de Stokes, sendo proporcional a velocidade da particula (Batchelor, 2000),

-

fa=—7. (3.19)

Aqui, Y € o coeficiente de arrasto, definido como y = 37wpn para particulas esféricas
com didmetro p, onde 1 € a viscosidade do fluido e V € a velocidade da particula no fluido. Esta
formulacdo é comumente aplicada em estudos de movimento browniano (Coffey; Kalmykov,
2012; Maiocchi, 1990).

A forca de arrasto fa para corpos rigidos em movimento rapido através de um fluido,
ou quando experimentam um escoamento intenso do fluido, é expressa pela seguinte equacao

- 1

fu= —ECad)sz\?, (3.20)

onde C, representa o coeficiente de arrasto, dependente das caracteristicas do objeto e de sua
geometria, ¢ € a densidade do fluido, A € a area de referéncia frontal do objeto exposta ao fluxo
do fluido e v é a velocidade do objeto em relagdo ao fluido. E compreendido que objetos flexiveis
exibem comportamento distinto em comparagcao com objetos rigidos devido as deformacdes e
interagOes envolvidas. Esse comportamento torna-se mais evidente em situagdes turbulentas,
exigindo consideracdes adicionais (Chapman et al., 2015).

Notavelmente, em situacdes envolvendo materiais viscoeldsticos, cujo comporta-
mento de deformabilidade € proeminente, a expressao 3.20 torna-se inviavel (Vasco; Maciel,
2007). Em virtude disso, a adaptag@o da equacdo pode ser realizada, substituindo C, por Cy, refle-
tindo assim as caracteristicas flexiveis dos materiais na hidrodindmica/aerodinamica (Verschoren
et al., 2016). Essa modificacdo visa abordar adequadamente o comportamento viscoeldstico do

material, introduzindo Cy como uma alternativa apropriada e adaptada a equacao 3.20, tal que
Ja=—=CyoA—v7, (3.21)

na equagdo acima, Cyy = Ca(vl)“’z, em que Ao representa a drea de contato antes que o material
a

sofra deformagdo devido ao fluxo, ou seja, quando estd imerso no fluido com v =0m/s. A é a drea

apo6s o material sofrer deformacao, v, € a velocidade de referéncia utilizada para dimensionar o
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coeficiente de arrasto Cy; e o € o expoente da velocidade (Verschoren et al., 2016). Verschoren
considera essa velocidade de referéncia como v, = 1m/s (Verschoren et al., 2016), enquanto
Champtom conduz estudos com diferentes valores de v, (Chapman et al., 2015).

Incorporando dois elementos para representar a forca de arrasto de materiais flexiveis,
introduzimos um fator geométrico f3, = AAO e um fator de coeficiente de arrasto o, = (V—Va)“_z. o)
fator de geometria 3, é empregado para levar em conta o impacto das varia¢des na area, enquanto
o fator de coeficiente de arrasto ¢, € introduzido para examinar como a resisténcia de arrasto €
influenciada pelas for¢as que atuam sobre o material flexivel, podendo esta estar deformada ou

reorganizada. Com isso, podemos reescrever a equacao 3.21 da seguinte maneira

f=- v %Caaa(p Bav??, (3.22)
podemos notar que quando os valores de &, = 1 e B, = 1, a equagdo resultante é equivalente a
equacgdo 3.20, que € aplicdvel a corpos indeformdveis (Chapman et al., 2015).

O expoente o fornece uma indicagdo ttil de como a relagdo entre as mudangas
no arrasto e a velocidade € influenciada pela reconfiguracdao. No entanto, ndo representa uma
medida direta da forca de arrasto real que atua sobre o material. Na pratica, as previsoes da
forca de arrasto sdo frequentemente realizadas utilizando a lei quadrética padrao (Luhar; Nepf,
2013). Entretanto, é importante observar que a drea e o coeficiente de arrasto podem variar com
a velocidade.

Vogel propds que a forca de arrasto, representada como f,, ~ v2#, fosse proporcional
a velocidade ao quadrado, incluindo um expoente i, conhecido como o expoente de Vogel (Vogel,
1989). Este expoente adicional é uma varidvel relevante em estudos aplicados a botanica.
Ao compararmos com a equacdo 3.22, observamos que o expoente de Vogel € equivalente a
1 = o —2. Isso leva a for¢a de arrasto a ser proporcional a velocidade com um expoente o, que
¢ um parametro calibrado para considerar os efeitos da flexibilidade do material na resisténcia ao
arrasto.

As origens fisicas do regime sublinear (& < 1), no entanto, t€ém naturezas comple-
tamente distintas e estdo associadas a deformabilidade/adaptabilidade de corpos submetidos a
forcas de arrasto (Vogel, 1994). Em outras palavras, a medida que o valor de o diminui, a flexi-
bilidade e/ou a natureza hidrodindmica/aerodindmica da amostra aumenta. Isso estd relacionado

ao regime de deformacao, indicando que valores menores de ¢ correspondem a materiais mais
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flexiveis, enquanto valores maiores indicam um material mais rigido (regime elastico)(Luhar;
Nepf, 2013; Vasco; Maciel, 2007; Ferreira, 2022; Ferreira et al., 2024). Essa relagdo exerce um
impacto direto na capacidade dos materiais de resistir as tensdes externas e internas, por exemplo
pela capacidade das células (materiais flexiveis) de resistirem a deformagdes de 10°KPa, em
contraste com a resisténcia de uma viga (material s6lido) de 10! GPa(Moeendarbary; Harris,
2014).

Muitos organismos vivos apresentam comportamentos de arrasto sublinear, onde
a deformabilidade € uma estratégia de sobrevivéncia para proteger suas estruturas frageis sob
condi¢des hidrodinamicas. A caracterizacdo dos expoentes de arrasto em sistemas deformaveis €
uma pratica comum em campos como botanica, aerodinamica e hidrodindmica (Vogel, 1989;
Favier et al., 2009; Jensen, 2003; Gosselin et al., 2010; Chapman et al., 2015). Expoentes
de arrasto tipicos para algas, por exemplo, podem ser tdo baixos quanto 0.34 (Vogel, 1994).
Por outro lado, plantas como tulipa, salgueiro, ilex opalas (branch) e pinus taeda (1 m de
altura), que sdo mais rigidas, exibem expoentes proximos a unidade, com valores de ot = 0.82,
o = 0.94 (Vogel, 1989), &« = 0.90 e ox = 0.87 (Vogel, 1984), respectivamente.

Além disso, animais como passaros adotam estratégias de voo que aumentam a velo-
cidade e reduzem o consumo de energia durante os deslocamentos. Suas penas, por exemplo, se
auto-adaptam durante o voo, contribuindo para um desempenho aerodindmico otimizado (Favier
et al., 2009; Aldheeb et al., 2016). Outro exemplo sdo as células, que possuem citoesqueleto
e citoplasma apresentando interagdes eldsticas e viscosas. Apods sofrerem deformagdes, essas
células se auto-adaptam ao meio. Consequentemente, essas estruturas complexas, que utilizam
a deformabilidade para a autoadaptacdo ao meio, estdo diretamente vinculadas ao expoente Q.
Este expoente o, por sua vez, relaciona-se diretamente com as deformacdes mesoscopicas dos
constituintes viscoelasticos do material (Ferreira, 2022; Ferreira et al., 2024).

Quando ocorre deformagdo no material, sua habilidade de manter o volume cons-
tante é preservada, embora sua geometria seja alterada. Segundo Gosselin, foram conduzidos
experimentos para reducdo de arrasto em trés placas flexiveis com geometrias distintas devido
a reconfiguragcdo. A andlise revelou que, mesmo sob condicdes de fluxo idénticas, o expoente
o apresentava valores distintos, em relacdo aos materiais como as placas retangulares, discos
cortados em setores e discos rolando em cones apresentarem valores experimentais & = 0.60,
o =0.70 e oo = 0.90, respectivamente (Gosselin et al., 2010).

As estruturas rigidas das asas em aeronaves, enquanto robustas, apresentam limi-
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tacdes notdveis, incluindo a falta de adaptabilidade dinamica as variadas condi¢des de voo,
restricdes na otimizagdo da eficiéncia aerodindmica e dificuldades em ajustar-se a variagcdes na
carga. Diante desses obstdculos, um campo novo de pesquisa e inovagdo destaca as asas flexiveis
como uma solug@o promissora. A natural flexibilidade dessas asas possibilita ajustes dinAmicos
em pleno voo, aprimorando de forma continua a aerodinamica e a efici€éncia energética (Chin
et al., 2020). A melhoria no desempenho de elevacao das asas flexiveis decorre da interacao
entre a deformagdo da membrana e a estrutura do fluido, resultando em maior deformacao e
vibragdo mais intensa (Guo et al., 2021). Medi¢des indicam que as asas flexiveis geram forcas
aerodinamicas menores do que as asas rigidas em condi¢des de estado estaciondrio (Zhao et
al., 2010). Além disso, essas asas flexiveis respondem eficazmente as variacdes de carga, redu-
zindo significativamente vibrag¢des e turbuléncias, a0 mesmo tempo que promovem uma notdvel
adaptabilidade em diferentes fases do voo.

Quando objetos rigidos estdo expostos a um fluxo com um nimero de Reynolds
moderadamente alto, isso sugere cendrios nos quais o arrasto seria proporcional ao quadrado
da velocidade. Entretanto, para materiais rigidos perfeitamente hidrodinamicos/aerodinamicos,
os valores do expoente ¢ sdo inferiores a 2. Isso € exemplificado pela superficie plana (rigida)
paralela ao fluxo, que possui um expoente ¢ = 1.5, um corpo aerodindmico (fluxo laminar)
com & = 1.5 e um cilindro (eixo normal ao fluxo) com o = 1.61 (Vogel, 1994). Outro exemplo
notével € a aplicacao da Lei de Stokes, onde geralmente se assume que a esfera € rigida (Batchelor,
2000). O experimento consiste em uma esfera pequena caindo lentamente em um fluxo viscoso
a baixa velocidade e baixo nimero de Reynolds, sendo projetado para ocorrer em um regime de
fluxo laminar ou de viscosidade. Nesse cenario, as camadas de fluido movem-se suavemente em
caminhos paralelos, indicando que o fluido flui de forma continua sobre a superficie da esfera a
medida que esta se desloca pelo meio, resultando em efeitos hidrodinamicos e um valor o = 1.0.
Assim, na auséncia de flexibilidade (deformacdo), o expoente o pode resultar em valores
inferiores a 2 para corpos rigidos, dependendo dos efeitos aerodinamicos ou hidrodinamicos do
material.

No contexto de nosso estudo, a forca de arrasto generalizada para materiais viscoe-

lasticos € simplificadamente descrita por

fa=—p*D, (3.23)

com 7Y representando o coeficiente de arrasto adaptado, incorporando todas as constantes relevan-

tes. E importante notar que ¢ = 0 relaciona-se a forcas de atrito constantes, o = 1 a um regime
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viscoso e o = 2 a um regime turbulento. A unidade reduzida do coeficiente de arrasto A, y*, é

definida como
P o+1

Y = etg‘ Y. (3.24)

Esta formulagdo é fundamental para capturar as propriedades dindmicas e a resposta
de materiais viscoeldsticos sob condi¢des variadas, refletindo a interagdo complexa entre suas

propriedades mecanicas inerentes e as forcas externas atuantes.

3.4 Abordagem Estrutural de Materiais Viscoelasticos em Multiescalas

A complexidade de unir as escalas microscopicas € mesoscopicas com as macros-
copicas na reologia dos materiais € um desafio tedrico significativo. Essa complexidade surge
da necessidade de entender como interagdes e caracteristicas em escalas menores influenciam
as propriedades observadas em escalas maiores. Esta abordagem, profundamente relevante em
campos como polimeros, fluidos complexos e materiais compdsitos, busca elucidar os mecanis-
mos fundamentais que regem o comportamento reologico dos materiais e desenvolver modelos
preditivos precisos (Praprotnik ef al., 2008; Qu et al., 2011).

A modelagem multiescala € uma técnica inovadora que busca simular o comporta-
mento dos materiais, integrando informagdes de escalas finas (microscopicas ou mesoscdpicas) a
uma escala macroscépica continua. Esta metodologia inclui uma ampla gama de fendmenos,
desde interacdes atdmicas e moleculares até comportamentos de fases ou graos em uma escala
maior (Roters et al., 2010; Fish et al., 2021).

O desafio desses modelos estd em mapear varidveis continuas, como deformacgao
ou temperatura, para fendmenos em escalas menores. Em sistemas heterogéneos, esta tarefa
se torna mais complexa, principalmente ao abordar grandes deformagdes ou falhas materiais,
que podem envolver processos historicos (Fish et al., 2021). O desenvolvimento destes modelos
se baseia na compreensdo de que certas suposicdes ou leis constitutivas em uma escala podem
ndo ser adequadas em outra, exigindo uma abordagem mais detalhada e baseada em principios
fisicos. Métodos como o multigrid, baseados em homogeneizagao, tém se mostrado eficazes ao
lidar com o comportamento oscilatério de sistemas heterogéneos (Fish; Belsky, 1995a; Fish;
Belsky, 1995b; Miehe; Bayreuther, 2007).

Os métodos multiescala sdo classificados em duas categorias principais: upscaling

e resolved-scale. Os métodos de upscaling, também conhecidos como métodos hierarquicos
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ou de homogeneizagdo computacional, buscam unir escalas discretas e continuas. Eles se
subdividem em abordagens baseadas em matematica, fisica e dados. Cada abordagem fornece
uma perspectiva tnica para integrar informacdes de uma escala a outra, seja por meio de equagdes
derivadas, principios fisicos ou andlise de dados obtidos em simulacdes de escalas finas (Fish et

al., 2021).

3.5 Descricao do Modelo Estrutural de Materiais Viscoelasticos

Nossa abordagem modela uma rede Face-Centered-Cubic (FCC) com dimensdes
x Xy x z dadas por pLsin(z/3)xpLsin(z/3)xpL, onde L é o nimero de camadas na direcio z,
composta por N particulas esféricas, cada uma com didmetro p e massa m, conforme ilustrado
na Figura 9. Cada particula interage com seus doze vizinhos mais proximos por meio de um
potencial eldstico com uma constante de mola efetiva k. A rede de molas estd imersa em um
fluido viscoso, onde forcas de arrasto atuam sobre as particulas em movimento. Nesta abordagem
de descri¢do coarse-grained — isto €, uma modelagem em que cada particula representa ndao
atomos individuais, mas blocos maiores da estrutura, como segmentos de cadeias poliméricas ou
agregados coloidais — as particulas podem representar macromoléculas presentes em cadeias
poliméricas suspensas, agregacdes coloidais e outras estruturas responsaveis por suportar carga
em materiais moles.

Realizamos experimentos computacionais de indentac@o para investigar as proprie-
dades viscoeldsticas dessa rede. Durante o processo, um indentador esférico rigido pressiona
a rede a uma taxa constante, seguido por uma fase de reorganizacdo da rede. Limitamos a
profundidade méxima da indentacdo para evitar efeitos ndo lineares a menos de 10% da altura
da rede (Garcia; Garcia, 2018), aplicando assim 6,4, =~ p. O movimento de cada particula na
rede é descrito por uma equacdo de movimento, que inclui tanto a interacao eldstica com outras
particulas e o indentador quanto a for¢a de arrasto generalizada. Esta tltima € particularmente
significativa, pois sua magnitude e direcio sdo influenciadas pela velocidade da particula e pelas
propriedades do fluido circundante. A for¢a de arrasto incorpora as contribuicdes viscosas e
representa o modelo reolégico do sélido linear padrao, assumindo um valor fixo de o = 1 (De
Araujo et al., 2020). Além disso, abordamos redes heterogéneas com distribui¢do gaussiana das
constantes elésticas, de forma que os valores de k se concentram em torno de um valor médio
bem definido, permitindo analisar as propriedades mecanicas do sistema. Estas representacdes

permitem modelar materiais com variagdes na rigidez em sua estrutura, oferecendo um panorama
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Figura 9 — Uma rede eldstica cubica de altura L encontra-se imersa em um fluido (ndo mostrado
na figura). Cada particula possui um didmetro p e estd interligada por molas de constante eldstica
kg, com suas 12 vizinhas mais proximas. A rede € submetida a indenta¢do por uma ponta esférica
de didmetro p; de cima para baixo.

23

Fonte: Elaborado pelo autor.

mais realista das propriedades viscoeldsticas em comparagdo com redes homogéneas, onde uma
Unica constante eldstica € utilizada para todas as ligacdes.

A equagao de movimento da particula k-€sima, localizada na posic¢do 7, é dada pela
seguinte equagao

d°7

m— = —VUi— iy, (3.25)

onde U representa o potencial de interacdo da particula k com outras particulas e o indentador,

sendo definido por

2
Uy = Zkkl(rkl l) Le [ p (3.26)

@

T2 rks—(ps—p)/Z] '

O somatério na primeira parte abrange os vizinhos, onde r; = |Fy — 7| e £ represen-

tam, respectivamente, a distancia entre os centros das particulas e a distancia de equilibrio das
particulas k e [, com interacdes eldsticas dadas por ki;. O dltimo termo da equacdo 3.26 descreve
um potencial hard core, aplicado exclusivamente as particulas em contato com o indentador.
Aqui, € é um pardmetro de energia, e ry; = |Fy — 75| indica a distincia entre o centro da particula
e o indentador. O expoente @ deve ser suficientemente grande para preservar a rigidez do
indentador. Mesmo quando um banho térmico € incorporado ao sistema, as forgas de flutuagdes
das particulas produzem resultados semelhantes na curva de for¢a (De Araujo et al., 2020).
Portanto, a auséncia do banho térmico na curva de forca ndo interfere nos resultados propostos.
O 1ltimo termo da equacgdo (3.25) representa uma forca de arrasto generalizada que

age de maneira oposta a velocidade da particula, vy = vV, com uma magnitude determinada
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Figura 10 — A curva representa a distribui¢io gaussiana das constantes eldsticas k;; em uma rede
heterogénea. O pico na posi¢dao k, corresponde a média da distribui¢do, indicando o valor mais
provével para as constantes elésticas do sistema. A largura da curva, controlada pelo desvio
padriao o, expressa o grau de dispersdo dos valores em torno da média. A regido sombreada
entre [k,, — 0,k, + o] abrange cerca de 68% dos dados, correspondendo ao intervalo de um
desvio padrao. Em seguida, os intervalos [k, —20,k,, +20] e [k,, — 30,k,,, + 30] englobam
aproximadamente 95% e 99,7% dos valores, respectivamente, caracterizando os dominios de
dois e trés desvios padrdao da média.

A

—
<2
=
A

k,” — 30 ]fm — 20 km — 0 km km +o km + 20 km + 3o k‘fkl

| 68% |

95%

99.7%

Fonte: Elaborado pelo autor.

por yvi, em que ¥ e & estdo associados a geometria da particula e as propriedades do fluido
em que as particulas estdo imersas. Quando y = 0, a dissipacdo desaparece, resultando em
redes puramente eldsticas, nas quais nosso modelo reproduz o conhecido comportamento Hertz
para o contato mecanico (De Aratjo et al., 2020). Contudo, quando o atrito local se torna
significativo ('Y > 0), o modelo pode gerar comportamentos distintos de materiais viscoeldsticos.
Notavelmente, os valores tipicos para a sao 1 e 2, representando forcas de arrasto que atuam
em estruturas rigidas. O regime linear, conhecido como a lei de Stokes, surge para pequenos
nimeros de Reynolds, onde as forgas viscosas predominam sobre as for¢as inerciais. Nesse caso,
Y é proporcional a viscosidade do meio e ao diametro da particula, exibindo um relaxamento
numérico com um decaimento exponencial, representando o modelo reolégico do sélido linear
padrdo (De Araujo et al., 2020). Por outro lado, o arrasto quadratico é dominante para grandes
nimeros de Reynolds, onde 7y é proporcional a densidade do meio e a drea da secdo transversal

da particula.
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3.5.1 Redes Heterogéneas com Distribuicdo Gaussiana

Em nosso modelo, consideramos redes heterogé€neas nas quais as constantes elasticas
das ligacdes, ki;, seguem uma distribuicdo gaussiana, conferindo ao sistema um carater mais
dindmico e aderente ao comportamento real de materiais desordenados. Nessa perspectiva, cada
ligagdo € tratada como uma varidvel aleatdria, cujos valores flutuam em torno de uma média
bem definida. A distribui¢do gaussiana, ou normal desempenha papel central na descricao dessas
variagdes e é caracterizada por sua fun¢do de densidade de probabilidade P(k), descrita por

1 ks — km)?
P(ky) = G—\/ﬁexp <—%) : (3.27)

Nesta formulacao, k&, corresponde a média da distribuicao, representando o valor
médio esperado para a constante eldstica ao longo de toda a rede. O desvio padrao ¢ mede
a variabilidade dos valores de k;,, em torno dessa média, indicando o grau de dispersao das
constantes eldsticas. A largura da distribuicdo gaussiana é diretamente influenciada por o,
refletindo a extensdo dos valores possiveis para ki;. Dentro desse contexto, a constante eldstica
efetiva da rede, k. s, coincide com a média da distribui¢do, de modo que k. = ky,.

Ao adotarmos o intervalo [k, — 30, k;, + 30], incluimos cerca de 99% dos valores
associados a distribui¢do, o que garante a representacdo da maior parte das possiveis constantes
eldsticas presentes na rede, conforme ilustrado na Figura 10.

E importante destacar que o potencial de interacio Uy, associado a cada particula k na
rede continua sendo definido pela equagdo 3.26. Essa formulacdo leva em conta simultaneamente
as interacdes entre as proprias particulas e a interacdo de cada particula com o indentador,
garantindo a coeréncia do modelo ao longo de todo o intervalo de constantes eldsticas possiveis
dentro da abordagem gaussiana. Essa estruturacdo detalhada permite compreender de forma
mais aprofundada as propriedades viscoeldsticas do material, considerando como a variacao

dessas constantes influencia o comportamento global do sistema.
3.5.2 Redes Homogéneas

Na rede homogénea, a uniformidade das ligacdes € a caracteristica principal, com
todas as ligacdes entre as particulas possuindo a mesma constante eldstica ky;, igual a um valor
constante k. Isso garante que todas as interagdes na rede sejam caracterizadas pela mesma

rigidez, simplificando significativamente a andlise e modelagem do sistema. A uniformidade
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das propriedades mecanicas por toda a rede contribui para uma representacdo mais regular e
simplificada do material.
A equacdo de potencial de interacdo Uy para uma particula k em uma rede homogénea
€ expressa por
k

—_ _ ry — 2 a ’
Uk—zzl:( k= t) “[rks—(ps—p)/Z] ’

(3.28)

onde o primeiro termo reflete as interacdes eldsticas entre as particulas, com ry; representando a
distancia entre o centro das particulas k e /, e £ é a distancia de equilibrio entre elas. O segundo
termo representa um potencial de repulsdo forte, aplicado para particulas que entram em contato
com o indentador, onde p € o raio da particula, ry, € a distancia entre o centro da particula k e o

indentador, e € e ® sdao parametros que determinam a forga e a forma do potencial de repulsao.
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4 ANALISE DE DADOS APLICADO A CIENCIA DAS CIDADES

Por que algumas cidades prosperam enquanto outras enfrentam dificuldades para se
diversificar suas atividades econdmicas? Compreender os motores do desenvolvimento regional
e da transformacao estrutural permanece como um desafio central na economia e nas politicas
publicas. Nas ultimas duas décadas, o conceito de complexidade econdmica emergiu como um
arcabouco robusto para explicar diferencas de prosperidade, enfatizando que o desenvolvimento
depende nao apenas de capital ou recursos, mas da diversidade e sofisticacido das capacidades
produtivas incorporadas em um territorio (Hidalgo; Hausmann, 2009; Hausmann et al., 2014;
Tacchella et al., 2012; Pietronero et al., 2017). Essas capacidades produtivas, muitas vezes
ndo observaveis diretamente, sdo reveladas pela amplitude e complexidade dos bens que as
localidades conseguem produzir e comercializar de forma competitiva (Cristelli et al., 2013;
Caldarelli et al., 2012).

Embora métricas como o Economic Complexity Index (ECI) e o algoritmo de Fit-
ness—Complexity tenham se tornado ferramentas centrais em diagnésticos de crescimento e
formulacao de politicas, sua aplicacao tem permanecido quase totalmente restrita ao comércio
internacional agregado no nivel nacional (Hausmann et al., 2014; Operti et al., 2018; Pinheiro,
2025; Albeaik et al., 2017; Zhang et al., 2025a; Hausmann et al., 2007; Zekovi¢; Peric, 2024;
Mealy et al., 2019; Koch et al., 2024). Esse foco no nivel nacional pode mascarar fortes assime-
trias regionais, onde grandes economias frequentemente abrigam cidades com capacidades, bases
de conhecimento e estruturas industriais profundamente distintas (Operti et al., 2018; Pinheiro,
2025). Além disso, fluxos de comércio interno — que representam a maior parte da atividade
econdmica na maioria dos paises — permanecem amplamente invisiveis nessa literatura devido
a escassez de dados de alta resolucdo (Sampaio Filho et al., 2026). A lacuna resultante € uma
compreensao limitada de como a complexidade e as dindmicas de escala operam dentro dos
sistemas urbanos nacionais.

Aqui, enfrentamos essa lacuna ao analisar um conjunto abrangente de dados con-
tendo aproximadamente 2.5 bilhdes de notas fiscais eletronicas (NF-e) trocadas entre empresas
localizadas em 184 municipios do estado do Ceard, Brasil, no periodo de 2016 a 2019. Essas
transacoes interfirmas registram origem, destino, produto (Nomenclatura Comum do Mercosul,
NCM) e valor (Ministério da Fazenda, 2003; Portal Unico Siscomex, 2024; Logcomex, 2024;
Enotas, 2024; World Customs Organization, 2025; Receita Federal, 2021). Utilizando esse

microconjunto de dados, reconstruimos redes comerciais direcionadas, ao nivel de produto,
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entre cidades. Desagregamos os fluxos em trés camadas: (i) compras (demanda), (i) vendas
(produgdo) e (iii) comércio intramunicipal (autossuficiéncia). Essa estrutura nos permite mapear
o comércio urbano em um nivel de granularidade anteriormente inacessivel (Sampaio Filho et
al., 2026).

Primeiro, quantificamos como esses fluxos escalam com a populacao das cidades.
Todas as camadas exibem escalonamento superlinear, consistente com retornos crescentes a
aglomeracdo, mas com expoentes distintos: as compras escalam em aproximadamente 1.5,
enquanto as vendas e o comércio intramunicipal escalam de forma mais acentuada (em torno de
2.2 e 2.5), revelando uma divisdo estrutural entre demanda e oferta — cidades maiores nao apenas
consomem mais, mas produzem e recirculam de maneira desproporcionalmente maior (Duranton;
Puga, 2004; Rosen; Resnick, 1980; Jefferson, 1939). Em seguida, analisamos a especializagao.
A Revealed Comparative Advantage (RCA) cidade—produto (Mann et al., 2023; Karbevska;
Hidalgo, 2025; Hinloopen; van Marrewijk, 2001; Koch et al., 2023) segue uma distribuicao
truncada de Zipf—Mandelbrot, indicando forte especializa¢do na cauda superior e um limite de
diversificacao na cauda inferior, provavelmente moldado por fatores de escala, infraestrutura
e restri¢des institucionais (Liu; Gao, 2019; Liu; Gao, 2022; Hinloopen; Van Marrewijk, 2011;
Newman, 2005; Zipf, 1949; Gabaix, 1999; Bajracharya; Sultana, 2020; Soo, 2005). Aplicando o
arcabouco de Fitness—Complexidade (Tacchella et al., 2012; Cristelli et al., 2013; Pietronero
et al., 2017; Pugliese et al., 2016; Operti et al., 2018; Morrison et al., 2017), mostramos que o
Fitness municipal aumenta de forma superlinear tanto com a popula¢do quanto com o Produto
Interno Bruto (PIB) per capita, e que o Fitness e a renda exibem padrdes de variacao semelhantes
ao longo do tempo.

Conceitualmente, estendemos a andlise baseada em capacidades, tradicionalmente
aplicada as exportagdes internacionais, para um ambiente intraestadual, trabalhando com mi-
crodados administrativos de municipios de um dnico estado. Empiricamente, revelamos uma
divisdo robusta entre escalonamento de demanda e oferta (compras/vendas/intramunicipal) e uma
estrutura do tipo Zipf—Mandelbrot no RCA, a qual sinaliza limites de capacidade. Na prética,
esses resultados fornecem um mapa detalhado de capacidades que abordagens em nivel nacional
ndo conseguem captar, oferecendo diagndsticos aciondveis para desenvolvimento regional e

planejamento de resili€ncia.
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Figura 11 — Composicao setorial e distribuicao regional da atividade comercial. (a) Treemap
dos produtos comercializados agregados no nivel NCM de dois digitos, com cores indicando as
secOes correspondentes do HS. As areas dos retangulos sdo proporcionais ao valor cumulativo de
todas as transacdes entre empresas de 2016 a 2019, e as 15 principais categorias de produtos sao
identificadas com seus cddigos NCM e respectivas participacdes em valor. (b) Breves descri¢cdes
das categorias selecionadas de dois digitos do sistema HS/NCM. A distribui¢ao espacial dos
fluxos totais entre empresas nos 184 municipios do Ceard € agregada em todos os produtos: (c)
vendas totais para outros municipios, (d) transacdes totalmente intramunicipais e (e) compras
totais provenientes de outros municipios. A intensidade da cor representa a magnitude relativa
(vermelho = maior, azul = menor).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

4.1 Notas Fiscais Eletronicas, NF-e

Este estudo utiliza microdados administrativos de alta resoluc@o provenientes do
sistema brasileiro de Nota Fiscal Eletronica (NF-e), que registra todas as transacdes formais
entre empresas em todo o pais. Diferentemente das estatisticas agregadas de comércio nacional,
o sistema NF-e fornece informagdes estruturadas em nivel de transacdo para toda a economia,
permitindo a reconstrucdo de redes econdmicas detalhadas de produto—municipio e o estudo das
dindmicas comerciais subnacionais (Ministério da Fazenda, 2003).

Analisamos todas as transagdes envolvendo empresas localizadas no estado do Ceard

(Nordeste do Brasil), utilizando acesso concedido pelo Instituto de Pesquisa e Estratégia Econd-
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mica do Ceard (IPECE) (Instituto de Pesquisa e Estratégia Econdmica do Ceard (IPECE), 2019).
O conjunto de dados cobre o periodo de 2016 a 2019 e contém aproximadamente 2.5 bilhdes
de notas fiscais, correspondentes a cerca de US$ 355 bilhdes em valor transacionado. Identi-
ficadores sensiveis — como nomes de empresas, nimeros de identificacdo fiscal e enderecos
exatos — foram anonimizados para preservar a confidencialidade, enquanto todas as varidveis
essenciais para andlise economica (data da transacao, valor, cddigo do produto e municipio do
vendedor/comprador) foram mantidas. Os produtos sdo classificados segundo a Nomenclatura
Comum do Mercosul (NCM), totalmente harmonizada com o Sistema Harmonizado (HS) da
Organiza¢ao Mundial das Alfandegas. Isso garante compatibilidade com taxonomias internacio-
nais de comércio e permite comparagdes com classificagdes setoriais padronizadas (Portal Unico
Siscomex, 2024; Logcomex, 2024; Enotas, 2024).

O Ceard € composto por 184 municipios e abrange aproximadamente 150 mil
quilometros quadrados. Segundo o Censo de 2022 (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica
(IBGE), 2022), o estado possui uma populagdo de 8.8 milhdes de habitantes, dos quais mais de
2.4 milhdes residem na capital, Fortaleza — a quarta cidade mais populosa do Brasil. Fortaleza
funciona como o centro econdmico e logistico do Ceard, abrigando infraestrutura de grande
porte e servi¢os avancados em educacgdo superior, saide e administracdo publica. E classificada
como metrépole nacional na REGIC (Regides de Influéncia das Cidades) do IBGE, exercendo

influéncia que ultrapassa as fronteiras estaduais.

4.2 Classificacao do Produto

A Nomenclatura Comum do Mercosul (NCM) € o sistema padronizado para clas-
sificar bens comercializados entre os paises membros do Mercosul. Introduzida em 1995, ela
harmoniza a identificacdo de produtos entre diferentes setores, facilita a compilacao de esta-
tisticas de comércio, agiliza procedimentos aduaneiros e dd suporte a politicas tributdrias e
regulatdrias (Receita Federal, 2021). No Brasil, os c6digos NCM sdo obrigatérios em notas
fiscais eletronicas, declara¢des aduaneiras e outros documentos oficiais de comércio. O sistema
€ totalmente alinhado ao Sistema Harmonizado (HS) da Organiza¢ao Mundial das Alfandegas,
garantindo comparabilidade internacional (World Customs Organization, 2025).

Cada c6digo NCM € composto por oito digitos organizados de forma hierdrquica para
transmitir niveis crescentes de especificidade. Por exemplo, o c6digo 30031012 corresponde a

amoxicilina ou seus sais, refinando progressivamente a classificacao desde o capitulo de dois
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digitos para produtos farmacéuticos até um composto especifico. Como algumas combinacdes
de NCM nao sdo utilizadas, o nivel de dois digitos (NCM2) abrange até 96 categorias amplas,
enquanto o nivel de quatro digitos (NCM4) cobre 1228 posi¢des. No nivel mais agregado, o HS
organiza os bens em 21 secdes (Receita Federal, 2021; World Customs Organization, 2025).

Adotamos diferentes niveis de agregacao dependendo do objetivo analitico. Para
panoramas macro e andlises de escalonamento, utilizamos c6digos NCM de dois digitos para
capturar classes amplas de produtos. Para andlises mais detalhadas, especialmente aquelas
relacionadas a complexidade econdmica e a especializacdo setorial, empregamos c6digos NCM
de quatro digitos. A lista completa de cédigos NCM e seus correspondentes codigos HS utilizados
neste estudo € fornecida em (GitHub repository, 2025).

Todos os valores monetdrios foram deflacionados para precos de janeiro de 2025
utilizando o Indice Geral de Precos (IGP), publicado mensalmente pela Fundagdo Getulio Vargas
(FGV) (Fundagao Getulio Vargas (FGV), 2025). Os deflatores foram construidos a partir da
série oficial do IGP e aplicados de forma uniforme a todas as transacdes de 2016 a 2019. Apds a
deflacdo, os valores foram convertidos de reais (BRL) para délares americanos (USD) utilizando
a taxa de cambio comercial média de janeiro de 2025, conforme divulgada pelo Banco Central
do Brasil (Banco Central do Brasil, 2025). Essa padronizacdo garante plena comparabilidade ao
longo da janela de agregacdo de quatro anos utilizada nos resultados principais.

A Figura 11(a) apresenta uma visao geral da distribui¢ao dos produtos comercializa-
dos entre as categorias NCM de dois digitos, destacando o peso relativo de cada setor no periodo
de 2016-2019. A Figura 11(b) lista breves descri¢des das 15 principais categorias, ilustrando a
diversidade de atividades econdmicas capturadas pela classificacio NCM/HS utilizada ao longo
deste estudo. A Figura 12(a) mostra o valor transacionado cumulativo desses 15 principais

produtos entre 2016 e 2019, ordenados do maior para o menor.

4.3 Construcao de redes de comércio entre cidades-cidades e entre cidades-produtos

Agregamos todas as transacdes de NF-e no nivel municipio-a-municipio para cons-
truir uma rede de comércio direcionada e ponderada, na qual os nés representam cidades e as
arestas codificam o valor monetario dos bens trocados. Cada aresta € orientada do vendedor para
o comprador, capturando a dire¢io dos fluxos e revelando a geografia economica interna do Ceara
como um sistema interconectado de producao, circulacio e consumo. Essa representacao nos

permite distinguir entre trocas intermunicipais, que refletem a estrutura conectiva dos mercados
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Figura 12 — O painel (a) mostra as 15 categorias NCM de dois digitos com maior valor acu-
mulado ao longo de quatro anos, ordenadas em ordem decrescente. Os cédigos HS/NCM e as
descrigdes curtas das 15 principais categorias estdo listados na Tabela 11(b). O painel (b) exibe
os fluxos georreferenciados entre os 184 municipios em 2016: os nds estdo localizados nas sedes
municipais; as arestas direcionadas representam ligacdes vendedor — comprador, mostrando
apenas transacgdes superiores a US$10 milhdes para maior clareza visual.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

regionais, e trocas intramunicipais, que capturam exclusivamente a atividade econdmica local.
Para caracterizar os diferentes papéis que os municipios desempenham dentro desse
sistema, separamos os fluxos em trés camadas complementares. A camada de vendas compreende
todos os fluxos de saida de empresas de um municipio para empresas de outras cidades, captu-
rando o desempenho comercial externo e a capacidade produtiva local. A camada de compras
retine todos os fluxos de entrada provenientes de outros municipios, refletindo a demanda local e
a dependéncia de fornecedores externos. A camada de comércio interno inclui transagdes em
que tanto o vendedor quanto o comprador pertencem ao mesmo municipio, quantificando o

tamanho e a circulacdo do mercado interno da cidade. Em conjunto, essas camadas fornecem
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uma descri¢@o abrangente da estrutura do comércio interno.

Os microdados de NF-e permitem a constru¢do de matrizes municipio—produto
detalhadas. Seja x;; , o valor total do produto p transacionado do municipio i (vendedor) para o
municipio j (comprador). Para fins de visualizacdo, a Figura 12(b) ilustra a rede de comércio
intermunicipal (agregada para todos os produtos) referente a 2016, exibindo apenas as arestas
acima de US$10000 para maior clareza. A partir desses fluxos, derivamos, para cada cidade

B

c e produto p, as vendas externas S5 , as transagdes internas S’ » © as compras externas S ,
) 3.

cp?
conforme segue

S I _ B __
Sep= LXeims  Sep=Xeepr  Sep= Y Xiew (“4.)
j=1 j=1
Jj#c j#e
onde ¢ € {1,...,184} indexa os municipios do Ceard e as somas incluem todos os parceiros

comerciais (dentro e fora do estado). Transa¢des com empresas localizadas fora do Ceara sdao
registradas quando o comprador ou vendedor pertence ao estado, permitindo identificar fluxos
interestaduais associados as empresas cearenses. Cada matriz cidade—produto possui dimensoes
184 x 96 no nivel NCM2 ou 184 x 1228 no nivel NCM4, dependendo da resolugdo desejada.
Essas matrizes codificam o conjunto completo de produtos nos quais cada municipio € ativo
como vendedor, comprador ou participante de comércio interno, e constituem a base para todos
os calculos de RCA, Fitness e Complexity.

A agregacdo ao longo dos produtos gera, para cada municipio, 0s totais correspon-

dentes aos trés tipos de fluxos,
ss=Ys, si=Ysl, sE=YsP, (4.2)
p p p

representando o valor total que um municipio vende externamente, comercializa internamente e
compra externamente. A Figura 11(c—e) mapeia a distribui¢do espacial desses fluxos agregados
para o periodo de 2016-2019. A combinagdo de redes multicamadas de fluxos e matrizes
cidade—produto fornece um arcabouco unificado para quantificar as posi¢des estruturais dos
municipios, suas capacidades de comercializacdo e seus padrdes de especializacao dentro da

economia interna do Ceara.
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4.4 Alometria

A alometria, tipicamente escrita como A ~ LB, fornece uma formulacdao compacta
para quantificar como uma atividade A escala com o tamanho do sistema L (West et al., 1997;
West; Brown, 2005). A alometria captura como uma quantidade varia de forma desproporcional
com o tamanho do sistema, revelando se sistemas maiores sdo apenas versdes ampliadas de
sistemas menores ou se exibem comportamentos fundamentalmente distintos. Um expoente
superlinear ( > 1) indica que cidades maiores geram desproporcionalmente mais atividade per
capita, enquanto um escalonamento sublinear (8 < 1) reflete retornos decrescentes 2 medida que
o tamanho aumenta.

No contexto do comércio municipal, tratamos as cidades como sistemas adaptativos
complexos cujo “metabolismo econdmico” escala com a populacao, utilizada aqui como proxy
para o tamanho urbano (Chen, 2014; Li et al., 2015; Samaniego; Moses, 2008; Qiao et al., 2024;
D’ Acci, 2025). Esse arcabougo nos permite identificar regimes de escalonamento superlinear,
linear ou sublinear associados a diferentes tipos de atividade econdmica. Para cada tipo de fluxo
e para cada produto p, estimamos o expoente alométrico 8 utilizando regressao bayesiana D
aplicada a relacdo

S~ (populagﬁo)ﬁ , 4.3)

onde omitimos os indices matriciais S e o expoente 8 depende do produto sendo comercializado.
Esse escalonamento € calculado separadamente para as trés matrizes de fluxos — vendas
intermunicipais, transagdes intramunicipais € compras intermunicipais — construidas com a
Eq. (4.1). Ao analisar o agregado de todos os produtos, utilizamos os totais no nivel municipal

Sc derivados da Eq. (4.2).

4.5 Revealed Comparative Advantage (RCA)

A Revealed Comparative Advantage (RCA), introduzida por Balassa em 1965 (Mann
et al., 2023; Hinloopen; van Marrewijk, 2001; Liu; Gao, 2019; Liu; Gao, 2022), é amplamente
utilizada para identificar setores nos quais uma economia apresenta vantagem relativa no co-
mércio. Adaptamos a métrica para o nivel municipal a fim de avaliar se a cidade ¢ possui

vantagem relativa na comercializa¢do do produto p. Para cada camada de comércio — vendas
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Figura 13 — Estrutura matricial 184 x 1228 utilizada para o cdlculo do RCA nas trés camadas de
comércio do Ceard. Cada célula representa o fluxo S, , entre a cidade ¢ e produto p. A faixa
vertical em azul destaca o total estadual do produto (S, =} S¢ »), enquanto a faixa horizontal
em vermelho evidencia o total movimentado pela cidade (S. =}, Sc,p). A c€lula verde marca o
valor especifico S. , cujo peso relativo € avaliado na métrica. O retdngulo laranja superior indica
o total agregado transacionado no estado (S; = ). ,Sc,p)- O esquema ilustra como as diferentes
somas marginais se articulam na matriz cidade-produto para compor a razdo utilizada no célculo
do RCA.

Sp
Sy = Ec,p Sc,p

produtos

SC,P

L
cidades l

Fonte: Elaborado pelo autor.

intermunicipais, transacdes intramunicipais € compras intermunicipais — calculamos

_ (B2 /(5
rea, - (52) /(2), o

onde S , e S, foram definidos anteriormente, S, =) . S¢,, € o total estadual para o produto p, e
St = X pSe,p € 0 valor total transacionado. A razéo S /S. mede a importincia do produto p no
portfélio comercial da cidade ¢, enquanto S,/S; mede sua importancia no portfélio agregado
do estado. Um par cidade—produto com RCA. , > 1 indica especializa¢do, significando que o
produto estd super-representado na cidade em relacdo a média estadual. As matrizes de RCA
resultantes t€ém exatamente as mesmas dimensdes das matrizes subjacentes S. , € sdo analisadas

tanto em forma continua quanto binarizada para fins de anélise de complexidade.
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4.5.1 Distribuicoes de Zipf-Mandelbrot

Para caracterizar a distribui¢do das vantagens comparativas reveladas entre os muni-
cipios, examinamos a relacdo rank—size dos valores de RCA. Muitos processos econdmicos e
informacionais — como frequéncias linguisticas, tamanhos de firmas, producio de inovagdes e
padrdes de especializacdo de exportacdes — exibem comportamento heavy-tailed bem descrito
por distribui¢des de Zipf ou Zipf-Mandelbrot (Mandelbrot, 1953; Mandelbrot, 1982). A forma
Zipf-Mandelbrot generaliza a lei cldssica de Zipf ao introduzir um parametro de deslocamento g,

permitindo uma modelagem aprimorada da curvatura em baixos ranks
RCA(k) ~ (k+q)~ %, 4.5)

onde k € o rank e o determina a inclinagdao do decaimento. No contexto do comércio municipal,
essa estrutura captura a coexisténcia de um pequeno nimero de pares cidade—produto altamente
especializados e um grande nimero de pares préximos da média. O expoente o fornece uma
medida resumida da desigualdade de especializacdo: valores elevados de a refletem uma
hierarquia acentuada de capacidades, enquanto valores baixos de o refletem uma distribuicdo
mais homogénea de vantagens.

Estimamos o e g para cada camada de comércio (vendas, compras e transagcdes
intramunicipais) utilizando minimos quadrados nao lineares aplicados ao regime RCA. , > 1,

no qual o comportamento de lei de poténcia é empiricamente robusto.
4.5.2 Binarizacdo RCA

Para analisar os padrdes de especializagdo municipal e construir redes baseadas em
capacidades, convertemos cada matriz continua de RCA em uma matriz binéria de incidéncia
cidade—produto, atribuindo valor igual a um para RCA. , > 1 e zero caso contrdrio. Assim como
na versao continua, essas matrizes sdo construidas separadamente para vendas intermunicipais,
transacOes intramunicipais € compras intermunicipais. A binarizacdo da RCA € padrdo na
literatura de complexidade econdmica (Hidalgo; Hausmann, 2009; Pietronero et al., 2017,
Tacchella et al., 2012; Caldarelli et al., 2012) e serve a diversos propdsitos metodologicos.

Primeiro, o limiar RCA > 1 fornece um critério transparente e comparavel para
identificar especializagdo substantiva e reduz a sensibilidade a ruidos estatisticos préximos
ao limiar, algo particularmente importante para municipios pequenos ou de baixo volume.

A representacdo binaria também € a entrada natural para modelos bipartidos cidade—produto
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subjacentes ao arcabouco de Fitness—Complexity, permitindo detectar blocos de especializacao,
trajetérias de diversificagdo e adjacéncias de capacidades. Empiricamente, as distribui¢des
rank—size que observamos seguem uma forma Zipf—Mandelbrot principalmente no regime
RCA > 1, tornando esse limiar simultaneamente consistente em termos tedricos e orientado
pelos dados.

Municipios extensos e diversificados tendem a apresentar muitos valores proximos
ao limiar (RCA ~ 1) em uma ampla gama de produtos, refletindo portfélios equilibrados. Em
contraste, municipios menores tipicamente exibem padrdes polarizados, com valores elevados
de RCA concentrados em poucos nichos e valores proximos de zero no restante, indicando
especializacdo estreita e maior vulnerabilidade. O uso de RCA > 1 também mitiga “vantagens”
espurias que podem surgir devido a denominadores pequenos em cidades de baixa escala.

As matrizes binarizadas de RCA constituem a base para nossa andlise subsequente de
complexidade. Elas alimentam diretamente o cdlculo do Fitness das cidades e da Complexidade
dos produtos e sustentam a construgdo de redes de proximidade que mapeiam adjacéncias de
capacidades. Essas ferramentas nos permitem caracterizar padrdes de especializacdo, quantificar
lacunas de diversificac@o e identificar gargalos estruturais que moldam as trajetorias evolutivas e

a resiliéncia das economias municipais do Ceard.

4.6 Fitness e Complexidade

O modelo de Fitness—Complexity fornece uma abordagem nao monetaria, baseada
em capacidades, para avaliar a competitividade estrutural, a diversificacdo e a sofisticacao
tecnoldgica das economias regionais. A modelagem da rede bipartida que liga municipios aos
produtos nos quais exibem vantagem comparativa revelada (RCA) captura tanto a diversidade
quanto a exclusividade dos portfélios locais de capacidades que sustentam o potencial de
desenvolvimento (Tacchella et al., 2012; Cristelli et al., 2013; Caldarelli et al., 2012).

Na formulagdo original (Tacchella et al., 2012), o Fitness (F) de uma localidade
resume a magnitude e a sofisticacdo de suas capacidades comercializagao, isto é, sua habilidade
de participar de atividades complexas. Em contraste, a Complexidade (Q) de um produto é
definida de acordo com o nivel de desenvolvimento das localidades que o produzem: um produto
é considerado complexo quando somente localidades com alto Fitness conseguem produzi-lo,
enquanto produtos produzidos também por localidades com baixo Fitness sdo classificados

como menos complexos. Essa estrutura ndo linear e recursiva reflete a hierarquia empiricamente
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observada das atividades econdmicas: cidades de alto Fitness participam tanto de produtos
sofisticados quanto de produtos basicos, enquanto cidades de baixo Fitness ficam restritas a bens
mais simples (Cristelli et al., 2013; Morrison et al., 2017). Em comparacdo com medidas lineares,
como o Economic Complexity Index (ECI), o algoritmo de Fitness—Complexity reproduz de
forma mais fiel a estrutura triangular e aninhada de diversificacdo das matrizes comerciais
empiricas e evita circularidades na inferéncia, isto é, situacoes em que paises e produtos sao
definidos como complexos apenas por se referirem mutuamente (Pugliese et al., 2016; Operti et
al., 2018).

Conceitualmente, Q aumenta quando um produto é vendido, comprado ou circulado
apenas por cidades de alto fitness, e diminui 2 medida que se torna ubiquo entre localidades
de menor capacidade. O arcabougo, portanto, vai além de simples contagens de variedades:
ele captura a exclusividade, a sofisticacdo e o contetido informacional das capacidades locais,
informando avaliagdes sobre capacidade de inovacgdo, vulnerabilidade sistémica e barreiras a
atualizacdo (Cristelli et al., 2013; Caldarelli et al., 2012).

Em nossa aplica¢do, computamos matrizes binarizadas de RCA separadamente para
cada camada de comércio, isto é, vendas, compras e transacdes internas. A interpretacao de
Fitness permanece inalterada, mas a Complexidade torna-se especifica por camada: na camada
de vendas, (Q) reflete a sofistica¢do dos produtos que uma cidade € capaz de vender; na camada
de compras, (Q) reflete a sofisticacdo dos insumos que uma cidade é capaz de adquirir; e na
camada de comércio interno, (Q) reflete a sofisticagdo dos bens que podem ser produzidos e
circulados localmente. O Fitness (F'), portanto, resume as capacidades estruturais subjacentes,
enquanto a Complexidade especifica por camada captura a exclusividade e a sofisticacdao dos
bens associados em cada dimensdo comercial.

Operacionalmente, partimos de uma matriz de incidéncia binarizada RCA, onde
RCA =1 se a cidade ¢ possui RCA > 1 no produto p, e 0 caso contrario. Construimos essa
matriz para cada camada de comércio: vendas (proxy de producdo), compras (proxy de demanda)
e transagodes internas (circulacdo local). Com condicdes iniciais neutras, FC(O) = QE,O) =1 para

todas as cidades e produtos, o Fitness e a Complexidade sdo computados por meio das iteragdes
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acopladas (Tacchella et al., 2012; Cristelli et al., 2013),

F" =Y RCA,,- 00", (4.6)
p

-1
1
; (RCACP : W)] , 4.7)

c

o -

com normaliza¢do em cada etapa para evitar desvios de escala,

7 (1)

FW =t (4.8)
(F)
~(n)

0y = 2. (4.9)
(Op')p

Aplicacdes subnacionais enfrentam desafios, incluindo matrizes esparsas, incidéncias
voléteis e produtos de nicho. Trabalhos anteriores recomendam filtrar categorias raras, agregar
cédigos de produto ou importar complexidades de produtos em niveis mais amplos (nacional
ou internacional) para estabilizar as estimativas (Operti et al., 2018; Pugliese et al., 2016).
Apesar desses problemas, o Fitness tem se mostrado consistentemente associado a diversificacao,
a inovagdo e a resiliéncia: municipios de alto Fitness exibem estruturas econdmicas mais
robustas e adaptaveis, enquanto municipios de baixo Fitness permanecem vulnerdveis devido a
especializacdes estreitas (Cristelli ef al., 2013; Morrison et al., 2017; Albeaik et al., 2017). Em
escala subnacional, o modelo de Fitness—Complexity frequentemente supera o ECI, produzindo
rankings que refletem de forma mais plausivel os padrdes observados de sofisticagao (Pietronero
et al.,2017; Albeaik et al., 2017).

Aqui, computamos o Fitness e a Complexidade para todos os 184 municipios e para
todas as categorias de produtos nas trés camadas de comércio. Essa perspectiva de capacidades
em multiplas camadas mapeia o papel de cada cidade como produtora, consumidora e circuladora
de bens. Ela fundamenta nossas andlises subsequentes sobre trajetérias de diversificacao, redes

de proximidade e gargalos estruturais na economia regional do Ceara.

4.7 Dados Demograficos

Para contextualizar os padrdes de comércio em fun¢do da escala urbana, mesclamos
estimativas municipais de populacdo do IBGE para 2016-2019 (Instituto Brasileiro de Geografia
e Estatistica (IBGE), 2022). Esses dados fornecem a base demogréfica necessdria para testar

relacdes alométricas (de escalonamento) entre fluxos econdomicos e tamanho das cidades, no
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contexto do marco tedrico de escalonamento urbano (urban scaling) (Chen, 2014; Li et al.,
2015; Samaniego; Moses, 2008; Qiao et al., 2024; D’ Acci, 2025). Usando a populagdo como
proxy do tamanho urbano, avaliamos se os volumes de comércio em cada camada da rede —
compras, vendas e transagdes intramunicipais (internas) — escalam de forma sublinear, linear ou
superlinear com a populacdo. Essas compara¢des revelam em que medida efeitos de aglomeracao,

concentracdo do comércio e acumulacio de capacidades variam entre os municipios do Ceara.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES
5.1 Redes Viscoelasticas Imersas em Fluido

A solucdo numérica da Eq. (3.25) é realizada por meio de simula¢des de dinamica
molecular (Rapaport, 2004; De Aradjo et al., 2017)A, com condi¢des de contorno periddicas
aplicadas no plano horizontal, e a integracdo temporal € feita com o algoritmo velocity Verlet,
com passo de tempo dt. A forga é calculada como a soma de todas as colisdes sobre o indentador
em cada passo de tempo. Em amostras eldsticas continuas, o modelo de Hertz para contato
mecénico estabelece que a forga de contato segue uma lei de poténcia da indentag@o, f ~ 0 A,
onde o expoente A depende da geometria do indentador. Valores usuais sdo 1, 3/2 e 2 para
indentadores planos, esféricos e conicos, respectivamente (De Aradjo et al., 2020).

No entanto, em nosso modelo de rede, a razdo entre p; e p altera a forma como a
rede percebe a deformacdo. Para indentadores do tamanho das particulas (ps ~ p), o expoente
de Hertz aproxima-se de 2, como ocorre com indentadores cOnicos em amostras continuas.
Para indentadores muito maiores que as particulas (py > p), o expoente tende a 1, como em
deformacgdes causadas por um indentador plano. O expoente de Hertz iguala-se a 3/2 (como
esperado para um indentador esférico) apenas para tamanhos intermedidrios de indentadores,
especificamente para ps = 11p, que é o valor utilizado neste trabalho. A relagio entre A e p para
diferentes nimeros de particulas € apresentada em (De Aradjo et al., 2020). Consulte (Elaborado
pelo Autor, 2023) para os parametros utilizados.

Cada conjunto de parametros mesoscopicos, k, ¥ € ¢, representa um material especi-

fico e define as respostas viscoeldsticas macroscopicas.
5.1.1 Redes Homogéneas

Para investigar como as propriedades microscépicas levam ao comportamento reol6-
gico de toda a rede homogénea, realizamos simula¢des variando a rigidez de mola entre 100 e
1000, a constante de arrasto entre 10 e 100 e o expoente de arrasto entre 0.0 e 1.0, totalizando
2100 redes diferentes.

A Figura 14(a) exibe curvas tipicas de forca para Yy = 80 e k = 800 para diferentes
valores do expoente de arrasto. A forca de relaxacdo F(¢) simula um ensaio de indentagio, usado
para caracterizar as respostas macroscopicas de materiais reais (De Sousa et al., 2017; De Sousa

et al.,2021; De Sousa et al., 2020). Durante a etapa de loading, o indentador deforma lentamente
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Figura 14 — (a) Curvas numéricas de forca para ¥ = 80 e k = 800 e varios valores de a, exibindo
diferentes relaxagdes viscoelasticas. Os casos para o = 0.45 e o¢ = 0.85 sdo mostrados nos
painéis (b) e (c), respectivamente, onde as linhas tracejada e pontilhada representam ajustes com
os modelos exponencial e de lei de poténcia das Eqs. 5.3 e 5.4, respectivamente.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

arede até que a forca de contato atinja seu valor maximo, que € inversamente proporcional a «.
No estdgio de dwell, quando o indentador permanece parado, F (¢) relaxa até que parte da energia
mecanica seja dissipada por atrito (De Sousa et al., 2017; De Sousa et al., 2021; De Sousa et
al., 2020). A escala de tempo dessa dissipacdo depende de ¢ de maneira complexa. Para o = 2,
a dissipagdo € rapida o suficiente para que o comportamento da resposta seja qualitativamente
semelhante ao de uma rede perfeitamente eldstica, ou seja, ¥ = 0. Para o < 1, as forcas de
arrasto removem lentamente a energia da rede, resultando em um decaimento viscoeldstico.
Em uma abordagem continua, a for¢ca de contato dependente do tempo, referente

a indentacdo de uma amostra viscoeldstica por um indentador esférico, segue a integral de
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convolucao B(Ferreira, 2022; Ferreira et al., 2024).

F (1) :/OIR(t—t/)$dt,, (5.1)

onde R(t) representa a funcdo de relaxac@o e 6(¢) € o histdrico de profundidade de indentagio.
3

A forga de contato na Eq. (5.1) é normalizada pela constante 4 / %6n21ax /3(1—v?),onde v éo

coeficiente de Poisson. Comportamentos tipicos de relaxacdo para materiais viscoeldsticos sao

descritos por

Rp(t) = Eo+AE1 P

Re(t) = Ew+AEe %, (5.2)

onde Rp(t) é o modelo de relaxagdo para materiais de lei de poténcia, com expoente 3, e Rg(¢)
representa materiais exponenciais com tempo de relaxagdo 7. Em ambos os modelos, E. é
o médulo eldstico em tempos suficientemente longos, quando o material esta completamente
relaxado, e AE € a diferenca entre o valor mdximo, em t = 7;, € E.. Assumimos que 0s materiais
se tornam perfeitamente eldsticos apds certo tempo, embora esse platd eldstico em longos tempos
nem sempre seja observado em materiais reais. Essa suposicao € necessdria para evitar efeitos de
alta pressao em nosso modelo numérico. Por exemplo, se a forca externa for grande o suficiente
para comprimir as pequenas particulas até que uma rede condensada seja formada, qualquer
pressao adicional induziria a deformacao dessas particulas. Entretanto, microdeformacoes sao
permitidas apenas devido ao movimento dos pseudoatomos, o qual € representado pelo regime
de arrasto sublinear. Resolvendo a Eq. (5.1) com as Egs. (5.2) na etapa de permanéncia (dwell)

leva, respectivamente, a

Fp(t) = Ewtat P, (5.3)

(t=77) t

Fg(t) = Ex+be T —ce 7, (5.4)

onde a constante a ~ % € obtida pela expansao da fun¢do beta incompleta(Ferreira, 2022;
Ferreira et al., 2024), T'(1 — B) é a fungdo gama, e b = g—;AE ec= %(%)%Merﬁ(\/@), onde
erfi( ﬁ ) € a funcdo erro imagindria.

A andlise da etapa de permanéncia (dwell) da curva de for¢ca permite mapear as
propriedades mecanicas macroscépicas (Ew, AE, T, B) com os pardmetros mesoscépicos (k,

Y e &), como feito anteriormente para o = 1 (De Araujo et al., 2020). Aqui, focamos em
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Figura 15 — (a) Visualizacao gréafica do processo de clusterizacdo utilizando o método K-means.
Cada ponto representa um experimento computacional para uma dada combinacdo de k, Ye o, e
as cores representam diferentes resultados de relaxacao, a saber: lei de poténcia (PL) em azul,
exponencial (EXP) em amarelo e comportamento transicional (TR) em vermelho. (b) Um gréfico
de coordenadas paralelas mostra como diferentes valores dos parametros mesoscopicos da rede
levam a distintos tipos de relaxag@o viscoeldstica. Cada linha atravessa uma combinacdo de &, y
e o, juntamente com o comportamento reoldgico correspondente.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

identificar o comportamento reoldgico qualitativo, em vez de descrever relagdes detalhadas
entre os parametros. As Figuras 14(b) e 14(c) mostram as mesmas curvas de for¢a em (a) para
o = 0.45 e a = 0.85, respectivamente, onde as curvas sdo ajustadas tanto com .%p(t) quanto
com .Zg(t). Claramente, o caso o0 = 0.45 é melhor ajustado com o modelo de lei de poténcia,
enquanto & = 0.85 € melhor ajustado por uma exponencial.

O erro quadrético médio ) determina o parametro de qualidade do ajuste entre a

curva de for¢a numérica obtida F(¢) e os modelos analiticos de for¢a dados nas Eqs. 5.3 ¢ 5.4 C,

a=— Y [Ft)— Fu)), (5.5)

onde N, € o nlimero de pontos nas curvas de for¢a e M representa o tipo de modelo exponencial
(E) ou lei de poténcia (P). Esse indice estatistico, calculado para cada combinacdo de k, v,
a, € utilizado para o método K-means como uma estratégia de agrupamento nao supervisio-
nado 5.1.4(Géron, 2019; Sinaga; Yang, 2020) para classificar as curvas de forca numéricas como
apresentando um comportamento exponencial, comportamento de lei de poténcia ou até mesmo
um regime transitério que ndo pode ser claramente classificado. Nesse processo de Machine
Learning, a classificacdo do material leva em consideragdo nao apenas os valores de xr e xp,
mas também as tendéncias e distribuigdes no espaco de fase de xr e xp. A Figura 15(a) apresenta
a visualizagdo grafica desse processo de clusterizagdo. O comportamento exponencial é, de fato,
0 mais comum, como evidenciado pelo grande agrupamento na Figura 15(a), embora pequenos

grupos de materiais do tipo lei de poténcia também sejam observados. O grafico de coordenadas
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Figura 16 — A probabilidade de um dado valor de & levar a uma resposta do tipo lei de poténcia
(barras azuis), exponencial (barras amarelas) ou transicional (barras vermelhas). As linhas sélidas
mostram a probabilidade calculada pelo algoritmo KDE (kernel density estimation). O painel (a)
apresenta resultados para toda a faixa de valores de k e ¥, enquanto o painel (b) considera apenas
redes com k (k > 800) e y (y > 80).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

paralelas na Figura 15(b) resume os resultados reoldgicos. Cada linha passa por toda combinagao
de k, Y e a, terminando em uma das trés caixas que representam o comportamento de resposta
da rede.

Para entender por que pequenos agrupamentos de materiais de lei de poténcia surgem
na 15(a), devemos investigar o impacto de considerar regimes de arrasto sublinear. A Figura 16
mostra a probabilidade normalizada P(o) de encontrar comportamento PL, EXP ou TR para um
dado valor de a. No painel (a), P(a) é calculada para todos os valores de k e y considerados
aqui. As trés distribuicdes se sobrepdem fortemente, tornando a classificacdo um exercicio
desafiador. No painel (b), por outro lado, removemos valores pequenos de k e y. Para redes
que ndo sao muito macias (k > 800), e ndo muito elésticas (y > 80), essas distribuicdes se
separam em diferentes regides de «, e o expoente de arrasto torna-se o controlador central para

caracterizar o comportamento macroscopico. Comportamentos exponenciais sao encontrados
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Figura 17 — Para aquelas redes classificadas como um material de lei de poténcia na Figura 30(b),
mostramos a relac@o entre o expoente de relaxagio 8 e o expoente de arrasto mesoscépico «.
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principalmente para @ $ 0.2 e o £ 0.55, enquanto a relaxagdo segue uma lei de poténcia para
a entre 0.3 e 0.45. Para valores de o em que ha interse¢ao, a sobreposi¢ao das probabilidades
de PL e EXP deixa duvidas na classificacdo do material como exponencial ou lei de poténcia.
O efeito das forgas de arrasto de Stokes (para o@ = 1) entre macromoléculas e o solvente no
qual estdo imersas desempenha um papel nas propriedades viscoeldsticas de materiais coloidais
e poliméricos (Khair; Brady, 2005; Xi; Bai, 2016; Chen et al., 2022). No entanto, até onde
sabemos, este trabalho fornece uma possivel explicacdo da mecanica subjacente que controla a
resposta viscoeldstica em matéria mole em termos de arrastos sublineares. Trabalhos recentes
tém utilizado forcas de arrasto modificadas em interacdes de mesoescala de matéria mole, mas
novamente com intencdes distintas (Zhao et al., 2023; Zhang et al., 2023).

Para os casos em que a rede apresenta um comportamento de lei de poténcia, mos-
tramos na Figura 17 a relagio entre o expoente de relaxagdo macroscépica 3 € o expoente de
arrasto . Para cada valor de «, ha dispersdo nos valores de 3, cujo valor médio situa-se entre
1.05 e 1.35. Materiais reais que exibem relaxacdo do tipo lei de poténcia geralmente apresentam
expoentes menores € exibem desordem estrutural e metastabilidade (Sollich et al., 1997; Fabry
et al., 2001; Fabry et al., 2003; Jaishankar; McKinley, 2013). Investigacdes computacionais
de redes bidimensionais desordenadas obtiveram expoentes de relaxamento entre 0.5 e 0.75,

dependendo da disposicao da rede (Milkus; Zaccone, 2017). Nossas simulagdes apresentam
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Figura 18 — Representacdes graficas das curvas de for¢a para y = 50, k,, = 500, e ¢ = 0.5,
utilizando 5 valores distintos de sementes aleatorias na rede viscoeldstica. Observa-se variacoes

minimas no comportamento das curvas de relaxagdo, evidenciadas pela curva de forca média
FM.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

expoentes de relaxamento macroscéopicos acima de 1.0, principalmente porque nosso modelo
solido viscoeldstico € estruturalmente ordenado e estavel, restringindo as respostas viscoeldsticas

a regimes de relaxamento mais rapidos.
5.1.2 Redes Heterogéneas com Distribuicdo Gaussiana

Para investigar como as propriedades microscOpicas influenciam o comportamento
reolégico da rede heterogénea no caso Gaussiano, realizamos um conjunto abrangente de simula-
¢des. Variamos a constante eldstica média k,, = [50, 100,500, 800] (4 valores), e consideramos 3
niveis de heterogeneidade definidos por ¢ = [10%,20%,30%] de k,,. Além disso, exploramos
6 valores para a constante de arrasto (entre 50 e 100) e 15 valores para o expoente de arrasto
(entre 0.1 e 0.8). Para cada combinagdo de pardmetros, utilizamos 5 seeds aleatdrias distintas,
totalizando 5400 simulagdes. As seeds correspondem aos valores iniciais que determinam a se-
quéncia de nimeros pseudoaleatérios usada na simulacio. Ao variar essas seeds, garantimos que,
para uma mesma combinacdo de parametros, diferentes realizacdes estatisticas sejam geradas,
permitindo avaliar a robustez dos resultados em relacao as flutuagdes aleatdrias do sistema.

A Figura 18 apresenta curvas representativas de forca para y = 50, k,, = 500, e

o = 0.5 obtidas a partir de diferentes valores de sementes (seeds) na rede viscoeldstica. Observa-
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se que a escolha de distintas sementes aleatérias exerce influéncia minima sobre as curvas
de relaxagdo. A forte similaridade entre elas € evidenciada pela sobreposicao quase perfeita
em torno da curva média FM. Esse comportamento demonstra que a rede € essencialmente

insensivel as variagdes das seeds, produzindo respostas de for¢a praticamente idénticas.

Figura 19 — Apresentacdo grafica da distribui¢do Gaussiana P(ky;) para os pardmetros y = 50,
km = 800 e ov = 0.5, considerando diferentes valores do desvio padrdo ¢. A andlise € realizada
para 4 niveis distintos de variabilidade, revelando como a dispersao das constantes eldsticas
se altera na rede viscoeldstica. Observa-se que, para 6 = 0, a rede mantém uma estrutura
completamente homogénea, enquanto os casos com 0=[80, 160,240] evidenciam um aumento
progressivo da heterogeneidade, refletido no alargamento significativo da distribui¢do.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 19 apresenta uma andlise visual das distribuicdes dos valores de o em
relacdo a k, na rede viscoeldstica, considerando os parametros ¥y = 50, k,, = 500, e o =
0.5. No primeiro painel, destacamos o caso homogéneo, correspondente a ¢ = 0, no qual
a distribui¢io aparece praticamente uniforme, dificultando a visualizacdo das demais curvas
devido a forte sobreposicao. No segundo painel, exibimos as distribui¢des associadas a ¢ =
[80, 160,240], e aplicamos um zoom para melhorar a visualiza¢do, evidenciando de forma mais
clara a heterogeneidade crescente da rede.

De forma anédloga ao procedimento adotado para a estrutura homogénea, realizamos o
ajuste das curvas de for¢a numérica utilizando as equacdes 5.3 e 5.4. Nesse processo, repetimos a
minimizacao das curvas de for¢a tomando o erro médio quadrético ¥ como métrica de avaliagdo.A
partir disso, determinamos os parametros de erro definidos na expressdo 5.5 e conduzimos
procedimentos semelhantes, utilizando técnicas de aprendizado de maquina, como o K-means.

Os resultados obtidos sdo sintetizados no diagrama de coordenadas paralelas apresen-
tado na Figura 20, que organiza visualmente as propriedades reoldgicas da rede. Cada trajetéria
nesse diagrama representa uma combinagao especifica de k,,;, ¥, & e ¢, convergindo para uma das

trés regides que caracterizam os diferentes regimes de resposta mecanica do sistema. Observa-se
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que, para valores de k,, na faixa entre [50, 100], ndo se identifica o comportamento tipicamente
associado a uma lei de poténcia. Ressalta-se ainda que o parametro k,,, também conhecido como
k. r, desempenha um papel importante na classificagdo desses materiais.

A Figura 21 apresenta a probabilidade normalizada P(a) associada a ocorréncia
dos comportamentos PL, EXP ou TR em fun¢do de um determinado valor de . No painel
(a), P(a) é calculada considerando todas as combinagdes de k,,, ¢ e Y avaliadas, resultando
em distribui¢des amplamente sobrepostas, o que dificulta a distingdo clara entre os diferentes
regimes reoldgicos. No painel (b), ao remover os valores mais baixos de &, na faixa [50, 100]
e ao impor Y > 80 mantendo todos os valores de ¢, observa-se uma separa¢do mais nitida das
distribui¢des ao longo do eixo de o. Nesse cendrio, o expoente de arrasto emerge como 0
principal parametro responsdvel por caracterizar o comportamento macroscopico. Verifica-se
que respostas exponenciais predominam para @ S 0.45 e o £ 0.7, enquanto a relaxacdo segue
uma lei de poténcia para valores de o entre aproximadamente 0.2 e 0.55. Nas regides onde esses
intervalos se sobrepdem, a coincidéncia entre as distribui¢des de PL e EXP gera incerteza na
classificacdo da resposta do material, que pode se manifestar tanto como exponencial quanto
como lei de poténcia.

Nos casos em que a rede exibe um comportamento de lei de poténcia (sem qualquer
filtro, englobando todas as combinacdes de parametros), a Figura 22 mostra a relag@o entre o ex-
poente de relaxacdo macroscépica 8 e o expoente de arrasto. Observa-se que, para cada valor de

o, a dispersdo de 8 é reduzida, concentrando-se em um intervalo médio entre aproximadamente

Figura 20 — O diagrama de coordenadas paralelas ilustra como as variagdes nos parametros
mesoscopicos da rede conduzem a diferentes padroes de relaxamento viscoeldstico. Cada linha
representa uma combinacgdo especifica de valores para k,,, ¥, &, 0 e para o comportamento
reoldgico resultante, permitindo visualizar de forma integrada como cada pardmetro influencia a
resposta global do sistema.

o Y « Fm
0.3 0.8 860 TR
0.2 19
1250, —
/
0.1 30
0.0 50 EXP

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 21 — A probabilidade associada a um determinado valor de & resultar em uma resposta
do tipo lei de poténcia (barras azuis), exponencial (barras amarelas) ou transicional (barras
vermelhas) € apresentada no gréfico. As linhas continuas correspondem a probabilidade estimada
por meio do algoritmo KDE (kernel density estimation). No painel (a), exibimos os resultados
considerando toda a faixa de variacdo dos parametros k,,, ¥ € ¢. Ja no painel (b), a andlise é

restrita as redes caracterizadas por valores mais elevados destes parametros, especificamente &,
(km = 500) e 7 (y = 80).

T

0.8
S 0.6
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Fonte: Elaborado pelo autor.

0.81el.5.

A andlise da dependéncia de B em relagdo ao desvio padrdo o, apresentada na
Figura 23, revela que o, evidencia que a heterogeneidade gerada pela distribuicdo Gaussiana das
constantes eldsticas ky; ndo altera o valor de 8. Mesmo aumentando a dispersdo das constantes
elasticas por meio de o, o expoente de relaxacdo permanece essencialmente inalterado. Por
outro lado, a Figura 24 indica que 8 apresenta variagdo quando o pardmetro efetivo k.r = ki,
€ modificado, mostrando que a rigidez média da rede exerce influéncia direta na dindmica de
relaxacao.

Esses resultados sugerem que, para distribui¢des Gaussianas, a heterogeneidade,

representada por ¢ nao desempenha papel significativo na determinagao de 3. Contudo, esse
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Figura 22 — Nos casos em que a rede apresenta comportamento de lei de poténcia (sem qualquer
filtragem, abrangendo todos os valores analisados), ilustramos a relacdo entre o expoente de
relaxacdo P e o expoente de arrasto mesoscopico @ na rede heterogénea com distribui¢cdo
Gaussiana.

1.8|= T T T T T T T T T L |
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1.2

1.0f .
0.8F é 1
1 1 1 1 1
35 04 04 05 05

1 1 1 1 1
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 (

«
Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 23 — Nos casos em que a rede apresenta comportamento de lei de poténcia (sem filtragem,
abrangendo todos os valores analisados), apresenta-se a correlagdo entre o expoente de relaxagdo
B e o desvio padrdo ¢ (expressando a fragdo de k) na distribui¢ao Gaussiana. Observa-se que,

mesmo para diferentes valores de o, ndo ha variagdo significativa nos valores de 3.
1.8F T T T T |

1.6p= -

1.0p= -

0.8 -

. _I_ _I_ _I_
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o
Fonte: Elaborado pelo autor.

cendrio pode ser diferente para outros tipos de distribui¢des, como bimodal ou estruturas
altamente heterogéneas, exemplificadas pela distribuicdo em lei de poténcia, que estabelece

ordens de grandeza distintas para as constantes eldsticas no material viscoeldstico.
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Figura 24 — Nos casos em que a rede manifesta um comportamento de lei de poténcia (sem
filtragem, incluindo todos os valores analisados), apresentamos a visualizacdo da relacio entre o
expoente de relaxagdo 8 e o pardmetro efetivo k. (ou k,,) na rede viscoeldstica com distribuicdo
Gaussiana. Observa-se que o expoente 3 varia de acordo com os diferentes valores de k.r na
rede.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.1.3 Anadlise dos dados da estrutura homogénea por meio de leitura e interpretacdo dos

resultados

Ap6s utilizarmos o método de otimizagdo L-BFGS-B C para ajustar os modelos
tedricos EXP e PL as 2100 curvas de for¢a numéricas referentes ao caso da estrutura homogénea,
obtivemos um conjunto de atributos que compdem a base de dados analisada. Esse conjunto
inclui: (i) os pardmetros de entrada (o, y,k); (ii) as constantes ajustadas dos modelos tedricos; e
(iii) parametros estatisticos associados as fungdes erro ou fungdes de perda (xg, xp)-

Para realizar o pré-processamento e a andlise exploratdria, organizamos esses resul-
tados em uma estrutura tabular (um dataframe) e utilizamos ferramentas de andlise de dados em
Python, em particular a biblioteca pandas, amplamente empregada para manipulacio e explora-
cdo de dados tabulares. Essa biblioteca oferece estruturas de alto desempenho e métodos robustos
para limpeza, transformacdo e andlise dos dados, possibilitando extrair insights relevantes e, em
etapas posteriores, construir modelos de previsdo para novos valores de entrada (Scikit-Learn
Developers, 2017).

Inicialmente, inspecionamos a base de dados para verificar tipos de varidveis, nimero
de entradas por coluna e presenca de valores ausentes ou inconsistentes. Nessa andlise preliminar,

identificamos 179 valores ausentes (NaN) no parametro Xg € 37 outliers, detectados por meio de
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filtros aplicados ao dataframe. Esses outliers correspondem a pontos que se afastam de forma
significativa do padrio geral da distribuicdo, nao seguindo o comportamento esperado dos dados.

Diante disso, atualizamos o conjunto de dados original para uma versao filtrada,
na qual esses 216 registros foram removidos antes da aplicacdo dos modelos de Machine
Learning. Essa etapa de limpeza resultou na exclusdo de aproximadamente 10,2% do total de
2100 amostras, contribuindo para reduzir o impacto de observagdes ruidosas ou pouco confidveis
sobre o treinamento e a avaliacdo dos modelos.

Em seguida, examinamos a dimensionalidade do conjunto de dados, isto €, o nimero
de colunas e o contetido informativo de cada uma delas. A identificagdo de varidveis pouco rele-
vantes ou redundantes € fundamental, pois a redu¢do de dimensionalidade auxilia na mitigacao
de problemas de overfitting em modelos de Machine Learning, especialmente quando o nimero
de caracteristicas € elevado em comparag@o ao niimero de amostras. Essa simplificacdo também
melhora o desempenho computacional e facilita a interpretacao dos resultados.

Com base nessa andlise, removemos colunas consideradas menos informativas para
os objetivos deste trabalho. Em particular, descartamos parte dos parametros das constantes
ajustadas dos modelos tedricos, mantendo apenas o expoente 3 da lei de poténcia, que é de
maior interesse fisico. De forma andloga, eliminamos alguns pardmetros estatisticos redundantes,
preservando apenas Xg € xp para a analise dos erros de ajuste, além de manter inalterados os
parAmetros de entrada (., 7y, k). Apds essas etapas, o dataframe filtrado passou a conter apenas
os atributos considerados mais relevantes do ponto de vista fisico e preditivo.

Por fim, aplicamos uma etapa de normaliza¢do aos atributos de saida xg e xp. A

normalizagdo foi realizada por meio da transformacao linear

Xinorm — Xi — Xmin ’ (5.6)
Xmax - Xmin

em que X; representa cada valor observado na coluna X, e Xy,i, € Xmax S30, respectivamente,

os valores minimo e maximo dessa coluna. Dessa forma, ambos os parametros de erro foram

ajustados para uma mesma faixa numérica, entre O e 1.

A normalizagdo € particularmente importante porque muitos algoritmos de apren-
dizado de maquina, como regressao linear, k-means e redes neurais, sdo sensiveis a escala dos
atributos. Quando uma varidvel apresenta valores numericamente muito maiores que as demais,
ela tende a dominar o processo de ajuste, introduzindo um viés indesejado no modelo. Além

disso, a normaliza¢@o contribui para melhorar a convergéncia dos algoritmos de otimizacdo

utilizados no treinamento, tornando o processo mais estdvel e eficiente. Um beneficio adicional
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Figura 25 — Esquema ilustrativo do uso do algoritmo k-means no contexto de aprendizado
de mdquina ndo supervisionado para clusterizar as curvas de forca, destacando as etapas de
pré-processamento, aplicagcdo do algoritmo e interpretagdo dos resultados.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

€ a maior clareza na interpretacdo dos resultados, ja que atributos na mesma escala permitem
comparar, de maneira mais direta, a importancia relativa de cada varidvel no comportamento

final do modelo.

5.1.4 Clusterizacdo das curvas de forca associadas aos testes EXP, TR e PL por meio do

algoritmo de agrupamento k-means, utilizando técnicas de Machine Learning

O agrupamento k-means € uma técnica de aprendizado ndo supervisionado cujo
objetivo consiste em particionar um conjunto de dados contendo n observacoes em k clusters, de
modo que cada observagdo seja atribuida ao grupo cujo centrdide apresenta a menor distancia em
relacdo a ela, atuando como um protétipo representativo do cluster. A semelhanca entre objetos
€ usualmente avaliada por meio da distancia euclidiana entre seus vetores de caracteristicas, de
forma que valores menores dessa distancia indicam maior similaridade entre os elementos. O
algoritmo busca minimizar a soma das distancias euclidianas ao quadrado entre cada objeto e
o centréide do cluster ao qual foi atribuido, assegurando que os elementos agrupados em um
mesmo cluster apresentem alta similaridade interna (Grus, 2015; Géron, 2019).

Como as amostras ndo possuem rotulos previamente definidos, empregamos o
algoritmo de aprendizado nao supervisionado para modelar diretamente o conjunto de dados de
entrada e realizar a clusterizagdo, conforme ilustrado na Figura 25. Nesse contexto, € necessario

estabelecer, a priori, o nimero de grupos finais k nos quais os dados serdo particionados. Uma
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vez escolhido o valor de k, o algoritmo k-means procede a divisdo das n observacdes em k

clusters por meio das seguintes etapas:

definicao inicial de k centrdides, que atuam como protétipos dos clusters;

— atribuicdo de cada objeto de dados ao cluster cujo centréide € mais préximo, em termos de
distancia euclidiana;

— atualizacdo dos centréides, calculados como a média dos objetos atualmente atribuidos a
cada cluster;

— repeti¢ao dos passos de atribuicdo e atualizacdo até que ndo haja mais mudangas na
composi¢ao dos clusters ou até que seja atingido um nimero maximo de iteragdes;

— obtencao de uma particdo final em k grupos, na qual os objetos dentro de um mesmo cluster
apresentam alta similaridade interna, enquanto a semelhanca entre objetos de clusters
distintos € relativamente baixa.

Para aplicar o k-means as curvas de forga, utilizamos a implementacao disponibi-
lizada na biblioteca scikit-learn, amplamente empregada em problemas de Machine Learning.
Nessa implementagdo, configuramos o nimero de clusters como k = 3, refletindo os trés tipos de
materiais que desejamos classificar: EXP (exponencial), TR (transicao) e PL (lei de poténcia). A
inclusdo da categoria TR € justificada pelo fato de algumas curvas apresentarem comportamentos
intermedidrios, que ndo podem ser associados de forma inequivoca apenas aos padrdoes EXP ou
PL. Assim, a definicdo de trés clusters permite representar de maneira mais fiel os diferentes
regimes observados nos dados.

Além do numero de clusters, outros hiperparametros relevantes foram ajustados
na configuracdo do algoritmo, como o método de inicializagdo dos centrdides, o nimero de
inicializa¢des independentes e o estado aleatdrio (random state) associado ao gerador de niime-
ros pseudoaleatdrios. Este ultimo garante a reprodutibilidade dos resultados, permitindo que
diferentes execugdes do algoritmo produzam a mesma particao dos dados.

A clusterizagdo foi realizada utilizando como atributos os parametros de erro Xg €
Xp, previamente normalizados na etapa de pré-processamento. Esses dois pardmetros constituem
um espago bidimensional no qual cada curva de forca € representada como um ponto, € 0
algoritmo k-means particiona esse espaco em trés regides associadas aos diferentes clusters. Ao
final do processo, cada curva € atribuida a um dos trés grupos, de acordo com o centrdide ao
qual estd mais proxima.

Os centréides dos clusters obtidos podem ser interpretados como valores médios (em
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termos de yg e xp) caracteristicos de cada regime (EXP, TR e PL). Além disso, as etiquetas de
cluster associadas a cada observacdo foram incorporadas ao dataframe filtrado como uma nova
coluna categdrica, denotada por CLUSTER. Dessa forma, o conjunto de dados final utilizado nas
andlises passou a conter apenas as colunas [k, v, o, X, xp, B, CLUSTER|, nas quais os parametros
de entrada (k, 7y, o), o expoente 8 da lei de poténcia, os erros de ajuste (X, xp) € a classificacdo
atribuida pelo algoritmo de k-means sdo reunidos em uma estrutura Unica, adequada para as

etapas posteriores de interpretacdo fisica e avaliagdao dos modelos.

5.1.5 Lidando com valores ausentes: técnica de imputacdo baseada no Random Forest

Regressor (RFR)

Na etapa de leitura e interpretacdo dos dados da estrutura homogénea, realizamos
inicialmente uma limpeza correspondente a aproximadamente 10,2% do total de 2100 curvas
de forca. Essa remogdo incluiu registros com valores ausentes ou inconsistentes, resultando em
um dataframe filtrado, denotado por dfiltro, contendo apenas as observacdes consideradas
confidveis para a andlise.

Entretanto, a exclusao de dados pode reduzir a representatividade da amostra e afetar
o poder estatistico das andlises subsequentes, especialmente em contextos de Machine Learning,
nos quais o tamanho do conjunto de dados influencia diretamente o desempenho dos modelos.
Nesse cendrio, torna-se desejavel recuperar, tanto quanto possivel, a informagao associada as
amostras descartadas, estimando os valores ausentes de forma sistemdtica por meio de técnicas
de imputacdo de dados (Scikit-Learn Developers, 2017).

Nosso objetivo consiste em estimar os valores faltantes dos rétulos de saida (xg, xp, B)
a partir dos parAmetros de entrada (k,y, ). Para isso, adotamos uma abordagem baseada em
modelos de aprendizado de maquina supervisionado, treinados sobre df iltro, no qual todos os
atributos de entrada e de saida ja se encontram completamente definidos. De maneira geral, o
procedimento segue os seguintes passos:

1. separar, em dfiltro, os atributos de entrada (k, v, @) e os rétulos de saida (g, xp, ) em
estruturas distintas;

2. dividir o conjunto de dados com rétulos completos em subconjuntos de treinamento e de
teste;

3. treinar diferentes algoritmos de regressdo supervisionada nos dados de treinamento;

4. avaliar o desempenho preditivo de cada modelo nos dados de teste, por meio de métricas
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Figura 26 — Esquema da divisao do dataframe filtrado (dfiltro) em 80% para o conjunto de
treinamento e 20% para o conjunto de teste, considerando os trés atributos de entrada (k,y, o) e
os trés rétulos de saida (xg, xp,B). Essa configuracdo caracteriza explicitamente um modelo de
aprendizado supervisionado.

Atributos Rétulos
Conjuntos k Y o | X | xp | B

1l k1| 1| ol | X1l XP1] B1
21 k2 | 72| a2 | XE2| XP2| B2
30 B3| 73| a3 | XE3|XP3]| 53
Al k4| 74| od | XE4| XPal| 54

testes | 5| k5 | 5 | ab IXE5|XP5| B5

Fonte: Elaborado pelo autor.

treinamento

adequadas;
5. selecionar o modelo com melhor desempenho e utiliz-lo para imputar os valores ausentes
nas amostras originalmente removidas.

Uma vez que dfiltro j4 estd livre de valores ausentes, € possivel utiliza-lo dire-
tamente em algoritmos de Machine Learning supervisionado. Nessa etapa, construimos dois
subconjuntos: um de treinamento, utilizado para ajustar os modelos, e outro de teste, empregado
para avaliar a capacidade de generalizacdo desses modelos a novos dados. Essa separacdo é
uma etapa fundamental em aprendizado de méquina, pois permite verificar se 0 modelo ndo estd
apenas “decorando” os dados de treinamento (overfitting), mas de fato aprendendo padrdes que
se estendem a observacgdes nao vistas.

No presente trabalho, adotamos uma divisdo em que 80% das amostras de dfiltro
foram designadas ao conjunto de treinamento e 20% ao conjunto de teste, conforme ilustrado na
Figura 26. A partir disso, definimos:

— um conjunto de atributos de entrada, contendo apenas as colunas (k, 7, a);
— um conjunto de rétulos de saida, contendo apenas as colunas (g, xp, ).

Essa estrutura caracteriza um problema de regressao multivariada, em que o objetivo
€ prever simultaneamente trés saidas continuas a partir de trés entradas continuas.

Como nosso modelo se baseia em aprendizado supervisionado, avaliamos trés algo-

ritmos de regressdo amplamente utilizados na literatura:
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— Regressao Linear (RL): modelo paramétrico que busca estabelecer uma relagcao linear
entre as varidveis de entrada e as varidveis de saida, representada por uma combinagao
linear dos atributos;

— Decision Tree Regressor (DTR): modelo baseado em arvore de decisdo, no qual o espago de
atributos € particionado recursivamente de acordo com regras de divisao que maximizam a
reducdo do erro em cada né. Cada folha da arvore corresponde a uma previsao para os
dados que caem naquela regido do espaco;

— Random Forest Regressor (RFR): modelo de aprendizado de conjunto (ensemble), com-
posto por varias arvores de decisao de regressao. Cada arvore € treinada a partir de um
subconjunto aleatério dos dados de treinamento e de um subconjunto aleatdrio dos atribu-
tos, o que aumenta a diversidade entre as arvores. A previsdo final € obtida pela média
das previsdes individuais das drvores, o que tende a reduzir o overfitting € melhorar o
desempenho preditivo.

Os trés modelos foram ajustados utilizando o conjunto de treinamento e avaliados
no conjunto de teste por meio do coeficiente de determinacio R?, métrica padrdo para problemas
de regressao. A comparacdo dos resultados mostrou que:

— o0 modelo RFR apresentou o melhor desempenho preditivo, com R? ~ 0.93, isto &, cerca
de 93% da variancia dos dados de teste explicada pelo modelo;

— o modelo DTR obteve desempenho intermedidrio, com R? ~ 0.84;

— o modelo baseado em Regressdo Linear apresentou desempenho significativamente inferior,
com R? ~ 0.22.

Os resultados, ilustrados na Figura 27, indicam que o Random Forest Regressor € o
mais adequado entre os modelos considerados para realizar predi¢oes dos rétulos (xz, xp,B) a
partir dos atributos (k, ¥, ). Diante desse desempenho superior, adotamos o0 RFR como modelo
de referéncia para a imputacao dos valores ausentes.

Em seguida, utilizamos o modelo RFR treinado sobre dfiltro para estimar os
rétulos (xE, xp,B) das amostras originalmente removidas na etapa de limpeza, isto é, das curvas
de for¢a que compunham os 10,2% dos dados faltantes. Para isso:

1. organizamos os pardmetros de entrada (k,y, @) dessas amostras em um novo dataframe,
denominado dfaltantes;

2. aplicamos o modelo RFR ajustado para prever os valores de (¥g, xp,3) em cada linha de

dfaltantes;
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Figura 27 — Comparacdo dos modelos de predi¢cao Random Forest Regressor (RFR), Regressao
Linear (RL) e Decision Tree Regressor (DTR) em relagdo aos valores de teste de yg. Observa-se
que o modelo RFR apresenta melhor aderéncia aos dados de teste, aproximando-se mais dos
valores observados.

O 3 . — y testexg LR - DTR - RFR
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Fonte: Elaborado pelo autor.
3. incorporamos as previsdes de (¥, xp, B) como novas colunas em dfaltantes.

Dessa forma, dfaltantes passou a conter seis colunas, correspondentes a
[k, vy, ¢, xE, xP, Bl isto é, os mesmos atributos presentes em df iltro, porém com rétulos impu-
tados por meio do modelo RFR.

Como etapa adicional, associamos a cada uma dessas novas amostras um rétulo de
cluster (CLUSTER), de forma consistente com a classificacdo previamente obtida para dfiltro.
Para isso, utilizamos o modelo de k-means ajustado anteriormente, aplicando-o aos pares (X, Xp)
de dfaltantes. Assim, cada curva de for¢a imputada foi atribuida ao cluster mais proximo no
espaco de erros, completando a informacao categdrica sobre o tipo de comportamento (EXP, PL
ou TR).

Por fim, concatenamos os dataframes dfiltro (com dados originais completos) e
dfaltantes (com dados imputados), obtendo um novo dataframe consolidado, denotado por
df, contendo novamente as 2100 amostras iniciais. Esse dataframe final retine, em uma tnica
estrutura dada por [k, ¥, &, X, Xp, B, CLUSTER|, combinando a imputag@o supervisionada
via Random Forest Regressor para os valores ausentes e a clusterizacdo nio supervisionada
via k-means para a classificagao dos trés tipos de materiais (EXP, PL e TR). Essa reconstrug¢ao
completa da base de dados permite a realizacdo de anélises posteriores com maior robustez

estatistica e melhor aproveitamento das informacgdes disponiveis.
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Figura 28 — Escalonamento alométrico da atividade comercial municipal. (a—c) Relagdo entre
a populacdo municipal e o valor de todas as transagdes entre empresas em 2016: (a) vendas
para outras cidades, (b) transacdes intramunicipais € (c) compras de outras cidades. Cada ponto
representa um municipio. As linhas vermelhas representam ajustes bayesianos em escala log—log,
com curvas pontilhadas e tracejadas indicando, respectivamente, os limites inferior e superior
do intervalo de confianga de 95%. O expoente correspondente, 3, captura o escalonamento
alométrico anual para cada tipo de fluxo. (d) Estimativas anuais de 8 para vendas (triAngulos
verdes), transacdes intramunicipais (quadrados roxos) e compras (circulos laranja), com linhas
tracejadas marcando as médias multianuais: (Bg) = 2.07+0.01, (f;) =2.154+0.02 ¢ (Bp) =
1.5440.01. Os expoentes calculados a partir da agregacdo completa de quatro anos indicam
que o comportamento alométrico das trés camadas de comércio no Ceara € estavel ao longo do
tempo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.2 Ciéncia das Cidades

5.2.1 Escalonamento alométrico dos fluxos comerciais municipais

Os expoentes alométricos para os valores transacionados foram inicialmente esti-
mados para o conjunto agregado de produtos. A Figura 28 apresenta os resultados de 2016: os
painéis (a—c) exibem as regressoes bayesianas em escala log—log entre a populagdo municipal e
os valores totais de comércio para vendas intermunicipais, transacdes intramunicipais € compras
intermunicipais. As compras crescem de forma superlinear com 8 = 1.56 (intervalo credivel de

95% ([1.45, 1.67])), enquanto as vendas e o comércio interno exibem crescimento ainda mais
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Figura 29 — Evolu¢do temporal dos expoentes alométricos B (2016-2019) para cada um dos
15 principais grupos de produtos HS2 e para o agregado “Todos os produtos”. Os pontos
representam os valores anuais de 3 estimados para cada produto e categoria de fluxo (compras,
vendas e comércio intraurbano). As linhas tracejadas indicam a média ao longo dos anos, (),
correspondente a cada produto (ou agregado) e categoria.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

acentuado, com By = 2.09 ([1.88, 2.31]) e f; = 2.20 ([2.00, 2.39]). O painel (d) apresenta as
estimativas ano a ano de 2016 a 2019. Resultados para as 15 principais categorias de produtos
sdo fornecidos na Figura 29. Como as estimativas anuais exibem variabilidade moderada —
especialmente para produtos de baixo volume — adotamos médias multianuais como indicadores
mais estdveis do comportamento de escalonamento.

Dois padrdes principais emergem. Primeiro, a intensidade de escalonamento difere
fortemente entre os tipos de fluxo: as compras aumentam moderadamente com a populagao,
enquanto as vendas e o comércio interno crescem de forma muito mais rdpida, com expoentes
bem acima de dois. Segundo, essa divergéncia reflete uma assimetria estrutural entre demanda e
oferta: o consumo cresce mais rapidamente do que a populacao, mas a produgdo e a circulagdo
interna se amplificam desproporcionalmente em cidades maiores. Esses padroes sdo consistentes
com forgas de aglomeragao, especializacdo e redes densas entre empresas, que se fortalecem de
maneira desproporcional em municipios mais prosperos € populosos.

A heterogeneidade especifica por fluxo também emerge no nivel de produto. A
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Figura 30 — Expoentes de escalonamento alométrico por categoria de produto. Valores médios
anuais do expoente alométrico (f3) para os 15 grupos de produtos mais comercializados (c6digos
NCM de 2 digitos). Para cada produto, f é estimado de forma independente para as vendas
intermunicipais (fs, tridngulos verdes), transa¢des intramunicipais (f;, quadrados roxos) e
compras intermunicipais (Bp, circulos laranja). As barras de erro representam o erro-padrao ao
longo dos quatro anos (2016-2019). Linhas horizontais tracejadas indicam as médias gerais multi-
produto para cada tipo de fluxo. Os resultados revelam diferencgas sistematicas de escalonamento
entre os produtos: os fluxos intramunicipais exibem o comportamento superlinear mais forte,
enquanto as compras apresentam o escalonamento mais fraco.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 30 apresenta os expoentes médios de escalonamento (f3) para as 15 principais categorias
NCM, com barras de erro refletindo a variabilidade entre anos. As médias multianuais sdo
% = 1.544+0.03 para compras, E = 2.2440.05 para vendas e E = 2.4740.08 para transa-
¢des intramunicipais. Os coeficientes de variagdo sdo mais baixos para compras (CZ = 0.08),
indicando que a atividade de aquisi¢@o escala de forma relativamente uniforme entre os produtos.
Em contraste, vendas e fluxos internos mostram dispersao mais ampla (CvS =0.09; C£ =0.13),
refletindo maior sensibilidade as capacidades de comercializagdes locais, a estrutura das cadeias
de suprimento e ao contexto institucional.

Tomados em conjunto, esses resultados revelam um desequilibrio sistemético entre
demanda e oferta na escala urbana. Cidades maiores ndo sdo apenas mercados maiores; elas sao
desproporcionalmente mais fortes como produtoras e como agentes de comércio interno. Essa

assimetria ajuda a explicar desequilibrios comerciais persistentes entre municipios. Ela destaca
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Figura 31 — Estrutura Zipf-Mandelbrot na RCA municipal. Graficos rank—ordem da Vantagem
Comparativa Revelada (RCA) para todos os municipios em 2016, apresentados separadamente
para (a) vendas intermunicipais, (b) transa¢des intramunicipais e (c) compras intermunicipais. A
curva preta representa a distribui¢do entre todos os municipios e produtos. Cidades selecionadas
sdo deslocadas horizontalmente para maior clareza visual — Fortaleza (maior), Crato (6* maior),
Caridade (90*) e Guaramiranga (menor). Para RCA > 1 (linhas tracejadas), as distribui¢des
seguem uma forma Zipf—Mandelbrot com expoentes ag = 1.23 (vendas), oy = 1.24 (intra) e
o = 0.84 (compras), indicando um decaimento mais acentuado e maior especializagdo em
vendas e atividade interna. Em contraste, as compras apresentam uma cauda mais plana,
consistente com um padrdo mais diversificado de produtos demandados.
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Figura 32 — Distribui¢Oes de rank-size dos valores de Vantagem Comparativa Revelada (RCA)
para os municipios do Ceard nas trés modalidades de fluxo: (a) vendas, (b) transa¢des intra-
municipais e (¢) compras. Para cada categoria, sdo mostradas as curvas de 20162019, que
exibem grande sobreposi¢do e, portanto, robustez temporal. A linha laranja em cada painel
representa o ajuste Zipf—-Mandelbrot, RCA (k) ~ (k+¢)~%, indicando um claro decaimento em
lei de poténcia para RCA > 1. Os expoentes médios de Zipf ao longo do periodo sdo (atg) = 1.25
(vendas), (ay) = 1.23 (intramunicipal) e (ag) = 0.82 (compras).
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possiveis alavancas de politica: expandir portfélios locais de capacidades e reduzir resisténcias
de coordenacao, por meio do desenvolvimento de fornecedores, do aprimoramento logistico e
da capacitacdo da forga de trabalho, tende a gerar os ganhos mais significativos em vendas e

atividade do mercado interno, onde os retornos de escalonamento sdo mais acentuados (Duranton,;

Puga, 2004).
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5.2.2 Estrutura de Zipf-Mandelbrot das Capacidades Especializadas

Classificamos todos os pares cidade—produto por valores de RCA em ordem de-
crescente. Para RCA > 1, as distribui¢cdes seguem a lei de Zipf—Mandelbrot (Liu; Gao, 2019;
Mandelbrot, 1953; Mandelbrot, 1982), conforme descrito na Eq. 4.5. O padrio resultante, um
Zipf truncado composto por uma lei de poténcia seguida por um corte abrupto, captura a tensao
fundamental entre diversificagdo e especializacdo. O trecho em lei de poténcia reflete a aquisi¢ao
cumulativa e autorrefor¢ada de capacidades em um conjunto restrito de atividades, enquanto o
corte sinaliza limites estruturais a diversificagdo impostos por escala, qualificacdo e condi¢des
institucionais. Do ponto de vista da complexidade, esses padrdes zipfianos revelam desigual-
dades persistentes na especializacao setorial e o espago limitado de diversificagdo disponivel
para municipios pequenos e médios. Entretanto, as trés camadas de comércio exibem regimes de
escalonamento distintos.

A Figura 31 apresenta as curvas correspondentes de rank-size para 2016. As compras
exibem o menor expoente (0 = 0.84), produzindo uma curva mais plana e uma distribui¢do mais
homogénea de vantagem comparativa entre os municipios. As vendas e as transagdes intraurbanas
apresentam expoentes mais altos (as = 1.23; oy = 1.24), indicando uma queda mais acentuada
e maior concentragdo de RCA em um subconjunto reduzido de pares cidade—produto. Essa
hierarquia € compativel com a presenca de polos centralizados de produc¢ao, industrias localmente
especializadas e redes logisticas assimétricas que reforcam a concentragdo do lado da oferta em
comparacao com a demanda.

As curvas de rank-size de RCA também revelam um gradiente explicito de especi-
alizacdo diversificacdo entre os municipios. Cidades grandes e diversificadas, como Fortaleza
(a maior) e Crato (a sexta maior), exibem curvas curtas e fortemente concentradas proximas
de RCA = 1, refletindo portfélios amplos de produtos que espelham a estrutura do estado. Em
contraste, municipios pequenos e altamente especializados, como Caridade (90°) e Guaramiranga
(o menor), exibem caudas longas com RCA > 1 em alguns produtos de nicho e RCA < 1 nos
demais, consistentes com conjuntos estreitos de capacidades. Essa heterogeneidade transversal
se agrega na estrutura estatal de Zipf—Mandelbrot para RCA > 1: a diversificacdo comprime a
vantagem comparativa, enquanto a especializacdo produz valores extremos.

Especializacdes fortes dominam a cauda direita. Apenas 18-28% dos pares ci-
dade—produto satisfazem RCA > 1, o que significa que a maior parte dos pares estd abaixo da

média estadual. Assim, a especializacdo genuina concentra-se em uma minoria de capacida-
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Figura 33 — Matrizes bindrias de RCA por camada de comércio. As matrizes cidade—produto
em 2016 mostram quais municipios exibem Vantagem Comparativa Revelada (RCA > 1) em (a)

vendas intermunicipais, (b) transagdes intramunicipais (internas) e (¢) compras intermunicipais.

Cada ponto verde marca um par cidade—produto no qual o municipio ¢ se especializa no produto
p- As linhas correspondem aos 184 municipios ordenados por Fitness crescente, e as colunas

correspondem aos 1.228 produtos NCM de quatro digitos ordenados por Complexidade crescente.

Quatro municipios de referéncia sdo destacados: Fortaleza (FOR, mais populoso), Crato (CRA,
6° maior), Caridade (CAR, 90°) e Guaramiranga (GUA, o menor). Exemplos de produtos de
menor a maior complexidade em cada camada incluem: em vendas, do NCM 7311 (contéineres
para gases comprimidos ou liquefeitos) ao NCM 8904 (embarcacdes para reboque ou empurrar
outras embarcacodes); em transagdes intraurbanas, do NCM 6904 (tijolos/ladrilhos ceramicos)
ao NCM 8478 (méaquinas para preparacao de tabaco); em compras, do NCM 2710 (6leos de
petréleo) ao NCM 5108 (fios de pelos finos de animais). As matrizes revelam uma estrutura
fortemente aninhada: municipios de alto Fitness participam tanto de produtos complexos quanto
de produtos simples, enquanto municipios de baixo Fitness permanecem concentrados em um
conjunto estreito de bens de baixa Complexidade. Notavelmente, apesar de ter a menor populagao,
Guaramiranga posicionou-se consistentemente acima de muitos municipios em Fitness, refletindo

uma diversificacdo impulsionada por sua economia orientada ao turismo.
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des. Esses padroes sao notavelmente estaveis ao longo do tempo, com os dados praticamente
colapsando uns sobre os outros para 2016-2019, como mostrado na Figura 32. Os expoentes
médios de Zipf-Mandelbrot sdo (o) = 1.25, (o) = 1.23 e (o) = 0.82. Essa persisténcia
temporal sugere que a especializacdo relativa € ancorada por fundamentos de evolucdo lenta,
como capacidades acumuladas, estrutura das cadeias de suprimento e resisténcias institucionais,
que se transformam em horizontes plurianuais mesmo quando os volumes totais de comércio

flutuam.

5.2.3 Fitness e Complexidade

A Figura 33 revela uma estrutura hierarquica pronunciada de cidade—produto em
todas as camadas de comercio. Municipios de alto Fitness ocupam regides amplas da matriz,
incluindo muitos produtos de alta complexidade, enquanto municipios de baixo Fitness exibem
incidéncias esparsas concentradas em bens ubiquos e de baixa complexidade. Essa hierarquia

aninhada aparece em vendas intermunicipais, transa¢gdes intramunicipais (internas) e compras

FOR
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CAR



102

Figura 34 — Mesmo procedimento da Figura 33 para 2017. Extremos por camada: vendas
— menor NCM 7311 (contéineres para gases comprimidos ou liquefeitos), maior NCM 8604
(veiculos para inspecao e manutencdo de ferrovias ou similares); mercado interno — menor
NCM 8201 (pas, enxadas, picaretas, forcados, garfos, ovos e raspadores; machados, capdes
e ferramentas semelhantes com fio), maior NCM 2913 (derivados halogenados, sulfonados,
nitrados ou nitrosados dos produtos da posi¢cao 29.12); compras — menor NCM 2710 (6leos de

petréleo), maior NCM 2616 (minérios de metais preciosos e seus concentrados).
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intermunicipais, embora com diferengas visiveis em densidade. As camadas do lado da oferta
(vendas e circulacdo interna) formam faixas mais espessas e continuas entre cidades diversifica-
das, indicando que esses municipios nao apenas produzem uma maior variedade de bens, como
também movimentam internamente essa producio em larga escala, o que sugere capacidades
de comercializacao mais desenvolvidas e um circuito econdmico interno mais ativo. Em con-
traste, a camada de compras € mais fina e distribuida de maneira mais difusa, refletindo uma
demanda que escala com o tamanho urbano, mas se diversifica menos. Os casos destacados
na Figura 33 (Fortaleza-FOR, Crato-CRA, Caridade-CAR, Guaramiranga-GUA) ilustram esse
gradiente: Fortaleza, a maior cidade do estado, abrange tanto bens complexos quanto bens

simples em todas as camadas, enquanto municipios menores se concentram em nichos mais
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Figura 35 — Mesmo procedimento da Figura 33 para 2018. Extremos por camada: vendas —
menor NCM 0102 (animais vivos da espécie bovina), maior NCM 2610 (minérios de cromo e
seus concentrados); mercado interno — menor NCM 0102 (animais vivos da espécie bovina),
maior NCM 7105 (p6 de diamante, pedras preciosas, semipreciosas ou sintéticas); compras —
menor NCM 2202 (dguas, incluindo 4guas minerais e dguas gaseificadas), maior NCM 8524
(moédulos de visualizacao de tela plana, mesmo que incorporem telas sensiveis ao toque).
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estreitos, com portfélios comercializados menos diversificados. Essa configuracio reflete uma
maior especializacdo setorial, o que, embora possa ser uma estratégia compativel com a escala
dessas cidades, também as torna mais sensiveis a choques que atinjam diretamente os setores
em que sdo especializadas.As andlises das matrizes bindrias de RCA por camada de comércio
referentes aos demais anos encontram-se disponiveis nas Figuras 34 (2017), 35 (2018) e 36
(2019).

Municipios do Ceard apresentam trajetdrias heterogéneas no plano Fitness-per-capita
versus PIB-per-capita entre 2016 e 2019 (Figura 37), indicando que competitividade estrutural
e renda coevoluem, mas de forma desigual entre as diferentes camadas de comércio. Grandes

cidades, especialmente Fortaleza, deslocam-se ao longo de fronteiras de alto Fitness e alta renda,
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Figura 36 — Mesmo procedimento da Figura 33 para 2019. Extremos por camada: vendas
— menor NCM 7311 (contéineres para gases comprimidos ou liquefeitos), maior NCM 6703
(cabelo disposto na mesma direcao, fino, descolorido ou preparado de outra forma); mercado
interno — menor NCM 0102 (animais vivos da espécie bovina), maior NCM 2307 (borras de
vinho; tartaro em bruto); compras — menor NCM 2710 (Sleos de petréleo), maior NCM 5005
(filamentos de residuos de Seda, ndo embalados para venda a varejo).
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enquanto municipios de médio e pequeno porte exibem trajetorias mais curtas e irregulares. A
relacdo € mais forte nas camadas de vendas e intra-cidade, onde a acumulacao de capacidades
acompanha de perto o crescimento da renda, e mais fraca na camada de compras, no qual
aumentos de demanda ndo sdo acompanhados por avancos comparéaveis em sofistica¢ao estrutural.
Esses padroes apontam para persistentes lacunas de capacidades e sugerem que a atualizacdo €
dependente da trajetdria, avancando mais rapidamente onde redes produtivas e circulagdo interna
ja sdo densas.

As propriedades de escalonamento do Fitness fornecem uma quantificagdo mais
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Figura 37 — Trajetérias de 2016 a 2019 no plano Fitness—PIB. A coevolu¢ao do Fitness per
capita e do Produto Interno Bruto per capita dos municipios € mostrada para as trés camadas
de comércio, com eixos em escala logaritmica: (a) vendas intermunicipais, (b) transacdes
intramunicipais (internas) e (c) compras intermunicipais. Cada seta representa a trajetoria de
quatro anos de um municipio, de 2016 a 2019. Os cinco municipios mais populosos — Fortaleza
(laranja), Caucaia (roxo), Juazeiro do Norte (verde), Maracanau (vermelho) e Sobral (marrom) —
sdo destacados para ilustrar os caminhos desenvolvimentistas heterogéneos observados no estado.
As trajetorias revelam como a competitividade estrutural (Fitness) e os niveis de renda (PIB)
evoluem conjuntamente em diferentes contextos transacionais, com alguns municipios exibindo
ganhos simultineos em ambas as dimensdes, enquanto outros permanecem essencialmente
estaciondrios.
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formal dessas relagdes. Expressando a alometria como

F ~ (populagzéo)ﬁ F, 5.7

observamos um comportamento claramente superlinear em todas as camadas de comércio,
mas com inclina¢cdes marcadamente diferentes (Figuras 46(a—c)). Para 2016, os expoentes
sao Bf = 2.03 para vendas intermunicipais, BIF = 1.74 para transagdes intra-cidade, e um
valor substancialmente mais fraco de B}; = 1.26 para compras intermunicipais. Resultados
para 2017-2019, apresentados no apéndice E, exibem a mesma estrutura qualitativa: o Fitness
cresce muito mais rapidamente com a populacio nas camadas de oferta e recirculagcdo, enquanto
permanece préximo da proporcionalidade na camada de compras.

Como o Produto Interno Bruto também escala com a populacdo com expoente 3¢

Figura 46(d), a relacdo entre Fitness e renda pode ser reescrita como

F ~ (PIB)P" /B¢ (5.8)

Nesse contexto, porém, é mais informativo interpretar o Fitness como uma medida estrutural que
antecede a renda: isto €, variacdes nas capacidades de comercializacdo (capturadas pelo Fitness)
estdo associadas a variagdes sistemdticas no PIB. A razio B /B¢ é fortemente superlinear para
vendas, moderadamente superlinear para o comércio interno, e aproximadamente linear para

compras. Assim, dobrar a renda municipal mais do que dobra o Fitness associado as atividades
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Figura 38 — Escalonamento do Fitness com populacdo e renda. (a—c) Fitness municipal versus a
populacdo em 2016 nas trés camadas de comercio: (a) vendas intermunicipais, (b) transacoes
intramunicipais (internas) e (c) compras intermunicipais. Os expoentes de escalonamento
sdo estimados por regressdao bayesiana em escala log—log (linhas vermelhas), com intervalos
de confianga de 95% indicados pelas linhas pontilhadas (inferior) e tracejadas (superior). O
Fitness escala de forma superlinear com a populagdo em todas as categorias, com ﬁf =2.03,
ﬁIF =1.74e ﬁg = 1.26. (d) O PIB em func¢ao da populag¢do para o mesmo periodo fornece uma
relacao de escalonamento urbano com expoente 3¢ = 1.25 (as linhas pontilhada e tracejada
indicam o intervalo de confianca de 95%). (e) Razoes anuais B /BC para 2016-2019. O Fitness
associado a vendas (verde) e circulacdo interna (roxo) cresce superlinearmente com a renda
B/ B ~1.62¢ B} /BY ~1.39). Em contraste, o Fitness associado a compras (laranja) cresce
de forma aproximadamente proporcional (Bg /B¢ =~ 1), indicando que capacidades estruturais
se expandem de maneira desproporcional com a prosperidade apenas nos lados da oferta e da
circulagdo interna.
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de venda e circulagdo interna, enquanto gera aumentos aproximadamente proporcionais no
Fitness relacionado as compras. Essa assimetria entre camadas indica que a acumulacao de
capacidades é impulsionada principalmente pela producao e pela recirculacdo interna, ao passo
que as capacidades do lado da demanda escalam de forma mais uniforme com o tamanho do
mercado.

A associacdo entre os rankings de Fitness e de PIB oferece uma perspectiva adicional
sobre essa relacdo. Em todas as redes, hé correlacdo positiva entre Fitness e PIB, como mostrado
na Figura 39, cos coeficientes de Spearman s@o (.78 para vendas, 0.77 para transacOes internas e
(0.72 para compras, indicando uma forte associagdo monotonica entre as ordenacdes das cidades.
Quando consideramos o ajuste linear entre Fitness e PIB, os coeficientes de determinagao sao
R?=0.61 para vendas, R>=0.59 para transacdes internas e R”=0.52 para compras, o que revela

uma relacdo estatisticamente robusta, porém com dispersao considerdvel em torno da tendéncia
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Figura 39 — Comparacdo rank-rank entre o Fitness municipal e o PIB nas trés camadas de
comercio: (a) vendas intermunicipais, (b) transacdes intramunicipais (internas) e (¢) compras
intermunicipais. Cada ponto corresponde a um municipio, plotado por sua posi¢do no ranking
de PIB (eixo x) e no ranking de Fitness (eixo y). A linha vermelha e um ajuste de minimos
quadrados mostrado apenas para visualizagdo. Os coeficientes de correlacdo de Spearman sao
0.78 para vendas, 0.77 para transacdes internas e (.72 para compras, indicando uma associagao
monotonicamente forte entre produto econdmico e capacidade estrutural, com alinhamento
ligeiramente mais fraco no lado da demanda. Essas correlagdes corroboram os resultados de
escalonamento, que mostram que capacidades ligadas a oferta e circulacio interna acompanham
a renda mais de perto do que as capacidades de compra impulsionadas pela demanda.

0 Spearman coefficient :0.78 Spearman coefficient :0.77 . Spearman coefficient :0.72

150 100 50 0 150 100 50 0 150 100 50 0
rank (PIB) rank (PIB) rank (PIB)
Fonte: Elaborado pelo autor.

média. A correlagdo mais fraca na camada de compras reflete seu cardter mais difuso e orientado
pela demanda, consistente com a escala quase linear do Fitness associado as atividades de
compra em relacdo a renda. Por outro lado, o alinhamento mais substancial nas redes de vendas
e de comércio interno reflete seu comportamento superlinear e refor¢a a interpretacao de que
as capacidades estruturais estdo mais estreitamente vinculadas as atividades do lado da oferta
e da recirculagdo interna. Em conjunto, esses padroes baseados em rankings corroboram os
resultados alométricos e de complexidade: cidades mais ricas ocupam consistentemente posi¢oes
de maior Fitness de comercializagdo e circulacao interna, enquanto o componente de compras
isoladamente é um indicador mais fraco de sofisticag¢do estrutural.

De modo geral, as evidéncias mostram que populagdo e renda nado se traduzem de
forma uniforme em ganhos de capacidades nas diferentes camadas de comércio. A comerci-
alizacdo e a circulacdo interna constituem os principais canais pelos quais novas capacidades
emergem e se expandem, beneficiando-se de forma desproporcional de forcas de aglomeracao,
como bases de fornecedores mais profundas, transbordamentos de conhecimento e redes inter-
empresas densas. Em contraste, a atividade de compras escala de maneira mais uniforme com
o tamanho do mercado e desempenha um papel mais limitado na formacdo de capacidades.
Esses resultados destacam a natureza assimétrica da acumulagdo de capacidades em economias
urbanas e reforcam a importancia de considerar multiplas dimensdes do comércio ao avaliar a

competitividade regional.
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5.2.4 Limitacoes

Os dados de NF-e capturam principalmente transacdes formais de bens entre empre-
sas; atividades informais e muitos servigos estdo sub-representados. Empresas com multiplos
estabelecimentos podem registrar operacdes entre municipios a partir de unidades centralizadas
de faturamento, o que pode distorcer alguns fluxos. Além disso, categorias HS4 podem agrupar
itens heterogéneos. Esses fatores provavelmente geram estimativas conservadoras de concentra-
¢d0; ainda assim, os padrdes de escalonamento e as distribuicdes do tipo Zipf—Mandelbrot sdao

pronunciados e robustos ao longo dos anos e entre diferentes niveis de agregacao de produtos.
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6 CONCLUSAO

Nesta tese, investigamos dois sistemas complexos de naturezas distintas, um fisico
mesoscopico baseado em redes viscoeldsticas e um urbano-econdmico estruturado a partir de
fluxos de multicamadas de comércio entre municipios, € mostramos que ambos exibem regu-
laridades de escala e leis de poténcia como assinaturas estruturais de sua organizacao coletiva.
Ao longo do trabalho, demonstramos que uma abordagem orientada por dados, combinada a
modelagem de sistemas complexos, funciona como a ponte metodoldgica capaz de revelar, com-
parar e interpretar fenOmenos emergentes nesses contextos tao diferentes. Embora esses sistemas
pertencam a dominios distintos, concluimos que ambos exibem caracteristicas universais da
complexidade: multiplos agentes interagindo localmente, relacdes nao lineares, heterogeneidade
estrutural, dinAmica multiescala e o surgimento de regularidades coletivas que ndo podem ser
reduzidas a soma das partes.

No sistema viscoeldstico, analisamos inicialmente o caso homogéneo, no qual todas
as ligacOes possuem a mesma constante eldstica. Concluimos que a emergéncia de relaxacdes do
tipo power-law emerge, no modelo, em associacao direta com a dissipacao ndo linear quando
0.30 < o < 0.45, desde que k > 800 e y > 80. Dentro desse intervalo critico, verificamos
que a relaxag@o coletiva segue F(t) ~ 1B, com B diminuindo de aproximadamente 1.38 para
1.07 a medida que o aumenta de 0.30 para 0.45, evidenciando uma relagcdo sistemadtica entre
a dissipacao mesoscopica e o regime de relaxacdo macroscopico. Esse resultado confirma
que, mesmo em uma rede estruturalmente ordenada, a combinag¢do entre interacdo eldstica e
dissipacdo sublinear gera propriedades macroscOpicas emergentes que ndo podem ser previstas a
partir dos componentes individuais.

Ao introduzirmos heterogeneidade Gaussiana nas interacdes eldsticas, com ky; ~
N (kp,0), constatamos que a complexidade se intensifica. Para k,, > 500 e y > 80, independen-
temente de o, observamos que a separacdo entre regimes EXP e PL torna-se mais nitida por meio
do parametro . Verificamos que respostas exponenciais predominam para o < 0.45e o = 0.70,
enquanto regimes power-law emergem principalmente no intervalo 0.20 < o < 0.55. Nas regides
em que esses intervalos se sobrepdem, identificamos coexisténcia estatistica entre respostas EXP
e PL, produzindo uma regido de transicao classificatéria compativel com a presenca de fronteiras
entre regimes dinamicos distintos. Para todos os casos classificados como PL, observamos
que B3 se concentra aproximadamente no intervalo 0.81 < 8 < 1.50. Concluimos, assim, que

o expoente de arrasto o funciona como um verdadeiro parametro critico, regulando transi¢des
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emergentes e organizando a dindmica coletiva do material.

Em todas essas andlises, empregamos técnicas de Ciéncia de Dados como clusteriza-
¢do k-means, RFR para imputagdo, diagramas de coordenadas paralelas e a exploracdo de um
espaco paramétrico com mais de 5400 simulacdes para a rede heterogénea Gaussiana e 2100
simulagdes para a rede homogénea para mapear regimes, identificar fronteiras entre compor-
tamentos distintos, caracterizar propriedades multiescala, reduzir incertezas classificatdrias e
interpretar padroes emergentes. Os resultados obtidos refor¢am que a interag@o entre modelagem
fisica e Ciéncia de Dados € essencial para revelar padroes profundos em sistemas complexos
materiais.

No sistema urbano-econdmico, analisamos fluxos organizados em trés camadas,
compras, vendas e circulacio interna, entre 184 municipios. Verificamos que os fluxos seguem
relacdes alométricas do tipo S ~ populationﬁ, com f3 &~ 1.54 para compras, 3 = 2.07 para vendas
e B ~ 2.15 para circulagdo interna. Esses resultados nos permitiram concluir que cidades maiores
ndo sdo apenas versoes ampliadas de cidades menores, mas sistemas qualitativamente distintos,
exibindo retornos crescentes a escala e forte concentragc@o funcional.

Também constatamos que as distribui¢des de Vantagem Comparativa Revelada
seguem a lei de Zipf—-Mandelbrot, descrita por RCA (rank) ~ (rank + ¢) %, revelando hierarquia
e especializagdo estrutural estdveis ao longo do tempo. Ademais, observamos que o Fitness
municipal escala superlinearmente com a populacdo, seguindo F ~ population'BF, com expoentes
distintos entre as camadas, o que refor¢ca que capacidades produtivas se acumulam de forma
desproporcional em centros urbanos maiores. Esse conjunto de evidéncias demonstra que a
economia urbana opera como um sistema adaptativo complexo: agentes heterogéneos interagem
localmente, gerando padrdes globais emergentes; retroalimentacdes refor¢cam especializagdes
produtivas; capacidades evoluem de forma path-dependent; e a estrutura da rede se reorganiza no
tempo em resposta a mudancas demogréficas, logisticas e econdmicas. Tais resultados confirmam
que cidades constituem sistemas complexos onde heterogeneidade, hierarquia, nestedness,
dependéncia de trajetéria e emergéncia de padrdes coletivos desempenham papéis fundamentais.

Novamente, foi por meio de técnicas de Ciéncia de Dados aplicadas a grandes
volumes de dados (big data), regressdes bayesianas, andlise de redes, extracdo de expoentes,
ordenamento Zipf-Mandelbrot e medidas iterativas como Fitness-Complexity que nos permitiu
revelar as estruturas profundas do sistema urbano, identificar regularidades macroscépicas e

mapear como capacidades produtivas e fluxos comerciais se organizam.
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Ao integrar os dois estudos, observamos que o elo conceitual desta tese nao reside
apenas na presenca de leis de poténcia em ambos 0s sistemas, mas no problema cientifico
comum que eles representam: a inferéncia de propriedades coletivas emergentes em sistemas
compostos por muitos elementos interagentes a partir de dados locais de alta dimensionalidade.
Concluimos que leis de poténcia aparecem de forma universal, tanto na dindmica de materiais
viscoeldsticos quanto na organizacao econdomico-urbana. Em ambos os dominios, observamos
fendmenos genuinamente multiescala, nos quais processos microscopicos, mesoscopicos e
macroscopicos se acoplam para produzir regimes coletivos emergentes. Nesses contextos,
observamos comportamentos sem uma escala caracteristica dominante, compativeis com leis de
poténcia e outras regularidades do tipo scale-free. Miultiplas escalas interagem simultaneamente
e nenhuma prevalece, resultando em comportamentos de cauda pesada e padrdes robustos de
auto-organizacgao.

Identificamos, ainda, a presenca de fronteiras criticas entre regimes, mecanismos de
cooperacdo entre multiplos elementos, reorganizacdo coletiva e forte dependéncia de parametros
mesoscopicos, como o expoente de arrasto & e o expoente de relaxacédo B no sistema viscoelds-
tico, bem como o expoente alométrico 3 e o expoente de Zipf-Mandelbrot ¢ no sistema urbano.
Em sintese, demonstramos que a complexidade ndo € um atributo isolado, mas um fendmeno
estrutural que atravessa sistemas fisicos e socioecondmicos, manifestando-se por meio de leis de
poténcia, heterogeneidade, emergéncia e organizacao multiescala.

Por fim, concluimos que a Ciéncia de Dados, ao lidar com grandes volumes de
dados, espacos paramétricos amplos, algoritmos iterativos, métodos de classificacdo e andlise
de redes torna-se indispensavel para revelar a organizacdo profunda desses sistemas. Assim,
esta tese demonstra que fendomenos tao distintos podem ser compreendidos a partir de principios
unificadores da teoria de sistemas complexos e que seu estudo exige, necessariamente, uma

abordagem orientada por dados.
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APENDICE A - MODELO NUMERICO

O anexo aborda o uso da dindmica molecular (DM) como uma técnica de simulacao
computacional para estudar o movimento de particulas em escalas atdmicas ou mesoscopicas. A
DM € aplicada aqui em uma abordagem multi-escala, visando relacionar propriedades observadas
em escalas mesoscopicas com aquelas em escalas macroscépicas. Este método € crucial para
entender como um conjunto de particulas em pequena escala traduz-se em propriedades de
materiais viscoeldsticos em escalas maiores. Esta compreensdo € fundamental para controlar e
compreender o comportamento dos materiais em nivel mesoscdpico, integrando a dindmica e as
interagdes em diferentes escalas.

A modelagem computacional multi-escala é uma ferramenta valiosa para pesquisa
e desenvolvimento de materiais, fornecendo insights detalhados sobre o comportamento dos
materiais em diferentes niveis de escala. Esta abordagem é essencial para o design de materiais
com propriedades especificas, adaptando suas caracteristicas para atender as necessidades
especificas. A aplicabilidade dessa técnica estende-se a varios campos da ciéncia, incluindo

biofisica, ciéncia dos materiais, engenharia, quimica, sistemas complexos e matéria mole.

A.1 Equacoes de Movimento das Particulas

As posi¢Oes das particulas sao determinadas por célculos numéricos baseados na
segunda lei de Newton. Esta abordagem permite replicar resultados significativos da mecanica
analitica considerando as interagdes entre os corpos. A forga resultante que atua em cada
particula é dada por:

. 4?7 (t
Fi(t) = ma(t) = m—;;( ),

(A.1)
onde o vetor de posic¢do 7(t) para cada particula k é expresso em coordenadas tridimensionais,
integrando a dindmica e as interagdes das particulas no espaco. A trajetéria de um grupo
de N particulas € representada em um espagco de 3N dimensdes, com cada ponto ao longo
dessa trajetoria definido por um vetor de 3N elementos. As posi¢des iniciais e velocidades das
particulas (74 (0),V,(0)) sdo essenciais para iniciar a simulagdo e prever suas trajetorias futuras.

A discretizacdo das trajetorias futuras € feita em intervalos regulares A¢, permitindo o

acompanhamento e cdlculo das mudancas no sistema ao longo do tempo. O algoritmo de Verlet é
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um método computacional reconhecido para calcular a posi¢ao futura das particulas com base nas
equagdes cinematicas do movimento. Este algoritmo € particularmente util para a simulacao de
DM, pois proporciona uma maneira eficiente de integrar as equagdes de movimento ao longo do
tempo (Verlet, 1967). Esta abordagem multi-escala na DM fornece uma compreensdo profunda
do comportamento dos materiais em diferentes escalas, essencial para avancos na ciéncia dos

materiais € em outras areas relacionadas.

A.1.1 Discretizacdo do Algoritmo de Verlet

O algoritmo de Verlet € uma técnica de integracdo numérica amplamente selecionada
devido a sua capacidade de manter uma 6tima conservagdo de energia e estabilidade da simulacdo
ao longo do tempo, mesmo em cendrios nos quais outros métodos tradicionais podem apresentar
oscilacdes numéricas. A esséncia do método reside na atualizacao iterativa das posicoes das
particulas com base em aproximagdes sucessivas da aceleracdo. Isso € realizado em passos
discretos, o que proporciona uma abordagem robusta para a predi¢cdo precisa das trajetdrias das
particulas ao longo do tempo. O algoritmo se concentra na relacio entre duas expansdes em série

de Taylor do vetor posi¢do para um tempo anterior 7(f — At) e um tempo posterior 7(¢ + Ar),

. . dr (1) d*h (1) A2 dPF (1) AP A

t+At) ~ 7 (t At —_— —+O0(t A2
. . d?k(t) d27k(l‘) Ar? d?’?k(l) A3 4

t—At) ~7(t) — At —— ————+0(t A3

entdo ao somarmos as duas expressdes mencionadas, isolarmos 7 (f + Ar) e substituirmos

2—
d;—fz(t) = dj/(t), obtemos

Fe(t 4 Ar) = 27, (1) + Tt — Ar) 4 a@x (1) A + O(eY), (A4)

com isso, ao empregar diferencas simetricamente centradas para aproximar dy(z), conseguimos
alcancar uma maior precisdo no método. Para calcular as velocidades, realizamos a subtracao

das expressoes A.2 com a A.3 tal que

dvy
dt

. Fr(t +At) — 7 (t — Ar)
= Vilr) = 200

+0(1%). (A.5)
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Portanto, podemos descrever o algoritmo de Verlet como

(Algoritmo de Verlet)
Dadas as posicoes 7 (t — At) e Fi(t),
1. Determinar d(t) em funcédo de {7;(z)},
2. Pt +At) «— 27 (t) + Pt — At) 4G (1) AL,
3. Vi(t) «— [Pt + Ar) — 7 (t — Ar)] /(2Ae).

Entretanto, o algoritmo de Verlet apresenta algumas limitacdes notdveis. Uma delas
¢ a consideravel ordem de erro da velocidade, que € da ordem de O(tz). Além disso, as equagdes
encontram problemas quando ¢ = 0, especialmente devido a expressdo (7(0 — Ar)) (Allen;
Tildesley, 2017). A determinac¢do da velocidade é impactada pela presenca do termo 2Af no
denominador, especialmente quando At é escolhido como um valor menor. Uma complicagao
adicional surge da necessidade de examinar a posi¢do e a velocidade das particulas em instantes
distintos, ou seja, nos intervalos de tempo t — Af e t. Isso implica que a velocidade no tempo
¢t ndo pode ser calculada até que a coordenada no tempo ¢ + At seja estabelecida, introduzindo

complexidades na sincronizagao das grandezas fisicas.
A.1.2 Discretizacdo de Velocity-Verlet

A discretizag@o de Velocity-Verlet aborda eficazmente a questao do reescalonamento
das velocidades presente no método de Verlet, a0 mesmo tempo que assegura a conservacao de

energia. Ao reescrever a série de Taylor até a segunda ordem para a expressao A.2, temos

2

Fr(t + At) = 7 (1) —|—\7k(t)At—|—Eik(t)T, (A.6)

note que o vetor posicdo depende do vetor velocidade. Portanto, iremos realizar um novo

desenvolvimento em série de Taylor para determinar as velocidades. Nesse processo, substituimos

i (t + At) — Vi (t + Ar), resultando em

da (1) A?
d 27

da (1)

podemos encontrar o termo —_;~ pela aproximagdo em série de Taylor de d(z + Ar) até a

Vk(l‘ +AZ‘) = \7]{(1‘) +ﬁk(1)At + (A.7)

primeira ordem, resultando em
day(t)
dt

—

5k(l+Al) = k(l) +

At, (A.8)
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. dag(t) .
e assim o valor de ac]ft( ) ¢ dado

dﬁk(l) 5k(l+At>—ﬁk(t)

= A9
dt At ’ (A.9)
e reescrevendo a expressdao A.7 com o valor de %t(r), obtemos

ﬁ , , ap(t +Ar) — a(t)] Ar?

Vi(t + At) = Vi (¢) + dp (1) At + K Az 4 )] -
(A.10)

ay(t+ At) +d(t
_ ‘—}»k(t) + [ak( + 2)+ak< >]At

Assim, as equagdes A.6 e A.10 descrevem o método de discretizagao de Velocity-
Verlet que permitem prever as futuras posi¢oes e velocidades das particulas. Essa previsdo ocorre
ao avangarmos no tempo, indo de (7 (), V(1)) para (7 (t + At), Vi (t + At)) (Allen; Tildesley,
2017; Allen, 2004).

A.1.3 Algoritmo de Velocity-Verlet

O algoritmo de Velocity-Verlet, popularmente conhecido como o algoritmo leap-frog,
€ uma extensao do algoritmo de Verlet e € fundamentado na expansao em série de Taylor para
a resolucdo de equagdes de movimento, notadamente na equacdo A.6. Ao examinar os dois
ultimos termos dessa equacao e destacar o termo Af, podemos reestruturar o procedimento da

seguinte forma

. . At
k(f)+ak(f)7]
Pr(t + At) =Fe(t) + | At, (A.11)
Vk(t + A2t>

com isso, o termo em destaque representa a expansao da série de Taylor na velocidade em

% (:+%> _ [Vk(t)—i—&’k(t)%], (A.12)

(r+ %), entio

reescrevendo a equagdo A.11, podemos expressar a equacio da posi¢do da seguinte forma

At
Pt +Ar) =TFi(t) + Vi <t—|—7)At, (A.13)
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reorganizando a equagdo A.10, podemos expressar o vetor velocidade como

)+ (1)
Vk ak N —
(4 At
Bt + At) = 2|y %At. (A.14)
Vit + Azt)

reescrevendo a expressao A.14, temos

At a;(t+ At
Vi(t+ A1) =V | t+ — M

At. A.l
> + > ! (A.15)

Portanto, o algoritmo de Velocity-Verlet € descrito como

(Algoritmo de Velocity-Verlet)
Dada a posigdo 7 (¢) e a velocidade Vi(1),
1. Determinar dy(t) em fungdo de {7 ()},
2. W(t+ ) «— () +a(n)5,
3. Rt + A1) «— Filt) +¥i(r + &) A,
4. Determinar di(t + Ar) em fungdo de {7 (r + At)},
5. Vit 4+ Ar) — (1 4+ A) + TR Ay

Assim, esse método ndo apresenta problemas em ¢ = 0, pois as posi¢des e velocidades
das particulas sdo consideradas simultaneamente. Além disso, as equacdes de velocidade ndo
sdo afetadas por divisdes envolvendo valores menores. Uma desvantagem do método € a
necessidade de realizar dois cdlculos numéricos das aceleracdes em um dnico ciclo de integracao
das equacdes diferenciais. Apesar disso, o algoritmo de Velocity-Verlet destaca-se pela sua
eficiéncia na descri¢cdo dos movimentos das particulas.

A simulag@o de Dinamica Molecular (DM) pode ser dividida em trés etapas distintas,
sendo essas fases associadas cronologicamente. Inicialmente, ocorre a inicializa¢do do sistema.
Em seguida, realiza-se o calculo das forcas de interacdo entre as particulas no sistema, e, por
ultimo, efetua-se o calculo dos parametros de interesse. O algoritmo € construido conforme
o fluxograma ilustrado na Figura 40. No contexto deste trabalho, os resultados obtidos visam
explicar a relaxacdo de materiais viscoeldsticos, que alteram sua configurag¢do ao longo do tempo

por meio de um sistema fisico em desequilibrio.
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Figura 40 — Diagrama de fluxo do algoritmo de Dinamica Molecular.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A.1.4 Condicoes Periodicas de Contorno (CPC)

Nas simulac¢des de dinamica molecular, um desafio comum € lidar com os efeitos de
superficie, especialmente em amostras de tamanho limitado. Em pequenas amostras, uma fragdo
significativa de particulas localiza-se na superficie, o que pode levar a resultados distorcidos
devido ao efeito de borda. Por exemplo, em um cubo de 103, quase metade das moléculas est4
na superficie. Em um cubo maior de 1003, aproximadamente 6% das substancias estdo nas faces
externas. Essas particulas superficiais experimentam forgas diferentes das particulas internas, o
que pode afetar a precisdo das simulacdes (Allen, 2004).

Para superar esses desafios, as condi¢des periddicas de contorno (CPC) sdo frequen-
temente utilizadas. Na CPC, a caixa cubica de simulacdo é replicada em todas as direcdes para
formar uma rede infinita. Isso significa que quando uma molécula se move para fora da caixa
original, ela reaparece na face oposta, criando a ilus@o de um sistema infinito. Essa técnica
elimina efetivamente as superficies que poderiam influenciar o comportamento das moléculas,
permitindo que a simulagdo reflita mais precisamente um sistema macroscopico.

Para implementar a CPC, as posi¢des das particulas sdo ajustadas conforme elas
atravessam as fronteiras da caixa. Se uma particula cruza uma das fronteiras da caixa de lado L,
sua posi¢do € corrigida subtraindo ou adicionando L, dependendo da dire¢do em que atravessou a
fronteira . Essa abordagem garante que as particulas permanecam efetivamente dentro dos limites
da caixa de simulacdo, enquanto simulam um ambiente sem limites fisicos. Uma representacao
bidimensional desse sistema periddico estd ilustrada na Figura 41.

Essas corre¢des sao aplicadas a cada componente (x, y, z) da posi¢ao da particula,
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como expresso pelas seguintes equacgoes

{se X > % —>xp=x;—L, se x; < —% —xp =xx+L, (A.16)
{se ykZ[j—U/k:yk—L, se ykg—%—>yk:yk-i-L7 (A.17)
{Se ZkZ%—mk:zk—L, se Zké—%—>zk=zk+L. (A.18)

Essas correcdes garantem a continuidade do movimento das particulas e sdo fun-
damentais para a realizacdo de simula¢des precisas em dinamica molecular, especialmente em

sistemas de tamanho limitado.

A.1.5 Convencio de Minima Imagem e Potencial de Truncamento

Ao lidar com simulac¢des de dinamica molecular em sistemas sujeitos a condi¢des
periddicas de contorno (CPC), um aspecto critico é o calculo eficiente da energia potencial
e das forcas conservativas atuando sobre as moléculas. Devido a natureza infinita da CPC,
teoricamente seria necessario considerar interagdes entre uma molécula e um ndmero ilimitado
de suas imagens em caixas replicadas. No entanto, isso € invidvel na prética devido as limitagdes
computacionais.

Para contornar esse problema, o método de conven¢do de imagem minima é comu-
mente empregado. Essa abordagem simplifica o cdlculo ao considerar as interacdes de uma
molécula apenas com outras moléculas localizadas dentro da mesma caixa de simulacao ou
em suas imagens mais proximas. Assim, cada molécula interage apenas com outras moléculas
cujos centros estdo dentro de uma distincia que ndo excede metade do comprimento da caixa de
simulacdo em qualquer direcao.

O célculo da energia potencial e das forcas em sistemas com muitas particulas
ainda pode ser computacionalmente exigente, mesmo com a conven¢do de imagem minima.
Para sistemas grandes, como aqueles com 1000 particulas ou mais, o nimero de interagdes a
serem calculadas pode ser enorme. Para mitigar esse desafio, uma técnica comum € aplicar um
"raio de corte"ou "distincia de corte"nas interacdes. Isso significa que o potencial entre duas
moléculas é considerado zero quando a distancia entre elas excede um valor pré-determinado,
denominado raio de corte r.. Consequentemente, apenas as interacdes entre moléculas separadas

por distancias menores que r,. sdo levadas em conta nos célculos.
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Figura 41 — Condig¢des periddicas de contorno (CPC) e convengao de imagem minima.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Essa abordagem de corte reduz significativamente o nimero de célculos necessarios,
tornando as simulagdes mais vidveis do ponto de vista computacional. E especialmente eficaz
em sistemas onde o potencial de interacdo diminui rapidamente com a distancia, como € o caso
em muitas interagdes moleculares.

A Figura 41 ilustra a aplicagdo do raio de corte em uma molécula especifica (des-
tacada em amarelo), onde apenas as moléculas dentro do raio de corte sao consideradas para
interacdes. Esse método € essencial para garantir a eficiéncia computacional em simulagdes de
dindmica molecular, permitindo o estudo de sistemas complexos em escalas de tempo e tamanhos

relevantes para aplicacdes praticas.

A.2 Potenciais de Interacoes

A caracterizagcdo de materiais em escalas mesoscépicas € profundamente influenciada
pelas interagdes entre suas particulas constituintes. Estas interagdes sao fundamentais para definir
as propriedades fisicas dos materiais, incluindo elasticidade, viscosidade e condutividade elétrica.
O estudo detalhado destas interacdes em escalas mesoscépicas revela insights essenciais sobre o
funcionamento das forgas conservativas e sua influéncia no comportamento coletivo do material.

A escolha do potencial de interacdo apropriado € crucial para representar corre-
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Figura 42 — Ilustracao das intera¢des ligantes e nao-ligantes entre as particulas.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

tamente as forcas atuantes e os resultados tedricos ou experimentais desejados. As forcgas
conservativas F; em um sistema de particulas podem ser derivadas da energia potencial total

U(#) do sistema, conforme a equacio

. Ny oU (P) B QU(PV) aU(N) U ()
Fk_—VU(rN)_—W_— F R i e (A.19)

As interagdes em sistemas moleculares podem ser divididas em intramoleculares
(ligacdes) e intermoleculares (nao-ligantes). As ligacdes intramoleculares, que conectam os
atomos dentro de uma molécula, sdao frequentemente modeladas usando potenciais que simulam
molas para descrever as ligacdes e angulos diedros para as rotacdes. Por outro lado, as interagdes
entre particulas nao diretamente ligadas sdo frequentemente descritas pelo potencial de Lennard-
Jones, que representa tanto forgas atrativas quanto repulsivas. Para particulas carregadas, como
ions, a lei de Coulomb € usada para descrever as forgas eletrostaticas.

Uma anélise aprofundada das intera¢des potenciais € crucial para entender a dindmica
molecular de um material. Vérios potenciais sdo empregados, dependendo das caracteristicas
especificas das particulas e de suas interagdes. A Figura 42 pode ilustrar uma representagao
visual destas interacdes, enfatizando a complexidade e a diversidade das forcas que governam o
comportamento dos sistemas moleculares. Assim, a compreensao destas intera¢des ¢ fundamental
para projetar materiais com propriedades especificas e para avangar no campo da ciéncia dos

materiais.
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v= Y ki (rig —£) - Kicim (Bkim — 60) LYY wtmn (14 cos (g 7))

ligacGes angulos 2 torgdes 4 2
interacdes de ligacao
(A.20)
e—é A B
+ZZ qkq1 _’_i_%
r ik \4me a1y ) (A21)

J/

~

interacdes ndo-ligantes

Na equacdo A.20, a primeira parte representa a combinacao de todas as ligacOes
entre particulas, onde as interagdes eldsticas sao modeladas como molas. Aqui, ry; = [, — 7]
indica a distancia entre substancias k e /, £ € a distancia de equilibrio entre os centros das mesmas,
e k;j € a constante eldstica associada. O segundo termo da equacdo diz respeito a soma de todos
os angulos de ligacdo, em que 6y, € o vetor que descreve as coordenadas de trés particulas e
6 € o angulo de ligagdo inicial. A terceira componente abrange a soma de todos os angulos
de tor¢do, envolvendo um vetor @;,,, com quatro coordenadas de particulas. Esse potencial
incorpora uma expansao periddica de ordem g em torno da rota¢do entre as amostras [ € m, e O,
representa o angulo de fase de torcao.

Na equacdo A.21, a primeira parte engloba a soma de todos os potenciais de Yukawa
associados as interacdes entre particulas carregadas, sendo uma extensao do potencial de Cou-
lomb. Nesse contexto, g, € g; representam as cargas elétricas das particulas, ry; € a distancia
entre elas, & é a permissividade do vécuo, e & é o comprimento de blindagem, indicando a
rapidez com que o potencial de Yukawa diminui com a distancia. Em ess€ncia, o potencial de
Yukawa modifica o potencial de Coulomb para considerar o efeito de blindagem elétrica em
meios condutores, refletido pelo termo e~ "% ¢, Esse termo atenua a forca das interagdes a medida
que a distancia entre as particulas aumenta, representando como a presenca de outras particulas
reduz a influéncia do campo elétrico de uma particula especifica.

O potencial de Yukawa apresenta aplicabilidade em diversos contextos, servindo
como um modelo simplificado para particulas carregadas em plasmas empoeirados, permitindo a
construcao de modelos mais realistas para representar esses plasmas em diferentes condi¢des
(Ohta; Hamaguchi, 2000). Além disso, é empregado em suspensdes coloidais com cargas
diluidas, como esferas de latex em dgua, micelas e microemulsdes (Kremer et al., 1986). Este

potencial, predominantemente repulsivo, sugere que as particulas tendem a se afastar umas das
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outras. Em sistemas de auto-organizagdo, onde se explora a formacao de estruturas organizadas, a
repulsdo entre as particulas desempenha um papel crucial ao estabelecer espacamentos e prevenir
aglomeracdes excessivas (De Aratjo, 2018).

A segunda componente da equacdo A.21 refere-se a contribuicao das forcas repulsi-
vas, representadas por %, entre as particulas k e [, onde ry; € a distancia entre as particulas e
m € um expoente relacionado ao alcance do potencial. Por outro lado, a ultima componente da
equacao representa a contribuicao das forgas atrativas, indicadas por —%, entre as particulas,
sendo n € outro expoente relacionado ao alcance do potencial. As constantes Ay; e By sdo
ajustadas empiricamente para representar as propriedades especificas das interacdes entre as
particulas consideradas. Essas constantes podem ter dimensdes de energia vezes volume elevado
a um certo expoente, resultando em uma unidade de energia. O potencial de Mie Uy;(ry;) pode
ser representado somando essas duas contribui¢des, uma para interagdes atrativas de longas

distancias e outra para interacoes repulsivas em curtas distancias (Pefa et al., 2015). Essa soma

¢ dada por
UM(I”kl) = — — — (A22)

de maneira mais abrangente, é possivel representar o potencial de Mie de forma generalizada

o ~ om yrmy (S m yrma (S .
ao substituir os pardmetro Ay = (m_n)(;)(mfn)vpm e By = (m_n)(;)(mfn)vp”. Aqui, 0 v
representa uma constante de energia e p € o diametro das particulas. Esses parametros do
potencial podem ser ajustados de acordo com as caracteristicas especificas das particulas em

andlise, tal que

n) m n

mo(m ol [ ) = (2) | (A23)
m-—n n rkl I”k[

Upm(ru) =

Para obter o potencial de Lennard-Jones a partir do potencial de Mie, € possivel
estabelecer relagdes especificas entre os parametros. O potencial de Lennard-Jones pode ser
considerado como um caso especial do potencial de Mie, onde os expoentes sdo definidos como
m =12 e n==6 (Pefia et al., 2015). Ao substituirmos esses valores no potencial de Mie, obtemos
a expressdo caracteristica do potencial de Lennard-Jones

12 6

) =4v| [ 2] (2] ], (A24)

Tkl Tkl
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e, considerando que 4v €é uma constante energética, podemos reescrever isso como € = 40, onde
€ é outra constante de energia que absorve o fator 4, tal que

12 6

v =¢|[ 2] —(2) . (A.25)

Tkl Tkl

O potencial de Lennard-Jones tem uma ampla gama de aplicacdes em diversos
campos da ciéncia. Em sistemas coloidais, especialmente aqueles constituidos por particulas
coloidais carregadas, conhecidas como patchy, este potencial € empregado para modelar as
interagdes entre as particulas, fornecendo uma base essencial para a compreensdo da auto-
organizagao e do comportamento agregado desses sistemas complexos (De Aratjo, 2018; Billotta,
2018). Além disso, em estudos moleculares, o potencial de Lennard-Jones € uma ferramenta
valiosa para descrever as interacdes entre 4&tomos ou moléculas. No contexto do argdnio liquido,
esse potencial desempenha um papel crucial na andlise das propriedades termodindmicas e
estruturais desse liquido nobre (Rahman, 1964; Verlet, 1967). Em sistemas nos quais interagcoes
de potenciais competitivos estdo presentes, como nos casos do potencial de Lennard-Jones e do
potencial de Yukawa (Costa, 2019).

Ao considerar o limite r;; — 0 na expressao A.25, obtemos

12 6 12

im Uy ra)=e| [ 2) — (2] |=~el 2 | (A.26)

ry—0 Tkl Tk Tkl

12
esse resultado indica que quando ry; se aproxima de zero, o termo dominante é (%) , carac-

terizando uma interacao de repulsio de curto alcance, também conhecida como soft-core. Isso
reflete o principio de exclusdo de Pauli, que estabelece que particulas ndo podem ocupar a mesma
posic¢do, resultando em uma repulsio significativa em distancias muito curtas. J4 para o caso em

que o limite r; — o em A.25, obtemos

12 6 6

im Uy(rg)=e| (2] (2] |=—e( 2], (A.27)
Tk —o° Tkl Tkl Tk

6
4ri domi s — (£ d fi iva de | 1
nesse cenario, o termo dominante € ) representando uma forcga atrativa de longo alcance.

Esse comportamento é caracteristico da interagdo de van der Waals, onde a atragdo entre as

particulas ocorre em distancias maiores.
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A forca ﬁle , associada ao potencial de Lennard-Jones € dada

13 7
- A A ~ dUL](rkl) 12¢ P 1 P X 4
Fu, = Fi+Fj+ Fhk=— - L I (L N

ey ¢ dryy p Tkl Tkl

. 13 | 7 . 13 . 7
S Y (C I G O P I - R i I T (A.28)
P Tkl 2\ ry Tkl p Tkl 2\ ry Tkl
14 8
_ef(p)" 1),
p? Tkl 2\ ru K

Uma andlise adicional que podemos conduzir € a determinacao do ponto de minimo

\8}

no potencial de Lennard-Jones, alcancado ao igualar a primeira derivada a zero. Isso nos leva a

13 7
dUp(rg) _12e(p ) _1(p ) |_ (A29)
dry P Tkl 2\ ru ,

temos que a distancia ry,;, € dada por

seguinte equagao

13 2p13
Py

- s i = 26p =~ 1.122p, (A.30)
r P

N—=

assumindo que € e p sdo iguais a 1, entdo o potencial minimo Uz, (25) é dado por

1\ "7 1\° 1
U=|=<] - |3 =7 (A31)
2% 2% 4

na Figura 43, € possivel visualizar o potencial de Lennard-Jones e as forgas atrativas e repulsivas
de maneira isolada, assumindo que € e p sdo iguais a 1.

Na equacgdo A.25, os parametros estdo definidos para particulas idénticas. Contudo,
ao lidar com interagdes de Lennard-Jones entre particulas distintas, é essencial determinar os
parametros do potencial correspondentes. Estes pardmetros incluem tipicamente a profundidade
do potencial, representada por €, e o parametro de tamanho ou didmetro da particula, representado
por p. A regra de Berthelot € frequentemente empregada para calcular a profundidade média
do potencial, denotada como &,,, quando tratamos de interacdes entre dois tipos diferentes de
particulas, referidas como a e b. Esta regra utiliza a média geométrica dos pardmetros &, € &,

COmo expresso na seguinte equacio

Eap = \/EaEp, (A.32)
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Figura 43 — Gréfico do potencial de Lennard-Jones, destacando as influéncias de rle e —rié para
valoresdep=1ee=1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

por outro lado, a regra de Lorentz é aplicada para determinar parametro de tamanho médio p,p.
Essa regra utiliza a média aritmética dos parametros p, € pp, como mostrado abaixo

_ Pa+ Pp

Pab 5 (A.33)

com base nas regras de mistura para diferentes tipos de particulas, a expressao ajustada para o
potencial de Lennard-Jones € fornecida por

12 6
_ Pa _ Pa
i — Aap i — Aap

ULi(ri) = €ap , (A.34)

onde Ay, = ((pa+ Pp)/2 — pa) representa um ajuste na distancia entre as particulas, levando em
conta os didametros médios das mesmas. Essa correcao € essencial para considerar a influéncia
das diferentes geometrias e tamanhos das particulas na interacdo, deslocando o potencial de
acao entre as superficies das substancias (Long; Ferguson, 2018; Delhommelle; Millie, 2001;
Schnabel ef al., 2007). E importante notar que, se as particulas forem idénticas (com a = b),

entdo Ay, =0, p, = p, € €, = €, retornando assim a expressao original A.25.
A.2.1 Unidades reduzidas (ou adimensionais)

As unidades reduzidas, ou adimensionais, em simula¢des computacionais sdo adota-

das para simplificar e universalizar a representacdo de grandezas fisicas em escalas interatdmicas
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ou mesoscopicas, onde os valores das unidades fisicas sdo extremamente pequenos. A esco-
lha dessas unidades reduzidas visa simplificar as equagdes, eliminando constantes fisicas e
proporcionando uma descri¢do mais simplificada dos fendmenos fisicos.

Os resultados de simulacdes realizadas em unidades reduzidas podem sempre ser
convertidos de volta para unidades reais. Por exemplo, consideremos uma simulacdo em um
modelo Lennard-Jones em que a temperatura adimensional é representada por 7* = 1 e a pressio
adimensional por P* = 1. Se desejamos comparar esses resultados com dados experimentais
para o argdnio, onde é = 119.8K (& é a profundidade do poc¢o do potencial de Lennard-Jones
e kp é a constante de Boltzmann), p = 3.4 x 10~ %m, e M = 0.03994kg/mol (Frenkel; Smit,
2002), podemos usar a tabela de traducdo de unidades na Tabela 1 para converter os parametros

da simulacdo de volta para unidades reais do Sistema Internacional (SI).

Tabela 1 —Conversdo de unidades adimensionais para unidades reais no modelo Lennard-Jones
para Argdnio (£ = 119.8K,p = 3.4 x 10719, M = 0.03994 kg /mol).

Quantidade | Unidade Reduzida ‘ ‘ Unidade Real ‘
Temperatura T =1 > T =119.8K
Densidade d =1 < | d=1680kg/m’
Tempo Ar* = 0005 < | At =1.09x10"14s
Pressdo P =1 P=41.9MPa

Fonte: (Frenkel; Smit, 2002), com adaptacoes.

Essa comparagao ressalta a importancia das unidades reduzidas, especialmente
quando os dados experimentais apresentam valores na ordem de 10~!#4 ou ainda menores.
Utilizar essas unidades facilita a detec¢do de erros computacionais, pois operacdes que envolvem
quantidades muito pequenas correm o risco de resultar em erros de overflow ou underflow ao
utilizar a multiplicag¢do de ponto flutuante padrao.

Ao utilizar essas unidades reduzidas, as equagdes de movimento e 0s potenciais
de interacdo tornam-se mais simplificados, pois muitas constantes e parametros especificos do
sistema sdo absorvidos nessas unidades. Isso facilita a comparagao entre diferentes sistemas e
escalas, permitindo uma compreensao mais geral dos fendmenos em estudo.

Neste estudo, focamos nos potenciais de ligagcdo descritos pela equacdo A.20 e no
termo das forcas repulsivas de curto alcance do potencial de Lennard-Jones modificado, conforme
apresentado na equacao A.34, para diferentes particulas, mas introduzindo o expoente @ para
controlar a dureza. Considere um sistema fisico composto por N substancias. A energia total do

. 2 P . . P e
sistema, representada por E = K + U + U,y, onde K = % ¢ a energia cinética das particulas, U
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estd relacionado as forcas conservativas e U,,; € o termo de energia associado as forcas externas,

pode ser expressa como

[0)

. Z mvk LYy Ml =6 ki ( rkl SZ y Pb pa) + Uy, (A.35)

k k k>1 k k>1 \ Tkl —

ao reduzir a unidade de energia Ej através da constante de energia € associada a cada particula k,
podemos expressar cada termo da equacdo acima de maneira adimensional, temos

[0)
Ex  mv} ki (1 — £)? Pa Upst
e 2 + Z 2¢ + ; (pb;pa) e’ (A.36)

l Tkl —

dessa forma, as unidades adimensionais surgirdo quando definirmos,

— Energia adimensional E* = i ;
2 *
— Constante da mola adimensional k* = k"’Tp — k= ‘%;

— Tempo adimensional * = %;

— Posi¢@o adimensional para particulas idénticas r* = f) —r=pr’

1—(Pp— Pa)/z

— Posi¢do adimensional para particulas distintas r* = 5

Velocidade adimensional v* = V’;)ﬂ — V= plg :

Ul igantey, |
8 2

Potencial de ligagdo adimensional U}; qante =

Potencial da forca conservativa adimensional U* = % — Uy =¢eU"

Uext
€

— Termo de energia externa adimensional U,,, =
E importante notar que a constante de energia € possui dimensdes de massa multipli-
cada pelo quadrado do comprimento dividido pelo quadrado do tempo [ML?T ~2], e, portanto,
deve incluir um termo de massa m na energia cinética adimensional, tal que
@

2 k. k2 * 2 2

mp* m*y k*(riy —20) 1 mp
E'=—— —_— — Uu,=—K+U"+U) A37
2 2 +Xl‘, 27 +Xl‘, g | U= KU+ Uy (A.37)

Note que os parametros multiplicando a energia cinética adimensional K* resultam

em 1. Portanto, podemos determinar o pardmetro de tempo caracteristico ¢y da simulagao, tal que

2
= %. (A.38)

mp>
Com isso, podemos encontrar as equacoes de movimento de Newton com as unidades

reduzidas, utilizando o resultado da expressdo A.38 para “£— e = =1, obtendo
0

d’ry dvk _mp LAvi  mp *dzr}: edu” ¢
m—s = —-m =—-m =
az ~"ar g drr g2 dr? part p

ZF=F, (A.39)



tal que

F
pro Pk _P
e €

utilizando as seguintes relacoes:

mp . d°r;
2 *2 =
1 dt

d dt* d _ 1 .d.

dft — drdrf T drte
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APENDICE B - ALGUNS RESULTADOS OU PROPRIEDADES DAS
TRANSFORMADAS DE LAPLACE

B.1 Transformada de Laplace

Seja uma funcdo f(¢) integravel definida para todo nimero real ¢ > 0, entdo a
transformada de Laplace de f(¢), que denotamos por .Z[f(¢)] ou F(s), é definida pela integral
impropria (Teodoro, 2014)

ZIf(1)] = /0 fetdr = Fs), (B.1)

com s sendo um pardmetro complexo, onde trabalhamos apenas com a parte real Re(s) > 0, com
isso, podemos escolher s € R.
A transformada inversa de Laplace de uma fungdo F'(s), geralmente denotada como

f(t), é o processo matematico de recuperar a fungéo original no dominio do tempo, dada
f() = 27V F(s)), (B.2)

o processo de cdlculo da transformada inversa de Laplace envolve a aplicacdo de técnicas
matemadticas, como a integral complexa de inversdo (também conhecida como integral de
Bromwich) ou tabelas de transformadas de Laplace inversas, dependendo da complexidade
da transformada de Laplace e da funcio que estd sendo analisada. A integral de Bromwich é
uma ferramenta poderosa para recuperar a fun¢do original no dominio do tempo a partir de sua
transformada de Laplace, dada pela seguinte formula

1 retieo st
o 55 Jorion € F(s)ds, comt>0,ceR
) =2 R =

0, com¢? <0,

(B.3)

a escolha de ¢ € critica e deve ser tal que todas as singularidades do integrando estejam a
sua esquerda, ou seja, Re(s) > ¢, isso garante que a integral convirja corretamente. Se o
integrando possui pontos de ramificagdo (pontos singulares nos quais a funcdo se comporta
de maneira singular, como raizes miultiplas), podemos precisar usar o chamado “contorno de
Bromwich modificado". Nesse caso, o caminho de integracao é adaptado para evitar os pontos
de ramifica¢do. Essa modificacdo do caminho de integracdo é necessdria para calcular a inversa
da Transformada de Laplace de fun¢des com pontos de ramificagdo. O método da integral de
Bromwich € especialmente ttil quando a inversao direta da Transformada de Laplace usando

tabelas de transformadas de Laplace inversas ndo € possivel ou conveniente.
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Tabela 2 — Exemplos de Fun¢des e Suas Transformadas de Laplace.

Funcdes, f(t), g(¢) Propriedades das Transformadas de Laplace, F(s), G(s)

=1 201] = [ e dr = lim (“j’“) =1 coms>0
fr)y=e* Lle ) = [ e @)ar = tlgl; ("ﬂju)t) = S%ﬂ, coms+a>0
f(t)y=1" L = Fﬁ;’iﬁl) = 7 {@w =1", coms>0,n>—1

flt)=0(t—a) Z[6(t—a)] = e, coma>0
L) +81)] = Z[f)]+Z[g()] =
f(6)+g()
ZLF(s)+G(s)] = 27 [F ()] + 2 [G(s)]
Lkf(0)] = kZ[f(1)] =
kf(1)
Lkf(1)] = kZ7[f(t)], onde k é um escalar
@ L7 [ZF (x)dx :@,ondes>0

Fonte: Elaborado pelo autor.

B.2 Convolucio e Transformadas de Laplace

A multiplicacdo das transformadas de Laplace ndo equivale a transformada de

Laplace do produto de fun¢gdes. No entanto, introduzimos a seguir o conceito de convolugdo, que

¢ uma operacdo conveniente, na qual essa propriedade se mantém verdadeira. Em outras palavras,

a transformada do produto de convolugdo € igual ao produto das transformadas individuais.

Veremos adiante que essa propriedade € de extrema importancia no célculo das transformadas de

Laplace de integrais fraciondrias (Camargo, 2009; Sodré, 2003). Definindo a convoluggo de f(¢)

e g(t), denotada como (f * g)(¢) dada pela seguinte férmula
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(fg)(t / f(t)g(t—1)dt' = /0 1)l (B.4)

em seguida, calculando a transformada de Laplace da integral de convolucio, temos

2l o)) = [ e "dr/f gt —1) (B.5)

realizando uma mudanca de varidvel, r — ¢’ = 7/, podemos reescrever como

LI(f ) / v / (& +) £V g(T)dr, (B.6)

denotando g(7") = 0 para 7/ < 0, e o limite superior  — oo, entdo

ZIr+00) = [ e Te(@)ad [ e W = Fl9)G(s) ®.7)
0 0
a transformada de Laplace do produto de convolugdo € igual ao produto das transformadas.

Em particular, se g(t) = u(t) = 1, entdo G(s) = %, com s > 0, temos

Lireuye) =T, ®3)

S

como u(t') = 1 parat’ > 0, logo

F(s)

= ZL(f*u)(1)] :é”[/()tf(t—t')u(l/)dt'] =

Z[/Otf(t—t’)dt’] zfl/otf(t/)dt/],

tomando as transformadas f = f(t), g(t) = h(t) = u(t) = 1, respectivamente, sdo definidas por

F(s)e G(s) =H(s) = 1, com s > 0, logo

FS(;) :.z[/(: (/Ot/f(v)dv> dt’]. (B.10)

B.3 Transformada de Laplace da derivada de uma funcao

(B.9)

Sejam f(¢) uma fung@o continua nos reais e f’(¢) uma fungdo continua nos reais por

partes para ¢ > 0 e ndo negativas, logo

ZIf (1)) =sZ[f(1)] - £(0) = sF(s) — f(0), (B.11)
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podemos demostrar por meio da integracao por partes dada

LI 0= [ e f e

=)~ [ (s s
0
— —f(0)+s/0w e f(t)dt (B.12)
= —£(0) +5.2[f(1)]
— 5F(s) — £(0),

supondo as mesmas condig¢des para f”(z) seja continua por partes nos reais e ndo negativa para

t > 0, temos
Z[f"(0) =sZ[f (1) - f(0)
=s(sZ[f(1)] - f(0)) - £'(0)
= s2Z[f(1)] - sf(0) — f'(0)
= 5"F(s) —sf(0) = f'(0),

realizando de forma andloga, caso f(t), f'(t), f"(t),..., "1 (t) sejam continuas e f"(t) seja

(B.13)

continua por partes, temos

210 = z[dd%(”] = F(s)— 5" £(0)-
(B.14)

S (0) == 2(0) =21 1(0),
onde n > 0 € um nimero inteiro. Com isso, podemos reescrever a expressao B.14 substituindo
os termos f(t) = €(t) e F(s) = &(s), além da simplificagdo da férmula, obtemos

ZLIe"(1)] = g[%] - sné(s)—'fs"—k—lek(O). (B.15)
k=0

B.4 Derivadas de Transformadas de Laplace

Derivando ambos os membros da igualdade da expressdo B.1 em relacdo a s, temos

dF(S) I —st
2 = /O (=0)f(t)e " dt, (B.16)
pode ser reescrito como 5
) _ i1, B.17)
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realizando de forma andloga as derivadas sucessivas de F (s), obtemos

1y LE) gy (B.18)
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APENDICE C - ALGORITMO DO FIT POR MEIO DO METODO DE
OTIMIZACAO L-BFGS-B

Problemas de otimiza¢@o envolvem a maximizag¢do ou minimizacao de funcdes em
um dominio de dados especifico. Diversos métodos sdo usados para lidar com esses problemas.

Um deles € o Newton’s Method, que atualiza iterativamente as varidveis da seguinte maneira

Xk =x— (V) 'V, k=0,1,2,... (C.1)

onde x; é o vetor de varidveis na iteracio k, V f; é um vetor gradiente na iteragdio k e V2f; é
matriz Hessiana na iteracdo k. Ela descreve as segundas derivadas parciais da fun¢do objetivo
em relacdo as varidveis. A matriz Hessiana € importante porque representa a curvatura da funcao
e € usada para determinar a dire¢do de descida.

Este método € aplicado a resoluc@o de problemas de minimizagdo ndo linear sem
restrigdes, em que tentamos encontrar x que minimize f(x), onde x € R". Contudo, esse método
apresenta desvantagens, uma vez que requer o cdlculo analitico da segunda derivada e a inversdo
do Hessiano em cada iteragdo e requer mais informagdes sobre a funcdo do que apenas o
gradiente, tornando-o menos geral em compara¢do com os Quasi-Newton Methods.

Os Quasi-Newton Methods, como o BF GS, ndo requerem o cdlculo direto da matriz

Hessiana By ou a matriz inversa do Hessiano Hy, onde [By] ™' = [V2f;]~! = Hy, temos
T ) %]
ox3 dx10x; dx1dx;
2 f 2f
2
Bk — szk — 8x28x1 8x2 aXank (CZ)
f Pf 2°f
_8xk8x1 (9)6/49)(2 ax% |

Em vez disso, eles aproximam as matrizes usando informagdes sobre as iteracdes anteriores,
juntamente com os gradientes g; = V fi, tornando-os mais eficientes. Dado x( e aproximacgao

hessiana inicial By (aproximagdo hessiana inversa Hyp), k — 0. Parak =0,1,2, ..., temos

X1 — Xk —> Sk € (C.3)

8k+1— &k — Vi (C4)



151

onde s € y; sdo vetores de atualizacdo. Dessa forma, os valores de By € Hy sdo atualizados
de acordo com os Quasi-Newton Methods (Griffin, 2012; Ding et al., 2004).

O BF GS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) é um dos Quasi-Newton method mais
populares e amplamente utilizados em otimiza¢do numérica, reconhecido por sua eficiéncia
e pela capacidade de autocorre¢do das atualizagdes das inversas dos Hessianos Hy . Ele é
considerado rdpido e eficaz em comparagdo com outros Quasi-Newton Methods, como o DF P

(Davidon—Fletcher—Powell) (Powell, 1986).

C.1 L-BFGS-B

L-BFGS-B ¢ uma variante do Quasi-Newton method, projetada para resolver proble-
mas de otimiza¢do ndo linear sujeitos a limites nas varidveis, economizando memoria e recursos
computacionais. O método é conhecido por sua boa capacidade de convergéncia, especialmente
em problemas de otimizacao ndo linear e € particularmente ttil quando a matriz Hessiana é
dificil de obter ou para problemas complexos. Este método pode ser aplicado a problemas com
limites nas varidveis para que possamos minimizar a fun¢éo ndo linear min[f(x)], representados
por i e s, indicando os limites inferior e superior das varidveis dentro do intervalo [i < x < 5]
(Byrd et al., 1995; Zhu et al., 1997). Vale mencionar que nem todas as varidveis precisam ter
limites definidos, tornando o algoritmo adequado para problemas irrestritos. Uma caracteristica
distintiva do L-BFGS-B € que ele ndo exige o conhecimento prévio da matriz Hessiana da func¢do,
sendo necessdrio apenas fornecer o gradiente. Isso faz com que o algoritmo seja apropriado para
a resolug@o de problemas de otimizagdo complexos.

O algoritmo L-BFGS-B representa uma extensdao do método conhecido como BFGS,
que se concentra em problemas de otimizagdo sem restricdes (Liu; Nocedal, 1989). Uma das
melhorias mais notdveis do L-BFGS-B € sua capacidade de lidar com problemas de otimizagao
que tém limites ou restri¢des nas varidveis de decisdo, garantindo que as solu¢des encontradas
estejam dentro desses limites. Este método de otimizagdo, o L-BFGS-B, tem como objetivo a
minimizagado da fungio ming (||H — Hy||), enquanto atende as condi¢des impostas pelas equacdes
Hy, = sy e H=H", para garantir a simetria e a positividade definida das matrizes, é importante
assegurar que a condi¢do de curvatura seja atendida (Ding et al., 2004; Oliveira, 2009), o que
implica na seguinte relagdo

sty > 0. (C.5)
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Ao descrever o0 método L-BFGS-B, ¢é relevante destacar suas origens no método
BFGS. Os pontos a cada iteragdo que serdo denotadas por xi, e define-se s = xp1 1 —x; €

Vk = 8k+1 — 8- Cada iteracdo do método BFGS segue o formato

Xir1 = X — OHV fie, k=0,1,2,..., (C.6)

onde oy denota o comprimento do passo de descida, e Hy € atualizado a cada iteracao usando a

férmula

Hip1 = VEHV + pesest (C.7)

pe=—— Vi=I-porsi, Vi =I—pesiyi, (C.8)
Vi Sk

onde p; € um escalar, / € a matriz identidade, a matriz Hy, | € obtida atualizando H; com base
no par (g, yi)-

No contexto da andlise de curvas de forca resultantes das simulagdes, o L-BFGS-B
€ utilizado para ajustar modelos analiticos aos dados da simulagdo. Isso € feito minimizando
uma fungdo de perda ¥ que mede a discrepancia entre os dados da simulagdo (Y's) e os dados do

modelo analitico ajustado (Ya)

1
M !

1

(Ys; — Ya;)?, (C.9)

Mk

X:

Il
—_

onde M representa o nimero de dados, o valor de x indica quao bem o modelo analitico se ajusta
aos dados da simulagdo, sendo que valores menores indicam um ajuste mais préximo entre os
pontos da simulacdo e a curva de ajuste. Portanto, aplicamos o método de otimizacdo L-BFGS-B
na regido dwell nas curvas de forca numéricas, para determinar o ajuste ideal por meio da funcio

de perda x.
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APENDICE D - METODO DE INFERENCIA BAYESIANA PARA ESTIMAR
EXPOENTES DE ESCALA

Para quantificar como os indicadores econdmicos urbanos — compras, vendas
e comércio interno (intra-cidade) — escalam com o tamanho populacional, adotamos uma

formulacao bayesiana da relacdo padrao de escalonamento urbano. Para o municipio c,
Sc=A- (populagéoc)ﬁ, (D.1)

em que S, € o indicador econdmico da cidade ¢, populagdo,. € sua populagdo, A € uma constante
e B é o expoente alométrico de interesse. Tomando logaritmos, obtemos uma especificagdo
linear,

logS, =logA+ f -log (populagéoc) + &, (D.2)

onde &, captura desvios em relacdo a lei de escalonamento. Essa formulacdo permite estimativas
robustas de 3 e é bem adequada a modelos bayesianos.

No paradigma bayesiano, os parametros sao varidveis aleatdrias com distribui¢des a
priori que codificam crengas iniciais (Salvatier et al., 2016; Gelman, 2006). Utilizamos priors
fracamente informativas para que os dados conduzam principalmente a inferéncia, evitando ao

mesmo tempo estimativas extremas: o intercepto p = logA e o expoente 3 seguem

p ~ N (0,10), (D.3)
B ~ . (0,10). (D.4)

A variancia residual é imposta como positiva por meio de um prior half-normal,
o ~ HalfNormal(1), (D.5)

o que fornece flexibilidade ao modelo a0 mesmo tempo em que garante a coeréncia dos parame-
tros.

A média condicional na escala logaritmica é

te = p + B -log (populagio,. ), (D.6)

e a verossimilhanca é

logS. ~ AN (Ue, O). (D.7)



154

Essa formulagdo conecta os valores observados aos parametros latentes por meio da verossimi-
lhanga, permitindo a inferéncia a posteriori para p, 8 e ©.

A amostragem a posteriori € realizada por meio de Cadeias de Markov via Monte
Carlo (MCMC), utilizando quatro cadeias independentes, cada uma executada por 6.000 itera-
coes; as primeiras 3.000 iteracdes sdo descartadas como burn-in, resultando em 3.000 amostras
a posteriori. Para promover estabilidade numérica e convergéncia, definimos a taxa alvo de
aceitagdo em 0.95, fixamos a semente aleatdria (42) e paralelizamos a execu¢do em quatro
nucleos.

As amostras a posteriori resultantes caracterizam a incerteza em todos os parametros
e sdo utilizadas para calcular intervalos crediveis de 95%, visualizar distribuicdes a posteriori e
avaliar diagnésticos de convergéncia.

Essa abordagem bayesiana fornece estimativas robustas e interpretdveis dos expo-
entes de escalonamento urbano, permitindo uma anélise fundamentada de como a atividade
econdmica se concentra com a populacdo nos municipios do Ceard. O mesmo arcabouco se es-
tende naturalmente para modelos hierdrquicos capazes de acomodar heterogeneidades regionais

ou dindmicas temporais.
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RESULTADOS DAS ALOMETRIAS DO FITNESS E PIB EM

Figura 44 — Escalonamento do Fitness com populacdo e renda. (a—c) Fitness municipal versus a
populacdo em 2017 nas trés camadas de comercio: (a) vendas intermunicipais, (b) transacoes
intramunicipais (internas) e (c) compras intermunicipais. Os expoentes de escalonamento 87
sdo estimados por regressao bayesiana em escala log—log (linhas vermelhas), com intervalos de
confianca de 95% indicados pelas linhas pontilhadas (inferior) e tracejadas (superior). O Fitness
escala de forma superlinear com a populag@o em todas as categorias, com [35 =1.61, BF =1.66
e Bg = 1.10. (d) O PIB em fun¢ao da populacao para o mesmo periodo fornece uma relacao
de escalonamento urbano com expoente 3¢ = 1.22 (as linhas pontilhada e tracejada indicam o

intervalo de confianca de 95%).
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Figura 45 — Escalonamento do Fitness com populacdo e renda. (a—c) Fitness municipal versus a
populacdo em 2018 nas trés camadas de comercio: (a) vendas intermunicipais, (b) transacoes
intramunicipais (internas) e (c) compras intermunicipais. Os expoentes de escalonamento
sdo estimados por regressao bayesiana em escala log—log (linhas vermelhas), com intervalos de
confianca de 95% indicados pelas linhas pontilhadas (inferior) e tracejadas (superior). O Fitness
escala de forma superlinear com a populag@o em todas as categorias, com ﬁg =1.53, ﬁIF =1.66
e Bg = 1.30. (d) O PIB em funcao da populacdo para o mesmo periodo fornece uma relacao
de escalonamento urbano com expoente 3¢ = 1.22 (as linhas pontilhada e tracejada indicam o

intervalo de confianga de 95%).
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Figura 46 — Escalonamento do Fitness com populacdo e renda. (a—c) Fitness municipal versus a
populacdo em 2019 nas trés camadas de comercio: (a) vendas intermunicipais, (b) transacoes
intramunicipais (internas) e (c) compras intermunicipais. Os expoentes de escalonamento
sdo estimados por regressao bayesiana em escala log—log (linhas vermelhas), com intervalos de
confianca de 95% indicados pelas linhas pontilhadas (inferior) e tracejadas (superior). O Fitness
escala de forma superlinear com a populag@o em todas as categorias, com ﬁg = 1.50, ﬁIF =1.63
e Bg = 1.26. (d) O PIB em funcao da populacdo para o mesmo periodo fornece uma relacao
de escalonamento urbano com expoente 3¢ = 1.24 (as linhas pontilhada e tracejada indicam o

intervalo de confianga de 95%).
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