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CENTRO DE CIÊNCIAS
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S185r Dutra, Leandro.
Buracos de Minhoca de Einstein-Dirac-Maxwell / Leandro Alves Dutra. - 2026.
103 f. : il.

Dissertação (mestrado) - Universidade Federal do Ceará, Centro de Ciências, Programa
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RESUMO

O presente trabalho apresenta um estudo do modelo Einstein-Dirac-Maxwell (EDM), com
ênfase em soluções analı́ticas. A teoria estudada neste trabalho, discute soluções de um conjunto
de equações que acopla, no âmbito da Relatividade Geral, os campos gravitacional, fermiônico
e eletromagnético. Com objetivo de apresentar um estudo teórico sólido, foram realizadas re-
visões bibliográficas para cada campo fı́sico abordado na teoria. Em particular, foram analisadas
possı́veis soluções do tipo Simpson–Visser para o modelo EDM, constatando a impossibilidade
da obtenção de tais soluções. Desta forma, a solução de Simpson-Visser foi, portanto, utilizada
como parâmetro de comparação, permitindo avaliar as limitações da teoria.

Palavras-chave: Relatividade Geral; espinores; equações de campo; solução de Simpon-Visser



ABSTRACT

This paper presents a study of the Einstein-Dirac-Maxwell (EDM) model, with an emphasis on
analytical solutions. The theory studied in this work discusses solutions to a set of equations
that encompass, within the framework of General Relativity, gravitational, fermionic, and elec-
tromagnetic fields. To present a solid theoretical study, bibliographic reviews were conducted
for each physical field addressed in the theory. In particular, possible Simpson-Visser soluti-
ons for the EDM model were verified, confirming the impossibility of obtaining such solutions.
Therefore, the Simpson-Visser solution was used as a comparison parameter, allowing for the
evaluation of the theory’s specifications.

Keywords: General Relativity; spinors; field equations; Simpon-Visser solution.
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1 INTRODUÇÃO

O modelo Einstein-Dirac-Maxwell (EDM) descreve soluções com fontes não tri-

viais das equações de campo de Einstein 1, apresentando um acoplamento entre os campos

gravitacional, fermiônico e de gauge. Destacando que o tema central deste trabalho é investi-

gar soluções exatas para o caso especial onde os férmions apresentam carga elétrica e massa

próximas de zero.

Com a ideia de apresentar uma fundamentação teórica sólida, iniciamos no Capı́tulo

2 a descrever os principais fundamentos da Relatividade Geral. Este capı́tulo segue uma linha

cronológica para as teorias aceitas do campo gravitacional. Partindo da teoria newtoniana des-

crita por um potencial escalar que satisfaz a equação de Poisson, mas mostrando suas limitações

ao ser incapaz de incorporar a invariância de Lorentz [1].

Antes da formulação da Relatividade Geral, várias tentativas de apresentar uma

teoria relativı́stica da gravitação foram propostas. Das ideias apresentadas, destaca-se a teoria

do campo escalar de Nordström que trouxe a substituição do formalismo vetorial tridimensional

para o formalismo de quadrivetores. Também estabeleceu que a teoria gravitacional relativı́stica

deveria ser entendida como uma teoria de campo escalar e que, diferentemente da teoria newto-

niana, a fonte deste campo é mais geral do que somente a densidade de massa, ligando a teoria

gravitacional relativı́stica ao formalismo tensorial, através do traço do tensor energia-momento

[2].

O entendimento de que a teoria gravitacional de Einstein tinha natureza geométrica

foi uma extensão quase que natural de uma teoria gravitacional escalar, pois a teoria de Nordström

apesar de satisfazer alguns princı́pios fundamentais da fı́sica como conservação da energia,

princı́pio da equivalência e possuir um limite clássico correto, apresenta problemas ao consi-

derar fontes eletromagnéticas, pois sua equação considera apenas o traço do tensor energia-

momento, sendo este nulo para o eletromagnetismo [2].

Desde a formulação das equações de campo de Einstein, soluções exatas começaram

1Fontes não triviais são aquelas cujo tensor energia-momento não é nulo nem degenerado e altera de forma
essencial a geometria do espaço-tempo.
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a ser exploradas, aumentando assim a compreensão da estrutura do espaço-tempo. Em 1916,

meses após a publicação da teoria de Einstein, apresentou-se como o marco inicial das soluções

exatas do conjunto de equações, a solução de Schwarzschild, que apresenta caracterı́sticas es-

pecı́ficas, como simetria esférica, independência do tempo e um tensor de energia-momento

nulo 2[3].

Apesar das aparentes simplificações da solução de Schwarzschild, a mesma é de

grande importância para estudos referentes à Relatividade Geral [3]. No contexto deste tra-

balho, a solução de Reissner-Nordström, que representa geometrias com fontes eletricamente

carregadas, ganha bastante notoriedade, pois a mesma surge como limite particular das soluções

obtidas no modelo EDM, aumentando assim sua relevância fı́sica [4][5].

No capı́tulo 3 revisa-se o formalismo spinorial, lembrando que os conceitos de

simetria e leis de conservação estão diretamente relacionados em Fı́sica [6]. A inclusão de

campos fermiônicos como fontes gravitacionais exige o uso do formalismo spinorial, uma vez

que partı́culas de spin 1/2 não admitem descrições puramente tensoriais. Por essa razão, o

capı́tulo é dedicado à revisão da teoria de grupos e das representações spinoriais dos grupos

SO(3) e SO(3,1), fundamentais para a compreensão do momento angular e do spin na Mecânica

Quântica e na Relatividade Restrita [7][8].

Para generalizar as propriedades seguidas pelos espinores em espaços-tempo cur-

vos, é necessário considerar a teoria gravitacional, levando em conta o princı́pio da equivalência

de Einstein, no qual relaciona localmente quantidades que estão num referencial inercial (espaço

flat) com quantidades no referencial do campo (espaço curvo) [9]. A extensão do formalismo

spinorial a espaços-tempo curvos requer a introdução das tetradas (vierbeins), esse procedi-

mento garante a consistência do acoplamento entre férmions e gravitação [10].

O capı́tulo 4 destina-se à revisão da formulação covariante do eletromagnetismo

de Maxwell. Apesar dessa formulação ser uma nova forma de escrever as equações do ele-

tromagnetismo, as regras da eletrodinâmica clássica não mudam [11]. Embora as equações de

Maxwell sejam naturalmente compatı́veis com a Relatividade Restrita, sua extensão a espaços-

tempo curvos exige o uso de derivadas covariantes e do acoplamento mı́nimo. Esse formalismo

é essencial para a construção consistente do modelo Einstein–Dirac–Maxwell.

2Embora o tensor energia-momento seja nulo na região externa, a solução corresponde ao campo gravitacional
gerado por uma fonte pontual idealizada.
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Por fim, o Capı́tulo 5 é dedicado ao estudo de soluções de buracos de minhoca no

contexto da teoria EDM. Analisa-se o acoplamento entre um par de férmions carregados, com

spins opostos, e o campo eletromagnético, respeitando o princı́pio de exclusão de Pauli. São

discutidas soluções analı́ticas e limites fı́sicos relevantes, incluindo a recuperação da solução

de Reissner–Nordström em regimes apropriados. Dessa forma, este trabalho contribui para a

compreensão de soluções auto-consistentes do modelo EDM e de suas implicações fı́sicas no

estudo de geometrias não triviais do espaço-tempo.
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2 RELATIVIDADE GERAL

A forma como entendemos o campo gravitacional foi mudando ao longo do tempo

e durante séculos, a gravidade foi encarada como uma força de ação à distância, como descrita

na teoria newtoniana, que apesar da sua precisão para descrever fenômenos astronômicos, apre-

sentava limitações conceituais e experimentais em relação aos princı́pios da relatividade e em

relação a eventos que ocorrem na presença de campos intensos ou em altas velocidades.

Com a necessidade de formular uma teoria gravitacional mais geral, que respei-

tasse os princı́pios da relatividade, tornou-se necessário reinterpretar a gravidade como uma

manifestação da curvatura do espaço-tempo induzida pela presença de matéria e energia. Den-

tre as várias contribuições da teoria da Relatividade Geral, uma das mais importantes, é a análise

de soluções exatas das soluções de campo, as quais têm papel fundamental na compreensão do

espaço-tempo.

Das soluções exatas conhecidas, num contexto contemporâneo, destacam-se mode-

los que descrevem buracos negros, pela sua importância obervacional. Já num contexto teórico,

destacam-se soluções de buracos de minhoca, pois tais soluções permitem investigar cenários

nos quais as propriedades clássicas do espaço-tempo sejam modificadas (violação das condições

de energia).

Desta forma, este capı́tulo tem como objetivo introduzir os fundamentos conceituais

da gravitação como uma teoria geométrica, desenvolvendo uma estrutura que segue o contexto

histórico, apresentando alguns desafios no desenvolvimento formal da Relatividade Geral. Por

fim, são apresentados os conceitos fı́sicos e matemáticos das soluções de buracos de minhoca,

enfatizando as condições existentes sobre as fontes para sua existência.

2.1 A gravidade Como uma Teoria Geométrica

A teoria da gravitação aceita até o inı́cio do século XX era a gravitação universal

newtoniana, esta por sua vez relaciona um potencial escalar com sua fonte geradora, uma den-

sidade de massa ρ , através da equação de Poisson. Propostas de estender a gravitação universal

de Newton foram feitas, estas baseadas num campo escalar que satisfazem a equação de Pois-

son e são invariantes de Lorentz [1]. Das ideias apresentadas, destaca-se a teoria de Nordstöm

que trouxe a substituição do formalismo vetorial tridimensional tradicional para o formalismo
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de quadrivetores, e também estabeleceu que a fonte do campo escalar era mais geral do que so-

mente a densidade de massa, ligando a teoria gravitacional relativı́stica ao formalismo tensorial,

através do traço do tensor energia-momento [2].

No entanto a teoria de Nordstöm apesar de satisfazer alguns princı́pios fundamentais

da fı́sica como conservação da energia, princı́pio da equivalência e possuir um limite clássico

correto, apresenta problemas ao considerar fontes eletromagnéticas, pois sua equação considera

apenas o traço do tensor energia-momento, sendo este nulo para o eletromagnetismo.

Com o intuito de corrigir os problemas encontrados com o formalismo de Nordstöm

e propor uma teoria do campo gravitacional que fosse compatı́vel com a relatividade especial,

Albert Einstein propôs em 1915 uma teoria relacionando matéria-energia com a própria geome-

tria do espaço-tempo. Esta por sua vez permite determinar o tensor métrico, ou seja, a geometria

do espaço em torno de fontes de matéria ou energia, sendo estas grandezas intimamente relaci-

onadas pelo princı́pio da equivalência [2].

2.1.1 A gravidade como um campo escalar

A tentativa mais simples de descrever a gravidade pela teoria de campos é através

de um campo escalar que no limite clássico satisfaz a equação de Poisson,

∇
2
φ = 4πGρ. (2.1)

A equivalência da massa gravitacional com a massa inercial exige que a fonte de matéria seja

acoplada com a constante gravitacional G. Esta ideia pode ser generalizada pela relatividade

através da equivalência massa-energia, ou seja, a energia também deve ser acoplada a G. Por-

tanto a tentativa de uma lei da gravitação que satisfaz a relatividade restrita deve ser dada por

um campo escalar de spin zero, este descrito pela teoria de Klein Gordon. Isso implica dizer

que o operador d’alembertiano aplicado no campo será proporcional a uma fonte escalar ex-

terna multiplicada pela constante gravitacional G [6]. Para obtenção de tal relação, toma-se

a ação de uma partı́cula relativı́stica acoplada a um campo escalar φ(xµ), com constante de

acoplamentouma λ :

S =−
∫

τ1

τ2

(
mc2 +λφ

)
dτ, (2.2)
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sendo o elemento de linha ds =
√

ηµνdxµdxν = cdτ no espaço de Minkowski. Aplicando a

variação juntamente com o princı́pio de Hamilton em 2.2:

δS =−
∫

τ1

τ2

[δ (dτ)(mc2 +λφ)+λdτδφ ], (2.3)

onde δφ = δxµ∂µφ , logo:

δS =−
∫

τ1

τ2

[δ (dτ)(mc2 +λφ)+λdτδxµ
∂µφ ], (2.4)

Sabendo também que δ (dτ) =−dxµ

dτ
d(δxµ) =−uµd(δxµ)

δS =
∫

τ1

τ2

uµ

d(δxµ)

dτ
(mc2 +λφ)dτ−λ

∫
τ1

τ2

dτδxµ
∂µφ , (2.5)

realizando a integração por partes no primeiro termo:

S =−
∫

τ1

τ2

{
d

dτ
[mc2 +λφ)uµ ]+λ∂µφ

}
δxµdτ, (2.6)

logo:
d

dτ
[mc2 +λφ)uµ ]+λ∂µφ = 0. (2.7)

Sendo dφ

dτ
= uν∂νφ , conclui-se que:

duµ

dτ
=−λ

∂ µφ

(mc2 +λφ)
−λ

uµuν∂νφ

(mc2 +λφ)
. (2.8)

Esta é a equção de movimento de uma particula de massa m na presença de um campo escalar

φ . A equação (2.8) é explicitamente dependente da massa e da constante de acoplamento, isto

contrasta com o princı́pio da equivalência, desta forma é conveniente escolher a constante de

acoplamento proporcional a massa λ ≡ lm, onde l tem unidade de comprimento para preservar

a homogeneidade das unidades. Também será definido o novo potencial Φ = lφ , desta forma

[2]:

duµ

dτ
= −lm

∂ µ
(

Φ

l

)
(mc2 +ml Φ

l )
−mluµuν

∂ν

(
Φ

l

)
(mc2 +ml Φ

l )

= −
∂ µ

(
Φ

c2

)
(1+ Φ

c2 )
−uµuν

∂ν

(
Φ

c2

)
(1+ Φ

c2 )
. (2.9)

A equação (2.9) mostra que a trajetória das partı́culas influenciadas por um campo gravitacional

Φ é independente da massa, desde que a massa inercial associada ao termo mc2 coincida com a

massa que se acopla ao potencial. Com as escolhas de Φ e λ , a ação da partı́cula se movendo
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num campo gravitacional é:

S =−mc2
∫

τ2

τ1

dτ

(
1+

Φ

c2

)
. (2.10)

Essa ação acopla a partı́cula com o campo escalar, mas trata o mesmo como uma entidade

externa e estática. Para que a conservação das grandezas mencionadas seja mantida, o próprio

campo deve possuir energia, momento e momento angular [2].

Entendendo que o campo é uma entidade dinâmica, suas quantidades de energia e

momento evoluem de acordo com uma equação de movimento. A equação (2.10) não permite

tal evolução com isto é necessário adicionar um termo dado por:

Scampo =
∫

d4xLcampo ⇒ Lcampo ≡−
1

2l2 ∂µφ∂
µ

φ =− 1
8πGc

∂µΦ∂
µ

Φ, (2.11)

para um limite clássico apropriado l =
√

4πGc, onde G é a constante da gravitação universal.

Com isso a ação (2.10) fica:

S =−mc2
∫

τ2

τ1

dτ−m
∫

τ2

τ1

Φdτ− 1
8πGc

∫
d4x∂µΦ∂

µ
Φ. (2.12)

Isolando o segundo e terceiro termos que têm dependência explı́cita do campo,

SΦ =−m
∫

τ2

τ1

Φdτ− 1
8πGc

∫
d4x∂µΦ∂

µ
Φ. (2.13)

Observando que o primeiro termo da equação (2.13) está integrada em dτ , define-se;

n(x) =
∫ +∞

−∞

dτδ [xµ − zµ(τ)], (2.14)

sendo δ [xµ ] ≡ δ (x0)δ (x1)δ (x2)δ (x3) a função delta quadridimensional, esta por sua vez ter o

papel de representar que a densidade de massa será nula em todo espaço-tempo exceto na linha

mundo da partı́cula, logo:

1
c

∫
d4xn(x)Φ =

∫
dτ

∫
d4xδ [xµ − zµ(τ)]Φ

=
∫

τ2

τ1

dτΦ, (2.15)

com isso a ação (2.12) fica:

S =−mc2
∫

τ2

τ1

dτ− 1
c

∫
d4x
[

1
8πG

∂µΦ∂
µ

Φ+mn(x)Φ
]
. (2.16)
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Variado a ação (2.16) com relação ao campo, é obtida a equação de movimento:

1
4πGc

∂µ∂
µ

Φ =
mn(x)

c
−→ ∂µ∂

µ
Φ≡□Φ = 4πGρ, (2.17)

onde ρ = mn(x).

A equação de movimento (2.17) tem seu limite clássico correto, resultando na

equação de Poisson (2.1), e sua ação geradora 2.16tem algumas caracterı́sticas que sugerem

a validade da teoria, tais propriedades são:

• É invariante de Lorentz;

• resulta em uma força sempre atrativa;

• gera equações de movimento independentes da massa, respeitando o princı́pio da equi-

valência [2].

Mesmo com algumas propriedades necessárias sendo satisfeitas, a teoria carece de

generalização, pois o lado direito da equação (2.17) indica que a única fonte geradora do campo

gravitacional é a densidade de massa.

As leis de conservação da fı́sica clássica surgem das simetrias de transformações.

Assim, separa-se as transformações em espaciais (translação e rotação), gerando a conservação

do momento e momento angular respectivamente, e temporal, gerando a conservação da ener-

gia. Por sua vez a teoria da relatividade, juntamente com as transformações de Lorentez unifi-

cam o espaço e o tempo num contı́nuo espaço-temporal. Desta maneira podemos englobar as

leis de conservação em uma invariância por translação espaço-temporal[1].

Com a unificação das leis de conservação correspondentes, existe a necessidade de

implementar um termo mais geral para a fonte na equação (2.17), logo a mesma deve ser escrita

em termos do tensor de energia-momento Tµν . Como o único invariante (escalar) construı́do

com o tensor Tµν no espaço de Minkowski (ηµν ) é o traço dado por T ≡ Tµνηµν = T µ

µ , logo

equação [2]:

□Φ =−4πG
c2 T. (2.18)

Esta equação pode ser obtida da ação:

S =
∫

d4x
[
− 1

8πGc
∂µΦ∂

µ
Φ+

ΦT
c3 +L f onte

]
. (2.19)

Sendo o primeiro termo responsável pela energia cinética do campo gravitacional, o segundo
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a interação da fonte com o campo e o terceiro a lagrangiana da fonte, que é independente do

campo. A equação (2.19) define uma teoria escalar da gravidade que é invariante de Lorentz.

Mesmo com a generalização da fonte da teoria escalar do campo gravitacional, esta

continua apresentando alguns problemas. Considerando a equação (2.18), temos que a fonte

do campo gravitacional é o traço do tensor de energia-momento, porém esta teoria é falha se

considerada uma fonte puramente eletromagnética, pois T do tensor eletromagnético é nulo.

Assim, a teoria leva a conclusão de que fontes eletromagnéticas não serão afetadas por um

campo gravitacional externo. Sabe-se que este fato é incorreto experimentalmente, devido o

desvio comprovado da luz na presença de uma fonte de campo gravitacional [12].

As limitações da teoria de Nordström vem das restrições na definição do próprio

espaço-tempo, mostrando que a teoria gravitacional só se reduz a teoria de Nordström para um

sistema conformalmente cartesiano[1]. Tomando a ação em (2.10), e redefinindo o elemento de

linha:

dsΦ = cdτ

(
1+

Φ

c2

)
. (2.20)

Sendo ds2 = ηµνdxµdxν , logo:

ηµν −→ gµν(t,x)≡ ηµν

[
1+

Φ(t,x)
c2

]2

(2.21)

Observa-se que a mudança feita no elemento de linha (2.21) devido a interação

de uma partı́cula massiva com um campo gravitacional só foi possı́vel pelo princı́pio da equi-

valência, pois o mesmo torna a massa apenas uma constante multiplicativa na ação 2.10. Con-

cluı́mos que existe uma necessidade de uma formulação puramente geométrica da gravidade,

onde gµν é o tensor métrico.

2.1.2 O Tensor métrico

Na teoria Newtoniana, uma partı́cula é livre se a mesma não está sujeita a nenhuma

força, até mesmo da gravitacional. Porém do ponto de vista da teoria da gravitação relativı́stica,

uma partı́cula livre está sempre em queda livre, isto é, sujeita apenas ao campo gravitacional.

Isso porque, na teoria relativı́stica, a gravidade deixa de ser uma força, sendo compreendida

como uma manifestação da geometria do espaço-tempo em questão. Assim, a geometria, dadas

as devidas considerações, desempenha o papel de um campo. Esta noção nos permite abdicar,

não só no caso gravitacional, da ideia de interação a distância, pois agora as partı́culas testes não

sentirão mais as fontes diretamente, mas sim o seu campo que servira como um intermediário
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[3].

Da descrição geométrica da gravidade, vem a necessidade de definir o tensor métrico

gµν , sendo este um campo tensorial simétrico de tipo (0,2), cuja contração com os diferenciais

de coordenadas define o intervalo invariante ds2 = gµνdxµdxν . Assim, o tensor métrico deve

satisfazer as seguintes propriedades:

1. gµν deve ser de classe C2, pois suas derivadas segundas devem existir e serem contı́nuas;

2. detgµν = g ̸= 0, isto é, gµν é não singular;

3. gµν é simétrico, ou seja, gµν = gνµ [13].

Devido as propriedades de simetria listadas acima, o número de elementos independentes de

gµν é inicialmente dado por:

n2− n(n−1)
2

=
n(n+1)

2
. (2.22)

Do ponto de vista fı́sico, o tensor métrico tem diversas funções, sendo elas: fornecer a ideia de

passado e futuro; determinar o menor caminho entre dois pontos (geodésica) em espaços com

geometrias quaisquer, ou seja, a trajetótia das partı́culas testes; substituir o campo gravitacio-

nal newtoniano; fornecer a noção de referencial localmente inercial; determinar causalidade,

definindo a velocidade da luz como velocidade limite, dentre outras [14].

O tensor métrico gµν(x) dependente das coordenadas, pode surgir em diferentes

contextos. Primeiramente, para a situação de um sistema de coordenadas não inercial, terá

sua métria dependente das coordenadas. Considerando o elemento de linha em coordenadas

esféricas:

ds2 = dr2 + r2dθ
2 + r2sen2

θdφ
2. (2.23)

Apesar da dependência explı́cita das coordenadas em (2.23), a mesma se reduz a forma cartesi-

ana se considerada a mudança de coordenadas,
x = rsenφcosθ

y = rsenφsenθ

z = rcosθ .

(2.24)

ou seja, o espaço em questão continua sendo plano, só está sendo escrito por um sistema de

coordenadas curvilı́neas. De maneira geral, uma métrica que descreve um espaço genuinamente

curvo, será aquela que não pode ser reduzida globalmente a forma cartesiana [2].
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Para a construção de uma teoria gravitacional covariante, a métrica gµν deve se

transformar como um tensor. Logo analisando o elemento de linha ds′2 é:

ds′2 = g′µνdx′µdx′ν = ds2 = gαβ dx′αdx′β

g′µνdx′µdx′ν = gαβ

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
dx′µdx′ν .

(2.25)

Logo,

g′µν = gαβ

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
. (2.26)

Concluindo assim que gµν é um tensor do tipo (0, 2).

2.1.3 Geodésica e Derivada covariate

De maneira intuitiva, as curvas geodésicas são as ”linhas mais retas possı́veis”que

podem ser traçadas numa geometria curva [15]. Estas, por sua vez, determinam o movimento de

partı́culas materiais na influência de um campo gravitacional. Sua equação pode ser analisada

como uma generalização da equação de força na gravidade de Newton [2]. Para encontrar as

curvas geodésicas, considera-se a ação:

S =−m
∫

dτ onde ds = cdτ; c = 1. (2.27)

Sendo dτ2 =−gµνdxµdxν , sua variação é dada por:

2dτδ (dτ) =−[dxµdxν(∂αgµν)δxα +2gµνdxµd(δxν)]. (2.28)

Concluindo que:

δ (dτ) =−
[

1
2

dxµ

dτ

dxν

dτ
(∂αgµν)δxα +gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

]
dτ. (2.29)

Substituindo (2.29) em (2.27), integrando o segundo termo por partes e observando que δxµ →

0, nos extremos τ1 e τ2, resultando:

δS = m
∫ [1

2
dxµ

dτ

dxν

dτ
(∂αgµν)−

d
dτ

(
gµα

dxµ

dτ

)]
δxαdτ, (2.30)

aplicando o princı́pio de Hamilton δS = 0:

d
dτ

(
gµα

dxµ

dτ

)
=

1
2
(∂αgµν)uµuν . (2.31)
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Realizando a regra do produto do lado esquerdo da equação e utilizando a simetria da métrica,

gµα

duµ

dτ
=

1
2

uµuν(∂αgµν −∂µgαν −∂νgαµ), (2.32)

multiplicando ambos os lados da equação (2.32) por gνα e notando que gναgµα=δ ν
µ

:

duν

dτ
=−1

2
gναuµuλ (−∂αgµλ +∂µgαλ +∂λ gµα), (2.33)

onde é definido o sı́mbolo de Christoffel:

Γαµλ ≡
1
2
(−∂αgµλ +∂µgαλ +∂λ gµα). (2.34)

Como Γν

µλ
= gναΓαµλ , é concluı́do que:

duν

dτ
+Γ

ν

µλ
uµuν = 0. (2.35)

Por fim, esta é a equação da geodésica, que descreve o movimento livre de partı́culas no espaço-

tempo, podendo representar tanto efeitos de curvatura gravitacional quanto efeitos puramente

coordenados, dependendo da métrica considerada. Esta por sua vez, tem um limite clássico

importante, que pode ser analisado considerando a métrica (2.21),

g00 = η00

(
1+

Φ

c2

)2

=−
(

1+
Φ

c2

)2

. (2.36)

Expandindo o parêntese em (2.36), e observando que c = 1;

g00 ≈−
(

1+
2Φ

c2

)
−→ g00 ≈−(1+2Φ) e gi j ≈ δi j. (2.37)

Logo fazendo as aproximações u0 ≈ 1, dτ ≈ dt, ui ≈ ui e considerando a métrica (2.37):

dui

dt
≈ 1

2
(∂ig00u0u0 +∂g jku juk)

=
1
2
[−∂i(1+2Φ)+(∂iδ jk)u juk]

= −∂iΦ. (2.38)

A equação (2.38) resgata a equação clássica da gravitação newtoniana.

Na relatividade o entendimento de que as leis fı́sicas devam ser covariantes leva a

necessidade de que suas grandezas envolvidas devem se transformar como um tensor. Sabendo

que as leis da natureza são geralmente escritas na forma de equações diferenciais, precisa-se

encontrar uma expressão que generaliza a noção de derivada, pois a derivada ordinária conven-
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cional de um vetor ∂µuν , não satisfaz as leis de transformações tensoriais, sendo dada por:

∂
′
µu′ν =

∂xα

∂x′µ
∂α

(
∂x′ν

∂xβ
uβ

)
=

∂xα

∂x′µ
∂uβ

∂x′α
∂x′ν

∂xβ
+uβ ∂xα

∂x′µ

(
∂ 2x′ν

∂xα∂xβ

)
=

(
∂xα

∂x′µ
∂x′ν

∂xβ

)
∂αuβ +uβ ∂xα

∂x′µ

(
∂ 2x′ν

∂xα∂xβ

)
. (2.39)

Para que a equação (2.39) se transforme como um tensor, o segundo termo deve se anular. Com

isso, deve ser acrescentado um ”termo de correção”para que assim, as leis de transformações

tensoriais sejam satisfeitas. Definindo assim, a derivada covariante, dada por:

∇β uα ≡ ∂β uα +Γ
α

λβ
uλ , (2.40)

onde Γα

λβ
se transforma como:

Γ
′α
µβ

=
∂x′α

∂xν

∂xθ

∂x′µ
∂xγ

∂x′β
Γ

ν
θγ −

∂xη

∂x′µ
∂xρ

∂x′β

(
∂ 2x′α

∂xη∂xρ

)
. (2.41)

A derivada covariante tem uma interpretação geométrica simples, pois a mesma

surge da variação da direção dos vetores de base de um sistema de coordenadas de ponto a

ponto. Como no exemplo de coordenadas curvilı́neas, em que os vetores de base apesar de terem

módulo constante, apresentam direções diferentes em diferentes pontos, fazendo com que um

”termo de correção”seja acrescentado na derivada para que representar a variação dos próprios

vetores de base. Em espaços planos existe sempre a possibilidade de escrever as coordenadas na

forma cartesiana, algo que não é possı́vel para sistemas genuinamente curvos, logo a derivada

ordinária deve ser substituida pela derivada covariante quando o espaço possuir curvatura [2].

2.2 Curvatura do Espaço-Tempo

A ideia de curvatura pode ser dada em termos das propriedades do sı́mbolo (co-

nexão) de Christoffel associado a uma métrica euclidiana ou de Minkolwski. Pois este apresenta

uma série de propriedades que estão associadas a planicidade do espaço em questão. Portanto

lista-se três caracterı́sticas fundamentais que podem ser extraı́das de espaços planos, sendo elas:

o transporte paralelo de um vetor em torno de um circuito fechado deixa-o inalterado; as deriva-

das covariantes comutam entre si; as geodésicas inicialmente paralelas, permanecem paralelas,

não existindo um desvio geodésico. Todos esses conceitos estão intimamente relacionados com

o tensor de Riemann, que é derivado das conexões [14].
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A forma de quantificar uma curvatura se dar por meio do tensor de Riemann ou de

curvatura. Para demonstrar a forma explı́cita do mesmo, será considerada a não comutatividade

da derivada covariante.

2.2.1 O tensor curvatura de Riemann

Tomando a expressão (2.40) da derivada covariante de um vetor, e aplicando nova-

mente este operador:

∇β (∇αAµ) = ∂β (∇αAµ)+Γ
µ

γβ
∇αAγ −Γ

θ

αβ
∇θ Aµ

= ∂β ∂αAµ +∂β (Γ
µ

λα
Aλ )+Γ

µ

γβ
∂αAγ −Γ

θ

αβ
∂θ Aµ +Γ

µ

γβ
Γ

γ

λα
Aλ

− Γ
θ

αβ
Γ

µ

λθ
Aλ , (2.42)

fazendo a mudança nos ı́ndices β←→α na equação (2.42) e subtraindo ∇β (∇αAµ)−∇α(∇β Aµ):

∇β (∇αAµ)−∇α(∇β Aµ) = (∂β Γ
µ

λα
)Aλ +Γ

µ

γβ
Γ

γ

λα
− (∂α +Γ

µ

λβ
)Aλ −Γ

µ

γαΓ
γ

λβ

= −(∂αΓ
µ

λβ
−∂β Γ

µ

λα
+Γ

µ

γαΓ
γ

λβ
−Γ

µ

γβ
Γ

γ

λα
)Aλ , (2.43)

definindo o tensor curvatura Rµ

λαβ
:

Rµ

λαβ
≡ ∂αΓ

µ

λβ
−∂β Γ

µ

λα
+Γ

µ

γαΓ
γ

λβ
−Γ

µ

γβ
Γ

γ

λα
, (2.44)

logo a equação (2.43) fica:

[∇α ,∇β ]A
λ = ∇α(∇β Aµ)−∇β (∇αAµ) = Rµ

λαβ
Aλ . (2.45)

O tensor escrito em (2.44) descreve matematicamente se um espaço é verdadei-

ramente plano. Sabendo que Rµ

λαβ
= 0 é uma equação tensorial, esta será verdadeira para

qualquer sistema de coordenadas. O tensor de Riemann tem algumas propridades importantes,

como exemplo a simetria nos seus últimos ı́ndices α e β , que é fácil de ser visto com o sinal

do comutador [∇α ,∇β ] = −[∇β ,∇α ]. Já a simetria entre seus dois primeiros ı́ndices é dado se

consederarmos a derivada covariante da métrica ∇αgµν ,

[∇α ,∇β ]gµν = Rγ

µαβ
gγν +Rγ

ναβ
gγµ = Rµναβ +Rνµαβ = 0, (2.46)

logo Rµναβ = −Rνµαβ . Para analisar a simetria na troca dos pares de ı́ndices µ,ν ←→ αβ ,

deve-se escrever o tensor de Riemann em termos das derivadas da métrica, com a forma explı́cita



25

do sı́mbolo de Christoffel definido em (2.34), dando:

Rµναβ =
1
2
(∂α∂νgµβ +∂β ∂µgνα −∂β ∂νgµα −∂α∂µgνβ )+gθλ (Γ

θ
ναΓ

λ

µβ
−Γ

θ

νβ
Γ

λ
µα), (2.47)

da equação (2.47) é fácil ver que Rµναβ = Rαβ µν e a relação:

Rµναβ +Rµβνα +Rµαβν = 0. (2.48)

Desta forma as simetrias nos indices do tensor curvatura podem ser listadas como:

Rµναβ =−Rµνβα

Rµναβ =−Rνµαβ

Rµναβ = Rαβ µν

Rµ[ναβ ] = 0.

(2.49)

De maneira geral, o tensor de Riemann tem N4 componentes independentes (N é a dimensão

do espaço) porém estas são reduzidas através das simetrias dadas nas equações (2.49), sendo o

número de componentes independentes dadas por:

1
2

M(M+1)− N!
(N−4)!4!

=
N2(N2−1)

12
, (2.50)

sendo o primeiro termo dado pelas simetrias da terceira equação de (2.49), onde M = N(N−

1)/2 é dado pelas antissimetrias nos ı́ndices µ,ν e α,β . Já o segundo termo da equação (2.50)

é dado pela combinatória dos ı́ndes devido a quarta equação de (2.49). Desta forma, sendo

considerado o espaço-tempo, com N = 4, as simetrias reduzem o número de componentes in-

dependentes do tensor Rµναβ de 44 = 256 para 20, resultado da equação (2.50)[2].

Da contração do tensor de Riemann com a métrica podem ser obtidos também o

tensor e escalar de Ricci,

Rνλ = gµαRµναλ = Rα

ναλ
= ∂αΓ

α

νλ
−∂λ Γ

α
να +Γ

α
θαΓ

θ

νλ
−Γ

α

θλ
Γ

θ
να , (2.51)

esta equação define o tensor de Ricci. Já o escalar de Ricci é a contração do tensor (2.51), ou

seja:

R = gνλ Rνλ = gνµgλαRνλ µα . (2.52)

As duas quantidades em (2.51) e (2.52) têm uma importante relação que será utili-

zada na teoria de Eintein da gravitação. Assim, para obter esta relação, considera-se a identidade



26

de Bianchi:

∇αRµ

νθλ
+∇λ Rµ

ναθ
+∇θ Rµ

νλα
= 0, (2.53)

utilizando as definição (2.51) e (2.52), é obtido a nova relação:

∇αRθ

νθλ
−∇λ Rθ

νθα +∇θ Rθ

νλα
= ∇αRνλ −∇λ Rνα +∇θ Rθ

νλα

= ∇αRλ

λ
−∇λ Rλ

α +∇θ Rθ
α

= ∇αR−2∇θ Rθ
α

= ∇θ

(
Rθ

α −
1
2

δ
θ
α R
)
= 0, (2.54)

definindo:

Gµν ≡ Rµν −
1
2

gµνR (2.55)

A expressão (2.55) define o tensor de Einstein, quantidade fundamental na descrição geométrica

da gravitação.

2.3 Equações de Eintein

O procedimento de encontrar as equações de movimento já foi realizado quando

desenvolvemos a teoria escalar da gravidade, onde primeiramente foi construı́do o princı́pio da

ação para o sistema. Esta ação por sua vez era dividida em partes, sendo a primeira levando

em conta somente os efeitos do campo sobre um sistema de partı́culas, este termo não continha

informações que descrevessem a evolução do sistema como um todo, daı́ veio a necessidade

de adicionar um termo responsável pela dinâmica do próprio campo, sendo este dependente do

campo e de suas derivadas de primeira ordem.

Para a teoria geometrica da gravidade será feito um procedimento semelhante ao

mencionado para o campo escalar, onde a simetria por transformação geral de coordenadas pre-

cisa ser mantida. Para isto, o elemento de volume d4x é substutuido por
√
−gd4x, as derivadas

ordinárias por derivadas covariantes e a métrica de Minkowski ηµν por gµν , gerando a ação de

um sistema material interagindo com um campo gravitacional, dada por:

Sm =
∫

d4x
√
−gLm(φ ,∇φ ,gµν). (2.56)

De maneira semelhante com o caso do campo escalar, deve existir um termo res-

ponsável por descrever a dinâmica do próprio campo. Para o caso de uma teoria geométrica

da gravitação, a lagrangiana Lg deve ser função da própria métrica com sua derivada primeira
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Lg = Lg(gµν ,∂αgµν). Porém esta suposição apresenta dificuldades, pois na consideração do

referencial de Riemann 1 (gµν = ηµν , ∂αgµν = 0) o princı́pio de Hamilton (δS = δSm +δSg =

0) gera equações de movimento triviais. Desta forma na proposta da lagrangiana, podemos levar

em consideração termos lineares da derivada segunda da métrica, logo a mesma terá a forma

Lg = Lg((gµν ,∂αgµν ,∂
2
αgµν), onde os termos indesejados podem ser eliminados[2].

Como o tensor de Riemann tem dependência linear das derivadas segundas da

métrica, um escalar construido pelo mesmo também irá satisfazer esta condição. Sabendo que

a teoria relativistica exige a covariância do princı́cio da ação, sugere-se que a lagrangiana do

campo gravitacional seja escrita em termos de um escalar construı́do a partir do tensor curva-

tura, sendo que tal escalar já foi definido na equação (2.52), o escalar de Ricci. De forma geral,

o escalar de Ricci pode ser adicionado e multiplicado por uma constante, desta forma a ação do

campo gravitacional terá uma lagrangiana da forma:

Lg =
1

2κ

(
R− 2Λ

c2

)
, (2.57)

onde Λ é a constante cosmológica e κ uma constante relacionada com a constante gravitacional

G. Por simplificação dos cálculos na obtenção das equções de movimento, considera-se Λ = 0,

com isso:

2κLg = R = gαγgβδ Rαβγδ =
1
2
(gαγgβδ Rαβγδ +gαδ gβγRαβδγ)

=
1
2
(gαγgβδ −gαδ gβγ)Rαβγδ , (2.58)

definindo o tensor:

Qαβγδ ≡ 1
2
(gαγgβδ −gαδ gβγ), (2.59)

logo:

2κLg = Qαβγδ Rαβγδ , (2.60)

onde o tensor Qαβγδ tem todas as simetrias do tensor curvatura e divergente nulo em relação

a qualquer ı́ndice. Para analisar esta equação, escreve-se o tensor curvatura na forma Rα

βγδ
,

com o intuito de escrever o mesmo em termo dos sı́mbolos de Christoffel. Levando em conta

1Um referencial de Riemann é um sistema de coordenadas localmente inercial, construı́do em torno de um
ponto (ou de uma linha mundo), usando coordenadas normais de Riemann.
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também a antissimetria de Qαβγδ ,

√
−gQ βγδ

α Rα

βγδ
=
√
−gQ βγδ

α

1
2
(Rα

βγδ
−Rα

βδγ
)

= 2
√
−gQ βγδ

α Γ
α
εγΓ

ε

βδ
+2∂γ(

√
−gQ βγδ

α Γ
α

βδ
)

− 2
√
−gΓ

α

βδ
∂γQ βγδ

α −2
√
−gΓ

α

βδ
Γ

ε
γεQ βγδ

α . (2.61)

Sabendo que:

∂γ(
√
−g) =

−1
2
√
−g

∂γg =
√
−gΓ

ε
γε (2.62)

e

∂γQ βγδ

α = Γ
ε
γαQ βγδ

ε −Γ
β

γεQ εγδ

α −Γ
γ

γαQ βεδ

α , (2.63)

logo a equação (2.61) fica:

√
−gQ βγδ

α Rα

βγδ
= 2

√
−gQ βγδ

α Γ
α
εγΓ

ε

βδ
+2∂γ(

√
−gQ βγδ

α Γ
α

βδ
)

≡
√
−gLQuadratica +LSuper f icie. (2.64)

Concluindo que a lagrangiana do campo gravitacional pode ser separado em dois termos, um

termo quadrático nas derivadas primeira da métrica e um termo de superfı́cie que é um diver-

gente total. Com isso a ação total da gravitação é dada por:

S =
1

2κ

∫
d4x
√
−gR+

∫
d4x
√
−gLm−

∫
d4xLS. (2.65)

Para encontrar a equação de movimneto, primeiro analisa-se primeiro o termo quadrático, onde

essa análise é feita de maneira indireta,

δ (
√
−gLQ) = δ (

√
−ggβθ Rβθ )−δLSuper f icie

= δ (
√
−g)R+

√
−gδ (gβθ )Rβθ +

√
−ggβθ

δ (Rβθ )−δLSuper f icie, (2.66)

observando que:

δ (
√
−g) = − 1

2
√
−g

δg; onde δg = ggµνδgµν

= −1
2
√
−ggµνδgµν , (2.67)

logo a equação (2.66) pode ser escrita na forma:

δ (
√
−gLQ) =

(
Rβθ −

1
2

gβθ R
)√
−gδgβθ +

√
−ggβθ

δRβθ −δLSuper f icie, (2.68)
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onde o termo entre parênteses já foi definido em (2.55), com isso a equação (2.68) fica:

δ (
√
−gLQ) =

√
−gGβθ δgβθ +

√
−ggβθ

δRβθ −δLSuper f icie. (2.69)

Para calcular o segundo termo da equação (2.69), será levado em conta um referen-

cial localmente inercial, ou seja, Γ
µ

νθ
= 0 e gµν = constante. Com isso a definição do tensor

de Ricci (2.51) fica:

Rβθ = ∂µΓ
µ

βθ
−∂θ Γ

µ

β µ
, (2.70)

logo:

√
−ggβθ

δRβθ =
√
−ggβθ δ (∂µΓ

µ

βθ
∂θ −Γ

µ

β µ
)

=
√
−g∂µ(gβθ δΓ

µ

βθ
−gβ µδΓθ

βθ
). (2.71)

É importante notar que a equação (2.71) depende da variação dos sı́mbolos de Christoffel δΓ
µ

νθ
.

Esta quantidade por sua vez tem um carater tensorial, diferentemente do próprio Γ
µ

νθ
. Obser-

vando que o termo entre parênteses pode ser desenvolvido da forma:

(gβθ
δΓ

µ

βθ
−gβ µ

δΓ
θ

βθ
) = gβθ (δ

µ

α δ
γ

θ
−δ

µ

θ
δ

γ

α)δΓ
α

βγ
= 2gβθ Qµγ

αθ
δΓ

α

βγ
, (2.72)

logo o segundo termo da equação (2.69) pode ser escrita como:

√
−ggβθ

δRβθ = 2∂µ(
√
−ggβθ Qµγ

αθ
δΓ

α

βγ
). (2.73)

Para analisar a lagrangiana de superfı́cie no terceiro termo da equação (2.69) é ne-

cessário retomar o termo dado na equação (2.64),

LSuper f icie = 2∂γ(
√
−gQ βγδ

α Γ
α

βδ
)

δLSuper f icie = 2∂ [Q βγδ

α (
√
−ggβθ

δΓ
α

βγ
+Γ

α

βγ
δ (
√
−ggβθ ))], (2.74)

onde Q βγδ

α é constante e o termo δ (
√
−ggβθ ) precisa ser calculado, logo:

δ (
√
−ggβθ ) = δ (

√
−g)gβθ +

√
−gδgβθ

=
√
−gδgβθ − 1

2
√
−ggβθ δgβθ

=
√
−g(δ β

µ δ
β

µ −
1
2

gµνgβθ )δgµν

=
√
−gBβθ

µν δgµν , (2.75)
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onde foi definido a quantidade

Bβθ

µν ≡ (δ
β

µ δ
β

µ −
1
2

gµνgβθ ), (2.76)

com isso o termo de seperfı́cie (2.74) fica:

δLSuper f icie = 2∂µ [
√
−gQµγ

αθ
gβθ

δΓ
α

βγ
+
√
−gΓ

α

βγ
Qµγ

αθ
Bβθ

λν
δgλν ], (2.77)

observando que o primeiro termo da equação (2.77) cancela-se com (2.73), na substituição

destes na ação quadrática (2.69). Por simplificação define-se:

Mµ

λν
≡ 2Γ

α

βγ
Qµγ

αθ
Bβθ

λν
, (2.78)

logo a varição da lagrangiana quadrática fica:

δ (
√
−gLQ) =

√
−gGβθ δgβθ −∂µ [

√
−gMµ

λν
δgλν ], (2.79)

com isso o princı́pio da ação para a ação (2.79) resulta:

δSQ =
1

2κ

[∫
V

d4x
√
−gGβθ δgβθ −

∫
V

d4x∂µ(
√
−gMµ

λν
δgλν)

]
. (2.80)

Utilizando o teorema da divergência no segundo termo desta equação, onde a métrica é gµν →

hµν na superfı́cie ∂V e o vetor normal é dado por nµ , logo:

δSQ =
1

2κ

[∫
V

d4x
√
−gGβθ δgβθ −

∫
∂V

d3x
√

h(nµMµ

βθ
)gβθ

]
. (2.81)

Sendo δgβθ = 0 na superfı́cie, concluindo

δSQ =
1

2κ

∫
V

d4x
√
−gGβθ δgβθ . (2.82)

Para a análise da ação total, ainda falta a proposta de uma ação para a matéria.

Esta por sua vez será dado em termos do tensor energia-momento da matéria. Esta proposição

corrige as incoerências encontradas na teoria escalar da gravidade, logo:

δS≡− 1
2c

∫
Tµνδgµν

√
−gd4x, (2.83)

com isso a equação de movimento é dada por:

δS =
1

2κ

∫
V

d4x
√
−g
(

Gµν −
κ

c
Tµν

)
δgµν = 0, (2.84)
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concluindo que:

Rµν −
1
2

gµνR =
κ

c
Tµν . (2.85)

Esta é a equação de campo de Einstein, relacionando a geometria do espaço através dos termos

do lado esquerdo da equação, com as fontes de energia e momento.

2.4 Solução esfericamente simétrica

Em 1916 poucos meses após Einstein publicar sua teoria da gravitação, Karl Schwarzs-

child encontrou sua primeimeira solução exata [3]. A solução de Schwarzschild tem carac-

terı́sticas especı́ficas da fonte, como a simetria esférica tornando a mesma a mais simples das

soluções da equação de Einstein. Para encontrar esta solução, leva-se em conta o elemento de

linha simetricamente esférico na forma:

ds2 =−A(⃗r)dt2 +B(⃗r)dr2 + r2(dθ
2 + sen2

θdφ
2), (2.86)

onde os coeficientes A e B serão calculados. Por simplificação as componentes do tensor

de Ricci referentes a métrica (2.86), serão calculadas através da equação de Euler-Lagrange

(lembrando que as componentes do tensor de Ricci, podem ser obtidas através das derivadas

explı́citas da métrica):
d

dτ

(
∂L2

∂ ẋµ

)
− ∂L2

∂xµ
= 0, (2.87)

onde L2 = −gµν ẋµ ẋν , pois a lagrangiana quadrada leva a mesma equação geodésica que L,

desde que τ seja um parâmetro afim [2]. Utilizando a métrica (2.86),

L 2 =−gµν ẋµ ẋν = Aṫ2−Bṙ2− r2(θ̇ 2 + sen2
θφ̇

2). (2.88)

Substituindo (2.88) em (2.89) e comparando com a equação geodésica ẍµ = −Γ
µ

βγ
ẋβ ẋγ , onde

x0 = t, x1 = r, x2 = θ , e x3 = φ .

• Para µ = 0 → x0 = t:

d
dτ

[A(r)ṫ] =
dA
dτ

dr
dτ

ṫ +A(r)ẗ

= A′ṙṫ +Aẗ, (2.89)

logo:

ẗ =−A′

A
ṫṙ, (2.90)
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comparando com a curva geodésica:

ẗ =−A′

A
ṫṙ, ẍµ =−Γ

µ

βγ
ẋβ ẋγ , (2.91)

µ = 0, β = t,r e γ = r, t, ou seja:

A′

A
ṫṙ = 2Γ

t
trṫ ṙ −→ Γ

t
tr = Γ

t
rt =

A′

2A
. (2.92)

• Para µ = 1→ x1 = r:

d
dτ

(
∂L2

∂ ṙ

)
− ∂L2

∂ r
=

d
dτ

(2Bṙ)− (A′ṫ2−B′ṙ2−2rθ̇
2−2rsen2

θφ̇
2) = 0, (2.93)

logo:

r̈ =− B′

2B
ṙ2− A′

2B
+

r
B

θ̇
2 +

rsen2θ

B
φ̇

2, (2.94)

comparando com a geodésica:

r̈ =−Γ
r
αβ

ẋα ẋβ =−Γ
r
tt ṫ −Γ

r
rr ṙ

2−Γ
r
θθ θ̇

2−Γ
r
φφ φ̇

2−Γ
r
trṫ ṙ, (2.95)

os sı́mbolos de Christoffel são:

Γ
r
tt =

A′

2B
; Γ

r
rr =

B′

2B
; Γ

r
θθ =− r

B
Γ

r
φφ =−rsen2θ

B
. (2.96)

• Para µ = 2→ x2 = θ :

d
dτ

(
∂L2

∂ θ̇

)
− ∂L2

∂θ
=

d
dτ

(2r2
θ̇)−2r2senθcosθφ̇

2 = 0, (2.97)

θ̈ = senθcosθφ̇
2− 2

r
ṙθ̇ . (2.98)

Sendo a equação geodésica:

θ̈ =−Γ
θ

αβ
ẋα ẋβ =−Γ

θ
φφ φ̇

2−2Γ
θ
θr ṙθ̇ , (2.99)

concluindo que:

Γ
θ
φφ =−senθcosθ e Γ

θ
θr =

1
r
, (2.100)

• Para µ = 3→ x3 = φ :

d
dτ

(
∂L2

∂ φ̇

)
− ∂L2

∂φ
=

d
dτ

(2r2sen2
θφ̇) = 0, (2.101)

logo:

φ̈ =−2
r

ṙφ̇ −2cotgθθ̇ φ̇ , (2.102)
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como:

φ̈ =−Γ
φ

αβ
ẋα ẋβ =−2Γ

φ

rφ
ṙφ̇ −2Γ

φ

θφ
θ̇ φ̇ , (2.103)

concluindo que:

Γ
φ

rφ
=

1
r

e Γ
φ

θφ
= cotgθ . (2.104)

De posse dos sı́mbolos de Christoffel em (2.92), (2.96), (2.100) e (2.104) serão

calculados os tensores de Ricci. Devido as simetrias espaciais θ→−θ , φ→−φ , pois o sistema

em análise tem simetria esférica, e o fato da métrica ser estática, provocando uma simetria

temporal, as componentes cruzadas do tensor de Ricci são nulas,

Rrt = Rrθ = Rrφ = Rtθ = Rtφ = Rθφ = 0. (2.105)

Com o intuito de mostrar que as componentes angulares do tensor de Ricci Rθθ e Rφφ não são

independentes, faz-se uma mudança de variável (θ ,φ)→ (θ ′,φ ′) na 2-esfera unitária, onde seu

elemento de linha será dado por:

dθ
2 + sen2

θdφ
2 =

[(
∂θ

∂θ ′

)2

+ sen2
θ

(
∂φ

∂θ ′

)2
]

dθ
′2 + · · · , (2.106)

como o elemento de linha é invariante:(
∂θ

∂θ ′

)2

+ sen2
θ

(
∂φ

∂θ ′

)2

= 1. (2.107)

Por outro lado, lembrando da lei de transformação do tensor de Ricci;

R′
αβ

=
∂xµ

∂x′α
∂xν

∂x′β
Rµν

Rθ ′θ ′ =

(
∂θ

∂θ ′

)2

Rθθ +2
(

∂θ

∂θ ′

)(
∂φ

∂θ ′

)
Rθφ +

(
∂φ

∂φ ′

)2

Rφφ . (2.108)

Como o termo cruzado é nulo, tem-se:

Rθ ′θ ′ =

(
∂θ

∂θ ′

)2

Rθθ +

(
∂φ

∂θ ′

)2

Rφφ , (2.109)

substituindo a equação (2.107) em (2.109) e utilizando o fato de que Rθ ′θ ′ = Rθθ :

Rθθ =

[
1− sen2

θ

(
∂φ

∂θ ′

)2
]

Rθθ +

(
∂φ

∂θ ′

)2

Rφφ , (2.110)

(Rφφ − sen2
θRθθ )

(
∂φ

∂θ ′

)2

= 0 −→ Rφφ = sen2
θRθθ . (2.111)
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Com esse resultado, apenas as componentes Rtt , Rθθ e Rrr precisam ser calculadas. Tomando

a definção do tensor de Ricci em (2.52) e utilizando os valores dos sı́mbolos de Christoffel já

calculados,

• Calculando Rtt :

Rtt = ∂αΓ
α
tt −∂tΓ

α
tα +Γ

α

αβ
Γ

β

tt −Γ
α

tβ Γ
β

tα

= ∂rΓ
r
tt +Γ

r
rrΓ

r
tt +Γ

θ
θrΓ

r
tt +Γ

φ

φrΓ
r
tt−Γ

r
ttΓ

t
tr

= ∂rΓ
r
tt +(Γr

rr +Γ
θ
θr +Γ

φ

φr−Γ
t
tr)Γ

r
tt

= ∂

(
A′

2B

)
+

(
B′

2B
+

2
r
− A′

2a

)
A′

2B

=
A′′

2B
− A′

4B

(
A′

A
+

B′

B

)
+

A′

rB
. (2.112)

• Calculando Rrr:

Rtt = ∂αΓ
α
rr−∂rΓ

α
rα +Γ

α

αβ
Γ

β
rr−Γ

α

rβ
Γ

β

rα

= −∂rΓ
t
rt−∂rΓ

θ
rθ −∂rΓ

φ

rφ
+Γ

t
rt(Γ

r
rr−Γ

t
rt)+Γ

r
rr(Γ

θ
rθ +Γ

φ

rφ
)

− (Γθ
rθ )

2− (Γ
φ

rφ
)2

= −∂r

(
A′

2A

)
−∂r

(
2
r

)
+

A′

2A

(
B′

2B
− A′

2A

)
+

B′

rB
− 2

r2

= −A′′

2A
+

A′

4A

(
A′

A
+

B′

B

)
+

B′

rB
. (2.113)

• Calculando Rθθ :

Rθθ = ∂αΓ
α
θθ −∂θ Γ

α
θα +Γ

α

αβ
Γ

β

θθ
−Γ

α

θβ
Γ

β

θα

= ∂rΓ
r
θθ −∂θ Γ

φ

θφ
+(Γt

tr +Γ
r
rr +Γ

φ

φr−Γ
θ
θr)Γ

r
θθ − (Γ

φ

θφ
)2

= ∂r

( r
B

)
−∂θ (cotgθ)−

(
A′

2A
+

B′

2B

)
r
B
− cotg2

θ

= 1− 1
B
− r

2B

(
A′

A
− B′

B

)
. (2.114)

O resultado para Rφφ é facilmente obtido com a relação (2.111). Para a região externa a uma

fonte esférica de raio R0, temos vácuo, logo Tµν = 0 . Assim, as equações de Einstein no vácuo

reduzem-se a Gµν = 0, que por sua vez, implica em Rµν = 0. Desta forma, podemos calcular,

BRtt +ARrr =
1

rB
(A′B+B′A) =

1
rB

d
dr

(AB), (2.115)
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como esse resultado tem que ser nulo, AB = constante. Na condição r→ ∞, o espaço tempo

tem que ser praticamente plano, isso requer que as funções A,B→ 1, com isso:

B(r) =
1

A(r)
. (2.116)

Da equação de campo, sabemos que Rθθ = 0, com isso substituindo a equação (2.116) em

(2.114) e igualando a zero:

1−A− rA
2

[
A′

A
−A

(
− A′

A2

)]
= 0 −→ dA

dr
=

1−A
r

, (2.117)

resolvendo esta equação:

A(r) = 1+
K
r
, (2.118)

onde K é uma constante. Sabemos que no limite de campo fraco g00 = −(1− 2GM/r), a

constante K toma o valor K =−2GM, concluindo que a métrica (2.86) tem a forma:

ds2 =−
(

1− 2GM
r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2dΩ
2. (2.119)

Esta é a solução de Schwarzschild da equação de campo de Einstein.

Apesar da solução (2.119) ter sido baseada em coeficientes estacionários, ou seja,

sem dependência temporal, existe um teorema que garante que tal solução também é válida para

fontes esfericamentes simétricas dependentes do tempo, este é o teorema de Birkoff [2].

2.5 Buracos de Minhoca de Morris-Thorne

Em 1988 Michael S. Morris e Kip S. Thorne publicaram um dos artigos mais influ-

entes que abordam soluções exatas das equações de campo de Einstein, o mesmo é intitulado

“Wormholes in Spacetime and Their Use for Interstellar Travel: A Tool for Teaching General

Relativity”, e representa um modelo matemático simples para se estudar buracos de minhoca

atravessáveis [16].

Desta forma, sabemos que buracos de minhoca atravessáveis são soluções ma-

temáticas válidas das equações de Einstein, onde tais soluções conectam duas regiões distintas

do espaço-tempo. Podemos ter duas formas diferentes de buracos de minhoca atravessáveis,

onde o primeiro conecta dois “universos” distintos e assintoticamente planos, já o outro conecta

regiões diferentes do mesmo universo. Destacando que ambas as situações são descritas pelas

mesmas soluções das equações de Einstein.
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Figura 1: Buraco de minhoca conectando duas regiões de universos distintos.
Fonte: Morris e Thorne, 1988.

Figura 2: Buraco de minhoca conectando regiões do mesmo universo.
Fonte: Morris e Thorne, 1988.

Mesmo que um dos objetivos principais do trabalho tenha sido a busca por uma

ferramenta pedagógica para o ensino dos conceitos fundamentais da teoria gravitacional de

Einstein, o mesmo apresenta um grau de rigor matemático e conceitual que o tornou referência

notável da área. Até então, muitos modelos de buracos de minhoca (como o tipo Einstein–Rosen)

apresentavam uma estrutura instável, colapsando rapidamente ou apresentando horizonte de

eventos. Portanto, tais soluções eram caracterizadas por serem buracos de minhoca não atra-

vessáveis.

Assim, Morris e Thorne propuseram uma série de critérios que deveriam ser segui-

dos para que tais soluções fossem atravessáveis. No total, nove critérios foram enumerados

pelos autores, porém alguns deles estão relacionados a travessia feita por seres humanos (ou

outro ser vivo), que apresentam limitações fisiológicas, mas não necessariamente precisam ser

seguidas para que os buracos de minhoca sejam considerados atravessáveis.

Os critérios que serão considerados neste trabalho, serão aqueles que caracterizam

a travessia do ponto de vista matemático, desconsiderando os detalhes para a viagem humana.

Com esse propósito, considera-se um ansatz da métrica que preserve a simetria esférica, a

mesma seja estática, a ausência de horizonte de eventos e que a travessia apresente: tempo

próprio finito e que as forças de maré sejam mantidas pequenas. A forma geral da métrica para
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um buraco de minhoca que apresente essas caracterı́sticas é dada por,

ds2 =−c2e2Φ(r)dt2 +
dr2

1− b(r)
r

+ r2(dθ
2 + sin2

θ dφ
2), (2.120)

onde Φ(r) é a função de redshift, pois está ligada a propriedades causais e ao efeito Doppler. Já a

função b(r) está ligada a geometria espacial do buraco de minhoca. Para determinar as funções

arbitrárias Φ(r) e b(r), precisamos das equações de Einstein. Seguindo o mesmo procedimento

da seção 2.4, podemos encontrar os sı́mbolos de Christoffel pela definição (2.34) ou pelo o

método da equação de Euler-Lagrange. Com isso, os sı́mbolos de Christoffel da métrica (2.120)

são dados por:

Γt
rθ

= Φ′(r), Γr
tt = c2e2Φ(r)

(
1− b(r)

r

)
Φ′(r), Γr

rr =
b(r)− r b′(r)
2b(r)r−2r2 , Γθ

rθ
=

1
r

Γ
φ

rφ
=

1
r
, Γθ

φφ
=−cosθ sinθ , Γ

φ

θφ
= cotθ . (2.121)

Da definição do tensor de Riemman em (2.51), calcula-se, a componente Rt
rtr,

Rt
rtr = ∂tΓ

t
rr−∂rΓ

t
rt +Γ

t
rtΓ

r
rr− (Γt

tr)
2

Rt
rtr =−Φ

′′+
(b′r−b)
2r(r−b)

Φ
′− (Φ′)2. (2.122)

Pelo mesmo procedimento, utilizando a definição (2.51) e substituindo os sı́mbolos de Chris-

toffel (2.121), obtemos as demais componentes,

Rt
θ tθ =−rΦ′(1−b/r),

Rt
φ tφ =−rΦ′(1−b/r)sin2

θ ,

Rr
θrθ

=
b′r−b

2r
, (2.123)

Rr
φrφ

=
(b′r−b)sin2

θ

2r
,

Rθ
φθφ

=

(
b
r

)
sin2

θ .

Com o intuito de simplificar os cálculos em relação às quantidades geométricas de interesse,

é adequado definir um referencial composto por um conjunto de vetores de base ortonormais,

correspondentes ao referencial próprio de observadores estáticos (tetradas). Nesse referencial,

os observadores permanecem em repouso em relação às coordenadas espaciais (r,θ ,φ). Inici-
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almente, as quantidades em (2.123) foram calculadas na base,

∆s = c∆t et +∆r er +∆θ eθ +∆φ eφ . (2.124)

Com objetivo de obter as quantidades fı́sicas locais, introduz-se então uma base ortonormal

{et̂ ,er̂,eθ̂
,e

φ̂
}, definida de modo que o tensor métrico assuma a forma da métrica de Minkowski

local. Desta forma, a relação entre a nova base e a antiga é dada por:

et̂ = e−Φet , er̂ = (1−b/r)1/2er, e
θ̂
= r−1eθ , e

φ̂
= (r sinθ)−1eφ , (2.125)

onde nessa base ortonormal, os coeficientes métricos tornam-se,

g
α̂β̂

= eα̂ · eβ̂
= η

α̂β̂
≡


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (2.126)

Reescrevendo as componente (2.123) na base local através das transformações Rt̂ r̂t̂ r̂ = et
t̂ er

r̂ et
t̂ er

r̂ Rtrtr,

onde utiliza-se (2.125). Logo são obtidas as componentesdo tensor de Riemman,

Rt̂
r̂t̂ r̂ =

(
1− b(r)

r

)[
Φ′′(r)+(Φ′(r))2− Φ′(r)

2
b′(r)r−b(r)
r (r−b(r))

]
(2.127)

Rt̂
θ̂ t̂θ̂

= Rt̂
φ̂ t̂φ̂

=−1
r

(
1− b(r)

r

)
Φ′(r) (2.128)

Rr̂
θ̂ r̂θ̂

= Rr̂
φ̂ r̂φ̂

=
1

2r3 [b
′(r)r−b(r)] (2.129)

Rθ̂

φ̂ θ̂ φ̂
=

b(r)
r3 . (2.130)

Pela definição do tensor de Ricci Rµ̂ ν̂ = Rα̂

µ̂α̂ν̂
, temos:

Rt̂ t̂ = Rt̂
t̂ t̂ t̂ +Rr̂

t̂ r̂t̂ +Rθ̂

t̂θ̂ t̂
+Rφ̂

t̂φ̂ t̂

Rt̂ t̂ = 2(1−b/r)Φ′/r− (1−b/r)
{
−Φ′′+

b′r−b
2r(r−b)

Φ′− (Φ′)2
}
, (2.131)

e as demais componentes são dadas por,

Rr̂r̂ =
b′r−b

r
+(1−b/r)

{
−Φ′′+

b′r−b
2r(r−b)

Φ′− (Φ′)2
}
, (2.132)

R
θ̂ θ̂

= R
φ̂ φ̂

=−(1−b/r)Φ′/r+
b′r−b

2r3 . (2.133)
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Por fim, o escalar de Ricci calculado no referencial local é dado por R = gµ̂ ν̂Rµ̂ ν̂ = η µ̂ ν̂Rµ̂ ν̂ ,

R = η t̂ t̂Rt̂ t̂ +η r̂r̂Rr̂r̂ +η θ̂ θ̂ R
θ̂ θ̂

+η φ̂ φ̂ R
φ̂ φ̂

R =−4(1−b/r)Φ′/r+2b′/r2 +2(1−b/r)
{
−Φ′′+

b′r−b
2r(r−b)

Φ′− (Φ′)2
}
. (2.134)

De posse das componentes da diagonal do tensor de Ricci e do escalar de curvatura, é possı́vel

calcular o tensor de Einstein definido em (2.55) (na base tetrada).

Gµ̂ ν̂ = Rµ̂ ν̂ −
1
2

ηµ̂ ν̂R. (2.135)

Com isso, as componentes da diagonal do tensor Gµ̂ ν̂ são dadas por:

Gt̂ t̂ = b′/r2 (2.136)

Gr̂r̂ =−b/r3 +2(1−b/r)Φ′/r (2.137)

G
θ̂ θ̂

= G
φ̂ φ̂

=
(
1− b

r

)(
Φ′′− b′r−b

2r(r−b)
Φ′+(Φ′)2

)
+

Φ′

r
− b′r−b

2r2(r−b)
. (2.138)

A parte final do procedimento para encontrar o sistema que fornece a dinâmica do espaço-

tempo, é utilizar a equação de Einstein (2.85), onde o lado esquerdo da equação é dado pelo

tensor de energia-momento. Como a equação de Einsten apresenta uma relação de proporcio-

nalidade entre os tensores Gµν e Tµν , sabe-se que as únicas componentes não nulas de Tµν são

as da diagonal e as componentes angulares são degeneradas, ou seja 2,

Tµ̂ ν̂ =


c2ρ(r) 0 0 0

0 −τ(r) 0 0

0 0 p(r) 0

0 0 0 p(r)

 . (2.139)

Sendo c2ρ(r) a densidade de massa-energia ou simplesmente densidade de energia do sistema,

τ(r) é a tensão exercida na direção radial, e p(r) a pressão tangencial. Portanto, utilizando as

equações de Einstein, são obtidas as expressões:

Gt̂ t̂ =
8πG
c4 Tt̂ t̂ → b′ = 8πGc−2r2

ρ, (2.140)

2Utilizando as unidades do trabalho [16]
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e as demais componentes geram as equações,

Φ′ =
−8πGc−4τr3 +b

2r(r−b)
(2.141)

τ ′ = (ρc2− τ)Φ′− 2(p+ τ)

r
. (2.142)

Com objetivo de impor restrições sobre a geometria do buraco de minhoca, ou seja ajustando

as funções da métrica b(r) e Φ(r), com o intuito de que o mesmo seja atravessável, é possı́vel

reescrever as equações anteriores como:

ρ =
c2

8πGr2 b′ (2.143)

τ =
c4

8πG

[
b
r
−2(r−b)Φ′

]
(2.144)

p =
r
2
[
(ρc2− τ)Φ′− τ ′

]
− τ. (2.145)

O problema foi então reduzido a determinação do tensor de energia-momento sabendo proprie-

dades especı́ficas da métrica.

2.5.1 Análise geométrica do buraco de minhoca de Morris-Thorne

Para interpretar e entender a geometria do buraco de minhoca, é necessário estudar

seu diagrama de imersão (embedding). A ideia é visualizar a geometria espacial do buraco de

minhoca, e para este fim, considera-se t = constante e investiga-se sua faixa equatorial, fazendo

θ = π/2. Desta forma, a métrica (2.120) fica,

ds2 =
dr2

1− b(r)
r

+ r2dφ
2. (2.146)

Para visualizar a curvatura dessa superfı́cie, segue-se o procedimento introduzido

em [16], no qual essa geometria bidimensional é imergida (embebida) num espaço euclidiano

tridimensional auxiliar. Esse embedding consiste em representar a superfı́cie curva por meio de

uma função z(r) em um espaço tridimensional plano, de modo que a métrica induzida na su-

perfı́cie reproduza exatamente a métrica espacial original. Sabemos que na Relatividade Geral,

o sistema de referência não altera o conteúdo fı́sico a ser analisado. Desta forma, esse procedi-

mento não altera a geometria fı́sica do espaço-tempo, mas permite interpretar de forma intuitiva

a estrutura da garganta do wormhole e estabelecer a condição geométrica de flaring-out, funda-

mental para caracterizar a existência de um buraco de minhoca atravessável. Com isso, o espaço
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coordenado auxiliar, será dado em coordenadas cilı́ndricas,

ds2 = dz2 +dr2 + r2dφ
2, (2.147)

que pode ser reescrita na forma,

ds2 =

[
1+
(

dz
dr

)2
]

dr2 + r2dφ
2. (2.148)

Por comparação direta entre as equações (2.146) e (2.148), temos a relação:

1+
(

dz
dr

)2

=

(
1− b

r

)−1

⇒ dz
dr

=±
(

r
b(r)
−1
)−1/2

. (2.149)

Dessa última expressão, podemos ver como z(r) varia em relação a r, além de mostrar a de-

pendência do buraco de minhoca da função b(r), por isso a mesma chama-se função shape.

Podemos ver também que a estrutura geométrica é dividida em duas partes, a primeira repre-

sentada pelo sinal positivo (up) e a segunda representada pelo sinal negativo (down). Importante

destacar também que dz/dr diverge quando b(r) = r.

Sabendo que todo buraco de minhoca possui um raio mı́nimo r0, no qual conhe-

cemos como garganta, e é caracterizada por b(r0) = r0, podemos perceber que neste ponto a

derivada de dz/dr diverge. Assim, já podemos apresentar critérios para que uma determinada

solução das equações de Einstein seja um buraco de minhoca.

Observando que o termo radial da métrica (2.146) não é simplesmente dr2, mas sim

(1−b/r)−1dr2, isso implica que a coordenada r não é uma distância fı́sica real, mas apenas uma

coordenada geométrica. Por esse motivo e para evitar algumas divergências com a coordenada

r, é definido,

dl =±
[

1− b(r)
r

]−1/2

dr, (2.150)

logo a coordenada l é dada por:

l =±
∫ r

b0

dr
[1−b(r)/r]1/2 . (2.151)

Para que a coordenada l seja finita, temos a condição 1−b(r)/r≥ 0→ b(r)≤ r. Outras relações

importantes que surgem da influência geométrica de b(r), podem ser encontradas aplicando a

regra da cadeia em (2.149), ou seja, dz/dl = (dz/dr)(dr/dl), logo:

dz
dl

=±
√

b
r

;
dr
dl

=±
√

1− b
r
. (2.152)
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Essas relações, nos permitem entender o comportamento de z(l) em torno da gar-

ganta. Todas essas relações que estudamos, fazem referência à função b(r), onde através da

mesma conseguimos impor a existência de uma garganta (raio mı́nimo).

Figura 3: Diagrama de imersão da garganta deum buraco de minhoca.
Fonte: Morris e Thorne, 1988.

Por outro lado, a função de redshift também é importante para análise do buraco

de minhoca, pois sabemos que a condição para que o mesmo seja atravessável seja a ausência

de um horizonte de eventos, sendo assim, g00 da métrica de Morris-Thorne não pode se anular.

Nesse caso, g00 = −e2Φ(r) não pode ser zero, ou seja, Φ(r)→ −∞ não é permitido. E para

buracos de minhoca assintoticamente planos, a métrica de Minkowski deve ser retomada, isto

é, limr→∞ Φ(r) = 0.

2.5.2 Condições de energia no buraco de minhoca de Morris-Thorne

Ao fazer o estudo da tensão radial τ na garganta, e na sua proximidade, de um

buraco de minhoca, obtém-se um dos resultados mais importates apresentado pelo trabalho de

Morris e Thorne. Com objetivo de apresentar essa conclusão, descrevemos primeiramente assim

como em [16] a tensão radial na garganta, que é dada por:

τ(b0)≡ τ0 =
1

8πGc−4b2
0
≈ 5×1042 N

b2
0

, (2.153)

que apresenta um valor muito grande e difı́cil razoabilidade fı́sica. Com isso, temos a proposta

de analisar a tensão radial na vizinhaça da garganta, para isso, define-se a função de dimensio-

nalidade, dada por:

ζ ≡ τ−ρc2

|ρc2|
(2.154)
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das equações de campo, obtemos,

ζ =
b/r−b′−2(r−b)Φ′

|b′|
. (2.155)

Considerando agora que temos interesse em soluções assintoticamente planas, isto

é, podemos considerar o efeito flaring out, onde é necessário um raio mı́nimo (garganta), que

por consequência, sua derivada segunda deve ser positiva, logo:

dr
dz

=±
(

r
b(r)
−1
)1/2

→ d2r
dz2

∣∣∣∣
r=b0

=
b−b′r

2b2

∣∣∣∣
r=b0

> 0. (2.156)

Substituindo esse resultado na função de dimensionalidade,

ζ =
2b2

r|b′|

(
d2r
dz2

)
−2(r−b)

Φ′

|b′|
. (2.157)

Fazendo a análise desse resultado na garganta do buraco de minhoca,

ζ0 = lim
r→b0

2b2

r|b′|

(
d2r
dz2

)
− lim

r→b0
2(r−b)

Φ′

|b′|
, (2.158)

por fim, esse resultado nos fornece a condição:

ζ0 =
τ0−ρ0c2

|ρ0c2|
> 0 → τ0 > ρ0c2. (2.159)

Esse resultado nos fornece a medida quantitativa da violação das condições de ener-

gia na garganta do buraco de minhoca. Fisicamente falando, isso significa dizer que a tensão

radial deve ser maior que a densidade de energia. Isso é altamente não usual, pois em matéria

clássica normalmente ocorre o contrário.
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3 FORMULAÇÃO ESPINORIAL

A importância da formulação espinorial surge naturalmente da necessidade de des-

crever partı́culas de spin semi-inteiro. O spin 1/2, por sua vez, é uma propriedade quântica

intrı́nseca dos prótons, nêutrons e elétrons, que formam a base da estrutura da matéria. Fisica-

mente, o spin 1/2 manifesta-se em fenômenos experimentais, como a interação spin-órbita ou

na descrição da estrutura fina do átomo. Importante destacar, que tais partı́culas obedecem à

estatı́stica de Fermi-Dirac, e estão sujeitas ao princı́pio de exclusão de Pauli.

Enquanto rotações de partı́culas clássicas são dadas por representações vetoriais

usuais, partı́culas de spin 1/2 transformam-se segundo representações espinoriais. Uma das

principais diferenças entre tais transformações está no fato de que partı́culas de spin semi-

inteiro retornam seu estado inicial apenas por uma transformação de 720°, diferentemente das

rotações clássicas, onde o estado inicial é retomado após uma rotação de 360°.

Matematicamente, o spin semi-inteiro está associado a representações especı́ficas

das simetrias rotacionais no espaço tridimensional. Sabendo que as rotações em três dimensões

são representadas pelo grupo SO(3), e este não admite representações espinoriais, temos a ne-

cessidade de apresentar e descrever o grupo SU(2), que constitui um recobrimento duplo de

SO(3).

A teoria de grupos fornece a base matemática para o estudo das transformações so-

fridas por partı́culas de spin 1/2. Com o objetivo de investigar tais propriedades, este capı́tulo

apresenta inicialmente uma descrição não relativı́stica seguida da exposição relativı́stica do spin

1/2, destacando suas propriedades algébricas e seu papel na construção da formulação espino-

rial.

3.1 A teoria não-relativı́stica do spin 1/2

Em Fı́sica, as leis de conservação estão relacionadas diretamente às simetrias dos

sistemas fı́sicos em análise. Tais simetrias são notadas primeiramente no estudo da Mecânica

Clássica através do teorema de Noether, que estabelece uma relação entre as propriedades de

simetria e as quantidades conservadas, como energia, quantidade de movimento e momento

angular [17].

Para cada situação, temos que o conjunto das operações de simetria formam um
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grupo. Com isso, a teoria de grupos é a ferramenta necessária para o estudo de invariantes e

simetrias. No inı́cio do século XX, Wigner e outros estudiosos notaram que a noção de invarian-

tes era um conceito fundamental para a explicação de fenômenos quânticos. Por consequência,

na Mecânica Quântica o conceito de spin e momento angular mostraram-se fundamentais, pois

a lei de conservação do momento angular é uma consequência da simetria rotacional, ou seja, é

invariante sob rotações espaciais [7].

A teoria de grupos é a maneira de formalizar matematicamente os conceitos de re-

flexões espaciais, paridade, rotações e geometria [7]. Levando em consideração o momento

angular como uma quantidade fundamental para o desenvolvimento da teoria, é necessário de-

finir e descrever o grupo de rotações em três dimensões, denominado SO(3). Através de um

ajuste dos parâmetros do grupo SO(3), nota-se um isomorfismo entre este grupo e o grupo

SU(2), tal propriedade proporciona a escolha de qual representação utilizar. A representação do

grupo SU(2) é denominada de representação spinorial do grupo SO(3), destacando que esta é

uma teoria não-relativı́stica do spin ½ [8].

3.1.1 Rotações e o grupo SO(3)

Tomando como base fı́sica a isotropia do espaço, o que significa que não há uma

direção preferencial em relação a outra, considera-se um vetor r⃗ que pode ser escrito num

referencial S em termos das suas coordenadas {xi}, mas também será possı́vel escrever o mesmo

vetor num referencial S’, onde o mesmo é uma rotação em torno do eixo z do sistema S, tal

rotação deve preservar o módulo de r⃗ [7], ou seja:

||⃗r||= ∥⃗r′∥. (3.1)

Sendo r⃗ = xî+ y ĵ+ zk̂ as componentes do vetor r⃗ no sistema S, logo suas componentes em S’

para uma rotação de um ângulo φ são,

x′ = xcosφ + ysenφ

y′ =−xsenφ + ycosφ

z′ = z,

(3.2)

na forma matricial 
x′

y′

z′

=


cosφ senφ 0

−senφ cosφ 0

0 0 1




x

y

z

 , (3.3)
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onde A(φ) é a matriz de rotação de um ângulo φ em torno de z [7]. Uma rotação na sua

forma mais geral será descrita através dos ângulos de Euler, que são representados por rotações

sucessivas em torno de eixos particulares [18]. Desta maneira tem-se:

(x,y,z)−→ (ξ ,η ,ζ fixo)−→ (ξ ′fixo,η
′,ζ ′)−→ (x′,y′,z′), (3.4)

estas transformações geram as seguintes matrizes:

A(φ) =


cosφ senφ 0

−senφ cosφ 0

0 0 1

 B(θ) =


1 0 0

0 cosθ senθ

0 −senθ cosθ



C(ψ) =


cosψ senψ 0

−senψ cosψ 0

0 0 1

 , (3.5)

onde φ : [0,2π], θ : [0,π] e ψ : [0,2π] são os ângulos de Euler. Desta forma uma rotação geral

em três dimensões é dada por R(φ ,θ ,ψ) =C(ψ)B(θ)A(φ) [17].

R(φ ,θ ,ψ) =


cosψcosφ − cosθsenφsenψ −senψcosφ − cosθsenφsenψ senψsenθ

−senψcosφ − cosθsenφcosψ −senψsenφ + cosθcosφ cosψ −senθcosφ

senψsenθ cosψsenθ cosθ


(3.6)

De maneira geral, as transformações de rotação podem ser escritas matricialmente como:

X ′ = RX , (3.7)

onde as matrizes R formam um grupo não abeliano denominado O(3). Se a condição detR=+1

for imposta, tais matrizes compõem o grupo SO(3), que é definido como:

SO(3) = {R ∈Mat(R,3); R−1 = RT e detR = 1}. (3.8)

Tomando o caso geral de um grupo especial ortogonal SO(n), pode-se analisar as

principais caracterı́sticas dos seus elementos. Uma matriz quadrada pode ser escrita em termos

de uma função exponencial matricial, onde esta preserva propriedades semelhantes a função

exponencial definida nos reais. Sendo R um elemento de SO(n), é possı́vel escrever:

R = eM, (3.9)
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onde os M′s são matrizes reais n x n (n2 elementos). De maneira formal, a função exponencial

matricial estabelece uma conexão entre as propriedades da álgebra de Lie das matrizes quadra-

das e o correlato grupo de Lie. Sabendo que:

RT R = I⇒ RT = R−1 (3.10)

eMT
= e−M⇒MT =−M,

logo M é anti simétrica. Portanto, sua diagonal principal é nula e a parte triangular superior

é refletida na parte triangular inferior. Com isto, a quantidade de parâmetros independentes é

dada por:

Elementos independentes = Total−Diagonal principal−Parte triangular

= n2−n− n(n−1)
2

=
n(n−1)

2
. (3.11)

Considerando a equação (3.11) para n = 3, a quantidade de elementos independentes é igual a

3, que corresponde aos ângulos de Euler. Sabe-se que uma representação do grupo de Lie pode

ser escrita como (A.1):

D(a) = e−iakJk , (3.12)

onde os Jk são os geradores do grupo. Desta forma, comparando as equações (3.9) e (3.12),

obtemos:

M =−iakJk. (3.13)

Assim, para o grupo SO(3), os parâmetros ak são os ângulos de Euler e os Jk os geradores do

grupo. Sabe-se que M é uma matriz antissimétrica, para o grupo SO(3) podemos escrever:

Mi j =−εi jkak. (3.14)

Das equações (3.13) e (3.14) podemos concluir que os geradores do SO(3) são dados por:

(Ji) jk = iεi jk, (3.15)

e seguem a álgebra de Lie dada por:

[Ji,J j] = iεi jk(Jk). (3.16)

Com isso podemos construir um operador infinitesimal que segue as propriedades descritas no
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Apêndice A para as representações de um grupo. Seja n̂ um vetor unitário na direção de um

eixo qualquer, uma rotação infinitesimal δφ em torno desse eixo é dada por:

Rn(δφ) = 1− i(δφxJx +δφyJy +δφzJz)

= I− i(n̂ · J⃗)δφ .
(3.17)

Pelo teorema de Lie, um elemento geral do grupo de rotações SO(3) é dado por [19]:

Rn(φ) = e−φ n̂·J⃗. (3.18)

Com a equação (3.18), é fácil ver as relações de fechamento, a existência de um elemento

inverso e uma identidade.

3.1.2 Representação espinorial do SO(3) e o grupo SU(2)

Antes de formalizar a representação espinorial, será feito a mudança de parâmetros

do grupo SO(n) da seguinte maneira:

A = exp
(
iα iGi

)
⇒ A = exp

(
i
2

α
i jGi j

)
, (3.19)

onde i está variando de 1 até
n(n−1)

2
e α i j, Gi j são antissimétricos. A álgebra seguida pelos

G’s é a mesma do momento angular [8],

Li j = xi∂ j− x j∂i, (3.20)

com:

[Li j,Lkl] = i(δikL jl−δilL jk +δ jkLil−δ jlLik), (3.21)

onde adotamos ℏ= 1. Assim,

[Gi j,Gkl]mn = i[δik(G jl)mn−δil(G jk)mn +δ jk(Gil)mn−δ jl(Gik)mn]. (3.22)

Para descobrir a forma matricial de (Gi j)mn, precisa-se tomar a transformação de um vetor

através de um elemento A ∈ SO(n):

x′m = amnxn. (3.23)
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Pela equação (3.19), tem-se:

x′m =

[
exp
(

i
2

ai jGi j

)]
mn

xn

=

[
1+

i
2

ai jGi j + . . .

]
mn

xn

≈ xm +
i
2

ai j(Gi j)mnxn. (3.24)

Para uma transformação infinitesimal,

δxm ≡ x′m− xm =
i
2

ai j(Gi j)mnxn, (3.25)

onde δxm = amnxn. Logo,

amn =
i
2

ai j(Gi j)mn. (3.26)

Esta equação tem como solução

(Gi j)mn =−i(δimδ jn−δinδ jm), (3.27)

que nos dá a forma explı́cita dos geradores de SO(3), a seber,

G12 =


0 −i 0

i 0 0

0 0

 G13 =


0 0 −i

0 0 0

i 0 0



G23 =


0 0 0

0 0 −i

0 i 0

 . (3.28)

De maneira geral, a representação spinorial do grupo SO(n) é dada quando seus

geradores são escritos em termos das n(n−1)
2 matrizes Γi’s que seguem a álgebra de Clifford [8],

{Γi,Γ j} ≡ ΓiΓ j +Γ jΓi = 2δi j, (3.29)

que continuam seguindo a álgebra (3.16). Para encontrar seus geradores em termo das matrizes

Γi, define-se as matrizes M tal que,

M = Γixi −→M′ = Γix′i, (3.30)
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onde x′i =Ri jx j, de onde pode-se concluir que |M|2 = |M′|2. Analisando as seguintes transformações:

Mψ = φ

ψ ′ = Sψ

φ ′ = Sφ

M′ψ ′ = φ ′,

(3.31)

pode-se concluir que as matrizes Γi se transformam como:

S(a)Γ jS−1(a) = Ri j(a)Γi. (3.32)

Derivando ambos os lados desta equação e notando-se que,

∂S
∂alm

∣∣∣
a=0

= Glm;
∂S−1

∂alm

∣∣∣
a=0

=−Glm e
∂Ri j

∂alm
= δilδ jm−δimδ jl, (3.33)

logo,

GlmΓ j−Γ jGlm = [Glm,Γ j] = (δilδ jm−δimδ jl)Γi

= Γlδ jm−Γmδ jl.
(3.34)

Pela álgebra de Clifford, pode-se escrever

δi j =
1
2
(ΓiΓ j +Γ jΓi), (3.35)

de onde conclui-se que:

[Glm,Γ j] =
1
4
[
[Γl,Γm],Γ j

]
−→ Glm =

1
4
[Γl,Γm]. (3.36)

Esse resultado mostra como são os geradores na representação spinorial (a menos da unidade

imaginária). Sabendo-se que as matrizes de Pauli seguem a álgebra de Clifford,

σ1 =

0 1

1 0

 σ2 =

0 −i

i 0

 σ3 =

1 0

0 −1

 ,onde {σi,σ j}= 2δ i j. (3.37)

Para o SU(2), as matrizes Γi, podem ser relacionas com as matrizes de Pauli, com isso os

geradores (3.36) podem ser escritos como:

Glm =
i
4
[σl,σm], (3.38)

que forma o conjunto de geradores do SU(2), representado por matrizes 2 x 2, definidas como:

SU(2) = {U ∈Mat(C,2); U−1 =U† e detU = 1}. (3.39)
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De maneira geral, o grupo SU(n) é composto por matrizes complexas n x n, logo a quantidade

de elementos independentes são 2n2. Porém, são impostas algumas condições,

U†U = I −→ |detU |2 = 1

detU = eiα . (3.40)

Para detU = 1⇒ α = 0, o que reduz o número de parâmetros independentes para 2n2− 1.

Admitindo que [8],

U = eM, (3.41)

onde M são matrizes complexas M = A+ iB, tem-se que:

U−1 =U† ⇒ M† =−M.

∴ AT − iBT =−A− iB ⇒ AT =−A (antissimétrica) e BT = B (simétrica). (3.42)

Para matrizes simétricas e antissimétricas tem-se n(n+1)
2 e n(n−1)

2 elementos, respectivamente; o

número de parâmetros independentes é dado por:

2n2−1− n(n−1)
2

− n(n+1)
2

= n2−1. (3.43)

Portanto para o grupo SU(2), tem-se 22−1 = 3 parâmetros independentes. Desta forma, com

as condições impostas as matrizes de SU(2), tem-se que a matriz mais geral terá a forma:

U =

 x3 x1− ix2

x1 + ix2 −x3


= x1

0 1

1 0

+ x2

0 −i

i 0

+ x3

1 0

0 −1


= x1σ1 + x2σ2 + x3σ3

= xiσi. (3.44)

Assim, pode-se concluir que qualquer matriz pertencente ao SU(2) pode ser escrita como uma

combinação linear das matrizes de Pauli. Através da equação (3.19), sabe-se que:

Si = exp
(

i
2

α
i
σi

)
. (3.45)

Tomando a transformação de similaridade da matriz (3.44),

U ′ = SiUS−1
i , (3.46)
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especificando i = 3, tem-se

U ′ = S3US−1
3 = exp

(
i
2

α
3
σ3

)
xiσiexp

(
− i

2
α

3
σ3

)

= exp
(

i
2

α
3
σ3

)
(x1σ1 + x2σ2 + x3σ3)exp

(
− i

2
α

3
σ3

)
. (3.47)

Pela identidade de Euler, sabe-se que:

exp
(

i
2

α
3
σ3

)
= cos

(
α3

2

)
+ iσ3sen

(
α3

2

)
, (3.48)

tal que a equação (3.47) fica:

U ′ = (x1cosα3 + x2senα3)σ1 +(−x1senα3 + x2cosα3)σ2 + x3σ3. (3.49)

Sabendo-se que U ′ = x′1σ1 + x′2σ2 + x′3σ3, obtém-se:

x′ = x1cosα3 + x2senα3

y′ =−x1senα3 + x2cosα3

z′ = x3.

(3.50)

Concluindo-se que a matriz em (3.47) reproduz as mesmas transformações obtidas na equação

(3.2). Este resultado também pode ser obtido para as matrizes S2 e S3, comprovando assim que

os elementos do grupo SU(2) realiza as rotações tridimensionais, ou seja, os grupos SO(3) e

SU(2) são homeomorfos [8]. Se os parâmetros forem escolhidos como os ângulos de Euler, a

rotação mais geral será dada por:

U =UφUθUψ . (3.51)

Pode-se concluir que o grupo SU(2) é a representação espinorial do grupo das rotações, onde o

mesmo atua em elementos bidimensionais complexos chamados de espinores, dados por:

ψ =

ψ1

ψ2

 . (3.52)

Estes objetos representam os spins a Mecânica Quântica não relativı́stica, sendo eles o spin up

ψ1 e down ψ2, cujas respectivas projeções são dadas por 1
2ℏ e −1

2ℏ.
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3.2 Quantização do momento angular através da álgebra de Lie

A quantização do momento angular é desenvolvida das relações de comutação da

álgebra de Lie do grupo SO(3), descrita na equação (3.16). Para a construção da teoria é ne-

cessária a definição do operador J2, a saber [19],

J2 ≡ J2
x + J2

y + J2
z . (3.53)

Com essa definição, é possı́vel calcular as relações de comutação entre o operador J2 e suas

componentes Ji,

[J2,Jz] = [J2
x + J2

y + J2
z ,J

2
z ]

= Jx[Jx,Jz]+ [Jx,Jz]Jx + Jy[Jy,Jz]+ [Jx,Jz]Jy.

(3.54)

De acordo com a relação (3.16), e sabendo que para as demais componentes o cálculo é seme-

lhante, tem-se:

[J2,Jz] = 0⇒ [J2,Ji] = 0. (3.55)

Como as componentes individuais não comutam entre si e comutam com J2, escolhe-se por

convenção, Jz para ser diagonalizado juntamente com J2 [19]. Tornando autovetores simultâneos

de J2 e Jz, onde a e b são autovalores de J2 e Jz, respectivamente, suas equações são dadas por:

J2 |a,b⟩= a |a,b⟩ (3.56)

Jz |a,b⟩= b |a,b⟩ .

Para que os valores de a e b sejam encontrados é necessário a definição dos operadores escada

[19]:

J±≡ J+± iJy. (3.57)

Desta maneira, tem-se.

[J+,J−] = [Jx + iJy,Jx− iJy]

= [Jx,Jx]− i[Jx,Jy]+ i[Jy,Jx]+ [Jy,Jy]

= −2i[Jx,Jy] (3.58)

= 2ℏJz
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e

[Jz,J±] = [Jz,Jx± iJy]

= [Jz,Jx]± i[Jz,Jy]

= iℏε321Jy± i(iℏε321Jx)

= ±ℏJ±. (3.59)

Por fim:

[J2,J±] = [J2,Jx± iJy]

= [J2,Jx]± i[J2,Jx]

= 0. (3.60)

Para os operadores escada, tem-se J±,

Jz(J± |a,b⟩) = ([Jz,J±]+ J±Jz) |a,b⟩

= (b±ℏ) |a,b⟩ . (3.61)

Desta forma, observa-se que na atuação dos operadores J± nos autovetores de Jz,

resulta novamente em um autoestado de Jz com autovalores somados ou subtraidos de ℏ [19].

De maneira semelhante, pode-se observar o que estes operadores fazem com os autoestados de

J2. Segue-se então,

J2(J± |a,b⟩) = J±J2 |a,b⟩

= a(J± |a,b⟩). (3.62)

Com isso, conclui-se que os operadores J± só aumentam ou diminuem os autovalores b.

J± |a,b⟩= c± |a,b±ℏ⟩ . (3.63)

A condição fı́sica de que o momento angular seja limitado por um máximo e mı́nimo leva a

conclusão de que não se pode aplicar J± infinitamente [19]. Para analisar seus valores limites,

primeiro, escreve-se o operador J2 em termos dos J±:

J2 =
1
2
(J+J−+ J−J+)+ J2

z . (3.64)



55

Sabendo-se que J− = J†
+, tem-se

J2− J2
z =

1
2
(J+J†

++ J†
+J+), (3.65)

onde J+J†
+ tem valores esperados positivos:

J†
+J+ = J2− J2

z −ℏJz (3.66)

Este resultado mostra que os valores de b estão limitados pelos valores de a. Por consequência

disso:

⟨a,b|J2− J2
z |a,b⟩ ≥ 0⇒ a≥ b2. (3.67)

De maneira semelhante,

J+ |a,bmax⟩= 0⇒ J−J+ |a,bmax⟩= 0 e J− |a,bmin⟩= 0⇒ J+J− |a,bmin⟩= 0. (3.68)

Substituindo os valores de J−J+ e J+J− em (3.68):

a = bmax(bmax +ℏ), (3.69)

a = bmin(bmin−ℏ). (3.70)

Igualando as duas equações em (3.69), conclui-se que bmax =−bmin, logo os valores de b variam

no intervalo,

−bmax ≤ b≤ bmax. (3.71)

O estado |a,bmax⟩ pode ser obtido aplicando J+ em |a,bmax⟩ sucessivas vezes, logo:

bmax = bmin +nℏ

= −bmax +nℏ

=
nℏ
2
. (3.72)

Definindo:

j ≡ bmax

ℏ
=

n
2
. (3.73)

Logo, o autovalor de J2 é dado por:

a = ℏ2 j( j+1), (3.74)
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se b for definido como b≡ mℏ, as equações (3.56) ficam:

J2 | j,m⟩= j( j+1)ℏ | j,m⟩ ,

Jz | j,m⟩= mℏ | j,m⟩ .
(3.75)

As equações em (3.75) representam a quantização do momento angular. Estas são consequências

das relações de comutação da álgebra de Lie do grupo das rotações [19]. Com as equações de

autovalores (3.75) e sabendo que J†
+J+ = J2− j2

z − ℏJz, consegue-se calcular as equações de

autovalor dos operadores J+ e J−:

J± | j,m⟩=
√
( j∓m)( j±m+1)ℏ | j,m±1⟩ . (3.76)

Com estas equações, pode-se escrever as formas matriciais de J1 e J2, desde que os mesmos

sejam escritos como:

J1 = 1
2(J++ J−),

J2 = 1
2i(J+− J−).

(3.77)

Com isto:

⟨m′|J1 |m⟩ = 1
2(
√

( j−m)( j+m+1)δm′,m+1 +
√

( j+m)( j−m+1)δm′,m−1)

⟨m′|J2 |m⟩ =− i
2(
√

( j−m)( j+m+1)δm′,m+1−
√
( j+m)( j−m+1)δm′,m−1).

(3.78)

Sendo j o número quântico que representa o spin e sabendo que − j ≤ m ≤ j. Se j = 1
2 , as

equações em (3.78) juntamente com a equação de Jz em (3.75) retomam as matrizes de Pauli,

que são geradores do grupo SU(2). Este fato mostra que os vetores do SU(2) são responsáveis

por acomodar os estados de spin 1/2.

3.3 A teoria relativı́stica do spin 1/2

No estudo da relatividade especial é exigido que as leis da fı́sica sejam invarian-

tes por translações do espaço e do tempo, por rotações no espaço real, tridimensional e por

transformações de Lorentz. As três condições de invariância juntas formam o grupo de Poin-

caré, ou grupo de Lorentz não-homogêneo. Considerando-se apenas as rotações no espaço e a

transformação de Lorentz juntas ”Boosts”, estas formam o grupo de Lorentz homogêneo [8].

A Mecânica Quântica ondulatória de Schrödinger foi aprimorada por W. Pauli em

1926, quando o mesmo escreveu uma função de onda de sistemas quânticos que comportavam

spin, estes eram representados por espinores bidimensionais não-relativı́sticos. Já em 1928 P.

Dirac generalizou este conceito para uma teoria relativı́stica, utilizando espinores com quatro



57

componentes [20]. Para construir tal teoria é necessário descrever o grupo de Lorentz SO (3,1)

juntamente com sua representação spinorial.

3.3.1 O Grupo de Lorentz SO(3,1) e sua Representação Spinorial

O grupo de Lorentz é o grupo SO(3,1), onde o mesmo é não compacto, ortogonal

e contém o grupo das rotações espaciais SO(3) como subgrupo. Ele é composto por matrizes

Λ
µ

ν (4x4) agindo em diferentes coordenadas do espaço-tempo[21].

∆x′µ = Λ
µ

ν∆xν . (3.79)

Tal que estas matrizes satisfazem a condição de ortogonalidade:

Λ
T

ηΛ = η , (3.80)

onde η é a métrica de Minkolwski,

η = ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (3.81)

Os geradores do grupo de Lorentz seguem a álgebra dada na equação (3.22). Em-

bora a forma original da álgebra em (3.22) dependa do espaço tridimensiona, uma vez que

envolve o sı́mbolo de Levi-Civitta ijk, pode-se generalizar para n-dimensões, pois esta álgebra

é a mesma para os grupos SO(n).Pode-se obter facilmente a álgebra de Lie do grupo de Lorentz

SO(3,1) apenas substituindo a métrica euclidiana δi j pela métrica de Minkowski ηµν [21]:

[Jµν ,Jρσ ] = i(ηµσ Jνρ −ηµρJνσ +ηνρJµσ −ηνσ Jµρ). (3.82)

Para encontrar as formas matriciais dos geradores do grupo de Lorentz, considera-se a seguinte

relação:

ηµνΛ
µ

σ Λ
ν
ρ = ησρ . (3.83)

Derivando ambos os lados desta equação e definindo a quantidade Gνσ ≡ ηµνΛ
µ

σ :

∂Gνσ

∂aλ

∣∣∣
a=0

δ
ν
ρ +δ

µ

σ

∂Gµρ

∂aλ

∣∣∣
a=0

= 0, (3.84)

Pois Λ
µ

σ |a=0 = δ
µ

σ , onde a é um parâmetro infinitesimal que descreve transformações de Lo-



58

rentz em torno da identidade, de tal forma que em a = 0, recupera-se a delta. Com isso, temos,

(Gλ )ρσ =−(Gλ )σρ . (3.85)

Essa relação de antissimetria nos parâmetros aρσ = −aσρ , permite obter a quantidade total de

parâmetros independentes. Como ρ,σ = 0, 1, 2, 3 têm quatro valores possı́veis:

Quant. de parâmetros independentes =

4

2

= 6. (3.86)

Da antissimetria de (Gρσ )µν :  (Gρσ )µν =−(Gσρ)µν

(Gρσ )µν =−(Gσρ)νµ

(3.87)

Concluindo que:

(Gρσ )µν = δ
ρ

µ δ
σ
ν −δ

ρ

ν δ
σ
µ . (3.88)

Derivando a expressão Gµν = ηµλ Λλ
ν e utilizando a equação (3.88):

ηµλ (J
ρσ )λ

ν = δ
ρ

µ δ
σ
ν −δ

ρ

ν δ
σ
µ ⇒ (Jρσ )λ

ν =
∂Λλ

ν

∂aρσ

∣∣∣
a=0

. (3.89)

Logo (acrescentando a unidade imaginária):

(Jρσ )α
ν = i(ηρα

δ
σ
ν −η

σα
δ

ρ

ν ). (3.90)

Esta é a forma explı́cita dos geradores do grupo de Lorentz, separados em boosts e rotações.

• A condição para obter os boosts é ρ = 0 e σ = i:

(J0i)α
ν = i(η0α

δ
i
ν −η

0α
δ

0
ν ). (3.91)

Observa-se que a equação (3.91) é nula se α,ν ̸= 0 ou α,ν = 0 juntas, logo:

(J0i)0
j = i(η00

δ
i
j) =−iδ i

j

(J0i)
j
0 = i(η0 j

δ
i
0−η

i j
δ

0
0 ) =−iδ i j, (3.92)
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estes são os geradores dos boosts do grupo de Lorentz, que de maneira explı́cita ficam:

J01 =


0 −i 0 0

−i 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 J02 =


0 0 −i 0

0 0 0 0

−i 0 0 0

0 0 0 0


(3.93)

J03 =


0 0 0 −i

0 0 0 0

0 0 0 0

−i 0 0 0

 .

• A condição para obter os geradores das rotações é ρ = i e σ = j:

(Ji j)α
ν = i(η iα

δ
j

ν −η
jα

δ
i
ν), (3.94)

onde (3.94) é nula se α = 0 ou ν = 0, com isto, α = k e ν = l:

(Ji j)k
l = i(δ ik

δ
j

l −δ
jk

δ
i
l ). (3.95)

Observa-se que os geradores em (3.95) são os mesmos das rotações em (2.27), logo estes são

responsáveis pelas rotações do grupo de Lorentz. Desta forma, como o grupo de Lorentz é um

grupo de Lie, e é possı́vel escrever os geradores do mesmo como:

exp
{
−i⃗a · J⃗

}
= exp

{
−iaµν(Jµν)

}
= exp

{
−i
[
aoi(J0i)+

ai j

2
(Ji j)

]}
, (3.96)

sendo uma parte responsável pelos boosts e a outra pelas rotações, totalizando seis geradores.

Definindo:

Jk ≡
1
2

εi jkJi j; J0i ≡ Ki, (3.97)
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onde estes seguem sua própria álgebra de Lie:

[Ji,J j] =

[
1
2

εiabJab,
1
2

ε jcdJcd
]

=
1
4

εiabε jcd[Jab,Jcd]

=
i
4

εiabε jcd[δ
acJbd−δ

adJbc +δ
bdJac−δ

bcJad]

=
i
2

εi jkεabkJab

= iεi jkJk. (3.98)

De maneira semelhante:

[Ji,K j] =

[
1
2

εiabJab,J0 j

]
=

1
2

εiab[Jab,J0 j]

=
1
2

εiabη jk[Jab,Jk0]

=
i
2

εiabη jk(η
akJb0−η

a0Jbk +η
b0Jak−η

bkJa0)

= iεi jkJ0k

= iεi jkKk, (3.99)

por fim:

[Ki,K j] = [J0i,J0 j]

= δiaδ jb[J0a,J0b]

= iδiaδ jb(η
00Jab−η

0bJa0 +η
abJ00−η

a0J0b)

= − i
2

εi jkεabkJab

= −iεi jkJk. (3.100)

Com isso, observamos que as álgebras dos geradores definidos em (3.97) estão desacopladas,

logo com as relações (3.98), (3.99) e (3.100) pode-se definir os geradores combinados:

Mi =
Ji + iKi

2
; Ni =

Ji− iKi

2
, (3.101)

onde estes seguem a álgebra,

[Mi,M j] = iεi jkMk; [Ni,N j] = iεi jkNk, [Mi,N j] = 0. (3.102)
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Desta forma pode-se observar que os boosts e as rotações combinados seguem sua propia

álgebra de Lie.

3.3.2 Representação spinorial do SO(3,1) e a algebra de Clifford

A representação spinorial do grupo de Lorentz surge naturalmente da covariância

da equação de Dirac [8]. Como já mencionado, os objetos de spin J = 1/2 são representados

pelo grupo SU(2) e são definidos através das matrizes de Pauli, onde as mesmas seguem a regra:

σiσ j = δi j + iεi jkσk, (3.103)

e as relações de comutação dadas em (3.16) e a álgebra de Clifford mencionada em (2.37). O

lado direito da equação (2.37) é o produto da métrica com a identidade, que pode ser escrita de

maneira geral por:

{γµγν}= 2gµν . (3.104)

Para construir as representações completas da álgebra de Clifford no espaço de Minkowski,

utiliza-se ηµν em 3.104, logo:

{γµ ,γν}= 2ηµν ; µ,ν = 0,1,2,3. (3.105)

De maneira análoga à representação spinorial do grupo de rotações, os geradores da representação

spinorial de SO(3,1) são:

Σµν =
i
4
[γµ ,γν ], (3.106)

onde as matrizes γ’s satisfazem diversas identidades:

γµ = γ
0
γ

†
µγ

0, (3.107)

γµγν = ηµν −2iΣµν , (3.108)

tr(γµγν) = 4ηµν . (3.109)

De maneira geral, a transformação das matrizes γ’s no espaço de Minkowski é dada como

SΓµS−1 = Λ
µ

νΓν , generalizando o resultado obtido em (3.32). Sabendo também que o produto

das matrizes gamma’s seguem a álgebra de Clifford, é definida a matriz γ5:

γ5 ≡−iγ0γ1γ2γ3, (3.110)
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onde o sinal é convenção e a unidade imaginária garante (γ5)
2 = I. A matriz γ5 tem as seguintes

propriedades:

γµγ5 =−γ5γµ , (3.111)

γ5 = γ
5, (3.112)

tr(γ5) = 0, (3.113)

tr(γ5γµγν) = 0. (3.114)

De maneira semelhante à transformação das coordenadas dos quadrivetores em (3.79), a transformação

dos espinores ψ é dada por:

ψ
′ = S(Λ)ψ, (3.115)

onde,

S = exp
(

aµν

2
Σµν

)
e S−1 = exp

(
−aµν

2
Σµν

)
, (3.116)

sendo Σµν os geradores do grupo de Lorentz definidos em (3.106). Sabendo que nas equações

de Schrödinger e Klein-Gordon é avaliado a evolução temporal da quantidade ψ†ψ , analisa-se

sua covariância:

ψ
′†

ψ
′ = (Sψ)†Sψ = ψ

†S†Sψ. (3.117)

onde Σ
†
0i = Σ0i e Σ

†
i j =−Σi j, observa-se:

S† = exp
(

a0i
Σ0i−

ai j

2
Σi j

)
(3.118)

e

S−1 = exp
(
−a0i

Σ0i−
ai j

2
Σi j

)
. (3.119)

Através das equações (3.118) e (3.119) comprova-se que a quantidade ψ†ψ em (3.117) não é

invariante. Por outro lado, considerando a quantidade:

aµν

2
Σµνγ0 = a0i

Σ0iγ0 +
ai j

2
Σi jγ0

= γ0

(
−a0i

Σ0i +
ai j

2
Σi j

)
, (3.120)
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logo, comprova-se que S†γ0 = γ0S−1, pois:

S†
γ0 = ∑

n

(
a0iΣ0i−

ai j

2
Σi j

)
γ0

n!

= γ0 ∑
n

(
−a0iΣ0i−

ai j

2
Σi j

)
n!

= γ0S−1. (3.121)

Com isto, é introduzida a quantidade ψ ≡ ψ†γ0. Analisando a invariância de ψψ:

(ψψ)′ = ψ
′†

γ0ψ = (Sψ)†
γ0Sψ = ψ

†
γ0S−1Sψ = ψψ. (3.122)

Observa-se então que a quantidade ψψ é invariante de Lorentz. Portanto, na construção da ação

de Dirac, considera-se ψψ não ψ†ψ [21].

3.4 Espinores de Dirac, Weyl e Majorana

Para formular uma teoria quântica que respeitasse a relatividade restrita, descobriu-

se que a quantidade ψψ é invariante de Lorentz, como pode ser visto na equação 3.122, onde

ψ é o spinor de Dirac. Por sua vez, este contém quatro coordenadas, ou seja, o mesmo pode ser

escrito como uma matriz coluna 4 x 1. Para a construção do spinor de Dirac será formulada a

representação dos espinores de Weyl como passo intermediário[21].

Nos geradores da representação spinorial do grupo de Lorentz, observa-se a de-

pendência destes em relação as matrizes γµ , o que pode ser observado em (3.106), estas for-

mam um conjunto de matrizes que respeitam a álgebra de Clifford, e não possuem uma única

representação. Dentre as representações das matrizes γµ , destacam-se as representações de Di-

rac, Weyl e Majorana [22].

A definição de qual representação será utilizada depende de quais objetivos devem

ser alcançados, como exemplo, a representação de Dirac é utilizada na discussão do limite

clássico da equação de Dirac. A representação de Weyl é bastante utilizada quando se quer

analisar as propriedades de quiralidades de férmions. Já a representação de Majorana destaca-

se por sua dependência da matriz de conjugação de carga e por seus espinores serem compostos

inteiramente por componentes reais [22].
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3.4.1 Representação de Weyl

A representação de Weyl das matrizes γ em termos das matrizes de Pauli é:

γ
0 =

 0 I2x2

I2x2 0

 , γ
i =

 0 σ i

−σ i 0

 , (3.123)

estas atuam em espinores do tipo
(1

2 ,0
)

e
(
0, 1

2

)
, que são chamados de right e left respectiva-

mente. Estes se transformam da seguinte maneira:

• Right;

ψα ⇒ ψ
′
α =

(
ei

θ jσ j
2

)β

α

ψβ . (3.124)

• Left;

ψ
α̇ ⇒ ψ

′
α̇ =

(
ei

θ jσ j
2

)α̇

β̇

ψ
β̇ . (3.125)

Tomando como base um conjunto de duas operações que são feitas através de elementos de um

grupo, podemos verificar que

R[g1]R[g2] = eiα(g1g2)R[g1g2]. (3.126)

Como as transformações de espinores pertencem ao grupo de Lorentz, a transformação geral

que combina rotações e boosts é:

Λ
µ

ν =
(

eiω jk jeiθ jJ j
)µ

ν
, (3.127)

onde Ji e Ki são definidos em (3.97). Tomando as definições de Mi e Ni em 3.101, analisa-se o

spinor right de Weyl[21]. Para o spinor right Ni = 0, logo Ji = iki =
σi
2 , com isso a transformação

deste spinor é dada por:

Λ(R) = e
ω jσ j

2 ei
θ jσ j

2 . (3.128)

De maneira semelhante, para o spinor left, definido por Mi = 0, tem-se Ji =−iKi =−σ

2 . Logo,

Λ(L) = e−
ω jσ j

2 ei
θ jσ j

2 . (3.129)

3.4.2 Representação de Dirac

Para construir o espinor de Dirac é necessário observar a representação matricial das

equações (3.128) e (3.129), tais equações formam matrizes bidiminsionais agindo nos espinores
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de Weyl. Para desenvolver as representações completa de matrizes que seguem a álgebra de

Clifford em quatro dimenções de Minkowski, descritas em (3.105), onde estas atuam em objetos

ψα [21], nos espinores de Dirac, que se transformam como,

(γµ)α

β
ψ

β = (ψ ′)α , (3.130)

estes objetos são compostos pelos dois espinores de Weyl,

ψ
α =

ψR

ψL

 . (3.131)

Destaca-se aqui que exite uma liberdade na escolha das matrizes γ ′s, desde que a álgebra de

Clifford seja respeitada, desta forma, define-se a representação de Dirac das matrizes γ’s como:

γ
0 =

I2x2 0

0 −I2x2

 , γ
i =

 0 σ i

−σ i 0

 . (3.132)

É possı́vel construir um operador que relaciona o spinor de Dirac com os espinores

de Weyl. Para isto é necessário analisar as propriedades da matriz γ5 definida em (3.110), que

pode ser escrita na representação de Dirac explicitamente como:

γ
0
γ

1 = (−iσ1⊗ I)(σ2⊗σ
1) =−iσ1

σ
2⊗σ

1 = σ
3⊗σ

1, (3.133)

γ
2
γ

3 = (σ2⊗σ
2)(σ2⊗σ

3) = I⊗σ
2
σ

3 = I⊗ iσ1, (3.134)

portanto, substituindo (2.133) e (2.134) na definição de γ5,

γ
5 =−iγ0

γ
1
γ

2
γ

3 = (σ3⊗σ
1)(I⊗σ

1) = σ
3⊗ I=

I 0

0 −I,

 (3.135)

como γ5 é diagonal, é imediato ver que:

γ
5
ψR =+ψR e γ

5
ψL =−ψL. (3.136)

Através das equações em (3.136), pode-se definir os operadores de projeção PR e PL que atuando

no spinor de Dirac geram os subespaços R/L [21]. Portanto, definindo,

PR ≡
1+ γ5

2
e PL ≡

1− γ5

2
, (3.137)
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podemos verificar as seguintes propriedades,

P†
R = PR; P†

L = PL; P2
R = PR; P2

L = PL e PRPL = 0. (3.138)

Com as definições (3.137) é fácil ver que;

1+ γ5

2
ψ = ψR e

1− γ5

2
ψ = ψL. (3.139)

definem a relação entre os espinores de Dirac e Weyl.

3.4.3 Representação de Majorana

A representação de Majorana é construida de maneira que as matrizes γi sejam

complexas [22].

γ
0 =

 0 σ2

σ2 0

 γ
1 = i

σ3 0

0 σ3

 (3.140)

γ
2 =

 0 −σ2

σ2 0

 γ
3 =−i

σ1 0

0 σ1,


Com a combinação das matrizes (3.140), pode-se obter:

γ
5 = iγ0

γ
1
γ

2
γ

3 =

σ2 0

0 −σ2

 . (3.141)

Como todas as matrizes γ são complexas, (γµ)∗ = −γµ e (γ5)∗ = −γ5. A conexão desta

representação se faz pela matriz unitária U,

U =U∗ =
1√
2

 1 σ2

σ2 −1

 −→ γ
µ

Ma jorana =Uγ
µ

DiracU
†. (3.142)

O spinor de Majorana é definido da seguinte forma:

ψ
C =Cψ

T = ψ, (3.143)

onde na representação de Majorana a matriz de conjugação de carga C = γ0. Os espinores de

Majorana são reais,

γ
C =−γ

0(ψ†
γ

0)T = ψ
∗ −→ ψ = ψ

∗. (3.144)
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Como a matriz γ5 também é diagonal nesta representação, assim como em (3.135),

as relações de projeções em (3.139) continuam válidas. É importante destacar que o spinor

de Majorana tem quatro componentes reais, com isto o mesmo tem quatro graus de liberdade.

Já o spinor de Weyl tem duas componentes complexas, ou seja, quatro graus de liberdade,

assim como no spinor de Majorana. Por outro lado, o spinor de Dirac tem quatro componentes

complexas, resultando em oito graus de liberdade [22].

3.5 A equação de Dirac

Na tentativa de propor uma teoria quântica que fosse compatı́vel com a relatividade

especial, em 1927 foi apresentada a equação de Klein-Gordon, esta por sua vez apresentava

resultados que eram equivocadamente considerados incorretos, como exemplo as soluções ne-

gativas de energia. O desenvolvimento de outra teoria era necessário com o suposto erro da

equação de equação de Klein-Gordon, o que motivou em 1928 Dirac a desenvolver sua teoria

quântica relativı́stica [8].

3.5.1 Ação de Dirac

Para construir uma ação relativı́stica, primeiramente precisa-se analisar se seus ter-

mos são covariantes [21]. Como foi visto anteriormente, a quantidade ψψ é invariante de

Lorentz, além disso, considerando as seguintes transformações no espaço de Minkowski :

γ
′µ = Λ

µ

νγ
ν e ∂

′
µ = Λ

ν
µ ∂ν . (3.145)

É fácil ver que o termo γµ∂µ é invariante de Lorentz também, desta maneira uma proposta de

ação que seja invariante de Lorentz e geram as equações de movimento de Dirac é:

Sψ =
∫

d4xψ(γµ
∂µ −m)ψ, (3.146)

onde defini-se γµ∂µ ≡��∂ e γµ pµ ≡�p. Sabendo que ψ ∈C e que ψ , ψ são campos independen-

tes, a variação da ação resulta em:

(γµ
ψµ −m)ψ = 0, (3.147)

esta é a equação de movimento de Dirac.

A ação em (3.147) foi construı́da em termos dos espinores de Dirac ψ e uma

representação γµ da álgebra de Clifford, logo a representação especı́fica que deve ser utilizada,
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vai depender do problema em análise [22].

Para analisar a quiralidade, o spinor de Dirac da equação (3.147) deve ser decom-

posto nos espinores de Weyl ψR e ψL. Uma vez que:

ψ =

ψR

ψL

 e iγ0 =

0 I

I 0

 , (3.148)

o termo de massa da ação fica:

mψψ = mψ
†iγ0

ψ = m
(

ψ
†
R ψ

†
L

)0 I

I 0

ψR

ψL



= m
(

ψ
†
R ψ

†
L

)ψR

ψL


= m(ψ†

RψL +ψ
†
LψR), (3.149)

A expreção (3.149) que representa o termo de massa de Dirac, apresenta um comportamento

completamente acoplado, agrupando espinores de quiralidades left e right [21]. Para contornar

esse problema, é necessário a obtenção de duas ações individuais para cada spinor de Weyl.

Levando-se em conta a representação de Majorana,

ψX = ψ
aXa = ψbε

baXa. (3.150)

Sabendo-se que:

ε
ba =

 0 1

−1 0

 e σ
2 =

0 −i

i 0

 . (3.151)

As matrizes em (3.151) são proporcionais, relacionadas por iσ2 = εba, com isso a equação

(3.150) fica:

ψbε
baXa = ψbiε2Xa = ψ

†iσ2XR, (3.152)

para o spinor ψR pode-se escrever o novo termo de massa, denominado termo de massa de

Majorana;

LMm = mψ
†
Riσ2

ψR. (3.153)

Para encontrar o termo cinético descoplado é necessário dos operadores de projeção

definidos em (3.137), pode-se observar que estes seguem as seguintes propriedades:

P†
L iγ0 = iγ0PR; P2 = PLPR; ψPR(L)ψ = ψL(R)ψR(L) e ��∂PR = PL��∂ , (3.154)
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logo:

ψ��∂PRψ = ψ∂µγ
µP2

Rψ = ψPL��∂PRψ = (PRψ)��∂ (PRψ) = ψR��∂ψR. (3.155)

Para o spinor ψL é semelhante, desta maneira, somando ambos os resultados,

ψ��∂ψ = ψ��∂ (PR +PL)ψ = ψR��∂ψR +ψL��∂ψL. (3.156)

Com os resultados obtidos em (3.153) e (3.156) a equação de Dirac pode ser encarada de ma-

neira separada para os espinores ψR e ψL.

3.5.2 Soluções da equação de Dirac

Partindo da equação (3.147) e multiplicando a mesma por (γµψµ +m):

(γµ
ψµ +m)(γµ

ψµ −m)ψ = 0−→ (∂µ∂νγ
µ

γ
ν −m2) = 0 (3.157)

onde,

∂µ∂νγ
µ

γ
ν = ∂µ∂ν

1
2
{γµγν}= ∂µ∂νη

µν ≡□. (3.158)

A equação (3.157) é a equação de Klein-Gordon. Com isto, uma solução da equação de Dirac

também é solução da equação de Klein-Gordon [21]. As soluções da equação de KG são:

e±ipµ xµ

u(p), (3.159)

onde p2 =−m2 e u(p) é um spinor.

• Considerando o sinal positivo de (3.159) eipµ xµ

u(p):

ψ(x) =
∫ d3 p

(2π)3 eipµ xµ

u(p), (3.160)

logo:

(��∂ −m)ψ(x) =
∫ d3 p

(2π)3 (iγ
µ pαδ

α
µ −m)u(p)eipα xα

=
∫ d3 p

(2π)3 (iγ
µ pµ −m)u(p)eipα xα

= 0, (3.161)

portanto:

(i�p−m)u(p) = 0. (3.162)
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esta equação na representação de Weyl (3.123) tem a forma: 0 pµσ µ

pµσ
µ 0

−
mI 0

0 mI

us(p) = 0, onde σ
µ ≡−σ

µ (3.163)

logo:  −mI pµσ µ

pµσ
µ −mI

us(p) = 0. (3.164)

Simplificando este resultado considerando um referencial inercial p⃗ = 0, logo pµσ µ =−mI:

m

I I

I I

us(p) = 0. (3.165)

Sendo u(p) = (a1,a2,a3,a4) uma matriz coluna, é fácil ver que uma solução da equação 3.165

é a1 = −a3 e a2 = −a4, desta maneira por simplificação, escolhe-se os valores a1 = 1,0 e

a2 = 0,1 respectivamente, resultando em soluções do tipo:

us(p) =

 ξs

−ξs

 −→ u1 =
√

m


1

0

−1

0

 e u2 =
√

m


0

1

0

−1

 . (3.166)

• Considerando o sinal negativo em (3.159) −eipµ xµ

u(p):

ψ(x) =
∫ d3 p

(2π)3 e−ipµ xµ

v(p), (3.167)

de maneira semelhante ao que foi realizado na equação (3.161), é obtido o resultado:

(−i�p−m)v(p) = 0. (3.168)

Na forma matricial:  mI pµσ µ

pµσ
µ mI

vs(p) = 0. (3.169)

Novamente fazendo a simplificação de um referencial inercial:

m

 I −I

−I I

vs(p) = 0. (3.170)
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Esta equação resulta nos espinores:

vs(p) =

ξs

ξs

 −→ v1 =
√

m


1

0

1

0

 e v2 =
√

m


0

1

0

1

 . (3.171)

Os resultados obtidos nas equações (3.166) e (3.171) podem ser generalizados para

o caso de um referencial não inercial, ou seja, para p⃗ ̸= 0,

us(p) =

 √
−pµσ µξs

−
√
−pµσ

µ
ξs

 e vs(p) =

√−pµσ µξs√
−pµσ

µ
ξs

 , (3.172)

estes por sua vez devem satisfazer as relações:

us(p)us′(p) =−2mδss′ (3.173)

vs(p)vs′(p) = 2mδss′ (3.174)

us(p)vs′(p) = vs(p)us′(p) = 0. (3.175)

O que implica na ortogonalidade dos espinores us e vs.

3.6 Espinores em espaço-tempo curvos

Na construção de uma teoria quântica que segue as leis de invariância relativı́stica,

foi descrita a formulação spinorial do grupo de Lorentz, resultando na equação de Dirac que

descreve partı́culas com spin semi-inteiro. Para generalizar a ideia de covariância, é necessário

considerar a teoria gravitacional, para isto, leva-se em conta o princı́pio da equivalência de

Einstein, no qual relaciona quantidades que estão num referência inercial (espaço flat) com

quantidades no referencial do campo (espaço curvo) [9].

Com o intuito de acoplar a interação gravitacional com partı́culas de spin 1/2,

ou seja, os fémios, é necessário a introdução de novos objetos matemáticos ea
µ , que são ve-

tores que relacionam as transformações de Lorentz, representados por ı́ndices latinos, com

transformações gerais de coordenadas, representados por ı́ndices gregos, e são denominados

tetradas ou vierbiens [10].

Para construir o formalismo matemático dos espinores em espaços-tempo curvos,

considera-se o princı́pio da equivalência, interpretando as coordenadas xµ e suas derivadas no
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referencial de ”queda livre”[23]. Logo {xµ}→ {ξ a}, com isso:

dξ
a =

∂ξ a

∂xµ
dxµ , (3.176)

definindo as tetradas como as quantidades ea
µ ≡

∂ξ a

∂xµ . Dessa forma também podemos encontrar

o elemento inverso dado por:

dξ
a = ea

µ(x)dxµ e dxµ =
∂xµ

∂ξ a dξ
a ≡ e µ

a (x)dξ
a, (3.177)

com as duas relações em (3.177),

dξ
a = ea

µ(x)dxµ = ea
µe µ

b (x)dξ
b −→ ea

µe µ

b = δ
a
b . (3.178)

Levando em consideração a transformação de um sistema de coordenadas flat para

um sistema de coordenadas gerais {ξ a} → {xµ}, a métrica e sua inversa poderão ser escrita

como:

gµν = ea
µ(x)e

b
ν(x)ηab e gµν = e µ

a (x)e ν
b (x)ηab. (3.179)

Já a métrica de Minkowski e sua inversa pode ser escrita em termos da métrica geral como:

ηab = e µ
a (x)e ν

b (x)gµν e η
ab = ea

µ(x)e
b
νgµν . (3.180)

As matrizes gamma’s em espaços curvos seguem a álgebra de Clifford descrita na

equação 3.103, podem ser escritas em função das matrizes em espaços planos:

Γ
µ = e µ

a Γ
a. (3.181)

A ação de Dirac no espaço de Minkowski como foi vista na equação (3.145), possui

simetria por tranformação de Lorentz, implica dizer que as operações realizadas sob o grupo

de Lorentz, não tem dependência das coordenadas do espaço-tempo [9]. Este fato é evidente

quando é analisada a transformação dos espinores na equação (3.115), onde a matriz S não

depende das coordenadas xµ .

Como no espaço-tempo curvo a métrica não pode ser reduzida a uma métrica com

as componentes constantes, ou seja, suas componentes sempre irão depender das coordenadas,

as transformações nesses espaços devem variar de ponto a ponto, logo a equação (3.114) deverá

ser escrita com uma dependência das coordenadas:

ψ
′(x) = S(x)ψ(x). (3.182)
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Assim como foi necessário a generalização do conceito de derivada de um vetor num espaço-

tempo curvo, surgirá uma regra de derivada de espinores se considerada a curvatura. Conside-

rando S(x) = S(Λ(x)) e a tranformação do operador ∂µ ,

(∂aψ)′ = Λ
ν

a (x)∂νS(x)ψ +Λ
ν

a (x)S(x)∂νψ, (3.183)

observe que o primeiro tem a derivada da matriz S, ou seja, se a mesma não tem dependência

das coordenadas, simetria é mantida. Para contornar esse problema, é introduzida a derivada

spin-covariante Da:

Da ≡ e µ
a (∂µ +Ωµ), (3.184)

onde Ωµ é a conexão de spin. Esta por sua vez tem papel semelhante aquela definida na equação

(2.34), na derivada de vetores em espaço curvo [9]. Com o intuito de que o operador (3.184)

aplicado no spinor ψ seja invariante, exige-se condição:

(Daψ)′ = Λ
b

a S(x)Dbψ, (3.185)

com isso calcula-se:

(Daψ)′ = e′ µ
a (∂ ′µ +Ω

′
µ)ψ

′

= e′ µ
a ∂

′
µψ
′+ e′ µ

a Ω
′
µψ
′, (3.186)

com a imposição (3.185) e substituindo a equação (3.183) no primeiro termo do lado direito da

equação (3.186) resultando em:

Λ
b

a S(x)Dbψ = e′ µ
a Λ

ν
µ (x)∂νS(x)ψ + e′ µ

a Λ
ν
µ (x)S(x)∂νψ + e′ µ

a Ω
′
µS(x)ψ

Λ
b

a S(x)e λ
b (∂λ +Ωλ )ψ = e′ µ

a Λ
ν
µ (x)∂νS(x)ψ + e′ µ

a Λ
ν
µ (x)S(x)∂νψ + e′ µ

a Ω
′
µS(x)ψ, (3.187)

sabendo que as tetradas se transformam com a regra e′ µ
a = Λ b

a e µ

b , e observando que o primeiro

termo do lado esquerdo se cancela com o segundo termo do lado direito resultando:

Ω
′
µ =−∂µS(x)S−1(x)+S(x)ΩµS−1(x) (3.188)

onde ambos os lados foram multiplicados a direita por S−1(x). Podemos observar que a equação

(3.186) preserva seu formato se o objeto Ω se transforma da forma (3.188). Para calcular a

forma explı́cita de Ω, levamos em conta o postulado tetrado, onde o mesmo afirma que a deri-
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vada covariante do vierbein é nula, logo:

∇µeα
ν ≡ ∂µeα

ν − eα
ρΓ

ρ

µν +ω
α

µ β
eβ

ν = 0, (3.189)

desta forma pode-se concluir que:

Ωµ = ea
λ
(∂µebλ +Γ

λ
µνebν)Σab =

i
2

Ω
ab

Σab, (3.190)

onde Σab é o gerador do grupo de Lorentz. Com isso a derivada spin-covariante em (3.185) fica:

Da = e µ
a

(
∂µ +

1
4

Ω
ab

µ ΓaΓb

)
. (3.191)

Este operador é fundamental para o acoplamento da gravidade na teoria de Dirac [9].
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4 O ELETROMAGNETISMO COVARIANTE

De maneira diferente da mecânica clássica, o eletromagnetismo clássico já é co-

erente com relatividade restrita. Isso implica que as equações de Maxwell e a força de Lo-

rentz podem ser aplicadas em qualquer referencial inercial. Embora alguns fenômenos sejam

interpretados como elétricos para um determinado observador, e magnéticos para outro, o mo-

vimento das partı́culas interagindo com esses campos serão os mesmos. O eletromagnetismo

pode ser reformulado numa notação denominada covariante, onde suas equações são escritas

através de quadrivetores no espaço-tempo de Minkolwski. Apesar da formulação covariante

do eletromagnetismo ser uma nova forma de se escrever as equações de Maxwell, as regras da

eletrodinâmica clássica não mudam [11].

Para calcular a dinâmica de uma partı́cula carregada interagindo com um campo

eletromagnético, considera-se a ação

S =
∫ b

a
(−mdτ +qAµdxµ); Aµ = (φ , A⃗), (4.1)

onde sua variação em relação as coordenadas é dada por:

δS =
∫ b

a
[−mδ (dτ)+qδAµdxµ +qAµd(δxµ)], (4.2)

sabendo que δ (dτ) =−uµd(δxµ) e δAµ = ∂νAµδxν ,

δS =
∫ b

a

[
(muµ +qAµ)

d
dτ

(δxµ)+q(∂νAµ)uµ
δxν

]
, (4.3)

integrando o primeiro termo de (4.3) por partes,

δS =
∫ b

a

[
− d

dτ
(muµ +qAµ)δxµ +q(∂νAµ)uµ

δxν

]
+(muµ +qAµ)δ��xµ |ba

=
∫ b

a

[
−m

duµ

dτ
δxmu−q(∂νAµ)uµ

δxν +q(∂νAµ)uν
δxµ

]
dτ

=
∫ b

a

[
−m

duµ

dτ
δxµ +qδxµ(∂µAν −∂νAµ)uν

]
dτ. (4.4)

Definindo o tensor Fµν ≡ ∂µAν −∂νAµ :∫ b

a

[
−m

duµ

dτ
+qFµνuν

]
δxµdτ, (4.5)
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obtendo por fim a equação de movimento:

m
duµ

dτ
= qFµνuν , (4.6)

esta equação é a generalização da Força de Lorentz. Da definição do tensor Fµν , observa-se que

o mesmo é um tensor de segunda ordem e antissimétrico, onde suas componentes são dadas por

F i j = ε i jkBk e F0i = E i.

Para obtenção das equações de Maxwell, segue-se de maneira semelhante ao que foi

feito para o campo escalar na equação (2.12), onde o segundo termo é substituido por Φ→AµJµ

e o termo dinâmico é dado por:

Lcampo =−
1

16π
FµνFµν , (4.7)

Logo a ação do campo eletromagnético é:

S =−
∫

mdτ +
∫

AµJµd4x− 1
16π

∫
FµνFµνd4x, (4.8)

variando esta ação em relação ao campo Aµ ,

δS =
∫

δAµJµd4x− 1
16π

∫
δ (FµνFµν)d4x,

=
∫ (

δAµJµd4x− 1
8π

Fµν
δFµν

)
d4x, (4.9)

sabendo que Fµν = ∂µAν −∂νAν :

δS =
∫ (

Jµ
δAµ +

1
4π

Fµν
∂νδAµ

)
d4x, (4.10)

observando que Fµν∂νδAµ = ∂ν(FµνδAµ)−δAµ∂νFµν ,

δS =
∫ (

Jµ − 1
4π

∂νFµν

)
δAµd4x+

1
4π

∫
∂ν(Fµν

δAµ)d4x. (4.11)

Aplicando o teorema da divergência no último termo da equação (4.11), onde δAµ = 0 na

hipersuperfı́cie que envolve o volume d4x, conclue-se que:

δS =
∫ (

Jµ − 1
4π

∂νFµν

)
δAµd4x = 0, (4.12)

concluindo por fim:

∂νFµν = 4πJµ . (4.13)
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Utilizando a definição de Fµν é fácil observar que:

∂αFβγ +∂β Fγα +∂γFαβ = 0 (4.14)

onde as quatro equações de Maxwell juntamente com a conservação da carga podem ser ex-

traı́das das equações (4.13) e (4.14).

Para uma generalização em espaços curvos da teoria covariante do eletromagne-

tismo, o elemento de volume na ação (4.8) deve ser substituido pelo invariante d4x→
√
−gd4x

e o tensor eletromagnético deve ser escrito em termos das derivadas covariantes, ou seja, Fµν =

∇µAν −∇νAµ , logo a ação (4.8) fica na forma:

S =−
∫

mdτ +
∫ √
−gAµJµd4x− 1

16π

∫
FµνFµν

√
−gd4x. (4.15)

De maneira semelhante ao procedimento realizado em (4.8), e levando em conta o resultado

obtido para δ (
√
−g) em (2.67), encontra-se a equação de movimento:

muν
∇νuµ =

(
duµ

dτ
+Γ

µ

λθ
uλ uθ

)
= qFµλ uλ , (4.16)

e as equações (4.13) e (4.14) ficam:

∇νFµν =
1√
−g

∂ν(
√
−gFµν) = 4πJµ (4.17)

∇αFβγ +∇β Fγα +∇γFαβ = 0. (4.18)

Assim como no espaço flat, as equações (4.17) e (4.18) fornecem as equações de Maxwell [2].
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5 WORMHOLES NA TEORIA EDM

A busca por soluções exatas das equações de Einstein tem importância fundamental

no entendimento das propriedades conceituais e matemáticas da estrutura do espaço-tempo.

Dentre as soluções conhecidas das equações de campo, como mencionadas no capı́tulo 2,

destacam-se soluções do tipo wormholes, que apresentam geometrias que conectam regiões

distintas do espaço-tempo. Assim, as mesmas proporcionam ferramentas para o entendimento

teórico de topologias e propriedades fı́sicas de regiões com curvatura não trivial do espaço-

tempo.

Os grandes desafios fı́sicos para a existência de tais objetos, surgem das condições

apresentadas por suas fontes. Embora essas estruturas sejam previstas matematicamente pe-

las equações de campo, sua existência fı́sica é restrita à presença de fontes com propriedades

não convencionais, pois frequentemente estão associadas à violação das condições clássicas de

energia.

Neste trabalho, com o intuito de investigar novas soluções exatas das equações de

Einstein, introduz-se como fontes, campos bem conhecidos e estudados na literatura, os campos

fermiônico e eletromagnético. Com a combinação dos mesmos, formula-se a teoria de Einstein-

Dirac-Maxwell, que apresenta uma dinâmica gravitacional determinada pelo acoplamento dos

campos espinorial de Dirac e eletromagnético.

Desta forma, este capı́tulo tem como objetivo formular a teoria Einstein-Dirac-

Maxwell, encontrando soluções do sistema de equações que descreve o modelo. É constatado,

após as verificações das condições de energia, que a solução analı́tica encontrada neste trabalho,

é do tipo wormhole, levantando assim uma importante discussão, pois a geometria de tal estru-

tura está sendo sustentada por “matéria ordinária” (os férmions). Ao final do capı́tulo, tenta-se

estender o modelo para soluções do tipo Simpson-Visser, mostrando assim as limitações do

modelo.

5.1 A ação da teoria

Sabe-se que as equações de Einstein levam à estruturas geométricas bem conhecidas

na literatura como blackholes e wormholes, onde ambas soluções são sustentadas por diferentes

tipos de fontes. Distintamente das soluções de buracos negros, que podem corresponder ao
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regime de vácuo fora da fonte gravitacional, wormholes atravessáveis requerem a presença de

fontes que violam determinadas condições de energia, como a condição de energia nula, o que

significa dizer que o tensor de EM é composto por fontes de matéria exótica [24], [16].

Para a construção da teoria EDM, será considerada uma fonte composta por dois

férmions relativı́sticos com spins opostos, de forma que obedecem o princı́pio de exclusão de

pauli [19], e a estrutura geométrica simetricamente esférica seja mantida [4]. Desta forma,

considerando as constantes G = c = ℏ= 1, a ação do modelo é dada por:

S =
1

4π

∫
d4x
√
−g
[

1
4

R+LD −
1
4

F2
]
, (5.1)

sendo LD é a densidade lagrangiana de Dirac, dada por:

LD = ∑
ε=1,2

[
i
2

Ψ
ε
γ

νD̂νΨ
ε − i

2
D̂νΨ

ε
γ

ν
Ψ

ε −µΨ
ε
Ψ

ε

]
, (5.2)

onde D̂ν é a derivada covariante dada por Dν = ∂ν −Γν − iqAν .

5.2 Equações de movimento

Para obter a equação de movimento relacionada ao campo de gauge, varia-se a ação

(5.1) em relação ao campo Aν :

δSA =
1

4π

∫
d4x
√
−g[δLD −

1
4

δ (FµνFµν)] (5.3)

=
1

4π

∫
d4√−g{∇µFµν

δAν +
i
2 ∑

ε=1,2
[Ψ

ε
γ

ν(−iqδAν)Ψ
ε − (iqδAν)Ψ

ε
γ

ν
Ψ

ε ]}

=
1

4π

∫
d4√−g(∇µFµν +q ∑

ε=1,2
Ψ

ε
γ

ν
Ψ

ε)δAν ,

pelo princı́pio de Hamilton:

∇µFµν =−q ∑
ε=1,2

Ψ
ε
γ

ν
Ψ

ε ≡−q jν . (5.4)

Observe que o fator 4π não aparece em (5.4) assim como em (4.13) por conta do fator 1
4π

global

em (5.1). Agora, variando a ação em relação a Ψ:

δS
Ψ

=
1

4π
∑

ε=1,2

∫
d4x
√
−g
[

i
2
(δΨ

ε
)γνD̂νΨ

ε − i
2
(D̂νδΨ

ε
)γν

Ψ
ε −µδΨ

ε
Ψ

ε

]
(5.5)

=
1

4π
∑

ε=1,2

∫
d4x
√
−gδΨ

ε
(iγνD̂ν −µ)Ψε ,
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resultando na equação de movimento de Dirac,

(iγνD̂ν −µ)Ψε = 0. (5.6)

As equações de movimento (5.4) e (5.6) foram estudadas para uma geometria esfericamente

simétrica. Por último, para a obtenção da equação de Einstein, basta variar a ação (5.1) em

relação a métrica, lembrando que a dependência geométrica está em R e em LD , pois as matri-

zes γµ e o operador D̂µ são escritos em termos das tetradas. Após a variação, temos:

Rµν −
1
2

gµνR = 2Tµν , (5.7)

onde,

Tµν = T (D)
µν +T (M)

µν ⇒ T (M)
µν = FµαF α

µ −
1
4

gµνF2 (5.8)

T (D)
µν = − i

4 ∑
ε=1,2

[Ψ
ε
γµD̂νΨ

ε +Ψ
ε
γνD̂µΨ

ε − D̂νΨ
ε
γµΨ

ε − D̂µΨ
ε
γνΨ

ε ]. (5.9)

Desta forma, podemos observar a contribuição dos campos de Maxwell e Dirac no tensor

energia-momento.

5.3 Ansatz da métrica e suas conexões de spin

A proposta para um ansatz da geometria do problema deve considerar uma métrica

que caracterize uma estrutura esfericamente simétrica, que proporcione a união de duas regiões

assintoticamente planas e a ausência de um horizonte de eventos, esta pode ser dada por:

ds2 =−F2
0 (r)dt2 +F2

1 (r)dr2 +F2
2 (r)dθ

2 +F2
2 (r)sin2

θ , (5.10)

onde suas tetradas são dadas por:

e 0
t = εtF0; e 1

r = εrF0; e 2
θ = F2; e 3

φ = F0 sinθ , (5.11)

onde εr = ±1. A mudança de sinal, deve-se ao fato de que a métrica (5.10) tenha que repre-

sentar as duas regiões ”up”(Σ+) para 0 < r < ∞ e ”down”(Σ−) para −∞ < r < 0, unidas pela

garganta. Já a situação em que εt =−1 representa um tempo reverso na região (Σ−), tal detalhe

será observado melhor na invariância por simetria de reflexão nas equações que representam

o modelo EDM [5]. Retomando a métrica (5.10), suas funções Fi(r), para i = 0,1,2, devem
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satisfazer a simetria Fi(r) = Fi(−r) e seus sı́mbolos de Christoffel são dados por:

Γ
t
tr =

F ′0
F0

; Γ
r
tt =

F ′0F0

F2
1

; Γ
r
rr =

F ′1
F1

; Γ
r
θθ =−

F2F ′2
F2

1
; Γ

r
φφ =−sin2

θ
F ′2F2

F2
1

Γ
θ
θr =

F ′2
F2

; Γ
θ
φφ =−cosθ sinθ ; Γ

φ

φr =−
F ′2
F2

; Γ
φ

φθ
= cotθ . (5.12)

Com isso calcula-se as conexões de spin que podem ser definidas como mencionado na equação

(3.190),

ω
a

µ b = eλ
b(e

a
ν Γ

ν

µλ
−∂µe a

λ
), (5.13)

logo obtém-se: 

−ω 0
t 1 = ω 1

t 0 =

(
εt

εr

)
F ′0
F1

ω 2
θ 1 =−ω 1

θ 2 = εr
F ′2
F1

ω 3
φ 1 =−ω 1

φ 3 = εr sinθ
F ′2
F1

ω 3
φ 1 =−ω 1

φ 3 = cosθ .

(5.14)

Desta forma é possı́vel calcular as matrizes de conexões de spin, que são necessárias para a

construção do operador derivada covariante. Utilizando a definição:

Γµ =−1
4

ωµabγ̂
b
γ̂

c, (5.15)

obtem-se, 

Γt =
1
2

(
εt

εr

)
F ′0
F1

γ̂0γ̂1

Γθ =
εr

2
F ′2
F1

γ̂1γ̂2

Γφ =
1
2

(
εr sinθ

F ′2
F1

γ̂1γ̂3 + cosθ γ̂2γ̂3
)
.

(5.16)

As matrizes de conexões de spin acima em (5.16) são necessárias para a construção das com-

ponentes do operador D̂µ que é utilizado na construção do tensor de energia e momento e o

operador de Dirac.

5.4 O tensor de energia e momento de Dirac

Das equação de Dirac em (5.6) e do tensor de energia e momento em (5.8), observa-

se a necessidade de construir as componentes do opedor derivada covariante. Com isso, é
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possı́vel expressar as componentes do operador D̂µ = ∂µ−Γµ− iqAµ , onde A =V (r)dt, como:

D̂t = ∂t−
1
2

(
εt

εr

)
F ′0
F1

γ̂0γ̂1− iqV

D̂r = ∂r

D̂θ = ∂θ −
εr

2
F ′2
F1

γ̂1γ̂2

D̂φ = ∂φ −
1
2

(
εr sinθ

F ′2
F1

γ̂1γ̂3 + cosθ γ̂2γ̂3
)
.

(5.17)

Estas por sua vez, apresentam-se na forma de uma matrizes 4x4, que dependem de qual representação

será utilizada para as matrizes γ ′s. Tomando a equação do tensor EM de Dirac em (5.8),

Tµν(D) = ∑
ε=1,2

T ε
µν(D) =− i

4 ∑
ε=1,2

[Ψ
ε
γµD̂νΨ

ε +Ψ
ε
γνD̂µΨ

ε − D̂νΨ
ε
γµΨ

ε − D̂µΨ
ε
γνΨ

ε ].

Sabendo que a métrica é diagonal, logo µ = ν . Destacando aqui a notação dos ı́ndices {t,r,θ ,φ}

para o espaço-tempo curvo e {0,1,2,3} para o espaço-tempo de Minkowski. Considerando

µ = ν = t e notando que γα = gαβ γβ = gαβ eβ
aγ̂a:

T ε
tt (D) =− i

2
[Ψ

ε
γtD̂tΨ

ε − D̂tΨ
ε
γtΨ

ε ], (5.18)

sabendo que γt = gttet
0γ̂0 =−F0

εt
γ̂0 e utilizando a componente t da derivada covariante (5.17) e

a mesma representação das matrizes γ ′s descrita no apêndice A da referência [5], obtém-se:

γtD̂t = (−F0

εt
∂t + i

F0

εt
qV )γ̂0− εr

2
F ′0F0

F1
γ̂

1. (5.19)

Por simplificação, define-se os operadores T̂ ≡ iF0
εt

∂t +
F0
εt

qV e R̂ ≡ i εr
2

F ′0F0
F1

, logo o operador

acima poderá ser escrito na sua forma matricial como:

γtD̂t =


0 0 −T̂ − R̂ 0

0 0 0 −T̂ + R̂

−T̂ + R̂ 0 0 0

0 −T̂ − R̂ 0 0

 . (5.20)

Sabendo que um ansatz para as funções Ψε que representam os férmions devem respeitar a

simetria esférica e a simetria de reflexão, ou seja, devem permanecer invariantes quando r→−r.
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Tal proposta para Ψε é dada por:

Ψ
1 =


z(r)cos

(
θ

2

)
iz(r)sin

(
θ

2

)
κ

−iz(r)cos
(

θ

2

)
−z(r)sin

(
θ

2

)
κ

ei
(

φ

2−ωt
)
, Ψ

2 =


iz(r)sin

(
θ

2

)
z(r)cos

(
θ

2

)
κ

z(r)sin
(

θ

2

)
iz(r)cos

(
θ

2

)
κ

e−i
(

φ

2 +ωt
)
, (5.21)

onde κ =±1 representam a quiralidade dos férmions e ω suas freqências. E de maneira geral,

z(r) é uma função complexa que pode ser espressa pelas funções reais P(r) e Q(r), onde tais

funções devem repeitar a simetria P(r) = P(−r) e Q(r) = Q(−r). Assim a função z(r) será

expressa como:

z(r) = P(r)+ iQ(r) ou z(r) = φ0eiα ; onde φ0 =
√

Q2 +P2 e tanα =
Q
P
, (5.22)

com isso, aplicando o operador (5.20), nas funções Ψ1 e Ψ2 respectivamente, obtem-se:

Ψ1γtD̂tΨ1 = −i
[
− [εtF0(ω +qV )+ R̂]|z|2 cos2

(
θ

2

)
+[−εtF0(ω +qV )+ R̂]|z|2 sin2

(
θ

2

)
+[−εtF0(ω +qV )+ R̂]|z|2 cos2

(
θ

2

)
− [εtF0(ω +qV )+ R̂]|z|2 sin2

(
θ

2

)]
= 2iεtF0(ω +qV )|z|2

= 2iεtF0(ω +qV )(P2 +Q2). (5.23)

De maneira semelhante, calcula-se D̂tΨ1γtΨ1 =−2iεtF0(ω +qV )(Q2 +P2), logo substituindo

estes resultados na equação (5.18) para Ψ1, obtém-se:

T 1
tt = 2εtF0(ω +qV )(P2 +Q2). (5.24)

O cálculo para Ψ2 é semelhante, resultando também em T 2
tt = 2εtF0(ω + qV )(P2 +Q2). Da

equação (5.8),

Ttt(D) = T 1
tt +T 2

tt = 4εtF0(ω +qV )(P2 +Q2). (5.25)

Os cálculos para as componentes Trr e Tθθ são realizados da mesma maneira, resultando em um

tensor de EM de Dirac dado por:
T (D)

tt = 4εtF0(ω +qV )(P2 +Q2)

T (D)
rr = 4εrF1(P′Q−Q′P)

T (D)
θθ

=−2F2κ(P2−Q2).

(5.26)
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A solução analı́tica do conjunto de equações do modelo EDM será encontrada na simplificação

dos parâmetros q e ω , considerando-os igual a zero, o que implica na anulação da componente

Ttt(D). Sabendo que o tensor de EM é composto pela soma em (), calcula-se sua contibuição de-

vido ao campo de Gauge. Tomando a forma do tensor de EM de Maxwell em () e considerando

a forma radial do campo elétrico F10 =V ′(r),

Tµν(M) = FµαFα
ν −

1
4

gµνFβλ Fβλ , onde Fβλ Fβλ = 2gttgrr(Frt)
2, (5.27)

logo calculando as componentes do tensor de EM de Maxwell:

Ttt(M) = FtαFα
t−

1
4

gttFβλ Fβλ

= grr(Ftr)
2− 1

2
gtt [gttgrr(Ftr)

2]

=
1

2F2
1
(V ′)2 (5.28)

Trr(M) = FrαFα
r−

1
4

grrFβλ Fβλ

= gtt(Ftr)
2− 1

2
grr[gttgrr(Ftr)

2]

= − 1
2F2

0
(V ′)2 (5.29)

Tθθ (M) = FθαFα
θ −

1
4

gθθ Fβλ Fβλ

=
1
2

(
F2

F0F1

)2

(V ′)2. (5.30)

Mesmo considerando o tensor de EM do campo de gauge com os ı́ndices em baixo, assim como

utilizados na referência [5], destaca-se aqui a igualdade das componentes T t
t (M) = T r

r (M), que

é uma caracterı́stica de um campo elétrico radial, assim como na solução de Reissner-Nordström

[2]. Com as componentes acima, o tensor de EM total é dado por:

Ttt =
1

2F2
1
(V ′)2 +4εtF0(ω +qV )(P2 +Q2)

Trr =−
1

2F2
0
(V ′)2 +4εrF1(P′Q−Q′P)

Tθθ =
1
2

(
F2

F0F1

)2

(V ′)2−F2κ(P2−Q2).

(5.31)

Por fim, este é o tensor de EM que representa uma fonte composta por dois férmios com spins

opostos e dotados de uma carga elétrica q.
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5.5 As equações de Einstein

Tomando o ansatz da métrica (5.10), os sı́mbolos de Christoffel em (5.12), calcula-

se as componentes do tensor de Einstein Gµν ,

Gtt =
F2

0

F2
2
+

2F2
0 F ′1F ′2

F3
1 F2

−
F2

0 F ′22

F3
1 F2
−

2F2
0 F ′1F ′′2
F2

1 F2

Grr =
2F ′0F ′2
F0F2

+
F ′22 −F2

1
F2

2

Gθθ =
F2

2 F ′′0
F0F2

1
+

F2F ′′2
F2

1
+

(
F2F ′0
F0
−

F2F ′1
F1

)
F ′2
F2

1
−

F2
2 F ′0F ′1
F0F3

1
.

(5.32)

Desta forma, calcula-se as componentes da equação de Einstein (5.7),

F2
0

F2
2
+

2F2
0 F ′1F ′2

F3
1 F2

−
F2

0 F ′22

F3
1 F2
−

2F2
0 F ′1F ′′2
F2

1 F2
= 2

[
1

2F2
1
(V ′)2 +4εtF0(ω +qV )(P2 +Q2)

]
, (5.33)

multiplicando ambos os lados desta equação por − F2
1

2F2
0

:

F ′′2
F2

+
F ′2
F2

(
F ′2
2F2
−

F ′1
F1

)
−

F2
1

2F2
2
+

1
F0

[
V ′2

2F2
0
+4εtF1(ω +qV )(P2 +Q2)

]
= 0. (5.34)

Para a componente radial, tem-se:

2F ′0F ′2
F0F2

+
F ′22 −F2

1
F2

2
+2
[

V ′2

2F2
0
+4εrF1(Q′P−P′Q)

]
= 0. (5.35)

Para a componente Gθθ será realizada algumas manipulações,

F2
2 F ′′0

F0F2
1
+

F2F ′′2
F2

1
+

(
F2F ′0
F0
−

F2F ′1
F1

)
F ′2
F2

1
−

F2
2 F ′0F ′1
F0F3

1
= 2Tθθ , (5.36)

multiplicando ambos os lados por F2
1

F2
2

,

F ′′0
F0

+
F ′′2
F2

+

(
F ′2
F2
−

F ′1
F1

)
F ′0
F0
−

F ′0F ′1
F1F2

= 2
F2

1
F2

2
Tθθ , (5.37)

isolando o termo F ′′2
F2

em (5.34) e substituindo em (5.37), obtém-se:

F ′′0
F0

+

(
F ′2
F2
−

F ′1
F1

)
F ′0
F0
−

F ′22
2F2

2
+

F2
1

2F2
2
−
[

3V ′2

4F2
0
+2F2

1

(
εt(ω +qV )

(P2 +Q2)

F0
− κ(P2−Q2)

F2

)]
= 0.

(5.38)

Mesmo fixando F2 = r através da simetria esférica, pode-se observar que o conjunto formado

pelas três equações (5.34), (5.35) e (5.38), formam um sistema incompleto de equações, pois

apresentam menos equações do que incógnitas (F0,F1,V,P e Q). Para a completude de tal
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sistema, será necessário calcular explicitamente a forma das equações do campo de gauge e de

Dirac.

5.6 A equação de Maxwell

Da equação de movimento descrita em (5.4), onde o tensor Fµν é um tensor an-

tissimétrico, pode-se utilizar as propriedades da derivada covariante para que calcular o lado

esquerdo desta equação, logo:

∇µFµν =
1√
−g

∂µ(
√
−gFµν), (5.39)

lembrando que as funções da métrica gµν em (5.10) e o tensor Fµν só dependem da coordenada

radial,

∇µFµν =
1√
−g

∂r(
√
−gFrt). (5.40)

Como a métrica (5.10) é diagonal, facilemente é visto que
√
−g = F0F1F2

2 sinθ , com isso a

equação acima fica:

∇µFµt =
1

F0F1F2
2 sinθ

∂r[F0F1F2
2 sinθFrt ]

=
1

F0F1F2
2

∂r[F0F1F2
2 grrgttFrt ]

= − 1
F0F1F2

2
∂r

(
F2

2 V ′

F0F1

)
. (5.41)

Para calcular o lado direito da equação de Maxwell, é necessário notar que a única componente

diferente de será a componente temporal de jν . Com isso, calcula-se jt = Ψ1γ tΨ1 +Ψ2γ tΨ2,

onde γ t = i εt
F0

γ̃0, logo:

jt = i
εt

F0

[
Ψ1γ̃

0
Ψ1 +Ψ2γ̃

0
Ψ2
]

=
4εt |z|2

F0

=
4εt

F0
(P2 +Q2). (5.42)

Igualando (5.41) com (5.42), obtém-se a outra equação do sistema,(
F2

2 V ′

F0F1

)′
=−4εtqF1F2

2 (P
2 +Q2). (5.43)
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Essa equação por sua vez, é uma equação diferencial de segunda ordem para V (r), onde a

mesma será utilizada para desacoplar o sistema das equações de Einstein. Destaca-se aqui

também que as equações (5.4) e (5.43) corrigem os sinais das equação (2.3) e (3.18) da re-

ferência [5]. Da corrente jt em (5.42) define-se a carga de Noether QN
1

QN ≡ 1
4π

∫
Σ+

d3x
√
−g jt =

1
4π

∫ 2π

0
dφ

∫
π/2

0
sinθdθ

∫
∞

0
F0F1F2

2

(
4(P2 +Q2)

F0

)
dr

= 2
∫

∞

0
F1F2

2 (P
2 +Q2)dr, (5.44)

a integral em θ é de zero a π

2 pois está sendo considerada apenas a região Σ+. Multiplicando am-

bos os lados da equação (5.4) por d3x
√
−g, utilizando os resultados (5.41), (5.42) e integrando,

obtém-se:

F2
2 (r)V

′(r)
F0(r)F1(r)

∣∣∣∣∣
∞

r0

= 4q
∫

∞

r0

F1F2
2 (P

2 +Q2)dr

lim
r→∞

F2
2 (r)V

′(r)
F0(r)F1(r)

−
F2

2 (r0)V ′(r+0 )
F0(r0)F1(r0)

= 2qQN , (5.45)

onde F2
2 (r0)V ′(r+0 )

F0(r0)F1(r0)
é a carga na garganta do wormhole QT . Tomando os limites assintóticos de F0

e F1,

lim
r→∞

F2
2 (r)V

′(r) = 2qQN +QT . (5.46)

Para valores de r suficientemente distantes da garganta, o comportamanto de V (r) é dado por

V (r) = Φ− Qe
r , onde Φ é um valor constante e Qe é a carga elétrica. Assim, o potencial segue

as condições limr→∞V (r) = Φ e V ′(r) = Qe
r2 . Da simetria esférica, sabe-se que F2(r) sempre

poderá ser escrita como F2(r) = r, desta forma, a equação (5.46) fica:

Qe = 2qQN +QT . (5.47)

Essa equação indica que o campo de gauge total terá contribuições da carga localizada na gar-

ganta juntamente com a carga devido aos férmions. Essa discussão foi aberta aqui para enfatizar

que no caso limite em que q→ 0, a carga total do sistema é aquela localizada na garganta do

wormhole.

1A carga de Noether possui a mesma dimensão da constante de acoplamento q, uma vez que jν = qΨγν Ψ e,
em quatro dimensões, [Ψ] = L−3/2, o que implica em [ΨΨ]∼ L−3. Como [dx3]∼ L3, temos que [QN ]∼ [q] .
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5.7 A equação de Dirac

Para calcular a equação de Dirac explicitamente, primeiramente será necessário a

construção do operador D̂≡ γµD̂µ . Tomando as componentes de D̂µ em (5.17),

D̂ ≡ γ
µD̂µ = eµ

aγ̂
aD̂µ

= et
0γ̂

0
[

∂t−
1
2

(
εt

εr

)
F ′0
F1

γ̂
0
γ̂

1− iqV
]
+ er

1γ̂
1
∂r + eθ

2γ̂
2
(

∂θ −
εr

2
F ′2
F1

γ̂
1
γ̂

2
)

+eφ

3γ̂
3
[

∂φ −
1
2

(
εr sinθ

F ′2
F1

γ̂
1
γ̂

3 + cosθ γ̂
2
γ̂

3
)]

. (5.48)

Utilizando a anticomutatividade das matrizes γ ′s e sabendo que (γ̂0)2 =−I e (γ̂ i)2 = I ,

D̂ =
εt

F0
γ̂

0(∂t− iqV )+
εr

F1
γ̂

1
(

∂r +
F ′0
2F0

+
F ′2
F2

)
+

1
F2

[
γ̂

2
(

∂θ +
cosθ

2sinθ

)
+

1
sinθ

γ̂
3
∂φ

]
, (5.49)

observando que ∂r[ln(F2
√

F0)] =
F ′0
2F0

+
F ′2
F2

, e definindo o operador angular de Dirac K :

ˆK ≡ iγ̂0
γ̂

1
[

γ̂
2
(

∂θ +
cosθ

2sinθ

)
+

1
sinθ

γ̂∂φ

]
. (5.50)

Destaca-se aqui a correção do fator de 1/2 em relação a equação (B.2) da referência [5], re-

ferente a componente angular do operador de Dirac. Com isso o operador de Dirac é dado

por:

D̂ =
εt

F0
γ̂

0(∂t− iqV )+
εr

F1
γ̂

1
(

∂r +∂r[ln(F2
√

F0)]
)
+

i
F2

γ̂
1
γ̂

0 ˆK . (5.51)

Considerando o ansatz (5.21), é observado com facilidade as equações de autovalor:

ˆK Ψ
ε = ±κΨ

ε (5.52)

∂tΨ
ε = −iωΨ

ε . (5.53)

Para expressar o operador (5.51) na forma matricial, considera-se a representação do apêndice

A novamente e por simplificação, define-se os operadores:

T̂ ≡ εt

F0
γ̂0(∂t− iqV ), R̂≡ εr

F1
γ̂1
(

∂r +∂r[ln(F2
√

F0)]
)
, Θ̂≡ 1

F2

(
∂θ +

cosθ

2sinθ

)
,

Φ̂ ≡ 1
F2 sinθ

∂φ , (5.54)
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logo a forma matricial do operador D̂ é:

D̂ =


0 0 i(T̂ + R̂) iΘ̂+ Φ̂

0 0 iΘ̂− Φ̂ i(T̂ − R̂)

i(T̂ − R̂) −(iΘ̂+ Φ̂) 0 0

−iΘ̂+ Φ̂ i(T̂ + R̂) 0 0

 . (5.55)

Por simplificação, considerando um spinor genérico qualquer Ψε , onde suas componentes po-

dem ser chamadas de a j, com j = 1, ...,4, a equação de Dirac (5.6) resulta no sistema de quatro

equações diferenciais de primeira ordem e acopladas, dadas por:

i(T̂ + R̂)a3 +(iΘ̂+ Φ̂)a4 = µa1

i(T̂ − R̂)a4 +(iΘ̂− Φ̂)a3 = µa2

i(T̂ − R̂)a1− (iΘ̂+ Φ̂)a2 = µa3

i(T̂ + R̂)a2 +(−iΘ̂+ Φ̂)a4 = µa4.

(5.56)

Tomando a primeira e a segunda equações do sistema (5.56) e substituindo as componentes do

spinor Ψ1, obtém-se:

εrz′+ zεr

(
F ′2
F2

+
F ′0
2F0

)
− i

F1εtz
F0

(ω +qV )− i
F1εtz

F2
κ−F1zµ = 0 (5.57)

εrz′+ zεr

(
F ′2
F2

+
F ′0
2F0

)
+ i

F1εtz
F0

(ω +qV )− i
F1εtz

F2
κ−F1zµ = 0, (5.58)

somando e subtraindo estas equações é obtido o par de equações diferenciais,

εrP′+ εr

(
F ′2
F2

+
F ′0
2F0

)
P+

F1

F2

[
κ− F2

F0
εt(ω +qV )

]
Q−µF1P = 0 (5.59)

εrQ′+ εr

(
F ′2
F2

+
F ′0
2F0

)
P+

F1

F2

[
κ− F2

F0
εt(ω +qV )

]
Q−µF1Q = 0. (5.60)

Destacando aqui que as equações (5.34), (5.35), (5.59) e (5.60) só serão invariantes

sobre reflexão r→−r, caso o produto εt(ω + qV ) mantenha o mesmo sinal, o que implica na

escolha εt =−1→ω =−ω e V (−r) =−V (r). De posse do par de equações acima, juntamente

com as equações (5.34), (5.35), (5.38) e (5.43), (5.59) e (5.60) o sistema que representa o

modelo EDM está completo.
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5.8 Uma solução analı́tica

De maneira geral a solução do conjunto de equações que descrevem o modelo EDM

é numérica, porém, para o caso simplificado em que considera-se o limite em que o par de

férmions apresentam carga e massa próximas de zero, ou seja, ω = q = µ = 0 e considerando

também que em uma geometria esfericamente simétrica sempre é possı́vel escrever F2(r) = r.

Com essas simplificações, o conjunto de equações de Einstein fica:

F ′′0
F0

+
F ′0
F0

(
1
r
−

F ′1
F1

)
+

F2
1 −1
2r2 − 3V ′2

2F2
0
−

4κ(Q2−P2)F2
1

r
= 0

1
r

(
1
2r
−

F ′1
F1

)
−

F2
1

2r2 +
V ′2

2F2
0
= 0 (5.61)

2F ′0
rF0

+
1−F2

1
r2 +

V ′2

F2
0
+8F1(PQ′−QP′) = 0.

Sabendo que o comportamento das soluções para as funções da métrica devem obedecer o

limite assintótico que recupera o espaço de Minkowski, é estabelecida as condições limites

F0(∞) = F1(∞) = 1. Para q = 0 em (5.43), é fácil ver que o termo do lado esquerdo é constante.

Utiliza-se esse fato para desacoplar o sistema de equações (5.61). Desta forma, sabe-se que:

V ′ =
C1F0F1

r2 . (5.62)

Pela relação (5.47), para q = 0, obtém-se a constante C1 = Qe, onde Qe nessa situação é a carga

intrı́nseca contida na garganta do wormhole. Substituindo a expressão (5.62) e isolando F ′1 na

equação do meio do sistema (5.61), obtém-se:

F ′1 =
F1

2r
+

(Q2
e− r2)

2r3 F3
1 , (5.63)

essa equação por sua vez, tem como solução,

F1(r) =
1√

Q2
e

r2 +1+
C2

r

, (5.64)

Aplicando a condição de contorno que sobre a garganta a função radial da métrica diverge [16],

ou seja, F1(r0)→ ∞, obtém-se uma constante de integração C2 = −r0− Q2
e

r0
, resultando numa

função F1(r) dada por:

F1(r) =
1√(

1− r0

r

)(
1− Q2

e
r0r

) . (5.65)
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Para encontrar a solução da componente temporal da métrica F0(r), será necessário a consideração

do par de equações de Dirac (5.59) e (5.60), para ω = q = µ = 0, logo:

P′+
(

F ′2
F2

+
F ′0
2F0

)
P+κ

F1

F2
Q = 0 (5.66)

Q′+
(

F ′2
F2

+
F ′0
2F0

)
Q+κ

F1

F2
P = 0, (5.67)

multiplicando a de cima por Q e a de baixo por P e somando ambas, obtém-se:

Q′P−P′Q =
κF1

r
(Q2−P2). (5.68)

Substituindo a equação para o potencial (5.62) na primeira e terceira equações de Einstein em

(5.61), juntamente com a substituição da relação (5.68) também na terceira equação de (5.61),

obtém-se:

F ′′0
F0

+
F ′0
F0

(
1
r
−

F ′1
F1

)
+

F2
1 −1
2r2 −

3Q2
eF2

1
2r4 −

4κ(Q2−P2)F2
1

r
= 0 (5.69)

2F ′0
rF0

+
1−F2

1
r2 +

Q2
eF2

1
r4 +8

F2
1 κ

r
(Q2−P2) = 0, (5.70)

dividindo a segunda equação por 2 e somando com a primeira, é obtida a equação diferencial

desacoplada para F0, dada por:

F ′′0 +

(
2
r
−

F ′1
F1

)
F ′0−

Q2
eF2

1
r4 F0 = 0. (5.71)

Esta equação por sua vez, tem como solução,

F0(r) = c1 cos

[
2arctan

(
Qe
√

r0− r√
r0(r0r−Q2

e)

)]
+ c2 sin

[
2arctan

(
Qe
√

r0− r√
r0(r0r−Q2

e)

)]
, (5.72)

onde r0 > Qe. Considerando um ângulo genérico qualquer θ = arctan
(

Qe
√

r0−r√
r0(r0r−Q2

e)

)
, e utili-

zando as relações do triângulo retângulo, observa-se:

sinθ =

Qe

√
r0

r
−1√

r2
0−Q2

e

e cosθ =

r0

√
1− Q2

e
r0r√

r2
0−Q2

e

. (5.73)
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Desta forma, utiliza-se as relações trigonométricas cos(2θ) = cos2 (2θ)− sin2 (2θ) e sin2θ =

2cosθ sinθ ,

cos(2θ) =
r2

0 +Q2
e

r2
0−Q2

e

(
1− 2r0Q2

e

(r2
0 +Q2

e)r

)
e sin(2θ) =

2r0Qe

√(r0

r
−1
)(

1− Q2
e

r0r

)
r2

0−Q2
e

, (5.74)

com isso a solução (5.72) pode ser escrita como:

F0(r) = c1

(
1− 2r0Q2

e

(r2
0 +Q2

e)r

)
+ c2

√(r0

r
−1
)(

1− Q2
e

r0r

)
. (5.75)

Para que a solução seja real, c2 = 0, pois r0 ≤ r. Sabendo que o Wormhole une duas regiões

assintoticamente planas, como já mencionado, sabe-se que as funções da métrica devem recu-

perar Minkowski para valores extremos de r , isto é, em r→ ∞, F0 = 1, concluindo que c1 = 1.

Logo a solução para F0 fixando suas constantes é:

F0(r) = 1−M
r

onde M ≡ 2Q2
er0

r2
0 +Q2

e
. (5.76)

Com isso o elemento de linha encontrado como solução é dado por:

ds2 =−
(

1−M
r

)2

dt2 +
dr2(

1− r0

r

)(
1− Q2

e
r0r

) + r2dΩ
2. (5.77)

Substituindo estes resultados na equação para o campo de (5.62),

V ′(r) =
Qe

r2

1−M
r√(

1− r0

r

)(
1− Q2

e
r0r

) , (5.78)

que tem como solução

V (r) =
2Qer0

r2
0 +Q2

e

√(
1− r0

r

)(
1− Q2

e
r0r

)
=

M
Qe

√(
1− r0

r

)(
1− Q2

e
r0r

)
. (5.79)

Para encontrar as funções que descrevem os férmions, considera-se as equações (5.66) e (5.67),

onde as mesmas representam um sistema de equações diferenciais acopladas de primeira ordem.

Para F2(r) = r,

P′+
(

1
r
+

F ′0
2F0

)
P+κ

F1

r
Q = 0 (5.80)

Q′+
(

1
r
+

F ′0
2F0

)
Q+κ

F1

r
P = 0. (5.81)
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Para descoplar, considera-se a definição h(r) ≡ F ′0
2F0

+ 1
r e multiplicação de ambas pelo fator

integrante eA(r), 
eA(r)P′+ eA(r)h(r)P+ eA(r)F1κ

r
Q = 0

eA(r)Q′+ eA(r)h(r)Q+ eA(r)F1κ

r
P = 0,

(5.82)

observando que:
d
dr

(eA(r)P) = eA(r)A′(r)P+ eA(r)P′, (5.83)
(eA(r)P)′+

eA(r)F1κ

r
Q = 0

(eA(r)Q)′+
eA(r)F1κ

r
P = 0,

(5.84)

reescrevendo estas equações dem termos das novas variáveis Y (r)≡ eA(r)P e X(r)≡ eA(r)Q,
Y ′(r)+

F1κ

r
X(r) = 0

X ′(r)+
F1κ

r
Y (r) = 0.

(5.85)

A solução deste conjunto de equações é dado por:

X(r) = c1 cosh

2κ arctanh


√

1− Q2
e

r0r√
1− r0

r


Y (r) = c2 sinh

2κ arctanh


√

1− Q2
e

r0r√
1− r0

r

, onde κ =±1

(5.86)

Lembrando que o coshθ é uma função par e o sinhθ é uma função ı́mpar, pode-se reescrever a

solução como:

X(r) = c1 cosh(2θ) e Y (r) = c2 sinh(2θ), sendo θ = arctanh


√

1− Q2
e

r0r√
1− r0

r

 (5.87)

Das relações da trigonometria hiperbólica, tem-se que cosh(2θ)= cosh2
θ +sinh2

θ e sinh(2θ)=

2sinhθ coshθ e sabendo também que a soma e subtração das soluções (5.92) também são

soluções, obtém-se:

X(r)±Y (r) = c0(coshθ ±κ sinhθ)2. (5.88)
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Analisando o argumento θ utilizando a trigonometria hiperbólica, obtém-se:

sinhθ =

√
r0r−Q2

e

Q2
e− r2

0
e coshθ =

√
r0r− r2

0

Q2
e− r2

0
. (5.89)

Por outro lado, por comparação das equações (5.83) com a equação (5.82), obtém-se:

A′(r) = h(r) ⇒ A′(r)−
F ′0
2F0
− 1

r
= 0, (5.90)

esta equação tem como solução:

A(r) = c1e

ln

r(r2
0+Q2)

(
1−

M
r

) 1
2


= c1r

√
1−M

r
. (5.91)

Sendo X(r) = X(r)−Y (r) e X(r) = X(r)+Y (r), a solução para as funções dos férmions é dada

por: 

P(r) =
Y

eA(r)
= c1

√1− Q2
e

r0r
−κ

√
1− r0

r

2

√
1−M

r

Q(r) =
X

eA(r)
= c2

√1− Q2
e

r0r
+κ

√
1− r0

r

2

√
1−M

r

.

(5.92)

Com isso a solução do sistema de equações está completo. É importante destacar que as funções

dos férmions em (5.92) não são normalizados, isto é, Q(r) não se anula para r→ ∞. Outro

detalhe importante é que a solução em (5.77) recupera a solução extremal (Qe =M) de Reissner-

Nordstrom quando Qe→ r0, amplamente reconhecida na literatura e mencionada na introdução.

5.9 Análise da solução de Einstein-Dirac-Maxwell

Com a proposta de analisar as propriedades geométricas da solução (5.77), serão

utilizados os critérios apresentados na seção 2.5, baseados no trabalho [16]. Esses critérios

baseiam-se principalmente na existência de uma garganta (raio mı́nimo r0), na ausência de hori-

zontes de eventos e na condição de flaring out. Desta forma, iniciamos essa análise comparando

a métrica de Morris-Thorne (2.120) com (5.77), para avaliar a função shape,

b(r)
r

=
(

1− r0

r

)(
1− Q2

e
r0r

)
→ b(r) = r0 +

Q2
e

r0
− Q2

e
r
. (5.93)
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Sabendo que a condição para existência de uma garganta é b(r0) = r0, temos que:

b(r0) = r0 +
Q2

e
r0
− Q2

e
r0

= r0, (5.94)

comprovando assim a existência de um raio mı́nimo. Para analisar a condição de flaring out

(b′(r0)< 1), é necessário derivar a expressão (5.93), resultando em:

b′(r0) =
Q2

e

r2
0
< 1 → |Qe|< r0. (5.95)

Esse resultado impõe a condição para a formação de uma garganta. A próxima

condição a ser seguida pela solução (5.77) é a ausência de um horizonte de eventos, para isso, a

análise é feita sobre a função de red shift, na qual a mesma não pode ser nula, ou seja, e2Φ(r) ̸= 0.

Portanto, temos a relação:

e2Φ(r) =

(
1−M

r

)2

. (5.96)

Para que a função acima se anule, a massa tem que ser igual ao raio r, mas pela

própria definição da massa em (5.76), sabemos que M < Qe, implicando na condição M < r0.

Por último, é fácil ver que as funções radial e temporal da métrica recuperam Minkowski quando

r→ ∞, resultando num espaço assintoticamente plano.

Sabemos que a condição de energia nula (NEC), impõe que Tµνkµkν ≥ 0. Essa

condição, para métricas esfericamente simétricas, resulta em ρ + pr ≥ 0, onde isso se resume

a T t
t +T r

r ≥ 0. Os ı́ndices mistos no tensor de energia-momento facilitam os cálculos na parte

eletromagnética, pois as mesmas se cancelam. Do tensor de energia-momento (5.31), temos:

T t
t +T r

r = 4εrF1(P′Q−Q′P). (5.97)

Dessa forma, como F1(r) é sempre positiva, precisamos calcular o termo P′Q−Q′P

explicitamente, para analisarmos seu sinal. Das função dos férmions P(r) e Q(r)2 dadas em

(5.92) temos:

P′Q−Q′P =−
(Q2

e− r2
0)

2

16r3
(

Q2
e + r2

0−
2Q2

er0

r

)√(
1− Q2

e
rr0

)(
1− r0

r

) . (5.98)

2Para uma constante c2 =
κr0

32c1(Q2
e+r2

0)
[4].
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Observa-se que todos os parâmetros dessa expressão são positivos, mas com um

sinal negativo global, resultando na violação da condição de energia nula. Para uma melhor

visualização dessa condição, verifica-se o comportamento do gráfico abaixo,

Figura 4: Representação da condição de energia nula (NEC) próximo a garganta (r0 = 1) do
buraco de minhoca.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O gráfico acima, permite analisar a condição de energia nula (NEC) para diferentes

valores da carga elétrica Qe. Os resultados assumem os valores esperados, pois nas proximi-

dades da garganta r = r0, todos apresentam valores negativos, assim como previsto na seção

2.5. Importante destacar que o gráfico é crescente à medida que r aumenta, crescendo assin-

toticamente a zero. Essa caracterı́stica se dá pelo fato de que a fonte exótica que sustenta essa

geometria está localizada nas proximidades da garganta.

Mesmo que as contribuições diretas do campo eletromagnético se cancelem na

composição ρ + pr, a carga elétrica tem função fundamental na curvatura do espaço tempo,

pois na medida que a mesma cresce, percebe-se a suavização da violação da NEC. Destacando

também o seu caso limite, quando Qe→ r0 = 1, representando o caso extremal da solução de

Reissner-Nordström.

Mesmo que os resultados apresentados nessa seção tenham saı́do como previsto

pela teoria de Morris-Thorne, destaca-se aqui a análise geométrica feita, pois percebemos que a

condição, necessária para existência de uma garganta regular, é controlada pela carga do buraco

de minhoca Qe < r0, já a garantia de que essa estrutura seja atravessável, pela ausência de um

horizonte de eventos, é dada por M < r0.
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Como foi visto nessa seção, o modelo Einstein-Dirac-Maxwell apresenta uma ca-

racterı́stica curiosa, pois na mesma, a “matéria comum” apresenta caracterı́stica exótica. Para

explorar essa propriedade, tentamos estender essa teoria para novas geometrias. Sabendo que

dependendo do parâmetro regularizador da solução de Simpson-Visser, a mesma exige uma

fonte exótica, desta forma, tentaremos uma fonte de Dirac-Maxwell na geometria de SV.

5.10 Solução de Simpson–Visser na teoria EDM

A solução de Simpson-Visser representa uma famı́lia de soluções relevantes das

equações de Einstein [25]. Esta por sua vez permite a interpolação contı́nua entre as geome-

trias de buracos negros regulares e wormholes. Desta forma, é natural investigar se teorias

gravitacionais acopladas a campos fundamentais como na teoria EDM, admitem soluções desta

natureza.

A escolha da solução de Simpson-Visser foi motivada por seu papel de interpolação

entre BHs regulares e WHs atravessáveis. Sabendo que em certas condições do parâmetro

regularizador “a”, a condição de energia nula NEC é necessariamente violada, necessitando

assim de fontes exóticas para sustentar tal geometria. Como o modelo EDM mostrou que fontes

fermiônicas podem apresentar o comportamento de matéria exótica, investiga-se a solução de

Simpson-Visser no contexto da teoria EDM.

O caso limite da solução (5.77) onde Qe → r0 e recupera a solução de Reissner-

Nordstrom também implica na anulação das funções de onda dos férmions, o que leva a um ten-

sor de Energia-Momento de Dirac nulo, ou seja, T (D)
µν = 0. Essa anulação da contribuição de Di-

rac na fonte implica na inexistência de soluções de Black Holes na teoria EDM. A interpretação

fı́sica deste fato é que no colapso gravitacional, as nuvens de partı́culas de spin 1/2 desaparecem

dentro do horizonte de eventos [26][27]. Desta forma, sabemos que soluções do tipo:

ds2 =−F0(r)dt2 +
dr2

F0(r)
+ r2dΩ

2, (5.99)

não são permitidas. Com o intuito de encontrar novas soluções do sistema de equações da teoria

EDM, tentou-se soluções do tipo Simpson–Visser, isto é, soluções dadas da forma:

ds2 =−F0(r)dt2 +
dr2

F0(r)
+(r2 +a2)dΩ

2. (5.100)

As soluções de Simpson–Visser, foram introduzidas na literatura no estudo de geometrias re-

gulares, ou seja, sem singularidades. Um fato importante das soluções SV é que as mesmas
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podem representar diferentes geometrias de acordo com o parâmetro a em (5.100). Isto é, es-

tas soluções podem representar um buraco negro de Schwarzschild (a = 0), um buraco negro

regular (0 < a < 2M) e um buraco de minhoca atravessável (a > 2M) [25]. Como a solução de

SV pode representar um buraco de minhoca atravessável, esta poderia ser uma possı́vel solução

do modelo EDM, porém não é. Para observar isso, faz-se a consideração F0(r) = 1
F1(r)

nas

equações do modelo, gerando as seguintes equações:

F ′′2
F2

+
1
2

(
F ′2
F2

)2

+
F ′2F0

F2F0
− 1

2F2
2 F2

0
+

(V ′)2

2F2
0

= 0 (5.101)

F ′′0
F0

+
F ′0F ′2
F0F2

+

(
F ′0
F0

)2

−
F ′2

2F2
2
+

1
2F2

2 F2
0
− 3(V ′)2

2F2
0

+
4κ(P2−Q2)

F2F2
0

= 0 (5.102)

F ′0F ′2
F0F2

+
F ′22
2F2

2
− 1

2F2
2 F2

0
+

V ′2

2F2
0
+

4(PQ′−QP′)
F0

= 0. (5.103)

Utilizandoas as equações dos férmions e do potencial, estas equações podem ser combinadas

gerando,

F ′0 +
(

F ′′2
F ′2

+
F ′2
2F2

)
F0 +

(
Q2

e−F2
2

2F3
2 F ′2

)
1
F0

= 0 (5.104)

F ′′0 +
2F ′2
F2

F ′0 +
(F ′0)

2

F0
− Q2

e

F0F4
2
= 0 (5.105)

sabendo que F2(r) =
√

r2 +a2, estas equações apresentam soluções diferentes para a mesma

função F0(r), sendo estas dadas por:

F0(r) =

√
1+

a2

r2 +
Q2

e
r2 +

√
a2 + r2

r2 C1 (5.106)

F0(r) =

√
(Q2

e arctan
( r

a

)
−aC1)2 +2a2Q2

eC2

aQe
, (5.107)

que são completamente independentes uma da outra. Isto representa na afirmação de que

para F0(r) = 1
F1(r)

, o sistema perde graus de liberdade e fica inconsistente, implicando na não

existência de soluções do tipo SV para o modelo EDM.
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6 CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS FUTURAS

De modo geral, o conjunto de equações geradas pelo modelo, não tem solução

analı́tica, mas para a situação extrema onde considera-se spinores com massa e carga próximas

de zero, obtém-se simplificações ao sistema que à partir daı́ foi resolvido. A solução obtida

tem relação direta com a solução de Reissner-Nordström, evidenciando assim sua importância

fı́sica.

Em particular, foram analisadas possı́veis soluções do tipo Simpson-Visser para o

modelo EDM, sucedendo na impossibilidade de tais resultados. Desta forma, a solução de

Simpson-Visser foi, portanto, utilizada como parâmetro de comparação, permitindo avaliar as

limitações da teoria. Esse resultado, nos permite concluir que, no contexto da Relatividade

Geral, mesmo que considerando fontes compostas por campos fı́sicos fundamentais, nada nos

garante que diferentes geometrias são admissı́veis.

Os resultados obtidos neste trabalho não visam a proposição de novas soluções

inéditas, mas sim a sistematização do formalismo necessário para o estudo de wormholes na

teoria Einstein–Dirac–Maxwell e a identificação explı́cita das limitações do modelo no que diz

respeito à existência de determinadas geometrias. Nesse sentido, a dissertação fornece uma

base teórica sólida para investigações futuras.

Uma extensão natural para os trabalhos futuros, consiste na investigação do modelo

EDM em cenários geométricos menos restritivos. Desta forma, pretende-se analisar a simetria

cilı́ndrica, pois considera-se plausı́vel soluções do tipo black string sustentadas pelo modelo.

Esse tipo de análise possui relevância tanto teórica quanto fenomenológica, pois conecta pro-

priedades geométricas do espaço-tempo a efeitos fisicamente mensuráveis, especialmente as

Forças de Maré e sua termodinâmica topológica.

Por fim, uma generalização conceitualmente relevante do modelo EDM consiste na

substituição do eletromagnetismo linear por teorias de eletrodinâmica não linear, bem como na

introdução de campos fermiônicos não convencionais, como os espinores do tipo Elko. Esses

campos apresentam propriedades dinâmicas distintas dos espinores de Dirac usuais e surgem

como candidatos naturais em cenários de gravitação modificada e matéria escura.
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APÊNDICE A -- TÓPICOS ESSENCIAIS DE TEORIA DE GRUPOS

Definição: Um conjunto de elementos G= {a, b, c ... } é denominado grupo em

relação a uma operação (*) se seus elementos seguem as seguintes propriedades [28]:

1. ∀a,b ∈ G,a∗b = c ∈ G (Fechamento)

2. ∀a,b,c ∈ G(a∗b)∗ c = a∗ (b∗ c) (Associatividade)

3. ∃e ∈ G|∀a ∈ G,a∗ e = e∗a = a (Elemento identidade

4. ∀a ∈ G,∃a−1|a∗a−1 = a−1 ∗a = e (Elemento inverso).

Definição: Sendo a e b dois elementos de G, se a ∗ b = b ∗ a, diz-se que G é um

grupo Abeliano.

Definição: Um grupo é denominado discreto/ contı́nuo se seus parâmetros forem

discretos/contı́nuo.

Definição: Um grupo é denominado como Grupo de Lie se os parâmetros desse

grupo são contı́nuos.

Os geradores de um Grupo de Lie podem ser escritos em termos de uma exponen-

cial,

D(α) = eiα iXi (A.1)

onde Xi são os geradores do grupo. A unidade imaginária i é convencional, uma vez que os

geradores podem ser hermitianos ou não [28].

Definição: Dois grupos A e B são ditos isomorficos se ∀ai ∈ A está relacionado a

um e somente um elemento ∀bi ∈ B.

Definição: Dois grupos A e B são ditos homomórficos se existem pelo menos dois

elementos ai,a j ∈ A que estão relacionadoo a um elemento ∀bi ∈ B.

Definição: Uma representação de um grupo é a forma explı́cita em que escreve-se

elementos abstratos de um grupo, podendo estas ser representadas por números, exponenciais,

matrizes, etc [7]. A representação D(a) de um elemento a pertencente a um grupo G qualquer

tem uma relação de isomorfismo com este elemento, desta forma, ela deve seguir:
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1. D(RS) = D(R)D(S),∀R,S ∈ G;

2. D(R−1) = [D(R)]−1,∀R ∈ G;

3. D(E) = I, onde E é o elemento identidade.

Definição: Duas representações matriciais de um grupo D(G) e U(G) são denomi-

nadas equivalentes se ∀R ∈ G, existe a transformação de similaridade:

U(R) = S−1D(R)S (A.2)

Definição: Uma representação matricial é denominada redutı́vel se esta pode ser

escrita como:

D(R) =

Di(R) 0

0 D j(R)

 (A.3)

ou seja, na forma de uma matriz diagonal.
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