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RESUMO

O presente trabalho apresenta um estudo do modelo Einstein-Dirac-Maxwell (EDM), com
énfase em solugdes analiticas. A teoria estudada neste trabalho, discute solu¢des de um conjunto
de equacdes que acopla, no ambito da Relatividade Geral, os campos gravitacional, fermidnico
e eletromagnético. Com objetivo de apresentar um estudo tedrico sélido, foram realizadas re-
visdes bibliograficas para cada campo fisico abordado na teoria. Em particular, foram analisadas
possiveis solucdes do tipo Simpson—Visser para o modelo EDM, constatando a impossibilidade
da obtencdo de tais solugdes. Desta forma, a solu¢do de Simpson-Visser foi, portanto, utilizada

como parametro de comparagao, permitindo avaliar as limitacdes da teoria.

Palavras-chave: Relatividade Geral; espinores; equagdes de campo; solu¢ao de Simpon-Visser



ABSTRACT

This paper presents a study of the Einstein-Dirac-Maxwell (EDM) model, with an emphasis on
analytical solutions. The theory studied in this work discusses solutions to a set of equations
that encompass, within the framework of General Relativity, gravitational, fermionic, and elec-
tromagnetic fields. To present a solid theoretical study, bibliographic reviews were conducted
for each physical field addressed in the theory. In particular, possible Simpson-Visser soluti-
ons for the EDM model were verified, confirming the impossibility of obtaining such solutions.
Therefore, the Simpson-Visser solution was used as a comparison parameter, allowing for the

evaluation of the theory’s specifications.

Keywords: General Relativity; spinors; field equations; Simpon-Visser solution.
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1 INTRODUCAO

O modelo Einstein-Dirac-Maxwell (EDM) descreve solu¢des com fontes ndo tri-
viais das equacdes de campo de Einstein !, apresentando um acoplamento entre os campos
gravitacional, fermionico e de gauge. Destacando que o tema central deste trabalho € investi-
gar solucdes exatas para o caso especial onde os férmions apresentam carga elétrica e massa
proximas de zero.

Com a ideia de apresentar uma fundamentacao tedrica s6lida, iniciamos no Capitulo
2 a descrever os principais fundamentos da Relatividade Geral. Este capitulo segue uma linha
cronoldgica para as teorias aceitas do campo gravitacional. Partindo da teoria newtoniana des-
crita por um potencial escalar que satisfaz a equagdo de Poisson, mas mostrando suas limita¢oes
ao ser incapaz de incorporar a invariancia de Lorentz [1].

Antes da formulacdo da Relatividade Geral, vérias tentativas de apresentar uma
teoria relativistica da gravitacdo foram propostas. Das ideias apresentadas, destaca-se a teoria
do campo escalar de Nordstrom que trouxe a substitui¢ao do formalismo vetorial tridimensional
para o formalismo de quadrivetores. Também estabeleceu que a teoria gravitacional relativistica
deveria ser entendida como uma teoria de campo escalar e que, diferentemente da teoria newto-
niana, a fonte deste campo é mais geral do que somente a densidade de massa, ligando a teoria
gravitacional relativistica ao formalismo tensorial, através do trago do tensor energia-momento
[2].

O entendimento de que a teoria gravitacional de Einstein tinha natureza geométrica
foi uma extensdo quase que natural de uma teoria gravitacional escalar, pois a teoria de Nordstrom
apesar de satisfazer alguns principios fundamentais da fisica como conservacdo da energia,
principio da equivaléncia e possuir um limite classico correto, apresenta problemas ao consi-
derar fontes eletromagnéticas, pois sua equacao considera apenas o trago do tensor energia-
momento, sendo este nulo para o eletromagnetismo [2].

Desde a formulacgado das equagdes de campo de Einstein, solugdes exatas comecaram

Fontes ndo triviais sdo aquelas cujo tensor energia-momento nio é nulo nem degenerado e altera de forma
essencial a geometria do espago-tempo.
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a ser exploradas, aumentando assim a compreensao da estrutura do espago-tempo. Em 1916,
meses apOs a publica¢do da teoria de Einstein, apresentou-se como o marco inicial das solucoes
exatas do conjunto de equagdes, a solucao de Schwarzschild, que apresenta caracteristicas es-
pecificas, como simetria esférica, independéncia do tempo e um tensor de energia-momento
nulo 2[3].

Apesar das aparentes simplificacdes da solu¢do de Schwarzschild, a mesma é de
grande importancia para estudos referentes a Relatividade Geral [3]. No contexto deste tra-
balho, a solu¢cdo de Reissner-Nordstrom, que representa geometrias com fontes eletricamente
carregadas, ganha bastante notoriedade, pois a mesma surge como limite particular das solu¢oes
obtidas no modelo EDM, aumentando assim sua relevancia fisica [4][5].

No capitulo 3 revisa-se o formalismo spinorial, lembrando que os conceitos de
simetria e leis de conservacdo estdo diretamente relacionados em Fisica [6]. A inclusdo de
campos fermidnicos como fontes gravitacionais exige o uso do formalismo spinorial, uma vez
que particulas de spin 1/2 ndo admitem descricdes puramente tensoriais. Por essa razdo, o
capitulo € dedicado a revisdo da teoria de grupos e das representacdes spinoriais dos grupos
SO(3) e SO(3,1), fundamentais para a compreensao do momento angular e do spin na Mecanica
Quantica e na Relatividade Restrita [7][8].

Para generalizar as propriedades seguidas pelos espinores em espagos-tempo cur-
vos, € necessario considerar a teoria gravitacional, levando em conta o principio da equivaléncia
de Einstein, no qual relaciona localmente quantidades que estao num referencial inercial (espagco
flat) com quantidades no referencial do campo (espago curvo) [9]. A extensdo do formalismo
spinorial a espacos-tempo curvos requer a introducdo das tetradas (vierbeins), esse procedi-
mento garante a consisténcia do acoplamento entre férmions e gravitacao [10].

O capitulo 4 destina-se a revisdo da formulacio covariante do eletromagnetismo
de Maxwell. Apesar dessa formulacdo ser uma nova forma de escrever as equagdes do ele-
tromagnetismo, as regras da eletrodinamica cldssica nao mudam [11]. Embora as equagdes de
Maxwell sejam naturalmente compativeis com a Relatividade Restrita, sua extensao a espagos-
tempo curvos exige o uso de derivadas covariantes e do acoplamento minimo. Esse formalismo

¢ essencial para a construgdo consistente do modelo Einstein—Dirac—-Maxwell.

ZEmbora o tensor energia-momento seja nulo na regiio externa, a solugéio corresponde ao campo gravitacional
gerado por uma fonte pontual idealizada.
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Por fim, o Capitulo 5 é dedicado ao estudo de solucdes de buracos de minhoca no
contexto da teoria EDM. Analisa-se o acoplamento entre um par de férmions carregados, com
spins opostos, € 0 campo eletromagnético, respeitando o principio de exclusdo de Pauli. Sao
discutidas solucdes analiticas e limites fisicos relevantes, incluindo a recuperacdo da solugdo
de Reissner—Nordstrom em regimes apropriados. Dessa forma, este trabalho contribui para a
compreensao de solucdes auto-consistentes do modelo EDM e de suas implicacdes fisicas no

estudo de geometrias ndo triviais do espago-tempo.
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2 RELATIVIDADE GERAL

A forma como entendemos o campo gravitacional foi mudando ao longo do tempo
e durante séculos, a gravidade foi encarada como uma forca de a¢do a distancia, como descrita
na teoria newtoniana, que apesar da sua precisao para descrever fendmenos astrondmicos, apre-
sentava limitacdes conceituais e experimentais em relacdo aos principios da relatividade e em
relacdo a eventos que ocorrem na presenga de campos intensos ou em altas velocidades.

Com a necessidade de formular uma teoria gravitacional mais geral, que respei-
tasse os principios da relatividade, tornou-se necessario reinterpretar a gravidade como uma
manifestacdo da curvatura do espago-tempo induzida pela presenca de matéria e energia. Den-
tre as vdrias contribui¢des da teoria da Relatividade Geral, uma das mais importantes, € a andlise
de solugdes exatas das solucdes de campo, as quais tém papel fundamental na compreensao do
espaco-tempo.

Das solucoes exatas conhecidas, num contexto contemporaneo, destacam-se mode-
los que descrevem buracos negros, pela sua importancia obervacional. J4 num contexto tedrico,
destacam-se solugdes de buracos de minhoca, pois tais solu¢cdes permitem investigar cenarios
nos quais as propriedades cldssicas do espago-tempo sejam modificadas (violagao das condicdes
de energia).

Desta forma, este capitulo tem como objetivo introduzir os fundamentos conceituais
da gravitacdo como uma teoria geométrica, desenvolvendo uma estrutura que segue o contexto
historico, apresentando alguns desafios no desenvolvimento formal da Relatividade Geral. Por
fim, sdo apresentados os conceitos fisicos e matematicos das solugdes de buracos de minhoca,

enfatizando as condi¢des existentes sobre as fontes para sua existéncia.

2.1 A gravidade Como uma Teoria Geométrica

A teoria da gravitacdo aceita até o inicio do século XX era a gravitacdo universal
newtoniana, esta por sua vez relaciona um potencial escalar com sua fonte geradora, uma den-
sidade de massa p, através da equagdo de Poisson. Propostas de estender a gravitagdo universal
de Newton foram feitas, estas baseadas num campo escalar que satisfazem a equacao de Pois-
son e sdo invariantes de Lorentz [1]. Das ideias apresentadas, destaca-se a teoria de Nordstom

que trouxe a substituicdo do formalismo vetorial tridimensional tradicional para o formalismo
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de quadrivetores, e também estabeleceu que a fonte do campo escalar era mais geral do que so-
mente a densidade de massa, ligando a teoria gravitacional relativistica ao formalismo tensorial,
através do traco do tensor energia-momento [2].

No entanto a teoria de Nordstom apesar de satisfazer alguns principios fundamentais
da fisica como conservacdo da energia, principio da equivaléncia e possuir um limite cldssico
correto, apresenta problemas ao considerar fontes eletromagnéticas, pois sua equacao considera
apenas o traco do tensor energia-momento, sendo este nulo para o eletromagnetismo.

Com o intuito de corrigir os problemas encontrados com o formalismo de Nordstom
e propor uma teoria do campo gravitacional que fosse compativel com a relatividade especial,
Albert Einstein propos em 1915 uma teoria relacionando matéria-energia com a propria geome-
tria do espacgo-tempo. Esta por sua vez permite determinar o tensor métrico, ou seja, a geometria
do espaco em torno de fontes de matéria ou energia, sendo estas grandezas intimamente relaci-

onadas pelo principio da equivaléncia [2].
2.1.1 A gravidade como um campo escalar

A tentativa mais simples de descrever a gravidade pela teoria de campos € através

de um campo escalar que no limite cldssico satisfaz a equagao de Poisson,
V2 =4nGp. 2.1)

A equivaléncia da massa gravitacional com a massa inercial exige que a fonte de matéria seja
acoplada com a constante gravitacional G. Esta ideia pode ser generalizada pela relatividade
através da equivaléncia massa-energia, ou seja, a energia também deve ser acoplada a G. Por-
tanto a tentativa de uma lei da gravitacio que satisfaz a relatividade restrita deve ser dada por
um campo escalar de spin zero, este descrito pela teoria de Klein Gordon. Isso implica dizer
que o operador d’alembertiano aplicado no campo serd proporcional a uma fonte escalar ex-
terna multiplicada pela constante gravitacional G [6]. Para obtencao de tal relagdo, toma-se
a acdo de uma particula relativistica acoplada a um campo escalar ¢ (x*), com constante de

acoplamentouma A :

S=— / " (mc* +2¢)dr, (2.2)

2
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sendo o elemento de linha ds = /Nyvdx*dxV = cdt no espago de Minkowski. Aplicando a

variacdo juntamente com o principio de Hamilton em 2.2:

5S = —/T1 [8(d7)(mc + A9) + AdTS9], 2.3)

2

onde 8¢ = ox*dy ¢, logo:

55— — / " [8(dT) (M +A0) + AdTE 0], (2.4)

2

Sabendo também que (d1) = —[Zc—é‘d@x”) = —uyd(oxH)

T n T
55:/ ', 4002 >(mc2+x¢)dr—z/ 4T85k 9,0, 2.5)
) dt )

realizando a integracdo por partes no primeiro termo:

T1 d
S= _/72 {E[mcz—l—?tq))uu] —HL&u(])} oxtdr, (2.6)
logo:
%[mcz—i—l(p)uu] +Adu¢ =0. 2.7)

Sendo % = u"dy ¢, conclui-se que:

dut oMo ¥ 3y
T Mmarae) Mmaiae) 28)

Esta € a equ¢do de movimento de uma particula de massa m na presenga de um campo escalar
¢. A equacdo (2.8) é explicitamente dependente da massa e da constante de acoplamento, isto
contrasta com o principio da equivaléncia, desta forma € conveniente escolher a constante de
acoplamento proporcional a massa A = Im, onde / tem unidade de comprimento para preservar

a homogeneidade das unidades. Também serd definido o novo potencial ® = /¢, desta forma

[2]:

U oM (2 o (2
dL — —lm#q)_mluﬂuv%
dt (mc?+mil%) (mc?+mil%)
#(2) |, a(2)
PR I I/l“uv—@. (29)
(l—l—c—z) (1+c_2)

A equagdo (2.9) mostra que a trajetéria das particulas influenciadas por um campo gravitacional

2

® ¢ independente da massa, desde que a massa inercial associada ao termo mc* coincida com a

massa que se acopla ao potencial. Com as escolhas de @ e A, a agdo da particula se movendo
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T q)
S = —mcz/ dt <1+c—2) . (2.10)
T

Essa acdo acopla a particula com o campo escalar, mas trata 0 mesmo como uma entidade

num campo gravitacional é:

externa e estdtica. Para que a conservacdo das grandezas mencionadas seja mantida, o proprio
campo deve possuir energia, momento € momento angular [2].

Entendendo que o campo € uma entidade dindmica, suas quantidades de energia e
momento evoluem de acordo com uma equa¢do de movimento. A equacdo (2.10) ndo permite

tal evolucdo com isto € necessdrio adicionar um termo dado por:

Seampo = / ExLrmpe = Loampo = — I = Caﬂcba#cp, @2.11)

212

para um limite classico apropriado [ = v/4nGc, onde G € a constante da gravitagao universal.

Com isso a acao (2.10) fica:
—me / dt—m CIDdr —— / d*xdy oM ®. (2.12)
1
Isolando o segundo e terceiro termos que tém dependéncia explicita do campo,

So——m [ ®dr— —— / d*x9, DO, (2.13)
7

Observando que o primeiro termo da equacgdo (2.13) esté integrada em d7, define-se;

n(x) = +md’L’5[x” —Z#(1)], (2.14)

—o0

sendo §[x*] = §(x%)8(x!)8(x?)8(x?) a funcdo delta quadridimensional, esta por sua vez ter o
papel de representar que a densidade de massa serd nula em todo espaco-tempo exceto na linha

mundo da particula, logo:

C[dtae = [ar [ateit - (o)

c
©
= / dtP, (2.15)
T
com isso a acdo (2.12) fica:

T 1 1
S=—mc* /ledf— E/d“x {%%CD&“(IH—mn(x)CD : (2.16)
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Variado a acdo (2.16) com relagdo ao campo, é obtida a equagdo de movimento:

1 mn(x)
0,0t ® =
4nGe * c

—  dydt® =00 =47Gp, (2.17)

onde p = mn(x).
A equacdo de movimento (2.17) tem seu limite cldssico correto, resultando na
equacdo de Poisson (2.1), e sua acdo geradora 2.16tem algumas caracteristicas que sugerem

a validade da teoria, tais propriedades sao:
¢ E invariante de Lorentz;
* resulta em uma for¢a sempre atrativa;

» gera equacdes de movimento independentes da massa, respeitando o principio da equi-

valéncia [2].

Mesmo com algumas propriedades necessarias sendo satisfeitas, a teoria carece de
generalizagdo, pois o lado direito da equagdo (2.17) indica que a tnica fonte geradora do campo
gravitacional € a densidade de massa.

As leis de conservagdo da fisica classica surgem das simetrias de transformacoes.
Assim, separa-se as transformacdes em espaciais (translag@o e rotagdo), gerando a conservacao
do momento e momento angular respectivamente, e temporal, gerando a conservacdo da ener-
gia. Por sua vez a teoria da relatividade, juntamente com as transformacgdes de Lorentez unifi-
cam 0 espago € o tempo num continuo espago-temporal. Desta maneira podemos englobar as
leis de conserva¢do em uma invariancia por translacdo espaco-temporal[1].

Com a unificacdo das leis de conservagado correspondentes, existe a necessidade de
implementar um termo mais geral para a fonte na equagdo (2.17), logo a mesma deve ser escrita
em termos do tensor de energia-momento Ty,,. Como o Unico invariante (escalar) construido
com o tensor 7,y no espago de Minkowski (,v) é o trago dado por T = Ty,yn*Y =T, # , logo

equacao [2]:

AnG
0o = —T, (2.18)
Esta equacdo pode ser obtida da agdo:
1 T

Sendo o primeiro termo responsdvel pela energia cinética do campo gravitacional, o segundo
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a interacdo da fonte com o campo e o terceiro a lagrangiana da fonte, que € independente do
campo. A equacdo (2.19) define uma teoria escalar da gravidade que € invariante de Lorentz.

Mesmo com a generalizacao da fonte da teoria escalar do campo gravitacional, esta
continua apresentando alguns problemas. Considerando a equagdo (2.18), temos que a fonte
do campo gravitacional € o traco do tensor de energia-momento, porém esta teoria é falha se
considerada uma fonte puramente eletromagnética, pois 7' do tensor eletromagnético € nulo.
Assim, a teoria leva a conclusdo de que fontes eletromagnéticas ndo serdo afetadas por um
campo gravitacional externo. Sabe-se que este fato € incorreto experimentalmente, devido o
desvio comprovado da luz na presenca de uma fonte de campo gravitacional [12].

As limitacdes da teoria de Nordstrom vem das restricdes na definicdo do proprio
espaco-tempo, mostrando que a teoria gravitacional sé se reduz a teoria de Nordstrom para um
sistema conformalmente cartesiano[1]. Tomando a acao em (2.10), e redefinindo o elemento de

linha:

P
dsep = cdt (1 + ?) . (2.20)

Sendo ds* = Nuvdxtdx”, logo:

D(r,x 2
Nuv — &uv(t,X) = Nuy {1 + (c2 )} (2.21)

Observa-se que a mudanga feita no elemento de linha (2.21) devido a interacao
de uma particula massiva com um campo gravitacional s6 foi possivel pelo principio da equi-
valéncia, pois 0 mesmo torna a massa apenas uma constante multiplicativa na agdo 2.10. Con-
cluimos que existe uma necessidade de uma formulagdo puramente geométrica da gravidade,

onde g, v € o tensor métrico.
2.1.2 O Tensor métrico

Na teoria Newtoniana, uma particula € livre se a mesma nao esta sujeita a nenhuma
forca, até mesmo da gravitacional. Porém do ponto de vista da teoria da gravitacdo relativistica,
uma particula livre estd sempre em queda livre, isto €, sujeita apenas ao campo gravitacional.
Isso porque, na teoria relativistica, a gravidade deixa de ser uma forca, sendo compreendida
como uma manifestacido da geometria do espaco-tempo em questdo. Assim, a geometria, dadas
as devidas consideracdes, desempenha o papel de um campo. Esta no¢@o nos permite abdicar,
nao s6 no caso gravitacional, da ideia de interacdo a distancia, pois agora as particulas testes nao

sentirdo mais as fontes diretamente, mas sim o0 seu campo que servira como um intermediario



20

[3].

Da descri¢cdo geométrica da gravidade, vem a necessidade de definir o tensor métrico
guv- sendo este um campo tensorial simétrico de tipo (0,2), cuja contracdao com os diferenciais
de coordenadas define o intervalo invariante ds* = guvdx“dx". Assim, o tensor métrico deve

satisfazer as seguintes propriedades:
1. guv deve ser de classe C?, pois suas derivadas segundas devem existir e serem continuas;
2. detguy = g # 0, isto €, g,y € ndo singular;
3. guv € simétrico, ou seja, guv = gvy [13].

Devido as propriedades de simetria listadas acima, o nimero de elementos independentes de

guv € inicialmente dado por:
o2 n(n2 ) _ n(n2+ ) .

Do ponto de vista fisico, o tensor métrico tem diversas fun¢des, sendo elas: fornecer a ideia de
passado e futuro; determinar o menor caminho entre dois pontos (geodésica) em espagos com
geometrias quaisquer, ou seja, a trajetotia das particulas testes; substituir o campo gravitacio-
nal newtoniano; fornecer a nocdo de referencial localmente inercial; determinar causalidade,
definindo a velocidade da luz como velocidade limite, dentre outras [14].

O tensor métrico g,v(x) dependente das coordenadas, pode surgir em diferentes
contextos. Primeiramente, para a situacdo de um sistema de coordenadas ndo inercial, tera
sua métria dependente das coordenadas. Considerando o elemento de linha em coordenadas
esféricas:

ds* = dr* +r*d6’ + rzsenzed(pz. (2.23)

Apesar da dependéncia explicita das coordenadas em (2.23), a mesma se reduz a forma cartesi-

ana se considerada a mudanca de coordenadas,

x =rsen¢cosO
y =rsen¢send (2.24)
z =rcos0.

ou seja, o espaco em questdo continua sendo plano, s6 estd sendo escrito por um sistema de
coordenadas curvilineas. De maneira geral, uma métrica que descreve um espago genuinamente

curvo, serd aquela que ndo pode ser reduzida globalmente a forma cartesiana [2].
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Para a constru¢do de uma teoria gravitacional covariante, a métrica g,y deve se

transformar como um tensor. Logo analisando o elemento de linha ds”

ds’z—g dx'Mdx"Y = ds* = g, ﬁdx’“dx’ﬁ

(2.25)
guvdxtdx"V = gop sxi’z gji dx'"dx'V.
Logo,
8uv = 8ap %Z%i. (2.26)

Concluindo assim que gy € um tensor do tipo (0, 2).
2.1.3 Geodésica e Derivada covariate

De maneira intuitiva, as curvas geodésicas sdo as “’linhas mais retas possiveis’que
podem ser tracadas numa geometria curva [15]. Estas, por sua vez, determinam o movimento de
particulas materiais na influéncia de um campo gravitacional. Sua equacdo pode ser analisada
como uma generalizacdo da equagdo de forca na gravidade de Newton [2]. Para encontrar as

curvas geodésicas, considera-se a agao:

S= —m/d’c onde ds=cdt; c=1. 2.27)
Sendo dt? = —guvdx*dx", sua variacdo ¢ dada por:
2dto(dt) = —[dxMdx" (duguv ) 0x* 4+ 2guvdx"d(6xY)]. (2.28)
Concluindo que:
1 dx* dx” dx* dx”
o(dr) = {2 ot a1 —— (Oaguv)0x* + guv—— 17 dt ] dr. (2.29)

Substituindo (2.29) em (2.27), integrando o segundo termo por partes e observando que dx* —

0, nos extremos Tj € T, resultando:

1 dx* dxVY d dx*
55— / AN | 5x%d 2.30
" {2 gt dr \Gesuv) = (g‘“” dt )1 xar, (2.30)

aplicando o principio de Hamilton 65 = 0:

d dx" 1
dt (8;105%) = > (Jaguv)u'u”. (2.31)
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Realizando a regra do produto do lado esquerdo da equacdo e utilizando a simetria da métrica,

dut 1

gu(xﬁ - Euuuv(&ag’uv_augav_avga“), (2.32)

multiplicando ambos os lados da equagio (2.32) por g¥* e notando que g"%g, a=sy"

du” 1

onde € definido o simbolo de Christoffel:

1
Dopa = E(_aaguxl + dugar + 9n8ua)- (2.34)

Como F;vi 5 = & T qua» € concluido que:

du”
E +Fl‘11u“uv =0. (235)

Por fim, esta é a equacao da geodésica, que descreve o movimento livre de particulas no espaco-
tempo, podendo representar tanto efeitos de curvatura gravitacional quanto efeitos puramente
coordenados, dependendo da métrica considerada. Esta por sua vez, tem um limite classico

importante, que pode ser analisado considerando a métrica (2.21),

d 2 o2
800 = Moo <1+§> Z—(1+C—2) . (2.36)

Expandindo o paréntese em (2.36), e observando que ¢ = 1;
20
200 ~ — 1+C—2 —)goo%—(l—f—2q)) € gij%5ij~ 2.37)
Logo fazendo as aproximacoes u® ~ 1, dt ~ dt, u; ~ u' e considerando a métrica (2.37):

du; 1 .
d_tl 5(8l~g00u0u0 +8gjkufuk)

Q

1 .
= 5[—&,-(1 +29)+ (3i5jk)”]”k]

A equagdo (2.38) resgata a equacao cldssica da gravitacdo newtoniana.

Na relatividade o entendimento de que as leis fisicas devam ser covariantes leva a
necessidade de que suas grandezas envolvidas devem se transformar como um tensor. Sabendo
que as leis da natureza sdo geralmente escritas na forma de equagdes diferenciais, precisa-se

encontrar uma expressao que generaliza a nocdo de derivada, pois a derivada ordinéria conven-
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cional de um vetor dyu", ndo satisfaz as leis de transformagdes tensoriais, sendo dada por:

ox% ox"
IV B
a“u o oym %o < dxP . )

ox% JuP dx"Y . ox% 0%x'Y
OxX'H dx'% JxB Ox'H \ 9x%oxB

ox% ox"v ox* [ 9%V
_ B, B
B <8x’“ dxP ) Fait” +u dx'H (8x‘xaxﬁ) . (&59)

Para que a equagao (2.39) se transforme como um tensor, o segundo termo deve se anular. Com
isso, deve ser acrescentado um termo de corre¢do’para que assim, as leis de transformacoes

tensoriais sejam satisfeitas. Definindo assim, a derivada covariante, dada por:
_ A
VBuO‘ = 8ﬁu°‘+l“%ﬁu , (2.40)
onde F% p s€ transforma como:

r

(2.41)

o SO0 00, 2 o [
HB ™ Oxv 9x 9x'B 07 9xm gx'B \ 9xNoxP )

A derivada covariante tem uma interpretacdo geométrica simples, pois a mesma
surge da variacdo da direcdo dos vetores de base de um sistema de coordenadas de ponto a
ponto. Como no exemplo de coordenadas curvilineas, em que os vetores de base apesar de terem
modulo constante, apresentam dire¢des diferentes em diferentes pontos, fazendo com que um
“termo de correcdo’seja acrescentado na derivada para que representar a variagdo dos proprios
vetores de base. Em espacos planos existe sempre a possibilidade de escrever as coordenadas na
forma cartesiana, algo que nao € possivel para sistemas genuinamente curvos, logo a derivada

ordindria deve ser substituida pela derivada covariante quando o espago possuir curvatura [2].

2.2 Curvatura do Espaco-Tempo

A ideia de curvatura pode ser dada em termos das propriedades do simbolo (co-
nexao) de Christoffel associado a uma métrica euclidiana ou de Minkolwski. Pois este apresenta
uma série de propriedades que estdo associadas a planicidade do espaco em questdo. Portanto
lista-se trés caracteristicas fundamentais que podem ser extraidas de espagos planos, sendo elas:
o transporte paralelo de um vetor em torno de um circuito fechado deixa-o inalterado; as deriva-
das covariantes comutam entre si; as geodésicas inicialmente paralelas, permanecem paralelas,
nao existindo um desvio geodésico. Todos esses conceitos estdo intimamente relacionados com

o tensor de Riemann, que € derivado das conexdes [14].
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A forma de quantificar uma curvatura se dar por meio do tensor de Riemann ou de
curvatura. Para demonstrar a forma explicita do mesmo, serd considerada a ndo comutatividade

da derivada covariante.
2.2.1 O tensor curvatura de Riemann

Tomando a expressao (2.40) da derivada covariante de um vetor, e aplicando nova-

mente este operador:

Vp(VaA") = 9p(VaAH)+T VAT —T9 . VgaA+

B op
= OpduAt + Jp(Th A ) +TH;00AT —TgpdeA* + T, A
85T ,A%, (2.42)

fazendo a mudanga nos indices 8 <— o na equagio (2.42) e subtraindo Vg (VoAH) — Vo (VgAH):
A A
Vp(VaA!) = Va(VpAl) = (9pT%)A" + DT — (9a + Ty p)A" —Thal g

= —(9al%p — Y T Thalj5 T,

g Ty )A*, (2.43)

definindo o tensor curvatura Rf{ ap’

b 1 i T 1oy
logo a equacao (2.43) fica:
Vo, VgA* = Vo (VpAH) = Vg(VaAl) = R A (2.45)

O tensor escrito em (2.44) descreve matematicamente se um espaco € verdadei-
ramente plano. Sabendo que Rf{ ap = 0 € uma equacdo tensorial, esta serd verdadeira para
qualquer sistema de coordenadas. O tensor de Riemann tem algumas propridades importantes,
como exemplo a simetria nos seus ultimos indices & e 3, que é facil de ser visto com o sinal
do comutador [V, Vg] = —[Vg,Vg]. Jd a simetria entre seus dois primeiros indices ¢ dado se

consederarmos a derivada covariante da métrica Vg gy,

Vo, Vplguy = R} &y + R} 458 = Ruvap + Ryuap =0, (2.46)

logo Ry yqp = —Ryuqp- Para analisar a simetria na troca dos pares de indices u,v <— of,

deve-se escrever o tensor de Riemann em termos das derivadas da métrica, com a forma explicita
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do simbolo de Christoffel definido em (2.34), dando:
Ruvap = %(aaavg,,lﬁ +0pOugva — IpIv8ua — dadugvp) +8er(Thal s —Topliia)s (247)
da equagdo (2.47) € facil ver que Ry;yqp = Roppy € arelagdo:
Ryvap +Rupva T Ruapy =0. (2.48)

Desta forma as simetrias nos indices do tensor curvatura podem ser listadas como:

;

Ruvap = —Ruvpa

Ruvap = ~Rvuap (2.49)

Ruvap = Rapuv

| Ruvap) =0

De maneira geral, o tensor de Riemann tem N* componentes independentes (N é a dimensdo
do espago) porém estas sdo reduzidas através das simetrias dadas nas equagdes (2.49), sendo o
nimero de componentes independentes dadas por:

N!'  N*(N?-1)
(N—4)14! 12

%M(M+ 1) — (2.50)

sendo o primeiro termo dado pelas simetrias da terceira equagdo de (2.49), onde M = N(N —
1)/2 é dado pelas antissimetrias nos indices i, v e a, 8. Ja o segundo termo da equagéo (2.50)
¢ dado pela combinatéria dos indes devido a quarta equacao de (2.49). Desta forma, sendo
considerado o espaco-tempo, com N = 4, as simetrias reduzem o nimero de componentes in-
dependentes do tensor R,y p de 4* = 256 para 20, resultado da equacdo (2.50)[2].

Da contragdo do tensor de Riemann com a métrica podem ser obtidos também o

tensor e escalar de Ricci,
Ry) = guaRuval = Rgax = aar\ofx - a?urga + Fgargl - ngrea’ (2.51)

esta equacdo define o tensor de Ricci. J4 o escalar de Ricci € a contracdo do tensor (2.51), ou
seja:

R=g"Ry) =¢""¢"“Ry1q- (2.52)

As duas quantidades em (2.51) e (2.52) tém uma importante relacdo que serd utili-

zada na teoria de Eintein da gravitacdo. Assim, para obter esta relacao, considera-se a identidade
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de Bianchi:

VaRY . +V,RY  +VeR

VOA voo O’ (2'53)

no
\

utilizando as definicdo (2.51) e (2.52), € obtido a nova relacao:

VO‘R?/B/I - VlReeoc + VGRG = VuRyy =V Ryg+ VeRe

VAo VAo

= VaR} — VR + VRS

= V4R—2VgR®
1
= Vp (Rg - ESgR) =0, (2.54)
definindo:
1
Guv = Ruv = 58uvR (2.55)

A expressao (2.55) define o tensor de Einstein, quantidade fundamental na descrigdao geométrica

da gravitagdo.

2.3 Equacoes de Eintein

O procedimento de encontrar as equacdes de movimento ja foi realizado quando
desenvolvemos a teoria escalar da gravidade, onde primeiramente foi construido o principio da
acdo para o sistema. Esta ac¢do por sua vez era dividida em partes, sendo a primeira levando
em conta somente os efeitos do campo sobre um sistema de particulas, este termo ndo continha
informacdes que descrevessem a evolucdo do sistema como um todo, dai veio a necessidade
de adicionar um termo responsavel pela dinamica do préprio campo, sendo este dependente do
campo e de suas derivadas de primeira ordem.

Para a teoria geometrica da gravidade serd feito um procedimento semelhante ao
mencionado para o campo escalar, onde a simetria por transformacao geral de coordenadas pre-
cisa ser mantida. Para isto, o elemento de volume d*x é substutuido por \/—_gd4x, as derivadas
ordindrias por derivadas covariantes e a métrica de Minkowski 1,y por gy, gerando a agdo de

um sistema material interagindo com um campo gravitacional, dada por:

S = / 45/ "8 ZLn(0.Y0.8uv). (2.56)

De maneira semelhante com o caso do campo escalar, deve existir um termo res-
ponsdvel por descrever a dindmica do préprio campo. Para o caso de uma teoria geométrica

da gravitacdo, a lagrangiana L, deve ser func¢@o da prépria métrica com sua derivada primeira
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Ly = Z4(8uv,daguv). Porém esta suposi¢io apresenta dificuldades, pois na consideragio do
referencial de Riemann ! (8uv = Nuv, daguv = 0) o principio de Hamilton (85 = 85, + 65, =
0) gera equacdes de movimento triviais. Desta forma na proposta da lagrangiana, podemos levar
em consideracdo termos lineares da derivada segunda da métrica, logo a mesma terd a forma
Ly =Zo((8uv:9a8uv, 8§guv), onde os termos indesejados podem ser eliminados[2].

Como o tensor de Riemann tem dependéncia linear das derivadas segundas da
métrica, um escalar construido pelo mesmo também ird satisfazer esta condicdo. Sabendo que
a teoria relativistica exige a covariancia do princicio da agado, sugere-se que a lagrangiana do
campo gravitacional seja escrita em termos de um escalar construido a partir do tensor curva-
tura, sendo que tal escalar ja foi definido na equacdo (2.52), o escalar de Ricci. De forma geral,
o escalar de Ricci pode ser adicionado e multiplicado por uma constante, desta forma a acao do
campo gravitacional terd uma lagrangiana da forma:

1 2A

onde A € a constante cosmoldgica e K uma constante relacionada com a constante gravitacional

G. Por simplificacdo dos calculos na obtencao das equ¢des de movimento, considera-se A = 0,

com 1sSo:
1
2K"2ﬂg =R= gaygﬁéRaByB = E(gaygﬁéRaByS +ga5gﬁyRaB5y)
1
= E(gaygﬁ ¥ — g™ ¢PN)Rypys, (2.58)
definindo o tensor:
1
QP10 = - (g77gP0 —g6PT), (259)
logo:
2k.%, = 0PPRyp,s, (2.60)

onde o tensor Q%1% tem todas as simetrias do tensor curvatura e divergente nulo em relacio
a qualquer indice. Para analisar esta equagdo, escreve-se o tensor curvatura na forma ROE v5

com o intuito de escrever o mesmo em termo dos simbolos de Christoffel. Levando em conta

1'Um referencial de Riemann é um sistema de coordenadas localmente inercial, construido em torno de um
ponto (ou de uma linha mundo), usando coordenadas normais de Riemann.
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também a antissimetria de Q*P79,

V=g0l"RY o = =g0fPL (R 5 (R%ys — Rs)
— 2\/_Qﬁy61““1“ 5 +20/(v/ =808 °T%s)

— 2y/gT%50,047° —2/=gT%T,.04". 2.61)
Sabendo que:
(vV=g) = \/—ayg V=8l% (2.62)
e
9087 =T%,,08"° ~ 19,057 ~T%,04°°, (2.63)
logo a equacdo (2.61) fica:

(3} (3} ()
V=BOE T RY s = 2(/=g08 1O T% %5+ 20,(vV =80 T %)
= vV _gcfQuadratica + gSuperficie- (264)

Concluindo que a lagrangiana do campo gravitacional pode ser separado em dois termos, um
termo quadrético nas derivadas primeira da métrica e um termo de superficie que é um diver-

gente total. Com isso a acao total da gravitacdo € dada por:
1
T / d*x/—gR+ / d*x/—8 L — / d*x%s. (2.65)

Para encontrar a equacdo de movimneto, primeiro analisa-se primeiro o termo quadratico, onde

essa analise é feita de maneira indireta,

5( V _gLQ) = 5( V _ggﬁeRﬁG) - 5agSl,tperficie
= 3( V _g)R+ V _g6(gﬁ9)Rﬁ9 +Tv _ggﬁ96<Rﬁ9) - (SZSuperficiey (2.66)

observando que:

5(v/—g) = 2\/_6g, onde &g =gguvogh’

= —5\/ —gguvoghy, (2.67)

logo a equacdo (2.66) pode ser escrita na forma:

1
6( V _gLQ) = (Rﬁe - EgB0R> 1% _g6gﬁe +v _ggﬁ95RB6 - 5LSuperficiea (2.68)
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onde o termo entre parénteses ja foi definido em (2.55), com isso a equacao (2.68) fica:

5(\/ _gLQ) =V _gGBGSgﬁe + v _ggﬁeéRﬁe - 5LSuperficie- (2.69)

Para calcular o segundo termo da equagao (2.69), sera levado em conta um referen-
cial localmente inercial, ou seja, ", ve = 0 e guy = constante. Com isso a defini¢do do tensor
de Ricci (2.51) fica:

Rpo = a“r“ — dpI™* B (2.70)

logo:

V=88’?8Rgy = /=8sP98(0u"y00 ~T*y,)
_,/_au(gﬁeésrﬁe gPrSTg,). (2.71)

E importante notar que a equacio (2.71) depende da variacdo dos simbolos de Christoffel ST* vo
Esta quantidade por sua vez tem um carater tensorial, diferentemente do préprio I'*, vg- Obser-

vando que o termo entre parénteses pode ser desenvolvido da forma:
(8P08T 5 — gPH8T]y) = &P (86 8] — 8 64)8T%, = 26P° 041 6T%,, (2.72)
logo o segundo termo da equagao (2.69) pode ser escrita como:

V—88P? Rz =20, (V=28 04} 6T%,). (2.73)

Para analisar a lagrangiana de superficie no terceiro termo da equacao (2.69) € ne-

cessdrio retomar o termo dado na equacao (2.64),

gSuperficie = 20 (v Qﬁ}/ﬁl—1 )
5$Superficie = 24 [QOILWS(V _ggﬁesr%y+r%?’6( Y _ggﬁe))]’ (2.74)

onde Q(f 7% & constante e o termo & (v/— ggﬁe) precisa ser calculado, logo:
5(v—eg’®) = 8(v—g)eP’+/—gdg"
1
= V884" — S/ =g8p0 85"

1
— v—g(8Fsf - S8uv”?) 8"
_ \/—Bﬁ95guv (2.75)
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onde foi definido a quantidade

1
Bﬁ3 = (55 55 - Eguvgﬁ o, (2.76)

com isso o termo de seperficie (2.74) fica:

5LSuperfzcze 28/.1[\/ Qaegﬁeérﬁy"'_ vV FﬁyQuyBﬁGSglv] (2-77)

observando que o primeiro termo da equacdo (2.77) cancela-se com (2.73), na substituicdo

destes na acdo quadratica (2.69). Por simplificacdo define-se:

MY, =2r% 4B, (2.78)

logo a varicdo da lagrangiana quadrética fica:
8(v—=gLo) = v~8Gpod5"® — dulv/—gM", 8™, (2.79)

com isso o principio da acdo para a ac¢ao (2.79) resulta:

850 =5 [/dx\/_cﬁesgﬁ" /d4x3u (v—gM", BgM)} (2.80)

Utilizando o teorema da divergéncia no segundo termo desta equagdo, onde a métrica € g,y —

hyv na superficie dV e o vetor normal é dado por ny, logo:
1 4 0 3 0
850 =5 Uvd xy/—gGpodgP —/8 d xx/_(n”Mﬁe) o (2.81)
Sendo 6gP? =0 na superficie, concluindo

8Sp = %( /V d*x\/—gGpodgPP. (2.82)

Para a andlise da acdo total, ainda falta a proposta de uma acdo para a matéria.
Esta por sua vez serd dado em termos do tensor energia-momento da matéria. Esta proposi¢ao

corrige as incoeréncias encontradas na teoria escalar da gravidade, logo:

1
oS = —2—C/Tuv5g“v\/—gd4x, (2.83)

com isso a equacao de movimento € dada por:

1 4 K uv
—K/Vd /=g (G ;T,W) 5g1Y =0, (2.84)
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concluindo que:

1 K

Esta € a equagdo de campo de Einstein, relacionando a geometria do espaco através dos termos

do lado esquerdo da equagdo, com as fontes de energia e momento.

2.4 Solucao esfericamente simétrica

Em 1916 poucos meses apds Einstein publicar sua teoria da gravitacao, Karl Schwarzs-
child encontrou sua primeimeira solugcdo exata [3]. A solu¢do de Schwarzschild tem carac-
teristicas especificas da fonte, como a simetria esférica tornando a mesma a mais simples das
solugdes da equagdo de Einstein. Para encontrar esta solucdo, leva-se em conta o elemento de

linha simetricamente esférico na forma:
ds® = —A(P)dt* + B(F)dr* + r*(d6* + sen*0d 9?), (2.86)

onde os coeficientes A e B serdo calculados. Por simplificacdo as componentes do tensor
de Ricci referentes a métrica (2.86), serdo calculadas através da equacdo de Euler-Lagrange
(Ilembrando que as componentes do tensor de Ricci, podem ser obtidas através das derivadas

explicitas da métrica):

d (JL*\ JL?

(=)= —p 2.87

dc (axu) PRI (287)
onde L? = — guvX*xV, pois a lagrangiana quadrada leva a mesma equagdo geodésica que L,

desde que 7 seja um parametro afim [2]. Utilizando a métrica (2.86),
L= —guviti¥ = Ai* — Bi* — r* (6% +sen’0¢?). (2.88)

Substituindo (2.88) em (2.89) e comparando com a equacgdo geodésica i* = - B yxﬁﬂ, onde

K=, xlzr,x2:0,6x3:¢.

s Parap=0 — x¥ =1

d dA dr
—IA(r)f] = ——f+A(r)f
S A Tz ag TAT)
= A'ii +Af, (2.89)
logo:
" Al
= ——Ir, (2.90)



comparando com a curva geodésica:

A/ u ﬁ
..___-. ..‘u'__ . -’y
= i, X = Fﬁyx X7,

A
w=0,B=trey=rnt,ouseja:

A/ o y A/
—ir =20 — T, =T = A

sParap=1—xl=r

dt\ di ) ar drt
logo:

o B A g rend

2B 2B B B ’

comparando com a geodésica:

F=—Tppi®iP = —I7i — T, =T 0 — Ty ” — T, if,

os simbolos de Christoffel sao:

. A . B - roo, rsen’6
b=apt Tw=op" Tee="p Tee=""%
s Parau=2—-x>=06:
d (L*\ dJL* d _,. .
T <£> ~ 5 = E(Zrze) —2r%senBcos0$* = 0,

o . 2 .
0= sen@cos@(p2 — ;r‘G.

Sendo a equacdo geodésica:

6 = —Thgi%P = —19,67 —21¢ /6,

concluindo que:
ng) = —senBcosO e Fgr = s

e Parap =3 —x>=¢:
d (dL*\ 9dL* d ., , ..
I (_8(]) ) — _8¢ = —dT(2r sen“0¢) =0,

logo:
- 2 . -
o= —;i’(p —2c0tg00¢,

d (9L*\ dL*> d ; :
( ) — —— = —(2Bi) — (A'P* = B'#* = 2r6* — 2rsen*0¢*) = 0,

32

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)
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comao:
¢ = —rﬁﬁx"‘xﬁ = -2, 9 —2T'g, 6, (2.103)
concluindo que:
1
rf=- e T§,=cogh. (2.104)
r

De posse dos simbolos de Christoffel em (2.92), (2.96), (2.100) e (2.104) serdo
calculados os tensores de Ricci. Devido as simetrias espaciais 8 — —8, ¢ — —¢, pois o sistema
em andlise tem simetria esférica, e o fato da métrica ser estdtica, provocando uma simetria

temporal, as componentes cruzadas do tensor de Ricci sdo nulas,
Ry =Ry9 =R,y =Rig = Rip = Rgy = 0. (2.105)

Com o intuito de mostrar que as componentes angulares do tensor de Ricci Rgg € Ryp ndo sdo
independentes, faz-se uma mudanca de varidvel (6,¢) — (6’,¢’) na 2-esfera unitéria, onde seu

elemento de linha serd dado por:

2 2
d6% + sen®0d¢* = [(%) + sen*6 (%) ]d9’2+---, (2.106)

como o elemento de linha é invariante:

2 2
(%) + sen’6 (%) =1. (2.107)

Por outro lado, lembrando da lei de transformacdo do tensor de Ricci;

, ox* dxV
Raﬁ T oxo ax/,BR“V
96 \> 90\ [ ¢ 90 \*
Rogo === ] R 2(=— )| == )R — | Ryo- 2.108
o0 = (G) oo 2(5) (39 ) poot (35) e 20w
Como o termo cruzado é nulo, tem-se:
96 \> 90\ >
Roog==— ] R — | R 2.109
0'0 (89’> 99+(89/) Y ( )
substituindo a equacao (2.107) em (2.109) e utilizando o fato de que Rggr = Rgg:
20 \? 20 \?
2
Rgg = ll—sen 0 (w) Rgo + (W) Ry, (2.110)

p) 2
(R¢¢ — SenzeRgg) (a_;p’) =0 — Rq)q) = sen29R99. (2.111)
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Com esse resultado, apenas as componentes R;;, Rgg € R, precisam ser calculadas. Tomando
a defin¢do do tensor de Ricci em (2.52) e utilizando os valores dos simbolos de Christoffel ja

calculados,

e Calculando R;;:

Ry = 0ol — T +TI, —TEIL,
= aFt+F’F,+F Ftrt""rq)rrtrt_rtrtr‘;r
= Iy + (I}, +T5,+ 15, — T},
_ Al N B’+2 A\ A
B 2B 2B 2a ) 2B
A// A/ (A/ B/) A/

w T tE) g

2.112
2B 4B ( )

e Calculando R,,:

Ry = 9aT&—,T% +T%Ih —T%TY,
= _arrt - arrreﬂ - aVl—‘rqf' + 1—‘rt (F;r - l—‘trt) + F:r<F99 + F?(p)
— (T%)? <r¢

., (2), A (B A\ B 2
N r 2B 2A rB  r?

A" A" B\ B
_ A(A_ BN B 2.113
2A+4A(A+B)+rB 113)

e Calculando Rgg:

= arrze—aer9¢+<r;,+r:r+r¢ —T§,)The — (Th,)?
r A" B
= 0 <§> —dg(cotgB) — (ﬂ +ﬁ> 5 col8 26
1 A B
_ 1___L<___)- (2.114)

O resultado para Ry € facilmente obtido com a relagdo (2.111). Para a regido externa a uma
fonte esférica de raio Ry, temos vacuo, logo 7;;y = 0 . Assim, as equag¢des de Einstein no vacuo

reduzem-se a G,y = 0, que por sua vez, implica em Ry = 0. Desta forma, podemos calcular,

1 1 d
BR,, +AR,, = —(A'B+B'A — —(AB 2.11
i+ AR rB( + )= rBdr( ) ( >)
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como esse resultado tem que ser nulo, AB = constante. Na condi¢do r — oo, 0 espago tempo

tem que ser praticamente plano, isso requer que as funcoes A, B — 1, com isso:
B(r) = —. (2.116)

Da equacdo de campo, sabemos que Rgg = 0, com isso substituindo a equagdo (2.116) em

(2.114) e igualando a zero:

LA AT (A2 o, dA_ 1A 2.117)
2 1A A2)] dr  r’ '
resolvendo esta equacao:
K
A(r)=14—, (2.118)
r
onde K é uma constante. Sabemos que no limite de campo fraco goo = —(1 —2GM/r), a
constante K toma o valor K = —2GM, concluindo que a métrica (2.86) tem a forma:
2GM 26M\ !
ds* = — (1 — > dt* + (1 — ) dr* +r*dQ?. (2.119)
r r

Esta € a solucdo de Schwarzschild da equagdo de campo de Einstein.
Apesar da solucdo (2.119) ter sido baseada em coeficientes estaciondrios, ou seja,
sem dependéncia temporal, existe um teorema que garante que tal solucdo também ¢é valida para

fontes esfericamentes simétricas dependentes do tempo, este € o teorema de Birkoff [2].

2.5 Buracos de Minhoca de Morris-Thorne

Em 1988 Michael S. Morris e Kip S. Thorne publicaram um dos artigos mais influ-
entes que abordam solucdes exatas das equacdes de campo de Einstein, o0 mesmo € intitulado
“Wormbholes in Spacetime and Their Use for Interstellar Travel: A Tool for Teaching General
Relativity”, e representa um modelo matematico simples para se estudar buracos de minhoca
atravessaveis [16].

Desta forma, sabemos que buracos de minhoca atravessdveis sdo solugdes ma-
tematicas vélidas das equacdes de Einstein, onde tais solucdes conectam duas regides distintas
do espaco-tempo. Podemos ter duas formas diferentes de buracos de minhoca atravessaveis,
onde o primeiro conecta dois “universos” distintos e assintoticamente planos, ja o outro conecta
regides diferentes do mesmo universo. Destacando que ambas as situacdes sao descritas pelas

mesmas solugdes das equagdes de Einstein.
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Figura 1: Buraco de minhoca conectando duas regides de universos distintos.
Fonte: Morris e Thorne, 1988.
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Figura 2: Buraco de minhoca conectando regides do mesmo universo.
Fonte: Morris e Thorne, 1988.

Mesmo que um dos objetivos principais do trabalho tenha sido a busca por uma
ferramenta pedagdgica para o ensino dos conceitos fundamentais da teoria gravitacional de
Einstein, o mesmo apresenta um grau de rigor matemaético e conceitual que o tornou referéncia
notdvel da drea. Até entdo, muitos modelos de buracos de minhoca (como o tipo Einstein—Rosen)
apresentavam uma estrutura instavel, colapsando rapidamente ou apresentando horizonte de
eventos. Portanto, tais solu¢des eram caracterizadas por serem buracos de minhoca nao atra-
vessaveis.

Assim, Morris e Thorne propuseram uma série de critérios que deveriam ser segui-
dos para que tais solucdes fossem atravessaveis. No total, nove critérios foram enumerados
pelos autores, porém alguns deles estio relacionados a travessia feita por seres humanos (ou
outro ser vivo), que apresentam limitac¢des fisioldgicas, mas ndo necessariamente precisam ser
seguidas para que os buracos de minhoca sejam considerados atravessaveis.

Os critérios que serdao considerados neste trabalho, serdo aqueles que caracterizam
a travessia do ponto de vista matematico, desconsiderando os detalhes para a viagem humana.
Com esse propdsito, considera-se um ansatz da métrica que preserve a simetria esférica, a
mesma seja estdtica, a auséncia de horizonte de eventos e que a travessia apresente: tempo

proprio finito e que as for¢as de maré sejam mantidas pequenas. A forma geral da métrica para
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um buraco de minhoca que apresente essas caracteristicas € dada por,
ds* = —**®ar? + d—f(r) +r2(d6? +sin®> 0.d¢?), (2.120)
r
onde ®(r) é a funcao de redshift, pois esté ligada a propriedades causais e ao efeito Doppler. J4 a
funcdo b(r) estd ligada a geometria espacial do buraco de minhoca. Para determinar as fungdes
arbitrarias ®(r) e b(r), precisamos das equagdes de Einstein. Seguindo o mesmo procedimento
da secdo 2.4, podemos encontrar os simbolos de Christoffel pela definicdo (2.34) ou pelo o

método da equacao de Euler-Lagrange. Com isso, os simbolos de Christoffel da métrica (2.120)

sdo dados por:

b(r) b(r)—rb'(r) 1
. =@ 7 = c2e220) (1 - 22 ) @/ =2 "7V’ 16 __
r0 (), T =ce r (r), T 2b(ryr—2r27 "9y
1 )
F(rpq) :;, Fg¢:—c0s95m9, Fg(P:cotG. (2.121)

Da definigdo do tensor de Riemman em (2.51), calcula-se, a componente R.,,,

Ri‘tr = alri’r - 87F€*t + F;tr‘;r - (r‘;r)z

R — @'+ (b'r—b)

/ AV
L= md) — (@)% (2.122)

Pelo mesmo procedimento, utilizando a definicdo (2.51) e substituindo os simbolos de Chris-

toffel (2.121), obtemos as demais componentes,

Ry = —r®'(1—b/r),

Ry = —1®@'(1-b/r) sin” 6,

b'r—b
Ry = 2.123
6ro 2r ’ ( )
o (T b)sin® 0
oro 2r ’

Com o intuito de simplificar os célculos em relacio as quantidades geométricas de interesse,
¢ adequado definir um referencial composto por um conjunto de vetores de base ortonormais,
correspondentes ao referencial proprio de observadores estaticos (tetradas). Nesse referencial,

os observadores permanecem em repouso em relacdo as coordenadas espaciais (r,6,¢). Inici-
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almente, as quantidades em (2.123) foram calculadas na base,
As = cAte;+Are, +AbBeg +Adey. (2.124)

Com objetivo de obter as quantidades fisicas locais, introduz-se entdo uma base ortonormal
{es,er,ep.e p }, definida de modo que o tensor métrico assuma a forma da métrica de Minkowski

local. Desta forma, a relagc@o entre a nova base e a antiga € dada por:
e=c¢ Pe, e =(1 —b/r)l/zer, ey = rleg, e; = (rsin9)_1e¢, (2.125)

onde nessa base ortonormal, os coeficientes métricos tornam-se,

-1 0 0O
0 1 0O (2.126)
gan =€p-€p=1T.a= .
o P10 010
0 001
Reescrevendo as componente (2.123) na base local através das transformacoes R;py = e; er ege;R,m,
onde utiliza-se (2.125). Logo sdo obtidas as componentesdo tensor de Riemman,
; b(r) 2 P(r) b (r)r—b(r)
R.=[(1——2)|®" P’ — 2.127
o= (127 o)+ @ - T @.127
X X 1 b(r)
i _pt I W /
R _RquqS = (1 . )CI) (r) (2.128)
N 5 1
R, = Rfrﬁﬂﬁ =53 16/ (r)r —b(r)] (2.129)
5 b(r)
RO, . = 2.1
¢09 r (2.130)
Pela definicdo do tensor de Ricci Rpy = Rg‘ o> (€MOS:
Ry =R..+ R, RS + RO
tt trt 10f 1ot
Ry;=2(1—-b/r)® /r—(1—b/r)s —®" + MCID’ —(@)? (2.131)
4 2r(r—>b) ’ '
e as demais componentes sdo dadas por,
b'r—b b'r—b
Ris = 1-b/r){ —@" + ——— @ — (P/)? 2.132
o= i { e T - @] 2132
b'r—b
Réé:R(ﬁé:—(l—b/r)q)//l’-F 3 (2133)
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Por fim, o escalar de Ricci calculado no referencial local € dado por R = ngm, = nmRm,,

R=n"Riz+n"Rez + %Ry + n%%R;;
br—b

R=—4(1=b/r)®'[r+20/ /1 +2(1~b/r) {“I’”m

- (cp')Z} . (2.134)

De posse das componentes da diagonal do tensor de Ricci e do escalar de curvatura, € possivel

calcular o tensor de Einstein definido em (2.55) (na base tetrada).
NayR. (2.135)
Com isso, as componentes da diagonal do tensor G sdo dadas por:

Gy =b'/r? (2.136)

Git = —b/r*+2(1—b/r)® /r (2.137)

Gog=Ggy=(1-2) (cb” — %@4 (<I>’)2) + q%/ — %. (2.138)

A parte final do procedimento para encontrar o sistema que fornece a dinamica do espago-
tempo, € utilizar a equagdo de Einstein (2.85), onde o lado esquerdo da equacgdo é dado pelo
tensor de energia-momento. Como a equagdo de Einsten apresenta uma relacdo de proporcio-
nalidade entre os tensores Gy € Tyy, sabe-se que as Unicas componentes ndo nulas de 7,y sdo

as da diagonal e as componentes angulares sio degeneradas, ou seja 2,

cp(r) 0 0 0

N (I

pv = (2.139)
0 0 p(r) O
0 0 0 p(r

Sendo ¢?p(r) a densidade de massa-energia ou simplesmente densidade de energia do sistema,
7(r) € a tensdo exercida na dire¢do radial, e p(r) a pressdo tangencial. Portanto, utilizando as

equagoes de Einstein, sdo obtidas as expressoes:

Gy=—T; — b =81Gc*r?p, (2.140)

2Utilizando as unidades do trabalho [16]
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e as demais componentes geram as equagoes,

& —87Ge 41’ +b
2r(r—>n)
2
= (p?— ) — 2P +T. (2.142)

r

(2.141)

Com objetivo de impor restrigdes sobre a geometria do buraco de minhoca, ou seja ajustando
as fungdes da métrica b(r) e ®(r), com o intuito de que o mesmo seja atravessavel, é possivel

reescrever as equagﬁes anteriores como:

_ < (2.143)
P = 8rGr '
& b
= < 12 2(r—p)d 2.144
t 8tG {r (r—b) ] ( )
p=3[(p? =)@ —7] 7. (2.145)

O problema foi entdo reduzido a determinagdo do tensor de energia-momento sabendo proprie-

dades especificas da métrica.
2.5.1 Andlise geométrica do buraco de minhoca de Morris-Thorne

Para interpretar e entender a geometria do buraco de minhoca, € necessario estudar
seu diagrama de imersdo (embedding). A ideia é visualizar a geometria espacial do buraco de
minhoca, e para este fim, considera-se t = constante e investiga-se sua faixa equatorial, fazendo
0 = 1 /2. Desta forma, a métrica (2.120) fica,

dr?
)

r

ds* = +r2d¢>. (2.146)

Para visualizar a curvatura dessa superficie, segue-se o procedimento introduzido
em [16], no qual essa geometria bidimensional é imergida (embebida) num espaco euclidiano
tridimensional auxiliar. Esse embedding consiste em representar a superficie curva por meio de
uma fungdo z(r) em um espago tridimensional plano, de modo que a métrica induzida na su-
perficie reproduza exatamente a métrica espacial original. Sabemos que na Relatividade Geral,
o sistema de referéncia nao altera o conteudo fisico a ser analisado. Desta forma, esse procedi-
mento ndo altera a geometria fisica do espago-tempo, mas permite interpretar de forma intuitiva
a estrutura da garganta do wormhole e estabelecer a condi¢do geométrica de flaring-out, funda-

mental para caracterizar a existéncia de um buraco de minhoca atravessavel. Com isso, o espaco
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coordenado auxiliar, sera dado em coordenadas cilindricas,

ds* = dz*> +dr* +r*d¢?, (2.147)
que pode ser reescrita na forma,

ds®> = dr* +r*de>. (2.148)

14 (© ’
dr

Por comparacao direta entre as equagdes (2.146) e (2.148), temos a relacao:

dz\? b\ ! dz r -1/2

Dessa dltima expressdo, podemos ver como z(r) varia em relacdo a r, além de mostrar a de-

pendéncia do buraco de minhoca da fungdo b(r), por isso a mesma chama-se fungdo shape.
Podemos ver também que a estrutura geométrica € dividida em duas partes, a primeira repre-
sentada pelo sinal positivo (up) e a segunda representada pelo sinal negativo (down). Importante
destacar também que dz/dr diverge quando b(r) =r.

Sabendo que todo buraco de minhoca possui um raio minimo ry, no qual conhe-
cemos como garganta, e ¢ caracterizada por b(ry) = rp, podemos perceber que neste ponto a
derivada de dz/dr diverge. Assim, ja podemos apresentar critérios para que uma determinada
solucdo das equacgdes de Einstein seja um buraco de minhoca.

Observando que o termo radial da métrica (2.146) ndo é simplesmente dr?, mas sim
(1—b/r)~'dr?, isso implica que a coordenada r niio é uma distancia fisica real, mas apenas uma
coordenada geométrica. Por esse motivo e para evitar algumas divergéncias com a coordenada
r, € definido, s

dl=+ [1 — @} / dr, (2.150)

7

logo a coordenada / € dada por:

r dr
=4+ boW. (2.151)

Para que a coordenada [ seja finita, temos a condi¢do 1 —b(r) /r > 0 — b(r) < r. Outras rela¢des

importantes que surgem da influéncia geométrica de b(r), podem ser encontradas aplicando a

regra da cadeia em (2.149), ou seja, dz/dl = (dz/dr)(dr/dl), logo:

dz \ﬁ' dr b
= R (2.152)
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Essas relagdes, nos permitem entender o comportamento de z(/) em torno da gar-
ganta. Todas essas relagdes que estudamos, fazem referéncia a fungio b(r), onde através da

mesma conseguimos impor a existéncia de uma garganta (raio minimo).

station 42 B £+ 4@
a———

station at
e
Figura 3: Diagrama de imersdo da garganta deum buraco de minhoca.

Fonte: Morris e Thorne, 1988.

—
2 -®

Por outro lado, a fungdo de redshift também € importante para analise do buraco
de minhoca, pois sabemos que a condi¢do para que o mesmo seja atravessavel seja a auséncia
de um horizonte de eventos, sendo assim, ggg da métrica de Morris-Thorne nao pode se anular.

2%(1) ngo pode ser zero, ou seja, ®(r) — —oo ndo é permitido. E para

Nesse caso, gogo = —e
buracos de minhoca assintoticamente planos, a métrica de Minkowski deve ser retomada, isto

é, lim, o ®(r) = 0.
2.5.2 Condigoes de energia no buraco de minhoca de Morris-Thorne

Ao fazer o estudo da tensdo radial T na garganta, € na sua proximidade, de um
buraco de minhoca, obtém-se um dos resultados mais importates apresentado pelo trabalho de
Morris e Thorne. Com objetivo de apresentar essa conclusio, descrevemos primeiramente assim
como em [16] a tensdo radial na garganta, que € dada por:

1 5x10¥N

~ , 2.153
87Gc—4b} b} (2:139)

T(bo) =1 =

que apresenta um valor muito grande e dificil razoabilidade fisica. Com isso, temos a proposta
de analisar a tensao radial na vizinhaca da garganta, para isso, define-se a funcdo de dimensio-

nalidade, dada por:
T—pc
=—7— (2.154)
|pc?|



43

das equacdes de campo, obtemos,

_b/r—b' —2(r—b)®
- = ]

(2.155)

Considerando agora que temos interesse em solucdes assintoticamente planas, isto
€, podemos considerar o efeito flaring out, onde € necessario um raio minimo (garganta), que

por consequéncia, sua derivada segunda deve ser positiva, logo:

dr r 12 d’r b—b'r
— =+ ——-1 - = = ——5— > 0. 2.156
dZ ( b(r) ) dzz r:bo 2b2 r:bo ( )
Substituindo esse resultado na funcao de dimensionalidade,
2% (d°r il
=— | == | —2(r—>0)—. 2.157
= () 2o 2137
Fazendo a andlise desse resultado na garganta do buraco de minhoca,
2% (d°r il
=lim — (- )—lim2(r—>b)— 2.158
o=ty 7o (G2) ~ Jim 2001 (2139
por fim, esse resultado nos fornece a condi¢do:
2
T —_
i o N (2.159)

|Poc?|

Esse resultado nos fornece a medida quantitativa da violag¢do das condi¢des de ener-

gia na garganta do buraco de minhoca. Fisicamente falando, isso significa dizer que a tensao
radial deve ser maior que a densidade de energia. Isso € altamente ndo usual, pois em matéria

classica normalmente ocorre o contrario.
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3 FORMULACAO ESPINORIAL

A importancia da formulacdo espinorial surge naturalmente da necessidade de des-
crever particulas de spin semi-inteiro. O spin 1/2, por sua vez, é uma propriedade quantica
intrinseca dos prétons, néutrons e elétrons, que formam a base da estrutura da matéria. Fisica-
mente, o spin 1/2 manifesta-se em fendmenos experimentais, como a intera¢do spin-drbita ou
na descri¢do da estrutura fina do atomo. Importante destacar, que tais particulas obedecem a
estatistica de Fermi-Dirac, e estdo sujeitas ao principio de exclusiao de Pauli.

Enquanto rotagcdes de particulas cldssicas sdo dadas por representacdes vetoriais
usuais, particulas de spin 1/2 transformam-se segundo representacdes espinoriais. Uma das
principais diferencas entre tais transformacoes estd no fato de que particulas de spin semi-
inteiro retornam seu estado inicial apenas por uma transformacao de 720°, diferentemente das
rotacdes cldssicas, onde o estado inicial é retomado apds uma rotacdo de 360°.

Matematicamente, o spin semi-inteiro estd associado a representacoes especificas
das simetrias rotacionais no espaco tridimensional. Sabendo que as rotagdes em trés dimensodes
séo representadas pelo grupo SO(3), e este ndo admite representagdes espinoriais, temos a ne-
cessidade de apresentar e descrever o grupo SU(2), que constitui um recobrimento duplo de
SO(3).

A teoria de grupos fornece a base matematica para o estudo das transformacdes so-
fridas por particulas de spin 1/2. Com o objetivo de investigar tais propriedades, este capitulo
apresenta inicialmente uma descri¢cao nao relativistica seguida da exposi¢do relativistica do spin
1/2, destacando suas propriedades algébricas e seu papel na constru¢ao da formulag@o espino-

rial.

3.1 A teoria nao-relativistica do spin 1/2

Em Fisica, as leis de conservacdo estdo relacionadas diretamente as simetrias dos
sistemas fisicos em andlise. Tais simetrias s@o notadas primeiramente no estudo da Mecanica
Classica através do teorema de Noether, que estabelece uma relacdo entre as propriedades de
simetria e as quantidades conservadas, como energia, quantidade de movimento e momento
angular [17].

Para cada situagdo, temos que o conjunto das operagdes de simetria formam um
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grupo. Com isso, a teoria de grupos € a ferramenta necessdria para o estudo de invariantes e
simetrias. No inicio do século XX, Wigner e outros estudiosos notaram que a no¢ao de invarian-
tes era um conceito fundamental para a explicacdo de fendmenos quanticos. Por consequéncia,
na Mecanica Quantica o conceito de spin e momento angular mostraram-se fundamentais, pois
a lei de conservacdo do momento angular € uma consequéncia da simetria rotacional, ou seja, é
invariante sob rotagdes espaciais [7].

A teoria de grupos € a maneira de formalizar matematicamente os conceitos de re-
flexdes espaciais, paridade, rotacdes e geometria [7]. Levando em consideracio o momento
angular como uma quantidade fundamental para o desenvolvimento da teoria, € necessario de-
finir e descrever o grupo de rotagdes em trés dimensoes, denominado SO(3). Através de um
ajuste dos parametros do grupo SO(3), nota-se um isomorfismo entre este grupo € o grupo
SU(2), tal propriedade proporciona a escolha de qual representagao utilizar. A representacao do
grupo SU(2) é denominada de representacdo spinorial do grupo SO(3), destacando que esta €

uma teoria ndo-relativistica do spin %2 [8].
3.1.1 Rotacoes e o grupo SO(3)

Tomando como base fisica a isotropia do espago, o que significa que ndo hd uma
dire¢@o preferencial em relacdo a outra, considera-se um vetor ¥ que pode ser escrito num
referencial S em termos das suas coordenadas {x; }, mas também sera possivel escrever o mesmo
vetor num referencial S’, onde o mesmo € uma rotagdo em torno do eixo z do sistema S, tal

rotacdo deve preservar o médulo de ¥ [7], ou seja:
¥l =[] 3.1

Sendo 7 = xi + yj + zk as componentes do vetor F no sistema S, logo suas componentes em S’

para uma rotacdo de um angulo ¢ sao,

~

X = xcos¢ + ysen¢

y = —xsen¢ + ycos¢ (3.2)
7=z,
na forma matricial
x cosp senp 0\ [x
y | = | —sen¢p cos¢p 0 vyl (3.3)

7 0 0 1 z
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onde A(¢) é a matriz de rotagdo de um angulo ¢ em torno de z [7]. Uma rotacdo na sua
forma mais geral serd descrita através dos angulos de Euler, que sdo representados por rotacoes

sucessivas em torno de eixos particulares [18]. Desta maneira tem-se:

(X,y,Z) — (57113 CﬁXO) — (élﬁxo7n/7 C/) — (-x,7y/7zl)7 (34)

estas transformacdes geram as seguintes matrizes:

cos¢p sen¢p O 1 0 0
A(P) = | —send cosp O BO)=10 cos® senb
0 0 1 0 —senB cosO
cosy seny 0
C(y)=| —seny cosy 0], (3.5)
0 0 1

onde ¢ : [0,27], 6 : [0, 7] e y : [0,27] sdo os dngulos de Euler. Desta forma uma rotagdo geral

em trés dimensdes é dada por R(¢,0,y) = C(y)B(0)A(¢9) [17].

cosycosp —cosOsenpseny  —senycos —cosOsenpseny  senysenO
R(9,0,y) = | —senycosp — cos@sendcosy —senysend + cos@cosdcosy —senOcosd
senysen0 cosysen0 cos0
(3.6)

De maneira geral, as transformacgdes de rotagdo podem ser escritas matricialmente como:
X' =RX, (3.7)

onde as matrizes R formam um grupo néo abeliano denominado O(3). Se a condi¢do detR = +1

for imposta, tais matrizes compdem o grupo SO(3), que € definido como:
SO(3) ={R € Mat(R,3); R"' =RT edetR =1}. (3.8)

Tomando o caso geral de um grupo especial ortogonal SO(n), pode-se analisar as
principais caracteristicas dos seus elementos. Uma matriz quadrada pode ser escrita em termos
de uma funcdo exponencial matricial, onde esta preserva propriedades semelhantes a fungdo

exponencial definida nos reais. Sendo R um elemento de SO(n), é possivel escrever:

R=eM, (3.9)
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onde os M's sio matrizes reais n x n (n*> elementos). De maneira formal, a funcdo exponencial
matricial estabelece uma conexao entre as propriedades da dlgebra de Lie das matrizes quadra-

das e o correlato grupo de Lie. Sabendo que:

RTR=1=R" =R! (3.10)

T _
M =e M:>MT:—M,

logo M € anti simétrica. Portanto, sua diagonal principal € nula e a parte triangular superior

¢ refletida na parte triangular inferior. Com isto, a quantidade de parametros independentes é

dada por:
Elementos independentes = Total — Diagonal principal — Parte triangular
2 n(n2— 1)
-1
- ”(”2 ). G.11)

Considerando a equacdo (3.11) para n = 3, a quantidade de elementos independentes € igual a
3, que corresponde aos angulos de Euler. Sabe-se que uma representacao do grupo de Lie pode
ser escrita como (A.1):

D(a) = ek, (3.12)

onde os J; sdo os geradores do grupo. Desta forma, comparando as equacdes (3.9) e (3.12),
obtemos:
M = —id"J,. (3.13)

k

Assim, para o grupo SO(3), os pardmetros a* sio os angulos de Euler e os J* os geradores do

grupo. Sabe-se que M é uma matriz antissimétrica, para o grupo SO(3) podemos escrever:
M;j = —&ipd". (3.14)
Das equagdes (3.13) e (3.14) podemos concluir que os geradores do SO(3) sdo dados por:
(Ji) jk = i€, (3.15)
e seguem a algebra de Lie dada por:
i, Jj) = igiji(Jx). (3.16)

Com isso podemos construir um operador infinitesimal que segue as propriedades descritas no
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Apéndice A para as representagdes de um grupo. Seja 77 um vetor unitdrio na direcdo de um

eixo qualquer, uma rotagdo infinitesimal 6 ¢ em torno desse eixo é dada por:

Ry(6¢) =1—i(8¢x)i+6¢yJ)y+6¢.):)

(3.17)
=1—i(A-J)89.
Pelo teorema de Lie, um elemento geral do grupo de rotagdes SO(3) é dado por [19]:
Ru(9) = e 977 (3.18)

Com a equacdo (3.18), é facil ver as relacdes de fechamento, a existéncia de um elemento

inverso e uma identidade.
3.1.2 Representagdo espinorial do SO(3) e o grupo SU(2)

Antes de formalizar a representacao espinorial, serd feito a mudanga de parametros

do grupo SO(n) da seguinte maneira:
i

A=exp (id'G) = A=exp (Ea"fG,-j> , (3.19)

onde i estd variando de 1 até e o'/, G;j s@o antissimétricos. A dlgebra seguida pelos

nin—1)
2

G’s € a mesma do momento angular [8],

Lij :x,~8j —xj&,-, (320)
com:
[Lij, Lia) = i(8uLji — OyLjx + 8jxLis — 6j1Lix ), (3.21)
onde adotamos h = 1. Assim,
(Gijs Grtlmn = i[8i(G j1)mn — 0it (G ji)mn + i (Git)mn — 851 (Gitc) mn) - (3.22)

Para descobrir a forma matricial de (Gjj)mn, precisa-se tomar a transformacdo de um vetor
através de um elemento A € SO(n):

x;n = AmnXn. (3.23)



Pela equacdo (3.19), tem-se:

~

= exp(%aijGij>} Xn
L mn

= l—l—%aijGij—l—..l Xn

mn

i
Xy + Ea”(Gij)mnxn.

Para uma transformacao infinitesimal,

X = X, — Xy =

onde dx,, = aypxy,. Logo,

Esta equacdo tem como solugao

i
Eal](GiDmnxn?

Amn = Ealj(Gij)mn-

(Gij>mn - _i(Sim6jn - 6in5jm>7

que nos da a forma explicita dos geradores de SO(3), a seber,

G2 =

0 —i O 00 —i

i 0 0O Gi=[00 O

0 0O i 0 O
00 O
Gua=10 0 —i
0 i O
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(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

De maneira geral, a representac@o spinorial do grupo SO(n) é dada quando seus

geradores sao escritos em termos das @ matrizes I';’s que seguem a dlgebra de Clifford [8],

{F,-,Fj} = F,'Fj +Fjl“,- = 25,']',

(3.29)

que continuam seguindo a dlgebra (3.16). Para encontrar seus geradores em termo das matrizes

I';, define-se as matrizes M tal que,

M= l“ix,- — M/ = l“ixﬁ,

(3.30)
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onde x} = R; ;x;, de onde pode-se concluir que |M|*> = |[M’|?. Analisando as seguintes transformagdes:

My = ¢
/
=S
v v (3.31)
¢'=5¢
Iy — A/
| My =,
pode-se concluir que as matrizes I'; se transformam como:
S(a)[;S~(a) = R;j(a)T. (3.32)
Derivando ambos os lados desta equacgdo e notando-se que,
PN as~! OR;;
= e =—-G —L = 8,8 jm— 8,5}, 3.33
aalm 4=0 Im aalm 4=0 Im © aalm i10 Jjm imOjl ( )
logo,
Ginl'j =T Gy =[Gy, Tj] = (646 jm — 6im6j1)T'; (3.34)
=T70jm —Tmdj.
Pela algebra de Clifford, pode-se escrever
1
5,'j = E(Fil“j-l—l"jl",-), (3.35)
de onde conclui-se que:
1 1
(G, Tj] = 1 [T, T0).T;] — Gm= Z[F;,Fm]. (3.36)

Esse resultado mostra como s@o os geradores na representacdo spinorial (a menos da unidade

imaginaria). Sabendo-se que as matrizes de Pauli seguem a algebra de Clifford,

01 0 —i 1 0
o] = o) = 03 = ,onde {oj,0j}=26ij. (3.37)
1 0 i 0 0 -1

Para o SU(2), as matrizes I';, podem ser relacionas com as matrizes de Pauli, com isso os

geradores (3.36) podem ser escritos como:
i
Gim = Z[Gla Gm]a (3.38)
que forma o conjunto de geradores do SU(2), representado por matrizes 2 x 2, definidas como:

SU2)={U e Mat(C,2); U ' =U" e detU = 1}. (3.39)



51

De maneira geral, o grupo SU (n) é composto por matrizes complexas n x n, logo a quantidade

de elementos independentes sdo 2n>. Porém, sio impostas algumas condi¢des,

U'v=1 — |deU]?=1

detU = &%, (3.40)

Para detU = 1 = a = 0, o que reduz o nimero de parimetros independentes para 2n” — 1.
Admitindo que [8],
U=eM, (3.41)

onde M sdo matrizes complexas M = A +iB, tem-se que:

Ull=u" = M=-Mm
AT —iBT=—-A—iB = AT = —A (antissimétrica) e B! = B (simétrica). (3.42)

. C . e 1 -1 .
Para matrizes simétricas e antissimétricas tem-se @ € % elementos, respectivamente; o

numero de parametros independentes € dado por:

1 1
2;12—1—”(”2 )—”("; ) _ 2. (3.43)

Portanto para o grupo SU(2), tem-se 22 — 1 = 3 parimetros independentes. Desta forma, com

as condigdes impostas as matrizes de SU(2), tem-se que a matriz mais geral terd a forma:

X x| —ix
U — 3 1 2
x1+ixp —X3
0 1 0 —i 1 0
= X +x3 +x3
1 0 i 0 0 —1

= X101 +Xx202+ X303

= Xx;0; (3.44)

Assim, pode-se concluir que qualquer matriz pertencente ao SU (2) pode ser escrita como uma

combinacdo linear das matrizes de Pauli. Através da equacao (3.19), sabe-se que:
5= exp (éaic,-) | (3.45)
Tomando a transformacdo de similaridade da matriz (3.44),

U'=sUS; ", (3.46)
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especificando i = 3, tem-se

U = SgUS;l = exp (%O{3G3) X;ojexp (—%(X3G3>

= exp (%Oﬁ@) (x101 +x202 + x303)exp (—%Oﬁ(&) . (3.47)

Pela identidade de Euler, sabe-se que:

exp (éa363> = cos <%> + iozsen <%> , (3.48)

tal que a equacdo (3.47) fica:
U’ = (x1cos03 + x25en03) 01 + (—x15€n03 + x2c0503) 02 + X3 03. (3.49)
Sabendo-se que U’ = x| 01 4 x, 0 + x5 03, obtém-se:

X = x1cos03 + xp5€n03
y = —x15ena + xpcos063 (3.50)

7 =x3.

Concluindo-se que a matriz em (3.47) reproduz as mesmas transformacoes obtidas na equacgao
(3.2). Este resultado também pode ser obtido para as matrizes S, e S3, comprovando assim que
os elementos do grupo SU(2) realiza as rotagdes tridimensionais, ou seja, os grupos SO(3) e
SU(2) sdao homeomorfos [8]. Se os pardmetros forem escolhidos como os dngulos de Euler, a
rotacao mais geral sera dada por:

U = UyUpUy. (3.51)

Pode-se concluir que o grupo SU(2) é a representagdo espinorial do grupo das rotagdes, onde o

mesmo atua em elementos bidimensionais complexos chamados de espinores, dados por:

w=|["]. (3.52)

L)

Estes objetos representam os spins a Mecanica Quantica ndo relativistica, sendo eles o spin up

v e down Y, cujas respectivas projecdes sao dadas por %h e —%ﬁ.
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3.2 Quantizacao do momento angular através da algebra de Lie

A quantizacdo do momento angular é desenvolvida das relacdes de comutacao da
algebra de Lie do grupo SO(3), descrita na equacgado (3.16). Para a construgdo da teoria € ne-

cessaria a definicao do operador J 2 a saber [19],
P=L+I 42 (3.53)

Com essa definicfio, é possivel calcular as relagdes de comutagio entre o operador J? e suas

componentes J;,

) =R T A2 ]
(3.54)
= Jx[-]xa‘]z] + [JX7JZ]Jx+Jy[Jy7JZ] + [J)MJZ]J))'
De acordo com a relagdo (3.16), e sabendo que para as demais componentes o cdlculo é seme-

lhante, tem-se:

2, 0] =0=[J*J]=0. (3.55)

Como as componentes individuais ndo comutam entre si e comutam com JZ, escolhe-se por
convengio, J° para ser diagonalizado juntamente com J? [19]. Tornando autovetores simultineos

de J? e J., onde a e b sdo autovalores de J? e J., respectivamente, suas equacdes sdo dadas por:

J?|a,b) = ala,b) (3.56)

J.|la,b) =b|a,b).

Para que os valores de a e b sejam encontrados é necessario a definicao dos operadores escada
[19]:
JE=J, £iJy. (3.57)

Desta maneira, tem-se.

Uid ] = Uetidydo—iky)
= o] =il K]+ ildy, I + Uy, 4]
= =2i[Jy,Jy] (3.58)
— 2h.
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e
[iji] = [JZJXZEUy]
= [ijx]ii[-]m‘]y]
= iﬁ€321Jy:|:i(iﬁ€321Jx)
= +hJ;. (3.59)
Por fim:
V20 = [P Jtidy)

= [ 0] £ilJ% ]

= 0. (3.60)
Para os operadores escada, tem-se J,

J(ela,b)) = (o Je]+Je);)|a.b)
= (b£h)l|a,b). (3.61)

Desta forma, observa-se que na atuagao dos operadores J+ nos autovetores de J,
resulta novamente em um autoestado de J, com autovalores somados ou subtraidos de £ [19].
De maneira semelhante, pode-se observar o que estes operadores fazem com os autoestados de
J2. Segue-se entdo,
P (Jyla,b)) = JiJ?*|a,b)
= a(Jy|a,b)). (3.62)

Com isso, conclui-se que os operadores J1 s6 aumentam ou diminuem os autovalores b.
Jila,b)y =cy|a,bth). (3.63)

A condig¢do fisica de que o0 momento angular seja limitado por um méximo e minimo leva a
conclusdo de que nao se pode aplicar J infinitamente [19]. Para analisar seus valores limites,

primeiro, escreve-se o operador J> em termos dos J.i:

1
J? = ST+ T) +J2. (3.64)
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Sabendo-se que J_ = JL tem-se
2 2 _ 1 T T 3.65
onde .LJI tem valores esperados positivos:
JI =3 -7 —h, (3.66)

Este resultado mostra que os valores de b estdo limitados pelos valores de a. Por consequéncia
disso:

(a,b|J? —J2|a,b) > 0= a> b (3.67)

De maneira semelhante,
Jilabpay) =0=J_Jy|a,bpax) =0 e J_|a,byin) =0=J:J_|a,bpin) =0. (3.68)

Substituindo os valores de J_J e J.J_ em (3.68):

a = bmax(bmax + ﬁ)u (3.69)

a = buin(bmin—h). (3.70)

Igualando as duas equagdes em (3.69), conclui-se que by,,ux = —bpin, logo os valores de b variam
no intervalo,

_bmax <b< bmax- (371)

O estado |a,byqy) pode ser obtido aplicando J. em |a,by,,y) sucessivas vezes, logo:

bmax = bmin+nh

= —bpax+nh
nh
- —, 3.72
: (372
Definindo:
bimax n
= = — 3.73
J==375 (3.73)

Logo, o autovalor de J? é dado por:

a=hj(j+1), (3.74)
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se b for definido como b = mh, as equacdes (3.56) ficam:

T2 jymy = j(j+1)h|j,m), 375)
J | j,m) =mh|j,m).

As equacoes em (3.75) representam a quantizagdo do momento angular. Estas sdo consequéncias
das relagdes de comutagdo da algebra de Lie do grupo das rotagdes [19]. Com as equagdes de
autovalores (3.75) e sabendo que JIJ+ =J - jf — hJ,, consegue-se calcular as equacoes de

autovalor dos operadores J4 e J_:

Jeljsm) =/ (GFm)(jE£m+Dh|jmE1). (3.76)

Com estas equagdes, pode-se escrever as formas matriciais de J; e J,, desde que os mesmos

sejam escritos como:

_1
Ji =50+ +Jo), 3.77)
J =5 (I —J).
Com isto:
(m'| I m) =2/ G =m)G+m+ 1) a1 + /(G +m)(—m+ 1) i) (378)

<m/"]2 |m> = _%(\/(J_m)(]+m+ 1)6m’,m+1 - \/(]-}-I’I’l)(]-ﬂl-{- 1)6m’,m—1)'

Sendo j o nimero quantico que representa o spin e sabendo que —j < m < j. Se j = %, as
equagoes em (3.78) juntamente com a equacdo de J, em (3.75) retomam as matrizes de Pauli,
que sao geradores do grupo SU(2). Este fato mostra que os vetores do SU(2) s@o responsdveis

por acomodar os estados de spin 1/2.

3.3 A teoria relativistica do spin 1/2

No estudo da relatividade especial é exigido que as leis da fisica sejam invarian-
tes por translagdes do espaco e do tempo, por rotacdes no espago real, tridimensional e por
transformacoes de Lorentz. As trés condi¢Oes de invariancia juntas formam o grupo de Poin-
caré, ou grupo de Lorentz nao-homogéneo. Considerando-se apenas as rotagdes no espaco € a
transformacdo de Lorentz juntas ”Boosts”, estas formam o grupo de Lorentz homogéneo [8].

A Mecanica Quantica ondulatéria de Schrodinger foi aprimorada por W. Pauli em
1926, quando o mesmo escreveu uma funcdo de onda de sistemas quanticos que comportavam
spin, estes eram representados por espinores bidimensionais nao-relativisticos. J4 em 1928 P.

Dirac generalizou este conceito para uma teoria relativistica, utilizando espinores com quatro
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componentes [20]. Para construir tal teoria € necessario descrever o grupo de Lorentz SO (3,1)

juntamente com sua representacdo spinorial.
3.3.1 O Grupo de Lorentz SO(3,1) e sua Representacdo Spinorial

O grupo de Lorentz é o grupo SO(3,1), onde o0 mesmo é ndo compacto, ortogonal
e contém o grupo das rotagdes espaciais SO(3) como subgrupo. Ele é composto por matrizes

AR, (4x4) agindo em diferentes coordenadas do espago-tempo[21].
AXH = AR AXY. (3.79)

Tal que estas matrizes satisfazem a condi¢@o de ortogonalidade:

A'TpA =1, (3.80)
onde 1) é a métrica de Minkolwski,
-1 0 00
0 100
n="Nuv= (3.81)
010
0 0 01

Os geradores do grupo de Lorentz seguem a algebra dada na equacao (3.22). Em-
bora a forma original da algebra em (3.22) dependa do espago tridimensiona, uma vez que
envolve o simbolo de Levi-Civitta ijk, pode-se generalizar para n-dimensoes, pois esta dlgebra
¢ a mesma para os grupos SO(n).Pode-se obter facilmente a dlgebra de Lie do grupo de Lorentz

SO(3,1) apenas substituindo a métrica euclidiana J;; pela métrica de Minkowski 1,y [21]:

JuvJpe] = i(Muedvp — Nupve + NMvpJuc — Mveup)- (3.82)

Para encontrar as formas matriciais dos geradores do grupo de Lorentz, considera-se a seguinte
relacdo:

NuvA'sAY, = Nop. (3.83)
Derivando ambos os lados desta equacao e definindo a quantidade Gy = TIIJVA’U G-

9IGuyp

8GVO‘ \ u
0 +66 o'?al a=0

8al a=0 p

=0, (3.84)

Pois A'g|,—0 = 85, onde a é um parimetro infinitesimal que descreve transformagdes de Lo-
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rentz em torno da identidade, de tal forma que em a = 0, recupera-se a delta. Com isso, temos,
(Ga)po = —(Ga)op- (3.85)

Essa relacdo de antissimetria nos pardmetros aps = —dgp, permite obter a quantidade total de

parametros independentes. Como p,o0 =0, 1, 2, 3 t€m quatro valores possiveis:

4
Quant. de parametros independentes = = 6. (3.86)
2
Da antissimetria de (GP?)y:
GPO), .. — —(GOP
(GP?)uy = =(GP)uy (3.87)
(Gpd)uv = —(ch)vu
Concluindo que:
(GPO)uy = 8787 — 687 (3.88)
Derivando a expressdo Gy =1y AA’IV e utilizando a equacdo (3.88):
po\A SPsC _sPso po\A aA/lv
Nua (J )v —O0u0y =0y 0y = (J )v = aapa 40’ (3.89)
Logo (acrescentando a unidade imagindria):
(JPO)Y = i(nP*8T —no*8Y). (3.90)

Esta é a forma explicita dos geradores do grupo de Lorentz, separados em boosts e rotacdes.
* A condig¢do para obter os boostsé p =0e 0 =1:
()Y =i(n"*8, —n"s)). (3.91)
Observa-se que a equagdo (3.91) € nula se &, v # 0 ou &, v = 0 juntas, logo:

"] = in™8) =5
O = iM% 8 —nl8)) = —is", (3.92)
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estes sdo os geradores dos boosts do grupo de Lorentz, que de maneira explicita ficam:

0 —i 00 0 0 —i O
01 _ —i 0 00 J02:OOOO
0 0 0O —i 0 0 0
0 0 0O 0 0 0 O
(3.93)
0 00 —i
10 _ 0 00 O
0 00 O
—i 00 O
* A condigdo para obter os geradores das rotacdes € p =ie 0 = j:
()3 =i(n'“8) —n'*8)), (3.94)
onde (3.94)énulase x =0ou v =0,comisto,x =keVv=I:
Yk = i(8*8] — 57%8}). (3.95)

Observa-se que os geradores em (3.95) s@o os mesmos das rotacdes em (2.27), logo estes sdao
responsdveis pelas rotagdes do grupo de Lorentz. Desta forma, como o grupo de Lorentz é um
grupo de Lie, e € possivel escrever os geradores do mesmo como:

exp{—ié’-f} = exp{ —iauy(J*")} = exp{—i [aoi(JOi) - %(]’7)] }, (3.96)

sendo uma parte responsdvel pelos boosts e a outra pelas rotacdes, totalizando seis geradores.
Definindo:
1 ,
Jr = EEiijU; Joi =K; (3.97)
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onde estes seguem sua propria dlgebra de Lie:

1 1
i Jj] = §8iabfab,§8jcdfd

1

— Zgiabejcd [Jab7 JCd]

— igiabgjcd[sacjbd _ 6adec + 5deac _ 6bcjad]
[

= 5EijkEabk) ab

= igijk-]k~ (3.98)

De maneira semelhante:

1
Ui, Kj] = [EgiabJab7J0j]

1
= 5Eiab 9 o]

1
= Egiabnjk[Jabv-]kO]

1
= Egiabnjk(nak.]bo—n“ojbk+nhojak_nbkja0)
= & ok

= iSiijk, (3.99)
por fim:

[Ki,Kj] = [Joi,Joj]
— 51'(1 5jb [ JOa7 JOb]
— i6ia6jb(n00-]ab . nObJaO + nabJOO . T’aOJOb)
i

ab
= & kEabid

= —i& k- (3.100)

Com isso, observamos que as dlgebras dos geradores definidos em (3.97) estdo desacopladas,

logo com as relagdes (3.98), (3.99) e (3.100) pode-se definir os geradores combinados:

Ji +iK; Ji —iK;
- N = 7 3.101
2 ' 2 ( )

M;
onde estes seguem a dlgebra,

[M,',Mj] = ieijkMk; [Nl',Nj] = i8ijka, [Mi,Nj] =0. (3.102)
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Desta forma pode-se observar que os boosts e as rotagdes combinados seguem sua propia

algebra de Lie.
3.3.2 Representagdo spinorial do SO(3,1) e a algebra de Clifford

A representacdo spinorial do grupo de Lorentz surge naturalmente da covariancia
da equacdo de Dirac [8]. Como ja mencionado, os objetos de spin J = 1/2 sdo representados

pelo grupo SU (2) e sdo definidos através das matrizes de Pauli, onde as mesmas seguem a regra:
0i0j = Sij —i—iSijka, (3.103)

e as relacdes de comutagdo dadas em (3.16) e a algebra de Clifford mencionada em (2.37). O
lado direito da equagdo (2.37) € o produto da métrica com a identidade, que pode ser escrita de
maneira geral por:

{vuw} =2guv. (3.104)

Para construir as representagdes completas da dlgebra de Clifford no espaco de Minkowski,

utiliza-se 1,y em 3.104, logo:

{vw} =200 w1,v=0,1,2,3. (3.105)

De maneira andloga a representagao spinorial do grupo de rotagdes, os geradores da representacao
spinorial de SO(3,1) sdo:

i
Tuv = Zh/”’y"]’ (3.106)

onde as matrizes 7’s satisfazem diversas identidades:

=717 (3.107)
YuW = Nuv — 22y, (3.108)
tr(YuW) = 4Muv. (3.109)

De maneira geral, a transformacdo das matrizes y’s no espaco de Minkowski ¢ dada como
STHS—1 = AR TV, generalizando o resultado obtido em (3.32). Sabendo também que o produto

das matrizes gamma’s seguem a dlgebra de Clifford, é definida a matriz y°:

5= —IpNnny. (3.110)
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onde o sinal é convenciio e a unidade imagindria garante (y5)? = I. A matriz J° tem as seguintes

propriedades:
Tu¥s = —V5Vu, (3.111)
B=7, 3.112)
tr(ys) =0, (3.113)
tr(BsYuw) =0. (3.114)

De maneira semelhante a transformacao das coordenadas dos quadrivetores em (3.79), a transformagao
dos espinores y é dada por:

v =5A)y, (3.115)

onde,

atv | atVv
S=exp (TZ“V> e S =exp (—TE“\,) , (3.116)

sendo X,y os geradores do grupo de Lorentz definidos em (3.106). Sabendo que nas equagdes
de Schrodinger e Klein-Gordon é avaliado a evolugio temporal da quantidade w' v, analisa-se

sua covariancia:

vy = (Sy) 'Sy = yisTsy. (3.117)
onde Zgi =2Xp € Z)] = —X,;j, observa-se:
¥ 0i al
S'=exp|la ZOi_TZij (3.118)
e
| 0i ail
ST =exp (—a Yoi — 72,7) . (3.119)

Através das equacoes (3.118) e (3.119) comprova-se que a quantidade y/Tl,l/ em (3.117) ndo é

invariante. Por outro lado, considerando a quantidade:

atv ail

TZHV?’O = 00i20i70+72ij'}’0

= —ay,; “—ijz- 3.120
=% a 2o+ 5 =il ) 3. )
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logo, comprova-se que STy = 1S, pois:

0i a'l
Z <a oi — 721']') 10

n!

S’y =

n

, ij
(—00’20;' - %Zij)
)

n!

n

= ns L (3.121)
Com isto, é introduzida a quantidade ¥ = y}y. Analisando a invaridncia de Y-

(W) = vy =) Sy =vnsS 'Sy =y (3.122)

Observa-se entdo que a quantidade Yy € invariante de Lorentz. Portanto, na construcao da acao

de Dirac, considera-se Wy nio y'y [21].

3.4 Espinores de Dirac, Weyl e Majorana

Para formular uma teoria quantica que respeitasse a relatividade restrita, descobriu-
se que a quantidade Yy € invariante de Lorentz, como pode ser visto na equacgdo 3.122, onde
v € o spinor de Dirac. Por sua vez, este contém quatro coordenadas, ou seja, o mesmo pode ser
escrito como uma matriz coluna 4 x 1. Para a construcao do spinor de Dirac serd formulada a
representacdo dos espinores de Weyl como passo intermedidrio[21].

Nos geradores da representacdo spinorial do grupo de Lorentz, observa-se a de-
pendéncia destes em relagdo as matrizes ¥, 0 que pode ser observado em (3.106), estas for-
mam um conjunto de matrizes que respeitam a algebra de Clifford, e ndo possuem uma unica
representagdo. Dentre as representagdes das matrizes Y, destacam-se as representagoes de Di-
rac, Weyl e Majorana [22].

A definicao de qual representacdo sera utilizada depende de quais objetivos devem
ser alcancados, como exemplo, a representacdo de Dirac € utilizada na discussdo do limite
classico da equacdo de Dirac. A representacdo de Weyl € bastante utilizada quando se quer
analisar as propriedades de quiralidades de férmions. J4 a representacdo de Majorana destaca-
se por sua dependéncia da matriz de conjugagdo de carga e por seus espinores serem compostos

inteiramente por componentes reais [22].
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3.4.1 Representacdo de Weyl
A representacdo de Weyl das matrizes ¥ em termos das matrizes de Pauli é:

0 I . 0 o
P = =21, y= (3.123)
I[zxz 0 —ot 0

estas atuam em espinores do tipo (%,0) e (O, %), que sao chamados de right e left respectiva-

mente. Estes se transformam da seguinte maneira:

* Right;
.9.761- B
Vo= Yo = (e’2) 7 (3.124)
o
o Left;
X ,(—)jaj a .
v =y = <e’2') wh. (3.125)
B

Tomando como base um conjunto de duas operagdes que sdo feitas através de elementos de um

grupo, podemos verificar que
R[g1]R[g2] = e™&182)R[g, g5)]. (3.126)

Como as transformagdes de espinores pertencem ao grupo de Lorentz, a transformacdo geral
que combina rotagdes e boosts é:

N /!
Auv: (ela)lkjele.lfj> ’ (3.127)

v
onde J; e K; sdo definidos em (3.97). Tomando as defini¢cdes de M; e N; em 3.101, analisa-se o
spinor right de Weyl[21]. Para o spinor right N; =0, logo J; = ik; = %, com isso a transformacao

deste spinor € dada por:

ijj .ejcj

AR)=e 2 7. (3.128)

De maneira semelhante, para o spinor left, definido por M; = 0, tem-se J; = —iK; = —5. Logo,
COJGJ .GjGj

AlL)=e 7 €77 (3.129)

3.4.2 Representagdo de Dirac

Para construir o espinor de Dirac é necessario observar a representacdo matricial das

equacoes (3.128) e (3.129), tais equacdes formam matrizes bidiminsionais agindo nos espinores
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de Weyl. Para desenvolver as representacdes completa de matrizes que seguem a algebra de
Clifford em quatro dimencdes de Minkowski, descritas em (3.105), onde estas atuam em objetos

y% [21], nos espinores de Dirac, que se transformam como,

(rgv? = (v)*, (3.130)

estes objetos sdo compostos pelos dois espinores de Weyl,

we= [ R (3.131)

VL

Destaca-se aqui que exite uma liberdade na escolha das matrizes Y's, desde que a dlgebra de

Clifford seja respeitada, desta forma, define-se a representacao de Dirac das matrizes y’s como:

I 0 . 0 o
P=| L y= _ (3.132)

0 —-DLo —ol 0

E possivel construir um operador que relaciona o spinor de Dirac com os espinores
de Weyl. Para isto é necessario analisar as propriedades da matriz 7 definida em (3.110), que

pode ser escrita na representacao de Dirac explicitamente como:

Py = (—ic'®l)(c’®0c')=—-ic'c’wc! =c’® 0o, (3.133)

7y = (6?®0%) (6’00’ =1vc’c’ =Ixic!, (3.134)

portanto, substituindo (2.133) e (2.134) na definicdo de 75,

I o
Y =i’y =(*0c)(Iec)=c’cl= (3.135)
0 —I,
como 7° é diagonal, é imediato ver que:
YVr=+Vr e YVYL=—VL. (3.136)

Através das equacoes em (3.136), pode-se definir os operadores de projecao Pr € P, que atuando

no spinor de Dirac geram os subespagos R/L [21]. Portanto, definindo,

147 1y
2

e PL=—" (3.137)

Py
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podemos verificar as seguintes propriedades,
Pi=Py; Pl=P; Pi=Px; P}=P, e PPL=0. (3.138)

Com as defini¢des (3.137) € facil ver que;

1+9 1—p

—Yy = —— Y=y 3.139
S V=We e V=L ( )
definem a relacao entre os espinores de Dirac e Weyl.
3.4.3 Representacdo de Majorana

A representacdo de Majorana € construida de maneira que as matrizes 7; sejam

complexas [22].

0 o? ' c? 0
P = =i (3.140)
oz 0 0 o3
0 -—o? ol 0

Com a combinacao das matrizes (3.140), pode-se obter:

2
c 0
0 —o?
Como todas as matrizes y sdo complexas, (Y4)* = —y, e (¥°)* = —%. A conexdo desta
representacdo se faz pela matriz unitéria U,
., 1 (1 o°
U=U" =— — YAL/LIajorana = UygiracUT‘ (3.142)

O spinor de Majorana é definido da seguinte forma:
ye=cy =y, (3.143)

onde na representagio de Majorana a matriz de conjugacio de carga C = y°. Os espinores de

Majorana sdo reais,
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Como a matriz J° também é diagonal nesta representagio, assim como em (3.135),
as relagdes de projecdes em (3.139) continuam vélidas. E importante destacar que o spinor
de Majorana tem quatro componentes reais, com isto o mesmo tem quatro graus de liberdade.
Ja o spinor de Weyl tem duas componentes complexas, ou seja, quatro graus de liberdade,
assim como no spinor de Majorana. Por outro lado, o spinor de Dirac tem quatro componentes

complexas, resultando em oito graus de liberdade [22].

3.5 A equacao de Dirac

Na tentativa de propor uma teoria quantica que fosse compativel com a relatividade
especial, em 1927 foi apresentada a equacdo de Klein-Gordon, esta por sua vez apresentava
resultados que eram equivocadamente considerados incorretos, como exemplo as solucdes ne-
gativas de energia. O desenvolvimento de outra teoria era necessario com o suposto erro da
equacdo de equacdo de Klein-Gordon, o que motivou em 1928 Dirac a desenvolver sua teoria

quantica relativistica [8].
3.5.1 Acdo de Dirac

Para construir uma agdo relativistica, primeiramente precisa-se analisar se seus ter-
mos sdo covariantes [21]. Como foi visto anteriormente, a quantidade Yy € invariante de

Lorentz, além disso, considerando as seguintes transformacgdes no espaco de Minkowski :
YF=ANY e 9,=A)0,. (3.145)

E fécil ver que o termo dy ¢ invariante de Lorentz também, desta maneira uma proposta de

acdo que seja invariante de Lorentz e geram as equacdes de movimento de Dirac é:

Sy = / AT (I —m), (3.146)

onde defini-se y*d, = J e ¥* p,, = p. Sabendo que y € C e que ¥, ¥ sdo campos independen-

tes, a variacdo da agdo resulta em:

(Yyu —m)y =0, (3.147)

esta € a equagao de movimento de Dirac.
A acdo em (3.147) foi construida em termos dos espinores de Dirac y e uma

representacdo Yy da dlgebra de Clifford, logo a representago especifica que deve ser utilizada,



68

vai depender do problema em anélise [22].
Para analisar a quiralidade, o spinor de Dirac da equagao (3.147) deve ser decom-

posto nos espinores de Weyl yr e yr.. Uma vez que:

0 I

5 (3.148)
YL 0
o termo de massa da acao fica:
. 0 I 7/
NS — +. — i t
mypy =my'i’y = m(y} y,
i i) (o),
¥ YR
_ i T
= M{Yr V,
i) (%)
= m(VivL+ v wr), (3.149)

A exprecao (3.149) que representa o termo de massa de Dirac, apresenta um comportamento
completamente acoplado, agrupando espinores de quiralidades left e right [21]. Para contornar
esse problema, € necessario a obtencdo de duas acdes individuais para cada spinor de Weyl.

Levando-se em conta a representacao de Majorana,
vX = X, = ye?X,. (3.150)

Sabendo-se que:

ghe — e o= . (3.151)
~1 0 i 0

As matrizes em (3.151) sdo proporcionais, relacionadas por ic> = €, com isso a equacdo
(3.150) fica:
bay _ v 02y oyt
VpE Xy = Ypie "X, = Y'io“Xpg, (3.152)

para o spinor W pode-se escrever o novo termo de massa, denominado termo de massa de
Majorana;

Lytm = myic> yi. (3.153)

Para encontrar o termo cinético descoplado € necessario dos operadores de projecdo

definidos em (3.137), pode-se observar que estes seguem as seguintes propriedades:

Pliy’ =if’Pr; P> =PrPr; WPV = VymWrwy © APr=PLd, (3.154)
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logo:
VAPRY = Wou ' PRy = WPLAPRY = (Fry)A (PrY) = Wd Y. (3.155)

Para o spinor y; € semelhante, desta maneira, somando ambos os resultados,

VOV =Y (Pr+PL)W = WpdYr + W, Ay (3.156)

Com os resultados obtidos em (3.153) e (3.156) a equagdo de Dirac pode ser encarada de ma-

neira separada para os espinores Yg € Y.
3.5.2 Solugées da equacdo de Dirac

Partindo da equag@o (3.147) e multiplicando a mesma por (Y yy +m):

(P W +m) (P —m)y =0 — (Qudr ¥y’ —m*) =0 (3.157)

onde,
1
auavyuyv :auavi{%z'}’v} :auavn“vED. (3.158)

A equacdo (3.157) é a equacdo de Klein-Gordon. Com isto, uma solucdo da equagdo de Dirac

também € solucdo da equacao de Klein-Gordon [21]. As solugdes da equacio de KG sao:

eiip“xuu(p), (3.159)

onde p?> = —m? e u(p) é um spinor.

« Considerando o sinal positivo de (3.159) P+ u(p):

dp .
ve) = [ e ), (3.160)
logo:
a3 -
(J_m) l//(X) = / (275’;3 (l’}/“pasg —m)u(p)elpax
a3 N
- / (2%1;3 (¥ pu —m)u(p)e™*
= 0, (3.161)
portanto:

(ig —m)u(p) =0. (3.162)
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esta equacdo na representacao de Weyl (3.123) tem a forma:

0 ot ml 0
Pu® — us(p) =0, onde GH=—cH (3.163)
puc®t 0 0 ml
logo:
—ml ot
PrE ) wsp) = 0. (3.164)
puct  —ml
Simplificando este resultado considerando um referencial inercial p = 0, logo p,c* = —ml:
II
m us(p) = 0. (3.165)
II

Sendo u(p) = (ay,az,as,as) uma matriz coluna, é facil ver que uma solugio da equagdo 3.165

€ a; = —a3 e ap = —ay, desta maneira por simplificacdo, escolhe-se os valores a; = 1,0 e

ap = 0, 1 respectivamente, resultando em solugdes do tipo:

1 0
0 1

ug(p) = i — uy=+m 1 e uy=+/m ol (3.166)
0 1

« Considerando o sinal negativo em (3.159) —e’?* u(p):

43 .
vis)= [ #”’”xuv(m, (3.167)

de maneira semelhante ao que foi realizado na equacgdo (3.161), € obtido o resultado:

(—ip—m)v(p) =0. (3.168)
Na forma matricial:
ml ot
PrE ) (p) = 0. (3.169)
puct  ml

Novamente fazendo a simplificagao de um referencial inercial:

m vs(p) = 0. (3.170)
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Esta equacdo resulta nos espinores:

g‘rv
S =
(e

1
vs(p) = — vi=+vm e vm=+vm ) (3.171)
1 0

0

—

Os resultados obtidos nas equacdes (3.166) e (3.171) podem ser generalizados para

o caso de um referencial ndo inercial, ou seja, para p # 0,
\ —Pu ot és

a——T
p“c_gs e vs(p) = ~ 7. (3.172)
—V —Pucués vV _Pucués

estes por sua vez devem satisfazer as relacoes:

us(p) =

us(p)ug (p) = —2mdyy (3.173)
Vs (P)Vs’ (P) = 2m5ss’ (3.174)
us(p)vy(p) =Vs(p)ug(p) =0. (3.175)

O que implica na ortogonalidade dos espinores us € vy.

3.6 Espinores em espaco-tempo curvos

Na constru¢do de uma teoria quantica que segue as leis de invariancia relativistica,
foi descrita a formulacdo spinorial do grupo de Lorentz, resultando na equagdo de Dirac que
descreve particulas com spin semi-inteiro. Para generalizar a ideia de covariancia, € necessario
considerar a teoria gravitacional, para isto, leva-se em conta o principio da equivaléncia de
Einstein, no qual relaciona quantidades que estdo num referéncia inercial (espago flat) com
quantidades no referencial do campo (espaco curvo) [9].

Com o intuito de acoplar a interagdo gravitacional com particulas de spin 1/2,
ou seja, os fémios, € necessdrio a introdugdo de novos objetos matematicos e, que sdo ve-
tores que relacionam as transformagdes de Lorentz, representados por indices latinos, com
transformacoes gerais de coordenadas, representados por indices gregos, € sao denominados
tetradas ou vierbiens [10].

Para construir o formalismo matematico dos espinores em espagos-tempo curvos,

considera-se o principio da equivaléncia, interpretando as coordenadas x* e suas derivadas no
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referencial de ”queda livre”[23]. Logo {x*} — {&“}, com isso:

d& = 3§:dx“, (3.176)
definindo as tetradas como as quantidades ¢, = gf: . Dessa forma também podemos encontrar
o elemento inverso dado por:

d& = e (x)dx!' e dxt = 8iZa’é“ = et (x)dEY, (3.177)

com as duas relagdes em (3.177),

d&® = e (x)dxt = e“ueb“(x)déb - e“ueb“ =9y (3.178)

Levando em considera¢do a transformacao de um sistema de coordenadas flat para
um sistema de coordenadas gerais {£¢} — {x"}, a métrica e sua inversa poderdo ser escrita

como:
guv =L ()b, ()Nw e g" =el (x)e) (x)n. (3.179)

Ja a métrica de Minkowski e sua inversa pode ser escrita em termos da métrica geral como:

Wb — e (x)eb g"V. (3.180)

Nab = €4 (X)e, (X)guv € 1 7

As matrizes gamma’s em espagos curvos seguem a algebra de Clifford descrita na

equacao 3.103, podem ser escritas em fun¢do das matrizes em espacos planos:
't =elre. (3.181)

A ac¢do de Dirac no espaco de Minkowski como foi vista na equacao (3.145), possui
simetria por tranformacdo de Lorentz, implica dizer que as operacdes realizadas sob o grupo
de Lorentz, ndo tem dependéncia das coordenadas do espago-tempo [9]. Este fato € evidente
quando € analisada a transformacdo dos espinores na equagdo (3.115), onde a matriz S nao
depende das coordenadas x*.

Como no espago-tempo curvo a métrica nao pode ser reduzida a uma métrica com
as componentes constantes, ou seja, suas componentes sempre irdo depender das coordenadas,
as transformacdes nesses espacos devem variar de ponto a ponto, logo a equacdo (3.114) devera

ser escrita com uma dependéncia das coordenadas:

W' (x) = S(x)w(x). (3.182)
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Assim como foi necessdrio a generaliza¢do do conceito de derivada de um vetor num espago-
tempo curvo, surgird uma regra de derivada de espinores se considerada a curvatura. Conside-

rando S(x) = S(A(x)) e a tranformagdo do operador dj,,
(0.¥) =A) () S(xX)y + A, (x)S(x)oy v, (3.183)

observe que o primeiro tem a derivada da matriz S, ou seja, se a mesma nao tem dependéncia
das coordenadas, simetria € mantida. Para contornar esse problema, € introduzida a derivada
spin-covariante D,:

D, = el (9 +Qp), (3.184)

onde , € a conexdo de spin. Esta por sua vez tem papel semelhante aquela definida na equagao
(2.34), na derivada de vetores em espago curvo [9]. Com o intuito de que o operador (3.184)

aplicado no spinor Y seja invariante, exige-se condi¢ao:
(Daw)' = ALS(x)Dpv, (3.185)

com isso calcula-se:

(Daw) = e (du+Qu) ¥
= RO+l Y, (3.186)

com a imposi¢do (3.185) e substituindo a equacio (3.183) no primeiro termo do lado direito da

equacao (3.186) resultando em:

ALS()DRY = AL () S() -+ LB AL (VS () + €, QS ()Y
ALS(x)ei (9 + Q)W = LAY ()OS + LB AL (WS@AY + &, S, (3.187)

/ . .
sabendo que as tetradas se transformam com a regra e," = A e b“ , € observando que o primeiro

termo do lado esquerdo se cancela com o segundo termo do lado direito resultando:
Q) = —0uS(x)S™ (x) + S(x)QuS ™ (x) (3.188)

onde ambos os lados foram multiplicados a direita por S~! (x). Podemos observar que a equagéo
(3.186) preserva seu formato se o objeto Q se transforma da forma (3.188). Para calcular a

forma explicita de Q, levamos em conta o postulado tetrado, onde o mesmo afirma que a deri-
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vada covariante do vierbein é nula, logo:

Ve, = due — % Th, + 0.5 =0, (3.189)

desta forma pode-se concluir que:
i

Qu =% (e’ + T4 e )Ty, = 5 aby, .. (3.190)

onde X, é o gerador do grupo de Lorentz. Com isso a derivada spin-covariante em (3.185) fica:

1
Dy=el <9u + ZQ,fbl“an> : (3.191)

Este operador € fundamental para o acoplamento da gravidade na teoria de Dirac [9].
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4 O ELETROMAGNETISMO COVARIANTE

De maneira diferente da mecanica cldssica, o eletromagnetismo cléssico ja € co-
erente com relatividade restrita. Isso implica que as equacdes de Maxwell e a forca de Lo-
rentz podem ser aplicadas em qualquer referencial inercial. Embora alguns fendmenos sejam
interpretados como elétricos para um determinado observador, e magnéticos para outro, 0 mo-
vimento das particulas interagindo com esses campos serdao os mesmos. O eletromagnetismo
pode ser reformulado numa notagdo denominada covariante, onde suas equacdes sao escritas
através de quadrivetores no espago-tempo de Minkolwski. Apesar da formulacido covariante
do eletromagnetismo ser uma nova forma de se escrever as equagdes de Maxwell, as regras da
eletrodinamica classica nao mudam [11].

Para calcular a dindmica de uma particula carregada interagindo com um campo

eletromagnético, considera-se a acao
b —
s :/ (—mdt+gAudih); AR = (¢,4), @.1)
a
onde sua variacdo em relacao as coordenadas € dada por:
b
55 = / [—m(d7) + gSAudxt + gAud(5xM)], 4.2)
a
sabendo que 6(d7) = —uud(8x*) e A, = dyA,0x,

b
5= [ |+ a) S0 + a@u 517, “3)

integrando o primeiro termo de (4.3) por partes,

b1 d
0SS = / —E(mu“-l-qA“)Sx“-l-q(avAu)u“va]+(muu+un)5x"(|Z
b: duﬂ u JTENAY vs.ou
_ / —m R — (A 8" + (A Sx¥ | dT
b1 duy i i v
- / x4 g8xH (uAv — dAu e’ | de. (4.4)

Definindo o tensor Fj,y = duAy — dvAy:

b d”ﬂ \Y
/ —m——+qFyyu’ | dxMdr, 4.5)
a drt
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obtendo por fim a equacdo de movimento:

U
mﬁ = qF“vuv, (46)

esta equagdo € a generalizagdo da For¢a de Lorentz. Da defini¢do do tensor F,y, observa-se que
o mesmo € um tensor de segunda ordem e antissimétrico, onde suas componentes sao dadas por
Fii = glikg, ¢ FO = E'

Para obtenc¢ao das equacdes de Maxwell, segue-se de maneira semelhante ao que foi
feito para o campo escalar na equagdo (2.12), onde o segundo termo € substituido por ® — A, J#

e o termo dinamico € dado por:

1
cfcampo = _ﬁFqu‘lva (47)
Logo a acdo do campo eletromagnético é:
1
S=— / md + / At — — / FuyFWVd'x, 4.8)

variando esta a¢do em relagdo ao campo A,
5S = / SALMd x — ﬁ / §(FuyF*V)d .,
= / (SA“J“d“x— %F“VSFW) d*x, (4.9)
sabendo que Fy = dyAy — dvAy:
8S = / (J“SAM + %F“"(?VSA“) d*x, (4.10)
observando que F*Vd,8A, = dy(F*V6A,) — 0A0vFHY,
8S = / (J” — ﬁ&vF“") SAyd*x+ %r / oy (F*Y5A,)d x. (4.11)

Aplicando o teorema da divergéncia no ultimo termo da equagdo (4.11), onde A, = 0 na

hipersuperficie que envolve o volume d*x, conclue-se que:
1
8S = / (J“ — E&;F’”) SAud*x =0, (4.12)

concluindo por fim:

oyFH*Y =4mJ*. (4.13)
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Utilizando a defini¢do de Fj,y € facil observar que:
0o Fpgy+ dgFya + dyFep =0 (4.14)

onde as quatro equagdes de Maxwell juntamente com a conservagao da carga podem ser ex-
traidas das equagoes (4.13) e (4.14).

Para uma generalizacdo em espacos curvos da teoria covariante do eletromagne-
tismo, o elemento de volume na agio (4.8) deve ser substituido pelo invariante d*x — \/—_gd4x
e o tensor eletromagnético deve ser escrito em termos das derivadas covariantes, ou seja, Fy =

VuAy —VyAy, logo a agdo (4.8) fica na forma:

1
S=— / mdt + / Vgt - / FuyFHY/gd*x. (4.15)

De maneira semelhante ao procedimento realizado em (4.8), e levando em conta o resultado

obtido para §(/—g) em (2.67), encontra-se a equagdo de movimento:

duM
mu’'Vyut = (% +F“wukue> = gF*u, (4.16)

e as equacoes (4.13) e (4.14) ficam:

1
VP! = —=0,(v=gF"") = 4nJ" (4.17)
VaFpy+VpFya+VyFap = 0. (4.18)

Assim como no espago flat, as equagdes (4.17) e (4.18) fornecem as equacdes de Maxwell [2].
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S WORMHOLES NA TEORIA EDM

A busca por solucdes exatas das equacdes de Einstein tem importancia fundamental
no entendimento das propriedades conceituais € matemaéticas da estrutura do espago-tempo.
Dentre as solucdes conhecidas das equacdes de campo, como mencionadas no capitulo 2,
destacam-se solucdes do tipo wormholes, que apresentam geometrias que conectam regides
distintas do espaco-tempo. Assim, as mesmas proporcionam ferramentas para o entendimento
tedrico de topologias e propriedades fisicas de regides com curvatura nao trivial do espago-
tempo.

Os grandes desafios fisicos para a existéncia de tais objetos, surgem das condi¢des
apresentadas por suas fontes. Embora essas estruturas sejam previstas matematicamente pe-
las equagdes de campo, sua existéncia fisica € restrita a presenca de fontes com propriedades
nao convencionais, pois frequentemente estao associadas a violagdo das condicdes classicas de
energia.

Neste trabalho, com o intuito de investigar novas solugdes exatas das equacdes de
Einstein, introduz-se como fontes, campos bem conhecidos e estudados na literatura, os campos
fermidnico e eletromagnético. Com a combinacdo dos mesmos, formula-se a teoria de Einstein-
Dirac-Maxwell, que apresenta uma dinamica gravitacional determinada pelo acoplamento dos
campos espinorial de Dirac e eletromagnético.

Desta forma, este capitulo tem como objetivo formular a teoria Einstein-Dirac-
Maxwell, encontrando solucdes do sistema de equacdes que descreve o modelo. E constatado,
apos as verificagdes das condi¢gdes de energia, que a solucdo analitica encontrada neste trabalho,
¢ do tipo wormhole, levantando assim uma importante discussao, pois a geometria de tal estru-
tura estd sendo sustentada por “matéria ordindria” (os férmions). Ao final do capitulo, tenta-se
estender o modelo para solucdes do tipo Simpson-Visser, mostrando assim as limitagdes do

modelo.

5.1 A acao da teoria

Sabe-se que as equagdes de Einstein levam a estruturas geométricas bem conhecidas
na literatura como blackholes e wormholes, onde ambas solucdes sdao sustentadas por diferentes

tipos de fontes. Distintamente das solugdes de buracos negros, que podem corresponder ao
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regime de vécuo fora da fonte gravitacional, wormholes atravessiveis requerem a presenca de
fontes que violam determinadas condi¢des de energia, como a condi¢do de energia nula, o que
significa dizer que o tensor de EM é composto por fontes de matéria exotica [24], [16].

Para a construcao da teoria EDM, serd considerada uma fonte composta por dois
férmions relativisticos com spins opostos, de forma que obedecem o principio de exclusao de
pauli [19], e a estrutura geométrica simetricamente esférica seja mantida [4]. Desta forma,

considerando as constantes G = ¢ = h = 1, a acdo do modelo é dada por:
s— /d4 v/ 1R+.$ Lp2 (5.1
Tan) CVTEY 7740 | '
sendo .Zy é a densidade lagrangiana de Dirac, dada por:

i_ A i A T T
Ly = 21:2 {E‘PEYVDV\PE — EDVWS;/V\PS - uwelpﬂ , (5.2)
e=1,

onde D, é a derivada covariante dada por Dy, =dy, —T'y —igAy.

5.2 Equacoes de movimento

Para obter a equacdo de movimento relacionada ao campo de gauge, varia-se a acao

(5.1) em relagdo ao campo Ay:

1 1
851 = o / a5/ (6L — 78 (Fuy P (5.3)
1 ' _ —
- = / d4\/—_g{V“F“"5AV—I—% Y [Ty (—igBA, )W — (igdA, ) F° Y  ¥¥]}
e=1,2
1 —¢
= — [d*/=g(V,F*Y PP 5A
o | VTR R q B E 54,
pelo principio de Hamilton:
VuFHY = —q ¥ et = gV, (5.4)
e=1,2

Observe que o fator 47 ndo aparece em (5.4) assim como em (4.13) por conta do fator ﬁ global
em (5.1). Agora, variando a a¢iio em relagiio a ¥

55y = % Y / d*x\/—g {%(5@8);#15&8—%(Dvsﬁg)vae—uﬁg\yg (5.5)
e=1,2

= %r Z /d4x\/—g6¢8(iy"f)v—,u)‘l’8,

e=1.2
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resultando na equacdo de movimento de Dirac,
(iyYDy — 1) = 0. (5.6)

As equacdes de movimento (5.4) e (5.6) foram estudadas para uma geometria esfericamente
simétrica. Por ultimo, para a obtencdo da equagdo de Einstein, basta variar a acdo (5.1) em
relagdo a métrica, lembrando que a dependéncia geométrica estd em R e em %, pois as matri-

zes Y* e o operador Dy, sdo escritos em termos das tetradas. Apds a variagdo, temos:

1
Ruv — Eg‘uvR = 2T,U,V7 (5.7)
onde,
1
Tow= T +T00 = 7 = FuaFy® = J8uvF? (5.8)
T = LN @y oW D W — DTy, WE — DT, WE 5.9
uv—_Zzl‘,z[ YuDv¥* +¥ %Dy Y — DV Y — Dy . (5.9
e=1,

Desta forma, podemos observar a contribui¢io dos campos de Maxwell e Dirac no tensor

energia-momento.

5.3 Ansatz da métrica e suas conexoes de spin

A proposta para um ansatz da geometria do problema deve considerar uma métrica
que caracterize uma estrutura esfericamente simétrica, que proporcione a unido de duas regioes

assintoticamente planas e a auséncia de um horizonte de eventos, esta pode ser dada por:
ds* = —F§(r)dt*> + F{ (r)dr* + F}(r)d6* 4 F}(r)sin® 6, (5.10)
onde suas tetradas sao dadas por:
e =&Fy; ¢, = &Fy; eg = Fy; e; = Fysin®, (5.11)

onde & = *+1. A mudanca de sinal, deve-se ao fato de que a métrica (5.10) tenha que repre-
sentar as duas regides “up”’(X) para 0 < r < co e "down”(X_) para —co < r < 0, unidas pela
garganta. J4 a situacdo em que & = —1 representa um tempo reverso na regiao (X_), tal detalhe
serd observado melhor na invariancia por simetria de reflexdo nas equacdes que representam

o modelo EDM [5]. Retomando a métrica (5.10), suas fungdes F(r), para i = 0, 1,2, devem
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satisfazer a simetria F;(r) = F;(—r) e seus simbolos de Christoffel sdo dados por:

F FF F, PF FIE
Ft:_();l—*r: 0 ’l—‘r: 1; oo _ 2; r :—'1’1292
tr Fy tt F 12 rr F 66 F12 i) S1 —12
F/ F/
6 _ 2.6 _ 79 2.9
Iy, = B F¢¢ — —co0s0sin0; F¢r = _Fz’ F(Pe —=cot0. (5.12)

Com isso calcula-se as conexdes de spin que podem ser definidas como mencionado na equagao

(3.190),

o =€y (efTh; — duef), (5.13)
logo obtém-se:
( o _ .1 _(&\F
0 =0 = e )R
/
2 1 2
W 1 =—0y ,=8&—=
01 o2 "R (5.14)

/

3 1 . 2

0] =—m = €&-8in 0=
3 r

¢ 1 ¢ F

3 _ | R

\

Desta forma € possivel calcular as matrizes de conexdes de spin, que sdo necessdrias para a

constru¢do do operador derivada covariante. Utilizando a defini¢ao:

1 b
Ty == 0ua? ¥, (5.15)
obtem-se,
( 1/¢g)\ E!
F — “ _OA ~1
t=5 (Sr) F Py
&F 10
o= 722 5.16
0= 7 / (5.16)
1 F
Iy == <8rsin6—2'}71}73 +cos 0372}73) .
\ 2 F

As matrizes de conexdes de spin acima em (5.16) sd@o necessdrias para a constru¢do das com-
ponentes do operador Dy que € utilizado na construgdo do tensor de energia € momento € 0

operador de Dirac.

5.4 O tensor de energia e momento de Dirac

Das equacgdo de Dirac em (5.6) e do tensor de energia e momento em (5.8), observa-

se a necessidade de construir as componentes do opedor derivada covariante. Com isso, é
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possivel expressar as componentes do operador Du =dy —I'y —igAy, onde A =V (r)dt, como:

2\e ) F
br - ar
] e F (5.17)
Do = dg — Erﬁywz
N 1 F)
Dy =9y — 5 (.Cv‘,sinefszlfl3 + cos 9]72}73> .
1

Estas por sua vez, apresentam-se na forma de uma matrizes 4x4, que dependem de qual representacao

serd utilizada para as matrizes ¥'s. Tomando a equacio do tensor EM de Dirac em (5.8),

Ty, DyWE + ¥ %, Dy WE — Dy y, W — D, 7, ).

I

|

| ~.
1

TIJV(D) = Z TEV(D)

e=1,2 e=12

Sabendo que a métrica é diagonal, logo it = v. Destacando aqui a notagdo dos indices {z,7,0, ¢ }

para o espago-tempo curvo e {0,1,2,3} para o espaco-tempo de Minkowski. Considerando

1t =v =t enotando que Yy = gqp¥P :gaﬁeﬂa?":

T;(D) = —% [Py D WE — D 397, (5.18)
sabendo que ¥ = gtte’())?o = —%??0 e utilizando a componente ¢ da derivada covariante (5.17) e

a mesma representagdo das matrizes ¥'s descrita no apéndice A da referéncia [5], obtém-se:

~ F ~ & F Fo .
%Dy = (— 8t+z qvV)P — = 2=¢". (5.19)
2 F
Por simplificacio, define-se os operadores 7' = 1—8, +h qV e R= 182’ R 10 logo o operador
acima poder4 ser escrito na sua forma matricial como:
0 0o -T-R 0
R 0 0 0 -T+R
Y:D; = o . (5.20)
—T+R 0 0 0
0 -T-R 0 0

Sabendo que um ansatz para as fungdes W¢ que representam os férmions devem respeitar a

simetria esférica e a simetria de reflexdo, ou seja, devem permanecer invariantes quando r — —r.
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Tal proposta para ¥¢ é dada por:

z(r)cos (%) iz(r)sin ()
Wl _ iz(r)sin (9)x e,(g_an)7 W Z(r)cos ($)x _i<7+wt)’ 52
—iz(r)cos (9) z(r)sin (%)
—z(r)sin ()« iz(r)cos (§) k

onde Kk = *1 representam a quiralidade dos férmions e ® suas freqéncias. E de maneira geral,
z(r) é uma fungdo complexa que pode ser espressa pelas fungdes reais P(r) e Q(r), onde tais
funcdes devem repeitar a simetria P(r) = P(—r) e Q(r) = Q(—r). Assim a fungao z(r) serd

expressa como:

2(r) =P(r) +iQ(r) ou z(r) = ¢pe'*; onde ¢o=+/0?+P2 e tancr = %, (5.22)
com isso, aplicando o operador (5.20), nas fungdes P! e W? respectivamente, obtem-se:
S . S22 (O 81142 sin2 2
Y\ DY, = —i|—[eFy(@+4qV)+R]|z|cos 5 +[—&Fy(@+gV)+R]|z|" sin 0

- 0 A . 0
+[—&Fy(®+qV) +R]|z|* cos? (5) — [&Fy(@+qV) +R]|z|*sin® <5)}
= 2igFy(w+qV)|z?

= 2igFy(o+qV)(P*+0%). (5.23)

De maneira semelhante, calcula-se D, % ¥ = —2ig;Fy(w + gV )(Q* + P?), logo substituindo

estes resultados na equacdo (5.18) para ¥!, obtém-se:
T =2&Fy(®+qV)(P*+0%). (5.24)

O célculo para P? é semelhante, resultando também em T,? = 2& Fy(@ + gV )(P*> 4+ Q?). Da
equacao (5.8),
T,(D) = T} + T = 4&.Fy (0 +qV) (P> + 0?). (5.25)

Os célculos para as componentes 7, € Typg sdo realizados da mesma maneira, resultando em um
tensor de EM de Dirac dado por:
1" =45 Fy(0+qV) (P +0?)
7\P) = 4e,F,(P'Q — O'P) (5.26)
D
T = 2B k(P2 - Q).
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A solucao analitica do conjunto de equagdes do modelo EDM serd encontrada na simplificagao
dos parametros g € , considerando-os igual a zero, o que implica na anulagdo da componente
T;/(D). Sabendo que o tensor de EM é composto pela soma em (), calcula-se sua contibuigdo de-
vido ao campo de Gauge. Tomando a forma do tensor de EM de Maxwell em () e considerando

a forma radial do campo elétrico Fjo = V' (r),
1
Tuv(M) = FuaF %, = guvFP* Fgy, onde FPAFgy =2¢"g" (F)?, (5.27)
logo calculando as componentes do tensor de EM de Maxwell:
1
(M) = FaF% - 8aFP*Fg;

rr 1 T
= g (Frr)z—ign[g”g "(Fr)?]
1
= —(V)? (5.28)
2F}
1
T(M) = FoaF€ — ZgrrFﬁkFﬁ/l

1
= g"(F,)* - S8 1&g (Fir)?]
1

= ——(V')? 5.29
2F02( ) (5.29)
1
Too(M) = FyoF%— deeFmFﬁ;L

. 1 FZ 2 AV
_ 5(@) vy, (5.30)

Mesmo considerando o tensor de EM do campo de gauge com os indices em baixo, assim como
utilizados na referéncia [5], destaca-se aqui a igualdade das componentes 7,/ (M) = T,/ (M), que
¢ uma caracteristica de um campo elétrico radial, assim como na solucao de Reissner-Nordstrém

[2]. Com as componentes acima, o tensor de EM total é dado por:

1
T, = m(v')2+4ezF0(a>+qv)(P2 +0?%)
1
1
T, = —W(V’)2 +4¢.F1(P'Q—Q'P) (5.31)
0

Top = + [ 12 2(V’)2 Fx(P?—0%)

L T 2\ RR ? ‘

Por fim, este é o tensor de EM que representa uma fonte composta por dois férmios com spins

opostos e dotados de uma carga elétrica g.
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5.5 As equacoes de Einstein

Tomando o ansatz da métrica (5.10), os simbolos de Christoffel em (5.12), calcula-

se as componentes do tensor de Einstein Gy,

( G F} N 2FGF|F, FgF? 2FJFF)
"R PR FR  FR

2F)F;, Fy*—F}

G = 5.32

= R 72 (5.32)
G — Ry  BF  (BF BF\F FBRF
| 7% RF2 T F? R F )JF RF

Desta forma, calcula-se as componentes da equagdo de Einstein (5.7),

F? 2F2F'F! F?F? 2F*F'F/ 1
0 ofily  Foly™  2hglyfy :2{ (V’)2—|—4etF0(a)+qV)(P2+Q2)1, (5.33)

2 FFR  FFR  FR 2F2
2
multiplicando ambos os lados desta equagao por —%:
0
F// F/ F/ F/ F2 1 V/2
722+F§ (2_1%_171) —2—1;2+F0 [2F2+48,F1(a)+qV)(P2—|—Q )} (5.34)
2
Para a componente radial, tem-se:
2FjF,  Fj*—F} { v R
+ 2 +4¢,Fi(QP—-PQ)| =0. (5.35)
b F} 2F§

Para a componente Ggg sera realizada algumas manipulagdes,

FF | BF  (BF BF\FE FBRF e (5.36)
RF?  F? FR F )F2 FRF ’
2
multiplicando ambos os lados por iz,
2
BB (BE_R\R KA o Too (5.37)
R B KR FR)FR RFR TFFT '

isolando o termo 1;—2;/ em (5.34) e substituindo em (5.37), obtém-se:

(P+0%) _ K(Pz—QZ))] 0
Fy F, '

F_(;’+<F2’ F1>F0 Fy? FE_FV’Z

R \RA Fy 2F2 2F} |4F}

2F% (g (w+qV
5 F + l(t( +‘I)

(5.38)
Mesmo fixando F, = r através da simetria esférica, pode-se observar que o conjunto formado
pelas trés equacdes (5.34), (5.35) e (5.38), formam um sistema incompleto de equagdes, pois

apresentam menos equacdes do que incognitas (Fp,F1,V,Pe Q). Para a completude de tal
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sistema, serd necessario calcular explicitamente a forma das equagdes do campo de gauge e de

Dirac.

5.6 A equacao de Maxwell

Da equagdo de movimento descrita em (5.4), onde o tensor F*V é um tensor an-
tissimétrico, pode-se utilizar as propriedades da derivada covariante para que calcular o lado

esquerdo desta equacdo, logo:

1
V“F‘uv == \/—__gau(\/—_gF”V), (539)

lembrando que as fungdes da métrica gy, em (5.10) e o tensor F#¥ s6 dependem da coordenada

radial,
1
V FHY = ——9,(\/—gF™). (5.40)
u \/_—g r( )

Como a métrica (5.10) é diagonal, facilemente € visto que /—g = F0F1F22 sin B, com isso a

equagdo acima fica:

1
V,FM = —— ). [FRFF}sinOF"
H FyF\FZsin 6 rlFoFiF )
1
= —— O |RFFi¢"¢"F
F0F1F22 r[ o128 8 rt]

N A4 (5.41)
RFF} 7\ FRF )’ '

Para calcular o lado direito da equagdo de Maxwell, € necessario notar que a Uinica componente

diferente de serd a componente temporal de j¥. Com isso, calcula-se j' = ¥ Y¥| + VoY ¥s,

onde ¥ = i%?o, logo:

& o - -
J o= i17; (P17 + 779,
48[|Z|2

Fo
4

L ) 2
= TP+ (5.42)

Igualando (5.41) com (5.42), obtém-se a outra equagdo do sistema,

FZV/ / 2/p2 2
<FZF1) = —4gqF F5 (P +Q%). (5.43)
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Essa equagdo por sua vez, ¢ uma equagdo diferencial de segunda ordem para V(r), onde a
mesma serd utilizada para desacoplar o sistema das equacdes de Einstein. Destaca-se aqui
também que as equacdes (5.4) e (5.43) corrigem os sinais das equacdo (2.3) e (3.18) da re-
feréncia [5]. Da corrente j' em (5.42) define-se a carga de Noether on!

I P T O T
RS — a1 FoF(F
47t/2+dx\/_g] 47r/o dq)/o sm@d@/o oFiF; F )

On

_ / FEX(P* + Q)ar, (5.44)
0

aintegral em 6 € de zero a 7 pois estd sendo considerada apenas a regido X, . Multiplicando am-

bos os lados da equagao (5.4) por d3x —g, utilizando os resultados (5.41), (5.42) e integrando,

obtém-se:
E2(r)V'(r) B B R
W ) —4q/r0 FF5(P*+Q%)dr
. F22(}")V/(r) _ FZZ(I’O)V/(FS_) _ 2QQN7 (545)

r—roo Fo(r)Fl (l’) FO(FO)FI(FO)

0)

F . o o
onde on(TﬂE:g) ¢ a carga na garganta do wormhole Q7. Tomando os limites assintéticos de Fy

lim FZ(r)V'(r) = 240N + Or. (5.46)

r—oo

Para valores de r suficientemente distantes da garganta, o comportamanto de V(r) é dado por
V(ir)=®— %, onde ® € um valor constante e Q, € a carga elétrica. Assim, o potencial segue
as condigdes lim, ,o, V(r) =® e V/(r) = % Da simetria esférica, sabe-se que F»(r) sempre

podera ser escrita como F,(r) = r, desta forma, a equagdo (5.46) fica:

Qe =2q0n + 0Or. (5.47)

Essa equacgao indica que o campo de gauge total terd contribui¢des da carga localizada na gar-
ganta juntamente com a carga devido aos férmions. Essa discussdo foi aberta aqui para enfatizar
que no caso limite em que ¢ — 0, a carga total do sistema € aquela localizada na garganta do

wormbhole.

'A carga de Noether possui a mesma dimensio da ‘constante de acoplamento g, uma vez que J¥ =q¥Py'¥e,
em quatro dimensdes, [¥] = L~3/2, o que implica em [P¥] ~ L~3. Como [dx’] ~ L?, temos que [Qn] ~ [q] -
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5.7 A equacao de Dirac

Para calcular a equacdo de Dirac explicitamente, primeiramente serd necessario a

construcio do operador D = y“f)#. Tomando as componentes de Du em (5.17),
D = PDy=ely'Dy
o4 Lia\F o0 . r sl 0 4 5 ols
e [o- L (2) Bpp—igv| oo enp (a0 - Dy
2\& /) F
0 Ve oFasis 2
+e 3}/3 8¢—§ ersm9F7 7 +cos 079 ) |. (5.48)
1

Utilizando a anticomutatividade das matrizes }’s e sabendo que (§°)?> = —.7 e (§)?> = .7,

. & & F F2 1. cos O
D= — — 4
})0 ~iav)+ F 4 (8 +2F Fz) +F2 [yz <89+ ZSinQ) smea(p} » 549)

observando que 0, [In(F>\/Fy)] = F” -+ F2 , € definindo o operador angular de Dirac %"

0 1
— 9! {f( 20019)+ : ffa(,,}. (5.50)

sin 0

Destaca-se aqui a corregdo do fator de 1/2 em relacdo a equacdo (B.2) da referéncia [5], re-
ferente a componente angular do operador de Dirac. Com isso o operador de Dirac € dado

por:
A& _ & . L 10 2
D=4 —igv)+ 9! (a, + 8r[ln(F2\/F0)]> v L, (5.51)
Fy F F
Considerando o ansatz (5.21), € observado com facilidade as equagdes de autovalor:
HWE = KW (5.52)
¥t = —ion¥e. (5.53)

Para expressar o operador (5.51) na forma matricial, considera-se a representacao do apéndice

A novamente e por simplificagcdo, define-se os operadores:

L YR 5_ Er A_ 1 cos 6
P o= S0 - ia), R= 24 (4 alnEVR)) 0= 1 (3t s ).

N 1
¢ p—

= 0 54
Fsing ® (5-54)
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logo a forma matricial do operador D é:

0 0 i(T+R) O+
" 0 0 i®O—d i(T-R
D= o L (5.55)
i(T—R) —(i®+P) 0 0
—i®+d (T+R) 0 0

Por simplificagdo, considerando um spinor genérico qualquer ¥¢, onde suas componentes po-
dem ser chamadas de a;, com j = 1,...,4, a equagdo de Dirac (5.6) resulta no sistema de quatro

equacoes diferenciais de primeira ordem e acopladas, dadas por:

(5.56)

Tomando a primeira e a segunda equacdes do sistema (5.56) e substituindo as componentes do

spinor ! obtém-se:

F! F/ Fi&7 Fi&z
§7+76 | 2+-L ) —i—Z(0+qV)—i—=Kk—Fizu =0 5.57
rz+zr<F2+2FO> i@tV —ip 1z (5.57)
F! F! Fi&z Fi&z
&7 +z6 | 2+-L ) +i—Z(0+qV)—i—Kk—Fz7u=0 5.58
w7+ 2&r F2+2F0 +i Fy (w+qV)—i 5 1zu =0, (5.58)

somando e subtraindo estas equagdes € obtido o par de equagdes diferenciais,

K K £y £
P! 24 0Py |k—= V —UFP=0 5.59
€ +8r(F2+2F0) +F2 {K FOSr(a)Jrq )}Q 1 (5.59)
F, Fj F F
/ 2 0 1 2
P+ - = +qV —uFhQ=0. .
&0 +£r( 2+2 0) . {K‘ 08,(0) q )]Q uFiQ=0 (5.60)

Destacando aqui que as equacoes (5.34), (5.35), (5.59) e (5.60) s6 serdo invariantes
sobre reflexdo r — —r, caso o produto &(® + gV) mantenha o mesmo sinal, o que implica na
escolhag =—1— w=—weV(—r)=—V(r). De posse do par de equagdes acima, juntamente
com as equacdes (5.34), (5.35), (5.38) e (5.43), (5.59) e (5.60) o sistema que representa o

modelo EDM esta completo.
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5.8 Uma solucao analitica

De maneira geral a solucao do conjunto de equacdes que descrevem o modelo EDM
¢ numérica, porém, para o caso simplificado em que considera-se o limite em que o par de
férmions apresentam carga e massa proximas de zero, ou seja, ® = g = U = 0 e considerando
também que em uma geometria esfericamente simétrica sempre € possivel escrever F(r) = r.

Com essas simplificagcdes, o conjunto de equagdes de Einstein fica:

F/ F (1 F\ Ff—1 3V? 4x(Q*—P)F} 0

R R\r F 2r2 2F} r B

1/1 F\ F2 V72

= 1) L =0 5.61
r <2r Fl) 2r? * 2F¢ 60D

2F, 1—-Fr V7
=0 — +F—02+8F1(PQ’—QP’):O.

rFy r
Sabendo que o comportamento das solu¢des para as funcdes da métrica devem obedecer o
limite assintético que recupera o espaco de Minkowski, € estabelecida as condicdes limites
Fp(oo) = Fi (o) = 1. Para g = 0 em (5.43), ¢é facil ver que o termo do lado esquerdo é constante.

Utiliza-se esse fato para desacoplar o sistema de equacdes (5.61). Desta forma, sabe-se que:

CiFoF,
I
v/ =0

(5.62)

r

Pela relagdo (5.47), para g = 0, obtém-se a constante C; = Q,, onde Q, nessa situagdo € a carga
intrinseca contida na garganta do wormhole. Substituindo a expressdo (5.62) e isolando F na

equacgdo do meio do sistema (5.61), obtém-se:

A (02-7)
Fl=—+—=¢—"F 5.63
PR B (5.63)
essa equacao por sua vez, tem como solugao,
1
Fi(r) = 7 — (5.64)
=z 142
r r

Aplicando a condi¢do de contorno que sobre a garganta a fun¢ado radial da métrica diverge [16],

2
ou seja, F(rg) — oo, obtém-se uma constante de integracdo C; = —rg — %’, resultando numa

fun¢do Fj(r) dada por:

Fi(r)= ! . (5.65)

Jo-2)(1-Z)
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Para encontrar a solu¢do da componente temporal da métrica Fy(r), serd necessario a consideragio

do par de equacdes de Dirac (5.59) e (5.60), para ® = g = 4 =0, logo:

FE F F
P24+ 9 )prk—0=0 5.66
+(F2+2F0) + FZQ (5.66)

F! F F

/ 2 0 1
2,0 K—P=0 5.67
Q+(F2+2FO)Q+ 2 , (5.67)

multiplicando a de cima por Q e a de baixo por P e somando ambas, obtém-se:

KF|

oP-PQ= T(Q2 —P?). (5.68)

Substituindo a equacdo para o potencial (5.62) na primeira e terceira equacoes de Einstein em

(5.61), juntamente com a substituicdo da relagdo (5.68) também na terceira equacdo de (5.61),

obtém-se:
KR (1 FH F2—1 B 302F} B 4x(Q* — PY)F? 0 (5.60)
F F\r F 2r2 2rt r
2F, 1—F? Q!)? F’x
_0 + 2 1 + Qe41 + 8 1 (Q2 _PZ) — 0’ (570)
rky r

dividindo a segunda equagdo por 2 e somando com a primeira, € obtida a equacdo diferencial

desacoplada para Fp, dada por:

2 F/ Q2F2
F'+|=—2L|\F-=L1F=0. 5.71

Esta equacdo por sua vez, tem como solugao,

Qero—r )

Fy(r) = cjcos |2arctan =
ro(ror — Q%)

+ ¢y sin [2arctan ( Qevro =1 )] , (5.72)

ro(ror — Q%)

onde ry > Q.. Considerando um angulo genérico qualquer 6 = arctan (Qe(— %) , e utili-
ro(ror—0;

zando as relacdes do triangulo retangulo, observa-se:

2

0. /4 ror/1— 9

r ror
Y (5.73)

e cosO =

sinf@ =
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Desta forma, utiliza-se as relagdes trigonométricas cos (20) = cos? (26) — sin? (26) e sin260 =

2cos0sin0,
2
2+Q2 2 QZ 2r0Qe\/<r_}’(')_1> (1_%)
v
cos (20) = 5—== <1 - 2”)—2) e sin(20) = — , (5.74)
rO_Qe (rO+Qe)r rO_Qe
com isso a solucgdo (5.72) pode ser escrita como:
2r0Q; ) (Fo ) ( Q(%)
Fy(r)= l———5— ——1)1—==. 5.75
oir)=e ( (r3+0%)r e r ror (5.75)

Para que a solucgdo seja real, c; = 0, pois r9 < r. Sabendo que o Wormhole une duas regides
assintoticamente planas, como ja mencionado, sabe-se que as fun¢des da métrica devem recu-
perar Minkowski para valores extremos de r , isto €, em r — oo, Fy = 1, concluindo que ¢; = 1.

Logo a solugdo para Fp fixando suas constantes é:

M 202
Fo(r)=1——onde M = zQeroz‘ (5.76)
r ry+ 0
Com isso o elemento de linha encontrado como solugao é dado por:
2 2
M d
ds? = — (1 - —) dr* + 12 (5.77)
’ (1 _ @) _Q
r ror
Substituindo estes resultados na equagao para o campo de (5.62),
M
0 ==
V'(r)== r (5.78)

_2 )
g (1-7) (1- [
r l’()r
que tem como solugao

_ 20.r0 1o 02\ M ro 0’
o= 22 - (- Z) -2 0-) (). e

Para encontrar as funcdes que descrevem os férmions, considera-se as equagdes (5.66) e (5.67),

onde as mesmas representam um sistema de equacdes diferenciais acopladas de primeira ordem.
Para F(r) =r,
| ¢ F
P+(-+-2)P+k—L0=0 (5.80)
r 2K r

1 F F
o'+ (—+—° )Q+ K—P=0. (5.81)
r 2K r
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1

Para descoplar, considera-se a defini¢do h(r) = o + - e multiplicagdo de ambas pelo fator

— 2k
integrante e4("),

AP + ADR(r) P+ eA(’)MQ =0
r
(5.82)
ANQ + A0+ A Ep g,
r
observando que:
£ (0P) = AN ()P AP (5.83)
(r)
(0py+ S FK G g
r
(5.84)
(r)
gy + Ky,

r

reescrevendo estas equagdes dem termos das novas varidveis Y (r) = ApeXx (r)= AQ,

Fix

Y’(r)—l—TX(r) =0
(5.85)
X'+ Xy () =0

A solucdo deste conjunto de equagdes € dado por:

( 2
=e

ror

/1T
@ (5.86)

Y(r) = cpsinh |2xarctanh | ——= | |, onde k= =+I

1T
\ r

X(r) = cjcosh |2k arctanh

Lembrando que o cosh 8 é uma fun¢do par e o sinh 6 é uma funcio impar, pode-se reescrever a

solucdo como:

S Qe
X(r) =cjcosh(20) e Y(r) =cysinh(26), sendo 6 = arctanh | ~——2 (5.87)
1=-h

r

Das relagdes da trigonometria hiperbélica, tem-se que cosh (20) = cosh? 8 +sinh? 6 e sinh (26) =
2sinh O cosh @ e sabendo também que a soma e subtracdo das solugdes (5.92) também sdo
solugdes, obtém-se:

X(r)£Y(r) = co(cosh 8 & k'sinh 6)2. (5.88)
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Analisando o argumento 0 utilizando a trigonometria hiperbdlica, obtém-se:

— 02 _ 2
sinhf = " =% ¢ coshp =, [T (5.89)
02—, 0 0 —r, 0
Por outro lado, por comparacdo das equagdes (5.83) com a equacdo (5.82), obtém-se:
A'(r)=h(r) = A'(r)—iol—1 =0 (5.90)
n 2F0 r - .

esta equagao tem como solucao:

In|r(rg+0 )(1—)
A(r)=cye ' :clr\/l—A—4. (5.91)
r

Sendo X (r) =X (r) =Y (r) e X(r) = X(r) + Y (r), a solugo para as fungdes dos férmions € dada

2
‘ll_Q__ /1_r_0
7 r()r

1__
/| Q2 /1_@
X
Q(r):eA(r) \/17
\ r

Com isso a solugdo do sistema de equacdes estd completo. E importante destacar que as funcdes

por:

) (5.92)

dos férmions em (5.92) ndo sdo normalizados, isto é, Q(r) ndo se anula para r — c. Outro
detalhe importante € que a solu¢ao em (5.77) recupera a solugdo extremal (Q, = M) de Reissner-

Nordstrom quando Q, — rg, amplamente reconhecida na literatura e mencionada na introducao.

5.9 Analise da solucao de Einstein-Dirac-Maxwell

Com a proposta de analisar as propriedades geométricas da solugdo (5.77), serdo
utilizados os critérios apresentados na secdo 2.5, baseados no trabalho [16]. Esses critérios
baseiam-se principalmente na existéncia de uma garganta (raio minimo ry), na auséncia de hori-
zontes de eventos e na condicao de flaring out. Desta forma, iniciamos essa anédlise comparando
a métrica de Morris-Thorne (2.120) com (5.77), para avaliar a funcdo shape,

2 2 2
o) (1= (1_9) - (5.93)

r r ror )
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Sabendo que a condic¢do para existéncia de uma garganta é b(ry) = rp, temos que:

2 2
b(}’()):ro—l—%—%:
1o ro

1o, (5.94)

comprovando assim a existéncia de um raio minimo. Para analisar a condicdo de flaring out

(o' (rp) < 1), é necessdrio derivar a expressdo (5.93), resultando em:
RN
b (I"O) = r_2 <l = |Qe| <rg. (5.95)
0

Esse resultado impde a condi¢do para a formacdo de uma garganta. A proxima
condicdo a ser seguida pela solucdo (5.77) € a auséncia de um horizonte de eventos, para isso, a
andlise € feita sobre a fungdo de red shift, na qual a mesma nao pode ser nula, ou seja, e2®() #£0.

Portanto, temos a relagdo:

2
22 — (1 — A—4> . (5.96)

r

Para que a funcdo acima se anule, a massa tem que ser igual ao raio r, mas pela
propria definicdo da massa em (5.76), sabemos que M < Q,, implicando na condicdo M < ry.
Por tltimo, € facil ver que as fungdes radial e temporal da métrica recuperam Minkowski quando
r — oo, resultando num espaco assintoticamente plano.

Sabemos que a condi¢do de energia nula (NEC), impde que 7,vk*k" > 0. Essa
condicdo, para métricas esfericamente simétricas, resulta em p + p, > 0, onde isso se resume
aT!+T! > 0. Os indices mistos no tensor de energia-momento facilitam os cdlculos na parte

eletromagnética, pois as mesmas se cancelam. Do tensor de energia-momento (5.31), temos:
T +T =4¢.F (PPQ—Q'P). (5.97)

Dessa forma, como Fj (r) é sempre positiva, precisamos calcular o termo P'Q — Q'P
explicitamente, para analisarmos seu sinal. Das funcio dos férmions P(r) e Q(r)* dadas em

(5.92) temos:

(07 —r5)?

2 2 ’
o0 (003 -222) (1) ()

PO-QP=— (5.98)

2 _ _ Kro
Para uma constante ¢, = e Qi) [4].
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Observa-se que todos os parametros dessa expressao sao positivos, mas com um
sinal negativo global, resultando na viola¢do da condicao de energia nula. Para uma melhor

visualizacdo dessa condicao, verifica-se o comportamento do gréfico abaixo,

0.05 .
0.00 ——
— Qe=0.2
Qe =04
~0.05}
5 — Qe=06
g — Qe=08
-0.10} &
~0.15}
-0.20 : : :

1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5

j
Figura 4: Representacao da condicao de energia nula (NEC) proximo a garganta (ro = 1) do
buraco de minhoca.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O gréfico acima, permite analisar a condi¢ao de energia nula (NEC) para diferentes
valores da carga elétrica Q.. Os resultados assumem os valores esperados, pois nas proximi-
dades da garganta r = ry, todos apresentam valores negativos, assim como previsto na secao
2.5. Importante destacar que o grafico € crescente a medida que r aumenta, crescendo assin-
toticamente a zero. Essa caracteristica se da pelo fato de que a fonte exdtica que sustenta essa
geometria estd localizada nas proximidades da garganta.

Mesmo que as contribui¢des diretas do campo eletromagnético se cancelem na
composicdo p + p,, a carga elétrica tem funcdo fundamental na curvatura do espago tempo,
pois na medida que a mesma cresce, percebe-se a suavizagao da violacdo da NEC. Destacando
também o seu caso limite, quando Q, — ro = 1, representando o caso extremal da solugdo de
Reissner-Nordstrom.

Mesmo que os resultados apresentados nessa secdo tenham saido como previsto
pela teoria de Morris-Thorne, destaca-se aqui a analise geométrica feita, pois percebemos que a
condicdo, necessdria para existéncia de uma garganta regular, é controlada pela carga do buraco
de minhoca Q, < ry, ja a garantia de que essa estrutura seja atravessavel, pela auséncia de um

horizonte de eventos, ¢ dada por M < ry.
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Como foi visto nessa secdo, o modelo Einstein-Dirac-Maxwell apresenta uma ca-
racteristica curiosa, pois na mesma, a “matéria comum’ apresenta caracteristica exdtica. Para
explorar essa propriedade, tentamos estender essa teoria para novas geometrias. Sabendo que
dependendo do parametro regularizador da solucdo de Simpson-Visser, a mesma exige uma

fonte exdtica, desta forma, tentaremos uma fonte de Dirac-Maxwell na geometria de SV.

5.10 Solucao de Simpson-Visser na teoria EDM

A solucdo de Simpson-Visser representa uma familia de solugdes relevantes das
equacOes de Einstein [25]. Esta por sua vez permite a interpolacdo continua entre as geome-
trias de buracos negros regulares e wormholes. Desta forma, é natural investigar se teorias
gravitacionais acopladas a campos fundamentais como na teoria EDM, admitem solucdes desta
natureza.

A escolha da solu¢@o de Simpson-Visser foi motivada por seu papel de interpolagcdo
entre BHs regulares e WHs atravessdveis. Sabendo que em certas condicdoes do parametro
regularizador “a”, a condi¢do de energia nula NEC € necessariamente violada, necessitando
assim de fontes exoticas para sustentar tal geometria. Como o modelo EDM mostrou que fontes
fermidnicas podem apresentar o comportamento de matéria exdtica, investiga-se a solugdo de
Simpson-Visser no contexto da teoria EDM.

O caso limite da solugdo (5.77) onde Q, — ro e recupera a solucao de Reissner-
Nordstrom também implica na anulacdo das funcdes de onda dos férmions, o que leva a um ten-
sor de Energia-Momento de Dirac nulo, ou seja, T‘EIVJ) = 0. Essa anulacdo da contribui¢do de Di-
rac na fonte implica na inexisténcia de solucdes de Black Holes na teoria EDM. A interpretacao
fisica deste fato é que no colapso gravitacional, as nuvens de particulas de spin 1/2 desaparecem
dentro do horizonte de eventos [26][27]. Desta forma, sabemos que solucdes do tipo:

dr?

2 2 2 2

= _F - Q .

ds o(r)dt”+ o) 4+ r°dQ”, (5.99)

nao sdo permitidas. Com o intuito de encontrar novas solu¢des do sistema de equagdes da teoria
EDM, tentou-se solug¢des do tipo Simpson—Visser, isto €, solu¢des dadas da forma:
2

d
ds* = ~Fy(r)di* + —— + (? +a*)dQ>. (5.100)
Fo(r)

As solugdes de Simpson—Visser, foram introduzidas na literatura no estudo de geometrias re-

gulares, ou seja, sem singularidades. Um fato importante das solugdes SV é que as mesmas
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podem representar diferentes geometrias de acordo com o parametro a em (5.100). Isto é, es-
tas solucdes podem representar um buraco negro de Schwarzschild (@ = 0), um buraco negro
regular (0 < a < 2M) e um buraco de minhoca atravessavel (a > 2M) [25]. Como a solucdo de

SV pode representar um buraco de minhoca atravessavel, esta poderia ser uma possivel solucao

do modelo EDM, porém ndo é. Para observar isso, faz-se a consideragdo Fy(r) = %(r) nas
equagdes do modelo, gerando as seguintes equacoes:
F 1 (F\> BR 1 (V)
—+-\= + - + =0 5.101
F 2 (F2 RFy 2F}F}  2F} 10D
KRR (R > F L 3V 4P -0Y) (5.102)
Fy FRFR \F/) 2F} 2FF 2F; BRF; '
F'F! F/2 1 V/Z 4(PO' — OP'
0242 —— —+—— (PO -0P) _,, (5.103)
koF, 2F; 2FF;  2F; F
Utilizandoas as equacdes dos férmions e do potencial, estas equagdes podem ser combinadas
gerando,
F! FE! QZ _ F2 1
F’+<—2—|——2)Fo+( ¢ 2)_:0 (5.104)
""\F 2R 2F5F) ) Fo
2F! (F/>2 QZ
F+ 2R+~ — =2 =0 5.105
"R R RF 10

sabendo que F»(r) = v/ + a2, estas equagdes apresentam solugdes diferentes para a mesma

fungdo Fy(r), sendo estas dadas por:

2 2 /2 2
R(r) = \/1+a—2+Q—§+—a T (5.106)
r r r
\/(Qg arctan (L) —aCy)? +2a*Q%C,
F(r) = : (5.107)
aQe

que sdo completamente independentes uma da outra. Isto representa na afirmacdo de que
para Fy(r) = FIL(r), o sistema perde graus de liberdade e fica inconsistente, implicando na nao

existéncia de solucdes do tipo SV para o modelo EDM.
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6 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

De modo geral, o conjunto de equacdes geradas pelo modelo, ndao tem solucdo
analitica, mas para a situagdo extrema onde considera-se spinores com massa € carga proximas
de zero, obtém-se simplificacdes ao sistema que a partir dai foi resolvido. A solugdo obtida
tem relacdo direta com a solu¢do de Reissner-Nordstrom, evidenciando assim sua importancia
fisica.

Em particular, foram analisadas possiveis solugdes do tipo Simpson-Visser para o
modelo EDM, sucedendo na impossibilidade de tais resultados. Desta forma, a solu¢do de
Simpson-Visser foi, portanto, utilizada como parametro de comparacao, permitindo avaliar as
limitagOes da teoria. Esse resultado, nos permite concluir que, no contexto da Relatividade
Geral, mesmo que considerando fontes compostas por campos fisicos fundamentais, nada nos
garante que diferentes geometrias sdo admissiveis.

Os resultados obtidos neste trabalho ndo visam a proposi¢dao de novas solugdes
inéditas, mas sim a sistematizacdo do formalismo necessdrio para o estudo de wormholes na
teoria Einstein—Dirac—Maxwell e a identificacdo explicita das limitagdes do modelo no que diz
respeito a existéncia de determinadas geometrias. Nesse sentido, a dissertacdo fornece uma
base tedrica solida para investigacOes futuras.

Uma extensdo natural para os trabalhos futuros, consiste na investigacao do modelo
EDM em cendrios geométricos menos restritivos. Desta forma, pretende-se analisar a simetria
cilindrica, pois considera-se plausivel solucdes do tipo black string sustentadas pelo modelo.
Esse tipo de andlise possui relevancia tanto tedrica quanto fenomenoldgica, pois conecta pro-
priedades geométricas do espaco-tempo a efeitos fisicamente mensurdveis, especialmente as
Forcas de Maré e sua termodinamica topoldgica.

Por fim, uma generalizaciao conceitualmente relevante do modelo EDM consiste na
substituicao do eletromagnetismo linear por teorias de eletrodindmica ndo linear, bem como na
introducdo de campos fermidnicos ndo convencionais, como os espinores do tipo Elko. Esses
campos apresentam propriedades dindmicas distintas dos espinores de Dirac usuais e surgem

como candidatos naturais em cendrios de gravitacdo modificada e matéria escura.
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APENDICE A - TOPICOS ESSENCIAIS DE TEORIA DE GRUPOS

Definicao: Um conjunto de elementos G= {a, b, ¢ ... } é denominado grupo em

relacdo a uma operacao (*) se seus elementos seguem as seguintes propriedades [28]:

1. Ya,b € G,axb = c € G (Fechamento)

2. Ya,b,c € G(axb)xc=ax(bxc) (Associatividade)

3. Je € G|Va € G,a* e = e xa = a (Elemento identidade
4. Ya € G,3a""|axa! = a~! ¥ a = e (Elemento inverso).

Definicao: Sendo a e b dois elementos de G, se a*b = bxa, diz-se que G é um
grupo Abeliano.

Definicao: Um grupo é denominado discreto/ continuo se seus parametros forem
discretos/continuo.

Definicao: Um grupo é denominado como Grupo de Lie se os parametros desse
grupo sao continuos.

Os geradores de um Grupo de Lie podem ser escritos em termos de uma exponen-

cial,

D(a) = ¢@Xi (A.1)

onde X; sdao os geradores do grupo. A unidade imagindria i € convencional, uma vez que os
geradores podem ser hermitianos ou nao [28].

Definicao: Dois grupos A e B sao ditos isomorficos se Va; € A estd relacionado a
um e somente um elemento Vb; € B.

Definicao: Dois grupos A e B sdo ditos homomorficos se existem pelo menos dois
elementos a;,a; € A que estdo relacionadoo a um elemento Vb; € B.

Definicao: Uma representacdo de um grupo € a forma explicita em que escreve-se
elementos abstratos de um grupo, podendo estas ser representadas por nimeros, exponenciais,
matrizes, etc [7]. A representacdo D(a) de um elemento a pertencente a um grupo G qualquer

tem uma relac@o de isomorfismo com este elemento, desta forma, ela deve seguir:
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1. D(RS) = D(R)D(S),VR,S € G;
2. D(R"Y=[D(R)]"',VR € G;
3. D(E) =1, onde E € o elemento identidade.

Definicao: Duas representagdes matriciais de um grupo D(G) e U(G) sdo denomi-

nadas equivalentes se VR € G, existe a transformacao de similaridade:

U(R)=S"'D(R)S (A.2)

Definicao: Uma representacdo matricial é denominada redutivel se esta pode ser

escrita como:

D(R) = (A.3)

ou seja, na forma de uma matriz diagonal.
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