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Resumo

Baseados no recente trabalho de Andrews e Bryan [2], apresentamos uma

nova demonstração do famoso teorema de Grayson [4], que descreve o com-

portamento assimptótico de curvas planas fechadas e simples evoluindo pelo

fluxo da curvatura. A demonstração representa uma simplificação notável em

relação aos métodos anteriores e consiste em normalizar o fluxo de forma a

preservar o comprimento (igual a 2π). Feito isto, estabelece-se uma desigual-

dade isoperimétrica que controla inferiormente o comprimento de cordas em

termos do comprimento dos arcos correspondentes e do tempo decorrido.

Essa estimativa é precisa o suficiente para permitir controlar uniformemente

a curvatura ao longo do tempo, o que implica, sem muitas dificuldades, que

a curvatura do fluxo normalizado converge uniformemente na topologia C∞

para a função identicamente igual a 1.

Palavra-chave: fluxo pela curvatura, geometria, desigualdade isoperimétrica



Abstract

Based on the recent work by Andrews and Bryan [2] we present a new proof

of the celebrated Grayson’s theorem [4], which describes the asymptotic be-

havior of simple curves evolving by the curve shortening flow. The proof

represents a remarkable simplification over the previous methods and consist

of normalizing the flow in order to preserve the length (equal to 2π). It is

then established an isoperimetric inequality which provides a lower bound

for the length of chords in terms of the corresponding arcs and elapsed time.

This estimate is sufficiently strong to uniformly control the curvature in time,

implying, without many difficulties, that the curvature of the normalized flow

converges in the C∞ topology to the function identically equal to 1.

Word-Keys: curve shortening flow, geometry, isoperimetric inequality
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Caṕıtulo 1

Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar o comportamento assimptótico de

curvas planas simples evoluindo pelo fluxo da curvatura. Mais precisamente,

seja F̃0 : S1 → R2 uma curva plana que suporemos simples (isto é, sem auto-

intersecções). Diz que F̃0 evolui pela curvatura se existe, para algum ε > 0,

uma aplicação F̃ : [0, ε) × S1 → R2 satisfazendo o PVI (problema de valor

inicial)  ∂F̃
∂τ

= −k̃Ñ
F̃ (0, ·) = F̃0(·)

(1.1)

onde k̃(τ, ·) é a curvatura e Ñ(τ, ·) é o vetor normal unitário à curva em

F̃ (τ, ·), que escolhemos apontando para fora da região limitada pela curva.

Neste caso, diz-se que F̃ é uma solução (local) do fluxo da curvatura.

Utilizando a Teoria de Equações Parabólicas mostra-se que o PVI acima

possui uma solução maximal no tempo, digamos F̃ : [0, T̃ )× S1 → R2, para

qualquer curva inicial F̃0 simples; veja Teorema 2.1 abaixo. Mais ainda, como

aplicação do Prinćıpio do Máximo, verifica-se que, ao longo da evolução,

a curva permanece simples e contrai-se em tempo finito a um ponto, no

sentido que sua área se anula quando τ → T̃ . Determinar o comportamento

assimptótico da curva quando τ → T̃ , porém, é tarefa deveras complicada que

12



Introdução 13

foi completamente resolvida por M. Grayson, conforme explicado no teorema

abaixo, que é o principal resultado deste trabalho.

Teorema 1.1 Se aplicarmos uma homototia a uma solução F̃0 do fluxo da

curvatura (1.1) de tal modo as curvas da evolução possuam a mesma área

então as curvas deste fluxo normalizado convergem para um ćırculo na topolo-

gia C∞. Em palavras, o fluxo da curvatura contrai qualquer curva fechada

simples em tempo finito para um ponto, tornando-a circular ao final da

evolução.

Até recentemente, as demonstrações dispońıveis deste resultado, que des-

creve precisamente o comportamento assimptótico de soluções de uma equa-

ção parabólica não-linear, em geral dependiam de resultados extremamente

técnicos na teoria das equações de evolução geométricas (classificação de sin-

gularidades, fórmulas de monotonia, desigualdade de Harnanack, etc.) Re-

centemente, porém, Andrews e Bryan [2] apresentaram uma demonstração do

teorema de Grayson que evita inteiramente o uso destas técnicas sofisticadas

e deduz diretamente o resultado a partir de uma desigualdade isoperimétrica

para uma versão normalizada do fluxo. Mais precisamente, o passo inicial

na demonstração é aplicar uma homotetia conveniente às curvas do fluxo

da curvatura de tal modo a preservar o comprimento (fazendo-o igual a 2π,

digamos) ao longo da evolução. Estabelece-se então, para qualquer solução

deste fluxo normalizado, uma desigualdade isoperimétrica que controla in-

feriormente o comprimento de cordas em termos do comprimento dos arcos

correspondentes e do tempo decorrido; veja Teorema 3.1 abaixo. Esta esti-

mativa é precisa o suficiente para garantir um controle uniforme, isto é, in-

dependente do tempo, para a norma C0 da curvatura do fluxo normalizado;

veja Teorema 4.1 abaixo. A partir dáı, é relativamente simples verificar que

a curvatura do fluxo normalizado converge, na topologia C∞, para a função

identicamente igual a 1, e o Teorema de Grayson resulta imediatamente.



Caṕıtulo 2

Geometria de curvas e o fluxo

da curvatura

Neste caṕıtulo recordamos os fatos básicos da geometria de curvas planas.

Além disso, apresentamos o fluxo da curvatura e discutimos suas propriedades

fundamentais.

2.1 Curvas planas

Seja I ⊂ R um intervalo. Uma curva parametrizada em R2 é uma

aplicação α : I → R2 suave e regular. Aqui, suavidade significa que α possui

derivadas de todas as ordens em todos os pontos de seu domı́nio, enquanto

regularidade siginifica que αu(u0) 6= 0 para qualquer u0 ∈ I. Note que isso

implica em particular que podemos definir a reta tangente a α em todos os

seus pontos.

Diremos que α : J → R é uma reparametrização de α se vale α =

α ◦ h para algum difeomorfismo crescente h : J → I entre intervalos da

reta. É conveniente identificar curvas parametrizadas que diferem por uma

reparametrização h como acima, de forma que somente estaremos interes-

sados em propriedades do traço de α, α(I) ⊂ R2, que não dependem da

14



Geometria de curvas e o fluxo da curvatura 15

parametrização utilizada. O objeto que resulta desta identificação será chamado

de curva plana ou simplesmente curva.

Lembremos que um movimento ŕıgido em R2 é uma aplicação φ : R2 → R2

da forma

φ(x) = Ax+ b, x ∈ Rn,

onde A ∈ SO(2) é uma matriz ortogonal com determinante unitário e b ∈ R2.

Se ν = |αu| > 0 é a velocidade de α então é fácil verificar que a integral

L[α] =

∫
νdu,

o comprimento de α, não depende da parametrização utilizada para cal-

culá-lo e é invariante por movimentos ŕıgidos. Se α : I → R2 satisfaz

|αs(s)| = 1 para qualquer s ∈ I, o que sempre pode ser obtido por meio

de uma reparametrização, diremos que α é parametrizada pelo comprimento

de arco e que s é o parâmetro comprimento de arco para α. De posse de

tal parametrização, denotaremos por T = αs o vetor tangente unitário a α.

Note que, como a terminologia dá a entender, T possui norma unitária.

Fixemos a orientação canônica em R2. O vetor normal unitário N a α é

completamente determinado pelas seguintes condições: i) |N| = 1; ii) a base

{T,N} determina, nesta ordem, a orientação oposta à orientação fixada em

R2. Logo, {T,N} define um diedro móvel ao longo de α.

Uma curva α é dita ser fechada se seu domı́nio é o ćırculo unitário S1, ou

seja, α : S1 → R2. Além disso, α é simples se não possui auto-intersecção.

Note que com a nossa convenção, a normal unitária de uma curva simples,

percorrida no sentido anti-horário, sempre aponta para fora da região limi-

tada determinada pela curva.

Resulta de |T| = 1 que 〈Ts,T〉 = 0 e assim existe uma função suave

κ = −〈Ts,N〉 : I → R,

a curvatura de α.
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Note ainda que 〈T,N〉 = 0 implica 〈Ns,T〉 = −〈N,Ts〉 = −κ, e assim

valem as equações de Serret-Frenet:.
αs = T

Ts = −κN

Ns = κT,

O Teorema Fundamental das Curvas [1] garante que a curvatura deter-

mina completamente a curva a menos de movimentos ŕıgidos. A demons-

tração usa as equações de Serret-Frenet. Além disso, estas equações permitem

determinar o comportamento local de uma curva. Com efeito, expandindo

α = α(s) em série de Taylor em torno de s0 ∈ I temos:

α(s) = α(s0) + (s− s0)T(s0)−
(s− s0)

2

2
κ(s0)N(s0)−

−(s− s0)
3

6
(κ′(s0)N(s0) + κ(s0)

2T(s0)) + o(|s− s0|4). (2.1)

Isto mostra em particular que a curvatura determina, localmente, quanto α

afasta-se de sua reta tangente.

2.2 Evolução pela curvatura

Em muitas situações de natureza prática, uma curva plana fechada e sim-

ples aparece como modelo matemático de uma interface, ou membrana, que

separa dois meios f́ısicos de constituições distintas. A interação entre esses

dois meios determina a evolução da membrana ao longo do tempo através

de uma lei que especifica a velocidade instantânea com que cada ponto da

membrana se move. Passemos agora a definir o conceito matemático que

descreve uma evolução deste tipo.

Definição 1 Seja F̃0 : S1 → R2 uma curva fechada, não necessariamente

parametrizada pelo comprimento de arco. Uma variação de F̃0 é uma aplicação

suave F̃ : (−ε, ε)× S1 → R2 satisfazendo:
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1. F̃ (0, u) = F̃0(u) para qualquer u ∈ S1;

2. Para qualquer τ ∈ (−ε, ε) a aplicação F̃ τ : S1 → R2, dada por F̃ τ (u) =

F̃ (τ, u), define uma curva fechada regular.

Uma variação de G0 descreve portanto uma famı́lia a um parâmetro de

curvas, dependendo de τ ∈ (−ε, ε), e que ‘passa’ por F̃0 quando τ=0. O

parâmetro τ pode ser visto como o tempo ao longo da qual as curvas da

variação evoluem. Como deformações tangentes às curvas de uma variação

podem ser incorporadas a reparametrizações, que certamente não afetam a

geometria das curvas, descrever uma variação é em prinćıpio equivalente a

fornecer sua lei de evolução:
∂F̃

∂τ
= gÑ, (2.2)

onde

g(τ, u) =

〈
∂F̃

∂τ
(τ, u), Ñ

〉
, (τ, u) ∈ (−ε, ε)× S1,

é a função variacional. Aqui, {T̃ , Ñ} é o diedro móvel ao longo de F̃ .

O lema seguir determina a evolução de invariantes de curvas ao longo de

uma variação.

Lema 1 Se k̃ é a curvatura de uma variação como acima temos:

1. A velocidade ν evolui de acordo com

∂ν

∂τ
= νgk̃.

2. (Fórmula da primeira variação do comprimento)O comprimento L evolui

de acordo com
∂L

∂τ
=

∫
gk̃ds. (2.3)

Demonstração: Pela regra da cadeia, as equações de Serret-Frenet podem

ser reescritas em termos do parâmetro u como:
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G̃u = νT̃

T̃u = −νk̃T̃
Ñu = νk̃T̃

Dáı,

∂

∂τ
(ν2) =

∂

∂τ
〈F̃u, F̃u〉

= 2

〈
F̃u,

∂F̃u
∂τ

〉

= 2

〈
T̃u,

(
∂F̃

∂τ

)
u

〉
= 2〈νT̃ , (gÑ)u〉

= 2〈νT̃ , guÑ + g(νk̃T̃ )〉

= 2ν2gk̃,

e isto demonstra o primeiro item. Para o segundo, note que

∂L

∂τ
=

∫
S1

∂ν

∂τ
du =

∫
S1

gk̃νdu =

∫
gk̃ds,

como desejado.

�

Note que, se quisermos deformar uma curva ao longo de uma variação

de maneira que seu comprimento diminua de forma mais eficiente posśıvel,

devemos fazê-lo de modo que g = −k̃ em (2.2). Isto dá origem ao fluxo da

curvatura:  ∂F̃
∂τ

= −k̃Ñ
F̃ (0, ·) = F̃0

(2.4)

onde F̃0 é uma curva fechada previamente conhecida. Devemos pensar neste

sistema de equações como um PVI (problema de valor inicial), ou seja, a curva

F̃0 é dada de antemão e busca-se então, para algum ε > 0, uma aplicação

suave F̃ : [0, ε)× S1 → R2 satisfazendo as equações.
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Figura 1. Curva evoluindo pelo fluxo da curvatura

No Apêndice mostraremos, a partir de resultados clássicos na Teoria das

Equações Diferenciais Parciais Parabólicas, o seguinte resultado.

Teorema 2.1 Para qualquer curva inicial F̃0 simples o PVI (2.4) possui uma

única solução suave F̃ : [0, ε) × S1 → R2, para algum ε > 0. Mais ainda, a

solução existe no tempo enquanto sua curvatura permanecer uniformemente

limitada. Em particular, se T̃ < +∞ é o tempo maximal de existência da

solução então necessariamente vale

lim
τ→T̃
‖k̃(τ, ·)‖C0(S1) = +∞. (2.5)

Resulta do Teorema 5.1 que, ao longo da evolução, a curva permanece sim-

ples e contrai-se em tempo finito para um ponto, no sentido que sua área se

anula quando τ → T̃ . Um problema deveras interessante, e de natureza bas-

tante complicada, é determinar o comportamento assinptótico das soluções

de (2.4). A este respeito, o teorema a seguir fornece uma resposta completa-

mente satisfatória a esta questão.
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Teorema 2.2 (Grayson, [4]) Se aplicarmos uma homototia à solução maxi-

mal F̃ do fluxo da curvatura (2.4) de tal modo as curvas da evolução possuam

a mesma área então as curvas deste fluxo normalizado convergem para um

ćırculo na topologia C∞. Em palavras, o fluxo da curvatura contrai qualquer

curva simples em tempo finito para um ponto, tornando-a circular ao final

da evolução.

Até recentemente, todas as demonstrações dispońıveis deste resultado

utiizavam argumentos extremamente sofisticados da teoria de equações de

evolução geométricas. Recentemente, porém, conforme já mencionamos na

Introdução, Andrews e Bryan [2] apresentaram uma demonstração direta

do teorema de Grayson. O argumento consiste em normalizar o fluxo de

tal modo a preservar o comprimento das curvas e então estabelecer, como

principal ingrediente da demonstração, uma desigualdade isoperimétrica para

este fluxo normalizado que controla inferiormente o comprimento de cordas

em função dos comprimentos dos arcos correspondentes e do tempo decorrido,

conforme explicado no próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 3

Uma desigualdade

isoperimétrica para o fluxo da

curvatura

Neste caṕıtulo vamos apresentar uma desigualdade isoperimétrica para

soluções normalizadas do fluxo pela curvatura que é o principal ingrediente na

demonstração do teorema de Grayson recentemente apresentada por Andrews

and Bryan [2].

3.1 Normalizando o fluxo da curvatura

Seja F̃0 : S1 → R2 uma curva simples e F̃ : [0, T̃ ) × S1 → R2 a solução

maximal do PVI (fluxo pela curvatura): ∂F̃
∂τ

= −k̃Ñ
F̃ (0, ·) = F̃0(·)

(3.1)

onde k̃(τ, ·) é a curvatura. Pelo Teorema 2.1 tal solução existe e T̃ < +∞.

Para nossos propósitos convém normalizar o fluxo F̃ τ = F̃ (τ, ·), transfor-

mando-o num novo fluxo F : [0, T ) × S1 → R2, 0 < T ≤ ∞, de tal modo

21



Uma desigualdade isoperimétrica para o fluxo da curvatura 22

que todas as curvas F t = F (t, ·), t ∈ [0, T ), tenham o mesmo comprimento,

digamos 2π. Faremos isto definindo

F (t, p) =
2π

L[F̃ (τ, p)]
F̃ (τ, p),

onde L[F̃ (τ, ·)] é o comprimento de F̃ (τ, ·), e

t =

∫ τ

0

(
2π

L[F̃ (τ ′, ·)]

)2

dτ ′,

de modo que

T =

∫ T̃

0

(
2π

L[F̃ (τ ′, ·)]

)2

dτ ′.

Assim, t é o novo parâmetro temporal que se relaciona com o tempo original

τ através de
dt

dτ
=

(
2π

L[F̃ (τ ′, p)]

)2

.

Note que L[F (t, ·)] = 2π para t ∈ [0, T ), como queŕıamos. Mais ainda, a

curvatura k de F é

k(t, ·) =
L[F̃ (τ, p)]

2π
k̃(τ, ·) (3.2)

e os elementos de comprimento de arco são relacionados por

dst =
2π

L[F̃ (τ, p)]
ds̃τ . (3.3)

Lema 2 Denotando por {T,N} o diedro móvel ao longo de F . A curva F

evolui de acordo com
∂F

∂t
= k2F − kN, (3.4)

onde k2 = 1
2π

∫
S1 k

2ds.

Demosntração Com efeito, veja que

∂F

∂t
=
∂F

∂τ

dτ

dt
,

com

dτ

dt
=

(
L[F̃ (τ ′, ·)]

2π

)2

.



Uma desigualdade isoperimétrica para o fluxo da curvatura 23

Por outro lado,

∂F

∂τ
=

∂

∂τ

(
2π

L[F̃ (τ, ·)]
F̃ (p, τ)

)
=

(
2π

L[F̃ (τ, ·)]

)
∂F̃

∂τ
+

∂

∂τ

(
2π

L[F̃ (τ, ·)]

)
F̃

= −
(

2π

L[F̃ (τ, ·)]

)
k̃Ñ +

∂

∂τ

(
2π

L[F̃ (τ, ·)]

)
F̃

= −
(

2π

L[F̃ (τ, ·)]

)
k̃Ñ −

−
(

2π

L[F̃ (τ, ·)]

)2(
−
∫
k̃2ds̃

)
L[F̃ (τ, ·)]

2π
F (t, p),

onde usamos (2.3) com g = −k̃. Assim,

∂F

∂τ
=

2π

L[F̃ (τ, ·)]

(
−k̃Ñ +

(∫
k̃2ds̃

)
F (t, p)

)
,

e o resultado segue em função de (3.2) e (3.3), visto que N = Ñ .

�

3.2 A desigualdade isoperimétrica de Andrews

and Bryan

Seja F : [0, T ) × S1 → R2 uma solução de (3.4). Noutras palavras, F é

a normalização de uma solução maximal do fluxo da curvatura (1.1) de tal

modo que as curvas possuem, ao longo da evolução, comprimento fixo igual

a 2π. Consideremos então as funções

d, ` : [0, T )× S1 × S1 → R

dadas por

d(t, p, q) = |F (t, q)− F (t, q)|, `(t, p, q) =

∫ q

p

dst = st(q)− st(p).
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Em outras palavras, d(t, p, q) é o comprimento da corda determinada por

F (t, q) e F (t, q) e `(t, p, q) é o comprimento do arco determinado por estes

pontos. A desigualdade isoperimétrica de Andrews e Bryan [2] fornece uma

cota inferior para d em termos de ` e t. Mais precisamente, vale o resultado

a seguir.

Teorema 3.1 Seja F : [0, T )× S1 → R2 uma solução do fluxo normalizado

(3.4). Então existe t ∈ R tal que para quaisquer p, q ∈ S1 e t ≥ 0 vale

d(t, p, q) ≥ f(`(t, p, q), t− t) (3.5)

onde

f(t, x) = 2et arctan(e−tsen(
x

2
)), t ∈ R, x ∈ [0, 2π] ∼= S1.

Demonstração: Vamos inicialmente verificar que vale a desigualdade

d ≥ f(`,−t) para t suficientemente grande. Noutras palavras, existe t ∈ R

tal que (3.5) é satisfeita em t = 0. Para tanto, veja que

∂

∂t
f(t, x) = 2et

[
arctan(e−tsen(x/2)− e−tsen(x/2)

1 + e−2tsen2(x/2)
)

]
= 2eth(e−tsen(x/2)),

onde

h(z) = arctan(z − z

1 + z2
).

Note que h(0) = 0 e h′(z) = 2z2

(1+z2)2
> 0 para z > 0 e assim h(z) > 0 para

z > 0, donde ∂f
∂t
> 0, e consequentemente f é estritamente crescente em t.

Observe ainda que lim
t→∞

f(x, t) = 2sen(x/2) e lim
t→−∞

f(x, t) = 0.

Consideremos agora

a(p, q) = inf{et; d(p, q) ≥ f(`(p, q),−t)}

para p 6= q em S1. Aqui, d(p, q) = d(0, p, q) e l(p, q) = l(0, p, q). Veja

que, pelo Teorema da Função Impĺıcita, a é suave e positiva sempre que

0 < d < 2sen(`/2), e áı é dada por

d(p, q) = f(`(p, q),− log(a(p, q))). (3.6)
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O lema a seguir mostra que a estende-se continuamente para a diagonal

{p = q} ⊂ S1 × S1.

Lema 3 A função a se estende a uma função continua em S1×S1 se puser-

mos

a(p, p) =

√
max{k(p)2 − 1, 0}

2
.

Em particular, a = sup{a(p, q); p 6= q} < +∞.

Demonstração: Fixemos p e parametrizemos F0 pelo comprimento de arco

s de modo que F0(0) = p0 = (0, 0). Assim, por (2.1),

F0(s2)− F0(s1) = (s2 − s1)T (s1)−
(s2 − s1)

2

2
k(s1)N(s1)

−(s2 − s1)
3

6
(k(s1)N(s1) + k(s1)

2T (s1)) + o(|s2 − s1|4)

= ((s2 − s1)−
(s2 − s1)

3

6
k(s1)

2)T (s1)

−
(

(s2 − s1)
2

2
k(s1) +

(s2 − s1)
3

6
k(s1)

)
N(s1) + o(|s2 − s1|4),

e, uma vez que d(s1, s2) = |F0(s2)− F0(s1)|,

d(s1, s2)
2 = |s2 − s1|2

(
1− (s2 − s1)

2

12
k(s1)

2 +O(|s2 − s1|3)
)

= |s2 − s1|2
(

1− (s2 − s1)
2

12
k(0)2 +O((|s2|+ |s1|)|s2 − s1|2)

)
.

Mas `(s2, s1) = |s2 − s1|, de sorte que

d(s1, s2) = `(s1, s2)−
`(s1, s2)

3

24
(k(0)2 +O(|s2|+ |s1|)).

Por outro lado, a expansão em série de Taylor de f em x = 0 fornece

f(x,− log a) = x− 1 + 2a2

24
x3 +O(x4),

e como 2sen(x/2) = x− 1
24
x3 +O(x4), (3.6) nos dá, para k(0)2 > 1,

`−
(
k(0)2

24
+O(|s2|+ |s1|))

)
`3 = `− 1 + 2a2

24
`3 +O(`4).
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Logo,

max{k(0)2, 1} = 1 + 2a(s1, s2)
2 +O(|s1|+ |s2|),

e assim

lim
(s1,s2)→(0,0)

a(s1, s2) =

√
max{k(0)2 − 1, 0}

2
, (3.7)

e a continuidade de a em (p, p) segue.

�

Como f é monótona temos

d(p, q) ≥ f(`(p, q),− log a(p, q)) ≥ f(`(p, q),−t),

onde t = log a, e assim (3.5) vale para t = 0.

Para verificar que (3.5) também vale para t > 0 consideremos Z : [0, T )×
S1 × S1 → R,

Z(t, p, q) = d(t, p, q)− f(`(t, p, q), t− t). (3.8)

Note que Z é cont́ınua e diferenciável se p 6= q. Fixe t1 ∈ (0, T ) e escolha

C > sup{k2(t); 0 ≤ t ≤ t1}. O lema a seguir completa a demonstração de

(3.5).

Lema 4 Para qualquer ε > 0, Zε = Z + εeCt permanece positivo em [0, t1]×
S1 × S1.

Com efeito, suponha por absurdo que este não é o caso. Ora, em t = 0 e

ao longo da diagonal {(p, p); p ∈ S1} tem-se Zε ≥ ε > 0, de modo que se Zε

não permanece positivo existem t0 ∈ (0, t1] e (p0, q0) ∈ S1 × S1 com p0 6= q0

tais que

Zε(t0, p0, q0) = 0 = inf{Zε(t, p, q, t); p, q ∈ S1, 0 ≤ t ≤ t0}. (3.9)

Logo, em (t0, p0, q0) teremos

Z = −εeCt0 , ∂Z

∂t
+ CεeCt0 =

∂Zε

∂t
≤ 0, (3.10)



Uma desigualdade isoperimétrica para o fluxo da curvatura 27

Além disso, áı as derivadas espacias de primeira ordem de Z se anulam e as de

segunda ordem são não-negativas. Mostraremos a seguir que estas condições

em Z não podem acontecer simultaneamente.

Sem perda de generalidade, podemos supor que a curva F t0 é parametrizada

pelo comprimento de arco. Note que a normal unitária N foi escolhida apon-

tando para fora da região limitada pela curva. Dados ξ, η ∈ R, considere a

curva µ(u) = (p0 + ξu, q0 + ηu, t0) e calculemos:

∂

∂u
Z(µ(u)) =

∂Z

∂p
· ∂
∂u

(p0 + ξu) +
∂Z

∂q
· ∂
∂u

(q0 + ηu) +
∂

∂t

∂

∂u
t0. (3.11)

Ora,

∂Z

∂p
=
∂d

∂p
− ∂

∂p
f(`, t− t) =

∂d

∂p
−
(
∂f

∂x

∂`

∂p
+
∂f

∂t

∂

∂p
(t− t)

)
e

∂d

∂p
(t, p, q) =

∂

∂p
|F (t, q)− F (t, p)|

=
∂

∂p

√
〈F (t, q)− F (t, p), F (t, q)− F (t, p)〉

=
〈−∂F

∂p
(t, p), F (t, q)− F (t, p)〉√

〈F (t, q)− F (t, p), F (t, q)− F (t, p)〉

=
〈−∂F

∂p
(t, p), F (t, q)− F (t, p)〉

d(t, p, q)

= 〈−Tp, w〉,

onde Tp = ∂F
∂p

(t, p) e, para p 6= q,

w(p, q, t) =
F (t, q)− F (t, p)

d(t, p, q)
.

Um cálculo análogo vale para ∂d
∂q

(t, p, q), de maneira que (3.11) torna-se:

∂

∂u
Z(µ(u)) = ξ (−〈w, Tp〉+ f ′) + η (〈w, Tq〉 − f ′) , (3.12)

onde f ′ é a derivada em relação ao primeiro argumento espacial. Note que

w aponta na direção da corda F (t0, p0)F (t0, q0).



Uma desigualdade isoperimétrica para o fluxo da curvatura 28

Figura 2

Sabemos que o lado esquerdo de (3.12) anula-se em u = 0, de modo que

vale

f ′ = 〈w, Tp0〉 = 〈w, Tq0〉, (3.13)

e assim temos duas possibilidades a considerar, a saber, ou Tp0 = Tq0 6= w ou

w bissecta Tp0 e Tq0 .

Vamos inicialmente eliminar a possibilidade do primeiro caso acontecer.

Assim, suponha Tp0 = Tq0 6= w. Pela escolha que fizemos do vetor normal

unitário N , resulta que ele faz um ângulo agudo com a corda F (t0, p0)F (t0, q0)

numa das extremidas do arco de F t0 determinado por p0 e q0 e um ângulo

obtuso na outra. Assim, pontos da corda próximos de uma das extremidades

estão dentro da região determinada pela curva enquanto pontos próximos da

outra extremidade estão fora. Logo, existe um outro ponto onde a curva F t0

cruza a corda (A figura 3 ilustra estes fatos). Podemos supor que este ponto

de intersecção corresponde a s satisfazendo p0 < s < q0, de maneira que

d(p0, q0) = d(p0, s) + d(s, q0)

e

`(p0, q0) = min{`(p0, s) + `(s, q0), 2π − `(p0, s)− `(s, q0)}.
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Figura 3

Note ainda que f(·, a) é estritamente concava pois

f ′′(x) =
−senx

2
(1/2 + e2t)

(1 + e−2tsen2 x
2
)2
,

e assim vale

f(x+ y) = f(x+ y) + f(0) ≤ f(x) + f(y), x, y > 0, x+ y < 2π.

Mais ainda, f(x) = f(2π − x). Desse modo,

Z(p0, q0) = d(p0, q0)− f(`(p0, q0), a)

= d(p0, s) + d(s, q0)− f(`(p0, s) + `(s, q0), a)

> d(p0, s)− f(`(p0, s), a) + d(s, q0)− f(`(s, q0), a)

= Z(p0, s) + Z(s, q0),

donde resulta que ou Z(p0, s) < Z(p0, q0) ou Z(s, q0) < Z(p0, q0), o que

implica que Zε(p0, s) < Zε(p0, q0) ou Zε(s, q0) < Zε(p0, q0). Mas isto está em

flagrante contradição com (3.9).

Vamos agora considerar o segundo caso, ou seja, w bissecta Tp0 e Tq0 , de

modo que 〈Tp0 , Tq0〉 = cos 2θ = 2 cos2 θ − 1 e 〈Tp0 , w〉 = 〈Tq0 , w〉 = cos θ para

algum θ. Fazendo ξ = 1 e η = −1 em

∂2

∂u2
Z(µ(u)) |u=0 = ξ2

[
1

d

(
1− 〈w, Tp0〉2

)
+ 〈w, kp0Np0〉 − f ′′

]
+ η2

[
1

d

(
1− 〈w, Tq0〉2

)
+ 〈w, kq0Nq0〉 − f ′′

]
+ 2ξη

[
1

d
(〈w, Tp0〉〈w, Tq0〉 − 〈Tp0 , Tq0〉) + f ′′

]
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resulta que

0 ≤ ∂2

∂u2
Z(p0 + u, q0 + u, t0)

=
1

d
[2− 〈w, Tp0〉2 − 〈w, Tq0〉2 − 2〈w, Tp0〉〈w, Tq0〉+

+〈w, kp0Np0 − kq0Nq0〉+ 2〈Tp0 , Tq0〉 − 4f ′′]

=
1

d
[2− (〈w, Tp0〉+ 〈w, Tq0〉)2 + 2〈Tp0 , Tq0〉 −

−4f ′′ + 〈w, kp0Np0 − kq0Nq0〉]

=
1

d
[2− (2 cos θ)2 + 2 cos 2θ −

−4f ′′ + 〈w, kp0Np0 − kq0Nq0〉]

=
1

d
[−4f ′′ + 〈w, kp0Np0 − kq0Nq0〉],

ou seja,

0 ≤ 〈w, kp0Np0 − kq0Nq0〉 − 4f ′′. (3.14)

Para explorar esta desigualdade, faremos uso do resultado a seguir.

Lema 5 Ao longo do fluxo normalizado (3.4), d e ` evoluem de acordo com

∂d

∂t
= dk2 + 〈w, kp0Np0 − kq0Nq0〉 (3.15)

e
∂`

∂t
= k2`−

∫ q0

p0

k2ds. (3.16)

Demosntração: Para a demonstração, veja primeiro que

∂d

∂t
(t, p, q) =

〈∂F
∂t

(t, p)− ∂F
∂t

(t, q), Fp − Fq〉
d(t, p, q)

=
1

d
〈−kpNp + k2Fp + kqN − k2Fq − kqNq, Fp − Fq〉

=
1

d
〈(Fp − Fq)k2, Fp − Fq〉+

1

d
〈kqNq − kpNp, Fp − Fq〉

=
1

d
|Fp − Fq|2k2 + 〈w, kpNp − kqNq〉

= dk2 + 〈w, kpNp − kqNq〉,
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e (3.15) segue. Por outro lado,

∂

∂t

∣∣∣∣∂F∂p
∣∣∣∣2 = 2

〈
∂F

∂p
,
∂2F

∂t∂p

〉
= 2

〈
∂F

∂p
,
∂

∂p

(
∂F

∂t

)〉
= 2

〈
∂F

∂p
,
∂

∂p

(
k2F − kN

)〉
= 2

〈
∂F

∂p
, k2

∂F

∂p
+ F

∂k2

∂p
− ∂k

∂p
N − k∂N

∂p

〉

= 2k2

∣∣∣∣∂F∂p
∣∣∣∣2 + 2

〈
νT, F

∂k2

∂u

〉
− 2

〈
νT,

∂k

∂u
N − k2νT

〉
= 2k2ν2 − 2ν2k2,

onde ν = |∂F/∂p| é a velocidade. Assim,

∂

∂t

∣∣∣∣∂F∂p
∣∣∣∣ = (k2 − k2)

∣∣∣∣∂F∂p
∣∣∣∣

e (3.16) segue após integração.

�

A partir de (3.15) e (3.16), temos

−CεeCt0 ≥ ∂Z

∂t

=
∂d

∂t
− f ′∂`

∂t
− ∂f

∂t

= 〈w, kp0Np0 − kq0Nq0〉+ k2d− f ′
(
k2`−

∫ q0

p0

k2ds

)
− ∂f

∂t

= 〈w, kp0Np0 − kq0Nq0〉+ k2(εeCt0 + f − f ′`) + f ′
∫ q0

p0

k2ds− ∂f

∂t
,

e usando (3.14) chegamos a

− CεeCt0 ≥ 4f ′′ + k2(εeCt0 + f − f ′`) + f ′
∫ q0

p0

k2ds− ∂f

∂t
. (3.17)
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Para explorar esta desigualdade, note que f é uma função côncava, donde

(f − f ′`)′ = −f ′′` > 0 se ` > 0, donde f − f ′` > 0. Por outro lado, note que∫
S1

kds = 2π =

∫
S1

ds

e (∫
S1

kds

)2

≤
∫
S1

k2ds

∫
S1

ds,

donde k2 ≥ 1. Como ` ≤ π percebemos ainda que f ′ ≥ 0, donde, novamente

pela desigualdade de Hölder,

∫ q0

p0

k2 ≥

(∫ q0
p0
|k|ds

)2

`
ds ≥ 4α2

`
, (3.18)

onde α = ∠(w, Tp0) = 2∠(Tp0 , Tq0). Note que, por (3.13), θ = ∠(Tp0 , Tq0) =

2 arccos(f ′).

Figura 4

Seja agora

Lf = 4f ′′ + f − f ′`+ 4
f ′

`
(arccos(f ′))2 − ∂f

∂t
.

Usando k2 ≥ 1 e (3.18) temos,

Lf ≤ 4f ′′ + k2(εeCt0 + f − f ′`) + f ′
∫ q0

p0

k2ds− ∂f

∂t
,
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de modo que (3.17) pode ser reescrito como

−CεeCt0 ≥ Lf + k2εeCt0 ,

e portanto Lf < 0 pela escolha que fizemos de C.

Para finalizar a argumentação, seja h : [0, 1] → R dada por h(z) =

(arccos(z))2. É fácil ver que h é convexa, isto é, h(x) ≥ h(a) + h′(a)(x − a)

para quaisquer a, x ∈ [0, 1]. Dáı,

h(f ′) ≥ h(cos
`

2
) + h′(cos

`

2
)(f ′ − cos

`

2
) =

`2

4
− `

sen `
2

(f ′ − cos
`

2
),

e consequentemente,

(arccos(f ′))2 ≥ − `

sen `
2

(f ′ − cos
`

2
).

Dáı resulta que 0 > Lf ≥ Lf , onde

Lf = 4f ′′ + f − 4
f ′

sen `
2

(f ′ − cos
`

2
)− ∂f

∂t
,

mas isto é absurdo pois calculando temos Lf ≤ 0. Isto completa a demon-

stração do Teorema 3.1.



Caṕıtulo 4

O teorema de Grayson

Neste caṕıtulo final, indicamos como o Teorema 3.1 conduz a uma nova

demonstração do teorema de Grayson (Teorema 2.2). O passo inicial consiste

em obter um controle uniforme no tempo para a curvatura de soluções do

fluxo normalizado (3.4).

Teorema 4.1 Se k : [0, T )×S1 → R é a curvatura de uma solução do fluxo

normalizado (3.4) com curva inicial F 0 simples e t é como no Teorema 3.1,

então vale

sup{k(p, t)2; p ∈ S1} ≤ 1 + 2e−2(t−t),

para 0 ≤ t < T .

Demonstração: Basta notar que, usando o Teorema 3.1 e o Lema 3, tem-se,

t ≥ 0 e p ∈ S1,√
max{k(p, t)2 − 1, 0}

2
= a(p, p, t) ≤ sup{a(p, q, t); p 6= q} ≤ et−t.

�

Corolário 1 O fluxo normalizado está definido para todo tempo, ou seja,

T = +∞. Mais ainda, todas as derivadas da curvatura estão uniformemente

34
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controladas: ∣∣∣∣∣∣∣∣∂nk∂sn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C(n, t)(1 + t−n/2), (4.1)

para n > 0 e t > 0.

Demonstração: Observe que o fluxo origianal F̃ pode ser obtido a partir

do fluxo normalizado F por F̃ (p, τ) = λ(t)F (p, t), onde τ =
∫ t

0
λ(t′)2dt′ e

λ(t) =
L[F 0]

2π
exp(−

∫ t

0

k2(t′)dt′).

Logo, se T < +∞,

k̃(τ, ·) =
1

λ(t)
k(t, ·) ≤ C, τ ∈ [0, T̃ )

onde T̃ é o tempo maximal de F̃ . Mas isto contradiz (2.5).

O controle uniforme (4.1) sobre as derivadas de k pode ser obtida agora

da maneira usual, ou seja, usando o Prinćıpio do Máximo e a equação de

evolução para k. Por exemplo, controla-se ∂k
∂s

analisando a equação de

evolução para t
∣∣∂k
∂s

∣∣2 + k2, uma vez que k é limitada. Os detalhes serão

omitidos.

�

Para completar a demonstração do Teorema 2.2, note que
∫
kds = L = 2π

e assim, ∫
(k(s)− 1)2ds =

∫
k2ds− 2

∫
kds+ L

=

∫
(k2 − 1)ds

≤ 2e−2(t−t),

ou seja, ‖k − 1‖L2 → 0 quando t → +∞. Para extrair, a partir desta

informação, a convergência uniforme das derivadas de k para 0 quando t→
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+∞, faremos uso da desigualdade de interpolação de Gagliardo-Nirenberg

[3]. Como ∫
(k − 1)ds = 0,

esta desigualdade afirma que, para i ≤ m,

‖Dik‖L∞ ≤ C(m, i)‖Dmk‖
2i+1
2m+1

L∞ ‖k − 1‖
2(m−i)
2m+1

L22 .

Assim,

‖Dik‖L∞ ≤ C(i, t, ε)e−(1−ε)t

para t ≥ 1 e qualquer ε > 0, com m escolhido suficientemente grande para

ε > 0 dado. Portanto, k −→ 1 em C∞ quando t→∞ e o Teorema 2.2 segue

imediatamente.



Caṕıtulo 5

Apêndice

O objetivo deste Apêndice é fornecer uma demonstração dos Teoremas

2.1 e 5.1 utilizando resultados clássicos da Teoria de Equações Diferenciais

Parciais Parabólicas. Para o Teorema 2.1, o método consiste em, supondo que

a curva inicial é simples, escrever as curvas da evolução como gráficos normais

à curva inicial de uma famı́lia a um parâmetro de funções f τ : [0, ε)×S1 → R

para ε > 0 suficientemente pequeno que evolui no tempo de acordo com uma

equação parabólica. A teoria geral destas equações garante então a existência

local (no tempo) e unicidade de soluções.

Para deduzir a equação de evolução de F̃ , seja então F̃ : [0, ε)×S1 → R2

uma solução local de (2.4), que reescreveremos na forma

∂F̃ τ

∂τ
= −k̃τ Ñ τ , (5.1)

onde k̃τ é a curvatura de F̃ τ e Ñ τ é o vetor normal unitário. Assim,

k̃τ = −〈T̃ τsτ , Ñ τ 〉, (5.2)

onde sτ é o parâmetro de comprimento de arco de F τ e T̃ τ = F̃ τ
sτ é o vetor

tangente unitário a F̃ τ .

Se F̃0, que supomos parametrizada pelo comprimento de arco, é simples
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então para ε suficiente pequeno podemos representar

F̃ τ = F̃0 + f τ Ñ , τ ∈ [0, ε), (5.3)

para alguma função suave f τ : I → R. Aqui, {T̃ , Ñ} é o diedro móvel ao

longo de F̃0. Substituindo (5.3) em (5.1) resulta que

∂f τ

∂τ
Ñ + f τ

∂Ñ

∂τ
= −k̃τ Ñ τ ,

e usando que 〈∂Ñ
∂τ
, Ñ〉 = 0 pois ‖Ñ‖ = 1 segue que

∂f τ

∂τ
= −k̃τ 〈Ñ τ , Ñ〉, (5.4)

que é a equação de evolução de f τ . Conforme já mencionado, vamos mostrar

que esta equação é parabólica, e como obviamente existe uma correspondência

biuńıvoca entre soluções locais de (5.1) com dado inicial F̃0 e soluções locais

de (5.4) com dado inicial f 0 = 0, o resultado segue da teoria das equações

parabólicas aplicada a (5.4).

Ora, derivando (5.3) com relação a s obtemos

F̃ τ
s = F̃s + f τs Ñ + f τ Ñs

= T̃ + f τs Ñ + f τ k̃T̃

= (1 + k̃f τ )T̃ + f τs Ñ ,

de modo que se f τ é suficientemente pequena (|k̃f τ | < 1) então F̃ τ é regular

e simples com vetor tangente unitário dado por

T̃ τ =
(1 + k̃f τ )T̃ + f τs Ñ

ντ
, (5.5)

onde ντ =
√

(1 + k̃f τ )2 + (f τs )2 é a velocidade de F̃ τ . Dáı, é claro que a

normal unitária a F̃ τ é

Ñ τ =
f τs T̃ − (1 + k̃f τ )Ñ

ντ
. (5.6)
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Em particular, (5.4) pode ser reescrito como

∂f τ

∂τ
=

(1 + k̃f τ )

ντ
k̃τ . (5.7)

Por outro lado,

k̃τ = −ds
τ

dτ
〈T̃ τsτ , Ñ τ 〉 = − 1

ντ
〈T̃ τsτ , Ñ τ 〉 (5.8)

já que sτ =
∫
ντds. Mais ainda, reescrevendo (5.5) como

ντ T̃ τ = (1 + k̃f τ )T̃ + f τs Ñ , (5.9)

e derivando em relação a s resulta que

ντs T̃
τ + ντ T̃ τs = ((1 + k̃f τ )s + k̃f τs )T̃ + (f τss − k̃(1 + k̃f τ ))Ñ ,

e fazendo o produto interno disto com Ñ τ temos finalmente que

k̃τ = −f
τ
s ((1 + k̃f τ )s − k̃f τs

(ντ )3
+

(1 + k̃f τ )(f τss + k̃(1 + k̃f τ ))

(ντ )3
. (5.10)

Em função de (5.8) concluimos que a equação de evolução para f τ é

∂f τ

∂τ
= A(s, f τ , f τs )fss +B(s, f τ , f τs ), (5.11)

onde

A(s, f τ , f τs ) =
(1 + k̃f τ )2

(ντ )4
.

Como f 0 = 0 temos que A = 1 para τ = 0 e (5.11) é parabólica com repeito

a f t para t suficientemente pequeno e a teoria das equações parabólicas [6]

fornece a existência e unicidade de uma solução local para (5.11). Mais

precisamente, existe f : [0, ε) × S1 → R função de classe C2,α que satisfaz

(5.11) com f(0, s) = 0, s ∈ S1. Pelo que vimos acima, resulta que (5.1)

possui uma única solução para cada curva inicial dada.

Suponha agora que F̃ : [0, T̃ ) × S1 → R2 é uma solução maximal de

(5.1) cuja curvatura k̃τ é uniformemente limitada em [0, T̃ ), condição que

representaremos simplesmente por

‖k̃τ‖C0(S1) ≤ C.
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Por (5.10) resulta em particular que f τss é uniformente limitada no tempo, ou

seja,

‖f τs ‖C1(S1) ≤ C ′. (5.12)

Por (5.11), podemos considerar que f τ satisfaz uma equação linear parabólica

cujos coeficientes são uniformemente limitados na norma C1. A teoria de

Schauder [6] implica então um controle uniforme no tempo do tipo

‖f τ‖C2,β(S1) ≤ Cβ.

Voltando a (5.11) vemos agora que seus coeficentes são uniformementes con-

trolados no tempo na norma C1,β donde, novamente por Schauder,

‖f τ‖C3,β(S1) ≤ Cβ.

Prosseguindo indefinidamente neste racioćınio, concluimos que todas as deri-

vadas de f τ são uniformemente controladas em [0, T̃ ), de modo que f τ se

estende suavemente ao intervalo fechado [0, T̃ ], o mesmo acontecendo com

F̃ τ . Resolvendo (5.1) com condição inicial F̃ T̃ resulta que a solução pode ser

estendida a um intervalo do tipo [0, T̃ + ε), ε > 0, o que contraria a maxi-

malidade do intervalo original [0, T̃ ). Isto conlui, portanto, a demonstração

do Teorema 2.1.

O seguinte resultado também desempenha um papel fundamental neste

trabalho.

Teorema 5.1 As seguintes proposições a respeito de soluções de (5.1) são

verdadeiras:

1. Se F̃ : [0, T̃ ) × S1 → R2 é uma solução maximal de (5.1) com F̃ 0

simples então F̃ τ é simples para τ ∈ [0, T̃ );

2. Se F̃i : [0, T̃i) × S1 → R2, i = 1, 2, são soluções de (5.1) com cur-

vas iniciais simples e disjuntas entre si então as curvas da evolução

permanecem disjuntas ao longo da evolução;
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3. Para qualquer solução maximal F̃ : [0, T̃ )× S1 → R2 de (5.1) com F̃ 0

simples vale que T̃ < +∞. Mais ainda, quando τ → T̃ , F̃ τ contra-se a

um ponto no sentido que sua área se anula quando τ → T̃ .

Demonstração: Observe que localmente (em relação à variável espacial),

soluções de (5.1) podem ser representadas por uma famı́lia de gráficos, ou

seja, F (τ, v) = (x, u(x, t)), com x variando em algum intervalo J ⊂ S1. Dáı,

∂F̃

∂τ
=

(
∂x

∂τ
, ux

∂x

∂τ
+
∂u

∂τ

)
=

∂x

∂τ
(1, ux) + (0,

∂u

∂τ
).

Fazendo o produto interno com

Ñ =
1√

1 + u2
x

(ux,−1)

e usando (5.1) resulta que

− k =
1√

1 + u2
x

∂u

∂t
. (5.13)

Com a nossa escolha de normal, a curvatura de um gráfico expressa-se como

k = − uxx

(1 + u2
x)

3
2

, (5.14)

de modo que u evolui ao longo do tempo por meio da equação parabólica

∂u

∂t
=

uxx
(1 + u2

x)
. (5.15)

De posse desta informação, os dois primeiros itens do teorema decorrem

imediatamente do Prinćıpio do Máximo Forte (PMF) [7]. O terceiro item

também segue usando o PMF. Mostra-se então que

T̃ ≤ 1

2

(
min
S1

k̃(0, ·)
)2

.

Os detalhes podem ser encontrados em [5].

�
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