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Abstract. In this work, we explore the problem of finding a subdivision of a
digraph F' in a digraph D, with the goal of identifying polynomial-time and
NP-complete instances of the problem. More specifically, we focus on the cases
where F' is an orientation of Ky 3, in an attempt to gain a clearer understanding
of a conjecture regarding the problem in planar graphs. We present all possible
orientations of Ky 3 and the cases where the problem can be solved in polyno-
mial time, using flow techniques or the Directed Grid Theorem. The complexity
of only one case remains open.

Resumo. Neste trabalho, exploramos o problema de encontrar uma subdivisdo
de um digrafo F' em um digrafo D. com o objetivo de identificar instdncias po-
linomiais e NP-completas do mesmo. Mais especificamente, focamos nos casos
em que I é uma orientagdo do K, 3, na tentativa de ter uma visdo mais clara
sobre uma conjectura a respeito do problema em grafos planares. Apresentamos
todas as possiveis orientagoes do K, 3 e os casos que o problema pode ser resol-
vido de maneira polinomial, utilizando fluxos ou Teorema do Grid Direcionado.
A complexidade de apenas um caso permanece em aberto.

1. Introducao

Uma subdivisdo de um digrafo F'(V, A), ou uma F-subdivis@o, é um digrafo obtido a par-
tir de ' através da substituicdo de cada arco (a,b) € E(F') por um caminho direcionado
de a para b (que pode ser o préprio arco) disjunto do restante do digrafo e conservando a
direcdo original. N6s consideramos a seguinte questdao para um digrafo predefinido F'.

F-SUBDIVISAO
Entrada: Um digrafo D.
Pergunta: D contém uma subdivisdo de F' (como subgrafo)?

Esse problema aparece como uma generalizacdo natural para digrafos de um dos
problemas que compde a teoria dos menores, um tema fundamental cujos resultados trou-
xeram diversos avangos para a drea de teoria dos grafos [Robertson and Seymour 1995].
Um dos fatos que ilustra a relevancia do estudo da deteccao de subdivisdes em grafos
€ que muitas classes interessantes sao definidas pela proibi¢do de certos subgrafos indu-
zidos. Grafos planares s@o um exemplo bem conhecido: eles foram caracterizados por
Kuratowski como os grafos que ndo possuem subdivisdes do K5 ou K3 3. Outras classes
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de grafos e digrafos determinadas pela proibicao de um conjunto de subgrafos podem ser
vistas em [Chudnovsky et al. 2006, Chudnovsky and Seymour 2007, Granot et al. 2000].

O problema alternativo em que procuramos por subdivisdes induzidas de um deter-
minado grafo H em um grafo qualquer recebido como entrada G também € uma questao
de interesse. O caso ndo-direcionado é NP-completo como mostrado por Lévéque at
al. para H = K5 [Lévéque et al. 2009] enquanto seu equivalente para subdivisdes nao-
induzidas pode ser resolvido em tempo polinomial para todo H fixo pelo algoritmo de
linkage de Robertson and Seymour [Robertson and Seymour 1995]. Alguns algoritmos
polinomiais para encontrar subdivisdes induzidas em grafos ndo direcionados utilizam
técnicas sofisticadas. Um exemplo € uso do algoritmo three-in-a-tree de Chudnovsky e
Seymour [Chudnovsky and Seymour 2010]. O problema de three-in-a-tree consiste em
responder para um determinado grafo e trés vértices pré-determinados, se hd uma arvore
contendo esses vértices. O algoritmo para resolvé-lo, que tem o tempo de execucdo de
O(n?), fornece uma ferramenta geral que pode ser usada em muitas solugdes do problema
de subdivisao.

Bang-Jensen et al. [Bang-Jensen et al. 2015] investigaram o problema de encon-
trar uma F'-subdivisdao em que F' € um grafo direcionado. Eles encontraram muitos di-
grafos F' para os quais o problema é NP-completo, através do problema de encontrar um
2-linkage em um digrafo [Fortune et al. 1980]. Em particular, este € o caso para todos 0s
digrafos que possuem somente vértices grandes, isto €, ou seu grau de saida (ou entrada)
€ maior ou igual a 3, ou o grau total € maior ou igual a 4 (caso contrario, dizemos que o
vértice € pequeno). Por outro lado, eles apresentaram algoritmos polinomiais para resol-
ver o problema em vdrios outros digrafos (como ciclos, caminhos, spindles, etc.), muitos
dos quais utilizam fluxos com ferramenta. Isso os conduziu a conjecturar que existe uma
dicotomia entre instancias polinomiais e NP-completas. Entretanto, ndo existe uma ima-
gem clara de quais grafos em geral sdo tratdveis e quais sdo dificeis, embora algumas

conjecturas fornecam algum indicio. _
Conjectura 1. [Bang-Jensen et al. 2015] O problema F-SUBDIVISAO é NP-completo

para todo digrafo nao planar F'.

Para abordar a Conjectura 1, gostariamos de investigar primeiramente o que ocorre
com relacdo aos grafos periplanares, que sdo aqueles que nao possuem subdivisdes do K
ou K3 3. Neste trabalho, analisamos o que acontece em subdivisodes de orientagdes K5 3.

2. Definicoes
2.1. Vértices

Seja v um vértice, defina o conjunto de entrada e o conjunto de saida como N~ (v) e
N (v) respectivamente e N (v) como o conjunto de todos os seus vizinhos no grafo sub-
jacente.

O grau de entrada e o grau de saida de um vértice v sdo d~(v) e d™ (v) respectiva-
mente e d(v) o seu grau total. Além do mais o conjunto de arcos de entrada e o conjunto
de arcos de saida de v sio E~ (v) e E*(v) respectivamente e E(v) é o conjunto de arcos
que incidem em v.

Um vértice v é uma fonte se d~(v) = 0 e é um sumidouro se d*(v) = 0. Um
vértice v € um vértice pequeno se d~(v) < 2, d"(v) < 2ed(v) < 3. Um vértice v € um
vértice grande se ele nao for pequeno.



2.2. Transformacoes

O inverso de um digrafo D qualquer, ou D-invertido, € o digrafo criado ao inverter todos
os arcos de D, ou seja, (u,v) é um arco em D-invertido se, e s6 se, (v, u) é um arco em
D.

Um digrafo é um digrafo pequeno se ele contém apenas vértices pequenos e,
dado um digrafo D, o D-pequeno é o digrafo sem arcos paralelos criado ao trans-
formar cada vértice v de D nos conjunto de vértices v~ = {vy,vy,..., v, )} €
vt = {vf,v), ... v, } de modo que se (u,v) é um arco em D entdo existem j, i

tais que (u;,v; ) € um arco em D-pequeno e que, Vi, 1 < i < d~(v),1 < j < d*(v), os

pares (v; , vi3), (v, vf41) € (v, (), v1) também sdo arcos em D-pequeno.

Seja D um digrafo e s,¢ dois vértices de D. Construimos D,.,(s,t) da seguinte
maneira: dado D-pequeno, remova os vértices dos conjuntos s+, s~,t*, ¢~ de D-pequeno.
Adicione os vértices s',t', de modo que, para cada vértice v restante no digrafo: se Ja €
st /v € N*(a) entdo adicione o arco (s',v); se 3b € t~ /v € N~ (b) entdo adicione o arco
(v,t'); caso (s,t) é um arco de D, adicione o arco (s',t').

2.3. k-Linkage

Um instancia de k-linkage, dado um digrafo de entrada D, é um par ordenado (S, T) de
conjunto de vértices de D tal que, S = {s1, So, ..., sg} e T' = {t1, t2, ..., t }, de modo que
ela € verdadeira se existem caminhos direcionados P; de s; para t;, Vi < k, e P; e P; sdo
disjuntos em vertices, Vi, j < k, e i # j. [Fortune et al. 1980] Decidir se uma instancia
de k-linkage é verdadeira é um problema N P-Completo.

2.4. Redes

Uma rede N é um par (D(V, E),c: E — R), na qual D é um digrafo e ¢ é a fungdo de
capacidade da rede. Sejam s, t vértices de V. A defini¢ao de um fluxo f de s para ¢t na
rede N é uma funcdo f : £ — Rdemodoque: see € F,entdio 0 < f(e) < c(e)e,sev €

V,v ¢ {s,t}, ZeeE—(v) fle) = ZeEE+(v) f(e), e que ZEEE+(5) fle) = ZeeE_(t) fe).

Além do mais f(s,1) = > cn (1) f(€) € finax(s,t) = maz;(f(s,t)). Um digrafo
de fluxo D¢(V f, Ef) de umarede N(D(V, E), c) e um fluxo f é um subdigrafo de D tal
queVe € E,ec Ef < f(e) >0equeVv e V,v e Vy & Jee E(v)/f(e) > 0.

Um digrafo de fluxo D; de um fluxo f com o vértice inicial s e final ¢ pode ser
decomposto em caminhos direcionados que podem ou ndo se intersectar. O conjunto
desses caminhos € a decomposi¢do de Dy em caminhos.

2.5. Digrafos

Sejam F(Vp, Er) e H(Vy, Ey) dois subgrafos de um digrafo D, definimos FF N H =
L(Vy, Er) como o subgrafo de D tal que V, = Ve, NVy e £, = Ep N Ey.

Dizemos que uma tupla de vértices F' é uma F-Subdivisdo em um digrafo D se
os vértices contidos na tupla pertencem a alguma /'-Subdivisao.

2.6. Caminhos

Um caminho direcionado P(Vp, Ep) é um digrafo tal que seus vértices podem ser orde-
nados em uma tupla (py, po, ..., o) tal que (p;_1,p;) € Ep,1 < i < [. Dado um caminho



direcionado P(Vp, Ep), dizemos que P = (p1,pa, ..., 1) quando Vp = {p1,ps,...;1} €
Va,b,1 < a,b<I,(py,m) € Ep<=a=0b—1.

Uma intersec¢do entre caminhos direcionados Py, P, ..., P}, subgrafos de um
digrafo D, é um caminho direcionado 7' talque 7'C P, N PN ... N B,

Um cruzamento entre dois caminhos direcionados P e (), subgrafos de um digrafo
D, é um vértice vtalque v € PN Q.

O primeiro cruzamento entre dois caminhos direcionados P = (p1,pa,...,p1) €
Q = (1,92, ---,qm), subgrafos de um digrafo D, de s para t, ou seja, p; = ¢ = s e
DI = ¢m = t € um vértice v tal que v = Ppin(ijp;ePnQ,1<i<1)-

Sejam P, (), subgrafos de um digrafo D, dois caminhos direcionados de s para ¢.
P e @ sdo dois caminhos direcionados disjuntos em vértice de s paratse PNQ = {s,t}.

Um (ky, k2, ..., k,)-spindle € um digrafo composto por uma fonte a, um sumidouro
b e p caminhos direcionados { P, P, ..., P,} disjuntos em vértices de a para b de modo
que P, contenha k; vértices, paratodo 1 < i < p.

Um trecho T' de um caminho direcionado P é um caminho direcionado tal que
T C P. Usamos T'(P,v) para denotar um trecho de um caminho direcionado P =

(p1,...v,...py) tal que T'(P,v) = (p1, ..., v).

Um caminho direcionado P carrega um fluxo em um fluxo f do vértice s até o
vértice ¢ em uma rede N se P inicia com s, termina com ¢ e para todo arco ¢ em P,
f(e) > 1. Além do mais, se T'(Vr, Er) é uma interseccdo de caminhos direcionados
Py, Py, ... P, que carregam fluxos, entdo, Ve € Er, f(e) > t.

Um caminho direcionado degenerado P(Vp,Ep) é um caminho direcionado
que carrega um fluxo exatamente nos mesmos arcos que outro caminho direcionado
Q(Vg, Eq) carrega um fluxo. Ou seja Vp = V.

3. Lemas introdutorios

Lema 1. [Bang-Jensen et al. 2015] Seja D um digrafo, é possivel encontrar D-pequeno
em tempo polinomial.

Demonstragdo. Para cada vértice v, serao criado oS vértices
_ _ _ + + + . L . L .
{vr 00, Vg () VT V2 s Uiy s OU seja, d(v) vértices.  Para cada vértice

- = - + ot - 30 op : + :
w € {vr, vy, U U1 VS Vg 80 criados dois arcos. v,y cria um arco.

Logo, para cada vértice v, sdo criados 2d(v) — 1 arcos.
= Tempo = 3_ ., O(3d(v) — 1) = O(|V|3|E| — [V])) = O([V||E]). O

veV

3.1. k-Linkage

O lema abaixo mostra a conservacdo de caminhos direcionados na transformagao de D
para D-pequeno.

Lema 2. [Bang-Jensen et al. 2015] Existe um caminho direcionado de v para v em D se,
e s6 se, existe um caminho direcionado de u; para Uy (p) 0 D-pequeno.



Demonstracdo. Seja w' = ue w = v, P = (w',w? ..w') é um caminho di-

recionado de w para v se, e sO se, existem 1iy,%3,...01—1 € J1,J2,...J1—1 tais que

tH1)—\ .

(wﬁj,w](-f ) ) sdo arcos em D-pequeno, para todo t, [ > t > 1. Ou seja, se P/ =
1+ 1+, 2- 2+ [ - N\« ~ .

(wy™, . wy, WS ey Wi Wy ...wd_(v)) ¢ um caminho direcionado. [

Para facilitar, dado P um caminho direcionado subgrafo de D, e
P = (p',p? ..p"), denotaremos P,., = (p%*,...,p%f,p?l’,...,pfj,...,pé.;l,...pil:(pl))
como o caminho direcionado gerado por P em D-pequeno.

Lema 3. [Bang-Jensen et al. 2015] Sejam P e () dois caminhos direcionados subgrafos
de D. Se P e () sdo disjuntos em vértices no digrafo D, entdo P, e QQpe, sdo dois
caminhos direcionados disjuntos em vértices no D-pequeno.

O lema abaixo segue devido a conservacao entre os caminhos de um digrafo D
com D-pequeno.

Lema 4. [Bang-Jensen et al. 2015] Seja D um digrafo pequeno e S,'I'" C D, entdo
encontrar se (S,T) é um k-linkage é N P-Completo.

4. Manipulando a capacidade de arcos em redes para encontrar subdivisoes

Lema 5. [Bang-Jensen et al. 2015] Seja N = (D(V, E),c : E — R) uma rede, tal que
cle) = 1,Ve € E, e sejam s,t € V, entdo encontrar fp,q.(s,t) é equivalente a encontrar
a maior quantidade de caminhos direcionados que podem ser tracados de s para t tais
que sejam disjuntos em arestas dois a dois.

Lema 6. [Bang-Jensen et al. 2015] Seja D(V, E) um digrafo pequeno, sejam s,t € V e
P e Q) dois caminhos direcionados de s para t. Se P e () sdo disjuntos em arestas, entdo
eles sdo disjuntos em vértices (com excecdo de s e t).

Demonstracdo. Suponha que exista um vértice w que ambos compartilhem. Como w
ndo é uma das pontas do caminho, entdo d_(w) > 2, porém, para que os caminhos nao
compartilhem arestas, devemos ter d,(w) > 2 = d(w) > 4 = w é um vértice grande.
Prova por absurdo. O

Como existe uma preservacdo de caminhos disjuntos em vértices entre D e
D-pequeno, podemos utilizar algoritmos de fluxo méximo, como o Ford Fulkerson, para
encontrar a quantidade maxima de caminhos direcionados disjuntos de s para ¢.

Lema 7. [Menger 1927] Seja D(V, E) um digrafo e s,t € V. E possivel encontrar
a quantidade mdxima de caminhos direcionados disjuntos em vértices de s para t em
tempo polinomial.

O lema abaixo demonstra a preservacao de interseccdo de caminhos entre D e
D-pequeno.



Lema 8. Seja D um digrafo e sejam P e () dois caminhos direcionados subgrafos de D.
{T",7%,...,T'} sdo intersecgées entre P e Q, entdo {T),,, T, ...T,,,} sdo interseccdes
entre Pyeq € Qpeq. Além do mais, seT" é uma intersecgdo de P,e, € (Qyeq, entdo existe uma
interse¢do T de P e () tal que T' C T,.,. Ou seja, a trasformagdo de D para D-pequeno

preserva intersecgoes.

A partir desses lemas, foram desenvolvidos outros teoremas para expandir a
possibilidade de padroes de caminhos direcionados entre dois vértices que podem ser
encontrados.

Lema 9. Seja D(V, E) uma digrafo e sejam s,t € V. Seja N = (Dpeq(s,t),c: E — R)
uma rede tal que c(e) = 2, Ve € EJ/ET(s') e c(e) = 1, Ve € E*(s), entdo encontrar
fmaz(8', V) € equivalente a encontrar a maior quantidade de caminhos direcionados que
podem ser tracados de s' para t' tais que um trecho de caminho direcionado pode ser
intersecg¢do de no mdximo 2 de tais caminhos, ou seja, ndo hd intersec¢do simultanea de
3 caminhos.

Demonstragdo. (=) Suponha que encontramos o fluxo maximo f de s’ para t’, com valor
do fluxo maximo fq.(s', ') e digrafo de fluxo Dy. Como frau(s's ') = 3 g+ (o) f(€)
eVe € ET(s), f(e) =0ou f(e) = 1, pois f(e) < c(e) = 1, entdo f,q.(8',t) arcos de
saida de s’ sdo os inicios de todos os caminhos direcionados da decomposi¢do de Dy em
caminhos. Suponha que exista pelo menos uma intersec¢do w, que nio seja s’ ou t, de
pelo menos 3 caminhos direcionados. Como cada caminho carrega um fluxo para o vértice
w, entao ZGEE*(w) f(e) 2 3’ € 2d_(w) = ZeEEf(w) C<€> Z ZeEEf(w) f(e) Z 3 =
d~(w) > 2. Como d™(w) < 2, entdo d” (v) = 2. Entretanto temos que .5, f(€) =
> ccr+(w) | (€) € analogamente temos que d* (v) = 2, logo d(v) = 4 e temos um absurdo.

(<=) Suponha que existam f caminhos que come¢am em diferentes arcos de s’ e
que seguem as condi¢des restantes do enunciado. Suponha também que f é o maximo.
Cada um desses caminhos leva um fluxo de s’ para t’. Logo, fyae > f. Porém, se for
possivel adicionar mais fluxo, como c(e) < 2, estaremos adicionando mais um caminho
de s’ para t, em um outro arco ainda ndo saturado de s’, que também segue as condi¢oes
do enunciado, um absurdo, pois f € maximo. Logo, f.: = f.

Logo, podemos encontrar a quantidade méxima destes caminhos.  Além
do mais, podemos usar o algoritmo Ford-Fulkerson para encontrar f,,..(s',t') em
O(IE| fraa(s',1)) € €OMO friae = D ocpr(wy F(€) < Docpreycle) = d7(s') < V;
entdo podemos encontrar esta quantidade em O(|E||V). O

Veja que, no teorema abaixo, ndo hd caminhos direcionados degenerados, uma
vez que cada arco de saida de s pode comecgar somente um caminho.

Teorema 1. Seja D(V, E) um digrafo e s,t € V. E possivel encontrar a quantidade
mdxima de caminhos direcionados de s para t tais que um trecho diferente de s ou t de
um caminho direcionado pode ser uma intersec¢do de no mdximo 2 de tais caminhos em
tempo polinomial.

Demonstragdo. Em tempo O(|E||V|), podemos construir D—pequeno e é possivel cons-
truir Dye,(s,t) em O(|E||V]) a partir do D-pequeno. Seja N(D,,(s,t),c) uma rede,



com c(e) = 2,Ve € E/ET(s]) ecle) = 1Ve € E*(s]). Entdo é possivel encontrar
fmaz(s',t") em O(|E||V]). Pelo Lema 9, podemos encontrar a quantidade maxima de
caminhos direcionados em que seus trechos diferentes de s’ e ¢’ podem ser intersec¢ao
de no maximo 2 caminhos de s’ para t’. Como, com exce¢do de s’ e t’ e seus arcos, 0s
vértices e arcos de D-pequeno sdo preservados. Pelo Lema 8, as intersec¢des diferentes
de s e t dos tais caminhos sdo preservadas em D e, portanto, conseguimos a quantidade
maxima de tais caminhos em O(|E||V|). O

5. Orientacoes do K> 3

5.1. Orientacoes isomorfas e equivalentes

Lema 10. Uma (F-invertido)-subdivisdo é resolvido em tempo polinomial se, e so se,
F'-subdivisdo também é resolvido em tempo polinomial.

Demonstragdo. Seja D o digrafo usado na entrada do problema de ([/'-invertido)-
subdivisdo. Basta procurar uma subdivisido de F' em D-invertido, uma vez que uma sub-
divisdo de F'-invertido existe se, € sO se, houver uma subdivisdo de F' em D-invertido.
Como F' é congruente a um (F'-invertido)-invertido, se (F'-invertido)-subdivisao € resol-
vido em tempo polinomial, entdo F'-subdivisdo é resolvido em tempo polinomial. [

Sejam a, b, ¢, d, e os vértices do K3, de modo que d(a) = d(e) = 3. Podemos
analisar apenas os casos de orientagdes com d*(a) > 2, pois as outras possibilidades
sdo inversas de tais orientacdes. As Figuras 1 e 2 mostram todos os casos de orientacdes
relevantes.

b

b b
a N{) a xe a \ a c e
0> > 0€<——0 0 0>
d / d d d,

Ky 5-pl K3 3-p2 Ks3-p3 Ka3-p4

Figura 1. OrientacGes apenas com vértices pequenos

b b b
a \e a g 3 a \ a \
(—>»0—>0 > o— T a— > 0<—

K';,g -fluzo K. _2.,3 -crash K_z"g -2golcrash K. _2.,3 -2crashlgo

Figura 2. Orientagoes com dois vértices grandes a esquerda e com um vértice
grande a direita



5.2. Orientacoes do K ;3 apenas com vértices pequenos

Teorema 2. [Kawarabayashi and Kreutzer 2015] Existe uma fungdo f(k) tal que todo
grafo direcionado com largura em drvore direcionada pelo menos f(k) contém uma
grade cilindrica de tamanho k como um menor borboleta.

Aplicando o Teorema 2, caso o digrafo D de entrada tenha largura em arvore
limitada por f(4), uma vez que o problema do k-linkage pode ser resolvido em tempo
polinomial nesse tipo de grafo, F'-SUBDIVISAO também pode ser resolvido em tempo
polinomial em digrafos com largura em arvore limitada [Johnson et al. 2001].

Caso o digrafo D de entrada ndo tenha largura em darvore limitada por tal
parametro, entdo D contém uma grade cilindrica de tamanho 4 como uma menor bor-
boleta. Se existe uma subdivisao de F' na tal grade cilindrica entdo existe uma subdivisao
de F no digrafo D. E possivel encontrar subdivisdes de todos os casos de orientagio ape-
nas com vértices pequenos em uma grade cilindrica de tamanho 4, como mostra a Figura
3, onde as subdivisdes estdo marcadas em preto.

y%r”i)% va_ _yh ? d _ya_ v Ya 2 e v oy 7*0_))‘1”7,!
Yo Yo ¥ Yo Yo Y l L lﬁ_« 1 oo Y l( Y
S B SN '>>*I l—»*»—»—»l S TR LB
I Ye L 1 T Y Yo YooY X

K;,:i' pl Ko 3-p2 Kg,n-if’-? Ko3-p4

Figura 3. Subdivisoes de orientacées de K, ; com apenas vértices pequenos
encontrados em uma grade cilindrica de tamanho 4. As subdivisoes foram
marcadas em preto

5.3. Orientacoes do K5 ;3 com dois vértices grandes

Teorema 3. [Bang-Jensen et al. 2015] Seja F um (ky, ko, ..., ky,)-spindle e k; < 2,Vi, 1 <
1 < p, entdo uma F'-subdivisdo é soluciondvel em tempo polinomial.

O K;g-ﬂuxo ¢ um (2,2,2)-spindle, logo, pelo Teorema 3, (K_2)73-ﬂl/£x0)-
SUBDIVISAO é solucionavel em tempo polinomial.

Teorema 4. K;,g-crash-subdivisdo é N P-Completo.

Demonstragcdo. Faremos uma reducdo de 2-linkage em digrafos pequenos para K;;),—
crash-subdivisao.

Suponha D um digrafo pequeno, e S = {s1, 82}, T = {t1,t2}, SNT = (), uma
instdncia de 2—linkage. Seja D’ o digrafo construido a partir de D, adicionando um
vértice d’, e os arcos (s1,ts) € (S2,t1).

(=) Suponha que D’ contém um K;,g-crash—subdivisﬁo. Como s; € Sy sd0 08
tinicos vértices grandes, logo {s1, s} = {a,e}, SPG, s1 = ae s, = e. Como d',ty €
Ni(s1), d',t1 € Ni(sq2) e d, ty,ts sdo sumidouros entdo {d',t1,t2} = {d,b,c}, S.P.G,



Figura 4. Digrafo construido para reducao D’'.

d =d,t; = bety = c. Portanto {a, e} e {b, ¢} deve ser um 2—linkage = em D’ {s1, s2}
e {t1,t2} é um 2—linkage em D.

(<) Suponha {si,s2} e {t1,t2} € um 2—linkage em D = {s1,s2} e {t1,12} €
um 2—linkage em D’ = (s1,11,t2,d', s2) é um K 3-crash-subdivisdao = D’ contém um
K 3-crash-subdivisao.

(S,T) é um 2—linkage em D < D’ contém um K;g-crash-subdivisﬁo.

5.4. Orientacoes do K5 3 com exatamente um vértice grande

Teorema 5. ( K_2’73—2g0] crash)-SUBDIVISAO ¢é soluciondvel em tempo polinomial.

Demonstragdo. Vamos executar o seguinte algoritmo que retorne verdadeiro se, e s se,
hd uma K> 3-2golcrash-subdivisdo em D:

Seja o D o digrafo de entrada. Para cada par de vértices distintos (s, t) de D, serd
executada o seguinte procedimento:

Para cada tripla {(s,a1), (s,a2), (s,a3)} de arcos distintos de saida de s e para
cada par {(ej,?), (e2,t)} de arcos distintos de entrada de ¢, tais que a; # e, 7 € {2,3} e
J € {1,2}, exclua os restantes dos arcos de s e t.

Pelo Teorema 1, € possivel encontrar em tempo polinomial a quantidade méxima
q de caminhos direcionados entre s e ¢ sem interseccao simultanea de 3 dos tais caminhos.

Se ¢ = 3 retorne verdadeiro. Se ndo, teste com a proxima combinagao de arcos.
Quando esgotar as possibilidades de arcos, passe para o proximo par de vértices. Caso
todos os pares de vértices sejam esgotados, retorne falso.

O algoritmo tem complexidade Zs’tevO((d(;)) (d(;))) x O(|V||E]) =

e O () x O(VIE) = 3,00V x O(VIE) =
> erev OUVIIE]) = O(|V|P|E|). Resta validar a equivaléncia do algoritmo com

encontrar uma Ky 3-2golcrash-subdivisao.



Veja que se existe uma tupla (a, b, ¢, d, e) que é uma K;g-Zgo] crash-subdivisao
em D), entdo existem 3 caminhos direcionados entre a e b sem interseccdo de 3 cami-
nhos, logo ¢ = 3 para alguma combinagdo de arcos do par (a, b) e o algoritmo retornaria
verdadeiro.

Logo, para validar o algoritmo precisamos provar que, se ¢ = 3, entdo temos uma
K 3-2golcrash-subdivisao.

Se ¢ = 3, nomeie os tais caminhos direcionados como P, (), R. O primeiro arco
de P é (s,a1), de Q é (s,a2) e de R é (s,a3). Além do mais, pelo principio da casa
dos pombos, dois caminhos devem compartilhar um ultimo arco, uma vez que s6 hé dois
possiveis. O dltimo arco de P é (eq,t) e o dltimo arco de @, R é (ea, ).

Caso 1: Suponha que ndo hé cruzamentos entre P e () e nem entre P e R, ex-
cluindo s e ¢t. Seja w o primeiro cruzamento entre () e R, entdo (s,t,as, as, w) é um
K 3-2golcrash-subdivisdo.

Caso 2: P tem um primeiro cruzamento com ) ou R, S.P.G., suponha que existe
um primeiro cruzamento u entre P e (). E seja w o primeiro cruzamento entre () e R.
Veja que w # u, pois sendo teriamos trés caminhos se cruzando simultaneamente.

Caso2.1: Sew € T(Q, u) entdo (s, u, as, az, w) é um K;,;;-2g01crash—subdivis€10.
Cas02.2: Seu € T(Q,w) entdo (s, w, as, as,u) é um K;,;;-2golcrash-subdivis€10.

Portanto se ¢ = 3 para alguma combinagdo de arcos para algum par (s, t) entao
temos uma K 3-2golcrash-subdivisdo.

]

— 3%

w

Figura 5. Caso 1: D’, se nao ha primeiro cruzamento entre P e Q enemem P e
R.

\ @ .
N R

Figura 6. Caso 2.1: D/, se w € T(Q, u).



Figura 7. Caso 2.2: D/, se u € T(Q, w).

O caso (K;’g-Zcrash] go)-subdivisao permanece aberto.

6. Tabela resumo: resultados dos K> 3-subdivisées

Orientacdo Classe
Ky 5-pl P
K3 5-p2 P
K 3-p3 P
K 5-ph P
K;g- fluzo P*
Kg,g—cmsh N P-Completo
K;vg—Zgolcrash P
K;yg-Qcmshl go Aberto

(*) (Bang-Jensen, Havet Maia. 2015) (2, 2,2) — Spindle
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