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RESUMO

Este trabalho consiste em duas partes.

Na primeira parte, estudaremos hipersuperficies compactas sem bordo imersas no es-

(r+1)Cr M HE,

a(k+1)CR T HE,  —b
constante. Provaremos que tais hipersuperficies sao pontos criticos para um problema
variacional de preservar uma combinagao linear da (k, F)-area e do (n+ 1)-volume deter-
minado por M. Demostraremos que a hipersuperficie é (r, k, a, b)-estavel se, e somente
se, a menos de translacdo e homotetia, ela & a Wulff shape de F' (veja Segao 2.1), sob
algumas condicoes acerca de a,b € R.

Na segunda parte desse trabalho, obtemos outras caracterizacoes para a Wulff shape
envolvendo as curvaturas médias anisotrépicas de ordem superior de uma hipersuperfi-
cie M em R"™! e o conjunto ¥ = R**! — UpeM T,. Os resultados sao obtidos para
hipersuperficies compactas nao convexas satisfazendo 20 # ().

paco Euclidiano com o quociente das curvaturas médias anisotropicas




ABSTRACT

This work consists of two parts.

In the first part we deal with a compact hypersurface without boundary immersed in to

(r+1)Cr T HE,

(k+1)CRT HE,  —b
constant. Such a hypersurface is a critical point for the variational problem preserving a
linear combination of the (k, F')-area and (n + 1)-volume enclosed by M. We show that
it is (7, k, a, b)-stable if, and only if, up to translations and homotheties, it is the Wulff
shape, under some assumptions on a,b € R.

In the second part we obtain further characterizations for the Wulff shape involving
the anisotropic mean curvatures of higher order of a hypersurface M in R"™! and the

set 20 = R — Upe v Ip- Results are obtained for non-convex compact hypersurfaces
satisfying 20 # (.

the Euclidean space with the quotient of anisotropic mean curvatures -
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho consiste em duas partes.

Na primeira parte, estudaremos hipersuperficies compactas sem bordo imersas no es-

(r+1)C M HE,

a(k+1)CR T HE,  —b
constante. Provaremos que tais hipersuperficies sao pontos criticos para um problema
variacional de preservar uma combinacao linear da (k, F')-area e do (n+ 1)-volume deter-
minado por M. Demostraremos que a hipersuperficie é (r, k, a, b)-estavel se, e somente
se, a menos de translacao e homotetia, ela é a Wulfl shape de I, onde F' : S® — R*™ &
uma fungao positiva (veja Se¢ao 2.1), sob algumas condigoes acerca de a,b € R.

Dado uma imersao x : M — R""! de uma variedade M compacta, sem bordo e
orientada, para cada r, 0 < r < n, definimos a (r, F')-fun¢io drea U, p : (—€,e) — R
associada a variacao X : M x (—e¢, ) — R" (veja Secao 3.1) de = por

paco Fuclidiano com o quociente das curvaturas médias anisotropicas

QLT7F(t) - / F(Nt)Srth
M

O (n + 1)-volume algébrico determinado por M é dado por

1

V(t) = 1 /M (X, Ny) dM;. (1.1)

O problema variacional anisotrépico preservando o volume tem sido estudado por
varios autores (veja [27], [29], [19]). Para um tal problema variacional, eles chamaram uma
imersao critica « do funcional 2, r (isto é, uma hipersuperficie com HF , = constante)
estavel se, e somente se, a segunda variacao de 2, p € nao negativa para toda variacao de
x preservando o (n + 1)-volume V.



Historicamente, a referéncia classica é o artigo de G. Wulff [30] motivado por aplicacoes
em Cristalografia. Propriedades fisicas de um simples cristal diferem com a dire¢ao, isto
é, eles sao anisotropicos. Mais recentemente, B. Andrews [3] tratou da evolucao pela
curvatura média anisotropica, uma formulacao geral dos fluxos cristalinos conhecida como
modelos de crescimento de cristais [6].

Em 1998, Palmer em [27] (veja também Winklmann em [29]) considerou o caso r = 0
e provou:

Teorema A ( [27] ) Seja x : M — R™"! uma hipersuperficie fechada com
HF = constante. Entao x é estavel se, e somente se, a menos de translagio e

homotetia, (M) & a Wulff shape de F.

Em 2008, He e Li em [19] estudaram o caso de imersoes de hipersuperficies em R"™!
com a (r + 1)-ésima curvatura média anisotropica constante e provaram:

Teorema B ( [19] ) Suponha 0 < r < n—1. Sejaz : M — R""!
uma hipersuperficie fechada com H,, = constante. Entdo, x é estavel se, e
somente se, a menos de transla¢do e homotetia, z(M) é a Wulff shape de F'.

Em 2008, He e Li em [16] consideraram o caso de imersoes de hipersuperficies em R"™!
com o quociente constante entre a (r + 1)-ésima curvatura média anisotropica e a r-ésima
curvatura média anisotrépica, que sao pontos criticos para um problema variacional de
minimizar o funcional &, ¢, preservando a (r —1)-area, 2, _1) p, da hipersuperficie em vez
do (n + 1)-volume. Para tal problema variacional, eles chamaram uma imersao critica x
do funcional %, p (isto ¢, uma hipersuperficie com % = constante) ponto critico estéavel
de 2, r se, e somente se, a segunda variagao de an} é nao negativa para toda variacao
de = preservando a (r — 1)-area da hipersuperficie. Eles provaram:

Teorema C ( [16] ) Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional,
orientavel, conexa e compacta sem bordo. Uma imersao isométrica x : M —
R™1 é ponto critico estavel de 2, i se, e somente se, a menos de transla¢io e
homotetia, (M) é a Wulff shape de F, 1 <r <n —1.

Resultados similares foram provados em [18] pelos mesmos autores para formas espa-
ciais quando F' = 1.

Consideramos nessa primeira parte hipersuperficies em R"*! que sdo pontos criticos
para o problema variacional de minimizar o funcional 2, p preservando uma combinagao
linear da (k, F')-area, Ay r, e do volume V de M, onde 0 < k <r <n — 1, denotada por



Copk- Por um argumento padrao envolvendo multiplicadores de Lagrange, isto significa
que estamos considerando os pontos criticos do funcional

37‘,k,a,b(t) - QLT,F(t) + )\Q:a,b;k(t)a

onde €,pi(t) = a2y p(t) + bV (t), A é uma constante a ser determinada e a,b € R
sao ambos nao nulos. Mostraremos que a equagao de Euler-Lagrange de J, .5 ¢ (veja
Proposicao 3.4):

(r+1)Sp41 + Aa(k +1)Skg1 — b = 0.
Assim os pontos criticos sao exatamente as hipersuperficies com

(r+DCHL, (r+1)Sm

= = tante.
a(k + )CETHE  —b  alk+ 1)Spyy —b o 4me

Introduzimos o conceito de (r, k, a, b)-estabilidade que para o caso k =b =0, a = 1
e ' = 1 coincide com o dado em [18], para o caso do espago Euclidiano. Para um
tal problema variacional, chamamos uma imersao critica « do funcional 2, p (isto é,
(r+1)Cr T HE
a(k+1)CR T HE,  —b
a segunda variacao de 2, p é nao negativa para toda variacao de x preservando &, ..
Também, para a = 0 e b = 1 nosso conceito coincide com o dado em |19] para estabilidade.
Em particular, para a = 0,b = 1 ¢ F' = 1, obtemos a r-estabilidade de hipersuperficies
em R™! como definido em [4].

Provamos entao o seguinte.

uma hipersuperficie com = constante) (1, k, a, b)-estavel se, e somente se,

Teorema 3.8 Seja x : M — R""! uma imersao de uma hipersuperficie
suave, fechada e orientada. Se z(M) é, a menos de translagdo e homotetia, a
Wulff shape de F', entao x é (r, k, a, b)-estavel para

a=0 e b#0;
a#0 e b=0;
a,b#0 e ¢ ¢ k!(n:l/!f—m, %_/ﬂ!(n:ﬁ—m) .

O Teorema 3.8 generaliza resultados em [27], [19], [18] e [1].
O proximo resultado é uma caracterizacao da Wulff shape como ponto critico para o
problema variacional no caso onde b = 0.
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Theorem 3.10 Suponha 0 < k <r <n—1. Sejaxz : M — R"™ uma
hipersuperficie suave, fechada e orientada. Entao, x é ponto critico do fun-

cional §, k.0 Se, e somente se, a menos de translagdo de homotetia, (M) é a
Waulff shape de F.

O proximo resultado, sob certas condigcoes acerca de a, b € R, apresenta uma reciproca
do Teorema 3.8.

Teorema 3.13 Suponha 0 < k < r <n—1. Sejaz : M — R"™ uma
hipersuperficie suave, fechada e orientada. Se z é (r, k, a, b)-estavel para a,b €
R nao nulos, tal que A\, < 0, entdo a menos de translacao e homotetia, z (M)
¢ a Wulff shape de F', onde \,; ¢ dado por (3.12).

Finalmente, apresentamos uma caracterizacao da Wulff shape de F' como ponto critico
para um problema variacional de minimizar o funcional %I, r preservando uma certa com-
binacdo linear da (k, F')-area, Ay p, ¢ do volume de M, V, onde 0 < k <r < n— 1.
Neste resultado obtemos uma nova caracterizacao da Wulff shape, além de recuperar o
Teorema A, o Teorema B e generalizar o Teorema C para o quociente das curvaturas
meédias anisotropicas.

Teorema 3.15 Suponha 0 < k < r < n—1. Sejaz: M — R" uma
hipersuperficie suave, fechada e orientada para qual % é uma cons-
tante, onde a = 0 ou b = 0 ou a,b € R nao nulos tal que \,;, < 0. Entao, x ¢
(r,k,a,b)-estavel se, e somente se, a menos de translagao e homotetia, x(M)

é a Wulff shape de F.

Observamos que para k =r =a =0e¢ b= 1, o Teorema 3.15 corresponde ao Teorema
1 em [27]. Para a = 0 e b = 1, obtemos o Teorema 1.3 em [19]. Em particular, se
alétm de a = 0 e b = 1, fizermos ' = 1, obteremos o teorema de r-estabilidade para
hipersuperficies compactas em R"*! provado por Alencar, Do Carmo e Rosenberg em [1].

Concluimos entao que nossos resultados e métodos, apresentados nessa primeira parte,
generalizam e unificam alguns teoremas e tratamentos de provas sobre a estabilidade de
hipersuperficies compactas em R""! nos casos anisotropicos e euclidianos.

Na segunda parte desse trabalho, obtemos outras caracterizagoes para a Wulff shape
envolvendo as curvaturas médias anisotrépicas de ordem superior de uma hipersuperfi-
cie M em R"' e o conjunto W = R"*' —{J ), Tp. Os resultados sao obtidos para
hipersuperficies compactas nao convexas satisfazendo 20 # ().

Inicialmente demostramos a seguinte formula integral do tipo Minkowski para hipersu-
perficies compactas em R"*!, para o caso anisotropico, que generaliza a formula integral
provada por He e Li em [17], como apresentada abaixo (veja Teorema 4.2 na Secao 4.1):
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Seja x : M — R" ' uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientdvel M", F : S™ — R" satisfazendo a condigio (2.1) e
1 <p<n, 1< qg< nanteiros. Entao, para 0 < r < n — 1, temos a sequinte
formula integral do tipo Minkowski:

[ [ 5) v
+ (F (z, N)*~' — Fq (@yﬂ) (dz’v(P,,xT) —(n—r) ( :f ) Hf) -

- Fq(qg—1) (@)w (P’ 2") -

— (n—r) ( Z ) (Fq (@)ql HF + HE, (z, N>p> YdM = 0.

De fato, se p = ¢ = 1 no Teorema 4.2, obtemos que

(AP, (Vg F),z") + (1.2)

——

/ (F(N)H! + HE, | (z,N))dM =0,

resultado provado em [17].

Na Secao 4.2, obtemos resultados envolvendo uma combinacao linear das curvaturas
médias anisotropicas de ordem superior, como em [2], resultando numa caracterizacao
da Wulff shape, como apresentado abaixo. A expressao de um HI como combinagao
linear dos outros H’s (com coeficientes constantes) foram consideradas por muitos au-
tores (veja, por exemplo, [9], [8]). No primeiro resultado dessa segdo, os coeficientes da
combinagao linear sao fungoes, como segue (veja Teorema 4.5 na Secao 4.2):

Seja x : M — R" ' uma imersdao isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientdvel M™ e F : S™ — R* satisfazendo a condi¢ao (2.1).
Assuma que para inteiros r e s, com 0 <r < s—1<n—1, as curvaturas
médias anisotropicas de ordem superior sao linearmente relacionadas por

Hf =a.HF + .. +a,H |, (1.3

~—

para funcoes continuas nao negativas a., ...,as_1 : M — R satisfazendo f;
W2,V <0 < s =3, Beo1 S 0 fsa S My 2 g 2 &, onde o
infufai}, Bi = supy{a;} e n,& sio constantes positivas tais que HI |
SHE e HY | < HE . Entdo, a menos de translacio de homotetia, x(M)

Z, Wulff shape de F'.

a A TN
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No Teorema 4.5, observe que se a; > 0 para algum [ € {r,...,s — 1} as constantes &
. . HF
e n sempre existem. Por exemplo, basta tomar g =infy {ﬁ
Secdo 4.2).

Definimos o conjunto 2 = R"*' —J ., T}, onde T}, & o hiperplano de R"*' em z(p),
dado pelo espago tangente a z(M) em z(p) (veja Definicao 4.7 na Se¢ao 4.2).

Podemos remover a hipotese HI | < HE | no Teorema 4.5 e ainda obtermos o resul-
tado. Para isto necessitamos que as funcoes a;’s sejam constantes. Nossa outra alternativa
para se livrar da hipotese HI | < HE. | & supor que o conjunto 20 C R"*! & néo vazio (e
melhorar a variagao de r e s) como segue (veja Teorema 4.9 na Secao 4.2):

} > 0 (veja Lema 4.4 na

Seja x : M — R" ! uma imersdio isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientdvel M™ e F : S™ — R* satisfazendo a condicao (2.1).
Suponha que uma das op¢oes abaizro acorre.

1. Existem inteirosr e s, com 0 < r < s <n, tais que as curvaturas médias
anisotropicas de ordem supertor sao linearmente relacionadas por

HF =a.HF + .. +a,  H | (1.4)

para numeros nao negativos Gy, ..., Gs_1;

2.0 # () e existem inteiros r e s, com 0 <r <s<noul<r<s<
n, tais que as curvaturas médias anisotropicas de ordem superior S$ao
linearmente relacionadas por

HF =a,HF + .. +a,_HF | (1.5)
para numeros nao negativos Gy, ..., Gs_1.
Entao, a menos de translagao e homotetia, x(M) é a Wulff shape de F.

Para provar o resultado acima usamos a formula integral tipo Minkowski.

Note que 20 nao vazio é uma hipdtese mais fraca que a hipotese de convexidade para
uma hipersuperficie z(M). De fato, para M conexo e fechado, a hipotese “2J nao vazio”
é equivalente a hipotese “x(M) ser o bordo de um (tnico) dominio estrelado aberto V'
em R™™” ([14]). Além disso, neste caso 20 ¢ o interior do subconjunto dado pelos pontos
de V' que podem ser conectados a qualquer outro ponto de V' por um segmento de reta
contido em V. Portanto, quando z(M) é convexo, entdo também V é convexo e 20U
coincide com o interior de V' (veja Observagao 3.14 na Secdo 4.2).

Como uma aplicagdo do Teorema 4.9 provamos o seguinte resultado (veja Corolario
4.10 na Segao 4.3):
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Seja x : M — R" ' uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientdvel M", F : S™ — R" satisfazendo a condigio (2.1) e

0 # (. Se Z; = constante para 0 <r <s<n ou 0 <r <s<n, entao, a
menos de translacao e homotetia, x(M) é a Wulff shape de F.

Provamos mais duas aplica¢oes do Teorema 4.9. Abaixo a primeira aplicacdo (veja
Corolério 4.11 na Secao 4.3):

Seja x : M — R™ 1 uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientdvel M™ e F : S® — R™ satisfazendo a condi¢ao (2.1), com
(r 4+ 1)-ésima curvatura média anisotrépica HE,, constante, 0 < r < n — 1.
Entao, o conjunto de pontos 20 € nao vazio se, e somente se, a menos de
translacao e homotetia, (M) é a Wulff shape de F.

No corolario acima, obtemos o Corolario 1.1 em [17], com a condi¢ao 20 nao vazio em
vez da convexidade da hipersuperficie.
A outra aplicagdo segue abaixo (veja Teorema 4.12 na Segio 4.3):

Seja v : M — R uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientdvel M™ e F : S™ — R* satisfazendo a condi¢ao (2.1).

F ~ ~
Se % = constante para 1 < r < s < n, entao a menos de translacao e

homotetia, x(M) € a Wulff shape de F.

O Teorema 4.12, generaliza para a o caso anisotropico o teorema obtido por [22| para
o caso Euclidiano.

Também, no Teorema 4.12, reobtemos o Teorema 1.3, (para k > 1) o Teorema 1.5 e
(para k > 1) o Teorema 1.4, em [17], sem a hipotese de convexidade.

Ainda na Secao 4.3, provamos (veja Teorema 4.13):

Seja v : M — R uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientdvel M™ e F : S™ — R™T satisfazendo a condicao (2.1), com
a r-ésima curvatura média anisotropica H7i1 constante, 0 < r < n—1. Entao,
o conjunto de pontos 20 € nao vazio se, e somente se, a menos de translagao
e homotetia, x(M) €é r-estdvel.

Aqui, r-estéavel significa o seguinte: M™ é ponto critico do funcional
S = [ POVHICLaM + AV (a),
M

14



onde A é uma constante e V = —= [\ (z,N)dM ¢ o (n + 1)-volume determinado por
M, e a segunda variacao de §, p.a,

Sera ==+ [ 6L+ 0 (T 0 dN,aN)

é nao negativa para todo ¢ com [, ¥dM = 0 (veja [19]).

O resultado acima mostra que assumindo que a hipersuperficie é compacta com
Hﬂl = constante, a hipotese 20 nao vazio é equivalente a r-stabilidade.

Também provamos na Secao 4.3 que se o integrando da formula tipo Minkowski dado
no Corolario 2.3 nao muda de sinal, entao x(M) é a Wulff shape de F' (veja Teorema

4.15):

Seja x : M — R" ' uma imersdao isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientdvel M™, F : S* — R satisfazendo a condicao (2.1) e tal
que

FHF + HI, (z,N)

nao muda de sinal para algum 0 < r <n — 1. Entdo, x(M) é a Wulff shape
de F.

Finalmente, nosso ultimo resultado mostra que em hipersuperficies compactas a hi-
potese 20 nao vazio caracteriza a Wulff shape a menos de difeomorfismos. De fato, se 20
é nao vazio, obtemos que M é difeomorfa a Wulff shape de F'e x : M — R""1 ¢ de fato
um mergulho (veja Teorema 4.16 na Sec¢ao 4.3):

Seja v : M — R uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientdvel M™ e F : S™ — R™ satisfazendo a condi¢io (2.1). Se
W # 0, entao M é difeomorfa a Wulff shape de F e x € de fato um mergulho.

Na prova do Teorema 4.16 exibimos o difeomorfismo.
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Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo objetiva estabelecer as notagoes que serao utilizadas nos demais capitulos
deste trabalho, bem como os fatos basicos da teoria que faremos uso posteriormente.

2.1 A Wulff Shape de F

Seja F' : S™ — R uma funcdo suave positiva que satisfaz a seguinte condicio de
convexidade:

(D*F+ FI), >0, Vz € 5™, (2.1)

onde D?F denota o Hessiano intrinseco de F na n-esfera S™ C R"*!, I denota a identidade
em 1,,S™ e > 0 significa que a matriz é positiva definida. Consideremos a aplicagao

¢:S" — R,
r — F(z)xr + (grads.F),, (2.2)

cuja imagem Wy = ¢(S™) ¢ uma hipersuperficie suave, convexa em R"™' chamada a
Wulff shape de F(veja [10], [17], [16], [23], [27], [28], [29]). No caso em que F' =1 temos
que a Wulff shape de F ¢ a n-esfera S C R"*!.

Agora seja

z: M" — R
uma imersao suave de uma hipersuperficie fechada e orientada e
N:M"— S"
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2.1 A Wulff Shape de F

sua aplicacao de Gauss, isto é, N é o vetor normal unitério de M.
Definimos

Ap = D*F+ FI (2.3)

NFIM—>WF, Np I:gbON
a aplicacao de Gauss generalizada da Wulff shape. Entao
SF = —dNF = —AF odN

é chamado o operador F-Weingarten, e os autovalores de S sao chamados de curvaturas
principais anisotropicas. Veremos no Lema 2.2 a seguir que, as raizes do polindmio
caracteristico de Sr sao todas reais.

Veja que, em cada ponto p € M", Sp(p) : T,M — T,M é um operador linear. Para
cada 1 <r < n, seja S,(p) a r-ésima funcao simétrica elementar nos autovalores de Sr(p),
assim obtemos n fun¢oes suaves S, : M" — R, tal que

n

det(tI — Sp) = (=1)¥Sut"*, (2.4)

k=0

onde Sy = 1 por defini¢do. Se p € M"™ e {\;} sdo os autovalores com respeito ao operador
Sr(p), temos que

Sr:O}-<)\17...,/\n> = Z Ail"‘)\iw

1<i1 <. <ir<n

onde o, € R[X1, ..., X,)] & 0 r-ésimo polinémio simétrico elementar nas identidades Xj, ..., X,,.
Para 1 < r < n, definimos a r-ésima curvatura média anisotropica H" de x por

ondeC;:(n).
r

Uma variagdo de uma imersio suave x : M™ — R™! é uma aplicacio suave

CrHY = a,(\, .. \n), (2.5)

X M"™ x (—e,€) — R""!

satisfazendo a seguinte condicao:
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2.1 A Wulff Shape de F

1. Para t € (—¢,¢), a aplicagio X; : M"™ — R""! dada por X,;(p) = X(¢,p) é uma
imersao suave tal que Xy = z,

2. Xilom = xlon, para todo t € (—¢,€).

Seja v : M — R™! uma hipersuperficie suave, fechada e orientada com aplicacio
de Gauss N : M — S™, isto é, N é um campo vetorial normal unitario. Seja X; uma
variagao de x, e N; : M — S™ a aplicacao de Gauss de X;.

O campo variacional associado a variacao X é o campo vetorial %—)f. Denotando por

f= <%—)f,Nt>, obtemos
0X OxX\ '

onde T representa a componente tangente. Definimos

() .

A primeira varia¢do correspondente ao vetor normal unitario ¢ dada por (veja [23], [27],
[29])

Oy Ny = —gradf + dN,(g), (2.8)
a primeira variacao do elemento de volume é

e a primeira variacao do volume V é
Vi(t)= [ fdM,, (2.10)
M

onde grad, div e H representam o gradiente, o divergente e a curvatura média com
respeito a X;, respectivamente.

Sejam {Ej, -, E,} um referencial ortogonal local em S", e; = ¢;(t) = E; o N;, onde
i=1,---,n. Temos que {ey, - ,e,} é um referencial ortogonal local de z : M — R,
As equagoes estruturais da imersao canonica y : S — R""! sdo:
dy = ZZ 0, E;

dEi = Zj QijEj — 97,@/,
dGZ:ZJHU/\QJ, ~
deij - Zk QZk /\ ij - —% Zkl Rijklek /\ 9[ - —01 /\ (9j.

(2.11)
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2.1 A Wulff Shape de F

onde Qij + Hﬂ- =0e Rijkl = 57;k<5ﬂ — 5il(5jk-
As equagbes estruturais de X; sao (veja [25], [24])

dXy =}, wiei;
dNt = — Zij hijwjei;
dei = Zj Wi € + Zj hijijt; (212)

dwi == Zj Wij A Wy,
dwij — > wik Awiy = —3 > Rijibi A0y,

onde w;; +wji = 0, Rijm + Rij = 0, e R;jp sdo os componentes do tensor curvatura
Riemanniano de M com respeito a métrica induzida por X;. Aqui omitimos a varidvel ¢
de algumas quantidades geométricas.

Denotemos por s;; os coeficientes de Sy com respeito ao referencial {ey, ..., e,}, isto é,

Spi= —dNp = —d(¢o N) = —Ap0dN = 3 sywje;, (2.13)

]

onde ¢ ¢é definido em (2.2).

Pela definicdo acima, note que embora Ap e dN sejam simétricos, Sg é simétrico se,
e somente se, Ar e dN comutam, o que nao ocorre em geral

Agora iremos demonstrar que, em qualquer caso, todas as raizes do polinomio carac-
teristico de S sdo reais. Antes, vejamos o seguinte lema.

Lema 2.1. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita com produto interno (,) e T
um operador linear em V. Entao T € positivo se, e somente se, existe um operador linear
invertivel L em V' tal que T = L*L, onde L* € o operador linear adjunto de L.

Demonstracao. Suponha T'= L*L, onde L é um operador linear invertivel. Entao T =
(L*L)* = L*L =T, donde T & simétrico. Além disso, (T'v,v) = (L*Lv,v) = (Lv, Lv) > 0.
Visto que L é invertivel, para v # 0, temos Lv # 0 e (T'v,v) > 0. Assim, T é positivo.

Por outro lado, se T' é positivo, entdo (v,w) = (Tw,w) é um produto interno em
V. Sejam {aq, -+ ,a,} e {B1,..., Bn} bases ortonormais de V' com respeito a (,) e (,),
respectivamente. Entao,

(Bi, Bj) = 0ij = (v, ) -

Definimos L como o unico operador em V tal que LB; = «;, onde ¢ € {1,--- ;n}. Como
L leva base em base, temos que L é invertivel. Note que, dados v = > a;0; e w = > b;[3;
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2.1 A Wulff Shape de F

vetores quaisquer em V' temos,
(v,w) = (Z aiﬁinbjﬁj) = Z&ibj(ﬂiaﬁg Zaz (i, o))
- r —
_ Zal (LB, LB;) = <ZalLﬁz,Zb Lﬁj> (Lv, Lw) .

Assim,
(Tv,w) =: (v,w) = (Lv, Lw)y = (L*Lv,w) ,
para todo v, w € V. Portanto, T'= L*L. O]

Lema 2.2. Todas as raizes do polindmio caracteristico de Sg sao reais. Além disso, se
as curvaturas principais de r sao positivas, 0 MesmMo 0CoTre com as curvaturas principais
anisotropicas.

Demonstragao. De (2.13) temos que Sp = —Ap o dN. Denotemos as matrizes dos co-
eficientes de Ap e —dN por A = (A;j) e B = (h;j), respectivamente. Pelo fato de
A ser positivo e pelo Lema 2.1 (em sua forma matricial), existe uma matriz invertivel
C tal que A = C'C. Assim, segue de |\ — Sp| = |A\[ — AB| = |\ — C'CB| =
|CHNT — CBCYH)(CY) ™Y = M — CBCY|, que Sr tem os mesmos autovalores da matriz
simétrica CBC", cujos autovalores (como sabemos) sido todos reais. Além disso, se as
curvaturas principais sao positivas, temos que B é positivo definido. Tomando um auto-
valor A de Sp, donde também autovalor de CBC", e v um autovetor associado a ), temos
que

A {v,v) = (CBC™,v) = (BC',C'v) >0
visto que C'v # 0 e B é positivo definido. Assim, A > 0. ]

Os autovalores de Sy sao chamados de curvaturas principais anisotrépicas e denotados
por Aq, ..., \,.

Temos que Sp(ej) = >, sijei. Sp € chamado o operador F-Weingarten.

Observe que, de (2.4), temos

1 4
= J1, a]k
Sk o E Z 51 ik SZ1]1 te 'Sikjk7 (214)
AL AL 5k

onde §7!7"7/* ¢ o simbolo de Kronecker generalizado usual, isto &, (5]1’ JF ¢ igual a +1

(resp. —1) se iy, -+ i sdo distintos e (ji, - ,Jjx) € uma permutagao par (resp. impar)

20



2.2 Os Operadores P, T, e L,

de (i1, -+ i) e nos demais casos é igual a zero.

Citaremos trés lemas que serao necessarios para as provas dos proximos teoremas.

Lema 2.3 ([17], [16]). Seja x : M — R"™ uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana fechada e orientdvel M™ e F : S" — R™ satisfazendo a condi¢ao (2.1).
Para cadar=0,1,--- ,n — 1, a sequinte formula do tipo Minkowski ocorre:

/ HFF(N)+ HE, (x,N)dM = 0. (2.15)
M

Lema 2.4 ([17], [16], [27]). Seja @ : M — R™' uma imersio isométrica de uma
variedade Riemanniana fechada e orientdvel M™ e F : S™ — R™ satisfazendo a condi¢ao
(2.1). Se \y = Xy = -+~ =\, = constante # 0, entdao a menos de translagio e homotetia,

x(M) € a Wulff shape de F.

Lema 2.5 ([11]). Seja © : M — R"™' wma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana fechada e orientdvel M™ e F : S™ — R™ satisfazendo a condi¢ao (2.1).
Assuma que para algum 0 < r <n —1, Hf:rl > 0 em cada ponto de M. Entio HE > 0
em cada ponto de M, para cada k=1,--- r.

2.2 Os Operadores P, T, e L,

Sejam x : M™ — R™"! uma imersdo suave de uma hipersuperficie fechada e orientavel
e Sr o operador F-Weingarten como na Secao 2.1. Tremos introduzir as transformacoes

Pp: X(M) — X(M), 0< k <n,

associadas ao operador F-Weingarten Sp (veja [17], [16]). Segundo a nossa definigdo da
r-ésima curvatura média anisotropica, estas transformacoes sao definidas indutivamente
a partir de S por

n

PozlePk:<k

) HET — P10 Sp, (2.16)

para cada k = 1,...,n, onde I denota a identidade em X(M). Equivalentemente,
k o '
Pe=>) (~1) ( L ) oL S5 (2.17)
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2.2 Os Operadores P, T, e L,

Note que cada Py(p) é também um operador linear em cada espago tangente 7,M que
comuta com Sp(p). Para casos onde Sp(p), e portanto Py(p), ¢ diagonalizavel (por
exemplo quando F' é constante), eles podem ser simultaneamente diagonalizaveis. Além
disso, nesses casos, se {ej,...,e,} ¢ um referencial ortonormal em 7,M que diagonaliza

Sr, Sr(p)e; = Aie;, entao
(Pr)p(e:) = Air(p)es,

onde

Ne = > XA,

11 <...<0p, ngﬁ’b

(2.18)

(2.19)

para cada 1 <r <ne X := 1. De fato, sendo j € {1,...,n}, por inducdo em r temos

que
Poei = Ie; = e; = A pe;.
Agora suponha
Pr1ei = Nipa(p)es,

onde

)\iyrfl - Z >\i1"'>\ir—1'

1<, 170

Assim, de (2.16)

Prei -

(il<"-<’ir 1< <bp_1 1]752
= ( E )‘il tee )\ir €; — )\7;77062'.
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2.2 Os Operadores P, T, e L,

O operador Ty, : X(M) — X(M), 0 < k < n, é definido por

Note que os operadores T} sao todos operadores autoadjuntos. De fato, dados X e Y em
TM, por (2.17), temos

(T:X,Y) = ((PioAp)X,)Y)
_ <Z(_1)j ( .y )H,f_jsj; oAF) X,Y>
= Y (1 ) Sk An X.Y)
— _Z(_l)a‘ ( kﬁj ) H_;{(ApodN o Ap) X,Y)

= Yy ( e ) HE (X, (ApodN o Ay)Y)

= (X, (BoAp)Y) = (X, T}Y),

onde a quinta igualdade ocorre devido Ar e dNN serem simétricos. Da mesma forma
SpoAF, dN o Sr e dN o P, sao simétricos. Além disso, como

Tp10dN = P,_10ApodN = —PFP,_10SF,

temos que

pk:<Z)H£]_Pk1OSF:<Z)H£]+Tk1odN. (2.21)

A seguir, apresentamos um lema que sera utilizado posteriormente (veja [16]).

Lema 2.6. A matriz de Py, € dada por:

1 o
(Pr)ij = T S ST S, (2.22)

1500301, 5Tk
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2.2 Os Operadores P, T, e L,

Demonstra¢ao. Provaremos por indugao em k. Para k = 0, é facil verificar que (2.22)
¢ verdadeira. Suponha que o resultado é verdadeiro para k = r. Vamos mostrar que é
verdadeiro para k = r + 1. De (2.21), (2.5) e (2.14), temos que

7
(Pr+1>z'j Sr+15j - (PTSF)ij = Sr+15< - E zlSl]
1 .
_ J150 5 Jr41 . . 1
N ( + ) Z 5117 e S0 ‘SZT+1JT+15j
U1, T 130150 5 Jr 41
1
.717 o 7]7'5 Lo .
- E : 511, pl Sivgie T+ Siege Sl
T1, 05 J 1,00 5 Jrsl
1 : L .
. J1, 7]7‘+1 7 J15 5 J1—150014+15 " sJr+1 o . . .
B (7‘ + 1)' Z((sih Sl 5 2 :5i17"',iz—z7il»il+17'"7ir+1) Wi “Sirg1jr41
’ l
J1 J2 Jr+1 i
5 o sl g
.71 J2 Jr+1 7
X 5 5 5 gL
- det S’i R .
E ) 1J1° Ol 1Jr+1
(T + 1)! 5]1 J2 Jr+1 i
Tr41 Irt1 irt1 Tr41
J1 J2 Jr+1 i
DA st g
_ 1 Sit gt P
a (r + 1)' 11, el ] 111 CClr41)r410
) i17"' 7i7‘+1;j17"' 7j7‘+1
devido
J1 J2 Ji—1 Ji
5o sl
Jl J2 Jl 1 ¥l
o,  O; 0;, ;.
G, 7]1
o3 = det ‘ ‘
J1 J2 Ji—-1 1
511 1 51[-1 611 1 5@—1
jl J2 jl 1 i
OJ
Agora definimos o operador Ly : €°(M) — €>°(M) por
Li(f) = div (Ti(gradf)) . (2.23)
Equivalentemente,
Li(f) =3 [(@), 1] (2.24)

i7j
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2.2 Os Operadores P, T, e L,

onde denotamos os coeficientes da diferencial covariante de f e T) com respeito a {e;}i—1...
por f; e (T})j, respectivamente.
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Capitulo 3

Estabilidade de Hipersuperficies com
Quociente Constante das Curvaturas
Médias Anisotropicas Preservando uma
Combinacao da Area e do Volume

3.1 O Problema Variacional

Seja z : M — R™*! uma hipersuperficie suave, fechada e orientada e X uma variacao
de z. Para cada r, 0 < r < n, definimos a (r, F)-func¢io area A, p : (—€,¢) — R
associada a variacao X por

A, o (t) = /N F(N)S,d, (3.1)

onde dM; denota o elemento de volume induzido pela métrica em M por X;. Note que
para F =1er =0,%, p é aareade M. Também definimos a funcao €, : (—€,€) — R
associada a variacao X de x por

Q:a,b;k(t) = CLQ[k,F(t) + bV(t), (32)

onde a,b € R sao nao ambos nulos e £ um inteiro, 0 < k < n — 2.

Uma variacdo X é dita preservar €, ., se para todo t € (—¢, €), tivermos €, x(t) =
Qa,b;k(o)-

Considere o problema variacional de minimizar 2, p preservando €, ., onde 0 < k <
r<m—1. Ocaso F =1, k=0b=0, ea=1 foi estudado em [18]. Por argumentos
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3.1 O Problema Variacional

padroes envolvendo multiplicadores de Lagrange, isto significa que estamos considerando
os pontos criticos do funcional

3r,k,a,b(t) = er,F(t) + )\Qta,b;k(t)u (33)

onde A é uma constante a ser determinada, e queremos calcular J;, ,,(0) = 0, com
respeito a uma variagao geral de x, a fim de determinar a equagao de Euler correspondente.
Para isso, precisamos determinar a derivada de S,(t) com respeito a t.

Temos os seguintes lemas (veja [19] para Lema 3.1 e Lema 3.2):

Lema 3.1.
Si(t) = Ly_1f + f(T,—1 0 dNy, dNy) + (gradS,, g) , (3.4)
onde f e g sao definidos em (2.6) e (2.7), respectivamente.

Lema 3.2 (Formula da Primeira Variacdo de 2, ).

Worlt) = ~(1+1) [ fSiadM (3.5)

onde [ € definido em (2.6).

Lema 3.3 (Formula da Primeira Variacao de €, ).
) == | Flalk+ 1S~ Had, (3.6)
Demonstracao. Temos do Lema 3.2 e (2.10) que,
wok(t) = a2 o +FOV(t) = —a(k +1) /M fSyi1dM; + b/Mfth

= —/ f[a/(k+1)sk+1_b]th

Do Lema 3.2 e Lema 3.3, obtemos a férmula para a primeira variacao de J, z q.p-

Proposicao 3.4 (Formula da Primeira Variacao de J,4.45). Para qualquer variagio X
de x, temos que

Vst = - /M S0+ 1Sy + Aa(k + 1)Seps — 0]} dM, (3.7)
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3.1 O Problema Variacional

Demonstra¢ao. Temos de (3.3), Lema 3.2 e Lema 3.3,
Trtaslt) = W) 4 Ay (0) ==+ 1) [ fSid,
M
+ A (— f [a(k + 1)Sk+1 — b] th)
M
= —/ f {(7" + 1)ST+1 + A [a(kf + 1)Sk+1 — b]} th
M

O

Da Proposicao 3.4 sabemos que os pontos criticos do problema variacional acima sao
as imersoes r para as quais

(T + 1)Sr+1 + A [a(k + 1)Sk+1 — b] =0&

(7“ + 1)Sr+1
& kT DSy —b constante, (3.8)

onde a(k + 1)Sk+1 — b # 0.

Para decidirmos se x é ou nao minimo local, nos restringimos a variacoes preservando
Cop:k € calculamos a segunda variagdo de A, p em ¢ = 0. Como €, p4(t) = €4 4.4(0), temos
que 2 £(0) = 3;/,k:,a,b<0)‘

Agora, obteremos a formula para a segunda variacao de J, x q.p-

Proposic¢ao 3.5 (Férmula da Segunda Variagao). Sejax : M — R™™ uma hipersuperfi-
cie suave, fechada e orientada para a qual a(k+1)Sk1—b # 0 e %
onde 0 < k <r <n—1. Para variacoes preservando Cq .1, a seqgunda variacao de U, p

emt =0 € dada por

= constante,

m;"lF«)) = 3Z,k,a,b(0) (3~9)
- —(T + 1) f{er - Aa,bka + f[(T’f‘ o dN7 dN)
M
- )\a,b <Tk o dN7 dN)]}dM7

_ [ _a(k+1)Sr41 _
onde \gp = (a(k+1)Sk+1—b> = constante.
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3.1 O Problema Variacional

Demonstragiao. Como €441 (t) = €445.(0), temos pela Proposi¢ao 3.4, e equagdo (3.8),
(r4+1)Sr4+1
a(k—l—l)Sk;Ll—b

14 ~I 8
rr(0) = Jhap(0) = —/ En [(r 4+ 1)S41 + Aa(k + 1)Sky1 — b)] [i=ofdM,;
M

Lema 3.1 e devido = constante que

+ [(r+1)Se1 + Ma(k + 1)Skr1 — b)] |— Oat(fth”t )
— —/M[(T—i— )gt( r+1)|t:o+>\a(k+1)%(5k+1)|t:0 fdM

_ _/A4f[(r+1){er+f<TrodN,dN>—|—(grad3r+17g>}

_ ( (r+1)Sr 1
+1)Sk41 — b

_ / flr+1)[L.f + f{(T, odN,dN) + (gradS,1, g)]

) a(k + 1) {Lyf + f(Tx o dN,dN) + (gradSk+1, g) }|dM

— (r+1) [Lif + f (T}, o dN,dN)
Sk+1 k+1

+ <gmd (SkH T 1)) >]}dM

= —(r+1) /M HLf — <S,€HS——HL> Lif + fl(T, o dN,dN)
(k+1)

- (S—“b) (T o dN,dN)]}dM.
Sk+1 =~ 20D
(k+1)

]

Uma variacao X de uma imersao x é chamada uma variacao normal se seu campo
variacional é paralelo a V.

Provaremos a seguir um lema que garante a existéncia de variacoes normais que preser-
valn Qa,b;k-

Lema 3.6. Para qualquer funcao f : M — R satisfazendo
/ fla(k+1) Sk —bdM =0, (3.10)
M

com a(k +1)Sk11 — b nao identicamente nulo, existe uma varia¢io normal X da imersdo
x, preservando €, tal que o campo variacional é fN.
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3.1 O Problema Variacional

Demonstragao. Seja p : M — R uma fungao suave tal que [, pla(k41)Sks1—bldM # 0.
Definimos a variacao de dois parametros

X(t,s,p) =x(p) + (¢tf + sp)N.

Denote por €,k (t, s) a combinacdo linear da (k, F')-area Ay p(t,s) e do volume V (, s)
de M sob a métrica induzida a partir da imersao X (t, s, p). Note que

0X

¥|t:s:0:fNa
0X

——|i=s—0 = pN.
D5 |t7 0o—=2p

Do Lema 3.2 e devido €, 4.x(t, s) = ay r(t, s) + bV (¢, s), temos que

O, i (t,
—%k< s) lt=s—0 = —/ fla(k +1)Sky1 — bjJdM =0
3 M
e
OC,pi(t,
%’ms:o = —/ pla(k +1)Sk41 — bldM # 0.
S M

Assim, do Teorema da Fungdo Implicita aplicado para €, (¢, s) = constante, obtemos
a existéncia de uma fun¢do s = ¢(t) definida em uma vizinhanga de ¢t = 0, tal que

Copk(t, o(t)) = constante e p(0) = 0.
Assim obtemos uma variacao preservando €, ;. dada por
Y(t,p) = z(p) + (tf + @ (t)p)N.

Além disso,

¢'(0) = (acg—fbk> | _ fM fla(k 4 1)Sk41 — bldM
- t=s=0 ~—

Do — [, pla(k +1)Spiy — bJdM

=0,

logo temos que o campo variacional de Y (¢) é dado por

Y (t,p)
O

li=o = (f +¢'(0)p)N = fN.
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3.2 (r, k,a,b)-Estabilidade de Hipersuperficies

3.2 (r,k,a,b)-Estabilidade de Hipersuperficies

Pelo Lema 3.3, a expressao obtida para 2l -(0) na Proposigao 3.5 depende apenas
da imersao x e da funcao f que, por sua vez, pode ser qualquer funcao diferenciavel

satisfazendo [, fla(k 4+ 1)Sk41 — b]dM =0, com a(k 4+ 1)Sky1 — b # 0.
Fixemos a sequinte notacao:

@r,k,mb(f) = - /]\4 f{LTf - )\a,bka + fKTT o dN, dN) (311)
Aap (Ti 0 AN, ANV VDM,

onde
A . ( Cl(lf -+ 1)S7-+1
“* = \alk+ 1)kt — b

Definicao 3.7. Dizemos que uma imersao x : M — R de wma hipersuperficie suave,

fechada e orientdvel com a(k+1)Sg1 —b#0 e (%) = constante é (r,k,a,b)-

estdvel, com a,b € R, se &, .,(f) > 0 para qualquer funcdo com suporte compacto
f:M"™ — R"™ que satisfaz (3.10), 0 <k <r <n-—1.

) e a,beR. (3.12)

Teorema 3.8. Seja x : M — R"™ uma imersdo de uma hipersuperficie suave, fechada
e orientdvel. Se x(M) €, a menos de translacio e homotetia, a Wulff shape de F, entao
x é (r, k,a,b)-estdvel para

a=0 e b#0;
a#0 e b=0;
ab#0 e % ¢ k!(n—l'c—l)!’ %]@!(n—l::—l)!) .
Demonstragao. Visto que x(M) é a Wulff shape de F', temos de
d¢ = (D*F + FI)ody (3.13)
que d¢ é perpendicular a y e N = —y é o vetor normal unitario. Portanto, por (3.13) e
(2.12) temos que
dp = —ApodN = Aphywie;. (3.14)
ijk

Por outro lado, sendo x(M) a Wulff shape e por (2.12), temos que
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Assim por (3.14) e (3.15), temos por (2.13), que s;; = >, Aixhy; = ;5. A partir daf,
obtemos facilmente por (2.14) que S, = CJ, onde C] = Z , assim %Si:;b =

constante Va,b € R, com a(k + 1)Sk11 — b # 0. Mostraremos que &, ,,(f) > 0, para
qualquer funcao com suporte compacto f : M™ — R que satisfaz

/ F(alk +1)Ses1 — b)dM — 0.

Temos de (2.20) que T; = P, o Ap, onde do Lema 2.6 e (2.14) temos que

1 o
_ J1, 5 kT
(Pr)ij = 7 E Oy AN S S

U1, 50k 01, 0 Jk

_ i 5j17'"7jki5” Y 7i 5i1,"-,iki
- k! i1, 0] D11 kI T k! 11, ik

T, Tk301, 0 5Tk T 1<iy, L ip<n
_ 0 i i# o |
7 21 <in <o sy 1 O ki = %(rf:i)i)x =Chy, se i=]
= CF I
Assim,
T, = (Ci_yol)oAr=Cl_ | Ap. (3.16)

Definimos a seguinte notagao:

App = div(Ap(grady)). (3.17)
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De (3.11), (3.16) e (2.23) temos que
Grras(f) = — / AL f = NapLif + fI{T 0 dN,dN) — Ay (Tj, 0 AN, dN)]}dM
M
= - / FALf = XawLif + fI{T, 0 dN,dN) — Ny, (T} 0o dN,dN)]|}dM

= / fAdiv(C}_, Ap(gradf)) — )\a,bdiv(C',’fflAF(gmdf))

- ARAN,AN) = Aoy (CE_ | ApdN,dN)] }dM

- / FCr_div(Ap(gradf)) — ayCl_ydiv(Ap(gradf))

+ 1 {ApdN,dN) — Ao yCF_| (ApdN,dN)] }dM

= / f{(c AapCh_ ) Apf + f[(Ch_y — XapCE_y) (ApdN,dN)|}dM
= —(Cr_; = XapCiy) /M fIARf + f{ApdN,dN)]dM,

. a(k+1)S,
onde A\gp = <m>

Foi provado por Palmer [27] (veja também Winklmann [29]) que,
_/ F AR + f (ApdN, dN)] dM > 0,
M
para qualquer funciao com suporte compacto f : M"™ — R que satisfaz

/MfdM: 0.

Em particular, no caso em que [,, f(a(k +1)Sp41 — b)dM = 0, temos que

/ Flalk +1)Spsr — b)AM = 0 < (a(k + 1)Sps1 — b)/ FAM =0 < / FdM =0,
M M M

visto que Syy1 = constante e a(k + 1)Sk+1 — b # 0. Assim, para provar que &, ., > 0,
precisamos apenas mostrar que

(Cr_y = XapCl_y) > 0. (3.18)
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Veja que
C;fl - )‘a,bCSfl -

alk +1)Sr1
= C_, - C
(k4 1)Spy — b "
_ o a(k +1)Crtt (n—1)!
(B D)CH —bkl(n — 1 — k)]
a

k+1)n!
o (e (n— 1)
ot _aGihel Rl (n — 1 — k)]
(k+D)(n—k—1)!

a(k n!
_ Cr_1_< T ) (n—1)!

n a(k+D)n!=b(k+1)!(n—k-1)! b kl(n — 1= k)l
(D! (n—k—1)!

. a(k + 1)n!
= G (r+Dl(n—r—1)
(k+ Dl (n—Fk—1)! (n—1)!
alk+1n! —bk+1)!(n—k—1)kl(n—1—k)!
(n—1)! an!(k +1)(n — 1)!

rMn—1—=r)  (r+Dl(n—r—1l(an! —bkli(n —k — 1))
(r+1)(an! —bk!(n —k —1))(n — 1)! —an!(k+ 1)(n — 1)!
(an! = bkl (n —k —1))(r+ Drl(n —r —1)!
(n—1D!(an!(r+1) = bk!(r +1)(n — k = 1)! —anl(k +1))
(an! = bkl (n —k —1))(r+ Drl(n —r —1)!
(n—Dlan!(r — k) —0kY(r + 1)(n — k — 1))
(an! —bk!(n — k=1 (r+Dl(n—r—1)

Assim, C"_; — X\,C* | > 0 se, e somente se, £ := ‘m!(T;fl)!:lb’],;!g;t?_(qik*l)! > 0.

Assim, basta provar que & > 0. Consideremos os seguintes casos.

1. Se a =0 e b # 0; temos entdo £ = (r + 1) > 0;

2. Sea#0eb=0;temos entdo { = (r — k) > 0;

3. Caso a # 0 # b; como § ¢ Rn—k-1)! ril k!("_k_l)!>, temos que:

n! Y r—k° n!

k! (n—k—1)!

b |
n:

< : Se b < 0, temos que

0
an! > bkl(n — k — 1)! = an! — bk!(n — k —1)! > 0.
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Por outro lado,

a Eln—k—-1! kln—k—-1!r+1
- < <
b n! n! r—k
= anl(r —k) > bk!(n —k—1)!(r+1)
= anl(r—k)—bkl(n—Fk—1)!(r+1)>0.

Logo, £ > 0. Caso b > 0, temos que an! — bk!(n — k — 1)! < 0. Por outro lado,

Kln—k—=1! kln—k—-1!r+1
- < <
b n! n! r—k
= anl(r —k) <bk!(n —k—1)!(r+1)
= anl(r—k)—bkl(n—k—1)!(r+1)<0.

Logo, £ > 0.
°« &> %w Temos que,
| —k—=1) | —k—=1)
a_ T LE(n—k—1)! - kl(n —k 1).'
b~ r—k n! n!

Se b > 0, temos que (an! — bk!(n — k — 1)!) > 0. Por outro lado,
(a(r — k)n! = bkl(n — k — 1)) > 0.

Assim, £ > 0. Caso b < 0, temos que (an! — bkl(n — k —1)!) < 0. Por outro
lado,

(an!(r — k) —b(r+ 1)k!(n — k —1)!) <0.
Assim, £ > 0.

Em qualquer caso, temos £ > 0. Logo &, .,(f) > 0 para qualquer fun¢ao com
suporte compacto f : M"™ — R""! que satisfaz (3.10). Portanto, por definigao, x é
(r, k,a,b)-estavel. ]

Observagao 3.9. Observe que, por (3.18), para a,b € R tal que A\,p < 0, temos que o
Teorema 3.8 € verdadeiro. Preferimos deixar o Teorema 3.8 com as condigoes sobre a e
b por ser mais gerais que pedir \gp < 0.

O préximo resultado é uma caracterizacao da Wulff shape de F' como um ponto critico
para o problema variacional no caso onde b = 0.
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Teorema 3.10. Suponha 0 < k <r <n—1. Seja v : M — R""' uma hipersuperficie
suave, fechada e orientdvel. Entao, x € ponto critico do funcional §, a0 Se, € somente
se, a menos de translagao e homotetia, x(M) é a Wulff shape de F.

Demonstracao. De acordo com Teorema (3.8), a condi¢ao é necessaria. Provaremos que

F
Hr+1
F
Hk+1

que M ¢é fechada e orientdvel em R™*!, existe um ponto py € M tal que as curvaturas
principais sao todas positivas em p, para uma escolha da orientacao de M, assim as
curvaturas principais anisotropicas \;(pg) > 0, 1 <i < n (pelo Lema 2.2). Portanto,

= constante. Visto

¢ também suficiente. De ’“i = constante, temos por (2.5) que

F F
Hr+1 _ Hr+1

F  — gF
Hk—H Hk+1

(0):39>0.

Visto que H[,, # 0 e Hf ,(po) > 0, pela continuidade temos que H/,; > 0 em M, donde
HF, =0H} , > 0. Assim, do Lema 2.5 temos H{, ..., H >0 em M. Além disso, pelo
Lema 2.3 temos que,

HEF(N) + H,, (o, NYdM = 0 (+)
M

/ HEF(N)+ HE (z,N)dM =0 (xx).

Sendo Hiy _ = constante, multiplicando o lado esquerdo de (x) por H’T“ e subtraindo do

k41 k+1
lado esquerdo de (xx) obtemos

HE HE
M Hifﬂ Hlf+1

—pHiy (. N) dM

—/ HFF(N)+ HF, (z,N)dM =0
M

HF
& / F(N) <Hf+1HF HF) dM = 0. (3.19)
M k+1

Por outro lado, é conhecido que a seguinte generalizagao da desigualdade tipo Cauchy-
Schwarz é verdadeira (veja, por exemplo, [15], Teorema 51, p. 52, Teorema 144, p. 104)
para qualquer 1 < <n —1:

(H{)* = HiZ,Hi, >0, (3-20)
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a igualdade ocorre para algum ¢ se, e somente se, nesse ponto as curvaturas principais
anisotropicas sao iguais. Como H}" > 0 para qualquer 0 < i < r + 1 podemos escrever a
desigualdade (3.20) da forma

F F

]

T

)

(3.21)

para qualquer 1 <1 < r, ocorrendo igualdade para algum ¢ se, e somente se, nesse ponto
as curvaturas principais anisotropicas sao iguais. Temos entao as seguintes desigualdades

Hsz—izH—g_...zH’f“ 2..._Hf+1
Hf = HY Hf HF
Hlf—s-l > Hﬂ-l HF > HlfH?il (3 22)
HE ~— HF T OHE '

para todo 0 < k < r < n — 1, ocorrendo igualdade em (3.22) se, e somente se, as
curvaturas principais anisotropicas sao iguais. Finalmente, como a funcao F : S — R*
é positiva, temos por (3.19) que

 HFHF,

g = Mt

Hiy
Portanto, ocorre igualdade em (3.22) e assim A\ = ... = )\, = constante # 0. Pelo Lema
2.4, (M) é a Wulff shape de F. O

Agora, impondo algumas condigoes adicionais, obtemos uma reciproca do Teorema
3.8. Primeiramente, estabeleceremos dois lemas.
Dado f: M — R fungao suave, definimos:

LIf] == L.f+ f{T,dN,dN); (3.23)
Jr,k[f] = [r{f} - )\a,b[k[f]' (324)

Com a notagao acima temos, por (3.11), que &,y qp = — [, fJri[f]dM. Apresenta-
mos a seguir dois lemas. O primeiro foi estabelecido em [16] e o segundo provamos.

Lema 3.11. Para cada 0 <r <n —1, temos que

I,[F(N)] = — (gradS,;1, gradgn F) + 515,11 — (r + 2)S,12; (3.25)
i
I,[{(x,N)] = — ( gradS,;1, grad - )) - (r +1)S,41; (3.26)
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Demonstracio. Veja Lema 5.3 em [16]. O
Lema 3.12. Para cada 0 < k <r <n —1, se Ay, = constante, temos que
Jﬁk [F(N)] == 515T+1 — (T‘ + 2)5r+2 - /\a,b(SlSkH - (k + 2)Sk+2>, (327)
JT,kKl'v N)] = 7” + 1)ST+1 + )\a b(k + )Sk+1; (328)
[ ) dalflan / e (3.29)
M
Demonstracao. Pelo Lema 3.11, temos que
JowlF(N)] = L[F(N)] = Xaplp[F(N)] = — (9radS,11, gradsn F) + 515,41

— (r4+2)Sr42 — Aap (— (gradSki1, gradsn F) + S1Sk41 — (k + 2)Sk2) -
Se a=0eb#0, temos que A\, = 0 e S, = constante, onde
Jrk[F(N)] = S18r41 — (r +2)S, 40,

provando (3.27).
Caso a # 0, temos que

Jok[F(N)] = —(gradS,;1,grads-F) + S1S,41 — (r +2)S,42

— | ———— | [ (grad | Skx1 — ———— | ,gradsnF' ) + 515
(5 ) - o (s oot 55

— (k + 2>Sk+2] = SlSrr-Jrl — (7’ + 2)Sr+2 — )\a7b|:Slsk-+1 — (k + 2)Sk+2]

Agora provaremos (3.28). Temos que

Jr,k[<x7 N>] = I,«K!T, N>] - /\a,b]k[<xa N>] <g7ﬂadsr+17grad (‘ 2|2)> - (T‘ + 1)ST+1

2
— s (— <gmdsk+1,gmd (' i >> - 1>Sk+1) |

Sea=0eb#0, temos A\, =0 e 5,41 = constante, onde
Jr,kKl‘v N)| = —(r+1)S41.

Caso a # 0, temos que

Tl NY = <gradSr+1, grad (' 2|2>> — (r 4+ 1)Srit

) (e (s g ) o ()
— | =—————— | [ (grad | Sk41 — ,grad | ——
<5k+1 - ﬁ) | T atk+1) 2

— (b +1)Sks1] = —(r + 1)Srs1 + Aap(k + 1) Sk,
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provando (3.28).
Finalmente, provaremos (3.29). Temos que

/M (2, NY ok [fldM = /M (2. N) (LLf] = Maslilf]) dM

:/M (2, N) [T[f]dM—)\a,b/ (z, N) L[ f]dM.

M

Pelo Teorema de Stokes e da simetria de T;, temos que

Ju <xaN>Ll[f]dMZ/M(x,N>diU(Tlgmdf)dM

= —/ (Tigradf, grad (x, N>>dM:—/ (gradf, Tigrad (x, N)) dM
M

M

= /Mfdz'v(Tlgrad(x,N»dM:/MleKl’,N)]dM.

Assim, por (3.31)

fo (@ N} LIfJdM = /M (2, NY (Lif] + f (TidN, dN))dM

= /M<:C,N)Ll[f]dM—i—/Mf<:c,N><Tsz,dN>dM:/Mle[<x,N>]dM

(3.30)

(3.31)

(3.32)

+ /Mf<x,N>mdN,dN>dM:/Mf(Ll[<x,N>}+<x,N> (TydN, dN)) dM

= /Mf[l[<x7N>]dM.

Portanto, por (3.30) e (3.32), temos

/]\4<x7N> Jr,k[f]dM: /]V[f(]TK‘r?N)] _)‘a,b]ka?N”)dM = /N[fl]r,k[<x7 N>]dM

]

No proximo resultado, sob certas condicoes acerca de a,b € R, apresentaremos uma

reciproca do Teorema 3.8.
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Teorema 3.13. Suponha 0 < k <r <n—1. Seja x : M — R""' uma hipersuperficie
suave, fechada e orientdvel. Se x € (r,k,a,b)-estdvel para a,b € R nao nulos, tal que
Aap <0, entao a menos de translagao e homotetia, x(M) é a Wulff shape de F', onde A\,
é dado por (3.12).

Demonstracao. Visto que x é (r, k,a, b)-estavel, temos que %S‘i:;b = constante e

S kan(f) >0, Vf: M — R que satisfaz (3.10). Como M & fechado e orientavel em
R™ ! existe um ponto py € M tal que as curvaturas principais sao positivas em py para
uma escolha da orientagdo de M, assim as curvaturas principais anisotropicas A;(pg) > 0,
1 <i<n (pelo Lema 2.2). Denote

1)S, crt
(T+ ) +1 = (7” ) T+1 (p ) iy (333)
alk + Spa1 — b alk + 1Sk — b
T—l—l)Hf 1C r+1
Se (a(k + 1)Sk+1 — b) < 0, temos 6 = W*}“b(po) < 0, onde, por (3.33), S,11 =

6’% > 0, isto &, HY ; > 0 em M. Por outro lado, se (a(k+1)Sk1 —b) > 0 temos

0 = %(m) > 0 onde, por (3.33), S,41 = 8% > 0, isto &, HF,; > 0 em
M. De qualquer modo, HY,, > 0 em M. Assim, pelo Lema 2.5, temos que H{ , ..., HF >0

em M.

Do Lema 2.3 e por (3.10), podemos escolher f = ~vF(N) + #Siﬂib (z, N) como a
funcao teste, onde

B f FS,(n—r)dM B
T fM a(k+1)Spy1 — b)dM
S FSr(n—r)dM

F(a(k+1)Sp 4 1-b) )
Ju a(k+1)s:H a(k+1)Sr41dM

(3.34)

sea#0

fM FST (n—r)dM

) sea=20
L fM S’"+1dM

( Aan fM FSpdM
a(k+1) (n— )fM FS,11dM> a0

Sra1 () Sy F'SrdM
) (n T)fM Fsoaai S #0

= (n —r)wass = constante,
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visto que )\a,b ¢é constante e

Wabp =

Assim f=~vF(N)+ (r+ Lwep (x,N) e &, p00(f)

>\a,b
a(k+1)?

sea##0

sea=20

[y FS.dM

ST FSydM

= — [\, [ Ikl fldM > 0.

Agora iremos calcular J, [f]. Por (3.27) e (3.28)

Snlfl = v JealF]+

(T + 1>S7~+1

a(k +

DSes —b
Y[S1Sri1 = (1 +2)Sr2 — Aap(S1Sks1 — (K + 2)Sky2)]

Jril(z, N)]

+ (r+ Dwap[—(r 4+ 1)Srs1 + Aap(k + 1)Sks1].

Por outro lado, por (3.29)

®r,k,a,b<f)

[ taadzan

_/M(7F+ (r+ Vwayp (x, N)) Jox[fldM

_ /M (YF Tk lf] + (r + Dwapf Jrrl{z, N)]) dM.

Calcularemos cada fator da integral acima. Veja que

YETklf] = YF{v[S1Sr11 — (r +2)Sr42 — Aap(S1Sk4+1 — (b + 2)Ski2)]

+

HYH}'\y = (n—r—1)H )

(r+ 1)w,, p[— (7 +1)Sr 1+ Aap(k + 1)Skia]}
Fy?[C  (n

- /\a7bc7]§+1(anHk+1 (n—Fk— 1)Hk+2)]
+ (r+ DwapyF(Nap(k +1)Sk1 — (r+ 1)Sr41);

(7“ + 1)wa,ber,k[<x

, )]

+

(r+
(

1)wa,bf[ (
P+ Deanf [~ (r + Dwap(alk + 1) St — b)
]

) r+1 + )\a b(k + 1)Sk+1]

Aap(k 4+ 1) Sk

—(
(r
(k

r
+
+

+
1

D) @apAapSkr1 (VE + (r + 1)wwap (7, N)) ,

1)@, f (a(k 4+ 1)Sk1 — b)
J(k+ D)wapAapSkr1f =m + (r+1)
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onde
nm = —(7‘%—1)Qtvibf(a(k-+»1)5}+4 —b). (3.40)
Assim, por (3.38) e (3.39), temos
Y. FJT’k[f] (7‘ + 1)wa berka N>] =T + 72 (341)
+ 2(7“ + 1)( )wa b’y)\aijSk+1 — (7“ + 1)2wa7b’yFSr+1
+ (r 4+ 1%k + D)ws Aap Sk (2, N)
onde

o = PO HE HE,, — (n— 7 — 1HE, ) — \yCE (B HE,, — (0 — k — 1) Hyo)).
Portanto, por (3.37), (3.41), (3.40) e pelo Lema 2.3, temos

& pas(f)=— /M m +n2+2(r + 1)(k + 1)@y Y Aap F Skt (3.42)
— (r+1)’@apyFSr1 + (r + 1)%(k + 1)@’ ) Aap Sk (z, N) dM

= —/ M2+ 2(r + 1) (k + 1)@a sy AapF Ski1 — (1 + 1)°@apyF S

- (r +M1>2(k: + 1)@l Ay Oy P H dM

— [ PR HEEE, - (- = DHE)

- Aa,bé’:*l(an’ Hiyy — (n— k — 1) Hyyo)] + nsdM

= - /M{FWQ[CZ;“(( —r = DH{ Hy + (r+ DH] Y — (n—1 = 1) H)

— O (n—k = V) H{ Hy + (b + DHYHy — (n =k — 1) H{,)]

+ mydM = —~*Crtrn —r — 1) /M F(HIHF, — HE ,)dM

— H2Crt! / F(r+ 1)H{ HE [ dM ++*CH N (0 — k — 1)
M

/ F(H{HE | — HE )dAM + *CF, /
M

F(k+V)H{HE, dM — / n3dM,
M M

onde,

ny = 2(r+1)(k+ 1)wa7b/\a’wFC’ﬁ+1H,f+1 —(r+ 1)273(17;)71U’C’7"+1HTFJrl
(r+1)%(k + 1), AapCh T FH
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Veja que,

— ettt | F(r+ 1)Hf HE, dM (3.43)
M

= —(n—r) @, Crt (r+1) / FH{HE [dM
B (n —7r)?(r+1)Crtt ab§{§A?M FS, 1dM
f FS, 1dM wa b
(n =P+ DOl s
Joy FSrrdM
{g fM FS, 1dM Wab
T M Ot
(n—r)(r+ Doy [, FS:dM [, FS,1dM
Joy ESrirdM Joy FSprdM Wab

/ FHF (a(k + 1)Skay — b)dM)

LRSI
fM FS,H_ldM M SrJrl

/ FH{ HE dM}
M

FHF (a(k +1)S1 — b)dM}

(a(k +1)Sps1 — b)dM

/ FHE (a(k + 1)Sg,1 — b)dM}

(n—r)(r+1)>2 @, 1.5
— +1 —b)dM
[, FSr1dM { / HfH TSk =)

/ FH{ (a(k+ 1)Skt1 — b)dM};

(r + 1), , Oty / FH! dM (3.44)

= (r+1)>%n- T)C;Hwa’bg/ FHE dM

+ 1 2 . 4 r+1
_ _(r )2 (n T)wa,bC {_Cn2 / FSTHdM/ FHfHdM}
M M

fM FS, i iam Wab

(r+12n—r)wl,s [ (Crt)? i
= - s / FH dM ) +.
Jos FSraram Wap M
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Além disso,
1 Sr-i—l

FHY dM = F E+1)Sp 1 — b)dM 3.45
/M r+1 Y 0724_1 a(k + 1)Sk+1 _ b<a( + ) k+1 ) ( )
1

= | Foayla(k +1)Spe — b)dM.
C:L—Fl/]\/[ b(( )k—‘rl )

Substituindo (3.45) em (3.44), obtemos

(r + 1)*(n — r)ewg s
[y FSradM

b (4 1) @y / FHE M = — (3.46)
M

{_ (/M Flak +1)Sks1 — b)dM)Q} |

Assim, usando (3.43) e (3.46), respectivamente em (3.42), obtemos
6 ras(f) = —(n—r)*wg,Cr (n—r — 1)<2/ F(HY Hyyy — H 5)dM (3.47)
M

L o)A wabo'““( k1) / F(HFHE,, — HE,,)dM

a(k + 1)Sys1 — b)dM

B (n—r)(r W, abS
S FSerM {/ r+1
/MFHf(a(k +1)Sk1 — b)dM — </M Fla(k +1)Sk41 — b)dM>2}

+ P ACF YR+ 1) / FHYHE dM —2(r + 1)(k + 1) A pa,,CEy
M

/ FH dM + (r+1)*(k + l)C,’j“)\a,bwib/ FHEdM.
M M

Por outro lado, como H{ ,Hy,--- ,HE, > 0 em M, é conhecido que a seguinte
generalizacao da desigualdade tipo Cauchy— Schwarz é verdadeira (veja, por exemplo,
[15], Teorema 51, p. 52, Teorema 144, p. 104) para qualquer 1 <i <n — 1:

(HEY — HE HE, > 0, (3.48)

a igualdade ocorre para algum ¢ se, e somente se, nesse ponto as curvaturas principais
anisotropicas sao iguais. Como H}" > 0 para qualquer 0 < i < r + 1 podemos escrever a
desigualdade (3.48) na forma

7

HE, © HT

)

HF HE
> il (3.49)
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para qualquer 1 < ¢ < r 4+ 1 < n, ocorrendo igualdade para algum ¢ se, e somente se,
nesse ponto as curvaturas principais anisotropicas sao iguais. Temos entao as seguintes
desigualdades

F F HF HF HF HF
Hf > H—QFEH_?}?Z“._ k;lz l}+22.._2 7’—;12 ?2
Hj H, H;, Hk+1 H! H
LoHE 1w 550
HY, — Hf' Hlf—i—l — Hf '

{ HFHEH - HTF-‘:-Q Z 07 (351)

FrrF F
Hl Hk+1 - Hk+2 Z OJ

para todo 0 < k < r < n — 1, ocorrendo igualdade em (3.50) se, e somente se, as
curvaturas principais anisotrépicas sao iguais. Assim, para cada 1 < r < n — 1, por
(3.50), temos
HF .
/M Fla(k +1)Sg1 — b)zp—dM /M FHF (a(k+1)Sp,1 — b)dM (3.52)

r+1

- < /M F(a(k +1)Skes — b)dM)2 > /N IF(a<k + 1) Sk — b)H%FdM

/M FH{ (a(k +1)Sy1 — b)dM — (/M F(a(k +1)Sk — b)dM)2 >0,

onde na ultima desigualdade usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Vamos estudar agora as ultimos trés parcelas de (3.47). Veja que, por (3.34)

Y2 AapCFH R+ 1) / FHHE (dM —2(r + 1) (k + 1) Ay, CEHy (3.53)
M

/ FH dM + (r+ 1)%(k + 1)Ch ' A pos, / FHEdM

M M

= (n—r)’(k+1)Ci N\ pl,6” / FH{H dM —2(r +1)(k+1)(n —r)
M

CR Ny 4 / FH{ dM + (r+ 1)%(k + 1)Ch ' Ay, / FHEdM
M M

= (k+1)C Ny p{ | Fl(n—r)?H Hi 1 <* = 2(r + 1)(n — 1) Hyag
M

+ (r+1)?HF)dM}.
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Agora, para p € M, considere o polindomio em z dado por
B.(p) = (n—r)*H{ H, 2> —2(r + 1)(n — r)Hy12 + (r + 1)*H;, . (3.54)

Neste caso, temos que o discriminante de 93, é

A = Ar+1)>*n—r)[(Hi)" — H B Hy ) (3.55)
= 4(r+1)*n— T)Q(H,f+1)2 (1 - }f__[kH ) <0,
+1

onde a tltima desigualdade na expressao acima é dada por (3.50). Assim, temos que
PB.(p) > 0,Vp € M. Particularmente

Pe = (n— ) H Hy* =200 + 1)(n = r) Hpas + (r + 1) Hj > 0, (3.56)

em M.
Assim, por (3.47), (3.53), (3.56) (3.51), (3.52) e devido A, < 0, temos que

& raaslf) = ~(n =P, O = = )6 [ PHTHE, ~ BE)dM (357
M

T -, wabok“( k- 1) / F(HFHE,, — HEo)dM

o (n - ’I") a bg{/
I FSerM A,

/MFHf(a(k+ 1)Sy41 — b)dM — </M Fla(k +1)Sk41 — b)dM>2}

a(k + 1)Sjs1 — b)dM

+ (k+ 1)05*1%,@2&/ P.dM < 0.
M

Portanto, temos que
O S ®r,k,a,b(f) S 07

logo ocorre igualdade em (3.52), donde também em (3.50). Portanto, as curvaturas
principais anisotropicas sao iguais em M. Assim, pelo Lema 2.4, temos que, a menos de
translagdo e homotetia, (M) é a Wulff shape de F. O

Observagao 3.14. Note que para S,41 € Sk1 positivos, temos por (3.12), que Agp < 0

se, e somente se, m < 0. Neste caso A\,p = 0 se, e somente se, a = 0. Se
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a > 0 temos que \gp < 0 se, e somente se, Sp1 < ﬁ (neste caso b deve se positivo).
b

Similarmente, se a < 0 temos que A\, < 0 se, e somente se, Sy < D) (neste caso
b deve ser negativo). Assim, \gp < 0 € equivalente ao problema de encontrar a,b € R
que limitam Sii1. Note que esta hipotese € natural, pois tais constantes sempre existem

devido M ser compacta.

Abaixo, apresentaremos uma caracterizacao da Wulff shape de F' como ponto critico
para o problema variacional de minimizar o funcional 2, p presenvando certas combi-
nagoes lineares da (k, F)-area, A, r, € o volume de M, V', onde 0 < k < r <n— 1. Neste
resultado obtemos uma nova caracterizacao da Wulff shape além de recuperar o Teorema
A, o Teorema B e generalizar o Teorema C, mencionados na pagina 9 desse trabalho,
para o quociente das curvaturas médias anisotropicas.

Teorema 3.15. Suponha 0 < k <r <n—1. Seja x : M — R""' uma hipersuperficie
suave, fechada e orientdvel para qual #ﬁ:ﬁ_b € uma constante, onde a =0 ou b =0
ou a,b € R nao nulos tais que A\, < 0. Entdo, x € (r, k,a,b)-estdvel se, e somente se, a

menos de transla¢do e homotetia, x(M) é a Wulff shape de F.

Demonstracao. A prova do teorema acima é uma combinacao do Teorema 3.8, Teorema
3.10, Teorema 3.13 e da Observacao 3.9 depois do Teorema 3.8.

Suponha inicialmente que x é (7, k, a, b)-estavel. Se a = 0 e b # 0 temos que A\,p =0
por (3.12), dai devido ao Teorema 3.8, a menos de translacdo e homotetia, (M) é a
Whulff shape de F'. Se b =0 e a # 0 temos que x é ponto critico do funcional §, ;40 Visto
de transla¢do e homotetia, z(M) é a Wulff shape de F. Caso a,b € R nao nulos tais
que A, < 0 temos pelo Teorema 3.13 que, a menos de translacdo e homotetia, z(M) é a
Waulff shape de F.

Reciprocamente, se x(M) é a Wulff shape, temos que %
devido S; ser uma constante para | € {0,...,n}. Para os casosa =0eb#0oub=0e¢
a # 0 temos pelo Teorema 3.8 que x é (r, k,a,b)-estavel. Para o caso a,b € R nao nulos
tais que A\, < 0 temos pela Observagao 3.9 o resultado. O

que é constante e por (3.8), e portanto por causa do Teorema 3.10, a menos

é uma constante,

Observacao 3.16. A prova apresentada para o Teorema 3.13 nao inclui o caso b = 0
devido 0 uso de wgy definido por (3.35), mas inclui o caso a = 0 que é equivalente a
Aap = 0 pela Observagao 3.14. Por esta razdo, apresentamos uma prova independente
para a caso b = 0 no Teorema 3.10. Com o objetivo de obter resultados mais gerais
(Teorema 3.8 e Teorema 3.13) preferimos apresentar o Teorema 3.15 como conseqiiéncia
desses teoremas.
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Capitulo 4

Sobre Propriedades das Curvaturas
Médias Anisotrépicas de
Hipersuperficies Compactas
Nao-Convexas

4.1 Uma Foérmula Integral do Tipo Minkowski

Nesta secao apresentaremos uma féormula integral do tipo Minkowski que generaliza
a formula integral provada por He e Li em [17].

Iniciaremos citando um lema, cuja prova pode ser encontrada em [17], que sera
necessario para a prova do proximo teorema.

Lema 4.1. Temos que:

(i) (@, N); = =2, hij (. €5);

(ii) (z,e;), = 6ij + hyj (x,N);

(iii) (FoN);=—3_;hy;FjoN;
(iv) (FioN); == hjFw o N;
(v) (AijoN) == huAiioN;
(vi) 22 hwa(Br)iy = 32 hu(Pr)ues
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4.1 Uma Férmula Integral do Tipo Minkowski

(vi) >2(F)jy =
(viii) tr(P,.Sr) = (7" +1)Sp11;
(ix) tr(P,) = (n—r)S,.

Teorema 4.2. Seja x : M — R"' wma imersio isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientdvel M™, F : S™ — R" satisfazendo a condicao (2.1) e
1 <p<n, 1< g < nnteiros. Entao, para 0 < r < n —1, temos a sequinte formula
integral do tipo Minkowsksi:

M) e

—

(AP, (Vg F),2") (4.1)

I Ca) Ty

- (n—r)(?)(Fq(g)q_le—kHﬂl( )”)}dM:O.

Demonstracao. Temos que

KN

div { P, (( NY Vg F — FV( : ) )}:div{PT(@,N}pvgnF)
P, (FV (@)q)} = div{P, ((x, N (Fo N)e,-)

)

(q (g) : FZ (x,e;) el-)} = div{(z, N)pZ(F o N)(Pr)ji€j

(e

>
- {Z < > (FjoN)(P)i; — Fq (g)q_l > (e (Pr)ij> e@}

)

- Z<< Ve N - Fa (1) e <Pr>ij> .

ij

~

I 62 P )ﬂej}
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4.1 Uma Férmula Integral do Tipo Minkowski

Obtemos, pelos itens (vii), (iv), (i), (i7) e (i7i) do Lema 4.1

Zij

({z, N)? (Fj o N)(Pr)is);
D [(P)gi (x, NP (Ey o N) + (P)yg ((F o N) (2, N)") ]

Z(Pr)ij [(Fj 0 N)i (z, N)" + (Fj o N)((z, N)")i]

=D (P)ihal(Fyw o N) (&, N)”

(Fj o N)p (2, N)"™* (z, ex)]

20

(4.2)



4.1 Uma Férmula Integral do Tipo Minkowski

Note que, pelo item (vi) do Lema 4.1 temos

Zijk (PT)ZJph’LkF} <$, N>p_1 <£L’, €k>

2 (Z hiilF “) PFy (2, ¢;) (e, N)"!
Z (Z hki(Pr)ij> pEy (@, e;) (x, N)pfl

Zh;ﬁ )i DFy (x, e;) (x, NYP '

Assim, por (4.2), (4.3) e

P, (@:,N) Ve F — FV <|x| ) )}_ >N (P)ijha

div

—

> (P)ijphiF (x,

ijk

ijk

(4.4) temos

que

ijk

(4.4)

ij <JI, N>p

22\
NP~ 1 (x,ex) +Z )i szkq(|2| ) (z,e;)

ijk

o1

- Z(Pr)whszk < N>p

ijk
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o N S+ P~ i2j<Pr>,]Fq<q 1) (’ 2‘2) o) (@)
- ZZj(PT)Z-qu (g)q_l (8ij + hij (z, NY) + Z hij (P, N
Como,
;m)mhm(ﬂk + Foj) = ;<PT>ijhikAjk =D _(B)ysii = > (ProSp)i
. | |
div { P (( N)’ Vo F — FV ('“2’2) >}

= (q (@) . —p (x,N>p_1> Z(PT)ijhkiFk (x,e;) — (x, N)’tr(P, o Sp)

" ( ('T) ,N>> ZJ: hi;(P.)i — Fq (%)q_l tr(P,)

~ Falg—1) ('9;'2) S By (e (o).

]
Por outro lado, pelo item (vii) do Lema 4.1, veja que

div (P, (7)) = div (PT (Z (z, ;) e>> = div (Z (Z (z,¢;) (Pr)i]) ez-)

i

= > (e, (P)ij + (x,¢5) (P)igi) Z% g zj+th‘j(Pr)ij (z,N)

ij

Assim, pelo item (iz) do Lema 4.1

Zh” P.)ij (x, N) = div(P,2") — tr(P,) = div(P,a™) — (n—r)(:)Hf (4.5)

52



4.1 Uma Férmula Integral do Tipo Minkowski

Pelo item (vi) do Lema 4.1

(AP, ((Vs-F)oN),a") = Y Fj(x,e) (AP,(e)), ex) (4.6)
gk

= Y Fiae) <Z(Pr)z'jhm€pa €k>
ik

ip

= (th(Pr)z‘j>Zﬂ<xaek>
_ Zh” P.)iFj (x, ex)

ijk

= thz r Z]Fk’ x 6])

ijk
Assim, usando (4.6), (4.5) e que >_,.(F)ij (z,€:) (7, €5) = (P, (z7),2"), temos

il

div { P,(( N VgnF — FV(Q))} (4.7)
= |q (T)q_l —plz, N>p1> (AP, (Vg F),2")
)

2\ ¢-1
— {z, N)’tr(P.oSr) — Fq (%) tr(P,)

2\ ¢—1
+ (F (z, NP~ — Fyq <%) ) (div(PT:cT) —(n—r) ( Z ) Hf)
R
— Fq(q— 1)( 5 ) (P’ 2"y,
Observe que, pelos itens (viii) e (iz) do Lema (4. 1) temos que

— {2, NYtr(P, o Sp) — ( (4.8)

*

2
= — (&, N’ (r+1)S,41 — F (7> (n—7)S,
)

= —(n—?“)( )( (‘ s HI +H ,,H(:):,N}p).
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4.2 Curvaturas Médias Anisotrépicas Linearmente Relacionadas

Substituindo (4.8) em (4.7), integrando sobre M e usando o Teorems de Stokes, obte-
mos o resultado. O

A formula (4.1) generaliza a formula integral do tipo Minkowski provado por He e Li
em [17]. De fato, se p=1e ¢ =1 em (4.1) obtemos o seguinte resultado.

Corolario 4.3. Para cada v = 0,1,...,n — 1, temos a sequinte formula integral do tipo
Minkowska:

/ (HYF(N)+ HL,, (x,N))dM = 0. (4.9)

4.2 Curvaturas Médias Anisotropicas Linearmente Re-
lacionadas

Apresentaremos alguns resultados assumindo que as curvaturas médias anisotropicas
de ordem superior sao linearmente relacionadas. Iniciaremos provando um lema necessario
para as provas dos proximos teoremas.

Lema 4.4. Seja x : M — R"! uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientdvel M™ e F' : S™ — RT satisfazendo a condi¢ao (2.1). Assuma que para
interros r e s, com 0 <r<s<mnoul<r<s<mn, as curvaturas médias anisotropicas
de ordem superior sao linearmente relacionadas por

Hf =a.HF + .. +a, 1 H (4.10)

para fungoes continuas nao negativas a,,...,as_1 : M — R, com a; > 0 para algum
1 €{r,...,s — 1}. Entdo, para uma escolha apropriada da orienta¢io de M, HY >0 em
M,Vie{l, - s}

Demonstragao. Visto que M é fechada e orientavel em R™™!, existe um ponto py €
M tal que as curvaturas principais sao positivas em pg, assim as curvaturas principais
anisotropicas A;(po) > 0, 1 < i < n, para uma escolha apropriada da orientacio de M
(veja Lema 2.2). Consequentemente, HJ (po) > 0 para todo j € {1,--- ,n}.
Demonstraremos que HI > 0 em M, donde pelo Lema 2.5, H, > 0 em M Vk €

1,--,s—1}.
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4.2 Curvaturas Médias Anisotrépicas Linearmente Relacionadas

De fato, definindo o conjunto M, como a componente conexa do conjunto {p €
M; HE (p) > 0} contendo py, mostraremos que M, é diferente de vazio, aberto e fechado
em M. Assim, sendo M conexo, teremos que M, = M, donde HY > 0 em M. Como
HF(py) > 0, temos que py € M,, onde M, # (). Pela continuidade das curvaturas,
temos que M, é aberto em M. Vamos mostrar agora que também ¢ fechado. Usando as
desigualdades de Garding, como em ([26], Lema 1), sabemos que em cada ponto p € Mj

F 1/4 ' 1/s
HF (p)'7 > HE (p)'/* > 0, (%)

para todo j € {1,---,s—1} com igualdade ocorrendo para algum j se, e somente se, nesse
ponto as curvaturas principais anisotropicas sdo iguais. Como existe [ € {r,--+ ,s — 1}
tal que a; > 0, por (%) e devido a; > 0Vi € {r,--- ,s — 1},

s—1

HE (p) =" ai(p)H (p) > a(p) H (p) > EHI (p), (%)

i=r

onde & = infy{a;} > 0, visto que a; > 0 e M ser compacta. Se [ = 0, temos HI" > £ >0
em M. Casol > 1, temos [ € {r,---,s— 1} e, por (%) e (xx), que

1/s

HE (p)'7 > HE (p)'* > (¢H (p)) 7 V) € {1,--+ s — 1},

onde particularmente
HF (p)' > ¢H[ (p),

isto é

H (p) = &1 > 0.
Dai, por (k)

HE(p) > €H[ (p) > €671 = €51 >0,
para todo p € M,. Assim, de qualquer forma, HE (p) > min{¢, ffl} > 0 Vp € M,, donde
M, é fechado em M como queriamos mostrar. O

Obtemos resultados envolvendo uma combinacao linear das curvaturas médias aniso-
tropicas de ordem superior, como em [2], onde conseguimos uma caracterizacao da Wulff
shape de F', como apresentada abaixo. A expressio de um HY como combinagao linear
dos outros H!’s (com coeficientes constantes) foi considerada por alguns autores (veja
[8]). Em nosso primeiro resultado, trabalhamos com os coeficientes da combinagao linear
sendo funcoes, como segue abaixo:
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4.2 Curvaturas Médias Anisotrépicas Linearmente Relacionadas

Teorema 4.5. Seja x : M — R™" uma imersao isométrica de uma variedade Rieman-
niana fechada e orientdvel M™ e F : S™ — R™ satisfazendo a condi¢ao (2.1). Assuma
que para inteiros r e s, com 0 <r < s—1<n—1, as curvaturas médias anisotropicas
de ordem superior sao linearmente relacionadas por

HF =a,HF +.. +a, HF |, (4.11)

para funcgoes continuas nao negativas a,, ...,as_1 : M — R satisfazendo 5; < ayyo,Vr <
i <5—3, Bso1 <0, Bs2 <y > & 0041 > &, onde a; = infy{ai}, Bi = supy{ai}
e n,& sio constantes positivas com HE | < %H}il e HY | < HE . Entao, a menos de
transla¢ao e homotetia, x(M) é a Wulff shape de F.

Demonstragdo. Sabemos pelo Lema 4.4 que HY, ..., HI' > 0. Por outro lado, sabemos
que a seguinte generalizagao da desigualdade do tipo Cauchy-Schwarz é verdadeira para
qualquer 1 < j<n—1:

HI* > HF \HE, (4.12)

a igualdade ocorre para algum j se, e somente se, nesse ponto as curvaturas principais
anisotropicas sao iguais. Como H JF > (0 para qualquer 0 < j < s, podemos escrever a
desigualdade (4.12) na forma

HE _HE,
H; 1 > ﬁ (4.13)
J— J

para qualquer 1 < j < s, ocorrendo igualdade para algum j se, e somente se, nesse ponto
as curvaturas principais anisotropicas sao iguais. Temos entao as seguintes desigualdades

F F F F
Hy >H3 > > H, >HS+1

F
HF HF HF  HI,
= >t o> (4.15)
Hi, ~ HZ, HI — H,
para qualquer 1 <7 < s.
Por hipotese, HE,| > HE | > 0. Portanto, por (4.14)
HE HE HE F
2;1 Z s;l = z};rl Z HZF’ (416)
Hi HS Hs+1 Hs
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4.2 Curvaturas Médias Anisotrépicas Linearmente Relacionadas

para qualquer 0 <17 < s.
Assim, por (4.15) e (4.16) temos que

s—1 sl r
1= ZaiZiF > Z 121%_1
i=r s i=r -
e
s—1 HF s—1 Hifj-l
L= 2o = 20,
Visto que,
s—1 s—1
Hf_lzzaiHiF_l e Hﬁrlgz:aiHﬁl
i=r i=r
onde,
s—1 s—1
HY =Y aH >0 e HIY =) oHf <0
i=r =7
Dai,

s—1 s—1
F F F F
H, - E :aiHifl > H - E aiH
i=r i=r

s—1 s—1

F F F F

= H_, - E aH; > H_ ) — E a;H;_,
i=r i=r

v

s—1 s—1
F F F F
Hey — Z a;Hi > Hg oy — ZﬁiHi-i-l
1= i=r
s—1 s—1
F F F F
= H_,—Hg,+ ZﬁiHiH - ZaiHi—l >0
1=r =7

S s—2
= HI, —HI+ Y BHE, - Y aHP >0

i+1=r+1 i—l=r—1
s s—2
F F F F
= Hs—l - Hs—i-l + E 6]'*1Hj - E : au+1Hu >0
j=r+1 u=r—1
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4.2 Curvaturas Médias Anisotrépicas Linearmente Relacionadas

5—2
= H - Hl,+ (551H5+552H5—1 + Z ﬁle]F)

Jj=r+1

s—2
- (a,ﬂfl +oap HE + 0> BuHHf) >0

u=r+1
= HI' | —HI .+ (B HE + BsoHE | — o HY | — o HY) (4.17)
s—2
+ Z (/Bj_l - OZj_H) HJF 2 0.
j=r+1
Por hipotese, 8; < aj 0,97 <17 < s — 3, onde
s—2
Z (Bj—1 — 1) H <0. (4.18)
j=r+1

Usando (4.15) e o fato que H”; > ¢H.",, temos

Hy Hy 7
—F 2 i 2_
Hs Hs—l f
HY _n B HEL _n _ Bes
= > > e — > = > 4.19
HF "¢ oy CHT, "€ o (4.19)
& B HY —a, 1 HF <0 e B,oHI | —a,HF | <0, (4.20)

visto que Bs_1 < n, a1 > € e fs_g <my . > & Assim, por (4.20)
BS—IHSF + /BS—ZHsF_l - aer_l - O‘r—i—le
= (B HY — v HE) + (Bs—2HE | — o HY ) < 0. (4.21)
Portanto, por (4.17), HZ | < HE |, (4.21) e (4.18), temos
0 S (Hf_l - HSF.;J) + (65—1HSF + 55—2HSF_1 - CYTHF_l - Oé?“-‘rlH',F)

s—2
+ Z (Bj—1 — ajp1) H <0
Jj=r+1
Assim, (B,_1HE + BoHE | — o, H | — 11 HF) = 0. Portanto, ocorre igualdade

em (4.20), e também em (4.19), isto & He _no B o B o e g
. ’ . ’ > HE 7 €T arm Hf—l—f_ ar JHf_l_

g—i, isto é, ocorrendo igualdade (4.15), donde em (4.13), e portanto todas as curvaturas

principais anisotropicas sao iguais. Pelo Lema 2.4 obtemos o resultado esperado. O]
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4.2 Curvaturas Médias Anisotrépicas Linearmente Relacionadas

Se as funcoes a;’s sdo constantes, obtemos o seguinte corolario.

Coroléario 4.6. Seja x : M — R"™! uma imersao isométrica de uma variedade Rieman-
niana fechada e orientdvel M"™ e F : S™ — R™ satisfazendo a condi¢ao (2.1). Assuma
que para inteiros r e s, com 0 <r <s—1<n—1, as curvatluras médias anisolropicas
de ordem superior sao linearmente relacionadas por

HSF = CLTHf + + as—le}ila

para constantes nao negativas a,,...,as_1 € R satisfazendo a; < a;0,Vr < 1 < 5 — 3,
as—1 < Myas_9 < mya. > & a1 > &€ onde 1, sao constantes positivas tais que [—]SF_1 <
%Hf_l e HI | < HE,,. Entao, a menos de transla¢ao e homotetia, (M) é a Wulff shape
de F.

Definicao 4.7. Seja v : M — R™ wma imersao isométrica de uma variedade Rie-
manniana M"™. Definimos o conjunto 20 = R"™! — UpeM T, onde T, € o hiperplano de
R em x(p), dado pelo espago tangente de x(M) em xz(p).

Observacgao 4.8. B. Halpern provou em [14] que para M compacta, fechada e conexa a
hipotese “W nao vazio” é equivalente a existéncia de um unico conjunto estrelado aberto
V' contido em R™ tal que o bordo de V é x(M), e 20 € o interior do kernel de V dado
por

ker(V)={peV;(1-t)p+tqge V,¥qg eV, eVt €|0,1]}.

Aqui, o conjunto V em R"™' € dito ser estrelado se existe wm ponto p € V tal que para
cada ponto g € V' o segmento de reta ligando p e q estd contido em V. Dominios estrelados
nao convexos em R™ sdo tipos especiais de dominios onde equacoes diferenciais parciais
totalmente nao lineares foram primeiramente estudados por Caffarelli-Nirenberg e Spruck
em [5]. Os resultados foram usados para estender a dominios nio convezos estudos do
fluzo pela curvatura média por Gerhardt [12] e Alexandrov-Frenchel (desigualdades de
quermassintegral) [13].

Observe que ker(V') é o maior subconjunto convexo contido em V. Dai, quando x(M)
é convezo, ele coincide com o bordo do ker(V'). Devido 20 ser aberto ([14], p. 183),
temos que x(M) € convexo se, e somente se, ele coincide com o bordo de 2.

Condi¢cao mais forte em uma hipersuperficie compacta que ser estrelado € ser estrelado
com curvatura média positiva e mais geralmente, estrelado com a k-ésima curvatura média
Hy, > 0, chamada k-convexa, k = 1,---,n. Observe que uma hipersuperficie estrelada,
n-convexa € uma hipersuperficie convexra usual e uma 1-convexa € conhecida como média
CONVETa.

99



4.2 Curvaturas Médias Anisotrépicas Linearmente Relacionadas

Note que 20 # 0 se, e somente se, existe um ponto p, € R"*! tal que, a menos de
uma translac¢do por py de z(M), (z, N) nao se anula em M.
No Teorema 4.5, observe que se a; > 0 para algum [ € {r,...,s — 1} as constantes

F
e 1 sempre existem. Por exemplo, basta tomar g =mfuy {%} > 0 (veja Lema 4.4).
s—1

Podemos remover a hipotese HI” | < HI | no teorema e ainda obtermos o resultado. Para
isso necessitamos que as funcoes a;’s sejam constantes ou para casos mais gerais, assumir
que 20 é nao vazio, como mostraremos no préoximo resultado. Observe que na prova do
Teorema 4.9 abaixo, usamos a féormula integral do tipo Minkowski do Corolario 4.3.

Teorema 4.9. Seja x : M — R™"! uma imersao isométrica de uma variedade Rieman-
niana fechada e orientdvel M™ e F: S™ — R" satisfazendo a condicao (2.1). Suponha
que uma das opgoes abairo acorre.

1. Exzistem inteiros r e s, com 0 <r < s <mn, tais que as curvaturas médias anisotro-
picas de ordem superior sao linearmente relacionadas por

F _ F F
H, =a.H, +...4as1H, (4.22)
para numeros nao neqativos Gy, ..., Gs_1;

2. 9 # 0 e existem inteiros T e s, com0<r<s<noul<r<s<n, tais que
as curvaturas médias anisotropicas de ordem superior sao linearmente relacionadas
por

HY =a,HF +.. +a,HE, (4.23)
para numMeros nao negativos ap, ..., 0s 1.
Entao, a menos de translagao e homotetia, x(M) é a Wulff shape de F.

Demonstracao. Visto que M ¢é fechada e orientavel em R"!, existe um ponto py €
M tal que as curvaturas principais sao positivas em pg, assim as curvaturas principais
anisotropicas A;(po) > 0, 1 < i < n, para uma escolha apropriada da orientacao de M
(veja Lema 2.2). Consequentemente H/ (pg) > 0 para todo j € {1,...,n}. Como

s—1

0< H (po) =Y a:H[ (po),

i=r

com H (pg) >0ea; >0, r <i<s—1,existel € {r,...,s — 1} tal que a; > 0. Pelo
Lema 4.4, H > 0em M, Vi€ {1,...,s}.
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4.2 Curvaturas Médias Anisotrépicas Linearmente Relacionadas

Por outro lado, sabemos que a seguinte generalizacdo da desigualdade tipo Cauchy-
Schwarz é verdadeira (veja, por exemplo, [[15], Teorema 51, p. 52, Teorema 144, p. 104|)
para qualquer 1 < j <n —1:

F2 F F
Hj > Hj_lHA

Jj+1 (4'24)

a igualdade ocorre para algum j se, e somente se, nesse ponto as curvaturas principais
anisotropicas sao iguais. Como HJF > ( para qualquer 0 < j < s, podemos escrever a
desigualdade (4.24) na forma

HF HF

+1
F = g (4.25)
J— J

para qualquer 1 < j < s, ocorrendo igualdade para algum j se, e somente se, nesse ponto
as curvaturas principais anisotropicas sao iguais. Temos entao as seguintes desigualdades

HY HY Hr HE
HF > 2 > 08 5 > s 5 Tl
YT HIf T Hf T T HI T HF
Hf _ HF HF _ HF
= > e >l (4.26)

para qualquer 1 <7 < s.

Suponha que a op¢ao (1) ocorre, isto é, 0 < r < s < n. Por (4.26),

s—1

HY = Y aHf

s—1 HF s—1 le
2R L
s—1
= HsFl Z Za’inFl
5:1
& HI =) aH >0 (4.28)

Note que se ocorre igualdade ocorre em (4.28), temos que

s—1 s—1 HF
HY =Y aHf, @122“1‘;12—51' (4.29)
i=r i1=r s—1
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Por outro lado, (4.27) da-nos

s—1 s—1
3 HY > H”
1= A a; HF Z : CLZ‘H—F_l, (430)

onde por (4.29) e (4.30), obtemos que

Fooos7l F
iy = Lo
i=r HF i=r H‘i ’
isto é,
— (HF HF,
(- o

r HF .
Portanto, como a; > 0 e (% — H}”) > 0em M, Vi € {r,....s — 1}, temos que
s s—1

HF  HF .
a; (F—HT”) =0Vi € {r,..,s = 1}. Como a; > 0 (I € {r,....,s — 1}), temos
s s—1

F H .. . .
(% — Hle) = 0 em M, donde por (4.25) todas as curvaturas principais anisotropi-
cas sao iguais.

Agora, como F : M — R*, temos que

s—1
0 < /F(Hf_l—zaiHiil)dM
M

=7
s—1

= /FHfl > wFHS dM

i=r

:/ _HT (2 +ZaiHiF<x,N>dM

s—1

-/ <_H5+zaiﬂf) (e, Ny dM =0,

i=r

onde a segunda e quarta igualdades acima foram obtidas por (4.9) e (4.22), respectiva-
mente. Assim,

s—1
og/ F(Hf_l—zaiH&)szo,
M

i=r
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onde, visto que F' > 0,

s—1

H, — ZaiHiIil =0,

i=r

donde ocorre igualdade em (4.28), implicando que as curvaturas principais anisotropicas
sao todas iguais. Portanto, a menos de translacao e homotetia, z(M) é a Wulff shape de F.

Agora, suponha que a opgao (2) ocorre.
Dividiremos a prova em dois casos:

Caso 1: 0<r<s<n.
Por (4.26) e (4.23)

Hil Hy - +1
HF < HE | o ZG’HF < Z HF ’ (4.31)

onde,

< Zaz B (4.32)

Por outro lado, por (4.9) e (4.22)

/HfH(x,NmM = —/ FHYdM =
M M

s—1
= —Zai/M HFdM Zal/ H—l M>

onde

1 a;H; | (x,N)dM = 0. (4.33)
(- S,

Assim, por (4.32), (4.33) e o fato que 20 # () (que é equivalente a (x, N) # 0 em M),
temos que

s—1

HsFH_ZaHH—O

i=r
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donde ocorre igualdade em (4.32). Note que se essa igualdade ocorre, devemos ter

F s—1 F
Hs+1 - Za'HiJrl
- (A
HE HE

donde por (4.31)
HE, _ HF
HE  HT,

e as curvaturas principais anisotropicas sao todas iguais, terminando a prova do Caso 1.
Caso 2: 0 <r<s<n.
Basta considerarmos o caso s =n e r > 0. Por (4.9), temos que

/ (FHE |+ HF (2, N))dM = 0. (4.34)

Por hipétese,

n—1
H,=> a;H
i=r

Por outro lado,

n—1

/MFHf_ldM = —/MHf (z, N) dM:—/M <ZaiHiF> (x, Ny dM

n—1 n—1
= - a; | Hi{x,NYdM = ai/ FH |,

onde a ultima igualdade decorre de (4.9). Assim,

n—1
/ F (H,f_l > aiH£1> dM = 0. (4.35)
M

i=r
Demostraremos agora que
n—1

HY =Y aH >0

n

i=r
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em M.
Veja que
n—1
HY = Y aHf
n—1 HF n—1 HF
= 1= Zaﬁ > ZaH—;l (4.36)
n n—1

i=r i=r

n—1
= HI,>> aH,
i=r

n—1
& HY - aH >0, (4.37)

i=r

onde (4.36) deriva de (4.26). Observe que ocorre igualdade em (4.37) se, e somente se,
ocorre igualdade em (4.36). Por (4.35), (4.37) e 0 mesmo argumento usado na op¢ao (1),
temos que todas as curvaturas principais anisotropicas sao iguais.

Portanto, em qualquer caso, a menos de translagao e homotetia, x (M) é a Wulff shape
de F. O]

4.3 Aplicacoes

As duas primeiras aplicacoes apresentadas aqui sao de fato, corolarios do Teorema
4.9.

Corolério 4.10. Seja x : M — R"™ wma imersao isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientdvel M™, F : S™ — R" satisfazendo a condicao (2.1) e

0 # (). Se gi = constante para 0 < r < s<noul <r <s <n, entado, a menos de
transla¢ao e homotetia, x(M) € a Wulff shape de F.

Demonstracao. Visto que M ¢é fechada e orientdvel em R™"!, existe um ponto py €
M tal que as curvaturas principais sao positivas em pg, assim as curvaturas principais
anisotropicas A;(po) > 0, 1 < i < n, para uma escolha apropriada da orienta¢io de M
(veja Lema 2.2). Assim H[ (pg) > 0 para todo j € {1,...,n}, onde Z; = g—f;(po) > 0.
Assim,

F

HI ==
s F
H!

(pO)Hro
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com g—%(po) > (. Pelo Teorema 4.9, temos o resultado. O
Corolario 4.11. Seja x : M — R"™ wma imersdo isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientdvel M™ e F : S™ — R* satisfazendo a condi¢ao (2.1), com
(r + 1)-ésima curvatura média anistropica HE,, constante, 0 < r < n — 1. Entdo, o

conjunto de pontos 23 € nao vazio se, e somente se, a menos de translacao e homotetia,
x(M) é a Wulff shape de F.

Demonstracao. Suponha que o conjunto 20 # 0. Se 0 < r < n — 2, visto que Hf+1 é
constante, para uma escolha apropriada da orientacao de M, temos que Hfﬂ é positivo.
Assim, temos que

H?il = gH(I)Jﬂ

onde ¢ = H;il > 0. Logo, pelo Teorema 4.9, temos o resultado. Se r = n — 1, temos
HI = constante > 0, onde HF > 0Vi e {1,...,n}. Assim

HE > HPY? > > HE Y S 5P S 0 em M, (4.38)

ocorrendo igualdade para alguma desigualdade acima se, e somente se, nesse ponto as
curvaturas principais anisotropicas sao iguais. Portanto, usando (4.9) e (4.38), temos que

H;j“/ (z, NYdM = —/ FHf_ldMg—Hf(”‘”/”/ FdM
M M M
greom / (z, NY HF dM.
M
Isto é,
/ (HF — HFY™) (2, Ny dM > 0. (4.39)
M

Note que, por (4.38), temos (HF — HF'™) > 0. Como 20 # 0, temos que (z, N) # 0 em
M. Por outro lado, veja que para a escolha inicial da orientacao de M, temos (x, N) < 0,
porque de outra forma teriamos, por (4.38) e (4.9)

0< / FHY [ dM = —/ HE (2, N)ydM < 0,
M M
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um absurdo. Dai, sendo (x, N) < 0 em M, por (4.39) temos HI = Hfl/n, donde, por
(4.38) todas as curvaturas principais anisotropicas sao iguais. Pelo Lema 2.4, segue o
resultado.

Reciprocamente, se x(M) é a Wulff shape de F', por defini¢ao, z(M) é uma hipersu-

perficie convexa de R"™!, onde 20 # (). O

O corolario acima generaliza o Corolario 1 em [17], provado para hipersuperficies
convexas.
O proximo resultado (Teorema 4.12) generaliza o Corolario 4.10, visto que esta provado

também sob a hipotese Z? = constante, mas sem condicoes sobre 20. Também do
1
Teorema 4.12 sao obtidos o Teorema 1.3, (para k > 1) o Teorema 1.5 e (para k > 1) o

Teorema 1.4 em [17], sem a hipotese de convexidade para a hipersuperficie.

Teorema 4.12. Seja x : M — R"™ uma imersao isométrica de uma variedade Rie-

manniana fechada e orientdvel M™ e F : S™ — R" satisfazendo a condi¢io (2.1). Se
g; = constante para 1 < r < s <n, enldo a menos de translagio e homotetia, x(M) é

a Wulff shape de F.

Demonstracao. Visto que M ¢é fechada e orientdvel em R™"!, existe um ponto py €
M tal que as curvaturas principais sao positivas em pg, assim as curvaturas principais
anisotropicas A;(pp) > 0, 1 < i < n, para uma escolha apropriada da orienta¢io de
M (veja Lema 2.2). Consequentemente, Hf(po) > 0 para todo j € {1,...,n}. Assim,
HF HF

— S

77 = 77 (po) = & = constante > 0, isto é, HY = £€H} com £ > 0.
" Se 17§ r < s <n—1, pelo Teorema 4.9 item (1), a menos de translacdo e homotetia,
x(M) é a Wulff shape de F.
Agora considere 1 < r < s = n. Visto que H" # 0 e HI(py) > 0, por con-
tinuidade temos que HI > 0 em M, devido HY = ¢HI > 0. Assim, do Lema 2.5, temos
HE ...,HY >0em M. Além disso, pelo Corolario 4.3 temos que

/ HY F(N)+ HF (2, N)dM =0 (%)

/ HEY \F(N)+ HI (x, N)dM = 0 (*x).

Visto que Z—é = constante, multiplicando o lado esquerdo de (x) por g—i e subtraindo do

67



4.3 Aplicagoes

lado esquerdo de (x%) obtemos

HF
& / F(N) (Hfo—;l - Hfl) dM = 0. (4.40)
M T

Por outro lado, sabemos que a seguinte generalizacao da desigualdade tipo Cauchy-
Schwarz é verdadeira (veja, por exemplo, [15]|, Teorema 51, p. 52, Teorema 144, p.
104) para qualquer 1 < i < n:

(H{)* = H_ Hi}y >0, (4.41)

a igualdade ocorre em um ponto para algum 7 se, e somente se, nesse ponto as curvaturas
principais anisotrépicas sao iguais. Como H! > 0 para qualquer 0 < i < n, podemos
escrever a desigualdade (4.41) na forma

F[F HF
7 > i+1
F — F
HF | = H:

)

(4.42)

para qualquer 1 < i < n — 1, ocorrendo igualdade para algum ¢ se, e somente se, as cur-
vaturas principais anisotropicas sao todas iguais. Temos entao as seguintes desigualdades

HY _ HY Y HY
H > H—izH—iz...zH; > 2 o
1 2 r—1 n—1
HF _ HF HE HF
= > e Hl > 4.43
i =l T e = T -

para todo 1 < r < n — 1, ocorrendo igualdade em (4.43) se, e somente se, as curvaturas
principais anisotropicas sao iguais. Finalmente, como a funcao F' : S™ — R™ & positiva,
obtemos por (4.40) que

n—1 " H7F '
Portanto, ocorre igualdade em (4.43) e assim \; = ... =\, = constante # 0. Pelo Lema

2.4, a menos de transla¢ao e homotetia, (M) é a Wulff shape de F.
m
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Teorema 4.13. Seja x : M — R"™! uma imersdo isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientdvel M" e F' : S™ — R* satisfazendo a condigdao (2.1), com a
r-ésima curvatura média anisotropica HTFJrl constante, 0 < r <n —1. Entao, o conjunto
de pontos L € nao vazio se, e somente se, a menos de translagio e homotetia, (M) é
r-estdvel.

Aqui, r-estavel significa o seguinte: M"™ é ponto critico do funcional
Srrw = | FODHICLAM + AV (o),
M

onde A é uma constante e V = —= [\ (z,N)dM ¢ o (n + 1)-volume determinado por
M, e a segunda variagao de §, p.a,

Srra=—(r+1) [ ¥{L+ (T, 0 dN,dN)}dM,

M

¢ nao negativa para todo ¢ com [, dM = 0 (veja [19]).

Demonstracao. Pelo Teorema 1.3 em [19], x é r-estavel se, e somente se, a menos de
translagdo e homotetia, (M) é a Wulff shape de F. Pelo Corolario 4.11 acima, temos

que z(M) é, a menos de translagdo e homotetia, a Wulff shape de F' se, e somente se, 20
é nao vazio, provando assim o Teorema 4.13. O

O proximo resultado é uma caracterizacao da Wulff shape como o ponto critico para
um problema variacional sob a hipdtese de 20 é nao vazio.

Teorema 4.14. Seja x : M — R"™! wma imersdo isométrica de uma variedade Rieman-
niana fechada e orientdvel M™, F : S™ — R* satisfazendo a condicao (2.1) e 20 # ().
Entao, x € ponto critico do funcional §, p.n se, e somente se, a menos e translacao e
homotetia, x(M) é a Wulff shape de F.

Demonstracao. Temos que x é ponto critico de §, .o se, e somente se, HfJrl é constante
(veja [19]). Portanto, pelo Corolario 4.11 temos o resultado. O

No proximo teorema assumiremos que na férmula integral do tipo Minkowski, o inte-
grando FHY + HE | (x, N) ndo muda de sinal.

Teorema 4.15. Seja x : M — R"™! uma imersdo isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientdvel M™, F : S — R* satisfazendo a condigao (2.1) e tal
que

FH! + HL, (z,N)

nao muda de sinal para algum 0 < r <n —1. Entdo, (M) é a Wulff shape de F.
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Demonstracao. Visto que F'H, + H,.1 (xz, N) ndo muda de sinal em M para algum r €
{0,...,n — 1}, por (4.9), temos que

FHF + HE  (z,N) = 0. (4.44)

Sendo M fechada e orientavel em R"*!, existe um ponto py € M tal que as curvaturas
principais sao positivas em pp, assim as curvaturas principais anisotropicas A;(po) > 0,
1 < i < n, para uma escolha apropriada da orientacao de M (veja Lema 2.2). Conse-
quentemente, H (pg) > 0 para todo j € {1,...,n}. Assim, por (4.44)

HTF+1(I?0) (z,N) (po) = —F(pO)Hf(P0)7

onde F(po)H} (po) > 0 e HE (po) > 0, donde concluimos que (z, N) (py) < 0 para a
escolha feita para a orientacao de M. Considere 2 como sendo a componente conexa de
{peM:HL (p) >0} contendo py. Note que A # @, visto que py € 2. Além disso, por
continuidade de HI’ 1, temos que 2 & um subconjunto aberto de M. Demonstraremos
que esse conjunto também é fechado em M, donde %l = M, visto que M é conexo. De
fato, dado p € A, por (4.38) e (4.44), temos

0 = (FH +H, (x,N))(p)

r/r+1
> (FHE,"™ ¢ HE, (2, N))(p)
r/r+1 1/r+1

= H, (p)(F + HJ\y (, N))(p)-

Assim,
1/r+1
(F+ 1L @, M) ) < 0
Portanto, por continuidade, no fecho 2 de 2 em M, temos que
Hf+11/r+1 (z,N) < F + Hﬁrll/r+1< ,N) <0, (4.45)

donde HE > 0. Assim, por (4.45), HE; > 0 em 2, donde 2 = 2 . Portanto, sendo M
conexo, temos 2 = M. Dai por (4.44), temos que (x, N) < 0 em M. Além disso, usando
(4.45) e (4.9), obtemos

0 > /F+Hf+1
M
- / FdM + / HEL Y @, Ny dM
M

1/r+1

— HF N)dM + / HE x, N)ydM

Y g, NY dM (4.46)

- /M <Hf+f”“—Hf> (z, NY dM.
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4.3 Aplicagoes

Visto que Hf,, > 0 em M, temos por (4.38) que (Hﬁrll/rﬂ — HF) <0 em M. Assim,
como (z, N) < 0 em M, temos por (4.47) que

0> / (HE "™ — HF) (2, Ny dM > 0.
M

Portanto, (H:J/rqﬂ—HlF) = 0. Dali, por (4.38), todas as curvaturas principais anisotropicas
sao iguais , donde pelo Lema 2.4 segue o resultado. O]

Teorema 4.16. Seja v : M — R uma imersao isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientdvel M™, F : S — R" satisfazendo a condi¢ao (2.1). Se
W # 0, entao M é difeomorfa a Wulff shape de F e x é de fato um mergulho.

Demonstracao. Como 20 # (), podemos assumir, sem perda de generalidade, que 0 € 20.
Note que 0 ¢ z(M), devido x(p) € T,, Vp € M.

Considere a fungiao 7 : R\ {0} — S™ definida por 7(y) = Tor- Demostraremos
que (pomo z): M — Wy é um difeomorfismo, onde ¢ é definido em (2.2).

De fato, visto que

29—
dry = _y<v,vg> _ly e gv,wy’
Tyl 1yl Iy

temos que,
dryv =0 3INe R:v=\y. (4.47)
Agora considere (mo z): M — S™. Dadop e M ev € T,M \ {0}, veja que

dmox),(v) = 0& dryy)(dr,(v) =0&
& INe R:dxy(v) = Ax(p) (por (4.47)). (4.48)

Além disso, como x : M™ — R"™! é uma imersao, temos que dx,(v) # 0, visto que
v e T,M\ {0}, donde XA # 0 em (4.48). Assim, por (4.48), temos que

—z(p) = —A\"'dw,(v) € dx,(T,M) =T, — z(p),
isto é,
—z(p) =& — x(p),

para algum £ € T, e assim £ = 0, isto ¢, 0 = £ € T, donde 0 ¢ 20, contradizendo a
suposicao inicial.

71



4.3 Aplicagoes

Assim dado p € M e v € T,M \ {0}, temos d(m o x),v # 0, isto é, d(w o x), é injetivo
Vp € M. Agora, visto que ¢ satisfaz a condigao de convexidade, isto é, d¢, = (D*F+F1I),
e (D*F+ FI), > 0, temos que d(¢omo x), é injetiva Vp € M. Pelo Teorema da Fungao
Inversa, temos que (pomox) : M — Wg é um difeomorfismo local. Como M é compacta
e Wg é conexa, temos que (pomox): M — Wg é uma aplicagdo de recobrimento.
Além disso, sendo M compacta e Wp simplesmente conexa (devido W, por definicao,
ser uma hipersuperficie convexa de R"*!, donde difeomorfa a S™, e em particular sendo
S™ simplesmente conexa (n > 2), temos que Wr é simplesmente conexa), obtemos que
(¢ omox) é um difeomorfismo. Assim M é difeomorfa a Wr.

Para finalizar a prova, é suficiente observar que como (¢ o 7o x) é injetiva, temos que
x é injetiva. Portanto x é um mergulho.

]
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