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RESUMO

Este trabalho consiste em duas partes.

Na primeira parte, estudaremos hipersuperfícies compactas sem bordo imersas no es-

paço Euclidiano com o quociente das curvaturas médias anisotrópicas
(r+1)Cr+1

n HF
r+1

a(k+1)Ck+1
n HF

k+1−b
=

constante. Provaremos que tais hipersuperfícies são pontos críticos para um problema
variacional de preservar uma combinação linear da (k, F )-área e do (n+ 1)-volume deter-
minado por M . Demostraremos que a hipersuperfície é (r, k, a, b)-estável se, e somente
se, a menos de translação e homotetia, ela é a Wul� shape de F (veja Seção 2.1), sob
algumas condições acerca de a, b ∈ R.

Na segunda parte desse trabalho, obtemos outras caracterizações para a Wul� shape
envolvendo as curvaturas médias anisotrópicas de ordem superior de uma hipersuperfí-
cie M em Rn+1 e o conjunto W = Rn+1 −

⋃
p∈M Tp. Os resultados são obtidos para

hipersuperfícies compactas não convexas satisfazendo W 6= ∅.



ABSTRACT

This work consists of two parts.

In the �rst part we deal with a compact hypersurface without boundary immersed in to

the Euclidean space with the quotient of anisotropic mean curvatures
(r+1)Cr+1

n HF
r+1

a(k+1)Ck+1
n HF

k+1−b
=

constant. Such a hypersurface is a critical point for the variational problem preserving a
linear combination of the (k, F )-area and (n + 1)-volume enclosed by M . We show that
it is (r, k, a, b)-stable if, and only if, up to translations and homotheties, it is the Wul�
shape, under some assumptions on a, b ∈ R.

In the second part we obtain further characterizations for the Wul� shape involving
the anisotropic mean curvatures of higher order of a hypersurface M in Rn+1 and the
set W = Rn+1 −

⋃
p∈M Tp. Results are obtained for non-convex compact hypersurfaces

satisfying W 6= ∅.
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Capítulo 1

Introdução

Este trabalho consiste em duas partes.

Na primeira parte, estudaremos hipersuperfícies compactas sem bordo imersas no es-

paço Euclidiano com o quociente das curvaturas médias anisotrópicas
(r+1)Cr+1

n HF
r+1

a(k+1)Ck+1
n HF

k+1−b
=

constante. Provaremos que tais hipersuperfícies são pontos críticos para um problema
variacional de preservar uma combinação linear da (k, F )-área e do (n+ 1)-volume deter-
minado por M . Demostraremos que a hipersuperfície é (r, k, a, b)-estável se, e somente
se, a menos de translação e homotetia, ela é a Wul� shape de F , onde F : Sn −→ R+ é
uma função positiva (veja Seção 2.1), sob algumas condições acerca de a, b ∈ R.

Dado uma imersão x : M −→ Rn+1 de uma variedade M compacta, sem bordo e
orientada, para cada r, 0 ≤ r ≤ n, de�nimos a (r, F )-função área Ar,F : (−ε, ε) −→ R
associada a variação X : M × (−ε, ε) −→ Rn+1 (veja Seção 3.1) de x por

Ar,F (t) =

∫
M

F (Nt)SrdMt.

O (n+ 1)-volume algébrico determinado por M é dado por

V (t) =
1

n+ 1

∫
M

〈Xt, Nt〉 dMt. (1.1)

O problema variacional anisotrópico preservando o volume tem sido estudado por
vários autores (veja [27], [29], [19]). Para um tal problema variacional, eles chamaram uma
imersão crítica x do funcional Ar,F (isto é, uma hipersuperfície com HF

r+1 = constante)
estável se, e somente se, a segunda variação de Ar,F é não negativa para toda variação de
x preservando o (n+ 1)-volume V .
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Historicamente, a referência clássica é o artigo de G. Wul� [30] motivado por aplicações
em Cristalogra�a. Propriedades físicas de um simples cristal diferem com a direção, isto
é, eles são anisotrópicos. Mais recentemente, B. Andrews [3] tratou da evolução pela
curvatura média anisotrópica, uma formulação geral dos �uxos cristalinos conhecida como
modelos de crescimento de cristais [6].

Em 1998, Palmer em [27] (veja também Winklmann em [29]) considerou o caso r = 0
e provou:

Teorema A ( [27] ) Seja x : M −→ Rn+1 uma hipersuperfície fechada com
HF

1 = constante. Então x é estável se, e somente se, a menos de translação e
homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

Em 2008, He e Li em [19] estudaram o caso de imersões de hipersuperfícies em Rn+1

com a (r + 1)-ésima curvatura média anisotrópica constante e provaram:

Teorema B ( [19] ) Suponha 0 ≤ r ≤ n − 1. Seja x : M −→ Rn+1

uma hipersuperfície fechada com HF
r+1 = constante. Então, x é estável se, e

somente se, a menos de translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

Em 2008, He e Li em [16] consideraram o caso de imersões de hipersuperfícies em Rn+1

com o quociente constante entre a (r+1)-ésima curvatura média anisotrópica e a r-ésima
curvatura média anisotrópica, que são pontos críticos para um problema variacional de
minimizar o funcional Ar,F , preservando a (r−1)-área, A(r−1),F , da hipersuperfície em vez
do (n+ 1)-volume. Para tal problema variacional, eles chamaram uma imersão crítica x

do funcional Ar,F (isto é, uma hipersuperfície com
HF

r+1

HF
r

= constante) ponto crítico estável
de Ar,F se, e somente se, a segunda variação de Ar,F é não negativa para toda variação
de x preservando a (r − 1)-área da hipersuperfície. Eles provaram:

Teorema C ( [16] ) Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional,
orientável, conexa e compacta sem bordo. Uma imersão isométrica x : M −→
Rn+1 é ponto crítico estável de Ar,F se, e somente se, a menos de translação e
homotetia, x(M) é a Wul� shape de F , 1 ≤ r ≤ n− 1.

Resultados similares foram provados em [18] pelos mesmos autores para formas espa-
ciais quando F = 1.

Consideramos nessa primeira parte hipersuperfícies em Rn+1 que são pontos críticos
para o problema variacional de minimizar o funcional Ar,F preservando uma combinação
linear da (k, F )-área, Ak,F , e do volume V de M , onde 0 ≤ k < r ≤ n− 1, denotada por
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Ca,b;k. Por um argumento padrão envolvendo multiplicadores de Lagrange, isto signi�ca
que estamos considerando os pontos críticos do funcional

Jr,k,a,b(t) = Ar,F (t) + λCa,b;k(t),

onde Ca,b;k(t) = aAk,F (t) + bV (t), λ é uma constante a ser determinada e a, b ∈ R
são ambos não nulos. Mostraremos que a equação de Euler-Lagrange de Jr,k,a,b é (veja
Proposição 3.4):

(r + 1)Sr+1 + λ [a(k + 1)Sk+1 − b] = 0.

Assim os pontos críticos são exatamente as hipersuperfícies com

(r + 1)Cr+1
n HF

r+1

a(k + 1)Ck+1
n HF

k+1 − b
=

(r + 1)Sr+1

a(k + 1)Sk+1 − b
= constante.

Introduzimos o conceito de (r, k, a, b)-estabilidade que para o caso k = b = 0, a = 1
e F ≡ 1 coincide com o dado em [18], para o caso do espaço Euclidiano. Para um
tal problema variacional, chamamos uma imersão crítica x do funcional Ar,F (isto é,

uma hipersuperfície com
(r+1)Cr+1

n HF
r+1

a(k+1)Ck+1
n HF

k+1−b
= constante) (r, k, a, b)-estável se, e somente se,

a segunda variação de Ar,F é não negativa para toda variação de x preservando Ca,b;k.
Também, para a = 0 e b = 1 nosso conceito coincide com o dado em [19] para estabilidade.
Em particular, para a = 0, b = 1 e F = 1, obtemos a r-estabilidade de hipersuperfícies
em Rn+1 como de�nido em [4].

Provamos então o seguinte.

Teorema 3.8 Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão de uma hipersuperfície
suave, fechada e orientada. Se x(M) é, a menos de translação e homotetia, a
Wul� shape de F , então x é (r, k, a, b)-estável para

a = 0 e b 6= 0;
a 6= 0 e b = 0;

a, b 6= 0 e a
b
/∈
[
k!(n−k−1)!

n!
, r+1
r−k .

k!(n−k−1)!
n!

)
.

O Teorema 3.8 generaliza resultados em [27], [19], [18] e [1].
O próximo resultado é uma caracterização da Wul� shape como ponto crítico para o

problema variacional no caso onde b = 0.
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Theorem 3.10 Suponha 0 ≤ k < r ≤ n − 1. Seja x : M −→ Rn+1 uma
hipersuperfície suave, fechada e orientada. Então, x é ponto crítico do fun-
cional Fr,k,a,0 se, e somente se, a menos de translação de homotetia, x(M) é a
Wul� shape de F .

O próximo resultado, sob certas condições acerca de a, b ∈ R, apresenta uma recíproca
do Teorema 3.8.

Teorema 3.13 Suponha 0 ≤ k < r ≤ n − 1. Seja x : M −→ Rn+1 uma
hipersuperfície suave, fechada e orientada. Se x é (r, k, a, b)-estável para a, b ∈
R não nulos, tal que λa,b ≤ 0, então a menos de translação e homotetia, x(M)
é a Wul� shape de F , onde λa,b é dado por (3.12).

Finalmente, apresentamos uma caracterização da Wul� shape de F como ponto crítico
para um problema variacional de minimizar o funcional Ar,F preservando uma certa com-
binação linear da (k, F )-área, Ak,F , e do volume de M , V , onde 0 ≤ k < r ≤ n − 1.
Neste resultado obtemos uma nova caracterização da Wul� shape, além de recuperar o
Teorema A, o Teorema B e generalizar o Teorema C para o quociente das curvaturas
médias anisotrópicas.

Teorema 3.15 Suponha 0 ≤ k < r ≤ n − 1. Seja x : M −→ Rn+1 uma
hipersuperfície suave, fechada e orientada para qual (r+1)Sr+1

a(k+1)Sk+1−b
é uma cons-

tante, onde a = 0 ou b = 0 ou a, b ∈ R não nulos tal que λa,b < 0. Então, x é
(r, k, a, b)-estável se, e somente se, a menos de translação e homotetia, x(M)
é a Wul� shape de F .

Observamos que para k = r = a = 0 e b = 1, o Teorema 3.15 corresponde ao Teorema
1 em [27]. Para a = 0 e b = 1, obtemos o Teorema 1.3 em [19]. Em particular, se
além de a = 0 e b = 1, �zermos F = 1, obteremos o teorema de r-estabilidade para
hipersuperfícies compactas em Rn+1 provado por Alencar, Do Carmo e Rosenberg em [1].

Concluímos então que nossos resultados e métodos, apresentados nessa primeira parte,
generalizam e uni�cam alguns teoremas e tratamentos de provas sobre a estabilidade de
hipersuperfícies compactas em Rn+1 nos casos anisotrópicos e euclidianos.

Na segunda parte desse trabalho, obtemos outras caracterizações para a Wul� shape
envolvendo as curvaturas médias anisotrópicas de ordem superior de uma hipersuperfí-
cie M em Rn+1 e o conjunto W = Rn+1 −

⋃
p∈M Tp. Os resultados são obtidos para

hipersuperfícies compactas não convexas satisfazendo W 6= ∅.
Inicialmente demostramos a seguinte fórmula integral do tipo Minkowski para hipersu-

perfícies compactas em Rn+1, para o caso anisotrópico, que generaliza a fórmula integral
provada por He e Li em [17], como apresentada abaixo (veja Teorema 4.2 na Seçao 4.1):
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Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientável Mn, F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1) e
1 ≤ p ≤ n, 1 ≤ q ≤ n inteiros. Então, para 0 ≤ r ≤ n − 1, temos a seguinte
fórmula integral do tipo Minkowski:∫
M

{

[
q

(
|x|2

2

)q−1

− p 〈x,N〉p−1

] 〈
APr(∇SnF ), xT

〉
+ (1.2)

+

(
F 〈x,N〉p−1 − Fq

(
|x|2

2

)q−1
)(

div(Prx
T )− (n− r)

(
n
r

)
HF
r

)
−

− Fq(q − 1)

(
|x|2

2

)q−2 〈
Prx

T , xT
〉
−

− (n− r)
(
n
r

)(
Fq

(
|x|2

2

)q−1

HF
r +HF

r+1 〈x,N〉
p

)
}dM = 0.

De fato, se p = q = 1 no Teorema 4.2, obtemos que∫
Mn

(
F (N)HF

r +HF
r+1 〈x,N〉

)
dM = 0,

resultado provado em [17].
Na Seção 4.2, obtemos resultados envolvendo uma combinação linear das curvaturas

médias anisotrópicas de ordem superior, como em [2], resultando numa caracterização
da Wul� shape, como apresentado abaixo. A expressão de um HF

s como combinação
linear dos outros HF

r 's (com coe�cientes constantes) foram consideradas por muitos au-
tores (veja, por exemplo, [9], [8]). No primeiro resultado dessa seção, os coe�cientes da
combinação linear são funções, como segue (veja Teorema 4.5 na Seção 4.2):

Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1).
Assuma que para inteiros r e s, com 0 < r < s − 1 ≤ n − 1, as curvaturas
médias anisotrópicas de ordem superior são linearmente relacionadas por

HF
s = arH

F
r + ...+ as−1H

F
s−1, (1.3)

para funções contínuas não negativas ar, ..., as−1 : M −→ R satisfazendo βi ≤
αi+2,∀r ≤ i ≤ s − 3, βs−1 ≤ η, βs−2 ≤ η, αr ≥ ξ, αr+1 ≥ ξ, onde αi :=
infM{ai}, βi := supM{ai} e η, ξ são constantes positivas tais que HF

s−1 ≤
ξ
η
HF
r−1 e HF

s−1 ≤ HF
s+1. Então, a menos de translação de homotetia, x(M) é

a Wul� shape de F .
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No Teorema 4.5, observe que se al > 0 para algum l ∈ {r, ..., s − 1} as constantes ξ
e η sempre existem. Por exemplo, basta tomar η

ξ
= infM

{
HF

r−1

HF
s−1

}
> 0 (veja Lema 4.4 na

Seção 4.2).
De�nimos o conjunto W = Rn+1−

⋃
p∈M Tp, onde Tp é o hiperplano de Rn+1 em x(p),

dado pelo espaço tangente a x(M) em x(p) (veja De�nição 4.7 na Seção 4.2).
Podemos remover a hipótese HF

s−1 ≤ HF
s+1 no Teorema 4.5 e ainda obtermos o resul-

tado. Para isto necessitamos que as fuñções ai's sejam constantes. Nossa outra alternativa
para se livrar da hipótese HF

s−1 ≤ HF
s+1 é supor que o conjunto W ⊂ Rn+1 é não vazio (e

melhorar a variação de r e s) como segue (veja Teorema 4.9 na Seção 4.2):

Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1).
Suponha que uma das opções abaixo acorre.

1. Existem inteiros r e s, com 0 < r < s < n, tais que as curvaturas médias
anisotrópicas de ordem superior são linearmente relacionadas por

HF
s = arH

F
r + ...+ as−1H

F
s−1 (1.4)

para números não negativos ar, ..., as−1;

2. W 6= ∅ e existem inteiros r e s, com 0 ≤ r < s < n ou 0 < r < s ≤
n, tais que as curvaturas médias anisotrópicas de ordem superior são
linearmente relacionadas por

HF
s = arH

F
r + ...+ as−1H

F
s−1 (1.5)

para números não negativos ar, ..., as−1.

Então, a menos de translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

Para provar o resultado acima usamos a fórmula integral tipo Minkowski.
Note que W não vazio é uma hipótese mais fraca que a hipótese de convexidade para

uma hipersuperfície x(M). De fato, para M conexo e fechado, a hipótese �W não vazio�
é equivalente a hipótese �x(M) ser o bordo de um (único) domínio estrelado aberto V
em Rn+1� ([14]). Além disso, neste caso W é o interior do subconjunto dado pelos pontos
de V que podem ser conectados a qualquer outro ponto de V por um segmento de reta
contido em V . Portanto, quando x(M) é convexo, então também V é convexo e W
coincide com o interior de V (veja Observação 3.14 na Secão 4.2).

Como uma aplicação do Teorema 4.9 provamos o seguinte resultado (veja Corolário
4.10 na Seção 4.3):
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Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientável Mn, F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1) e

W 6= ∅. Se HF
s

HF
r

= constante para 0 ≤ r < s < n ou 0 < r < s ≤ n, então, a

menos de translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

Provamos mais duas aplicações do Teorema 4.9. Abaixo a primeira aplicação (veja
Corolário 4.11 na Seção 4.3):

Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1), com
(r + 1)-ésima curvatura média anisotrópica HF

r+1 constante, 0 ≤ r ≤ n − 1.
Então, o conjunto de pontos W é não vazio se, e somente se, a menos de
translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

No corolário acima, obtemos o Corolário 1.1 em [17], com a condiçao W não vazio em
vez da convexidade da hipersuperfície.

A outra aplicação segue abaixo (veja Teorema 4.12 na Seção 4.3):

Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1).

Se HF
s

HF
r

= constante para 1 ≤ r < s ≤ n, então a menos de translação e

homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

O Teorema 4.12, generaliza para a o caso anisotrópico o teorema obtido por [22] para
o caso Euclidiano.

Também, no Teorema 4.12, reobtemos o Teorema 1.3, (para k ≥ 1) o Teorema 1.5 e
(para k ≥ 1) o Teorema 1.4, em [17], sem a hipótese de convexidade.

Ainda na Seção 4.3, provamos (veja Teorema 4.13):

Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1), com
a r-ésima curvatura média anisotrópica HF

r+1 constante, 0 ≤ r ≤ n−1. Então,
o conjunto de pontos W é não vazio se, e somente se, a menos de translação
e homotetia, x(M) é r-estável.

Aqui, r-estável signi�ca o seguinte: Mn é ponto crítico do funcional

Fr,F ;Λ =

∫
M

F (N)HF
r C

r
ndM + ΛV (x),
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onde Λ é uma constante e V = 1
n+1

∫
M
〈x,N〉 dM é o (n + 1)-volume determinado por

M , e a segunda variação de Fr,F ;Λ,

F′′r,F ;Λ = −(r + 1)

∫
M

ψ{Lrψ + ψ 〈Tr ◦ dN, dN〉}dM,

é não negativa para todo ψ com
∫
M
ψdM = 0 (veja [19]).

O resultado acima mostra que assumindo que a hipersuperfície é compacta com
HF
r+1 = constante, a hipótese W não vazio é equivalente a r-stabilidade.
Também provamos na Seção 4.3 que se o integrando da fórmula tipo Minkowski dado

no Corolário 2.3 não muda de sinal, então x(M) é a Wul� shape de F (veja Teorema
4.15):

Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientável Mn, F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1) e tal
que

FHF
r +HF

r+1 〈x,N〉

não muda de sinal para algum 0 ≤ r ≤ n − 1. Então, x(M) é a Wul� shape
de F .

Finalmente, nosso último resultado mostra que em hipersuperfícies compactas a hi-
pótese W não vazio caracteriza a Wul� shape a menos de difeomor�smos. De fato, se W
é não vazio, obtemos que M é difeomorfa a Wul� shape de F e x : M −→ Rn+1 é de fato
um mergulho (veja Teorema 4.16 na Seção 4.3):

Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1). Se
W 6= ∅, então M é difeomorfa a Wul� shape de F e x é de fato um mergulho.

Na prova do Teorema 4.16 exibimos o difeomor�smo.
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Capítulo 2

Preliminares

Este capítulo objetiva estabelecer as notações que serão utilizadas nos demais capítulos
deste trabalho, bem como os fatos básicos da teoria que faremos uso posteriormente.

2.1 A Wul� Shape de F

Seja F : Sn −→ R+ uma função suave positiva que satisfaz a seguinte condição de
convexidade:

(D2F + FI)x > 0, ∀x ∈ Sn, (2.1)

ondeD2F denota o Hessiano intrínseco de F na n-esfera Sn ⊂ Rn+1, I denota a identidade
em TxS

n e > 0 signi�ca que a matriz é positiva de�nida. Consideremos a aplicação

φ : Sn −→ Rn+1,

x −→ F (x)x+ (gradSnF )x, (2.2)

cuja imagem WF = φ(Sn) é uma hipersuperfície suave, convexa em Rn+1 chamada a
Wul� shape de F (veja [10], [17], [16], [23], [27], [28], [29]). No caso em que F = 1 temos
que a Wul� shape de F é a n-esfera Sn ⊂ Rn+1.

Agora seja

x : Mn −→ Rn+1

uma imersão suave de uma hipersuperfície fechada e orientada e

N : Mn −→ Sn
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2.1 A Wul� Shape de F

sua aplicação de Gauss, isto é, N é o vetor normal unitário de M .
De�nimos

AF := D2F + FI (2.3)

e

NF : M −→ WF , NF := φ ◦N

a aplicação de Gauss generalizada da Wul� shape. Então

SF := −dNF = −AF ◦ dN

é chamado o operador F -Weingarten, e os autovalores de SF são chamados de curvaturas
principais anisotrópicas. Veremos no Lema 2.2 a seguir que, as raizes do polinômio
característico de SF são todas reais.

Veja que, em cada ponto p ∈Mn, SF (p) : TpM −→ TpM é um operador linear. Para
cada 1 ≤ r ≤ n, seja Sr(p) a r-ésima função simétrica elementar nos autovalores de SF (p),
assim obtemos n funções suaves Sr : Mn −→ R, tal que

det(tI − SF ) =
n∑
k=0

(−1)kSkt
n−k, (2.4)

onde S0 = 1 por de�nição. Se p ∈Mn e {λk} são os autovalores com respeito ao operador
SF (p), temos que

Sr = σr(λ1, ..., λn) :=
∑

1≤i1<...<ir≤n

λi1 ...λir ,

onde σr ∈ R[X1, ..., Xn] é o r-ésimo polinômio simétrico elementar nas identidadesX1, ..., Xn.
Para 1 ≤ r ≤ n, de�nimos a r-ésima curvatura média anisotrópica HF

r de x por

Cr
nH

F
r = σr(λ1, ..., λn), (2.5)

onde Cr
n =

(
n
r

)
.

Uma variação de uma imersão suave x : Mn −→ Rn+1 é uma aplicação suave

X : Mn × (−ε, ε) −→ Rn+1

satisfazendo a seguinte condição:
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2.1 A Wul� Shape de F

1. Para t ∈ (−ε, ε), a aplicação Xt : Mn −→ Rn+1 dada por Xt(p) = X(t, p) é uma
imersão suave tal que X0 = x,

2. Xt|∂M = x|∂M , para todo t ∈ (−ε, ε).

Seja x : M −→ Rn+1 uma hipersuperfície suave, fechada e orientada com aplicação
de Gauss N : M −→ Sn, isto é, N é um campo vetorial normal unitário. Seja Xt uma
variação de x, e Nt : M −→ Sn a aplicação de Gauss de Xt.

O campo variacional associado a variação X é o campo vetorial ∂X
∂t
. Denotando por

f =
〈
∂X
∂t
, Nt

〉
, obtemos

∂X

∂t
= fNt +

(
∂X

∂t

)>
, (2.6)

onde > representa a componente tangente. De�nimos

g =

(
∂X

∂t

)>
. (2.7)

A primeira variação correspondente ao vetor normal unitário é dada por (veja [23], [27],
[29])

∂tNt = −gradf + dNt(g), (2.8)

a primeira variação do elemento de volume é

∂tdMt = (divg − nHf)dMt (2.9)

e a primeira variação do volume V é

V ′(t) =

∫
M

fdMt, (2.10)

onde grad, div e H representam o gradiente, o divergente e a curvatura média com
respeito a Xt, respectivamente.

Sejam {E1, · · · , En} um referencial ortogonal local em Sn, ei = ei(t) = Ei ◦Nt, onde
i = 1, · · · , n. Temos que {e1, · · · , en} é um referencial ortogonal local de x : M −→ Rn+1.

As equações estruturais da imersão canônica y : Sn −→ Rn+1 são:
dy =

∑
i θiEi;

dEi =
∑

j θijEj − θiy;

dθi =
∑

j θij ∧ θj;
dθij −

∑
k θik ∧ θkj = −1

2

∑
kl R̄ijklθk ∧ θl = −θi ∧ θj.

(2.11)
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2.1 A Wul� Shape de F

onde θij + θji = 0 e R̄ijkl = δikδjl − δilδjk.
As equações estruturais de Xt são (veja [25], [24])

dXt =
∑

i ωiei;
dNt = −

∑
ij hijωjei;

dei =
∑

j ωijej +
∑

j hijωjNt;

dωi =
∑

j ωij ∧ ωj;
dωij −

∑
k ωik ∧ ωkj = −1

2

∑
klRijklθk ∧ θl,

(2.12)

onde ωij + ωji = 0, Rijkl + Rijlk = 0, e Rijkl são os componentes do tensor curvatura
Riemanniano de M com respeito a métrica induzida por Xt. Aqui omitimos a variável t
de algumas quantidades geométricas.

Denotemos por sij os coe�cientes de SF com respeito ao referencial {e1, ..., en}, isto é,

SF := −dNF = −d(φ ◦N) = −AF ◦ dN =
∑
i,j

sijωjej, (2.13)

onde φ é de�nido em (2.2).
Pela de�nição acima, note que embora AF e dN sejam simétricos, SF é simétrico se,

e somente se, AF e dN comutam, o que não ocorre em geral
Agora iremos demonstrar que, em qualquer caso, todas as raizes do polinômio carac-

terístico de SF são reais. Antes, vejamos o seguinte lema.

Lema 2.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão �nita com produto interno 〈, 〉 e T
um operador linear em V . Então T é positivo se, e somente se, existe um operador linear
invertível L em V tal que T = L∗L, onde L∗ é o operador linear adjunto de L.

Demonstração. Suponha T = L∗L, onde L é um operador linear invertível. Então T ∗ =
(L∗L)∗ = L∗L = T , donde T é simétrico. Além disso, 〈Tv, v〉 = 〈L∗Lv, v〉 = 〈Lv, Lv〉 ≥ 0.
Visto que L é invertível, para v 6= 0, temos Lv 6= 0 e 〈Tv, v〉 > 0. Assim, T é positivo.

Por outro lado, se T é positivo, então (v, w) = 〈Tv, w〉 é um produto interno em
V . Sejam {α1, · · · , αn} e {β1, ..., βn} bases ortonormais de V com respeito a 〈, 〉 e (, ),
respectivamente. Então,

(βi, βj) = δij = 〈αi, αj〉 .

De�nimos L como o único operador em V tal que Lβi = αi, onde i ∈ {1, · · · , n}. Como
L leva base em base, temos que L é invertível. Note que, dados v =

∑
aiβi e w =

∑
bjβj
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2.1 A Wul� Shape de F

vetores quaisquer em V temos,

(v, w) =

(∑
i

aiβi,
∑
j

bjβj

)
=
∑
i,j

aibj(βi, βj) =
∑
i,j

aibj 〈αi, αj〉 =

=
∑
i,j

aibj 〈Lβi, Lβj〉 =
〈∑

aiLβi,
∑

bjLβj

〉
= 〈Lv, Lw〉 .

Assim,

〈Tv, w〉 =: (v, w) = 〈Lv, Lw〉 = 〈L∗Lv,w〉 ,

para todo v, w ∈ V . Portanto, T = L∗L.

Lema 2.2. Todas as raizes do polinômio característico de SF são reais. Além disso, se
as curvaturas principais de x são positivas, o mesmo ocorre com as curvaturas principais
anisotrópicas.

Demonstração. De (2.13) temos que SF = −AF ◦ dN . Denotemos as matrizes dos co-
e�cientes de AF e −dN por A = (Aij) e B = (hij), respectivamente. Pelo fato de
A ser positivo e pelo Lema 2.1 (em sua forma matricial), existe uma matriz invertível
C tal que A = CtC. Assim, segue de |λI − SF | = |λI − AB| = |λI − CtCB| =
|Ct(λI − CBCt)(Ct)−1| = |λI − CBCt|, que SF tem os mesmos autovalores da matriz
simétrica CBCt, cujos autovalores (como sabemos) são todos reais. Além disso, se as
curvaturas principais são positivas, temos que B é positivo de�nido. Tomando um auto-
valor λ de SF , donde também autovalor de CBCt, e v um autovetor associado a λ, temos
que

λ 〈v, v〉 =
〈
CBCtv, v

〉
=
〈
BCtv, Ctv

〉
> 0,

visto que Ctv 6= 0 e B é positivo de�nido. Assim, λ > 0.

Os autovalores de SF são chamados de curvaturas principais anisotrópicas e denotados
por λ1, ..., λn.

Temos que SF (ej) =
∑

i sijei. SF é chamado o operador F -Weingarten.
Observe que, de (2.4), temos

Sk =
1

k!

∑
i1,··· ,ik;j1,··· ,jk

δj1,··· ,jki1,··· ,ik si1j1 . · · · .sikjk , (2.14)

onde δj1,··· ,jki1,··· ,ik é o símbolo de Kronecker generalizado usual, isto é, δj1,··· ,jki1,··· ,ik é igual a +1
(resp. −1) se i1, · · · , ik são distintos e (j1, · · · , jk) é uma permutação par (resp. ímpar)
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2.2 Os Operadores Pr, Tr e Lr

de (i1, · · · , ik) e nos demais casos é igual a zero.

Citaremos três lemas que serão necessários para as provas dos próximos teoremas.

Lema 2.3 ([17], [16]). Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade
Riemanniana fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1).
Para cada r = 0, 1, · · · , n− 1, a seguinte fórmula do tipo Minkowski ocorre:∫

M

HF
r F (N) +HF

r+1 〈x,N〉 dM = 0. (2.15)

Lema 2.4 ([17], [16], [27]). Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma
variedade Riemanniana fechada e orientávelMn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição
(2.1). Se λ1 = λ2 = · · · = λn = constante 6= 0, então a menos de translação e homotetia,
x(M) é a Wul� shape de F .

Lema 2.5 ([11]). Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade
Riemanniana fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1).
Assuma que para algum 0 ≤ r ≤ n − 1, HF

r+1 > 0 em cada ponto de M . Então HF
k > 0

em cada ponto de M , para cada k = 1, · · · , r.

2.2 Os Operadores Pr, Tr e Lr

Sejam x : Mn −→ Rn+1 uma imersão suave de uma hipersuperfície fechada e orientável
e SF o operador F -Weingarten como na Seção 2.1. Iremos introduzir as transformações

Pk : X(M) −→ X(M), 0 ≤ k ≤ n,

associadas ao operador F -Weingarten SF (veja [17], [16]). Segundo a nossa de�nição da
r-ésima curvatura média anisotrópica, estas transformações são de�nidas indutivamente
a partir de SF por

P0 = I e Pk =

(
n
k

)
HF
k I − Pk−1 ◦ SF , (2.16)

para cada k = 1, ..., n, onde I denota a identidade em X(M). Equivalentemente,

Pk =
k∑
j=0

(−1)j
(

n
k − j

)
HF
k−jS

j
F . (2.17)
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2.2 Os Operadores Pr, Tr e Lr

Note que cada Pk(p) é também um operador linear em cada espaço tangente TpM que
comuta com SF (p). Para casos onde SF (p), e portanto Pk(p), é diagonalizável (por
exemplo quando F é constante), eles podem ser simultaneamente diagonalizáveis. Além
disso, nesses casos, se {e1, ..., en} é um referencial ortonormal em TpM que diagonaliza
SF , SF (p)ei = λiei, então

(Pr)p(ei) = λi,r(p)ei, (2.18)

onde

λi,r =
∑

i1<...<ir, ij 6=i

λi1 ...λir , (2.19)

para cada 1 ≤ r ≤ n e λi,0 := 1. De fato , sendo j ∈ {1, ..., n}, por indução em r temos
que

P0ei = Iei = ei = λi,0ei.

Agora suponha

Pr−1ei = λi,r−1(p)ei,

onde

λi,r−1 =
∑

i1<...<ir−1, ij 6=i

λi1 ...λir−1 .

Assim, de (2.16)

Prei =

(
n
r

)
HF
r ei − (SF ◦ Pr−1) ei =

(
n
r

)
HF
r ei − SF (λi,r−1ei)

=

( ∑
i1<···<ir

λi1 · · ·λir

)
ei − λi,r−1SF ei

=

 ∑
i1<···<ir

λi1 · · ·λir −
∑

i1<···<ir−1 ij 6=i

λi1 · · ·λir−1λi

 ei

=

 ∑
i1<···<ir ij 6=i

λi1 · · ·λir

 ei = λi,rei.
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2.2 Os Operadores Pr, Tr e Lr

O operador Tk : X(M) −→ X(M), 0 ≤ k ≤ n, é de�nido por

Tk = Pk ◦ AF . (2.20)

Note que os operadores Tk são todos operadores autoadjuntos. De fato, dados X e Y em
TM , por (2.17), temos

〈TkX, Y 〉 = 〈(Pk ◦ AF )X, Y 〉

=

〈(
k∑
j=0

(−1)j
(

n
k − j

)
HF
k−jS

j
F ◦ AF

)
X, Y

〉

=
k∑
j=0

(−1)j
(

n
k − j

)
HF
k−j
〈(
SjF ◦ AF

)
X, Y

〉
= −

k∑
j=0

(−1)j
(

n
k − j

)
HF
k−j 〈(AF ◦ dN ◦ AF )X, Y 〉

= −
k∑
j=0

(−1)j
(

n
k − j

)
HF
k−j 〈X, (AF ◦ dN ◦ AF )Y 〉

= 〈X, (Pk ◦ AF )Y 〉 = 〈X,TkY 〉 ,

onde a quinta igualdade ocorre devido AF e dN serem simétricos. Da mesma forma
SF ◦ AF , dN ◦ SF e dN ◦ Pk são simétricos. Além disso, como

Tk−1 ◦ dN = Pk−1 ◦ AF ◦ dN = −Pk−1 ◦ SF ,

temos que

Pk =

(
n
k

)
HF
k I − Pk−1 ◦ SF =

(
n
k

)
HF
k I + Tk−1 ◦ dN. (2.21)

A seguir, apresentamos um lema que será utilizado posteriormente (veja [16]).

Lema 2.6. A matriz de Pk é dada por:

(Pk)ij =
1

k!

∑
i1,··· ,ik;j1,··· ,jk

δj1,··· ,jkii1,··· ,ikjsi1j1 . · · · .sikjk . (2.22)
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2.2 Os Operadores Pr, Tr e Lr

Demonstração. Provaremos por indução em k. Para k = 0, é fácil veri�car que (2.22)
é verdadeira. Suponha que o resultado é verdadeiro para k = r. Vamos mostrar que é
verdadeiro para k = r + 1. De (2.21), (2.5) e (2.14), temos que

(Pr+1)ij = Sr+1δ
i
j − (PrSF )ij = Sr+1δ

i
j −

∑
l

(Pr)ilslj

=
1

(r + 1)!

∑
i1,··· ,ir+1;j1,··· ,jr+1

δ
j1,··· ,jr+1

i1,··· ,ir+l
si1j1 . · · · .sir+1jr+1δ

i
j

− 1

r!

∑
i1,··· ,ir;j1,··· ,jr;l

δj1,··· ,jrii1,··· ,irl si1j1 . · · · .sirjrslj

=
1

(r + 1)!

∑
(δ
j1,··· ,jr+1

i1,··· ,ir+l
δij −

∑
l

δ
j1,··· ,jl−1,i,jl+1,··· ,jr+1

i1,··· ,il−l,il,il+1,··· ,ir+1
)si1j1 . · · · .sir+1jr+1

=
1

(r + 1)!

∑
det


δj1i1 δj2i1 · · · δ

jr+1

i1
δii1

δj1i2 δj2i2 · · · δ
jr+1

i2
δii2

· · · · · · · · · · · · · · ·
δj1ir+1

δj2ir+1
· · · δ

jr+1

ir+1
δiir+1

δj1j δj2j · · · δ
jr+1

j δij

 si1j1 . · · · .sir+1jr+1

=
1

(r + 1)!

∑
i1,··· ,ir+1;j1,··· ,jr+1

δ
j1,··· ,jr+1i
i1,··· ,ir+lj

si1j1 . · · · .sir+1jr+1 ,

devido

δj1,··· ,jli1,··· ,il = det


δj1i1 δj2i1 · · · δ

jl−1

i1
δjli1

δj1i2 δj2i2 · · · δ
jl−1

i2
δjli2

· · · · · · · · · · · · · · ·
δj1il−1

δj2il−1
· · · δ

jl−1

il−1
δjlil−1

δj1il δj2il · · · δ
jl−1

il
δjlil

 .

Agora de�nimos o operador Lk : C∞(M) −→ C∞(M) por

Lk(f) = div (Tk(gradf)) . (2.23)

Equivalentemente,

Lk(f) =
∑
i,j

[
(Tk)ij fj

]
i
, (2.24)
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2.2 Os Operadores Pr, Tr e Lr

onde denotamos os coe�cientes da diferencial covariante de f e Tk com respeito a {ei}i=1,··· ,n
por fi e (Tk)ij, respectivamente.
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Capítulo 3

Estabilidade de Hipersuperfícies com
Quociente Constante das Curvaturas
Médias Anisotrópicas Preservando uma
Combinação da Área e do Volume

3.1 O Problema Variacional

Seja x : M −→ Rn+1 uma hipersuperfície suave, fechada e orientada e X uma variação
de x. Para cada r, 0 ≤ r ≤ n, de�nimos a (r, F )-função area Ar,F : (−ε, ε) −→ R
associada a variação X por

Ar,F (t) =

∫
M

F (Nt)SrdMt, (3.1)

onde dMt denota o elemento de volume induzido pela métrica em M por Xt. Note que
para F = 1 e r = 0, Ar,F é a área deM . Também de�nimos a função Ca,b;k : (−ε, ε) −→ R
associada a variação X de x por

Ca,b;k(t) = aAk,F (t) + bV (t), (3.2)

onde a, b ∈ R são não ambos nulos e k um inteiro, 0 ≤ k ≤ n− 2.
Uma variação X é dita preservar Ca,b;k, se para todo t ∈ (−ε, ε), tivermos Ca,b;k(t) =

Ca,b;k(0).
Considere o problema variacional de minimizar Ar,F preservando Ca,b;k, onde 0 ≤ k <

r ≤ n − 1. O caso F = 1, k = b = 0, e a = 1 foi estudado em [18]. Por argumentos

26



3.1 O Problema Variacional

padrões envolvendo multiplicadores de Lagrange, isto signi�ca que estamos considerando
os pontos críticos do funcional

Jr,k,a,b(t) = Ar,F (t) + λCa,b;k(t), (3.3)

onde λ é uma constante a ser determinada, e queremos calcular J′r,k,a,b(0) = 0, com
respeito a uma variação geral de x, a �m de determinar a equação de Euler correspondente.
Para isso, precisamos determinar a derivada de Sr(t) com respeito a t.

Temos os seguintes lemas (veja [19] para Lema 3.1 e Lema 3.2):

Lema 3.1.

S ′r(t) = Lr−1f + f 〈Tr−1 ◦ dNt, dNt〉+ 〈gradSr, g〉 , (3.4)

onde f e g são de�nidos em (2.6) e (2.7), respectivamente.

Lema 3.2 (Fórmula da Primeira Variacão de Al,F ).

A′l,F (t) = −(l + 1)

∫
M

fSl+1dMt, (3.5)

onde f é de�nido em (2.6).

Lema 3.3 (Fórmula da Primeira Variação de Ca,b;k).

C′a,b;k(t) = −
∫
M

f [a(k + 1)Sk+1 − b]dMt. (3.6)

Demonstração. Temos do Lema 3.2 e (2.10) que,

C′a,b;k(t) = aA′k,F + bV ′(t) = −a(k + 1)

∫
M

fSk+1dMt + b

∫
M

fdMt

= −
∫
M

f [a(k + 1)Sk+1 − b] dMt.

Do Lema 3.2 e Lema 3.3, obtemos a fórmula para a primeira variação de Jr,k,a,b.

Proposição 3.4 (Fórmula da Primeira Variação de Jr,k,a,b). Para qualquer variação X
de x, temos que

J′r,k,a,b(t) = −
∫
M

f {(r + 1)Sr+1 + λ [a(k + 1)Sk+1 − b]} dMt. (3.7)
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3.1 O Problema Variacional

Demonstração. Temos de (3.3), Lema 3.2 e Lema 3.3,

J′r,k,a,b(t) = A′r,F (t) + λC′a,b;k(t) = −(r + 1)

∫
M

fSr+1dMt

+ λ

(
−
∫
M

f [a(k + 1)Sk+1 − b] dMt

)
= −

∫
M

f {(r + 1)Sr+1 + λ [a(k + 1)Sk+1 − b]} dMt.

Da Proposição 3.4 sabemos que os pontos críticos do problema variacional acima são
as imersões x para as quais

(r + 1)Sr+1 + λ [a(k + 1)Sk+1 − b] ≡ 0⇔

⇔ (r + 1)Sr+1

a(k + 1)Sk+1 − b
= −λ = constante, (3.8)

onde a(k + 1)Sk+1 − b 6= 0.
Para decidirmos se x é ou não mínimo local, nos restringimos a variações preservando

Ca,b;k e calculamos a segunda variação de Ar,F em t = 0. Como Ca,b;k(t) ≡ Ca,b;k(0), temos
que A′′r,F (0) = J′′r,k,a,b(0).

Agora, obteremos a fórmula para a segunda variação de Jr,k,a,b.

Proposição 3.5 (Fórmula da Segunda Variação). Seja x : M −→ Rn+1 uma hipersuperfí-

cie suave, fechada e orientada para a qual a(k+1)Sk+1−b 6= 0 e (r+1)Sr+1

a(k+1)Sk+1−b
= constante,

onde 0 ≤ k < r ≤ n − 1. Para variações preservando Ca,b;k, a segunda variação de Ar,F

em t = 0 é dada por

A′′r,F (0) = J′′r,k,a,b(0) (3.9)

= −(r + 1)

∫
M

f{Lrf − λa,bLkf + f [〈Tr ◦ dN, dN〉

− λa,b 〈Tk ◦ dN, dN〉]}dM,

onde λa,b =
(

a(k+1)Sr+1

a(k+1)Sk+1−b

)
= constante.
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3.1 O Problema Variacional

Demonstração. Como Ca,b;k(t) ≡ Ca,b;k(0), temos pela Proposição 3.4, e equação (3.8),
Lema 3.1 e devido (r+1)Sr+1

a(k+1)Sk+1−b
= constante que

A′′r,F (0) = J′′r,k,a,b(0) = −
∫
M

∂

∂t
[(r + 1)Sr+1 + λ(a(k + 1)Sk+1 − b)] |t=0fdMt

+ [(r + 1)Sr+1 + λ(a(k + 1)Sk+1 − b)] |t=0
∂

∂t
(fdMt)|t=0

= −
∫
M

[
(r + 1)

∂

∂t
(Sr+1) |t=0 + λa(k + 1)

∂

∂t
(Sk+1) |t=0

]
fdM

= −
∫
M

f [(r + 1){Lrf + f 〈Tr ◦ dN, dN〉+ 〈gradSr+1, g〉}

−
(

(r + 1)Sr+1

a(k + 1)Sk+1 − b

)
a(k + 1) {Lkf + f 〈Tk ◦ dN, dN〉+ 〈gradSk+1, g〉}]dM

= −
∫
M

f{(r + 1) [Lrf + f 〈Tr ◦ dN, dN〉+ 〈gradSr+1, g〉]

− (r + 1)

(
Sr+1

Sk+1 − b
a(k+1)

)
[Lkf + f 〈Tk ◦ dN, dN〉

+

〈
grad

(
Sk+1 −

b

a(k + 1)

)
, g

〉
]}dM

= −(r + 1)

∫
M

f{Lrf −

(
Sr+1

Sk+1 − b
a(k+1)

)
Lkf + f [〈Tr ◦ dN, dN〉

−

(
Sr+1

Sk+1 − b
a(k+1)

)
〈Tk ◦ dN, dN〉]}dM.

Uma variação X de uma imersão x é chamada uma variação normal se seu campo
variacional é paralelo a N .

Provaremos a seguir um lema que garante a existência de variações normais que preser-
vam Ca,b;k.

Lema 3.6. Para qualquer função f : M −→ R satisfazendo∫
M

f [a (k + 1)Sk+1 − b] dM = 0, (3.10)

com a(k+ 1)Sk+1− b não identicamente nulo, existe uma variação normal X da imersão
x, preservando Ca,b;k tal que o campo variacional é fN .
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3.1 O Problema Variacional

Demonstração. Seja ρ : M −→ R uma função suave tal que
∫
M
ρ[a(k+1)Sk+1−b]dM 6= 0.

De�nimos a variação de dois parâmetros

X(t, s, p) = x(p) + (tf + sρ)N.

Denote por Ca,b;k(t, s) a combinação linear da (k, F )-área Ak,F (t, s) e do volume V (t, s)
de M sob a métrica induzida a partir da imersão X(t, s, p). Note que

∂X

∂t
|t=s=0 = fN,

∂X

∂s
|t=s=0 = ρN.

Do Lema 3.2 e devido Ca,b;k(t, s) = aAk,F (t, s) + bV (t, s), temos que

∂Ca,b;k(t, s)

∂t
|t=s=0 = −

∫
M

f [a(k + 1)Sk+1 − b]dM = 0

e

∂Ca,b;k(t, s)

∂s
|t=s=0 = −

∫
M

ρ[a(k + 1)Sk+1 − b]dM 6= 0.

Assim, do Teorema da Função Implícita aplicado para Ca,b;k(t, s) = constante, obtemos
a existência de uma função s = ϕ(t) de�nida em uma vizinhança de t = 0, tal que

Ca,b;k(t, ϕ(t)) = constante e ϕ(0) = 0.

Assim obtemos uma variação preservando Ca,b;k dada por

Y (t, p) = x(p) + (tf + ϕ(t)ρ)N.

Além disso,

ϕ′(0) =

(
∂Ca,b;k

∂t
∂Ca,b;k

∂s

)
|t=s=0 =

−
∫
M
f [a(k + 1)Sk+1 − b]dM

−
∫
M
ρ[a(k + 1)Sk+1 − b]dM

= 0,

logo temos que o campo variacional de Y (t) é dado por

∂Y (t, p)

∂t
|t=0 = (f + ϕ′(0)ρ)N = fN.
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3.2 (r, k, a, b)-Estabilidade de Hipersuperfícies

Pelo Lema 3.3, a expressão obtida para A′′r,F (0) na Proposição 3.5 depende apenas
da imersão x e da função f que, por sua vez, pode ser qualquer função diferenciável
satisfazendo

∫
M
f [a(k + 1)Sk+1 − b]dM = 0, com a(k + 1)Sk+1 − b 6= 0.

Fixemos a sequinte notação:

Gr,k,a,b(f) = −
∫
M

f{Lrf − λa,bLkf + f [〈Tr ◦ dN, dN〉 (3.11)

− λa,b 〈Tk ◦ dN, dN〉]}dM,

onde

λa,b =

(
a(k + 1)Sr+1

a(k + 1)Sk+1 − b

)
e a, b ∈ R. (3.12)

De�nição 3.7. Dizemos que uma imersão x : M −→ Rn+1 de uma hipersuperfície suave,

fechada e orientável com a(k + 1)Sk+1 − b 6= 0 e
(

(r+1)Sr+1

a(k+1)Sk+1−b

)
= constante é (r, k, a, b)-

estável, com a, b ∈ R, se Gr,k,a,b(f) ≥ 0 para qualquer função com suporte compacto
f : Mn −→ Rn+1 que satisfaz (3.10), 0 ≤ k < r ≤ n− 1.

Teorema 3.8. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão de uma hipersuperfície suave, fechada
e orientável. Se x(M) é, a menos de translação e homotetia, a Wul� shape de F , então
x é (r, k, a, b)-estável para

a = 0 e b 6= 0;
a 6= 0 e b = 0;

a, b 6= 0 e a
b
/∈
[
k!(n−k−1)!

n!
, r+1
r−k .

k!(n−k−1)!
n!

)
.

Demonstração. Visto que x(M) é a Wul� shape de F , temos de

dφ = (D2F + FI) ◦ dy (3.13)

que dφ é perpendicular a y e N = −y é o vetor normal unitário. Portanto, por (3.13) e
(2.12) temos que

dφ = −AF ◦ dN =
∑
ijk

Ajkhkiωiej. (3.14)

Por outro lado, sendo x(M) a Wul� shape e por (2.12), temos que

dφ =
∑
i

ωiei. (3.15)
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3.2 (r, k, a, b)-Estabilidade de Hipersuperfícies

Assim por (3.14) e (3.15), temos por (2.13), que sij =
∑

k Aikhkj = δij. A partir daí,

obtemos facilmente por (2.14) que Sr = Cr
n, onde C

r
n =

(
n
r

)
, assim (r+1)Sr+1

a(k+1)Sk+1−b
=

constante ∀a, b ∈ R, com a(k + 1)Sk+1 − b 6= 0. Mostraremos que Gr,k,a,b(f) ≥ 0, para
qualquer função com suporte compacto f : Mn −→ R que satisfaz∫

M

f(a(k + 1)Sk+1 − b)dM = 0.

Temos de (2.20) que Ti = Pi ◦ AF , onde do Lema 2.6 e (2.14) temos que

(Pk)ij =
1

k!

∑
i1,··· ,ik;j1,··· ,jk

δj1,··· ,jkii1,··· ,ikjsi1j1 . · · · .sikjk

=
1

k!

∑
i1,··· ,ik;j1,··· ,jk

δj1,··· ,jkii1,··· ,ikjδi1j1 . · · · .δikjk =
1

k!

∑
1≤i1,··· ,ik≤n

δi1,··· ,ikii1,··· ,ikj

=

{
0, if i 6= j;
1
k!

∑
1≤i1<···<ik≤n;ir 6=i δ

i1,··· ,iki
i1,··· ,iki = 1

k!
(n−1)!

(n−k−1)!
= Ck

n−1, se i = j

= Ck
n−1I.

Assim,

Ti =
(
Ci
n−1 ◦ I

)
◦ AF = Ci

n−1AF . (3.16)

De�nimos a seguinte notação:

∆Fϕ := div(AF (gradϕ)). (3.17)
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3.2 (r, k, a, b)-Estabilidade de Hipersuperfícies

De (3.11), (3.16) e (2.23) temos que

Gr,k,a,b(f) = −
∫
M

f{Lrf − λa,bLkf + f [〈Tr ◦ dN, dN〉 − λa,b 〈Tk ◦ dN, dN〉]}dM

= −
∫
M

f{Lrf − λa,bLkf + f [〈Tr ◦ dN, dN〉 − λa,b 〈Tk ◦ dN, dN〉]}dM

= −
∫
M

f{div(Cr
n−1AF (gradf))− λa,bdiv(Ck

n−1AF (gradf))

+ f
[〈
Cr
n−1AFdN, dN

〉
− λa,b

〈
Ck
n−1AFdN, dN

〉]
}dM

= −
∫
M

f{Cr
n−1div(AF (gradf))− λa,bCk

n−1div(AF (gradf))

+ f
[
Cr
n−1 〈AFdN, dN〉 − λa,bCk

n−1 〈AFdN, dN〉
]
}dM

= −
∫
M

f{
(
Cr
n−1 − λa,bCk

n−1

)
∆Ff + f

[(
Cr
n−1 − λa,bCk

n−1

)
〈AFdN, dN〉

]
}dM

= −
(
Cr
n−1 − λa,bCk

n−1

) ∫
M

f [∆Ff + f 〈AFdN, dN〉] dM,

onde λa,b =
(

a(k+1)Sr+1

a(k+1)Sk+1−b

)
.

Foi provado por Palmer [27] (veja também Winklmann [29]) que,

−
∫
M

f [∆Ff + f 〈AFdN, dN〉] dM ≥ 0,

para qualquer função com suporte compacto f : Mn −→ Rn+1 que satisfaz∫
M

fdM = 0.

Em particular, no caso em que
∫
M
f(a(k + 1)Sk+1 − b)dM = 0, temos que∫

M

f(a(k + 1)Sk+1 − b)dM = 0⇔ (a(k + 1)Sk+1 − b)
∫
M

fdM = 0⇔
∫
M

fdM = 0,

visto que Sk+1 = constante e a(k + 1)Sk+1 − b 6= 0. Assim, para provar que Gr,k,a,b ≥ 0,
precisamos apenas mostrar que(

Cr
n−1 − λa,bCk

n−1

)
≥ 0. (3.18)
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3.2 (r, k, a, b)-Estabilidade de Hipersuperfícies

Veja que

Cr
n−1 − λa,bCk

n−1 =

= Cr
n−1 −

a(k + 1)Sr+1

a(k + 1)Sk+1 − b
Ck
n−1

= Cr
n−1 −

a(k + 1)Cr+1
n

a(k + 1)Ck+1
n − b

(n− 1)!

k!(n− 1− k)!

= Cr
n−1 −

( a(k+1)n!
(r+1)!(n−r−1)!

a(k+1)n!
(k+1)!(n−k−1)!

− b

)
(n− 1)!

k!(n− 1− k)!

= Cr
n−1 −

( a(k+1)n!
(r+1)!(n−r−1)!

a(k+1)n!−b(k+1)!(n−k−1)!
(k+1)!(n−k−1)!

− b

)
(n− 1)!

k!(n− 1− k)!

= Cr
n−1 −

a(k + 1)n!

(r + 1)!(n− r − 1)!

.
(k + 1)!(n− k − 1)!

a(k + 1)n!− b(k + 1)!(n− k − 1)!

(n− 1)!

k!(n− 1− k)!

=
(n− 1)!

r!(n− 1− r)!
− an!(k + 1)(n− 1)!

(r + 1)!(n− r − 1)!(an!− bk!(n− k − 1)!)

=
(r + 1)(an!− bk!(n− k − 1)!)(n− 1)!− an!(k + 1)(n− 1)!

(an!− bk!(n− k − 1)!)(r + 1)r!(n− r − 1)!

=
(n− 1)!(an!(r + 1)− bk!(r + 1)(n− k − 1)!− an!(k + 1))

(an!− bk!(n− k − 1)!)(r + 1)r!(n− r − 1)!

=
(n− 1)!(an!(r − k)− bk!(r + 1)(n− k − 1)!)

(an!− bk!(n− k − 1)!)(r + 1)!(n− r − 1)!
.

Assim, Cr
n−1 − λa,bCk

n−1 ≥ 0 se, e somente se, ξ := an!(r−k)−bk!(r+1)(n−k−1)!
an!−bk!(n−k−1)!

≥ 0.
Assim, basta provar que ξ ≥ 0. Consideremos os seguintes casos.

1. Se a = 0 e b 6= 0; temos então ξ = (r + 1) ≥ 0;

2. Se a 6= 0 e b = 0; temos então ξ = (r − k) ≥ 0;

3. Caso a 6= 0 6= b; como a
b
/∈
[
k!(n−k−1)!

n!
, r+1
r−k .

k!(n−k−1)!
n!

)
, temos que:

• a
b
< k!(n−k−1)!

n!
: Se b < 0, temos que

an! > bk!(n− k − 1)!⇒ an!− bk!(n− k − 1)! > 0.
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Por outro lado,

a

b
<

k!(n− k − 1)!

n!
<
k!(n− k − 1)!

n!

r + 1

r − k
⇒ an!(r − k) > bk!(n− k − 1)!(r + 1)

⇒ an!(r − k)− bk!(n− k − 1)!(r + 1) > 0.

Logo, ξ ≥ 0. Caso b > 0, temos que an!− bk!(n− k− 1)! < 0. Por outro lado,

a

b
<

k!(n− k − 1)!

n!
<
k!(n− k − 1)!

n!

r + 1

r − k
⇒ an!(r − k) < bk!(n− k − 1)!(r + 1)

⇒ an!(r − k)− bk!(n− k − 1)!(r + 1) < 0.

Logo, ξ ≥ 0.

• a
b
≥ r+1

r−k
k!(n−k−1)!

n!
: Temos que,

a

b
≥ r + 1

r − k
k!(n− k − 1)!

n!
>
k!(n− k − 1)!

n!
.

Se b > 0, temos que (an!− bk!(n− k − 1)!) > 0. Por outro lado,

(a(r − k)n!− bk!(n− k − 1)!) ≥ 0.

Assim, ξ ≥ 0. Caso b < 0, temos que (an! − bk!(n − k − 1)!) < 0. Por outro
lado,

(an!(r − k)− b(r + 1)k!(n− k − 1)!) ≤ 0.

Assim, ξ ≥ 0.

Em qualquer caso, temos ξ ≥ 0. Logo Gr,k,a,b(f) ≥ 0 para qualquer função com
suporte compacto f : Mn −→ Rn+1 que satisfaz (3.10). Portanto, por de�nição, x é
(r, k, a, b)-estável.

Observação 3.9. Observe que, por (3.18), para a, b ∈ R tal que λa,b ≤ 0, temos que o
Teorema 3.8 é verdadeiro. Preferimos deixar o Teorema 3.8 com as condições sobre a e
b por ser mais gerais que pedir λa,b ≤ 0.

O próximo resultado é uma caracterização da Wul� shape de F como um ponto crítico
para o problema variacional no caso onde b = 0.
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Teorema 3.10. Suponha 0 ≤ k < r ≤ n − 1. Seja x : M −→ Rn+1 uma hipersuperfície
suave, fechada e orientável. Então, x é ponto crítico do funcional Fr,k,a,0 se, e somente
se, a menos de translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

Demonstração. De acordo com Teorema (3.8), a condição é necessária. Provaremos que

é também su�ciente. De Sr+1

Sk+1
= constante, temos por (2.5) que

HF
r+1

HF
k+1

= constante. Visto

que M é fechada e orientável em Rn+1, existe um ponto p0 ∈ M tal que as curvaturas
principais são todas positivas em p0 para uma escolha da orientação de M , assim as
curvaturas principais anisotrópicas λi(p0) > 0, 1 ≤ i ≤ n (pelo Lema 2.2). Portanto,

HF
r+1

HF
k+1

≡
HF
r+1

HF
k+1

(p0) =: θ > 0.

Visto que HF
k+1 6= 0 e HF

k+1(p0) > 0, pela continuidade temos que HF
k+1 > 0 em M , donde

HF
r+1 ≡ θHF

k+1 > 0. Assim, do Lema 2.5 temos HF
1 , ..., H

F
r > 0 em M . Além disso, pelo

Lema 2.3 temos que, ∫
M

HF
k F (N) +HF

k+1 〈x,N〉 dM = 0 (∗)

e ∫
M

HF
r F (N) +HF

r+1 〈x,N〉 dM = 0 (∗∗).

Sendo
HF

r+1

HF
k+1

= constante, multiplicando o lado esquerdo de (∗) por HF
r+1

HF
k+1

e subtraindo do

lado esquerdo de (∗∗) obtemos∫
M

HF
k F (N)

HF
r+1

HF
k+1

+
HF
r+1

HF
k+1

HF
k+1 〈x,N〉 dM

−
∫
M

HF
r F (N) +HF

r+1 〈x,N〉 dM = 0

⇔
∫
M

F (N)

(
HF
r+1

HF
k

HF
k+1

−HF
r

)
dM = 0. (3.19)

Por outro lado, é conhecido que a seguinte generalização da desigualdade tipo Cauchy-
Schwarz é verdadeira (veja, por exemplo, [15], Teorema 51, p. 52, Teorema 144, p. 104)
para qualquer 1 ≤ i ≤ n− 1:

(HF
i )2 −HF

i−1H
F
i+1 ≥ 0, (3.20)
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a igualdade ocorre para algum i se, e somente se, nesse ponto as curvaturas principais
anisotrópicas são iguais. Como HF

i > 0 para qualquer 0 ≤ i ≤ r + 1 podemos escrever a
desigualdade (3.20) da forma

HF
i

HF
i−1

≥
HF
i+1

HF
i

, (3.21)

para qualquer 1 ≤ i ≤ r, ocorrendo igualdade para algum i se, e somente se, nesse ponto
as curvaturas principais anisotrópicas são iguais. Temos então as seguintes desigualdades

HF
1 ≥

HF
2

HF
1

≥ HF
3

HF
2

≥ ... ≥
HF
k+1

HF
k

≥ ... ≥
HF
r+1

HF
r

⇒
HF
k+1

HF
k

≥
HF
r+1

HF
r

⇔ HF
r ≥

HF
k H

F
r+1

HF
k+1

, (3.22)

para todo 0 ≤ k < r ≤ n − 1, ocorrendo igualdade em (3.22) se, e somente se, as
curvaturas principais anisotrópicas são iguais. Finalmente, como a função F : Sn −→ R+

é positiva, temos por (3.19) que

HF
r =

HF
k H

F
r+1

HF
k+1

.

Portanto, ocorre igualdade em (3.22) e assim λ1 = ... = λn = constante 6= 0. Pelo Lema
2.4, x(M) é a Wul� shape de F .

Agora, impondo algumas condições adicionais, obtemos uma recíproca do Teorema
3.8. Primeiramente, estabeleceremos dois lemas.

Dado f : M −→ R função suave, de�nimos:

Ir[f ] := Lrf + f 〈TrdN, dN〉 ; (3.23)

Jr,k[f ] := Ir[f ]− λa,bIk[f ]. (3.24)

Com a notação acima temos, por (3.11), que Gr,k,a,b = −
∫
M
fJr,k[f ]dM . Apresenta-

mos a seguir dois lemas. O primeiro foi estabelecido em [16] e o segundo provamos.

Lema 3.11. Para cada 0 ≤ r ≤ n− 1, temos que

Ir[F (N)] = −〈gradSr+1, gradSnF 〉+ S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2; (3.25)

Ir[〈x,N〉] = −
〈
gradSr+1, grad

(
|x|2

2

)〉
− (r + 1)Sr+1; (3.26)
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Demonstração. Veja Lema 5.3 em [16].

Lema 3.12. Para cada 0 ≤ k < r ≤ n− 1, se λa,b = constante, temos que

Jr,k[F (N)] = S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2 − λa,b(S1Sk+1 − (k + 2)Sk+2); (3.27)

Jr,k[〈x,N〉] = −(r + 1)Sr+1 + λa,b(k + 1)Sk+1; (3.28)∫
M

〈x,N〉 Jr,k[f ]dM =

∫
M

fJr,k[〈x,N〉]dM. (3.29)

Demonstração. Pelo Lema 3.11, temos que

Jr,k[F (N)] = Ir[F (N)]− λa,bIk[F (N)] = −〈gradSr+1, gradSnF 〉+ S1Sr+1

− (r + 2)Sr+2 − λa,b (−〈gradSk+1, gradSnF 〉+ S1Sk+1 − (k + 2)Sk+2) .

Se a = 0 e b 6= 0, temos que λa,b = 0 e Sr+1 = constante, onde

Jr,k[F (N)] = S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2,

provando (3.27).
Caso a 6= 0, temos que

Jr,k[F (N)] = −〈gradSr+1, gradSnF 〉+ S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2

−

(
Sr+1

Sk+1 − b
a(k+1)

)
[−
〈
grad

(
Sk+1 −

b

a(k + 1)

)
, gradSnF

〉
+ S1Sk+1

− (k + 2)Sk+2] = S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2 − λa,b[S1Sk+1 − (k + 2)Sk+2].

Agora provaremos (3.28). Temos que

Jr,k[〈x,N〉] = Ir[〈x,N〉]− λa,bIk[〈x,N〉] = −
〈
gradSr+1, grad

(
|x|2

2

)〉
− (r + 1)Sr+1

− λa,b

(
−
〈
gradSk+1, grad

(
|x|2

2

)〉
− (k + 1)Sk+1

)
.

Se a = 0 e b 6= 0, temos λa,b = 0 e Sr+1 = constante, onde

Jr,k[〈x,N〉] = −(r + 1)Sr+1.

Caso a 6= 0, temos que

Jr,k[〈x,N〉] = −
〈
gradSr+1, grad

(
|x|2

2

)〉
− (r + 1)Sr+1

−

(
Sr+1

Sk+1 − b
a(k+1)

)
[−
〈
grad

(
Sk+1 −

b

a(k + 1)

)
, grad

(
|x|2

2

)〉
− (k + 1)Sk+1] = −(r + 1)Sr+1 + λa,b(k + 1)Sk+1,
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provando (3.28).
Finalmente, provaremos (3.29). Temos que

∫
M

〈x,N〉 Jr,k[f ]dM =

∫
M

〈x,N〉 (Ir[f ]− λa,bIk[f ]) dM (3.30)

=

∫
M

〈x,N〉 Ir[f ]dM − λa,b
∫
M

〈x,N〉 Ik[f ]dM.

Pelo Teorema de Stokes e da simetria de Tl, temos que∫
M
〈x,N〉Ll[f ]dM =

∫
M

〈x,N〉 div(Tlgradf)dM (3.31)

= −
∫
M

〈Tlgradf, grad 〈x,N〉〉 dM = −
∫
M

〈gradf, Tlgrad 〈x,N〉〉 dM

=

∫
M

fdiv(Tlgrad 〈x,N〉)dM =

∫
M

fLl[〈x,N〉]dM.

Assim, por (3.31)

∫
M
〈x,N〉 Il[f ]dM =

∫
M

〈x,N〉 (Ll[f ] + f 〈TldN, dN〉)dM (3.32)

=

∫
M

〈x,N〉Ll[f ]dM +

∫
M

f 〈x,N〉 〈TldN, dN〉 dM =

∫
M

fLl[〈x,N〉]dM

+

∫
M

f 〈x,N〉 〈TldN, dN〉 dM =

∫
M

f (Ll[〈x,N〉] + 〈x,N〉 〈TldN, dN〉) dM

=

∫
M

fIl[〈x,N〉]dM.

Portanto, por (3.30) e (3.32), temos∫
M

〈x,N〉 Jr,k[f ]dM =

∫
M

f (Ir[〈x,N〉]− λa,bIk[〈x,N〉]) dM =

∫
M

fJr,k[〈x,N〉]dM.

No próximo resultado, sob certas condições acerca de a, b ∈ R, apresentaremos uma
recíproca do Teorema 3.8.
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3.2 (r, k, a, b)-Estabilidade de Hipersuperfícies

Teorema 3.13. Suponha 0 ≤ k < r ≤ n − 1. Seja x : M −→ Rn+1 uma hipersuperfície
suave, fechada e orientável. Se x é (r, k, a, b)-estável para a, b ∈ R não nulos, tal que
λa,b ≤ 0, então a menos de translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F , onde λa,b
é dado por (3.12).

Demonstração. Visto que x é (r, k, a, b)-estável, temos que (r+1)Sr+1

a(k+1)Sk+1−b
= constante e

Gr,k,a,b(f) ≥ 0, ∀f : M −→ R que satisfaz (3.10). Como M é fechado e orientável em
Rn+1, existe um ponto p0 ∈ M tal que as curvaturas principais são positivas em p0 para
uma escolha da orientação de M , assim as curvaturas principais anisotrópicas λi(p0) > 0,
1 ≤ i ≤ n (pelo Lema 2.2). Denote

(r + 1)Sr+1

a(k + 1)Sk+1 − b
≡

(r + 1)HF
r+1C

r+1
n

a(k + 1)Sk+1 − b
(p0) := θ. (3.33)

Se (a(k + 1)Sk+1 − b) < 0, temos θ =
(r+1)HF

r+1C
r+1
n

a(k+1)Sk+1−b
(p0) < 0, onde, por (3.33), Sr+1 =

θ a(k+1)Sk+1−b
r+1

> 0, isto é, HF
r+1 > 0 emM . Por outro lado, se (a(k+1)Sk+1−b) > 0 temos

θ =
(r+1)HF

r+1C
r+1
n

a(k+1)Sk+1−b
(p0) > 0 onde, por (3.33), Sr+1 = θ a(k+1)Sk+1−b

r+1
> 0, isto é, HF

r+1 > 0 em

M . De qualquer modo, HF
r+1 > 0 emM . Assim, pelo Lema 2.5, temos queHF

1 , ..., H
F
r > 0

em M .

Do Lema 2.3 e por (3.10), podemos escolher f = γF (N) + (r+1)Sr+1

a(k+1)Sk+1−b
〈x,N〉 como a

função teste, onde

γ =

∫
M
FSr(n− r)dM∫

M
F (a(k + 1)Sk+1 − b)dM

= (3.34)

=


∫
M FSr(n−r)dM∫

M

F (a(k+1)Sk+1−b)

a(k+1)Sr+1
a(k+1)Sr+1dM

, se a 6= 0

∫
M FSr(n−r)dM∫

M F
(−b)
Sr+1

Sr+1dM
, se a = 0

=


λa,b

a(k+1)
(n− r)

∫
M FSrdM∫

M FSr+1dM
, se a 6= 0

Sr+1

(−b) (n− r)
∫
M FSrdM∫

M FSr+1dM
, se a 6= 0

= (n− r)$a,bς = constante,
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visto que λa,b é constante e

$a,b =


λa,b

a(k+1)
, se a 6= 0

Sr+1

(−b) , se a = 0

, ς =

∫
M
FSrdM∫

M
FSr+1dM

. (3.35)

Assim f = γF (N) + (r + 1)$a,b 〈x,N〉 e Gr,k,a,b(f) = −
∫
M
fJr,k[f ]dM ≥ 0.

Agora iremos calcular Jr,k[f ]. Por (3.27) e (3.28)

Jr,k[f ] = γJr,k[F ] +
(r + 1)Sr+1

a(k + 1)Sk+1 − b
Jr,k[〈x,N〉] (3.36)

= γ[S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2 − λa,b(S1Sk+1 − (k + 2)Sk+2)]

+ (r + 1)$a,b[−(r + 1)Sr+1 + λa,b(k + 1)Sk+1].

Por outro lado, por (3.29)

Gr,k,a,b(f) = −
∫
M

fJr,k[f ]dM (3.37)

= −
∫
M

(γF + (r + 1)$a,b 〈x,N〉) Jr,k[f ]dM

= −
∫
M

(γFJr,k[f ] + (r + 1)$a,bfJr,k[〈x,N〉]) dM.

Calcularemos cada fator da integral acima. Veja que

γFJr,k[f ] = γF{γ[S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2 − λa,b(S1Sk+1 − (k + 2)Sk+2)] (3.38)

+ (r + 1)$a,b[−(r + 1)Sr+1 + λa,b(k + 1)Sk+1]}
= Fγ2[Cr+1

n (nHF
1 H

F
r+1 − (n− r − 1)HF

r+2)

− λa,bC
k+1
n (nHF

1 H
F
k+1 − (n− k − 1)HF

k+2)]

+ (r + 1)$a,bγF (λa,b(k + 1)Sk+1 − (r + 1)Sr+1);

(r + 1)$a,bfJr,k[〈x,N〉] = (r + 1)$a,bf [−(r + 1)Sr+1 + λa,b(k + 1)Sk+1] (3.39)

= (r + 1)$a,bf [−(r + 1)$a,b(a(k + 1)Sk+1 − b)
+ λa,b(k + 1)Sk+1]

= −(r + 1)2$2
a,bf(a(k + 1)Sk+1 − b)

+ (r + 1)(k + 1)$a,bλa,bSk+1f = η1 + (r + 1)

. (k + 1)$a,bλa,bSk+1 (γF + (r + 1)$a,b 〈x,N〉) ,
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onde

η1 = −(r + 1)2$2
a,bf(a(k + 1)Sk+1 − b). (3.40)

Assim, por (3.38) e (3.39), temos

γ. FJr,k[f ] + (r + 1)$a,bfJr,k[〈x,N〉] = η1 + η2 (3.41)

+ 2(r + 1)(k + 1)$a,bγλa,bFSk+1 − (r + 1)2$a,bγFSr+1

+ (r + 1)2(k + 1)$2
a,bλa,bSk+1 〈x,N〉 ,

onde

η2 = Fγ2[Cr+1
n (nHF

1 H
F
r+1 − (n− r − 1)HF

r+2)− λa,bCk+1
n (nHF

1 H
F
k+1 − (n− k − 1)Hk+2)].

Portanto, por (3.37), (3.41), (3.40) e pelo Lema 2.3, temos

G r,k,a,b(f) = −
∫
M

η1 + η2 + 2(r + 1)(k + 1)$a,bγλa,bFSk+1 (3.42)

− (r + 1)2$a,bγFSr+1 + (r + 1)2(k + 1)$2
a,bλa,bSk+1 〈x,N〉 dM

= −
∫
M

η2 + 2(r + 1)(k + 1)$a,bγλa,bFSk+1 − (r + 1)2$a,bγFSr+1

− (r + 1)2(k + 1)$2
a,bλa,bC

k+1
n FHF

k dM

= −
∫
M

Fγ2[Cr+1
n (nHF

1 H
F
r+1 − (n− r − 1)HF

r+2)

− λa,bC
k+1
n (nHF

1 H
F
k+1 − (n− k − 1)Hk+2)] + η3dM

= −
∫
M

{Fγ2[Cr+1
n ((n− r − 1)HF

1 H
F
r+1 + (r + 1)HF

1 H
F
r+1 − (n− r − 1)HF

r+2)

− λa,bC
k+1
n ((n− k − 1)HF

1 H
F
k+1 + (k + 1)HF

1 H
F
k+1 − (n− k − 1)HF

k+2)]

+ η3}dM = −γ2Cr+1
n (n− r − 1)

∫
M

F (HF
1 H

F
r+1 −HF

r+2)dM

− γ2Cr+1
n

∫
M

F (r + 1)HF
1 H

F
r+1dM + γ2Ck+1

n λa,b(n− k − 1)

.

∫
M

F (HF
1 H

F
k+1 −HF

k+2)dM + γ2Ck+1
n λa,b

∫
M

F (k + 1)HF
1 H

F
k+1dM −

∫
M

η3dM,

onde,

η3 = 2(r + 1)(k + 1)$a,bλa,bγFC
k+1
n HF

k+1 − (r + 1)2$a,bγFC
r+1
n HF

r+1

− (r + 1)2(k + 1)$2
a,bλa,bC

k+1
n FHF

k .
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Veja que,

− γ2Cr+1
n

∫
M

F (r + 1)HF
1 H

F
r+1dM (3.43)

= −(n− r)2$2
a,bς

2Cr+1
n (r + 1)

∫
M

FHF
1 H

F
r+1dM

= −
(n− r)2(r + 1)Cr+1

n $4
a,bς∫

M
FSr+1dM

{
ς
∫
M
FSr+1dM

$2
a,b

∫
M

FHF
1 H

F
r+1dM}

= −
(n− r)2(r + 1)Cr+1

n $4
a,bς∫

M
FSr+1dM

. {
ς
∫
M
FSr+1dM

$2
a,b

∫
M

$a,b

Cr+1
n

FHF
1 (a(k + 1)Sk+1 − b)dM}

= −
(n− r)2(r + 1)$4

a,bς∫
M
FSr+1dM

{
∫
M
FSrdM∫

M
FSr+1dM

∫
M
FSr+1dM

$a,b

.

∫
M

FHF
1 (a(k + 1)Sk+1 − b)dM}

= −
(n− r)2(r + 1)$4

a,bς∫
M
FSr+1dM

{
∫
M

F
Sr
Sr+1

(a(k + 1)Sk+1 − b)dM

.

∫
M

FHF
1 (a(k + 1)Sk+1 − b)dM}

= −
(n− r)(r + 1)2$4

a,bς∫
M
FSr+1dM

{
∫
M

F
HF
r

HF
r+1

(a(k + 1)Sk+1 − b)dM

.

∫
M

FHF
1 (a(k + 1)Sk+1 − b)dM};

e

. (r + 1)2$a,bC
r+1
n γ

∫
M

FHF
r+1dM (3.44)

= (r + 1)2(n− r)Cr+1
n $2

a,bς

∫
M

FHF
r+1dM

= −
(r + 1)2(n− r)$4

a,bς∫
M
FSr+1dM

{
−C

r+1
n

$2
a,b

∫
M

FSr+1dM

∫
M

FHF
r+1dM

}

= −
(r + 1)2(n− r)$4

a,bς∫
M
FSr+1dM

{
−(Cr+1

n )2

$2
a,b

(∫
M

FHF
r+1dM

)2
}
.
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Além disso,∫
M

FHF
r+1dM =

∫
M

F
1

Cr+1
n

Sr+1

a(k + 1)Sk+1 − b
(a(k + 1)Sk+1 − b)dM (3.45)

=
1

Cr+1
n

∫
M

F$a,b(a(k + 1)Sk+1 − b)dM.

Substituindo (3.45) em (3.44), obtemos

+ (r + 1)2$a,bC
r+1
n γ

∫
M

FHF
r+1dM = −

(r + 1)2(n− r)$4
a,bς∫

M
FSr+1dM

(3.46)

.

{
−
(∫

M

F (a(k + 1)Sk+1 − b)dM
)2
}
.

Assim, usando (3.43) e (3.46), respectivamente em (3.42), obtemos

G r,k,a,b(f) = −(n− r)2$2
a,bC

r+1
n (n− r − 1)ς2

∫
M

F (HF
1 H

F
r+1 −HF

r+2)dM (3.47)

+ (n− r)2λa,b$
2
a,bC

k+1
n (n− k − 1)ς2

∫
M

F (HF
1 H

F
k+1 −HF

k+2)dM

−
(n− r)(r + 1)2$4

a,bς∫
M
FSr+1dM

{
∫
M

F
HF
r

HF
r+1

(a(k + 1)Sk+1 − b)dM

.

∫
M

FHF
1 (a(k + 1)Sk+1 − b)dM −

(∫
M

F (a(k + 1)Sk+1 − b)dM
)2

}

+ γ2λa,bC
k+1
n (k + 1)

∫
M

FHF
1 H

F
k+1dM − 2(r + 1)(k + 1)λa,b$a,bC

k+1
n γ

.

∫
M

FHF
k+1dM + (r + 1)2(k + 1)Ck+1

n λa,b$
2
a,b

∫
M

FHF
k dM.

Por outro lado, como HF
1 , H

F
2 , · · · , HF

r+1 > 0 em M , é conhecido que a seguinte
generalização da desigualdade tipo Cauchy- Schwarz é verdadeira (veja, por exemplo,
[15], Teorema 51, p. 52, Teorema 144, p. 104) para qualquer 1 ≤ i ≤ n− 1:

(HF
i )2 −HF

i−1H
F
i+1 ≥ 0, (3.48)

a igualdade ocorre para algum i se, e somente se, nesse ponto as curvaturas principais
anisotrópicas são iguais. Como HF

i > 0 para qualquer 0 ≤ i ≤ r + 1 podemos escrever a
desigualdade (3.48) na forma

HF
i

HF
i−1

≥
HF
i+1

HF
i

, (3.49)
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para qualquer 1 ≤ i ≤ r + 1 ≤ n, ocorrendo igualdade para algum i se, e somente se,
nesse ponto as curvaturas principais anisotrópicas são iguais. Temos então as seguintes
desigualdades

HF
1 ≥ HF

2

HF
1

≥ HF
3

HF
2

≥ · · · ≥
HF
k+1

HF
k

≥
HF
k+2

HF
k+1

≥ · · · ≥
HF
r+1

HF
r

≥
HF
r+2

HF
r+1

⇒ HF
r

HF
r+1

≥ 1

HF
1

,
HF
k

HF
k+1

≥ 1

HF
1

(3.50)

e {
HF

1 H
F
r+1 −HF

r+2 ≥ 0,
HF

1 H
F
k+1 −HF

k+2 ≥ 0,
(3.51)

para todo 0 ≤ k < r ≤ n − 1, ocorrendo igualdade em (3.50) se, e somente se, as
curvaturas principais anisotrópicas são iguais. Assim, para cada 1 ≤ r ≤ n − 1, por
(3.50), temos∫

M

F (a(k + 1)Sk+1 − b)
HF
r

HF
r+1

dM

∫
M

FHF
1 (a(k + 1)Sk+1 − b)dM (3.52)

−
(∫

M

F (a(k + 1)Sk+1 − b)dM
)2

≥
∫
M

F (a(k + 1)Sk+1 − b)
1

HF
1

dM

.

∫
M

FHF
1 (a(k + 1)Sk+1 − b)dM −

(∫
M

F (a(k + 1)Sk+1 − b)dM
)2

≥ 0,

onde na última desigualdade usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Vamos estudar agora as últimos três parcelas de (3.47). Veja que, por (3.34)

γ2 λa,bC
k+1
n (k + 1)

∫
M

FHF
1 H

F
k+1dM − 2(r + 1)(k + 1)λa,b$a,bC

k+1
n γ (3.53)

.

∫
M

FHF
k+1dM + (r + 1)2(k + 1)Ck+1

n λa,b$
2
a,b

∫
M

FHF
k dM

= (n− r)2(k + 1)Ck+1
n λa,b$

2
a,bς

2

∫
M

FHF
1 H

F
k+1dM − 2(r + 1)(k + 1)(n− r)

. Ck+1
n λa,b$

2
a,bς

∫
M

FHF
k+1dM + (r + 1)2(k + 1)Ck+1

n λa,b$
2
a,b

∫
M

FHF
k dM

= (k + 1)Ck+1
n λa,b$

2
a,b{
∫
M

F [(n− r)2HF
1 H

F
k+1ς

2 − 2(r + 1)(n− r)Hk+1ς

+ (r + 1)2HF
k ]dM}.
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Agora, para p ∈M , considere o polinômio em z dado por

Pz(p) = (n− r)2HF
1 H

F
k+1z

2 − 2(r + 1)(n− r)Hk+1z + (r + 1)2HF
k . (3.54)

Neste caso, temos que o discriminante de Pz é

∆ = 4(r + 1)2(n− r)2
[
(HF

k+1)2 −HF
1 H

F
k+1H

F
k

]
(3.55)

= 4(r + 1)2(n− r)2(HF
k+1)2

(
1− HF

1 H
F
k

HF
k+1

)
≤ 0,

onde a última desigualdade na expressão acima é dada por (3.50). Assim, temos que
Pz(p) ≥ 0,∀p ∈M . Particularmente

Pς := (n− r)2HF
1 H

F
k+1ς

2 − 2(r + 1)(n− r)Hk+1ς + (r + 1)2HF
k ≥ 0, (3.56)

em M .
Assim, por (3.47), (3.53), (3.56) (3.51), (3.52) e devido λa,b ≤ 0, temos que

G r,k,a,b(f) = −(n− r)2$2
a,bC

r+1
n (n− r − 1)ς2

∫
M

F (HF
1 H

F
r+1 −HF

r+2)dM (3.57)

+ (n− r)2λa,b$
2
a,bC

k+1
n (n− k − 1)ς2

∫
M

F (HF
1 H

F
k+1 −HF

k+2)dM

−
(n− r)(r + 1)2$4

a,bς∫
M
FSr+1dM

{
∫
M

F
HF
r

HF
r+1

(a(k + 1)Sk+1 − b)dM

.

∫
M

FHF
1 (a(k + 1)Sk+1 − b)dM −

(∫
M

F (a(k + 1)Sk+1 − b)dM
)2

}

+ (k + 1)Ck+1
n λa,b$

2
a,b

∫
M

PςdM ≤ 0.

Portanto, temos que

0 ≤ Gr,k,a,b(f) ≤ 0,

logo ocorre igualdade em (3.52), donde também em (3.50). Portanto, as curvaturas
principais anisotrópicas são iguais em M . Assim, pelo Lema 2.4, temos que, a menos de
translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

Observação 3.14. Note que para Sr+1 e Sk+1 positivos, temos por (3.12), que λa,b ≤ 0
se, e somente se, a

a(k+1)Sk+1−b
≤ 0. Neste caso λa,b = 0 se, e somente se, a = 0. Se
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3.2 (r, k, a, b)-Estabilidade de Hipersuperfícies

a > 0 temos que λa,b < 0 se, e somente se, Sk+1 <
b

a(k+1)
(neste caso b deve se positivo).

Similarmente, se a < 0 temos que λa,b < 0 se, e somente se, Sk+1 <
b

a(k+1)
(neste caso

b deve ser negativo). Assim, λa,b < 0 é equivalente ao problema de encontrar a, b ∈ R
que limitam Sk+1. Note que esta hipótese é natural, pois tais constantes sempre existem
devido M ser compacta.

Abaixo, apresentaremos uma caracterização da Wul� shape de F como ponto crítico
para o problema variacional de minimizar o funcional Ar,F presenvando certas combi-
nações lineares da (k, F )-area, Ak,F , e o volume de M , V , onde 0 ≤ k < r ≤ n− 1. Neste
resultado obtemos uma nova caracterização da Wul� shape além de recuperar o Teorema
A, o Teorema B e generalizar o Teorema C, mencionados na página 9 desse trabalho,
para o quociente das curvaturas médias anisotrópicas.

Teorema 3.15. Suponha 0 ≤ k < r ≤ n − 1. Seja x : M −→ Rn+1 uma hipersuperfície
suave, fechada e orientável para qual (r+1)Sr+1

a(k+1)Sk+1−b
é uma constante, onde a = 0 ou b = 0

ou a, b ∈ R não nulos tais que λa,b < 0. Então, x é (r, k, a, b)-estável se, e somente se, a
menos de translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

Demonstração. A prova do teorema acima é uma combinação do Teorema 3.8, Teorema
3.10, Teorema 3.13 e da Observação 3.9 depois do Teorema 3.8.

Suponha inicialmente que x é (r, k, a, b)-estável. Se a = 0 e b 6= 0 temos que λa,b = 0
por (3.12), daí devido ao Teorema 3.8, a menos de translação e homotetia, x(M) é a
Wul� shape de F . Se b = 0 e a 6= 0 temos que x é ponto crítico do funcional Fr,k,a,0 visto
que (r+1)Sr+1

a(k+1)Sk+1
é constante e por (3.8), e portanto por causa do Teorema 3.10, a menos

de translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F . Caso a, b ∈ R não nulos tais
que λa,b < 0 temos pelo Teorema 3.13 que, a menos de translação e homotetia, x(M) é a
Wul� shape de F .

Reciprocamente, se x(M) é a Wul� shape, temos que (r+1)Sr+1

a(k+1)Sk+1−b
é uma constante,

devido Sl ser uma constante para l ∈ {0, ..., n}. Para os casos a = 0 e b 6= 0 ou b = 0 e
a 6= 0 temos pelo Teorema 3.8 que x é (r, k, a, b)-estável. Para o caso a, b ∈ R não nulos
tais que λa,b < 0 temos pela Observação 3.9 o resultado.

Observação 3.16. A prova apresentada para o Teorema 3.13 não inclui o caso b = 0
devido o uso de $a,b de�nido por (3.35), mas inclui o caso a = 0 que é equivalente a
λa,b = 0 pela Observação 3.14. Por esta razão, apresentamos uma prova independente
para a caso b = 0 no Teorema 3.10. Com o objetivo de obter resultados mais gerais
(Teorema 3.8 e Teorema 3.13) preferimos apresentar o Teorema 3.15 como conseqüência
desses teoremas.
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Capítulo 4

Sobre Propriedades das Curvaturas
Médias Anisotrópicas de
Hipersuperfícies Compactas
Não-Convexas

4.1 Uma Fórmula Integral do Tipo Minkowski

Nesta seção apresentaremos uma fórmula integral do tipo Minkowski que generaliza
a fórmula integral provada por He e Li em [17].

Iniciaremos citando um lema, cuja prova pode ser encontrada em [17], que será
necessário para a prova do próximo teorema.

Lema 4.1. Temos que:

(i) 〈x,N〉i = −
∑

j hij 〈x, ej〉;

(ii) 〈x, ej〉i = δij + hij 〈x,N〉;

(iii) (F ◦N)i = −
∑

j hijFj ◦N ;

(iv) (Fi ◦N)j = −
∑

k hjkFik ◦N ;

(v) (Aij ◦N)k = −
∑

l hklAijl ◦N ;

(vi)
∑

l hkl(Pr)lj =
∑

l hjl(Pr)lk;
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4.1 Uma Fórmula Integral do Tipo Minkowski

(vii)
∑

j(Pr)jij = 0;

(viii) tr(PrSF ) = (r + 1)Sr+1;

(ix) tr(Pr) = (n− r)Sr.
Teorema 4.2. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientável Mn, F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1) e
1 ≤ p ≤ n, 1 ≤ q ≤ n inteiros. Então, para 0 ≤ r ≤ n − 1, temos a seguinte fórmula
integral do tipo Minkowski:∫

M

{

[
q

(
|x|2

2

)q−1

− p 〈x,N〉p−1

] 〈
APr(∇SnF ), xT

〉
(4.1)

+

(
F 〈x,N〉p−1 − Fq

(
|x|2

2

)q−1
)(

div(Prx
T )− (n− r)

(
n
r

)
HF
r

)
− Fq(q − 1)

(
|x|2

2

)q−2 〈
Prx

T , xT
〉

− (n− r)
(
n
r

)(
Fq

(
|x|2

2

)q−1

HF
r +HF

r+1 〈x,N〉
p

)
}dM = 0.

Demonstração. Temos que

div { Pr

(
〈x,N〉p∇SnF − F∇

(
|x|2

2

)q)
} = div{Pr (〈x,N〉p∇SnF )

− Pr

(
F∇

(
|x|2

2

)q)
} = div{Pr

(
〈x,N〉p

∑
i

(Fi ◦N)ei

)

− Pr

(
q

(
|x|2

2

)q−1

F
∑
i

〈x, ei〉 ei

)
} = div{〈x,N〉p

∑
ij

(Fi ◦N)(Pr)jiej

− Fq

(
|x|2

2

)q−1∑
ij

〈x, ei〉 (Pr)jiej}

= div

{∑
i

(
〈x,N〉p

∑
j

(Fj ◦N)(Pr)ij − Fq
(
|x|2

2

)q−1∑
j

〈x, ej〉 (Pr)ij

)
ei

}

=
∑
ij

(
〈x,N〉p (Fj ◦N)(Pr)ij − Fq

(
|x|2

2

)q−1

〈x, ej〉 (Pr)ij

)
i

.
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4.1 Uma Fórmula Integral do Tipo Minkowski

Obtemos, pelos itens (vii), (iv), (i), (ii) e (iii) do Lema 4.1∑
ij (〈x,N〉p (Fj ◦N)(Pr)ij)i (4.2)

=
∑
ij

[
(Pr)iji 〈x,N〉p (Fj ◦N) + (Pr)ij ((Fj ◦N) 〈x,N〉p)i

]
=

∑
ij

(Pr)ij [(Fj ◦N)i 〈x,N〉p + (Fj ◦N)(〈x,N〉p)i]

= −
∑
ijk

(Pr)ijhik[(Fjk ◦N) 〈x,N〉p

+ (Fj ◦N)p 〈x,N〉p−1 〈x, ek〉]

e

∑
ij

(
Fq

(
|x|2

2

)q−1

〈x, ej〉 (Pr)ij

)
i

(4.3)

=
∑
ij

[(Pr)ijiFq

(
|x|2

2

)q−1

〈x, ej〉+ (Pr)ij

(
Fq

(
|x|2

2

)q−1

〈x, ej〉

)
i

]

=
∑
ij

(Pr)ij[(F ◦N)iq

(
|x|2

2

)q−1

〈x, ej〉

+ (F ◦N)(q(q − 1)

(
|x|2

2

)q−2

〈x, ei〉 〈x, ej〉

+ q

(
|x|2

2

)q−1

(δij + hij 〈x,N〉))]

=
∑
ij

(Pr)ij[−
∑
k

hik(Fk ◦N)q

(
|x|2

2

)q−1

〈x, ej〉

+ (F ◦N)q(q − 1)

(
|x|2

2

)q−2

〈x, ei〉 〈x, ej〉

+ (F ◦N)q

(
|x|2

2

)q−1

(δij + hij 〈x,N〉)].
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Note que, pelo item (vi) do Lema 4.1 temos∑
ijk (Pr)ijphikFj 〈x,N〉p−1 〈x, ek〉 (4.4)

=
∑
jk

(∑
i

hji(Pr)ik

)
pFk 〈x, ej〉 〈x,N〉p−1

=
∑
jk

(∑
i

hki(Pr)ij

)
pFk 〈x, ej〉 〈x,N〉p−1

=
∑
ijk

hki(Pr)ijpFk 〈x, ej〉 〈x,N〉p−1 .

Assim, por (4.2), (4.3) e (4.4) temos que

div { Pr

(
〈x,N〉p∇SnF − F∇

(
|x|2

2

)q)
} = −

∑
ijk

(Pr)ijhikFjk 〈x,N〉p

−
∑
ijk

(Pr)ijphikFj 〈x,N〉p−1 〈x, ek〉+
∑
ijk

(Pr)ijhikFkq

(
|x|2

2

)q−1

〈x, ej〉

−
∑
ij

(Pr)ijFq(q − 1)

(
|x|2

2

)q−2

〈x, ei〉 〈x, ej〉

−
∑
ij

(Pr)ijFq

(
|x|2

2

)q−1

(δij + hij 〈x,N〉)

=

(
q

(
|x|2

2

)q−1

− p 〈x,N〉p−1

)∑
ijk

(Pr)ijhkiFk 〈x, ej〉 −
∑
ijk

(Pr)ijhikFjk 〈x,N〉p

−
∑
ij

(Pr)ijFq(q − 1)

(
|x|2

2

)q−2

〈x, ei〉 〈x, ej〉

−
∑
ij

(Pr)ijFq

(
|x|2

2

)q−1

(δij + hij 〈x,N〉)−
∑
ij

hij(Pr)ijF 〈x,N〉p

+
∑
ij

hij(Pr)ijF 〈x,N〉p =

(
q

(
|x|2

2

)q−1

− p 〈x,N〉p−1

)∑
ijk

(Pr)ijhkiFk 〈x, ej〉
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− 〈x,N〉p
∑
ijk

(Pr)ijhik(Fjk + Fδjk)−
∑
ij

(Pr)ijFq(q − 1)

(
|x|2

2

)q−2

〈x, ei〉 〈x, ej〉

−
∑
ij

(Pr)ijFq

(
|x|2

2

)q−1

(δij + hij 〈x,N〉) +
∑
ij

hij(Pr)ijF 〈x,N〉p .

Como,∑
ijk

(Pr)ijhik(Fjk + Fδjk) =
∑
ijk

(Pr)ijhikAjk =
∑
ij

(Pr)ijsji =
∑
i

(Pr ◦ SF )ii,

temos,

div { Pr

(
〈x,N〉p∇SnF − F∇

(
|x|2

2

)q)
}

=

(
q

(
|x|2

2

)q−1

− p 〈x,N〉p−1

)∑
ijk

(Pr)ijhkiFk 〈x, ej〉 − 〈x,N〉p tr(Pr ◦ SF )

+

(
F 〈x,N〉p − Fq

(
|x|2

2

)q−1

〈x,N〉

)∑
ij

hij(Pr)ij − Fq
(
|x|2

2

)q−1

tr(Pr)

− Fq(q − 1)

(
|x|2

2

)q−2∑
ij

(Pr)ij 〈x, ei〉 〈x, ej〉 .

Por outro lado, pelo item (vii) do Lema 4.1, veja que

div
(
Pr
(
xT
))

= div

(
Pr

(∑
i

〈x, ei〉 ei

))
= div

(∑
i

(∑
j

〈x, ej〉 (Pr)ij

)
ei

)
=

∑
ij

(
〈x, ej〉i (Pr)ij + 〈x, ej〉 (Pr)iji

)
=
∑
ij

δij(Pr)ij +
∑
ij

hij(Pr)ij 〈x,N〉 .

Assim, pelo item (ix) do Lema 4.1∑
ij

hij(Pr)ij 〈x,N〉 = div(Prx
T )− tr(Pr) = div(Prx

T )− (n− r)
(
n
r

)
HF
r . (4.5)

52
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Pelo item (vi) do Lema 4.1〈
APr ((∇SnF ) ◦N) , xT

〉
=

∑
jk

Fj 〈x, ek〉 〈APr(ej), ek〉 (4.6)

=
∑
jk

Fj 〈x, ek〉

〈∑
ip

(Pr)ijhpiep, ek

〉

=

(∑
i

hki(Pr)ij

)∑
jk

Fj 〈x, ek〉

=
∑
ijk

hji(Pr)ikFj 〈x, ek〉

=
∑
ijk

hki(Pr)ijFk 〈x, ej〉 .

Assim, usando (4.6), (4.5) e que
∑

ij(Pr)ij 〈x, ei〉 〈x, ej〉 =
〈
Pr
(
xT
)
, xT
〉
, temos

div { Pr

(
〈x,N〉p∇SnF − F∇

(
|x|2

2

)q)
} (4.7)

=

(
q

(
|x|2

2

)q−1

− p 〈x,N〉p−1

)〈
APr (∇SnF ) , xT

〉
− 〈x,N〉p tr(Pr ◦ SF )− Fq

(
|x|2

2

)q−1

tr(Pr)

+

(
F 〈x,N〉p−1 − Fq

(
|x|2

2

)q−1
)(

div(Prx
T )− (n− r)

(
n
r

)
HF
r

)
− Fq(q − 1)

(
|x|2

2

)q−2 〈
Prx

T , xT
〉
.

Observe que, pelos itens (viii) e (ix) do Lema (4.1), temos que

− 〈x,N〉p tr(Pr ◦ SF )− Fq
(
|x|2

2

)q−1

tr(Pr) (4.8)

= −〈x,N〉p (r + 1)Sr+1 − Fq
(
|x|2

2

)q−1

(n− r)Sr

= −(n− r)
(
n
r

)(
Fq

(
|x|2

2

)q−1

HF
r +HF

r+1 〈x,N〉
p

)
.
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4.2 Curvaturas Médias Anisotrópicas Linearmente Relacionadas

Substituindo (4.8) em (4.7), integrando sobre M e usando o Teorems de Stokes, obte-
mos o resultado.

A fórmula (4.1) generaliza a fórmula integral do tipo Minkowski provado por He e Li
em [17]. De fato, se p = 1 e q = 1 em (4.1) obtemos o seguinte resultado.

Corolário 4.3. Para cada r = 0, 1, ..., n − 1, temos a seguinte fórmula integral do tipo
Minkowski: ∫

M

(
HF
r F (N) +HF

r+1 〈x,N〉
)
dM = 0. (4.9)

4.2 Curvaturas Médias Anisotrópicas Linearmente Re-

lacionadas

Apresentaremos alguns resultados assumindo que as curvaturas médias anisotrópicas
de ordem superior são linearmente relacionadas. Iniciaremos provando um lema necessário
para as provas dos próximos teoremas.

Lema 4.4. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana
fechada e orientávelMn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1). Assuma que para
inteiros r e s, com 0 ≤ r < s < n ou 0 < r < s ≤ n, as curvaturas médias anisotrópicas
de ordem superior são linearmente relacionadas por

HF
s = arH

F
r + ...+ as−1H

F
s−1 (4.10)

para funções contínuas não negativas ar, ..., as−1 : M −→ R, com al > 0 para algum
l ∈ {r, ..., s − 1}. Então, para uma escolha apropriada da orientação de M , HF

i > 0 em
M , ∀i ∈ {1, · · · , s}.

Demonstração. Visto que M é fechada e orientável em Rn+1, existe um ponto p0 ∈
M tal que as curvaturas principais são positivas em p0, assim as curvaturas principais
anisotrópicas λi(p0) > 0, 1 ≤ i ≤ n, para uma escolha apropriada da orientação de M
(veja Lema 2.2). Consequentemente, HF

j (p0) > 0 para todo j ∈ {1, · · · , n}.
Demonstraremos que HF

s > 0 em M , donde pelo Lema 2.5, Hk > 0 em M ∀k ∈
{1, · · · , s− 1}.
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De fato, de�nindo o conjunto Ms como a componente conexa do conjunto {p ∈
M ;HF

s (p) > 0} contendo p0, mostraremos que Ms é diferente de vazio, aberto e fechado
em M . Assim, sendo M conexo, teremos que Ms = M , donde HF

s > 0 em M . Como
HF
s (p0) > 0, temos que p0 ∈ Ms, onde Ms 6= ∅. Pela continuidade das curvaturas,

temos que Ms é aberto em M . Vamos mostrar agora que também é fechado. Usando as
desigualdades de Gårding, como em ([26], Lema 1), sabemos que em cada ponto p ∈Ms

HF
j (p)1/j ≥ HF

s (p)1/s > 0, (∗)

para todo j ∈ {1, · · · , s−1} com igualdade ocorrendo para algum j se, e somente se, nesse
ponto as curvaturas principais anisotrópicas são iguais. Como existe l ∈ {r, · · · , s − 1}
tal que al > 0, por (∗) e devido ai ≥ 0 ∀i ∈ {r, · · · , s− 1},

HF
s (p) =

s−1∑
i=r

ai(p)H
F
i (p) ≥ al(p)H

F
l (p) ≥ ξHF

l (p), (∗∗)

onde ξ = infM{al} > 0, visto que al > 0 e M ser compacta. Se l = 0, temos HF
s ≥ ξ > 0

em Ms. Caso l ≥ 1, temos l ∈ {r, · · · , s− 1} e, por (∗) e (∗∗), que

HF
j (p)1/j ≥ HF

s (p)1/s ≥
(
ξHF

l (p)
)1/s

,∀j ∈ {1, · · · , s− 1},

onde particularmente
HF
l (p)s/l ≥ ξHF

l (p),

isto é
HF
l (p) ≥ ξ

l
s−l > 0.

Daí, por (∗∗)
HF
s (p) ≥ ξHF

l (p) ≥ ξ.ξ
l

s−l = ξ
s

s−l > 0,

para todo p ∈Ms. Assim, de qualquer forma, HF
s (p) ≥ min{ξ, ξ

s
s−l} > 0 ∀p ∈Ms, donde

Ms é fechado em M como queríamos mostrar.

Obtemos resultados envolvendo uma combinação linear das curvaturas médias aniso-
trópicas de ordem superior, como em [2], onde conseguimos uma caracterização da Wul�
shape de F , como apresentada abaixo. A expressão de um HF

s como combinação linear
dos outros HF

r 's (com coe�cientes constantes) foi considerada por alguns autores (veja
[8]). Em nosso primeiro resultado, trabalhamos com os coe�cientes da combinação linear
sendo funções, como segue abaixo:
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Teorema 4.5. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Rieman-
niana fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1). Assuma
que para inteiros r e s, com 0 < r < s − 1 ≤ n − 1, as curvaturas médias anisotrópicas
de ordem superior são linearmente relacionadas por

HF
s = arH

F
r + ...+ as−1H

F
s−1, (4.11)

para funções contínuas não negativas ar, ..., as−1 : M −→ R satisfazendo βi ≤ αi+2,∀r ≤
i ≤ s − 3, βs−1 ≤ η, βs−2 ≤ η, αr ≥ ξ, αr+1 ≥ ξ, onde αi := infM{ai}, βi := supM{ai}
e η, ξ são constantes positivas com HF

s−1 ≤
ξ
η
HF
r−1 e HF

s−1 ≤ HF
s+1. Então, a menos de

translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

Demonstração. Sabemos pelo Lema 4.4 que HF
1 , ..., H

F
s > 0. Por outro lado, sabemos

que a seguinte generalização da desigualdade do tipo Cauchy-Schwarz é verdadeira para
qualquer 1 ≤ j ≤ n− 1:

HF
j

2 ≥ HF
j−1H

F
j+1, (4.12)

a igualdade ocorre para algum j se, e somente se, nesse ponto as curvaturas principais
anisotrópicas são iguais. Como HF

j > 0 para qualquer 0 ≤ j ≤ s, podemos escrever a
desigualdade (4.12) na forma

HF
j

HF
j−1

≥
HF
j+1

HF
j

, (4.13)

para qualquer 1 ≤ j ≤ s, ocorrendo igualdade para algum j se, e somente se, nesse ponto
as curvaturas principais anisotrópicas são iguais. Temos então as seguintes desigualdades

HF
1 ≥ HF

2

HF
1

≥ HF
3

HF
2

≥ ... ≥ HF
s

HF
s−1

≥
HF
s+1

HF
s

(4.14)

⇒ HF
i

HF
i−1

≥ HF
s

HF
s−1

⇔ HF
i

HF
s

≥
HF
i−1

HF
s−1

, (4.15)

para qualquer 1 ≤ i ≤ s.

Por hipótese, HF
s+1 ≥ HF

s−1 > 0. Portanto, por (4.14)

HF
i+1

HF
i

≥
HF
s+1

HF
s

⇒
HF
i+1

HF
s+1

≥ HF
i

HF
s

, (4.16)
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para qualquer 0 ≤ i ≤ s.
Assim, por (4.15) e (4.16) temos que

1 =
s−1∑
i=r

ai
HF
i

HF
s

≥
s−1∑
i=r

ai
HF
i−1

HF
s−1

e

1 =
s−1∑
i=r

ai
HF
i

HF
s

≤
s−1∑
i=r

ai
HF
i+1

HF
s+1

.

Visto que,

HF
s−1 ≥

s−1∑
i=r

aiH
F
i−1 e HF

s+1 ≤
s−1∑
i=r

aiH
F
i+1

onde,

HF
s−1 −

s−1∑
i=r

aiH
F
i−1 ≥ 0 e HF

s+1 −
s−1∑
i=r

aiH
F
i+1 ≤ 0.

Daí,

HF
s−1 −

s−1∑
i=r

aiH
F
i−1 ≥ HF

s+1 −
s−1∑
i=r

aiH
F
i+1

⇒ HF
s−1 −

s−1∑
i=r

αiH
F
i−1 ≥ HF

s−1 −
s−1∑
i=r

aiH
F
i−1

≥ HF
s+1 −

s−1∑
i=r

aiH
F
i+1 ≥ HF

s+1 −
s−1∑
i=r

βiH
F
i+1

⇒ HF
s−1 −HF

s+1 +
s−1∑
i=r

βiH
F
i+1 −

s−1∑
i=r

αiH
F
i−1 ≥ 0

⇒ HF
s−1 −HF

s+1 +
s∑

i+1=r+1

βiH
F
i+1 −

s−2∑
i−1=r−1

αiH
F
i−1 ≥ 0

⇒ HF
s−1 −HF

s+1 +
s∑

j=r+1

βj−1H
F
j −

s−2∑
u=r−1

αu+1H
F
u ≥ 0
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⇒ HF
s−1 −HF

s+1 +

(
βs−1H

F
s + βs−2H

F
s−1 +

s−2∑
j=r+1

βj−1H
F
j

)

−

(
αrH

F
r−1 + αr+1H

F
r +

s−2∑
u=r+1

βu+1H
F
u

)
≥ 0

⇒ HF
s−1 −HF

s+1 +
(
βs−1H

F
s + βs−2H

F
s−1 − αrHF

r−1 − αr+1H
F
r

)
(4.17)

+
s−2∑
j=r+1

(βj−1 − αj+1)HF
j ≥ 0.

Por hipótese, βi ≤ αi+2,∀r ≤ i ≤ s− 3, onde

s−2∑
j=r+1

(βj−1 − αj+1)HF
j ≤ 0. (4.18)

Usando (4.15) e o fato que HF
r−1 ≥

η
ξ
HF
s−1, temos

HF
r

HF
s

≥
HF
r−1

HF
s−1

≥ η

ξ

⇒ HF
r

HF
s

≥ η

ξ
≥ βs−1

αr+1

e
HF
r−1

HF
s−1

≥ η

ξ
≥ βs−2

αr
(4.19)

⇔ βs−1H
F
s − αr+1H

F
r ≤ 0 e βs−2H

F
s−1 − αrHF

r−1 ≤ 0, (4.20)

visto que βs−1 ≤ η, αr+1 ≥ ξ e βs−2 ≤ η, αr ≥ ξ. Assim, por (4.20)

βs−1H
F
s + βs−2H

F
s−1 − αrHF

r−1 − αr+1H
F
r

=
(
βs−1H

F
s − αr+1H

F
r

)
+
(
βs−2H

F
s−1 − αrHF

r−1

)
≤ 0. (4.21)

Portanto, por (4.17), HF
s−1 ≤ HF

s+1, (4.21) e (4.18), temos

0 ≤
(
HF
s−1 −HF

s+1

)
+
(
βs−1H

F
s + βs−2H

F
s−1 − αrHF

r−1 − αr+1H
F
r

)
+

s−2∑
j=r+1

(βj−1 − αj+1)HF
j ≤ 0

Assim,
(
βs−1H

F
s + βs−2H

F
s−1 − αrHF

r−1 − αr+1H
F
r

)
= 0. Portanto, ocorre igualdade

em (4.20), e também em (4.19), isto é, H
F
r

HF
s

= η
ξ

= βs−1

αr+1
e
HF

r−1

HF
s−1

= η
ξ

= βs−2

αr
. Assim,

HF
r−1

HF
s−1

=

HF
r

HF
s
, isto é, ocorrendo igualdade (4.15), donde em (4.13), e portanto todas as curvaturas

principais anisotrópicas são iguais. Pelo Lema 2.4 obtemos o resultado esperado.
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Se as funções ai's são constantes, obtemos o seguinte corolário.

Corolário 4.6. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Rieman-
niana fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1). Assuma
que para inteiros r e s, com 0 < r < s − 1 ≤ n − 1, as curvaturas médias anisotrópicas
de ordem superior são linearmente relacionadas por

HF
s = arH

F
r + ...+ as−1H

F
s−1,

para constantes não negativas ar, ..., as−1 ∈ R satisfazendo ai ≤ ai+2,∀r ≤ i ≤ s − 3,
as−1 ≤ η, as−2 ≤ η, ar ≥ ξ, ar+1 ≥ ξ onde η, ξ são constantes positivas tais que HF

s−1 ≤
ξ
η
HF
r−1 e HF

s−1 ≤ HF
s+1. Então, a menos de translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape

de F .

De�nição 4.7. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Rie-
manniana Mn. De�nimos o conjunto W = Rn+1 −

⋃
p∈M Tp onde Tp é o hiperplano de

Rn+1 em x(p), dado pelo espaço tangente de x(M) em x(p).

Observação 4.8. B. Halpern provou em [14] que para M compacta, fechada e conexa a
hipotese �W não vazio� é equivalente a existência de um único conjunto estrelado aberto
V contido em Rn+1 tal que o bordo de V é x(M), e W é o interior do kernel de V dado
por

ker(V ) = {p ∈ V ; (1− t)p+ tq ∈ V, ∀q ∈ V, e ∀t ∈ [0, 1]}.

Aqui, o conjunto V em Rn+1 é dito ser estrelado se existe um ponto p ∈ V tal que para
cada ponto q ∈ V o segmento de reta ligando p e q está contido em V . Domínios estrelados
não convexos em Rn+1 são tipos especiais de domínios onde equações diferenciais parciais
totalmente não lineares foram primeiramente estudados por Ca�arelli-Nirenberg e Spruck
em [5]. Os resultados foram usados para estender a domínios não convexos estudos do
�uxo pela curvatura média por Gerhardt [12] e Alexandrov-Frenchel (desigualdades de
quermassintegral) [13].

Observe que ker(V ) é o maior subconjunto convexo contido em V . Daí, quando x(M)
é convexo, ele coincide com o bordo do ker(V ). Devido W ser aberto ([14], p. 183),
temos que x(M) é convexo se, e somente se, ele coincide com o bordo de W.

Condição mais forte em uma hipersuperfície compacta que ser estrelado é ser estrelado
com curvatura média positiva e mais geralmente, estrelado com a k-ésima curvatura média
Hk > 0, chamada k-convexa, k = 1, · · ·, n. Observe que uma hipersuperfície estrelada,
n-convexa é uma hipersuperfície convexa usual e uma 1-convexa é conhecida como média
convexa.
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Note que W 6= ∅ se, e somente se, existe um ponto p0 ∈ Rn+1 tal que, a menos de
uma translação por p0 de x(M), 〈x,N〉 não se anula em M .

No Teorema 4.5, observe que se al > 0 para algum l ∈ {r, ..., s − 1} as constantes ξ
e η sempre existem. Por exemplo, basta tomar η

ξ
= infM

{
HF

r−1

HF
s−1

}
> 0 (veja Lema 4.4).

Podemos remover a hipótese HF
s−1 ≤ HF

s+1 no teorema e ainda obtermos o resultado. Para
isso necessitamos que as funções ai's sejam constantes ou para casos mais gerais, assumir
que W é não vazio, como mostraremos no próximo resultado. Observe que na prova do
Teorema 4.9 abaixo, usamos a fórmula integral do tipo Minkowski do Corolário 4.3.

Teorema 4.9. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Rieman-
niana fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1). Suponha
que uma das opções abaixo acorre.

1. Existem inteiros r e s, com 0 < r < s < n, tais que as curvaturas médias anisotró-
picas de ordem superior são linearmente relacionadas por

HF
s = arH

F
r + . . .+ as−1H

F
s−1 (4.22)

para números não negativos ar, . . . , as−1;

2. W 6= ∅ e existem inteiros r e s, com 0 ≤ r < s < n ou 0 < r < s ≤ n, tais que
as curvaturas médias anisotrópicas de ordem superior são linearmente relacionadas
por

HF
s = arH

F
r + . . .+ as−1H

F
s−1 (4.23)

para números não negativos ar, . . . , as−1.

Então, a menos de translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

Demonstração. Visto que M é fechada e orientável em Rn+1, existe um ponto p0 ∈
M tal que as curvaturas principais são positivas em p0, assim as curvaturas principais
anisotrópicas λi(p0) > 0, 1 ≤ i ≤ n, para uma escolha apropriada da orientação de M
(veja Lema 2.2). Consequentemente HF

j (p0) > 0 para todo j ∈ {1, . . . , n}. Como

0 < HF
s (p0) =

s−1∑
i=r

aiH
F
i (p0),

com HF
i (p0) > 0 e ai ≥ 0, r ≤ i ≤ s − 1, existe l ∈ {r, . . . , s − 1} tal que al > 0. Pelo

Lema 4.4, HF
i > 0 em M , ∀i ∈ {1, . . . , s}.
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Por outro lado, sabemos que a seguinte generalização da desigualdade tipo Cauchy-
Schwarz é verdadeira (veja, por exemplo, [[15], Teorema 51, p. 52, Teorema 144, p. 104])
para qualquer 1 ≤ j ≤ n− 1:

HF
j

2 ≥ HF
j−1H

F
j+1, (4.24)

a igualdade ocorre para algum j se, e somente se, nesse ponto as curvaturas principais
anisotrópicas são iguais. Como HF

j > 0 para qualquer 0 ≤ j ≤ s, podemos escrever a
desigualdade (4.24) na forma

HF
j

HF
j−1

≥
HF
j+1

HF
j

, (4.25)

para qualquer 1 ≤ j ≤ s, ocorrendo igualdade para algum j se, e somente se, nesse ponto
as curvaturas principais anisotrópicas são iguais. Temos então as seguintes desigualdades

HF
1 ≥ HF

2

HF
1

≥ HF
3

HF
2

≥ . . . ≥ HF
s

HF
s−1

≥
HF
s+1

HF
s

⇒ HF
i

HF
i−1

≥ HF
s

HF
s−1

⇔ HF
i

HF
s

≥
HF
i−1

HF
s−1

, (4.26)

para qualquer 1 ≤ i ≤ s.

Suponha que a opção (1) ocorre, isto é, 0 < r < s < n. Por (4.26),

HF
s =

s−1∑
i=r

aiH
F
i

⇔ 1 =
s−1∑
i=r

ai
HF
i

HF
s

≥
s−1∑
i=r

ai
HF
i−1

HF
s−1

(4.27)

⇒ HF
s−1 ≥

s−1∑
i=r

aiH
F
i−1

⇔ HF
s−1 −

s−1∑
i=r

aiH
F
i−1 ≥ 0. (4.28)

Note que se ocorre igualdade ocorre em (4.28), temos que

HF
s−1 =

s−1∑
i=r

aiH
F
i−1 ⇔ 1 =

s−1∑
i=r

ai
HF
i−1

HF
s−1

. (4.29)

61



4.2 Curvaturas Médias Anisotrópicas Linearmente Relacionadas

Por outro lado, (4.27) dá-nos

1 =
s−1∑
i=r

ai
HF
i

HF
s

≥
s−1∑
i=r

ai
HF
i−1

HF
s−1

, (4.30)

onde por (4.29) e (4.30), obtemos que

s−1∑
i=r

ai
HF
i

HF
s

=
s−1∑
i=r

ai
HF
i−1

HF
s−1

,

isto é,

s−1∑
i=r

ai

(
HF
i

HF
s

−
HF
i−1

HF
s−1

)
= 0.

Portanto, como ai ≥ 0 e
(
HF

i

HF
s
− HF

i−1

HF
s−1

)
≥ 0 em M , ∀i ∈ {r, ..., s − 1}, temos que

ai

(
HF

i

HF
s
− HF

i−1

HF
s−1

)
= 0 ∀i ∈ {r, ..., s − 1}. Como al > 0 (l ∈ {r, ..., s − 1}), temos(

HF
l

HF
s
− HF

l−1

HF
s−1

)
= 0 em M , donde por (4.25) todas as curvaturas principais anisotrópi-

cas são iguais.
Agora, como F : M −→ R+, temos que

0 ≤
∫
M

F

(
HF
s−1 −

s−1∑
i=r

aiH
F
i−1

)
dM

=

∫
M

FHH
s−1 −

s−1∑
i=r

aiFH
F
i−1dM

=

∫
M

−HF
s 〈x,N〉+

s−1∑
i=r

aiH
F
i 〈x,N〉 dM

=

∫
M

(
−HF

s +
s−1∑
i=r

aiH
F
i

)
〈x,N〉 dM = 0,

onde a segunda e quarta igualdades acima foram obtidas por (4.9) e (4.22), respectiva-
mente. Assim,

0 ≤
∫
M

F

(
HF
s−1 −

s−1∑
i=r

aiH
F
i−1

)
dM = 0,
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onde, visto que F > 0,

HF
s−1 −

s−1∑
i=r

aiH
F
i−1 = 0,

donde ocorre igualdade em (4.28), implicando que as curvaturas principais anisotrópicas
são todas iguais. Portanto, a menos de translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

Agora, suponha que a opção (2) ocorre.
Dividiremos a prova em dois casos:

Caso 1: 0 ≤ r < s < n.
Por (4.26) e (4.23)

HF
s+1

HF
s

≤ HF
s

HF
s−1

=
s−1∑
i=r

ai
HF
i

HF
s−1

≤
s−1∑
i=r

ai
HF
i+1

HF
s

, (4.31)

onde,

HF
s+1 ≤

s−1∑
i=r

aiH
F
i+1. (4.32)

Por outro lado, por (4.9) e (4.22)∫
M

HF
s+1 〈x,N〉 dM = −

∫
M

FHF
s dM =

= −
s−1∑
i=r

ai

∫
M

FHF
i dM =

s−1∑
i=r

ai

∫
M

HF
i+1 〈x,N〉 dM,

onde ∫
M

(
HF
s+1 −

s−1∑
i=r

aiH
F
i+1

)
〈x,N〉 dM = 0. (4.33)

Assim, por (4.32), (4.33) e o fato que W 6= ∅ (que é equivalente a 〈x,N〉 6= 0 em M),
temos que

HF
s+1 −

s−1∑
i=r

aiH
F
i+1 = 0,
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donde ocorre igualdade em (4.32). Note que se essa igualdade ocorre, devemos ter

HF
s+1

HF
s

=
s−1∑
i=r

ai
HF
i+1

HF
s

,

donde por (4.31)

HF
s+1

HF
s

=
HF
s

HF
s−1

,

e as curvaturas principais anisotrópicas são todas iguais, terminando a prova do Caso 1.
Caso 2: 0 < r < s ≤ n.

Basta considerarmos o caso s = n e r > 0. Por (4.9), temos que∫
M

(FHF
n−1 +HF

n 〈x,N〉)dM = 0. (4.34)

Por hipótese,

Hn =
n−1∑
i=r

aiH
F
i .

Por outro lado,∫
M

FHF
n−1dM = −

∫
M

HF
n 〈x,N〉 dM = −

∫
M

(
n−1∑
i=r

aiH
F
i

)
〈x,N〉 dM

= −
n−1∑
i=r

ai

∫
M

Hi 〈x,N〉 dM =
n−1∑
i=r

ai

∫
M

FHF
i−1,

onde a última igualdade decorre de (4.9). Assim,∫
M

F

(
HF
n−1 −

n−1∑
i=r

aiH
F
i−1

)
dM = 0. (4.35)

Demostraremos agora que

HF
n−1 −

n−1∑
i=r

aiH
F
i−1 ≥ 0
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em M .
Veja que

HF
n =

n−1∑
i=r

aiH
F
i

⇒ 1 =
n−1∑
i=r

ai
HF
i

HF
n

≥
n−1∑
i=r

ai
HF
i−1

HF
n−1

(4.36)

⇒ HF
n−1 ≥

n−1∑
i=r

aiH
F
i−1

⇔ HF
n−1 −

n−1∑
i=r

aiH
F
i−1 ≥ 0, (4.37)

onde (4.36) deriva de (4.26). Observe que ocorre igualdade em (4.37) se, e somente se,
ocorre igualdade em (4.36). Por (4.35), (4.37) e o mesmo argumento usado na opção (1),
temos que todas as curvaturas principais anisotrópicas são iguais.

Portanto, em qualquer caso, a menos de translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape
de F .

4.3 Aplicações

As duas primeiras aplicações apresentadas aqui são de fato, corolários do Teorema
4.9.

Corolário 4.10. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientável Mn, F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1) e

W 6= ∅. Se HF
s

HF
r

= constante para 0 ≤ r < s < n ou 0 < r < s ≤ n, então, a menos de

translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

Demonstração. Visto que M é fechada e orientável em Rn+1, existe um ponto p0 ∈
M tal que as curvaturas principais são positivas em p0, assim as curvaturas principais
anisotrópicas λi(p0) > 0, 1 ≤ i ≤ n, para uma escolha apropriada da orientação de M
(veja Lema 2.2). Assim HF

j (p0) > 0 para todo j ∈ {1, . . . , n}, onde HF
s

HF
r
≡ HF

s

HF
r

(p0) > 0.
Assim,

HF
s =

HF
s

HF
r

(p0)HF
r ,
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com HF
s

HF
r

(p0) > 0. Pelo Teorema 4.9, temos o resultado.

Corolário 4.11. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1), com
(r + 1)-ésima curvatura média anistrópica HF

r+1 constante, 0 ≤ r ≤ n − 1. Então, o
conjunto de pontos W é não vazio se, e somente se, a menos de translação e homotetia,
x(M) é a Wul� shape de F .

Demonstração. Suponha que o conjunto W 6= ∅. Se 0 ≤ r ≤ n − 2, visto que HF
r+1 é

constante, para uma escolha apropriada da orientação de M , temos que HF
r+1 é positivo.

Assim, temos que

HF
r+1 = ξHF

0 ,

onde ξ = HF
r+1 > 0. Logo, pelo Teorema 4.9, temos o resultado. Se r = n − 1, temos

HF
n = constante > 0, onde HF

i > 0 ∀i ∈ {1, . . . , n}. Assim

HF
1 ≥ HF

2

1/2 ≥ ... ≥ HF
n−1

1/(n−1) ≥ HF
n

1/n
> 0 em M, (4.38)

ocorrendo igualdade para alguma desigualdade acima se, e somente se, nesse ponto as
curvaturas principais anisotrópicas são iguais. Portanto, usando (4.9) e (4.38), temos que

HF
n

∫
M

〈x,N〉 dM = −
∫
M

FHF
n−1dM ≤ −HF

n

(n−1)/n
∫
M

FdM

= HF
n

(n−1)/n
∫
M

〈x,N〉HF
1 dM.

Isto é, ∫
M

(HF
1 −HF

n

1/n
) 〈x,N〉 dM ≥ 0. (4.39)

Note que, por (4.38), temos (HF
1 −HF

n
1/n

) ≥ 0. Como W 6= ∅, temos que 〈x,N〉 6= 0 em
M . Por outro lado, veja que para a escolha inicial da orientação deM , temos 〈x,N〉 < 0,
porque de outra forma teríamos, por (4.38) e (4.9)

0 <

∫
M

FHF
n−1dM = −

∫
M

HF
n 〈x,N〉 dM < 0,
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um absurdo. Daí, sendo 〈x,N〉 < 0 em M , por (4.39) temos HF
1 = HF

n
1/n, donde, por

(4.38) todas as curvaturas principais anisotrópicas são iguais. Pelo Lema 2.4, segue o
resultado.

Reciprocamente, se x(M) é a Wul� shape de F , por de�nição, x(M) é uma hipersu-
perfície convexa de Rn+1, onde W 6= ∅.

O corolário acima generaliza o Corolário 1 em [17], provado para hipersuperfícies
convexas.

O próximo resultado (Teorema 4.12) generaliza o Corolário 4.10, visto que está provado
também sob a hipótese HF

n

HF
1

= constante, mas sem condições sobre W. Também do

Teorema 4.12 são obtidos o Teorema 1.3, (para k ≥ 1) o Teorema 1.5 e (para k ≥ 1) o
Teorema 1.4 em [17], sem a hipótese de convexidade para a hipersuperfície.

Teorema 4.12. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1). Se
HF

s

HF
r

= constante para 1 ≤ r < s ≤ n, então a menos de translação e homotetia, x(M) é
a Wul� shape de F .

Demonstração. Visto que M é fechada e orientável em Rn+1, existe um ponto p0 ∈
M tal que as curvaturas principais são positivas em p0, assim as curvaturas principais
anisotrópicas λi(p0) > 0, 1 ≤ i ≤ n, para uma escolha apropriada da orientação de
M (veja Lema 2.2). Consequentemente, HF

j (p0) > 0 para todo j ∈ {1, . . . , n}. Assim,
HF

s

HF
r
≡ HF

s

HF
r

(p0) = ξ = constante > 0, isto é, HF
s = ξHF

r com ξ > 0.
Se 1 ≤ r < s ≤ n− 1, pelo Teorema 4.9 item (1), a menos de translação e homotetia,

x(M) é a Wul� shape de F .
Agora considere 1 ≤ r < s = n. Visto que HF

r 6= 0 e HF
r (p0) > 0, por con-

tinuidade temos que HF
r > 0 em M , devido HF

n ≡ ξHF
r > 0. Assim, do Lema 2.5, temos

HF
1 , ..., H

F
n > 0 em M . Além disso, pelo Corolário 4.3 temos que∫

M

HF
r−1F (N) +HF

r 〈x,N〉 dM = 0 (∗)

e ∫
M

HF
n−1F (N) +HF

n 〈x,N〉 dM = 0 (∗∗).

Visto que HF
n

HF
r

= constante, multiplicando o lado esquerdo de (∗) por HF
n

HF
r
e subtraindo do
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lado esquerdo de (∗∗) obtemos∫
M

HF
r−1F (N)

HF
n

HF
r

+
HF
n

HF
r

HF
r 〈x,N〉 dM

−
∫
M

HF
n−1F (N) +HF

n 〈x,N〉 dM = 0

⇔
∫
M

F (N)

(
HF
n

HF
r−1

HF
r

−HF
n−1

)
dM = 0. (4.40)

Por outro lado, sabemos que a seguinte generalização da desigualdade tipo Cauchy-
Schwarz é verdadeira (veja, por exemplo, [15], Teorema 51, p. 52, Teorema 144, p.
104) para qualquer 1 ≤ i ≤ n:

(HF
i )2 −HF

i−1H
F
i+1 ≥ 0, (4.41)

a igualdade ocorre em um ponto para algum i se, e somente se, nesse ponto as curvaturas
principais anisotrópicas são iguais. Como HF

i > 0 para qualquer 0 ≤ i ≤ n, podemos
escrever a desigualdade (4.41) na forma

HF
i

HF
i−1

≥
HF
i+1

HF
i

, (4.42)

para qualquer 1 ≤ i ≤ n− 1, ocorrendo igualdade para algum i se, e somente se, as cur-
vaturas principais anisotrópicas são todas iguais. Temos então as seguintes desigualdades

HF
1 ≥ HF

2

HF
1

≥ HF
3

HF
2

≥ ... ≥ HF
r

HF
r−1

≥ ... ≥ HF
n

HF
n−1

⇒ HF
r

HF
r−1

≥ HF
n

HF
n−1

⇔ HF
n−1 ≥

HF
r−1H

F
n

HF
r

, (4.43)

para todo 1 ≤ r ≤ n− 1, ocorrendo igualdade em (4.43) se, e somente se, as curvaturas
principais anisotrópicas são iguais. Finalmente, como a função F : Sn −→ R+ é positiva,
obtemos por (4.40) que

HF
n−1 =

HF
r−1H

F
n

HF
r

.

Portanto, ocorre igualdade em (4.43) e assim λ1 = . . . = λn = constante 6= 0. Pelo Lema
2.4, a menos de translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .
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Teorema 4.13. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientável Mn e F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1), com a
r-ésima curvatura média anisotrópica HF

r+1 constante, 0 ≤ r ≤ n− 1. Então, o conjunto
de pontos W é não vazio se, e somente se, a menos de translação e homotetia, x(M) é
r-estável.

Aqui, r-estável signi�ca o seguinte: Mn é ponto crítico do funcional

Fr,F ;Λ =

∫
M

F (N)HF
r C

r
ndM + ΛV (x),

onde Λ é uma constante e V = 1
n+1

∫
M
〈x,N〉 dM é o (n + 1)-volume determinado por

M , e a segunda variação de Fr,F ;Λ,

F′′r,F ;Λ = −(r + 1)

∫
M

ψ{Lrψ + ψ 〈Tr ◦ dN, dN〉}dM,

é não negativa para todo ψ com
∫
M
ψdM = 0 (veja [19]).

Demonstração. Pelo Teorema 1.3 em [19], x é r-estável se, e somente se, a menos de
translação e homotetia, x(M) é a Wul� shape de F . Pelo Corolário 4.11 acima, temos
que x(M) é, a menos de translação e homotetia, a Wul� shape de F se, e somente se, W
é não vazio, provando assim o Teorema 4.13.

O próximo resultado é uma caracterização da Wul� shape como o ponto crítico para
um problema variacional sob a hipótese de W é não vazio.

Teorema 4.14. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Rieman-
niana fechada e orientável Mn, F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1) e W 6= ∅.
Então, x é ponto crítico do funcional Fr,F ;Λ se, e somente se, a menos e translação e
homotetia, x(M) é a Wul� shape de F .

Demonstração. Temos que x é ponto crítico de Fr,F ;Λ se, e somente se, HF
r+1 é constante

(veja [19]). Portanto, pelo Corolário 4.11 temos o resultado.

No próximo teorema assumiremos que na fórmula integral do tipo Minkowski, o inte-
grando FHF

r +HF
r+1 〈x,N〉 não muda de sinal.

Teorema 4.15. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientável Mn, F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1) e tal
que

FHF
r +HF

r+1 〈x,N〉

não muda de sinal para algum 0 ≤ r ≤ n− 1. Então, x(M) é a Wul� shape de F .
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Demonstração. Visto que FHr + Hr+1 〈x,N〉 não muda de sinal em M para algum r ∈
{0, . . . , n− 1}, por (4.9), temos que

FHF
r +HF

r+1 〈x,N〉 ≡ 0. (4.44)

Sendo M fechada e orientável em Rn+1, existe um ponto p0 ∈ M tal que as curvaturas
principais são positivas em p0, assim as curvaturas principais anisotrópicas λi(p0) > 0,
1 ≤ i ≤ n, para uma escolha apropriada da orientação de M (veja Lema 2.2). Conse-
quentemente, HF

j (p0) > 0 para todo j ∈ {1, . . . , n}. Assim, por (4.44)

HF
r+1(p0) 〈x,N〉 (p0) = −F (p0)HF

r (p0),

onde F (p0)HF
r (p0) > 0 e HF

r+1(p0) > 0, donde concluimos que 〈x,N〉 (p0) < 0 para a
escolha feita para a orientação de M . Considere A como sendo a componente conexa de
{p ∈ M : HF

r+1(p) > 0} contendo p0. Note que A 6= ∅, visto que p0 ∈ A. Além disso, por
continuidade de HF

r+1, temos que A é um subconjunto aberto de M . Demonstraremos
que esse conjunto também é fechado em M , donde A = M , visto que M é conexo. De
fato, dado p ∈ A, por (4.38) e (4.44), temos

0 = (FHF
r +HF

r+1 〈x,N〉)(p)

≥ (FHF
r+1

r/r+1
+HF

r+1 〈x,N〉)(p)

= HF
r+1

r/r+1
(p)(F +HF

r+1

1/r+1 〈x,N〉)(p).
Assim,

(F +HF
r+1

1/r+1 〈x,N〉)(p) ≤ 0.

Portanto, por continuidade, no fecho Ā de A em M , temos que

HF
r+1

1/r+1 〈x,N〉 < F +HF
r+1

1/r+1 〈x,N〉 ≤ 0, (4.45)

donde HF
r+1 ≥ 0. Assim, por (4.45), HF

r+1 > 0 em Ā, donde A = Ā . Portanto, sendo M
conexo, temos A = M . Daí por (4.44), temos que 〈x,N〉 < 0 em M . Além disso, usando
(4.45) e (4.9), obtemos

0 ≥
∫
M

F +HF
r+1

1/r+1 〈x,N〉 dM (4.46)

=

∫
M

FdM +

∫
M

HF
r+1

1/r+1 〈x,N〉 dM

= −
∫
M

HF
1 〈x,N〉 dM +

∫
M

HF
r+1

1/r+1 〈x,N〉 dM

=

∫
M

(HF
r+1

1/r+1 −HF
1 ) 〈x,N〉 dM.
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Visto que HF
r+1 > 0 em M , temos por (4.38) que (HF

r+1
1/r+1 − HF

1 ) ≤ 0 em M . Assim,
como 〈x,N〉 < 0 em M , temos por (4.47) que

0 ≥
∫
M

(HF
r+1

1/r+1 −HF
1 ) 〈x,N〉 dM ≥ 0.

Portanto, (H
1/r+1
r+1 −HF

1 ) ≡ 0. Daí, por (4.38), todas as curvaturas principais anisotrópicas
são iguais , donde pelo Lema 2.4 segue o resultado.

Teorema 4.16. Seja x : M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de uma variedade Rie-
manniana fechada e orientável Mn, F : Sn −→ R+ satisfazendo a condição (2.1). Se
W 6= ∅, então M é difeomorfa a Wul� shape de F e x é de fato um mergulho.

Demonstração. Como W 6= ∅, podemos assumir, sem perda de generalidade, que 0 ∈W.
Note que 0 /∈ x(M), devido x(p) ∈ Tp, ∀p ∈M .

Considere a função π : Rn+1 \ {0} −→ Sn de�nida por π(y) = y
‖y‖ . Demostraremos

que (φ ◦ π ◦ x) : M −→ WF é um difeomor�smo, onde φ é de�nido em (2.2).
De fato, visto que

dπyv =
v

‖ y ‖
− y 〈v, v〉
‖ y ‖3

=
‖ y ‖2 v − 〈v, y〉 y

‖ y ‖3
,

temos que,

dπyv = 0⇔ ∃λ ∈ R : v = λy. (4.47)

Agora considere (π ◦ x) : M −→ Sn. Dado p ∈M e v ∈ TpM \ {0}, veja que

d(π ◦ x)p(v) = 0⇔ dπx(p)(dxp(v)) = 0⇔
⇔ ∃λ ∈ R : dxp(v) = λx(p) (por (4.47)). (4.48)

Além disso, como x : Mn −→ Rn+1 é uma imersão, temos que dxp(v) 6= 0, visto que
v ∈ TpM \ {0}, donde λ 6= 0 em (4.48). Assim, por (4.48), temos que

−x(p) = −λ−1dxp(v) ∈ dxp(TpM) = Tp − x(p),

isto é,

−x(p) = ξ − x(p),

para algum ξ ∈ Tp, e assim ξ = 0, isto é, 0 = ξ ∈ Tp, donde 0 /∈ W, contradizendo a
suposição inicial.

71



4.3 Aplicações

Assim dado p ∈M e v ∈ TpM \ {0}, temos d(π ◦ x)pv 6= 0, isto é, d(π ◦ x)p é injetivo
∀p ∈M . Agora, visto que φ satisfaz a condição de convexidade, isto é, dφx = (D2F+FI)x
e (D2F +FI)x > 0, temos que d(φ ◦ π ◦ x)p é injetiva ∀p ∈M . Pelo Teorema da Função
Inversa, temos que (φ◦π◦x) : M −→ WF é um difeomor�smo local. ComoM é compacta
e WF é conexa, temos que (φ ◦ π ◦ x) : M −→ WF é uma aplicação de recobrimento.
Além disso, sendo M compacta e WF simplesmente conexa (devido WF , por de�nição,
ser uma hipersuperfície convexa de Rn+1, donde difeomorfa a Sn, e em particular sendo
Sn simplesmente conexa (n ≥ 2), temos que WF é simplesmente conexa), obtemos que
(φ ◦ π ◦ x) é um difeomor�smo. Assim M é difeomorfa a WF .

Para �nalizar a prova, é su�ciente observar que como (φ ◦ π ◦ x) é injetiva, temos que
x é injetiva. Portanto x é um mergulho.
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