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RESUMO

Nesta tese, estudamos hipersuperficies de tipo-espago completas imersas em
variedades semi-Riemannianas, satisfazendo alguma condicao sobre suas cur-
vaturas de ordem superior, a fim de obtermos resultados tipo-Bernstein. As
ferramentas analiticas que utilizamos sao algumas versoes do principio do
maximo. No caso em que o ambiente é um espaco-tempo de Robertson-
Walker generalizado satisfazendo a condigao forte de convergéncia nula, obte-
mos novas caracterizagoes de hipersuperficies tipo-espago totalmente geodé-
sicas. Além disso, obtemos uma estimativa inferior do indice minimo de nu-
lidade relativa quando a hipersuperficie tipo-espaco é r— maxima ou quando
existem duas curvaturas médias de ordem superior consecutivas que nao mu-
dam de sinal. Também obtemos resultados de rigidez e novas caracterizacoes
de hipersuperficies totalmente umbilicas, supondo que estas possuem alguma
curvatura de ordem superior constante e que o ambiente é um espago-tempo
de Robertson-Walker satisfazendo a condi¢ao de convergéncia nula. Apli-
camos tais resultados aos espaco de de Sitter e anti-de Sitter. Finalmente,
provamos um teorema tipo-Bernstein para hipersuperficies completas, com
curvatura média constante, imersas em um produto Riemanniano.
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ABSTRACT

In this thesis, we study complete space-like hypersurfaces immersed in semi-
Riemannian manifolds, satisfying some conditions on their higher-order mean
curvatures in order to get Bernstein-type results. Analytical tools we use are
some versions of the maximum principle. When the ambient space is a gener-
alized Robertson-Walker spacetime which is supposed to obey the strong null
convergence condition, we establish new characterizations of totally geodesic
spacelike hypersurfaces. Furthermore, we obtain a lower estimate the mini-
mum index of relative nullity when the space-like hypersurface is r-maximal,
or when there are two consecutive higher-order mean curvatures that do not
change sign. We also obtain rigidity results and new characterizations of
totally umbilical hypersurfaces, assuming they have some constant higher-
order mean curvature, and that the ambient space is a spacetime Robertson-
Walker obeying the null convergence condition. These results are applied to
the de Sitter and anti-de Sitter spaces. Finally, we prove a Bernstein-type
theorem for constant mean curvature complete hypersurfaces immersed in a
Riemannian product.



Sumario

Resumo iv
Abstract v
Introducao 1
1 Preliminares 9
1.1 Variedades semi-Riemannianas . . . . . . . . .. ... .. ... 9
1.2 Imersoes isométricas . . . . . . . ... 13
1.3 Produtos warped semi-Riemannianos . . . . . ... ... ... 16
2 Curvaturas médias de ordem superior 20
2.1 Transformagoes de Newton . . . . . . . .. .. ... ... ... 20
2.2 Asférmulas para L, (N, K)) . . ... ... ... 31
2.3 A férmulapara L.(h) . . . . . . ... oo 41
2.4  Algumas versoes do principio do maximo . . . . . . . . .. .. 43
3 Hipersuperficies tipo-espaco totalmente geodésicas em espagos-

tempo GRW 46
3.1 Condigao de Convergéncia Nula . . . . .. ... .. ... ... 46
3.2 Caracterizacao de hipersuperficies totalmente geodésicas . . . 49
3.3 Estimando a nulidade relativa em espagos-tempo RW . . . . . 51
Teoremas tipo-Bernstein em espagos-tempo GRW 55
4.1 Teoremas de rigidez em espacos-tempo GRW . . . . . . .. .. 55
4.2 Umbilicidade de hipersuperficies em espacos-tempo GRW . . . 64
Teoremas tipo-Bernstein em R x H" 68
5.1 Rigidez de hipersuperficiesem R x H™ . . . . . ... ... .. 68

vi



5.2 Graficos verticais completos em R x H"™

Bibliografia

vii



Introducao

Nos 1ltimos anos, o estudo de hipersuperficies com curvatura média cons-
tante imersas em variedades semi-Riemannianas tem despertado bastante
interesse, tanto do ponto de vista matematico quanto do fisico, este ultimo
quando o ambiente em questao é um espaco-tempo!. Do ponto de vista fisico,
esse interesse pode ser justificado pelo papel que estas hipersuperficies de-
sempenham no tratamento de diversos problemas em relatividade geral (veja,
por exemplo, [28] e [34]). J& do ponto de vista matematico, o estudo de tais
hipersuperficies é motivado pelo fato delas apresentarem interessantes pro-
priedades tipo-Bernstein. Nesse contexto, questoes bésicas estao relacionadas
a existéncia e unicidade de tais hipersuperficies.

No caso em que o ambiente é uma variedade Riemanniana, as hipersu-
perficies minimas, que sao hipersuperficies com curvatura média identica-
mente nula, foram alvo de diversos trabalhos de pesquisa, iniciados em 1915,
quando S. N. Bernstein [8] provou que os unicos graficos inteiros e minimos
do espaco Euclidiano R? sao os planos. Posteriormente, J. Simons [38] gene-
ralizou o resultado de Bernstein para graficos inteiros e minimos imersos em
R quando n < 7, e, em seguida, E. Bombieri, E. De Giorgi e E. Giusti [10]
mostraram que o resultado nao é verdadeiro para n > 7.

Quando o ambiente é uma variedade de Lorentz, uma hipersuperficie é
dita tipo-espaco se a métrica induzida pelo ambiente é positiva definida, e
¢ dita maxima quando possui curvatura média identicamente nula. O resul-
tado de Bernstein admite uma extensao natural para o espago de Minkowski
L3, que é o chamado teorema de Calabi-Bernstein. Em tal resultado, E.
Calabi [14] estabeleceu que as tnicas superficies tipo-espago, completas e
méximas, imersas em L3, sao os planos tipo-espaco.

O teorema de Calabi-Bernstein foi o ponto de partida para uma série de

'Em fisica, a terminologia espaco-tempo é reservada as solucoes exatas da equacio de
Einstein (cf. [39]). Aqui adotamos tal nomenclatura seguindo o jargao usual.



trabalhos de pesquisa em geometria diferencial no contexto das variedades
de Lorentz. Destacamos inicialmente sua extensao a hipersuperficies tipo-
espago maximas de dimensao arbitraria n. De fato, E. Calabi [14], para
n <4,e8S.Y.Cheng e S. T. Yau [23], para n arbitrario, mostraram que as
Unicas hipersuperficies tipo-espaco, completas e maximas, imersas no espago
de Minkowski L."*!, sdo os hiperplanos tipo-espaco.

Em [29], T. Ishihara generalizou o teorema de Calabi-Bernstein mostran-
do que as unicas hipersuperficies tipo-espaco, completas e maximas, imersas
em uma variedade de Lorentz com curvatura seccional constante e nao ne-
gativa sao as totalmente geodésicas. Para o caso em que o ambiente é um
espago-tempo com curvatura seccional constante negativa, Ishihara obteve
uma estimativa “sharp”para a norma da segunda forma fundamental de
uma hipersuperficie tipo-espaco maxima. Lembramos que as variedades de
Lorentz com curvatura seccional constante sao, essencialmente, o espaco de
Minkowski L"*!, o espaco de de Sitter SJ*! e o espaco anti-de Sitter H}™,
conforme a curvatura seccional seja 0, 1 ou —1, respectivamente.

Mais recentemente, F. E. C. Camargo e H. F. de Lima [16] obtiveram re-
sultados de rigidez para hipersuperficies tipo-espaco, completas e maximas,
imersas no espaco anti-de Sitter H}*', impondo condicdes adequadas na
norma da segunda forma fundamental e na funcao altura da hipersuperficie.

Muitos outros autores abordaram problemas tipo-Bernstein. Por exem-
plo, em [12], [13] e [35], M. Caballero, A. Romero e R. M. Rubio obtiveram
resultados de rigidez e unicidade para os slices tipo-espaco e superficies com-
pletas méaximas imersas em espacos-tempo de Robertson-Walker general-
izados tridimensionais, satisfazendo a condicao de convergéncia nula ou a
condicao de convergéncia temporal. Satisfazer a condicao de convergéncia
nula (condi¢ao de convergéncia temporal) significa que a curvatura de Ricci
da fibra Riemanniana M é nao negativa em diregoes nulas (tipo-tempo).

No contexto de hipersuperficies de curvatura média constante, A. Cami-
nha [20] provou que as tnicas hipersuperficies tipo-espago completas, com
curvatura média constante positiva e curvatura escalar nao negativa, imer-
sas no espaco de Minkowski L"™!, sdo os cilindros sobre uma curva plana,
generalizando, portanto, o teorema de Calabi-Bernstein para esse contexto.

Um espago-tempo de Robertson-Walker generalizado (GRW) é um pro-
duto warped —I x y M™, com fibra Riemanniana M" e fungao warping f. Em
particular, quando a fibra Riemanniana M tem curvatura seccional constan-
te, =1 x;y M™ ¢é classicamente chamado espaco-tempo de Robertson-Walker
(RW) (para detalhes, veja a secao 1.3). S. Montiel [32] estudou o prob-



lema de unicidade para hipersuperficies tipo-espago compactas, com cur-
vatura média constante imersas em espacos-tempo GRW, utilizando férmulas
tipo-Minkowski. Posteriormente, L. J. Alias e A. G. Colares [3], além de re-
obterem o resultado de Montiel utilizando uma férmula para o Laplaciano
da funcao suporte e o principio do maximo de Hopf, estudaram também
o problema de unicidade para hipersuperficies tipo-espago compactas, com
alguma curvatura média de ordem superior constante, imersas em espacos-
tempo GRW. Para estabelecer um de seus principais resultados (cf. teorema
9.2 de [3]), Alias e Colares assumiram que o ambiente satisfaz a condicao
forte de convergencia nula, que significa

Ky > SLIlp(fQ(log ),

onde K, é a curvatura seccional da fibra Riemanniana M. Aqui assumiremos
por vezes a condicao de convergéncia nula

Ricy > (n — 1)S1}p(f2(10gf>”)< s )My

onde Ricys e (, )y sdo, respectivamente, o tensor de Ricci e a métrica Rie-
manniana de M induzida pela métrica Lorentziana de M, que é uma condicio
mais fraca que a condigao forte de convergéncia nula, como o proprio nome
ja sugere.

Descrevemos agora brevemente os capitulos que compoem esta tese. No
capitulo 1, estabelecemos as notagoes e os pré-requisitos necessarios ao desen-
volvimento dos capitulos que o seguem. Ja no capitulo 2, fazemos um estudo
das curvaturas médias de ordem superior, bem como das transformacoes de
Newton e dos operadores L, de hipersuperficies imersas em produtos warped
semi-Riemannianos. Mais precisamente, apresentamos férmulas para o ope-
rador L, atuando na fungao suporte e na funcao altura. Ainda neste capitulo,
destacamos as versoes do principio do maximo que utilizamos ao longo de
nosso trabalho, a saber, o principio do maximo de Omori-Yau e sua genera-
lizagao devida a A. Caminha e H. F. de Lima (cf. lemas 2.16 e 2.17), e um
principio do maximo tipo-Hopf de S. T. Yau, bem como uma extensao deste
devida a A. Caminha, P. Sousa e F. Camargo (cf. lemas 2.13 e 2.15).

No capitulo 3, abordamos o caso de hipersuperficies tipo-espago, com-
pletas, nao compactas e maximas, imersas em espacos-tempo GRW que sa-
tisfazem a condicao forte de convergéncia nula. Com efeito, utilizando a
formula para o Laplaciano da fungao suporte devida a L. J. Alias e A. G.



Colares (cf. corolario 2.8) e o principio do méaximo de Omori-Yau, obtemos a
seguinte generalizacao do teorema 3.1 de [16], sobre caracterizac¢ao de hiper-
superficies tipo-espago totalmente geodésicas imersas em tais ambientes (cf.
teorema 3.4).

Teorema. Sejam Mt = 1 X ¢ M™ um espago-tempo GRW que satizfaz
a condig¢ao forte de convergéncia nula (3.2), e ¢ : X" — M wma hiper-
superficie tipo-espaco, completa e mdzrima, contida em uma regidao temporal-
mente limitada de M. Se |Vh| € limitada em X, entdo existe uma sequéncia
de pontos (px)k>1 em X tal que limy_,o0 |A|(pr) = 0. Em particular, se Hy €
constante, entao ¥ € totalmente geodésica.

Substituindo o lema de Omori-Yau pelo principio do méximo tipo-Hopf de
Yau, generalizamos agora o teorema 3.2 de [16], também sobre caracterizagao

de hipersuperficies tipo-espaco totalmente geodésicas imersas em ambientes
GRW (cf. teorema 3.5).

Teorema. Sejam M= X ¢ M™ um espago-tempo GRW que satizfaz a
condicao forte de convergéncia nula, e 1 : X" — M uma hipersuperficie
tipo-espacgo, completa e maxima, contida em uma regiao temporalmente [i-
mitada de M. Suponha que a norma da sequnda forma fundamental de 1) é
limitada. Se |Vh| € LY(X), entdo X € totalmente geodésica.

Com relagao ao caso de curvaturas médias de ordem superior, agora uti-
lizando a férmula para o operador L, da funcao altura também devida a L.
J. Alfas e A. G. Colares (cf. lema 2.11), obtemos uma estimativa do indice
minimo de nulidade relativa v para hipersuperficies tipo-espaco, completas e
r—maximas (isto é, com (r+ 1)—ésima curvatura média identicamente nula),
imersas em espagos-tempo RW (cf. teorema 3.6).

Teorema. Seja ¢ : X" — —I x; M™ uma hipersuperficie tipo-espaco, com-
pleta e r-mdzima, contida em wma regiao temporalmente limitada de um
espaco-tempo RW de curvatura seccional constante. Suponha que a sequnda
forma fundamental de v é limitada e que H,.,o ndo muda de sinal em 3. Se
|Vh| € LY(X), entdo vy >n —r.

Um espago-tempo RW —I x; M"™ é estatico quando a fungao warping



f € constante. Neste caso, podemos supor, sem perda de generalidade, que
f = 1. Seguindo as ideias de A. Caminha em [19] e usando o modelo RW
estatico do espago de Minkowski

L' ~ R x R,

obtemos também a seguinte extensao fraca do teorema de Calabi-Bernstein

(cf. 3.10).

Teorema. Seja ¢ : X" — —I x M™ uma hipersuperficie tipo-espag¢o com-
pleta, tmersa em um espago-tempo RW estdatico de curvatura seccional cons-
tante, com sequnda forma fundamental limitada. Suponha que, para algum
r=20,....n—2, H.y e H.1 o nao mudam de sinal, e H, nao se anula em
Y. Se |Vh| € LYX), entdo vy > n —r. Além disso, se o espago ambiente é
L™, entao em todo ponto de X existe um hiperplano (n — r)—dimensional
de "t contido em 3.

Como consequéncia obtemos o seguinte

Corolario. Seja ¢ : X" — —I1 x M™ uma hipersuperficie tipo-espaco com-
pleta, imersa em um espaco-tempo RW estdatico de curvatura seccional cons-
tante K, com sequnda forma fundamental limitada. Suponha que a curvatura
média H nao muda de sinal e que a curvatura escalar S satisfaz S < R ou
S >%. Se |Vh| € L1(X), entdo ¥ € totalmente geodésica. Além disso, se o
ambiente é o espaco de Minkowski "™, entdo X é um hiperplano.

Ja no capitulo 4, utilizando a generalizacao do principio do méaximo de
Omori-Yau devida a A. Caminha e H. F. de Lima, estendemos o teorema
3.3 de [1], fazendo hipéteses adequadas sobre as curvaturas médias de ordem
superior. De fato, o seguinte resultado é provado (cf. 4.7).

Teorema. Sejam M = —I X M™ um espago-tempo RW que satisfaz a
condi¢io de convergéncia nula (3.1), e ¢ : X" — —I xy M™ uma hipersu-
perficie tipo-espaco, completa e com curvatura seccional Kx, > 0, contida em
uma regiao temporalmente limitada [t1,ts] X M™. Suponha que H,,1 > 0 €
constante e que H, € limitada superiormente em .. Suponha ainda que f(h)
atinge um minimo local em um ponto p € 3 tal que f'(h(p)) # 0,

Hl/(T+1) > M(h)
r—+1 = f

5



wnl <igt (0 - ).

Entao ¥ € um slice.

Obtemos assim uma espécie de extensao do teorema 4.5 de [22] (cf. corold-
rio 4.8).

Corolario. Seja ¢ : X" — H" uma hipersuperficie tipo-espago completa,
com curvatura seccional nao negativa e tal que

P(X) C {(t,x) € =R x R™;t < t}.

Suponha que H, 1 > 1 é constante, H, é limitada e que h atinge um minimo
em X. Se
VA < HTH —1,

entao X € isométrico a R".

Na se¢ao 4.2, seguindo as ideias de Alias e Colares na demonstracao do
teorema 9.1 de [3], provamos uma extensao do teoremas 6 de [32] para o
caso nao compacto utilizando o principio do méximo tipo-Hopf de Yau (cf.
teorema 4.9).

Teorema. Sejam M= X ¢ M™ um espago-tempo GRW satisfazendo
a condicao de convergécia nula, e Y : X — M uma hipersuperficie tipo-
espaco completa, com curvatura média constante e sequnda forma funda-
mental limitada, tal que f(h) € limitada em ¥ e |Vh| € LY(X). Entio X é
totalmente umbilica.

Decorre do resultado acima a seguinte extensao do teorema 3.2 de [16].
Corolario. Seja v : X" — H}M uma hipersuperficie tipo-espaco completa,
com curvatura média constante e curvatura escalar limitada. Se |Vh| €

LY(X), entdo X é totalmente umbilica.

Também estendemos o teorema 9.2 de [3] para o caso nao compacto uti-
lizando a extensao do principio do maximo tipo-Hopf de Yau devida a Ca-



minha, Sousa e Camargo (cf. teorema 4.12).

Teorema. Sejam M= g X M™ um espaco-tempo RW de curvatura
seccional constante, e ¢ @ X — M uma hipersuperficie tipo-espago com-
pleta, contida em uma regiago temporalmente limitada [ty,ts] X M™ na qual
' # 0, com sequnda forma fundamental limitada e |Vh| € LY(X). Suponha
que H,1 € constante para algum 1 < r < n—1, e que f(h) atinge um minimo
local em um ponto p € . Entao X € totalmente umbilica.

Segue do teorema anterior e da classificacao das hipersuperficies total-
mente umbilicas do espago de de Sitter (cf. exemplo 1 de [31]) o seguinte

Corolério. Seja ¢ : X — H"™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa,
contida em uma regiao temporalmente limitada e com sequnda forma funda-
mental limitada. Suponha que para algum 1 <r <n —1, H,.1 € constante.
Se h atinge um minimo local em algum ponto p € ¥ e |Vh| € LX), entdo
H. 1 =1eX éisométrica a R".

Finalmente, no capitulo 5, estudamos hipersuperficies com curvatura
média constante imersas no produto Riemanniano R x H". Quando as hiper-
superficies sao graficos inteiros, varios autores tém abordado tal problema.
Por exemplo, em [37], H. Rosenberg provou uma extensao do teorema de
Bernstein. De fato, Rosenberg provou que se M? ¢ uma superficie com cur-
vatura Gaussiana nio negativa, um grafico minimo inteiro em R x M? é
totalmente geodésico. Neste caso, ou o grafico é um slice ou M ¢ isométrica
a R? e o gréifico ¢ um plano. Em [4], L. J. Alfas, M. Dajczer e J. Ripoll ge-
neralizaram o resultado de Rosenberg para graficos inteiros, com curvatura
média constante, imersos em ambientes Riemannianos que tém curvatura de
Ricci nao negativa e um campo de Killing globalmente definido. Em [7], P.
Bérard e R. Sa Earp descreveram as hipersuperficies de rotacao com cur-
vatura média constante imersas em R x H", usaram-nas como barreiras para
provar a existéncia e caracterizacao de alguns gréaficos verticais com curvatura
média constante, e dai provaram resultados de simetria e unicidade de hiper-
superficies compactas, com curvatura média constante, cujo bordo é formado
por uma ou duas subvariedades contidas em slices.

Mais recentemente, J. M. Espinar e H. Rosenberg, em [25], estudaram
superficies com curvatura média constante num produto R x M?, onde M?



¢ uma variedade Riemanniana completa. Assumindo que a fungao suporte
nao muda de sinal, eles classificaram tais superficies de acordo com o infimo
da curvatura Gaussiana de suas projecoes horizontais.

Motivados pelos trabalhos descritos acima, obtemos teoremas tipo-Berns-
tein em R x H"™. Na nossa abordagem, utilizamos mais uma vez o principio do
maximo de Omori-Yau. Mais precisamente, o seguinte resultado é provado.

Teorema. Seja v : ¥ — R x H" uma hipersuperficie completa, com sequnda
forma fundamental limitada e curvatura média constante H. Suponha que o
fecho da aplicagao de Gauss estd contido em um hemisfério aberto e que a
funcao altura h satisfaz

Q@
[Vh[* < —— AP,
n—1
para alguma constante 0 < o < 1, entao > é um slice.

Aqui, de acordo com J. M. Espinar e H. Rosenberg [25], a condi¢ao do fecho
da aplicacao de Gauss estar contido em um hemisfério aberto significa que a
funcao suporte tem sinal estrito. Por fim, na se¢ao 5.2, tratamos o caso em
que a hipersuperficie é um grafico vertical no seguinte

Corolario. Seja X" (u) um grdfico vertical completo em R xH™, com sequnda
forma fundamental A limitada e curvatura média constante H. Suponha que
o fecho da aplicagdo de Gauss de X(u) estd contida em um hemisfério aberto.
Se a funcdo u satisfaz

1
Dul® < ——|AP,
n —

entao u = ty para algum ty € R.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, estabelecemos as notagoes que serao utilizadas ao longo deste
trabalho, bem como os fatos bésicos da teoria de imersoes isométricas dos
quais faremos uso posteriormente. Para maiores detalhes, indicamos como
referéncias [18], [30] e [34].

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. Uma forma bilinear
simétrica b= (, ): V xV — R é dita

(a) Positiva definida, quando (v,v) > 0 para todo v € V' \ {0}.
(b) Negativa definida, quando (v,v) < 0 para todo v € V' \ {0}.
(¢) Nao degenerada, quando (v, w) = 0 para todo w € V implica em v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V', um subespaco W de V é
dito nao degenerado se by xw : W X W — R for nao degenerada.

O indice de uma forma bilinear simétrica b sobre V' é a maior dimensao de
um subespaco W de V' tal que by xw : W x W — R seja negativa definida.

Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V' e um subespago W de V,
definimos o complemento ortogonal W+ de W em V por

WH={veV; (v,w)=0;Ywec W}

Enunciamos, agora, fatos relevantes correspondentes a uma forma bilinear
simétrica (cf. [34], lemas 1.19, 1.22 e 1.23).
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1.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 1.1. Seja b uma forma bilinear simétrica sobre o espaco vetorial de
dimensao finita V., e W um subespaco de V. Entao

(a) b € nao degenerada se e s6 se sua matriz com respeito a uma (e entdo
a toda) base de V' for invertivel.

(b) Se W é nao degenerado entao dim(W)+dim(W+) = dim(V) e (W)t =
W.

(c) W € ndo degenerado se e s6 se V=W ®@W=L. Em particular, W € ndo
degenerado se e s6 se W+ for nao degenerado.

No que segue, supomos que b = (, ) é uma forma bilinear simétrica e
nao degenerada sobre o espaco vetorial real V. Em relacao a b, dizemos que

veV\{0}é
(i) Tipo-tempo, quando (v, v) < 0;
(ii) Tipo-luz, quando (v, v) = 0;
(iii) Tipo-espago, quando (v, v) > 0.

Analogamente, define-se o que significa para um subespaco nao degene-
rado W de V ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espago. Se v € V'\ {0} nao for
tipo-luz, define-se o sinal €, € {—1,1} de v por

o)
"= Tl

A norma de v € V é |v] = /€,(v,v), e v é unitdrio se |v| = 1. Temos
que V admite uma base {e;} ortonormal com respeito a b, isto é, tal que
(€i,e;) = €0;;, onde ¢ denota o sinal de e; (cf. [34], lema 2.24). Desse modo,
a expansao ortonormal de v € V' com respeito a {e;} é dada por

n
v = Z ei(v, e;)e;.
i=1

Seja V' um espaco vetorial no qual uma forma bilinear simétrica e nao
degenerada b = (, ) de indice 1 estd definida, e T = {u € V; (u,u) < 0}.
Para cada u € T, definimos o cone tipo-tempo (ou cone temporal) de V
contendo u por C'(u) = {v € T; (u,v) < 0}.

10



1.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 1.2 ([30], lema 1.2.1). Sejam v,w € T. Entdo

(a) O subespago {v}* € tipo-espago e V- = span{v} @ span{v}t. Assim,
T € a unido disjunta de C'(v) e C(—v).

(b) |(v,w)| > |v||w|, com igualdade se e s se v e w forem colineares.

(c) Se v € C(u) para algum uw € T, entao w € C(u) & (v,w) < 0.
Portanto, w € C(v) < v € C(w) & C(v) = C(w).

A desigualdade descrita em (b) no teorema acima é conhecida como de-
sigualdade de Cauchy-Schwarz invertida.

Definicao 1.3. Um tensor métrico sobre uma variedade diferencidvel M é
um 2—tensor covariante e simétrico g sobre M, tal que g, € nao degenerada
para todo p € M. Uma variedade semi-Riemanniana M ¢é um par (M,g),
onde M ¢é uma variedade diferencidvel e g = (, ) é um tensor métrico de
indice constante sobre M.

Como o fndice de § é uma funcio semi-continua inferiormente de M em
N, temos que ele é constante em toda componente conexa de M. No que
segue, para simplificar a notacdo, escrevemos M para o par (M,g), {, )
para o tensor métrico g de M e v para seu indice.

Quando v = 0, M é simplesmente uma variedade Riemanniana; quando
v =1, M é denominada uma variedade de Lorentz.

Sempre que p € M e v,w € TPM gerarem um subespaco 2—dimensional
nio degenerado de T,M, segue do item (a) do lema 1.1 que (v, v)(w,w) —

(v,w)? # 0.

Definicao 1.4. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p € M e o C
T,M um subespaco 2—dimensional nao degenerado de T,M. O nimero

independe da base escolhida {v,w} de o, e é denominado curvatura seccional
de M em p, sequndo o.

Definicao 1.5. A variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional
constante quando, para cada p € M, os nimeros K(o) da definicio acima
independerem do subespaco 2—dimensional nao degenerado o de T,M.
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1.1 Variedades semi-Riemannianas

Aproximando subespagos 2—dimensionais degenerados o de T, M através
de subespacos nao degenerados, pode-se mostrar que o fato de M ter cur-
vatura seccional constante determina seu tensor curvatura R. Mais precisa-
mente (cf. [34], coroldrio 3.43), se M tiver curvatura seccional constante c,
entao

R(X,Y)Z =c((X,2)Y = (Y, Z)X), (1.1)
para todos XY, Z € X(M).

Definigao 1.6. Se M ¢ uma variedade semi-Riemanniana, o tensor de Ricci
de M ¢ definido por

Ric(X,Y) = tr(Z — R(X, 2)Y), X,Y € X(M).

Sepe M ex € T,M, |z| =1, o nimero Ric(z,x) chama-se curvatura de
Ricci em p na direcao de x.

Assim, se {E}, ..., E,} é um referencial ortonormal local em X (M), temos

Ric(X,Y) = Xn: a(R(X, E)Y, Ej),

i=1
para X,Y € X(M), onde ¢; = (E;, E;).

Definicao 1.7. A curvatura escalar de M € a funcio S : M — R definida
por

- 1 ~ 2
S = mJ’Z:;mc(Ej,Ej) = WZK(EZ-,EJ).

1<j

Definicao 1.8. Seja M uma variedade de Lorentz. Uma aplicacio T, que
associa a cada p € M um cone tipo-tempo T, €m TPM, € suave quando, para
cada p € M, existem uma vizinhanca aberta U de p e V € X(U), tais que
V(q) € 7, para todo q € U. Caso uma tal aplicagio T exista, diz-se que M é
temporalmente orientavel.

Proposicao 1.9. Uma variedade de Lorentz M ¢é temporalmente orientdvel

se, e somente se, existir um campo vetorial tipo-tempo K € X(M).

12



1.2 Imersoes isométricas

Demonstracdo. Se existe um campo K de vetores tipo-tempo sobre M, defina
7(p) = C(K(p)). Reciprocamente, seja 7 uma orientacio temporal de M.
Como 7 é diferenciavel, cada ponto p € M possui uma vizinhanca U em M na
qual esta definido um campo de vetores tipo-tempo Ky, com Ky(q) € 7(q),
para cada ¢ € U. Sejam agora {U,} uma tal cobertura de M, e {f,} uma
partigdo da unidade estritamente subordinada a {U,}. Entao o campo

K = ZfaKUa

estd bem definido sobre M; além disso, pelo lema 1.2, temos que K é tipo-
tempo. ]

A proposicao acima diz que nao importa se nos referimos a fungao suave
T ou ao campo vetorial tipo-tempo K. Assim, sempre que M for tempo-
ralmente orientavel, a escolha de uma aplicagao 7 como acima, ou de um
campo vetorial tipo-tempo K a ela correspondente, serd denominada uma
orientacdo temporal para M.

Sejam 7 uma orientagao temporal para M, e V € X(M). Se V(q) € 7,
(=V(q) € 7,) para todo ¢ € M, diz-se que V aponta para o futuro (aponta
para o passado). Pelo item (c) do lema 1.2, sendo K uma orientagao temporal
para M, temos que um campo vetorial tipo-tempo V sobre M aponta para
o futuro (passado) se, e somente se, (V, K) <0 ((V,K) > 0).

1.2 Imersoes isométricas

Sejam (X", g) uma variedade Riemanniana e (Mnﬂ,g) uma variedade semi-
Riemanniana. Uma imersao isométrica ¢ : X" — M 6 uma imersio tal
que ¥*g = g. Neste caso, é costume denotar (e assim o faremos) os tensores
métricos de ¥ e M pelo mesmo simbolo ( , ).

Dada v : X" — M imersio isométrica, dizemos que Y é uma hipersu-
perficie de M. Se M é de Lorentz, ¥ é dita uma hipersuperficie tipo-espaco
de M.

Proposigao 1.10. Seja X" uma hipersuperficie tipo-espago de uma variedade
de Lorentz temporalmente orientada M. Entdo X admite um campo ve-
torial normal unitdrio (suave) N apontando para o futuro. Em particular, ¥
€ orientdvel.
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1.2 Imersoes isométricas

Demonstragao. Fixe um campo K € X(M) que da a orientacao temporal de
M, e observe que, para todo p € ¥, o conjunto de todos os vetores tipo-tempo
v € T,M é a unido disjunta de C(K(p)) e C(—K(p)).

Tome, em cada p € ¥, um vetor unitdrio N(p) € T,X+. Desde que N(p)
é tipo-tempo, trocando N(p) por —N(p) se necessario, podemos supor que
N(p) € C(K(p)). Deste modo, definimos unicamente um campo vetorial
normal unitario N sobre ¥ apontando para o futuro. Resta-nos mostrar que
tal campo N é suave.

Para isso, fixe p € ¥ e tome um referencial mével {e;} sobre uma vizi-
nhanga aberta e conexa U de p em . Entdo N = K — Y7 (K, ¢;)e; é suave
e normal a X em U, com

<N7N> = <N7K> = <K7K> _Z<Kaei>2‘
Mas (K, K>~: S (K, e)?—(K,N)?, de modo que (N, N) = —(K, N)? < 0.

Portanto, N(q) € C(K(q)) para cada ¢ € U, e N = “= suave. O

==

Daqui por diante, v : X" — m sempre denotard uma imersao iso-
métrica de uma variedade Riemanniana n—dimensional em uma variedade
Riemanniana orientada ou de Lorentz temporalmente orientada, (n+ 1)—di-
mensional, estando o caso considerado em cada situagao sempre claro no
contexto. Ainda com relagdo a notagdes, utilizamos D(X) para denotar o
anel das fungoes de classe C™ (ou suaves) em X.

Quando M for Riemanniana, 3 serd sempre assumida orientavel. Como
a proposicao acima torna essa hipdétese desnecessaria no caso de ambiente
Lorentziano temporalmente orientado, em qualquer caso Y é orientada pela
escolha de um campo vetorial normal unitario N sobre a mesma.

Com relacao a notagao correspondente a uma imersao isométrica
Yo Xt — W”H, exceto pela métrica, objetos sem barra farao referéncia
a ¥, enquanto objetos com barra fardo referéncia a M. Em particular, V e
V denotardo as conexodes de Levi-Civita, e R e R os tensores de curvatura

de X e M, respectivamente. o
Para todos X,Y € X(X), tem-se VyY = (VxY)T, onde ZT denota a

componente tangente de Z € X(M). Assim,

ny = VXy + CY(X, Y),
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1.2 Imersoes isométricas

onde a : X(X) x X(X) — X(2) é a seqgunda forma fundamental da imersao
1. Desde que a é D(X)—bilinear e simétrica, definindo

(AX,Y) = (a(X,Y),N)

obtemos um campo A : X(X) — X(X) de operadores lineares auto-adjuntos
A, T, = T,% (p € ¥), também denominados segundas formas fundamen-
tais (ou operadores de forma) de 1. é imediato verificar que

AX = -VxN e a(X,Y) =eny(AX,Y)N.

A proposicao a seguir estabelece as equagoes fundamentais que relacionam
os tensores curvatura de X e M, e a segunda forma fundamental (para a sua
demonstragao, veja [30] ou [34]).

Proposicao 1.11. Seja ¢ : ¥ — M uma imersao isométrica. Entao,
para quaisquer campos de vetores X, Y, Z € X(X), temos

(a) Equacao de Gauss

R(X,Y)Z = (RX,Y)Z)" + ex((AX, Z)AY — (AY, Z)AX). (1.2)

(b) Equacgao de Codazzi

(R(X,Y)N)" = (VxA)Y — (VyA)X. (1.3)

Para ambientes de curvatura seccional constante tem-se o seguinte

s . 5 n+1 . ~ Ly .
Corolario 1.12. Seja ¢ : X" — M, wma imersao isométrica de X" em

um ambiente M de curvatura seccional constante c, e X, Y, Z, W € X(¥).
Entao

(R(X,Y)Z,W) = c({X,Z)(Y, W) — (X, W)Y, Z))

(1.4)
+ en ((AX, Z)(AY, W) — (AX, W)(AY, Z)).

(VxA)Y = (VyA)X. (1.5)
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1.3 Produtos warped semi-Riemannianos

1.3 Produtos warped semi-Riemannianos

Sejam M™ uma variedade Riemanniana conexa orientada n—dimensional,
I C R um intervalo aberto e f : I — R uma funcao suave positiva. Dada a
variedade produto M =TI xM " denotemos por 7wy e my; as projecoes
canonicas sobre os fatores I e M, respectivamente. Munindo M com a
métrica

(v, w)y = €{(m1)v, (mr)cw) + (f o1 (p)* ((mar)v, (mar)<w),

onde € =1 ou € = —1, para todo p € M e para quaisquer v, w € TPM, obte-

mos uma classe importante de variedades semi-Riemanniannas denominadas
L+1 ’

produtos warped, e escrevemos M = el x; M" para denotd-los. O campo

K= f@t = (f o 7r1)5t (16)
é conforme fechado (no sentido que sua 1-forma dual é fechada), pois

VK = X,

para todo X € X(M).

Quando € = 1, M =1 x # M™ é uma variedade Riemanniana que ¢é
denominada simplesmente produto warped Riemanniano.

Ja no caso e = —1, M= g X ¢ M™ é uma variedade de Lorentz que
¢ denominada (seguindo a terminologia introduzida em [5]) espaco-tempo de
Robertson-Walker Generalizado (GRW). Em particular, quando M tem cur-
vatura seccional constante, M= I x ¢ M"™ é denominado classicamente
espago-tempo de Robertson- Walker (RW) (para maiores detalhes veja [5], [2],
ou ainda [34]). Os exemplos de espagos-tempo GRW listados abaixo podem
ser encontrados na segao 4 de [32].

1. O espaco de Minkowski.
Seja R™*! munido com a métrica Lorentziana

n
(v,w) = Z ViW; — Vpg 1 Wyg1 -
i=1
Tal variedade é chamada espaco de Minkowski, e é denotada por L"*!,
é claro que L™ pode ser dada pelo produto warped —R X ; R™, onde
f = 1. Pode-se ver que L."™! tem curvatura seccional constante e igual
a zero, sendo assim, um espaco-tempo RW.
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1.3 Produtos warped semi-Riemannianos

2. O espago de de Sitter.
Seja S"! € L"*? definido por

Sttt = {p e L""?(p,p) = 1}.

Utilizando a equacao de Gauss, pode-se mostrar que S}, com a métrica
induzida pela inclusdo i : S"™' < L"*2  é uma variedade de Lorentz
com curvatura seccional constante e igual a 1. ST é chamado espaco
de de Sitter. Agora, seja a € L"™! tal que (a,a) = —1. Sejam
também 7 : S — R a projecio dada por 7w(p) = (p,a) e X(p) =
Vr(p) = a — (p,a)p. O campo X é tipo-tempo e conforme fechado.
Assim, integrando a distribuicao normal a X, garantimos a existéncia
de uma folheacdo de S"' cujas folhas sdo as esferas umbilicas dadas
por (p,a) = 7, 7 € R, com raio v/1+ 72. Entdo Si'™' é isométrico a
—R Xcosnt S™, onde S™ é a esfera euclidiana unitaria.

Agora, sejam a € L™ tal que (a,a) = 0, 7 : SI™" — R dada por
7w(p) = (p,a), e Y(p) = Vr(p) = a — (p,a)p. O campo Y é tipo-tempo
e conforme fechado em

O ={peSi™|(p,a) # 0}.

O steady state space é a componente conexa (aberta) de O dada por
H' = {p € S{|(p,a) > 0},

Novamente, integrando a distribuicao normal a Y, garantimos a
existéncia de uma folheacao de H"*! cujas folhas sao as hipersuperficies
de nivel dadas por (p,a) = 7, 7 € R%. Portanto, H"! ¢ isométrico a
—R x. R". Analogamente, se tomamos a € S} tal que (a,a) = 1,
obtemos que o subconjunto aberto de St*! dado por

{p e ST (p,a) > 1}
é isométrico ao produto warped (0, +00) Xgenn ¢ H"™.

3. O espaco anti-de Sitter.
Munindo R™*2 com a métrica

n

(v, w) = E ViW; — Vp1Wn g1 — Ung2Wny2,
=1
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1.3 Produtos warped semi-Riemannianos

obtemos a variedade semi-Riemanniana R3™. O espaco-tempo dado
por
Hy ™ = {p € Hi"'|(p,p) = —1}

munido com a métrica induzida pela inclusdo i : Hf™ « RyT? ¢
chamado espaco anti-de Sitter, e tem curvatura seccional constante
e igual a —1. Seja a € H}™ tal que (a,a) = —1. Pode-se mostrar
que Z(p) = a+ (p,a)p é um campo tipo-tempo e conforme fechado no
subconjunto aberto de H™ dado por

O ={pecH|(p,a)* <1}.

O conjunto O definido acima tem duas componentes conexas. Inte-
grando a distribuicao normal a Z, o conjunto aberto O pode ser fo-
lheado por meio das hipersuperficies tipo-espaco totalmente umbilicas
(p,ay =7, —1 < 7 < 1, ou seja, isométricas a duas cépias de espagos
hiperbélicos H" com curvatura constante ——1-. Daf obtemos que cada

1472°
componente conexa ¢ isométrica a (=%, 5) Xcost H™.

Segue da proposigao 7.42 de [34] que um espago-tempo GRW —1I x ¢ M"
tem curvatura seccional constante K se, e somente se, a fibra Riemanniana
M tem curvatura seccional constante r (isto é, —I xy M" é de fato um
espago-tempo RW) e a funcao warping f satisfaz as equagoes diferenciais

T Vs

f 7
Se ¢ : X" — —I xy M™ é uma hipersuperficie tipo-espago imersa em um
espacgo-tempo GRW, desde que

(1.7)

3t:(3/8t)( (t,l')e—[ Xt Mn,

t,x)

é um campo vetorial tipo-tempo globalmente definido em M, entdo existe
um Utnico campo normal tipo-tempo N globalmente definido em Y que esta
na mesma orientacao temporal de d;. Do item (b) do lema 1.2 (desigualdade
de Cauchy-Schwarz invertida) temos

(N,8,) < —1<0 em . (1.8)

Dizemos que o campo normal N acima € a aplicacao de Gauss da hipersu-
perficie tipo-espaco Y que aponta para o futuro.
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1.3 Produtos warped semi-Riemannianos

Agora, seja ¢ 1 X" — el Xy M™ uma imersao isométrica, com campo
normal N e fungao altura h. é claro que € = ey = (N, N) = €5, = (04, Oy).

Sejam também V e V os gradientes com respeito as métricas de M e X
respectivamente, e h = (77)|x a fungao altura de 3. Calculos simples podem
mostrar que o gradiente de 7; em M é dado por

Vr; = e(Vny,0,) = €0,
Dai obtemos o gradiente de h em X
Vh = (Vnr;)" =€d] =€d, — (N,0,)N, (1.9)

e, portanto,
IVh|* = €(1 — (N, 0,)?), (1.10)

onde || denota a norma de um campo vetorial em X.

19



Capitulo 2

Curvaturas médias de ordem
superior

2.1 Transformacoes de Newton

Dada uma imersao isométrica ¢ : X" — Mnﬂ, seja A o operador de forma
de 1 relativo & escolha um campo normal unitdrio N € X*(X) que determina
a orientacao de X.

Associados a A temos os n invariantes algébricos 5., 1 < r < n, dados
pela igualdade

n
det(t] — A) = (=1)S"",
r=0
onde Sy = 0 por definicdo. Quando {e;} é uma base de T, formada por
autovetores de A,, com autovalores respectivamente iguais a { A}, vé-se facil-
mente que

Sr - O—T()\la ety An)’

onde o, € R[X7,...,X,] é o r-ésimo polinémio simétrico elementar nas n
indeterminadas Xy,..., X,.

A r-ésima curvatura média H, da hipersuperficie tipo-espaco ¥ é entao
definida por

r

(n) H, = €yS, = 0.(enA1, ..., enAn).
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2.1 Transformacoes de Newton

Em particular, quando r =1,

1o 1
H1 = GNE;)\i = GNE tr (A) =H

¢é a curvatura média extrinseca de X.

As funcoes definidas acima satisfazem desigualdades algébricas que serao
muito tteis ao longo deste trabalho, denominadas desigualdades de Newton.
Uma prova das mesmas para numeros reais positivos pode ser encontrada
em [27]. Em [18], A. Caminha provou uma versao mais geral das mesmas,
juntamente com uma condicao suficiente para a ocorréncia da igualdade. Por
uma questao de completude, apresentamos aqui tal prova.

Lema 2.1. Se um polinémio f € R[X] possui k > 1 raizes reais, entao sua
derivada [’ possui pelo menos k — 1 raizes reais. Em particular, se todas as
raizes de f forem reais, entao todas as raizes de f' também serao reais.

Demonstracao. Podemos supor £ > 1. Sejam z; < --- < x; raizes reais de
f, com multiplicidades respectivamente my, ..., m; tais que m; +---m; = k.
Entao cada x; é raiz de f’ com multiplicidade m; — 1. Por outro lado, entre
x; € x;41 hé, pelo teorema de Rolle, ao menos uma outra raiz de f’, de modo
que contabilizamos pelo menos

mi—1+-4+m-1)+((-1)=k—-1
raizes reais para f’. O resto é imediato. O

Proposicao 2.2 ([18], proposigao 3.2). Sejam n > 1 inteiro, € A\,..., A\,
nimeros reais. Defina, para 0 < r < mn, S, = 0,.(A1,...,\,) como acima, e

H = (")""5,.

(a) Para 1 < r < n, tem-se H> > H, 1H,, . Ademais, se a igualdade

ocorrer para v = 1, ou para 1 < r < n, com H,y1 # 0 neste ultimo
caso, entao \1 = ... = \,.

(b) Se Hy,Hs,...,H, > 0 para algum 1 < r < n, entio Hy > /Hy >
... > ~/H,. Ademais, se a igualdade ocorrer para algum 1 < j < r,
entao Ay = ... = \,.

(c) Se, para algum 1 < r < n, tivermos H, = H,;; = 0, entdo H; = 0,
para todo r < j < n. Em particular, no maximo r —1 dos \; serao nao
nulos neste caso.
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2.1 Transformacoes de Newton

Demonstrag¢ao. Para provar (a) nés usamos inducao sobre o nimero n > 1 de
reais. Para n = 2, a desigualdade H? > HyH, equivale a (A; — A\2)* > 0, com
igualdade se e s6 se A\ = A\y. Suponha agora as desigualdades verdadeiras
para n — 1 ntimeros reais, com igualdade quando H,,; # 0 se e s se todos
eles forem iguais. Dados n > 3 reais \q,..., \,, seja

F@)=(@+A)... (2 + ) = zn: (") H,(\)z"".

r—o \'
Entao -
f/(x) = Z(n - 7“) (Z) Hr(/\i)xn—r—l‘
r=0
Por outro lado, pelo lema 2.1, existem nimeros reais 71, ..., v,_1 tais que
n—1
fll@) = nle+mn) - (@+ma)=n) S(na"7"
r=0

Il
3
(7]
Ju
3
/N
S
R
—_
N——
=
2
=
3
L
|
3

Como (n—r1)(") =n("_"), comparando coeficientes correspondentes nés
obtemos H,(\;) = H,(7;) para 0 < r < n — 1. Assim, segue da hipdtese de
inducao que, para 1 <r <n — 2,

HX(N) = H(vi) = Hooa () Hyr (1) = Hr—a (M) Hya (N).

Além disso, se tivermos a igualdade para os \;, com H,.1(\;) # 0, entdo
também a teremos para os ;, com H,1(7;) # 0. Novamente pela hipdtese
de indugao, segue que y; = - -+ = 7y,_1, € assim A\ = -+ = \,.

Para terminar, ¢ suficiente provarmos que H?2 |(X\;) > H,_o(\)H,(N\;),
com igualdade para H,, # 0 se e s6 se todos os \; forem iguais. Se \; = 0
para algum 1 <14 < n, a igualdade é ébvia. Senao, H, # 0 e

2
0OSH O e n 1ZHn > n 12 o H
n—1 = {In—-2141p n—1 - )\z - n—2 i<y )‘z)\] n
1\’ 1
& (n—1)<22> >m) Sy

7 1<J
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2.1 Transformacoes de Newton

Denotando «; = 1/);, concluimos que a tultima desigualdade acima é equi-

valente a )
(n—1) (Z 042-> > 2n Z ;.
i=1

i<j

Fazendo T'(oy) = (n —1) (3o, )’ —2n > icj ey, segue da desigualdade
de Cauchy-Schwarz que

T(w)) = n ZQZ) —(ZQZ) —QnZaiaj

i<j
[ n 2 n 2
= n (Z ozz-) -2 Z oo | — (Z ozi>
| \i=1 i<j i=1

n n 2

= n a? — Qv > 0.
>t~ (3a) >
i=1 i=1

Também, temos igualdade nesse caso se e s6 se todos os «; (e entao todos os
\;) forem iguais. Note que o argumento acima também prova que H? = H,
se e s6 se todos os \; forem iguais, uma vez que T()\;) = n?*(n — 1)[HZ(\;) —
Hy(\)]-

Quanto a (b), observe que H; > H21/2 segue de (a). Por outro lado, se
H, > H21/2 > > H,i/k para algum 2 < k < r, entao

k—1
2
HE > HyoyHyr > HyF Hygo,

ou ainda H,i/k > H,Zr(fﬂ). Segue agora imediatamente que, se H;/k =

H;J/r(fﬂ) para algum 1 < k < r, entao H? = H},_,Hy, . Portanto, o item (a)
fornece Ay = --- = \,,.

Finalmente, para provar (c) suponha, sem perda de generalidade, que
r <n—1. Desde que H, = H,; = 0, temos a igualdade na desigualdade de
Newton

H3+1 Z HrHr—l—Q-

Se H,1o # 0, segue de (a) que Ay = --- = A\, = A. Assim, H, = 0 =
A = 0, donde segue que H,,5 = 0, uma contradi¢ao. Logo, H,,o = 0 e,
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2.1 Transformacoes de Newton

analogamente, H; = 0 para r < j < n. Resta agora notar que o polinomio
f(z) do item (a) é, nesse caso, simplesmente

n r—1
flz) = Z Sia" T = Z S
j=0 3=0

]

Para 0 < r < n definimos o r-ésimo operador de Newton P, em X" por
Py = I (operador identidade) e, para 1 < r < n, pela recorréncia

P.=¢eyS,. I —enAP, 1.

Uma indugao trivial mostra que
P =ey(S, I — S, 1A+ S, gA* — -+ (=1)"A"), (2.1)

donde o teorema de Cayley-Hamilton nos d& P, = 0. Além disso, desde que
P, é um polinomio em A para todo r, ele é também auto-adjunto e comuta
com A. Portanto, toda base que diagonaliza A em p € ¥ também diagonaliza
todos os P, em p. Sendo {e;} uma tal base e denotando por A; a restrigao
de A a (e;)* C T,%, pode-se mostrar que

n—1

det(t] — A;) = Y (—1)FSp(A)t"'7F,

k=0

onde

Sk(A) = D N A

1<j1<...<jp<n
Jlyeensdk 7

Quando r = 2, H, define uma quantidade geométrica que esta relacionada
com a curvatura escalar S da hipersuperficie. Por exemplo, se o ambiente M
tem curvatura seccional constante %, segue da equacao (1.4) que

Com as notagoes acima, é ainda imediato verificar que P.e; = €},S,.(4;)e;,
e também que (cf. lema 2.1 de [6])
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2.1 Transformacoes de Newton

tr(P,) = €y ‘ Sr(A;) = ey(n —1)S,; (2.4)
tr(AP,) = en Y AiSH(Ay) = ep(r + 1) 8,415 (2.5)

tr(A’P,) = €y > NS (Ai) = €n(S1S1 — (1 +2)Shpa). (2.6)

i=1
Para X € X(X) e 1 <r <n —1 vale ainda (cf. férmula (3.6) de [2])

n

S (VXA (E), PE) = tr(Py o Vx A) = (

=1

n

r+1) (VH, 1, X).  (2.7)

Um ponto p € X ¢é dito eliptico se os autovalores )\, de A, forem todos
positivos ou todos negativos.

O lema abaixo, que é devido a L. J. Alias, A. Brasil Jr. e A. G. Colares,
versa sobre a existéncia de pontos elipticos em espagos-tempo GRW.

Lema 2.3 (2], lema 5.4). Sejam M=o Xy M™ um espago-tempo GRW
e X" — M uma hipersuperficie tipo-espago, com campo normal N e
fungao altura h. Suponha que f'(h(p)) # 0, onde p € ¥ € um minimo local
de foh. Entao p é um ponto eliptico de .

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que N aponta
para o futuro, isto é, (N,d;) < —1. Seja u = f?o h. é claro que o ponto p
também é um minimo local para u. Entao

Vu(p) =0 e Hessuy(v,v) >0,
para todo v € T,X. Como consequéncia de (1.9) temos
Vu=2ff'Vh=—-2fK". (2.8)
Além disso, para todo V' € X(X), temos

VvK" =Vy (K +(N,K)N) = VyK +Vy ((N,K)N)
= f'V+(N,K)VyN +V(N,K)N
= f'V — (N, K)AV + V(N,K)N,

25



2.1 Transformacoes de Newton

donde obtemos
Hessu(V, V) = (Vy(Vu), V) = 2V(f' WV, K") = 2f (Vv KT, V)
= 2V(f)V,K") = 2f(f'V — (N,K)AV,V)
= 2V(f )V, KT) = 2f?|V]> + 2f"(N, K)(AV, V).

Mas de (2.8) segue que K" (p) =0, e de (1.10) temos (N, K)(p) = —f(h(p)).
Assim,

0< %Hessup(v,y) = —f2(h(p)|v]2 = F'(h(p))f(h(p)){Ayv,v) (2.9)

Agora, se f'(h(p)) > 0 e {ex} é uma base de T,,X formada por autovetores
de A,, com autovalores respectivamente iguais a {\g}, podemos concluir de
(2.9) que

o
w < (b)) <0
Quando f’'(h(p)) < 0 obtemos, de modo analogo,
—f
A > (h(p)) > 0.
f
Portanto, p é um ponto eliptico. O

Os lemas seguintes serao de grande importancia ao longo deste trabalho.
O primeiro ¢é devido a J. L. Alias e A. G. Colares, e o segundo a J. L. M.
Barbosa e A. G. Colares.

Lema 2.4 ([3], lema 3.2). Seja X" uma hipersuperficie tipo-espago imersa
em um espago-tempo GRW. Se Hy > 0, entdo Py é positivo definido (para
uma escolha apropriada de N).

Demonstragao. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos H? > H, > 0.
Podemos supor entao H > 0 com uma escolha apropriada de N. Mas n?H? =
Yo  A+n(n—1)Hy > A3, paratodo j = 1,...,n. Dail S1(A;) =nH+X; >0
para todo 7 =1,...,n, ou seja, P, é positivo definido. O

Lema 2.5 ([6], proposicdo 3.2). Seja X" wuma hipersuperficie tipo-espaco
imersa em um um ambiente Lorentziano M . Suponha que existe um ponto
elipticop € ¥. Se H,1 € positivo em X, para algum r € {1,...,n—1}, entdo
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2.1 Transformacoes de Newton

P; € positivo definido em X, para todo j € {1,...,r} (para uma escolha
apropriada de N). Em particular, H; > 0 em X, para todo j € {1,...,r}.
Além disso, valem o

Hyy > HYDY (2.10)

1/j
H>H", (2.11)

para todo j = 1,....,7r+ 1. Se 7 > 2, entao ocorre a igualdade nas de-
sigualdades (2.10) e (2.11) somente nos pontos umbilicos, ou seja, quando
)\1 = ... = )\n

Demonstracao. ¢é suficiente mostrar que H; é positivo para j =1,...,r — 1,
desde que o restante é consequéncia imediata da proposicao 2.2.

Nao ha perda de generalidade em supor \; < --- < )\, < 0. Por con-
tinuidade, a negatividade dos autovalores se estende a um aberto U C X
contendo p. Em particular, H; > 0 e H;(4;) = (?)_1(—1)j5j(14i) > 0
em U, para 1 < 4,5 < n. Agora, fixe 1 < i < n e seja U; o maior sub-
conjunto conexo de ¥, contendo U e no qual H;(A;) > 0. Afirmamos que
Uu, C U,_1 C --- C U;. De fato, definindo V = U; N ... N U,, é suficiente
provarmos que V = U, para 1 < k < n. Como V C U, é aberto, e Uy, é
aberto e conexo, basta provarmos que 0V C 0U,. Mas, em decorréncia do
item (b) da proposigao 2.2, temos

Hi(A;) > Hy(A)YV?2 > oo > Hy(A)V* (2.12)

em V), e tais desigualdades continuam vélidas em 0V por continuidade. Se
q € OV NUy, segue dai que H;(A;) > 0 em ¢, para 1 < j < k. Portanto,
q €V, o que é uma contradigao.

Para provar que U; = X, para 1 < j < r, é suficiente entao provarmos que
U, = X. Uma vez que U, é aberto e conexo, basta provarmos que o, = &.
Suponha o contrario, isto é, considere ¢ € OU,. Entao H,(A;) = 0 em ¢, e
segue de (2.12) que H;(A;) > 0, para 1 < j < r. Por outro lado, tem-se em

q
Sri1 = XNiSr(A4;) + Sr1(A4;) = Spa(Ai),

de modo que H,,1(4;) = H.11 > 0 em ¢q. Do item (a) da proposigao 2.2
obtemos, em g,
0= Hr(Az)Q > HrlerJrla
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2.1 Transformacoes de Newton

donde H,_1(A;) = 0 em q. Portanto, agora pelo item (c) da proposigao 2.2,
temos H;(A;) = 0, para r —1 < j < n, o que entra em contradicdo com
o fato de H,,1(A;) ser positivo em ¢q. Como i foi fixado arbitrariamente, a
proposicao esta demonstrada. O

Associado a cada P, temos o operador diferencial linear de segunda ordem
L, :D(X) — D(X), dado por

L,.(u) = tr(P, o Hessu).

Em particular, Lo(u) = tr(Hess u) = Au. Quando M é uma variedade
Riemanniana de curvatura seccional constante, H. Rosenberg provou em [36]
que

L,.(u) = div(P,Vu)

onde div denota a divergéncia de um campo vetorial sobre 3". Apresentamos
aqui a prova dada por H. Rosenberg, notando que a mesma também ¢é valida
quando M é de Lorentz.

Proposicao 2.6. Sejam ¢ : X" — M uma imersio 1sométrica, com
campo normal unitdrio N e ¢ = (N, N), onde M tem indice v < 1. Se M
tem curvatura seccional constante, entdo L,(u) = div(P,Vu), para qualquer
u € D).

Demonstracao. é suficiente provar que
tr(X — VpxY)=tr(X —» VxPY), (2.13)

para todo Y € X(X). Com efeito, sendo p € ¥ e § uma base de T,,%, temos

tr(Hessuo P,) = Y Hessu(PX,X) =Y (VpxVu, X)

Xep Xep

div(P,Vu) = tr(X — VxP,Vu) = Z(VXP,,VU, X).
Xep

Afirmamos agora que se (2.13) for vélida para um campo Y, entao também
serd vélida para o campo ¢Y, qualquer que seja ¢ € D(X). De fato, sendo
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2.1 Transformacoes de Newton

p € ¥ e {v;} uma base de 7,3 formada por autovetores de P, com autovalores
i, entao

n n

Z(VPTW@/, v;) = Z (V. Y, vi) + (Prvi) (9)(Y, vy))

i=1 i=1

= Z (V.Y 01) + (Aivi) () (Y, i)

_ Z OV b0, Y, vi) + vi(9) (Y, \ivi))

n n

Z<V’U~;PT¢Y7 Ui) = Z (¢<V’U1PTY7 Ui) + Uz(¢) <P7“Y> UZ))

i=1 i=1

= Z (Vo B Y, vi) + 0 (0)(Y, Povy))

_Z (Vo PY,0;) + v () (Y, \vy)) .

Assim, basta provarmos que (2.13) é valida para Y = e;, onde {e;} é um
referencial ortonormal em uma vizinhanga U de p € 3, geodésico em p e que
diagonaliza A em p.

Por indugao, suponha (2.13) vélida para r — 1. Como os e; diagonalizam
também P,_;, digamos P,_ie; = u;e;, temos em p

n n

(X = Vpxer) =Y (Vieene) = > (Vieere) =0,

i=1 =1

donde basta mostrar que tr(X — VxP.e;) =0 em p. Mas P. = €"S,I —
AP,y daf

tr(X — VxPe) =€ tr(X — VxS,e1) —etr(X — VxP._1Aey),
e basta mostrar que, em p, vale

€ tr(X — VxSyer) = etr(X — VxP,_1Ae;).
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2.1 Transformacoes de Newton

Usando a hipdtese de indugao obtém-se

Etl"(X — VXpr_1A€1> = EZ<V€iPT—1A6ia 62‘> =€ Z(vPrfleiAeh 6@')
=1 i=1
= € Z<vm€i"4€17 €i> =€ Z<veiA617 Mi€i>
1=1 =1

= €Z<V€i‘4€17 Pr71€i> = EZ<PT*1V61A€17 €i>-

i=1 i=1

Agora, como M tem curvatura seccional constante, a equacao de Codazzi
(1.5) nos da, em p,

Veerl = (VQZA) €1 = <V€1A> €; = VelAei,

pois o referencial, neste ponto, é geodésico. Entao, utilizando (2.7), obtemos,
em p,

n

etr(X > VxPiAer) = €3 (Po1Ve,Aey e;)
=1

= etr(P,_1Ve,A) =c- VS, e1) = (VS,, e1).

Por outro lado, em p,

n n

€tr(X — VxSee) = € Z(VeiSrel,ei) =€ ei(Sreq, ;)
i=1 =1

= erel(Sr) = e’”(VST, €1>.

Para concluir a indugao, falta o caso r = 1. Como P, = €¢(S1I — A),
precisamos mostrar que

tr(X — Vxdey) = tr(X — VxSier).
Mas,

n n

tr(X — VxAe) = Z<VeiA€17€i> = Z<V61Aei;€i>

=1 =1
n

= Z€1<VAQ‘, €i> =€ Z<VA6“ €i> = 61(51)
i=1

i=1
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2.2 As férmulas para L, ((N, K))

e
tr(X — szlel) = Z<Vei51€1, 61) = Z 61'(8161, €i>
i=1 i=1
= 61<51€17€1> = 61(51)7
0 que completa a demonstracao. O

2.2  As férmulas para L, ((V, K))

O caso Lorentziano do lema abaixo é devido a L. J. Alias e A. G. Colares (cf.
lema 8.1 de [3]). Seguindo os mesmos passos da prova dada pelos autores
supracitados, contemplamos também o caso Riemanniano, que sera utilizado
no ultimo capitulo deste trabalho.

Lema 2.7. Seja v : ¥" — el x; M™ wma imersao isométrica, com campo
normal unitdrio N e funcao altura h. Considere o campo K = f0,. Entao,
para cada r =0,...,n— 1, temos

n
r+1

(v, = ={

+ (r N 1> (N,K)(nH\Hy iy — (n =7 = 1)Hyyo)  (2.14)

) <VHT+17 K> + f/<h)CTHr+l

+ (N, K) (tr(Pr o Ry) + %(h)crHr> }

onde Ry : X(X) — X(X) € o operador definido por

Ry(X) = (Ry(N,X)N)"

crz(n—r)C:L) :(r—i—l)(r_tl)

Demonstracao. Seja {Ey,...,E,} um referencial ortonormal local em 3.
Como P, é simétrico, segue da definicao de L, que

n

i=1
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2.2 As férmulas para L, ((N, K))

Para X € X(X) temos

X(N,K) = (VxN,K)+ (N,VxK)
(—AX, K) + (N, f'(h)X)
(—AX, K),

donde
V<N7 K> = _A(KT>7

onde KT = K — ¢(N,K)N é a componente tangencial do campo K. Daf
segue que
VxV(N,K)=-VxA(KT").

Por outro lado
(VxAK") =VxAK") — A(VxK"),

logo
VxV(N,K) = —(VxA)(K") — A(VxK").

Agora, pela equacao de Codazzi temos
(R(X,K)N)T = (VxA)(KT) = (VT A)(X)
de modo que
VxV(N,K) = —(R(X,K")N)" — (VT A)(X) — A(VxK").
Mas

VxK" =Vx(K—€(N,K)N) =VxK — eVx((N,K)N)
= (W)X — (N, K)VxN — eX (N, K)N
= (W)X +¢e(N,K)AX — eX(N,K)N,

0 que acarreta

VxK" = f'(R)X + e(N,K)AX. (2.15)

Assim

VxV(N,K) = —(R(X,K")N)" — (VgrA)(X) — f'(R)AX — (N, K)A%X,
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2.2 As férmulas para L, ((N, K))

e portanto,

LN K)) = — S (R(E, KT)N, P,E)

i=1

- Z<(VKTA)<E1')> BE)

§ (2.16)
— f'(h) Y _(AE,, P.E;)
i=1
—€(N,K)Y (A’E;,P,E;).
i=1
Ademais, de (2.5) e (2.6) obtém-se
tr(AP,) = ec, H, 41 (2.17)
e
tr(A%P,) = ( Z 1) (nHiH, 11 — (n—1 —1)H,15). (2.18)
r
Agora, substituindo (2.7), (2.17) e (2.18) em (2.16) chegamos a
"\ n
L) = =3 KON £ () (THe 10
(2.19)

~ e~ 1))
. (nH1HT+1 —(n—r— 1)HT+2).
Para U € X(M), podemos escrever
U=U"+ €U, 00,
onde U* = (mp).U é a projecao do campo U sobre a fibra M. Entao

R(U, V)W R(U*, VI YW* + e{{U,0:)R(0y, V*)W* + (V, 8y R(U*, )W
+<W at> (U*, V)0, + (U, 0p)(V, 0,) (W, O4) R(Dy, 0) 0 }
+(U, 0,){V, 0,)R(y, 0,)W* (2.20)
+(V, 0, (W, 0,)R(U*, 9,)0,

+(U, 0) (W, 01) R(0y, V™).
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2.2 As férmulas para L, ((N, K))

Por outro lado, para U,V € X(M) temos

(U, V*y = (U — (U, 0,)0;, V — €(V,0,);)
= (U, V) — U, 0p)(V, 0y).

Assim, utilizando a proposicao 7.42 de [34], obtém-se

R(U*,V*)o, = 0;

R(U*,0,)W* = —e(U*, W*)fT( )0 = —e({U, W) — (U, 0,) (W, at>)f7( )O;
R(9,, V) YW* = e(V*, W*)fT(h)at = e((V,W) — e(V,0,)(W, at>) “(h)Oy;

)
)

R(U*,0)0, = el (hU* = el (h) (U — (U, 0,)0));
)

U VYW = Ru(U, V)W e(§<h>) (U W) = (U, 8)(W,0) -

V= ((V,W) — e(V,0,)(W,0,))U* }.

=

Substituindo as equagoes acima em (2.20) e fazendo os devidos cancela-
mentos chegamos a
RUVIW = Ru(U", V)W —e((log f)(h))" (U W)V —(V,W)U)
—(log f)"(R){W, ) (U, )V — (V, 0)U)
—(log £)"(h) (U, W}V, 8,) — (U, 0)(V,W)) 0. (2.21)
0,

Dai, uma vez que K* =0 e (N, X) = 0, segue que

R(X,K)N = e((logf) h)) (N,K)X
— (log /)" (h)(N, 8t>((X, oK — (K, 6t>X)
+ (log f)"(h){X, 0) (N, K)O;.
Além disso, temos
(X, Op) (K, N)O, = (X, ) (f (h)O, N)O,

= (X, 00)(N, 9) f(h) 0,
= (X, 00) (N, O) K,
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2.2 As férmulas para L, ((N, K))

e também
<N 8t><K7 at>X = <N,8 >(f(h)8t 8t>
= <N7 f(h)at><8t 3t>
=e(N,K)X.
Portanto,

R(X, K)N = ¢((log f)'(h))*(N, K)X
+ (log f)"(R){ — (N, 0:)(X,0,) K + (N, K) X
+ (X, ) (N, ) K},
e dai
R(X, K)N = e{((log £)'(h))*(N, K)X + (log f)"(h)(N, K)X }

= e{ ((log f)'( )2 (log f)"(h) }(N, K)X
= EfT( WN, K)X.
Agora, como K = KT + ¢(N, K)N, temos
R(X,K")N =R(X,K — ¢(N,K)N)N
X,K)N — (N, K

( (X,N)N
(X, K)N + e(N, K)R(N, X)N
f//

ET(h)<N ,K)X + (N, K)YR(N, X)N

fl/
f

I3 'R
B \F

= €(N, K)( ()X+}_%(N,X)N),

donde

R(EwKT)N, P,E, LS (PE, E)
=1 f =1

+) (R(N,E)N, PTEi)}.
i=1
Entao podemos concluir que

i(E(EhKT) Na prEZ> <N K>(f//

> f()(R%HdRoEm),
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2.2 As férmulas para L, ((N, K))

onde Ry : X(X) — X(X) é o operador definido por
Ry(X) = (Ry(N,X)N)".
Observando que trP, = ¢, H,, e substituindo a identidade acima em (2.19),
finalizamos a demonstracao do lema. O]
O caso Lorentziano do resultado abaixo é o corolario 8.2 de [3].

Corolario 2.8. Seja v : X" — el Xy M"™ wma imersao isométrica, com
campo normal unitdrio N e funcao altura h. Considere o campo K = f0;.
Entao

A((N,K)) = —e{n(VH,K) + nH f'(h) + (N, K)|A]?
+ (N, K)(Ricy (N*, N*) + e(n — 1)(log f)"(h)|Vh[*)}.

Demonstragio. Observando que tr(Ry) = Ric(N, N) e fazendo 7 = 0 em
(2.16) obtém-se

A(N, K) = —e{n(VH, K)+nf(h)H

+ (N, K)(n*H? — n(n — 1)H,) (2.22)
+ (N, K) (muv, N) + f7(h)) }

A férmula seguinte relaciona os tensores de Ricci de M e M (veja corolario
7.43 de [34])

Ric(X,Y) = Rica (X%, Y*) — efn((log £)'(h))* + (log f)"(h) } (X, Y)
— (n—1)(log f)"(h)(X, 0:)(Y, D).
Dai segue que
Ric(N, N) + np () = Ricar(N", N*) = edn((log £)'(h))* + (log f)"(h)}-
(NN} = (n = 1)og (BN, 02 + (1)

= Ricaur (N*, N*) — {n((log f)' () + (log £)"(h)}
f//

— (n—1)(log £)"(h) (1 — €| VR[?) + nT(h)

= Ricy (N*, N*) + e(n — 1)(log f)"(h)|Vh|*.

Finalmente, desde que n>H? —n(n — 1)Hy = |A|?, segue o resultado. [

36



2.2 As férmulas para L, ((N, K))

Observe agora que, utilizando (2.21), para X € X(X) temos

R(N, X)N = Ry (N*, X*)N* — ¢((log f)'(1))* (N (X,N)N)
(logf)” N 8t>( N at) (X at) )
— (log f)"(h >(< NY(X, ) — (N, 0)(X,N))d;
= Rar(N*, X")N" = ((log f)'(h))"X
— (log f)"(A){N, 3) ((N,81) X — (X, 0,)N)
— e(log )" (h){X,0,)0;
= Ry (N*, X*)N* — {((log f)/(h))" + (log f)"(h)(N,d,)*} X
+ (log f)"(R)(N, 0) (X, 0i)N — e(log f)"(h){(X, ;)%
= Ry(N*, X*)N* — {((log f)'( ))
+ (log £)"(h)(1 — €| VA[*) } X — (log )" (h){X, Vh)d,
+e(log )" (h){N, 9, (X, Vh)N
= Rur(N*, X*)N* — {((log f)'(h))"
+ (log £)"(h)(1 — e[ VA[*)} X — e(log )" (h){X, Vh)Vh
— Ru(N*, XN (f7<h> - e(logf>"<h>|vm2>)x
— €(log f)"(h)(X, VR)Vh.

Logo

tr(P, o Ry) + J;/ Yo H, = ZRN ];”(h)cTHr

_Z{ (Rur(N*, EX)N*, P, E})

— e(log f)'(h) ({E;, Vh)Vh, PTEz->}

n

> (f7”<h> ~ e(log f)”(h)IVhl2>>'

f//

(B RE) + T (b A
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2.2 As férmulas para L, ((N, K))

de modo que

" n

tr(P, o Ry) + J%(h)cTHr =Y (Ru(N*, Ef)N*, P.E;)

i=1

— e(log f)"(h)(P,Vh, Vh)
f// " 2
- (7<h> ~ e(log 1) (W)|VA >)crHr

n fTH(h)CTHr (2.23)

+ €(log f)ll(h){CrHT|Vh|2
— (P.Vh, Vh>}.

Mas, se M tem curvatura seccional constante x ou n = dim M = 2, entao
(Rar(N*, X)N*) " = w((N*, N*) g (X) T = (N*, Xy (N)T).
Ademais,
(N*)T = N* —¢(N*,N)N

= N* — €<N — E(N, (3t>at,N>N
= N*— N+ (N,9,)’N

= —€(N,0,)0; + (N, 0,)*N 22
= —(N, 0;)(edy — (N, 0;)N)
(N, 0,)Vh,

(X*)T = X* —e(X*,N)N
=X —e(X,0)0 — (X — (X, 0,)0, N)N
=X —e(X,01)0 + (X, 01)(N,0) N
= X — (X, Vh)d, + €(X, Vh)(N, ;)N
=X — e(X,Vh)(edy — (N,0;)N)
= X — e(X,Vh)Vh,

(2.25)
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2.2 As férmulas para L, ((N, K))

(N, N")as = g (N ) = el(m). V. (). )
1
G a2
- Jagye — (.0
- IV
(V' X°) = 5 (V. X) = el(m). N (). )1)

_ f%(h)(_q_w, )00, — (X, 0,)0,)1) (2.27)
- _%w, 9,) (X, Vh.

Portanto,

= mWh\ (X — (X, VR)Vh)

f2( )
{|Vh|2X — e(X,VR)|Vh|*Vh

— " __(N,0,)%(X,Vh)Vh

f2
<N 9)* (X, Vh)Vh}

=70 ){|Vh|2X — (X, Vh)|VRh|*Vh
(1 — €|Vh|*){(X,Vh)Vh}

f2 {|Vh|X (X,Vh)Vh},
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2.2 As férmulas para L, ((N, K))

e substituindo a equagao acima em (2.23) obtém-se

"

tr(ProEN)jL?(h)crHr - gf%(h)wh\?@— (E;, Vh)Vh, P,E;)

+e(log f)"(h) (¢, H|VR|* = (P,Vh,Vh))
- fQLh)(Wthr(PT)— (P,Vh,Vh)) (2.28)

(
telog f)(h) (e, Hy VAP — (P,Vh, V)
_ (W + e(log f)”(h)) {¢,H,|Vh]
—(P,Vh,Vh)}.

Temos entdo o corolario abaixo (veja coroldrio 8.4 de [3] para o caso
Lorentziano).

Corolario 2.9. Sejam el x s M™ um produto warped cuja fibra Riemanniana
M™ tem curvatura seccional constante k, e 1 : X" — el Xy M™ uma imersao
1sométrica com campo normal unitirio N e func¢ao altura h. Considere o
campo K = f0;. Entao, para cadar =0,...,n— 1, temos

L) = —f

n

r+ 1) <VHT+].7 K> + f/(h)CTHr+1

+ (r Z 1) (N, KY(nH Hy o1 — (n — 7 — 1) H, )

.00 (e + o 1))
- (¢ H,|Vh|> = (P, Vh, vm)},

Para o caso n = 2 a hipdtese de curvatura constante pode ser retirada,
como afirma o corolario abaixo (para o caso Lorentziano veja corolario 8.3

de [3]).

Corolario 2.10. Seja v : X2 — el x; M? uma imersdo isométrica com
campo normal unitdario N e funcdao altura h. Entdo

Li((N,K)) = —e{(VHz, K) +2f'(h)Hy + 2(N, K)H,H,

+ (N, K) G% + (log f)”(h)) (AVh, vm},
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2.3 A férmula para L,.(h)

onde ™ =m0t 1 X — M? e Ky € a curvatura Gaussiana da fibra Rieman-
niana M?.

Demonstracao. De (2.16) temos
L1(<N, K>> = —6{ <VH2, K> + 2fl(h)H2 + 2<N, K>H1H2
o f//
+ <N, K) (tl‘(Pl o RN) + T(h)CIHI) }
Substituindo (2.28) na expressao acima obtemos

Li((N,K)) = —e{<VH2, K) 4 2f(h)Hy + 2(N, K)H, Hy + (N, K)-

‘ (KM °T 4 e(log f)”(h)) (cr Hy[Vh|* — (P,Vh, Vh)) }

f2(h)
Mas
ciH,|Vh|? — (P\Vh,Vh) = 2H,|Vh|* — (2H,Vh — ¢ AVh, Vh)
= €(AVh, Vh),
donde segue o resultado. O

2.3 A férmula para L,.(h)

O caso Lorentziano do lema abaixo também é devido a L. J. Alias e A. G.
Colares (cf. lema 4.1 de [3]).

Lema 2.11. Sejam ¢ : X" — el x ¢ M™ uma 1mersao isométrica, com campo
normal unitdrio N e funcao altura h, e g uma primitiva de f. Entao, para
cadar=20,...,n—1, temos

Lr(h) = E{(log f)/(h) (C’I”HT - €<Prvh7 Vh’>> + <N7 at)CrI{?"-H} (229)

Li(g(h)) = ec, { /() H, + (N, K)oy}, (2.30)

onde, como antes, K = f0;.
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2.3 A férmula para L,.(h)

Demonstragao. Dado X € X(X) temos

(Vg(h),X) =d(goh)X = ¢'(h)dhX = ¢'(h)(Vh, X),

donde, utilizando (1.9), obtemos
Vg(h) = ¢'(h)Vh = ef(h)d, =eK".
Mas (2.15) nos da

VxK" = f/(R)X + e(N,K)AX.

Logo
Vx(Vg(h)) =ef' (h)X + (N, K)AX,
e, portanto,
L.(g(h)) =tr (P o Hess(g(h)))
= tr (Hess(g(h)) o P,)
=ef'(h)t ( )+<N K)tr(AP,)
o Ecr{f + K r+1}
Por outro lado,
V(Vh) = Vy (ﬁw(h))
) (ef'(h)X + (N, K)AX)+ X (f(h)
~ L mx 1 (v, ayax - f7( \(Vh. X)Vh

= e(log f)'(h) (X — e(Vh, X)Vh) + (N, 9, AX,
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2.4 Algumas versoes do principio do maximo

e dal segue que
L,(h) = tr (P, o Hess(h))
= tr (Hess(h) o P,)

=Y (VeuVh E)
=1

= e(log f)’(h){ tr(P,) — €Y _((Vh, P.E;)Vh, Ei>}

i=1

+ (N, 0p) tr(AP,)
e(log f)'( { (Vh <PTVh,Ei>Ei)}
+ (N, 0) tr(AP,
= ¢{(log f)’(h)( — e(P,Vh,Vh)) + (N,0,)c;Hy 11}

]

2.4 Algumas versoes do principio do maximo

Esta secao tem por objetivo introduzir as ferramentas analiticas que serao
necessarias ao longo deste trabalho.

Daqui por diante, denotamos por £!(3) o espago das funcoes integraveis
a Lebesgue em Y.

Comegamos com a seguinte proposi¢ao, que é uma extensao do teorema

de Stokes para variedades Riemannianas completas e nao compactas, devida
aS. T. Yau [41].

Proposicao 2.12. Sejam ¥ uwma variedade Riemanniana n—dimensional
completa, nao compacta, orientada, e w uma (n — 1)—forma diferencial in-
tegravel definida em Y. Entao existe uma sequéncia de dominios B; C X tal
que X =U;>1B;, B, C Bi1; e

lim dw = 0.
1—>00 B;
Fazendo w = ty4dX, onde g : ¥ — R ¢ uma funcao suave, 1y, ¢ a

contragao na direcao do gradiente de g e d¥ é o elemento de volume de X,
Yau estabeleceu a seguinte extensao do teorema de Hopf
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2.4 Algumas versoes do principio do maximo

Lema 2.13. Sejam X" uma variedade Riemanniana n—dimensional, com-
pleta e orientada, e u : ¥ — R uma fun¢do suave. Se u é subharménica (ou
superharmonica) e |Vu| € LY(X), entdo u é harmonica.

Seguindo as mesmas ideias utilizadas por Yau na demonstracao do lema
2.13, A. Caminha, P. Sousa e F. Camargo, em [15], estenderam tal lema

Proposicao 2.14. Seja X um campo suave definido em uma variedade Rie-
manniana n—dimensional X completa, nao compacta e orientada. Suponha
que div X nao muda de sinal em ¥ e | X| € L1(). Entdo div X = 0.

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que div X >
0 em X. Seja w a (n — 1)—forma diferencial em ¥ dada por w = 1xdX,
isto é, a contragdo de d¥ na dire¢do do campo vetorial X € X(X). Se
{e1,...,e,} é um referencial ortonormal em um aberto U C ¥, com formas
duais {wy,...,w,}, entao

n

exdS = (D)X e A ABIA L Awy,

=1

Desde que as (n —1)—formas w; A... AW; A ... Aw, sdo ortornormais em
Q"=Y(M), temos

n

wF =) (X e)? = 1X]”

i=1
Daf |w| € LX) e dw = d(1xd¥) = (div X)dX. Portanto, pela proposigao 2.12,
existe uma sequéncia de dominios B; C X tal que ¥ = U;>1B;, B; C B;1; e

/ (div X)dS :/ dw —5 0.
Bi Bi

Mas desde que div X > 0 em X, segue que div X = 0. O

Ainda em [15], como consequéncia da proposigdo anterior, os autores
citados acima provaram a seguinte extensao do lema 2.13

Lema 2.15. Seja X" uma hipersuperficie tipo-espago completa, imersa em
um espaco tempo RW de curvatura seccional constante, com sequnda forma
fundamental limitada. Se u : ¥ — R é uma fungdo suave tal que |Vu| €
L1(X) e Lyu nao muda de sinal em ¥, entao Lyu =0 em .
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2.4 Algumas versoes do principio do maximo

Demonstracao. Se A é a segunda forma fundamental de X, entao seus auto-
valores sao fungoes continuas em . Segue de (2.1) que |P,| é limitada em X
se |A] é limitada em ¥. Portanto, deve existir uma constante ¢ > 0 tal que
|P.| < cem ¥, e assim

|P.Vu| < |P| |Vu| < c|Vu| € L1(D).

Como L,u = div(P,Vu) ndo muda de sinal em X, a proposi¢ao 2.14 nos dd
L.u=0em X. ]

O lema abaixo é devido a H. Omori e S. T. Yau. De fato, em [33], H.
Omori mostrou que tal resultado é verdadeiro quando ¥ tem curvatura sec-
cional limitada inferiormente. Posteriormente, em [40], S. T. Yau mostrou
que o resultado ainda é verdadeiro substituindo a limitagao inferior da cur-
vatura seccional pela limitacao inferior da curvatura de Ricci. Omitimos a
demonstracao do lema de Omori-Yau por ser muito extensa e fugir dos obje-
tivos deste trabalho, mas uma demonstracao detalhada do mesmo pode ser
encontrada em [9].

Lema 2.16. Sejam X" uma variedade Riemanniana n—dimensional com-
pleta, cuja curvatura de Ricci € limitada inferiormente, e u : ¥ — R uma
funcao suave que também ¢é limitada inferiormente em . Entao existe uma
sequéncia de pontos {px} em ¥ tal que

lim w(py) = infu, lim |[Vu(py)| =0 e lim Au(pg) > 0.
k—oo P k—o0 k—o0

Utilizamos também a seguinte generalizagao do lema 2.16, devida a A.
Caminha e H. F. de Lima. Também omitiremos a demonstracao de tal re-
sultado pelas mesmas razoes descritas anteriormente.

Lema 2.17. (Corolario 3.4 de [21]) Sejam X" uma variedade Riemanniana
n—dimensional, com curvatura seccional Ky, > 0, imersa isometricamente

em uma variedade semi-Riemanniana (n+ 1)—dimensional M eu: T
R uma funcao suave limitada inferiormente. Se P, é positivo semi-definido
e H, é limitado superiormente, entdo existe uma sequéncia de pontos (p)g>1
em X tal que

(i) u(pr) < ilzlfu + %;

(i) [Vu(pr) <
(iif) Ly(u)(pr) > —1.
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Capitulo 3

Hipersuperficies tipo-espaco
totalmente geodésicas em
espacos-tempo GRW

Em [16], F. E. C. Camargo ¢ H. F. de Lima obtiveram teoremas de carac-
terizagao de hipersuperficies totalmente geodésicas no espago anti-de Sitter,
impondo uma limitagao no angulo hiperbdlico da imersao ou a integrabilidade
da norma do gradiente da funcao altura. Neste capitulo, generalizamos tais
teoremas para um espaco GRW satisfazendo a condicao forte de convergéncia
nula. Além disso, obtemos um teorema que estima o indice minimo de nuli-
dade relativa em espacos RW.

3.1 Condicao de Convergéncia Nula

De acordo com a notagao estabelecida por S. Montiel em [32], dizemos que um
espacgo-tempo GRW M= X ¢ M" satisfaz a condi¢ao de convergéncia

nula se
Ricy > (n = 1) sup(/*(og /)"){ . Jar, (3.1)

onde Ricys e (, )y sdo, respectivamente, o tensor de Ricci e a métrica Rie-
manniana de M induzida pela métrica Lorentziana de M. Se vale

K = sup(f2(log f)"). (3.2)

onde K, denota a curvatura seccional de M, diz-se que M satisfaz a condicdo
forte de convergéncia nula. é claro que se M satisfaz (3.2), entdo também
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3.1 Condicao de Convergéncia Nula

satisfaz (3.1). Além disso, se a curvatura seccional de M é constante, entao
(3.2) ¢é satisfeita se, e somente se, (3.1) é satisfeita.

Agora, sejam ¢ : X" — —I xy M"™ uma hipersuperficie tipo-espago,
X € X(X) e {Ey,- -, E,} referencial ortonormal local de X(X). Segue de
(1.2) que a curvatura de Ricci de ¥ é dada por

Ric(X, X) = i(}_z(x, ENX,E) +nH(AX, X) + (AX, AX)

= (R(X,E)X,E;) + ’AX - —X‘ | X |2
=1
Dai temos
2H2
Ric(X, X) Z R(X,E)X,E;) — | X (3.3)

=1

Assim, se a curvatura média H é limitada, entao Ric(X, X) é limitado infe-
n

riormente se, e somente se, Z(E(X ,E;)X, E;) é limitado inferiormente.
i=1
Para simplificar a notagao, omitimos as composi¢oes com a funcao altura
h. De (2.21) temos

R(X,E)X = Ry (X", E]) X" + ((log /) ) (I X E; — (X, E;) X)
— (log f)"(X, 0r) (X, ) E; — (E;, 0) X) (3-4)
— (log f)"((E:, 00| X[* — (X, 0)(E;, X))k,

onde Ef = (my).F; e X* = (mp).X. Entéo

SR B)X, B = 3 (Rur (X7 BN X" E2)
_ T (n— 1)((log )| X]? (3.5)

— (n—2)(log f)"(X, 0,)*
— (log f)"[VAP|X .

Por outro lado, segue da definigao de (, ) que

(Rar(X, E) X7 E7) = [ R (X7, B (X[ 1B [y — (X7, E))y)- - (3.6)
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3.1 Condicao de Convergéncia Nula

Mas observe que

(X*, X" = #(X*,X’?
— %(X +(X,0:)0, X + (X, 0,)0;)

1
= F<|X|2 +(X,0,)%),
e, analogamente,

(X By = %«X, )+ (X,0)(E., 8,))

<E1*7Ez*>M 1+ <Ei7at>2)'

1
= F(
Logo
1
X3 1B 15 — (X By = F{lX|2 + X (B, 0% + (X, 00)°
- <X7 El>2 - 2<X7 El><E27 at><X7 8t>}
Supondo que é satisfeita a condicao forte de convergéncia nula (3.2), e

substituindo a equac@o acima em (3.6), obtém-se

D (Rar(X*, EDXY, E7) > (log f)'{(n = DIX[* + (n = 2)(X, )" (3.7)

+[XPIVA}.
Portanto, agora substituindo (3.7) em (3.5), chegamos a

D_(R(X, E)X, Bj) > (log f){ (n = DIX[* + (0 = 2)(X, 8,)°
+ IXPIVA?} + (n = 1)((log £))*|X |7
~ (n = 2)(log f)'(X, 8,)* — (log f)"| VA X[

"
= (n—1)%| X%
f
Entao segue a proposicao abaixo.

48



3.2 Caracterizacao de hipersuperficies totalmente geodésicas

Proposicao 3.1. Sejam M= g X ¢ M™ um espago-tempo GRW satis-
fazendo a condigao forte de convergéncia nula (3.2), e ¢ : X" — M uma
hipersuperficie tipo-espago completa, com curvatura média H limitada. Se
fTH ¢ limitada inferiormente em X, entdo a curvatura de Ricci de 3 também

¢ limitada inferiormente.

Observagao 3.2. Pela equacao (1.7) podemos ver facilmente que espagos-
tempo GRW com curvatura seccional constante satisfazem a condigao forte
de convergéncia nula (3.2) e, dessa forma, a proposi¢ao 3.1 garante que toda
hipersuperficie tipo-espago com curvatura média limitada em tais espagos
tem curvatura de Ricci limitada inferiormente.

3.2 Caracterizacao de hipersuperficies total-
mente geodésicas

Para o que segue, uma regiao do tipo
[tl,tg] X M™ = {(t,Q) e —1 X¥ M™ 1 <t< tg}

contida em um espaco tempo GRW —1 x; M" serd denominada regido tem-
poralmente limitada.

Observacao 3.3. Se a hipersuperficie completa com curvatura média lim-
itada ¥ : X" — —I Xy M" estd contida em uma regiao temporalmente
limitada, entao é claro que fTH é limitada. Ademais, se o espago-tempo GRW
satisfaz (3.2), entao segue da proposigao 3.1 que a curvatura de Ricci de X é
limitada inferiormente.

Teorema 3.4. Sejam M = —IxM™ um espago-tempo GRW que satizfaz
a condigdo forte de convergéncia nula (3.2), e ¢ : X" — M uma hiper-
superficie tipo-espaco, completa e maxima, contida em uma regiao temporal-
mente limitada de M. Se |Vh| € limitada em X, entdo existe uma sequéncia
de pontos (px)r>1 em X tal que limy_,o0 |A|(px) = 0. Em particular, se Hy é
constante, entao Y € totalmente geodésica.

Demonstra¢ao. Suponha que X estd orientada pela aplicagao de Gauss N
que aponta para o futuro, isto é, (N,0;) < —1. Sejan = f(h)(N,d;). Pelo
corolario 2.8 temos

An=n (RiCM(N*, N*) — (n—1)(log f)"|Vh|* + |A|2) )
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3.2 Caracterizacao de hipersuperficies totalmente geodésicas

Da condicao forte de convergéncia nula segue que

Rica (N*, N*) > (n— 1) f*(log f)"(N*, N*)xs
= (n— 1)(log f)"|Vh|?,

onde na ultima igualdade utilizamos a equagao (2.26). Assim,
An <A < 0.
Temos também
nl = fIAN, 0| < f(N,0)° = f(1+|Vh[*). (3.8)

Como f é limitada em ¥, pois a hipersuperficie esta contida em uma regiao
temporalmente limitada, e |Vh| é limitada em ¥, a equagao (3.8) acarreta
n também limitada em . Dessa forma, estamos em condigoes de aplicar o
lema 2.16 a fungao 7, o que garante a existéncia de uma sequéncia de pontos
(pr) em X tal que

lim n(pg) = infn, lim |Vn(pr)| =0 e lim An(pg) > 0.
k—o0 ) k—o0 k—o0
Consequentemente, temos
0 < lim An(py) < lim (n[A[*) (p) < 0.
k—o00 k—00

Agora, desde que klim n(p) = irzlf n < 0, chegamos a
— 00

1
, 9 T T 2 _
Jim AP (pr) = ]}ggon(pk) lim (n|A[*) (pr) = 0.
Além disso, temos
|A]? = n?H? — n(n — 1)H,.

Assim, na presenca da hipétese H = 0, Hy constante torna |A| também
constante. Portanto, |A| = 0, ou seja, ¥ é totalmente geodésica. n

Teorema 3.5. Sejam M = —IxM™ um espago-tempo GRW que satizfaz
a condigdo forte de convergéncia nula (3.2), e ¢ : X" — M uma hiper-
superficie tipo-espaco, completa e maxima, contida em uma regiao temporal-
mente limitada de M. Suponha que a norma da sequnda forma fundamental
A de ) é limitada. Se |Vh| € L1(X), entdo 3 € totalmente geodésica.
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3.3 Estimando a nulidade relativa em espacgos-tempo RW

Demonstracao. Mais uma vez, seja N a aplicacao de Gauss de ¥ que aponta
para o futuro. Considere X = V(f(V,d;)). Uma vez que o campo K = f0,
é conforme fechado, para qualquer Y € X(X) temos

(VIN,K),Y) = Y((N,K))
= (VyN,K)+ (N,VyK)
= —(K,AY)+ f'(Y,N)
= —f{A@©Q)).Y).
Logo
|X]=1FA@)] < fIAIIVA.

Consequentemente, desde que f e |A| s@o limitados, e |Vh| é integrével a
Lebesgue em ¥, concluimos que X tem norma integravel a Lebesgue em X.

Por outro lado, do corolario 2.8 e utilizando a condicao forte de con-
vergéncia nula (3.2), obtém-se

A(f(N,d)) = [f(N,9) (Ricy(N*,N*) = (n —1)(log f)"|Vh|* + |A]*)
< f(N,0)|AP* <0,

Logo, pelo lema 2.13, podemos concluir que A (f(N,d;)) = 0. Dai |A| =
0, ou seja, X é totalmente geodésica. O

3.3 Estimando a nulidade relativa em espacos-
tempo RW

Seja ¢ : X" — —I xy M™ uma hipersuperficie tipo-espaco, com segunda
forma fundamental A. De acordo com a notacao estabelecida em [24], para
p € %, 0 espago de nulidade relativa de ¥ em p, que sera denotado por A(p),
é o conjunto

A(p) ={v e T,%;v € ker(4,)},

onde ker(A4,) denota o nucleo de A,. O indice de nulidade relativa de ¥ em
p, denotado por v(p), é a dimensao de A(p), isto é,

v(p) = dim (A(p)) ,
e o indice minimo de nulidade relativa vy de X é definido por

vo = min v(p).

o1



3.3 Estimando a nulidade relativa em espacgos-tempo RW

Nosso préximo resultado estabelece uma estimativa para o indice minimo
de nulidade relativa no caso de hipersuperficies tipo-espago completas r-
maximas, isto é, com H,,; = 0, em um espaco tempo RW.

Teorema 3.6. Seja ¢ : X" — —1 Xy M"™ wma hipersuperficie tipo-espaco,
completa e r-maxima, contida em uma regiao temporalmente limitada de um
espaco-tempo RW de curvatura seccional constante. Suponha que a sequnda
forma fundamental de ¢ € limitada e que H,,o nao muda de sinal em 3. Se
|Vh| € LX), entdo vy >n — .

Demonstracao. Como estamos supondo que o espaco-tempo RW ambiente
—1 Xy M™ tem curvatura seccional constante, as equacoes (1.7) verificam

K

——— —(log f)"(h) =0,

Fagy ~ 1oa )" (1)
onde k € a curvatura seccional da fibra Riemanniana M™. Dai, pelo corolario
2.9, temos

L (W, 00) =~ =) (") o (). 0)

Assim, o fato de H,,2 nado mudar de sinal em ¥ assegura que L, (f(h)(NV, ;)
também nao muda de sinal em Y. Consequentemente, desde que por hipdtese
temos |Vh| € L}(X), o lema 2.15 nos d& L, (f(h)(N,d;)) = 0 em X, e daf
obtemos H,,5 =0 em X.

Por outro lado, uma vez que ¥ é r-méxima, temos H,,; = 0 em Y. Entao
segue do item (c) da proposigao 2.2 que H; = 0 para todo j > r+1. Portanto,
Vy=>n—r. ]

Observacao 3.7. O caso r = 0 do teorema 3.6 corresponde ao teorema 3.5
quando o ambiente é um espaco-tempo RW de curvatura seccional constante.
Neste sentido, o teorema 3.6 pode ser visto como uma extensao natural do
teorema 3.5 para o contexto de curvaturas médias de ordem superior.

Para o préximo corolério, necessitamos da seguinte proposigao (veja pro-
posicao 1.2 de [11]).

Proposicao 3.8. Seja ¢ : X" — S" wuma hipersuperficie tipo-espaco, com
curvatura média constante, e duas curvaturas principais distintas com mul-
tiplicidades constantes e iquais a 1 e n — 1. Entao X é uma hipersuperficie
de rotacao.
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3.3 Estimando a nulidade relativa em espacgos-tempo RW

Corolério 3.9. Seja ¢ : X" — S wma hipersuperficie tipo-espago, com-
pleta e 1-mdzima, contida em uma regiao temporalmente limitada. Suponha
que X3 tem curvatura média constante H # 0 e que Hz nao muda de sinal em
Y. Se |Vh| € LY(D), entdo ¥ ¢ uma hipersuperficie de rotagdio.

Demonstragdo. Pelo teorema 3.6 temos vy > n — 1. Desde que |A]* = n? H?
e H # 0, devemos ter, de fato, vy = n — 1. Portanto, o operador de forma
A possui dois autovalores distintos com multiplicidades iguais a n — 1 e 1.
Entao segue da proposicao 3.8 que X é uma hipersuperficie de rotacao. [

Um espago-tempo RW —1I x; M™ é estdtico quando a funcao warping
f ¢é constante. Neste caso, podemos supor, sem perda de generalidade, que
f = 1. Seguindo as ideias de A. Caminha [19] e usando o modelo RW estético
do espaco de Minkowski
L' ~ —R x R",

obtemos a seguinte extensao fraca do teorema de Calabi-Bernstein (veja [14],
para n < 4, e [23], para n qualquer)

Teorema 3.10. Seja ¢ : X" — —I x M™ uma hipersuperficie tipo-espago
completa, imersa em um espaco-tempo RW estatico de curvatura seccional
constante, com sequnda forma fundamental limitada. Suponha que, para al-
gumr =0,....,n—2, H.yy e H. 15 nio mudam de sinal. Se |Vh| € L}(2),
entdao vy > n—r. Além disso, se o espaco ambiente é L e H, ndo se anula
em X, entdo por todo ponto de ¥ passa um hiperplano (n — r)—dimensional
de L™ contido em Y.

Demonstracao. Pelo lema 2.11 temos

Lh=—(n—r) (’:) H,.1(N,3,).

Dai, a hip6tese que H,,; nao muda de sinal em > garante que L,.h também
nao muda de sinal em ¥. Consequentemente, como estamos mais uma vez
supondo |Vh| € LX), o lema 2.15 implica H,;; = 0 em . De modo
andlogo H,,2 = 0 em ¥. Novamente utilizando o item (c) da proposigao 2.2,
concluimos que H; = 0 para todo j > r+1,edal vy > n —r.

Agora, suponha que o espaco-tempo RW é o espaco de Minkowski L"*!.
Invocando o teorema 5.3 de [24] (veja também [26]), que é devido a D. Ferus,
a distribuicdo de nulidade relativa p — A(p) é suave e integravel, com folhas
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3.3 Estimando a nulidade relativa em espacgos-tempo RW

completas e totalmente geodésicas em ¥ e em L"*!. Portanto, o resultado
segue da caracterizacao das subvariedades completas e totalmente geodésicas
de L"*! como hiperplanos tipo-espaco. O

Corolario 3.11. Seja ¢ : X" — —I1 x M™ wma hipersuperficie tipo-espaco
completa, 1mersa em um espaco-tempo RW estdatico de curvatura seccional
constante K, com sequnda forma fundamental limitada. Suponha que a cur-
vatura média H nao muda de sinal e que a curvatura escalar S satisfaz S < &K
ou S >%. Se |[Vh| € LX), entdo ¥ € totalmente geodésica. Além disso, se
o ambiente € o espaco de Minkowski "™, entdo X é um hiperplano.

Demonstragao. Segue da equagao (2.2) que Hy = & — S nao muda de sinal
em Y. Como estamos supondo que H também nao muda de sinal em 32, do
teorema 3.10 obtemos vy > n. Como por definicao temos vy < n, segue que
Vo = n, e assim X é totalmente geodésica. Para o que falta, basta repetir os
argumentos utilizados na demonstracao do teorema 3.10. O]
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Capitulo 4

Teoremas tipo-Bernstein em
espacos-tempo GRW

Neste capitulo provamos resultados tipo-Bernstein que generalizam um teo-
rema de A. L. Albujer, F. E. C. Camargo e H. F. de Lima (cf. teorema 3.3
de [1]). Seguindo as ideias de A. G. Colares e J. L. Alfas, também prova-
mos teoremas que abordam o caso nao compacto do teorema 6 de [32], e sua
extensao que trata o caso das curvaturas médias de ordem superior H, (cf.
teorema 9.3 de [3]).

4.1 Teoremas de rigidez em espacgos-tempo
GRW

Em um trabalho de A. L. Albujer, F. E. C. Camargo e H. F. de Lima foi
provada uma versao do teorema abaixo (cf. teorema 3.3 de [1]) para espagos-
tempo RW —I x; M™ satisfazendo a condi¢do de convergéncia nula (3.1).
Aqui, utilizando a proposicao 3.1, generalizamos o resultado para espacos-
tempo GRW satisfazendo a condicao forte de convergéncia nula. Além disso,
fazendo uso da generalizacao do principio do maximo de Omori-Yau devida
a A. Caminha e H. F. de Lima (cf. lema 2.17), estendemos tal resultado,
impondo hipdteses adequadas sobre as curvaturas médias de ordem superior

Teorema 4.1. Sejam M= —I x ¢ M™ um espago-tempo GRW que satisfaz

a condigao forte de convergéncia nula (3.2), e ¢ : X" — M uma hiper-
superficie tipo-espago, completa e com curvatura média constante H # 0,
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4.1 Teoremas de rigidez em espagos-tempo GRW

contida em uma regiao temporalmente limitada. Suponha que

OgHsupﬂ(h) < H? (4.1)
s f
€ f/ B
|Vh|* < a|H —sup =(h)| , (4.2)
s f

onde a e B sao constantes positivas. Entao ¥ € um slice.

Demonstracao. Orientemos Y de modo que H > 0, e suponhamos, sem perda
de generalidade, que em tal orientagao a aplicacao de Gauss N aponta para
o futuro, isto é, (N, 0;) < —1. Pelo coroldrio 2.8 temos

ACHR)N, 8)) = nHF'(h) + F(R)(N, 8| A?
T F(B)(N, 3 (Ricar(N*, N*)
~ (n— 1)(log f)" ()| VAP)
< J((N. D) (AP = nff sup f7<h>>

+ F(R)(N, 3){ Rieas (N*, N*)
— (n—1)(log f)"(h)|Vh|*}
< F(R)(N, O)(|AI* — nH?)
+ f(h)(N,0,)(nH? — nH sgp fY(h))
+ f(R)(N, 8:){ Ricp (N*, N*)
— (n— 1)(log f)"(R) [V},
Mas da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que
|A]? > nH?, (4.4)
e da condigao (3.2) obtemos
Rica(NV*, N*) > (n — 1) f2(log f)" () (N*, N*")
= (n—1)(log f)"(h)|VA[).
Assim, substituindo (4.1), (4.4) e (4.5) em (4.3), concluimos que
A(f()(N,0) < f(R)(N, 0y)(|A]* — nH?)
I (46)

+nf(h)(N,d,)(H* — Hsgp 7<h)) <0.
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4.1 Teoremas de rigidez em espagos-tempo GRW

Desde que (N, d;)? =1+ |Vh|? e, além disso, ¥ estd contida em uma regiao
temporalmente limitada, segue de (4.2) que

inf () (N, 0,

existe e ¢ um numero negativo.

Por outro lado, da proposicao 3.1 temos que a curvatura de Ricci de X é li-
mitada inferiormente. Dai, podemos aplicar o lema 2.16 & funcao f(h)(N, 0;)
para obtermos uma sequéncia p; € X tal que

lim A(f(h(pk)){N, ) (px)) = 0

k—o00

]}LIEO<N7 O) (pr) = igff(h)(N, D).

Consequentemente, desde que H # 0, obtemos de (4.6)

1 = sup L ((p).
peEX f

Portanto, novamente utilizando a hipétese (4.2), podemos concluir que |Vh| =
0, ou seja, X é um slice. O

Se consideramos o aberto (0, +00) X gennH" C S} e 0 modelo de produto
warped para o espago anti-de Sitter, ambos definidos na secao 1.3, seguem
os corolarios

Corolario 4.2. Seja ¢ : X" — —(0, +00) Xginnt H" uma hipersuperficie tipo-
espaco completa, com curvatura média constante H # 0 e tal que

¢(E) - {(t,[l)) € _(07 +OO) Xsinht Hnyt S E}, (47)
para alguma constante t > 0. Se

0 < Hsupcotgh(h(p)) < H?

peEY

B
|Vh|? < a|H — sup cotgh(h(p))| ,

pEX

para algum par de constantes positivas o e [3, entao X € isométrico a H™.
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4.1 Teoremas de rigidez em espagos-tempo GRW

Demonstragao. Segue de (3.3) que a curvatura de Ricci de 3 é tal que

Ric(X, X) > (0= 1)~ "0 ) X,

para todo campo X € X(X). Usando a observagao 3.2 e notando que na
demonstracao do teorema 4.1, exceto pela limitacao inferior da curvatura
de Ricci, o fato da hipersuperficie estar contida em uma regiao temporal-
mente limitada é usado apenas para garantir que o numero infy, f(h)(N, 0;)
existe e é negativo, o corolario esta provado, pois, neste caso, a existéncia e
negatividade de tal nimero sdo consequéncias de (4.7). O]

Corolério 4.3. Seja ¢ : X" — H!"™ uma hipersuperficie tipo-espaco do
espaco anti-de Sitter, completa e com curvatura média constante H # 0. Se

0 < —H suptg(h(p)) < H?

peEX

IVh|? < o |H + sup tg(h(p))

’B
peEX

para algum par de constantes positivas o e [3, entao Y € isométrico a H™.

Demonstracdo. Considere o modelo (—%, %) X cost H'™ do espaco anti-de Sitter.

Usando (3.3), obtemos que a curvatura de Ricci em ¥ satisfaz

Ric(X X) = (—(0-1) = 10 ) P,

para todo campo X € X(X). Consequentemente, se ¥ tem curvatura média
constante, sua curvatura de Ricci é limitada inferiormente. Portanto, da
prova do teorema 4.1 e da observacao 3.2, segue o resultado. O]

Agora, obtemos resultados andlogos ao teorema 4.1 para o caso H, cons-
tante, r > 2.

Teorema 4.4. Sejam M =1 X ¢ M? um espago-tempo GRW que satisfaz

a condigao de convergéncia nula (3.1), e 1 : X% — —I Xy M? uma superficie
tipo-espago completa, com curvatura Gaussiana Ky, > 0 e contida em uma
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4.1 Teoremas de rigidez em espagos-tempo GRW

regiao temporalmente limitada [t,ts] x M?. Suponha que Hy > 0 € constante
e que H € limitada superiormente em X. Se

oo (1 0)
H? > ( f(h)) (4.8)
[Vh| < inf |H ~ %(h)‘, (4.9)

entao X% é um slice.

Demonstracdo. De acordo com o lema 2.4, podemos escolher N para que
se tenha H > 0, obtendo assim P; positivo definido. Podemos supor que
em tal escolha N aponta para o futuro, isto é, (N,d;) < —1. A condicao de
convergéncia nula (3.1) e o fato de A = P, —2HI = P, — (tr P,)[ ser negativo
definido implicam

)N, ) (% ~ (log f)"(h)) (AVh, Vh) <0,

onde K, é a curvatura seccional da fibra Riemanniana M. Além disso, uma
vez que Hy > 0 em X, temos

A
f

Assim, do coroldrio 2.10 e de (4.8), segue que

f'(h)Hy < (R)Hy f(h){N, 0).

Li(f(h)(N,0,)) < 2f'(h)Hy + 2HHy f(h)(N, 0y)

< 2H, f(h)(N, ;) (H - ’if/‘(h)) <0.

Por outro lado, desde que (N, 9;)? = 1+ |Vh|?, segue de (4.9) e do fato
de f(h) ser limitada na regiao [t;,ts] X M? que f(h)(N,d;) é limitado em
Y. Como P; é positivo definido e, por hipdtese, H é limitada superiormente,
estamos em condigoes de utilizar o lema 2.17 e, consequentemente, garantir
a existéncia de uma sequéncia de pontos (pg)r>1 em X tal que

1

FUNN ) (pi) < inf FRN.0) + 2 ¢ Li(F(BN. ) (i) > 7
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4.1 Teoremas de rigidez em espagos-tempo GRW

Passando a subsequéncias, se necessario, obtém-se

Jim f(R)(N, 0)(p) <0 e lim Ly (f(R)(N,8,))(pk) = 0.

i (1~ L0 ) ) =0,

k—o0

Dai,

e juntando-se a isto a hipdtese (4.9), chegamos a Vh = 0. Portanto, ¥ é um
slice. O

Observacao 4.5. Com a mesma argumentacao, o teorema 4.4 ainda vale
com a substituicao das hipdteses (4.8) e (4.9), respectivamente, por

1/2 m
H,™ > f(h)

e |F
V| < inf H5/% — ()]

Teorema 4.6. Sejam M = —I X ¢ M™ um espago-tempo RW que satisfaz
a condi¢do de convergéncia nula (3.1), e : ¥ — —I Xy M™ uma hiper-
superficie tipo-espago, completa e com curvatura seccional Ky, > 0, contida
em uma regiao temporalmente limitada [t1,ts] X M™. Suponha que Hy > 0 é
constante e que H € limitada em Y. Se

H,” > %(h) (4.10)
€ /
Vh| < inf (H21/2 - |f7|(h)>, (4.11)

entao X € um slice.

Demonstra¢ao. Como no teorema anterior, podemos escolher N de modo que
H > 0 e P, seja positivo definido, e supomos que nesta escolha N aponta
para o futuro. Desde que H, é constante, o corolario 2.9 nos da

Ll(f(h><N7 at>) = n(n - 1)H2f,(h)
i <Z) F(R)(N,d,) (nHHy — (n — 2)Hs)
T FRYN. ) (f—(h) - (lnf)”(h)> -

- (n(n — 1)H|Vh|* — (P,Vh,Vh)),
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4.1 Teoremas de rigidez em espagos-tempo GRW

onde k é a curvatura seccional da fibra Riemanniana M. Uma vez que
tr P, =n(n —1)H e P, é positivo definido, temos

n(n — 1)H|Vh|* — (P.Vh,Vh) >0,
e juntando-se a isto a condi¢ao de convergéncia nula (3.1), obtemos

Lyi(f(h)(N,0;)) < n(n—1)Hyf'(h)

+(5) S0 .00 (i = 2) 1)

(4.12)

Mas do item (a) da proposigao 2.2 segue que
H2
H3 S Fz7
e quando combinamos H? > H, com a desigualdade acima, obtemos

H
HHy — Hy > —2(H* — Hy) > 0,

de modo que

(;) (nHHy — (n — 2)Hs) > n(n — V) HHy > n(n — DHY?  (4.13)

Substituindo (4.13) em (4.12) obtém-se
Li(F(,00) < nn - D ()V.0) (13 = ) <o,

Por argumentos andlogos aos utilizados na demonstracao do teorema 4.4,
trocando (4.9) por (4.11), estamos em condigoes de aplicar o lema 2.17.
Entao existe uma sequéncia de pontos (pg)r>1 em X tal que, passando a
subsequeéncias se necessario,

fim £ (h)(N.00)(pi) <0 e Jim Ly(f(h)(N.9)(px) = 0.

k—o00
Dai,
. 2 |f] -~
lim | Hy'" — =—(h) ) (px) =0,
k—o00 f
e assim, utilizando a hipétese (4.11), chegamos a |[Vh| = 0, ou seja, ¥ é um
slice. O
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4.1 Teoremas de rigidez em espagos-tempo GRW

Teorema 4.7. Sejam M = —I X ¢ M™ um espago-tempo RW que satisfaz
a condigdo de convergéncia nula (3.1), e ¢ : ¥ — —1 Xy M™ uma hipersu-
perficie tipo-espago, completa e com curvatura seccional Ks > 0, contida em
uma regiao temporalmente limitada [t1,ts] X M™. Suponha que H,, 1 > 0 €
constante e que H, é limitada superiormente em .. Suponha ainda que f(h)
atinge wm minimo local em um ponto p € X tal que f'(h(p)) # 0,

g = Wy (114)
€ /
Vh| < inf (ijﬁ” - |if’(h)). (4.15)

Entao ¥ € um slice.

Demonstracao. Combinando os lemas 2.3 e 2.5, temos P, positivo definido
e H, > 0 para uma escolha adequada de N. Supomos mais uma vez que
em tal escolha N aponta para o futuro. Uma vez que H,,; é constante, o
corolario 2.9 nos da

L0 = (0= 0) (") Hea 0

# ()00 (BB — (0= = )

RN, 9, (m - (logf)”(h)> -

. ((n —7) (Z) H,|Vh[* = (P,Vh, Vh>> ,

onde k é a curvatura seccional da fibra Riemanniana M. Da condicao de
convergencia nula (3.1) e da positividade de P, obtemos

L 0W,00) < (0= 0) (") Hooa )

+( n )f(h)(N,@Q- (4.16)

r+1
- (nHH, 41 — (n— 71— 1)H,4).

Por outro lado, segue do item (a) da proposigao 2.2 que

2

Hr
Hr+2 < H—:l .
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4.1 Teoremas de rigidez em espagos-tempo GRW

Agora, desde que H,,; > 0 em 3 e o lema 2.3 garante a existéncia de um
ponto eliptico em X, entao o lema 2.5 nos d& Hy, Hs, ..., H,, H,.1 > 0. Dai
o item (b) da proposigao 2.2 implica

H, > HQZ...Z\T/HTZ T+\1/HT+1>O.

Assim,
Hr+1
HHT+1 - Hr+2 2 H (HH’I‘ - HT+1)
H, 4 )/
> 8 (HHT H, )
= H,(H—HY") >0,
e portanto,

" n r+2)/(r+1
<T+ 1) (nHH’r'-i-l - (n - r— 1)HT+2) Z (T—I— 1) (T+ 1>H7’(+—; )/ (r+ )

Aplicando a ultima desigualdade a (4.16) obtém-se
L %,00) < (0= ) () £, 0
(e - Pa) <o

Como P, é positivo definido e H, ¢ limitada superiormente, argumentos
analogos aos utilizados na demonstragao do teorema 4.6 garantem a exis-
téncia de uma sequéncia de pontos (px)r>1 em X tal que

pim (#2 ~ ) o =0

Concluimos de (4.15) que ¥ ¢é um slice. O

Considere o modelo de produto warped para o steady state space H" ! =
—R Xt R™. Pelo teorema 4.7 e pela observacao 3.2, obtemos uma espécie de
extensao do teorema 4.5 de [22].
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4.2 Umbilicidade de hipersuperficies em espagos-tempo GRW

Corolario 4.8. Seja v : X — H™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa,
com curvatura seccional nao negativa, e tal que () C {(t,x) € —R X
R™t < t}, onde t é um nimero real positivo. Suponha que H,y1 > 1 €
constante, H, € limitada e que h atinge um minimo em Y. Se

Vh| < HYHD — 1,

entao X € isométrico a R"™.

4.2 Umbilicidade de hipersuperficies em espa-
cos-tempo GRW

S. Montiel [32] provou, utilizando férmulas tipo-Minkowski, que as unicas
hipersuperficies tipo-espago compactas, com curvatura média constante,
imersas em um espaco-tempo GRW que satisfaz a condi¢ao de convergéncia
nula (3.1) s@o os slices, a menos do caso onde o espago-tempo GRW ¢é
isométrico ao espago de de Sitter em uma vizinhanga da hipersuperficie.
Em [3], L. J. Alias e A. G. Colares reobtiveram tal resultado utilizando
o principio do méaximo de Hopf. Nesta secao, provamos teoremas analogos
para hipersuperficies completas nao necessariamente compactas imersas em
ambientes GRW utilizando a versao do principio do méaximo tipo-Hopf, ja
utilizada neste trabalho, devida a S. T. Yau, bem como sua extensao a ope-
radores L, de A. Caminha, P. Sousa e F. E. C. Camargo.

Teorema 4.9. Sejam M= g X5 M™ um espago-tempo GRW satis-

fazendo a condi¢ao de convergécia nula (3.1), e : X — M uma hiper-
superficie tipo-espaco completa, com curvatura média constante e sequnda
forma fundamental limitada, tal que f(h) € limitada em . Se |Vh| € £1(X),
entao 3 € totalmente umbilica. Se a desigualdade em (3.1) € estrita, entdo
> é um slice.

Demonstracao. Sejam N a aplicacao de Gauss em X apontando para o futuro
e = Hg(h)+f(h){(N,0) € D(X), onde g é uma primitiva da fun¢ao warping
f. Desde que H é constante, segue do corolario 2.8 e do lema 2.11 que

A¢p = f(h)(N, ) (|A)> — nH? + Ricy (N*, N*) (4.17)
— (n—1)(10g /)" (h)|VAP2). |
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4.2 Umbilicidade de hipersuperficies em espagos-tempo GRW

Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos |A]? — nH? > 0 em X,
com igualdade nos pontos umbilicos. Além disso, da condi¢ao de convergéncia
nula (3.1), temos também

Ricy (N*, N*) — (n — 1)(log f)"(h)|VR|* > 0,

e desde que (N, 0;) < 0 em X, (4.17) acarreta A¢ > 0 em 3.
Agora, o gradiente de ¢ é dado por

Vo =Hf(h)Vh+V (f(h){N,5)) .

Ademais, o célculo do gradiente de (IV, K), onde K = f0,, feito na prova do
teorema 3.5, nos da

para todo Y € X(X). Consequentemente
VN, E)| = [fA@©3,)| < fIA[IVA],

e assim V¢ € L1(X). Logo, podemos aplicar o lema 2.13 e concluir que
¢ ¢ harmonica. Entdo |A|? — nH? = 0, ou seja, X é totalmente umbilica.
Também temos

Ricy (N*, N*) — (n — 1)(log f)"(h)|Vh|* = 0, (4.18)

e se a desigualdade (3.1) é estrita, entao (4.19) é equivalente a N* = 0 em
Y. Daf |[Vh| =0, ou seja, ¥ é um slice. O

Segue do teorema 4.9 a seguinte extensao do teorema 3.2 de [16]
Corolario 4.10. Seja v : X" — (=5, 5) Xcost H" uma hipersuperficie tipo-
espaco completa, com curvatura média constante e curvatura escalar limi-
tada. Se |Vh| € LY(X), entdo 3 € totalmente umbilica.

Observacgao 4.11. Em [29], T. Ishihara provou que uma hipersuperficie
tipo-espaco, completa e méxima, imersa em H} ™', deve ter o quadrado da se-
gunda forma fundamental limitado superiormente por n. Ademais, as Unicas
hipersuperficies para as quais vale a igualdade sao os cilindros hiperbdlicos.
Um cilindro hiperbdlico no espaco anti-de Sitter é isométrico ao produto
Hm(—ﬂ) XH”_’"(— n ), 1<m<n-—1.

m n—m
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4.2 Umbilicidade de hipersuperficies em espagos-tempo GRW

Teorema 4.12. Sejam M= o1 X5 M™ um espaco-tempo RW de cur-
vatura seccional constante, e 1 : X — M uma hipersuperficie tipo-espaco
completa, contida em wuma regido temporalmente limitada [t1,t5] X M™ na
qual " # 0, com sequnda forma fundamental limitada. Suponha que H,.1 €
constante para algum 1 <r <n —1, e que f(h) atinge um minimo local em
um ponto p € B. Se |[Vh| € LX), entio ¥ € totalmente umbilica.

Demonstracao. Escolhemos N apontando para o futuro e supomos, sem
perda de generalidade, f’(h) > 0 em X. O lema 2.3 garante a existéncia de
um ponto eliptico com curvaturas principais negativas. Dai temos também
H,.1 > 0, e entdo podemos definir ¢ = H:J/r(fﬂ)g(h) + f(h)(N,0;) € D(Y),
onde g é uma primitiva da funcao warping f. Desde que H, | é constante e
a curvatura da fibra Riemanniana r satisfaz (1.7), utilizando o corolédrio 2.9
e o lema 2.11 obtém-se

Lo= 0,1 )70 e — 1)

" - 4.19
w1 ) reeay (4.19)
: <nHHr+l —(n—r—=1H, 5 — (r+ 1)HT(,’"+J§2)/(’"+1)>

Agora, da demonstragao do teorema 4.7 obtemos

Hy>+Hy>...>/H, > "\/H.1, >0,

de modo que

Hepy = HY TV H, = B (HSH - H,) <0, (4.20)

Também decorre da demonstracao do teorema supracitado que
nHH,y — (n—1—1)Hyyy — (r+ 1)H > 0, (4.21)

As desigualdades (4.20) e (4.21), juntamente com (N, ;) < 0e f'(h) > 0 em
>, acarretam L,¢ < 0 em .

Por outro lado, como no teorema 4.9, pode-se verificar que |V¢| € £1(X).
Entao o lema 2.15 implica L,¢ = 0 em X, e dai vale a igualdade em (4.20).
Portanto, novamente pelo item (a) da proposigao 2.2, segue a umbilicidade

de Y. O
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4.2 Umbilicidade de hipersuperficies em espagos-tempo GRW

Segue do teorema 4.12, da classificacao das hipersuperficies totalmente
umbilicas do espaco de de Sitter (cf. [31], Example 1) e do teorema 3.1 de [17]
o seguinte

Corolario 4.13. Seja v : ¥ — H"™ uma hipersuperficie tipo-espaco com-
pleta, contida em uma regiao temporalmente limitada e com sequnda forma
fundamental limitada. Suponha que para algum 1 <r <n—1, H,.1 € cons-
tante. Se h atinge um minimo local em algum ponto p € ¥ e |Vh| € L1(X),
entao H..1 =1 e X € isométrica a R™.

67



Capitulo 5

Teoremas tipo-Bernstein em
R x H"

5.1 Rigidez de hipersuperficies em R x H"

Nesta secao, consideramos v : 3" — R x H" uma hipersuperficie com cur-
vatura média constante e o modelo do semi-espago superior para o espago
hiperbdlico n—dimensional, isto é,

H" = {(z1, -+ ,z,) € R";z, > 0}
munido da métrica completa

() )Van = —(do? + -+ da?).

Apresentamos agora o principal resultado deste capitulo.

Teorema 5.1. Seja 1 : ¥ — R x H" uma hipersuperficie completa, com se-
gunda forma fundamental limitada e curvatura média constante H. Suponha
que o fecho da aplicacao de Gauss estd contido em um hemisfério aberto e
que a funcao altura h satisfaz

B2 < % 1A 1
VP < AP, (1)

para alguma constante 0 < a < 1. Entao X € um slice.
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5.1 Rigidez de hipersuperficies em R x H"”

Demonstracao. Desde que o fecho da imagem da aplicacao de Gauss de X
estd contido em um hemisfério aberto, podemos escolher N tal que (N, 0;) >
0 > 0. Dal segue que

inf (N, ;) (p)

peEY

existe e ¢ um numero positivo.
Por outro lado, desde que

(N*,N*) = (N — (N, 0,)0;, N — (N, 0,)8,)
=1—(N,0,)*,

segue do coroldrio 2.8 e da equagao (1.10) que
A(N,8,) = — (Ricge (N*, N*) + |A]*) (N, 9y)

= — (=(n—1)|Vh]* +|A]*) (N, d,)
< —(1—a)|AP(N,8,) <0,

onde a ultima desigualdade segue da hipétese (5.1).
Agora, afirmamos que a curvatura de Ricci de X é limitada inferiormente.
De fato, se X € X(X) e {E\,---, E,} é um referencial ortonormal local de
X(X), entao segue de (1.2) que
Rics (X, X) =Y (R(X, E)X, E;) + nH(AX, X) — (AX, AX).

=1

Assim,

Ricy (X, X) > Z(F(X, E)X,E;) — (n|H||A| + |A]) | X .

i=1
Mas
<E(X,EZ)X,E1> = _(<X*7X*>H”<E:’E;>H”_<X*7Ei*>]?-]1")7

onde X* = X — (X,0,)0; e Ef = E; — (E;,0;)0; sao as sao as projegoes dos
campos X e E; sobre H" respectivamente. Entdo, utilizando que Vh = 9,
obtemos

> (R(X,E)X,E) = —(n— 11X+ |VAPIX]+ (n—2)(X, Vh)?

=1

v

—(n— DX
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5.1 Rigidez de hipersuperficies em R x H"”

Portanto,
Rics(X, X) > — ((n— 1) + n|H||A| + |AP) [ X, (5.2)

para todo X € X(X), e desde que estamos supondo que H é constante e
que a norma da segunda forma fundamental é limitada, nossa afirmacao esta
provada.

Podemos entao aplicar o lema 2.16 a funcdo suporte (N,d;), e assim
garantir a existéncia de uma sequéncia de pontos p; € X tal que

lim A(N,0;)(pr) > 0 e lim (N, 0;)(pr) = inf (N, 0y).
k—o00 peEXL

k—o0

Consequentemente

lim <N7 8t>2(pk) = ]1)2£<N7 at>27

k—o0
e de (5.2) segue que

0 < lim A(N,9,)(pr) < —(1 — ) lim |A]*(py) inf (N, d;) < 0.
k—o0 k—o0 peEY
Dal, desde que inf,ex (N, 0;) > 0, segue que
lim |A|*(pg) = 0.
k—ro0
Agora, mais uma vez utilizando a hipdtese (5.1), obtemos
k—o0
e novamente utilizando (1.10)
inf (N, 0;)* = lim (N, 9,)*(py) = 1.
pEX k—o0

Mas (N, d;)? < 1, e entao (N, ;)% = 1. Portanto, ¥ é um slice. O

Observando que da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos |A|? > nH?,
obtemos o seguinte corolario do teorema 5.1

Corolario 5.2. Seja v : X" — RxH" uma hipersuperficie completa, com se-
gunda forma fundamental limitada e curvatura média constante H. Suponha
que uma das sequintes condigcoes € satisfeita
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5.2 Graficos verticais completos em R x H"”

(a) O fecho da aplicagio normal de Gauss estd contido em um hemisfério
fechado

(b) H? < ==

Se a funcgao altura h de ¥ satisfaz

\Vh|2 < ﬂ;ﬂ’
n—1

para alguma constante 0 < o < 1, entao ¥ € um slice.

5.2 Graficos verticais completos em R x H"

Seja (2 C H™ um dominio conexo do espago hiperbdlico n—dimensiaonal. Um
grafico vertical sobre € é dado por

X (u) = {(u(z),2); 2 € O},

onde u € D(§2). A métrica induzida em 2 pela métrica produto via ¥(u) é

dada por
<7 > :du2+<7 >H”-

Agora, seja X"(u) = {(u(z),z);x € H"} — R x H" um grafico vertical
completo. Temos que a fun¢ao g : R x H" — R, dada por g(t,z) =t — u(x),
é tal que X(u) = ¢g~1(0). Além disso, para todo campo X tangente a R x H",
temos

X(g9) = (X,0)0(g9) +X"(g)
= (0 — Du, X),

onde X* = X — (X,0,)0, é a projegao de X em H" e Du é o gradiente de u
em H". Assim,

Vo(u(z),z) = 0| (@) — Du(x), Vo € H"

Portanto, o campo

1

N@) = = par

(Otl(u(a)) — Du(z)), =€ H",
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5.2 Graficos verticais completos em R x H"”

onde |Du| é a norma com respeito & métrica hiperbdlica (, )gn, define a
aplicacao de Gauss de X(u) tal que (N, 0;) > 0. Consequentemente, usando
a equacao (1.10), obtém-se

| Dul?

VhiP= ———.
VAl 1+ [Dul?

(5.3)

Do teorema 5.1 e da equagao (5.3), temos os corolarios seguintes.

Corolario 5.3. Seja X" (u) um grdfico vertical completo em R x H", com
sequnda forma fundamental limitada e curvatura média constante H. Supo-
nha que o fecho da aplicacao de Gauss de ¥(u) estd contida em um hemisfério
aberto. Se a fun¢ao u satisfaz

1
|Dul® < m’A\Q,

entao u = ty para algum ty € R.

Corolario 5.4. Seja X"(u) um grdfico vertical completo em R x H", com
seqgunda forma fundamental limitada e curvatura média constante H. Supo-
nha que uma das sequintes condicoes € satisfeita

(a) O fecho da aplicacao de Gauss de ¥(u) estd contido em um hemisfério
aberto;

[asy

(b) H? <=1

n

Se |Dul* < 22 H?, entdo u = to para algum to € R.
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