
UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARÁ

CENTRO DE CIÊNCIAS
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Aos meus pais Leônidas e Dulce. Me faltam palavras para agradecê-los;
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conversas sobre matemática e outros assuntos menos relevantes;
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RESUMO

Nesta tese, estudamos hipersuperf́ıcies de tipo-espaço completas imersas em
variedades semi-Riemannianas, satisfazendo alguma condição sobre suas cur-
vaturas de ordem superior, a fim de obtermos resultados tipo-Bernstein. As
ferramentas anaĺıticas que utilizamos são algumas versões do prinćıpio do
máximo. No caso em que o ambiente é um espaço-tempo de Robertson-
Walker generalizado satisfazendo a condição forte de convergência nula, obte-
mos novas caracterizações de hipersuperf́ıcies tipo-espaço totalmente geodé-
sicas. Além disso, obtemos uma estimativa inferior do ı́ndice mı́nimo de nu-
lidade relativa quando a hipersuperf́ıcie tipo-espaço é r− máxima ou quando
existem duas curvaturas médias de ordem superior consecutivas que não mu-
dam de sinal. Também obtemos resultados de rigidez e novas caracterizações
de hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas, supondo que estas possuem alguma
curvatura de ordem superior constante e que o ambiente é um espaço-tempo
de Robertson-Walker satisfazendo a condição de convergência nula. Apli-
camos tais resultados aos espaço de de Sitter e anti-de Sitter. Finalmente,
provamos um teorema tipo-Bernstein para hipersuperf́ıcies completas, com
curvatura média constante, imersas em um produto Riemanniano.
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ABSTRACT

In this thesis, we study complete space-like hypersurfaces immersed in semi-
Riemannian manifolds, satisfying some conditions on their higher-order mean
curvatures in order to get Bernstein-type results. Analytical tools we use are
some versions of the maximum principle. When the ambient space is a gener-
alized Robertson-Walker spacetime which is supposed to obey the strong null
convergence condition, we establish new characterizations of totally geodesic
spacelike hypersurfaces. Furthermore, we obtain a lower estimate the mini-
mum index of relative nullity when the space-like hypersurface is r-maximal,
or when there are two consecutive higher-order mean curvatures that do not
change sign. We also obtain rigidity results and new characterizations of
totally umbilical hypersurfaces, assuming they have some constant higher-
order mean curvature, and that the ambient space is a spacetime Robertson-
Walker obeying the null convergence condition. These results are applied to
the de Sitter and anti-de Sitter spaces. Finally, we prove a Bernstein-type
theorem for constant mean curvature complete hypersurfaces immersed in a
Riemannian product.
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Introdução

Nos últimos anos, o estudo de hipersuperf́ıcies com curvatura média cons-
tante imersas em variedades semi-Riemannianas tem despertado bastante
interesse, tanto do ponto de vista matemático quanto do f́ısico, este último
quando o ambiente em questão é um espaço-tempo1. Do ponto de vista f́ısico,
esse interesse pode ser justificado pelo papel que estas hipersuperf́ıcies de-
sempenham no tratamento de diversos problemas em relatividade geral (veja,
por exemplo, [28] e [34]). Já do ponto de vista matemático, o estudo de tais
hipersuperf́ıcies é motivado pelo fato delas apresentarem interessantes pro-
priedades tipo-Bernstein. Nesse contexto, questões básicas estão relacionadas
à existência e unicidade de tais hipersuperf́ıcies.

No caso em que o ambiente é uma variedade Riemanniana, as hipersu-
perf́ıcies mı́nimas, que são hipersuperf́ıcies com curvatura média identica-
mente nula, foram alvo de diversos trabalhos de pesquisa, iniciados em 1915,
quando S. N. Bernstein [8] provou que os únicos gráficos inteiros e mı́nimos
do espaço Euclidiano ℝ

3 são os planos. Posteriormente, J. Simons [38] gene-
ralizou o resultado de Bernstein para gráficos inteiros e mı́nimos imersos em
ℝ

n+1, quando n ≤ 7, e, em seguida, E. Bombieri, E. De Giorgi e E. Giusti [10]
mostraram que o resultado não é verdadeiro para n > 7.

Quando o ambiente é uma variedade de Lorentz, uma hipersuperf́ıcie é
dita tipo-espaço se a métrica induzida pelo ambiente é positiva definida, e
é dita máxima quando possui curvatura média identicamente nula. O resul-
tado de Bernstein admite uma extensão natural para o espaço de Minkowski
L
3, que é o chamado teorema de Calabi-Bernstein. Em tal resultado, E.

Calabi [14] estabeleceu que as únicas superf́ıcies tipo-espaço, completas e
máximas, imersas em L

3, são os planos tipo-espaço.
O teorema de Calabi-Bernstein foi o ponto de partida para uma série de

1Em f́ısica, a terminologia espaço-tempo é reservada às soluções exatas da equação de
Einstein (cf. [39]). Aqui adotamos tal nomenclatura seguindo o jargão usual.
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trabalhos de pesquisa em geometria diferencial no contexto das variedades
de Lorentz. Destacamos inicialmente sua extensão a hipersuperf́ıcies tipo-
espaço máximas de dimensão arbitrária n. De fato, E. Calabi [14], para
n ≤ 4, e S. Y. Cheng e S. T. Yau [23], para n arbitrário, mostraram que as
únicas hipersuperf́ıcies tipo-espaço, completas e máximas, imersas no espaço
de Minkowski Ln+1, são os hiperplanos tipo-espaço.

Em [29], T. Ishihara generalizou o teorema de Calabi-Bernstein mostran-
do que as únicas hipersuperf́ıcies tipo-espaço, completas e máximas, imersas
em uma variedade de Lorentz com curvatura seccional constante e não ne-
gativa são as totalmente geodésicas. Para o caso em que o ambiente é um
espaço-tempo com curvatura seccional constante negativa, Ishihara obteve
uma estimativa “sharp”para a norma da segunda forma fundamental de
uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço máxima. Lembramos que as variedades de
Lorentz com curvatura seccional constante são, essencialmente, o espaço de
Minkowski Ln+1, o espaço de de Sitter Sn+1

1 e o espaço anti-de Sitter ℍn+1
1 ,

conforme a curvatura seccional seja 0, 1 ou −1, respectivamente.
Mais recentemente, F. E. C. Camargo e H. F. de Lima [16] obtiveram re-

sultados de rigidez para hipersuperf́ıcies tipo-espaço, completas e máximas,
imersas no espaço anti-de Sitter ℍ

n+1
1 , impondo condições adequadas na

norma da segunda forma fundamental e na função altura da hipersuperf́ıcie.
Muitos outros autores abordaram problemas tipo-Bernstein. Por exem-

plo, em [12], [13] e [35], M. Caballero, A. Romero e R. M. Rubio obtiveram
resultados de rigidez e unicidade para os slices tipo-espaço e superf́ıcies com-
pletas máximas imersas em espaços-tempo de Robertson-Walker general-
izados tridimensionais, satisfazendo a condição de convergência nula ou a
condição de convergência temporal. Satisfazer a condição de convergência
nula (condição de convergência temporal) significa que a curvatura de Ricci
da fibra Riemanniana M é não negativa em direções nulas (tipo-tempo).

No contexto de hipersuperf́ıcies de curvatura média constante, A. Cami-
nha [20] provou que as únicas hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas, com
curvatura média constante positiva e curvatura escalar não negativa, imer-
sas no espaço de Minkowski Ln+1, são os cilindros sobre uma curva plana,
generalizando, portanto, o teorema de Calabi-Bernstein para esse contexto.

Um espaço-tempo de Robertson-Walker generalizado (GRW) é um pro-
duto warped −I×fM

n, com fibra RiemannianaMn e função warping f . Em
particular, quando a fibra Riemanniana M tem curvatura seccional constan-
te, −I ×f M

n é classicamente chamado espaço-tempo de Robertson-Walker
(RW) (para detalhes, veja a seção 1.3). S. Montiel [32] estudou o prob-
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lema de unicidade para hipersuperf́ıcies tipo-espaço compactas, com cur-
vatura média constante imersas em espaços-tempo GRW, utilizando fórmulas
tipo-Minkowski. Posteriormente, L. J. Aĺıas e A. G. Colares [3], além de re-
obterem o resultado de Montiel utilizando uma fórmula para o Laplaciano
da função suporte e o prinćıpio do máximo de Hopf, estudaram também
o problema de unicidade para hipersuperf́ıcies tipo-espaço compactas, com
alguma curvatura média de ordem superior constante, imersas em espaços-
tempo GRW. Para estabelecer um de seus principais resultados (cf. teorema
9.2 de [3]), Aĺıas e Colares assumiram que o ambiente satisfaz a condição
forte de convergência nula, que significa

KM ≥ sup
I
(f 2(log f)′′),

ondeKM é a curvatura seccional da fibra RiemannianaM . Aqui assumiremos
por vezes a condição de convergência nula

RicM ≥ (n− 1) sup
I
(f 2(log f)′′)⟨ , ⟩M ,

onde RicM e ⟨ , ⟩M são, respectivamente, o tensor de Ricci e a métrica Rie-
manniana deM induzida pela métrica Lorentziana deM , que é uma condição
mais fraca que a condição forte de convergência nula, como o próprio nome
já sugere.

Descrevemos agora brevemente os caṕıtulos que compõem esta tese. No
caṕıtulo 1, estabelecemos as notações e os pré-requisitos necessários ao desen-
volvimento dos caṕıtulos que o seguem. Já no caṕıtulo 2, fazemos um estudo
das curvaturas médias de ordem superior, bem como das transformações de
Newton e dos operadores Lr de hipersuperf́ıcies imersas em produtos warped
semi-Riemannianos. Mais precisamente, apresentamos fórmulas para o ope-
rador Lr atuando na função suporte e na função altura. Ainda neste caṕıtulo,
destacamos as versões do prinćıpio do máximo que utilizamos ao longo de
nosso trabalho, a saber, o prinćıpio do máximo de Omori-Yau e sua genera-
lização devida a A. Caminha e H. F. de Lima (cf. lemas 2.16 e 2.17), e um
prinćıpio do máximo tipo-Hopf de S. T. Yau, bem como uma extensão deste
devida a A. Caminha, P. Sousa e F. Camargo (cf. lemas 2.13 e 2.15).

No caṕıtulo 3, abordamos o caso de hipersuperf́ıcies tipo-espaço, com-
pletas, não compactas e máximas, imersas em espaços-tempo GRW que sa-
tisfazem a condição forte de convergência nula. Com efeito, utilizando a
fórmula para o Laplaciano da função suporte devida a L. J. Aĺıas e A. G.
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Colares (cf. corolário 2.8) e o prinćıpio do máximo de Omori-Yau, obtemos a
seguinte generalização do teorema 3.1 de [16], sobre caracterização de hiper-
superf́ıcies tipo-espaço totalmente geodésicas imersas em tais ambientes (cf.
teorema 3.4).

Teorema. Sejam M
n+1

= −I ×f M
n um espaço-tempo GRW que satizfaz

a condição forte de convergência nula (3.2), e  : Σn → M
n+1

uma hiper-
superf́ıcie tipo-espaço, completa e máxima, contida em uma região temporal-
mente limitada de M . Se ∣∇ℎ∣ é limitada em Σ, então existe uma sequência
de pontos (pk)k≥1 em Σ tal que limk→∞ ∣A∣(pk) = 0. Em particular, se H2 é
constante, então Σ é totalmente geodésica.

Substituindo o lema de Omori-Yau pelo prinćıpio do máximo tipo-Hopf de
Yau, generalizamos agora o teorema 3.2 de [16], também sobre caracterização
de hipersuperf́ıcies tipo-espaço totalmente geodésicas imersas em ambientes
GRW (cf. teorema 3.5).

Teorema. Sejam M
n+1

= −I ×f M
n um espaço-tempo GRW que satizfaz a

condição forte de convergência nula, e  : Σn → M
n+1

uma hipersuperf́ıcie
tipo-espaço, completa e máxima, contida em uma região temporalmente li-
mitada de M . Suponha que a norma da segunda forma fundamental de  é
limitada. Se ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), então Σ é totalmente geodésica.

Com relação ao caso de curvaturas médias de ordem superior, agora uti-
lizando a fórmula para o operador Lr da função altura também devida a L.
J. Aĺıas e A. G. Colares (cf. lema 2.11), obtemos uma estimativa do ı́ndice
mı́nimo de nulidade relativa �0 para hipersuperf́ıcies tipo-espaço, completas e
r−máximas (isto é, com (r+1)−ésima curvatura média identicamente nula),
imersas em espaços-tempo RW (cf. teorema 3.6).

Teorema. Seja  : Σn → −I ×f M
n uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço, com-

pleta e r-máxima, contida em uma região temporalmente limitada de um
espaço-tempo RW de curvatura seccional constante. Suponha que a segunda
forma fundamental de  é limitada e que Hr+2 não muda de sinal em Σ. Se
∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), então �0 ≥ n− r.

Um espaço-tempo RW −I ×f M
n é estático quando a função warping

4



f é constante. Neste caso, podemos supor, sem perda de generalidade, que
f ≡ 1. Seguindo as ideias de A. Caminha em [19] e usando o modelo RW
estático do espaço de Minkowski

L
n+1 ≃ −ℝ× ℝ

n,

obtemos também a seguinte extensão fraca do teorema de Calabi-Bernstein
(cf. 3.10).

Teorema. Seja  : Σn → −I ×Mn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço com-
pleta, imersa em um espaço-tempo RW estático de curvatura seccional cons-
tante, com segunda forma fundamental limitada. Suponha que, para algum
r = 0, . . . , n − 2, Hr+1 e Hr+2 não mudam de sinal, e Hr não se anula em
Σ. Se ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), então �0 ≥ n− r. Além disso, se o espaço ambiente é
L
n+1, então em todo ponto de Σ existe um hiperplano (n − r)−dimensional

de L
n+1 contido em Σ.

Como consequência obtemos o seguinte

Corolário. Seja  : Σn → −I ×Mn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço com-
pleta, imersa em um espaço-tempo RW estático de curvatura seccional cons-
tante �, com segunda forma fundamental limitada. Suponha que a curvatura
média H não muda de sinal e que a curvatura escalar S satisfaz S ≤ � ou
S ≥ �. Se ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), então Σ é totalmente geodésica. Além disso, se o
ambiente é o espaço de Minkowski Ln+1, então Σ é um hiperplano.

Já no caṕıtulo 4, utilizando a generalização do prinćıpio do máximo de
Omori-Yau devida a A. Caminha e H. F. de Lima, estendemos o teorema
3.3 de [1], fazendo hipóteses adequadas sobre as curvaturas médias de ordem
superior. De fato, o seguinte resultado é provado (cf. 4.7).

Teorema. Sejam M
n
= −I ×f M

n um espaço-tempo RW que satisfaz a
condição de convergência nula (3.1), e  : Σn → −I ×f M

n uma hipersu-
perf́ıcie tipo-espaço, completa e com curvatura seccional KΣ ≥ 0, contida em
uma região temporalmente limitada [t1, t2] ×Mn. Suponha que Hr+1 > 0 é
constante e que Hr é limitada superiormente em Σ. Suponha ainda que f(ℎ)
atinge um mı́nimo local em um ponto p ∈ Σ tal que f ′(ℎ(p)) ∕= 0,

H
1/(r+1)
r+1 ≥ ∣f

′∣
f

(ℎ)

5



e

∣∇ℎ∣ ≤ inf
Σ

(
H

1/(r+1)
r+1 − ∣f

′∣
f

(ℎ)

)
.

Então Σ é um slice.

Obtemos assim uma espécie de extensão do teorema 4.5 de [22] (cf. corolá-
rio 4.8).

Corolário. Seja  : Σn → ℋn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa,
com curvatura seccional não negativa e tal que

 (Σ) ⊂ {(t, x) ∈ −ℝ×et ℝ
n; t ≤ t}.

Suponha que Hr+1 ≥ 1 é constante, Hr é limitada e que ℎ atinge um mı́nimo
em Σ. Se

∣∇ℎ∣ ≤ H
1/(r+1)
r+1 − 1,

então Σ é isométrico a ℝ
n.

Na seção 4.2, seguindo as ideias de Aĺıas e Colares na demonstração do
teorema 9.1 de [3], provamos uma extensão do teoremas 6 de [32] para o
caso não compacto utilizando o prinćıpio do máximo tipo-Hopf de Yau (cf.
teorema 4.9).

Teorema. Sejam M
n+1

= −I ×f M
n um espaço-tempo GRW satisfazendo

a condição de convergêcia nula, e  : Σ → M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-
espaço completa, com curvatura média constante e segunda forma funda-
mental limitada, tal que f(ℎ) é limitada em Σ e ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ). Então Σ é
totalmente umb́ılica.

Decorre do resultado acima a seguinte extensão do teorema 3.2 de [16].

Corolário. Seja  : Σn → ℍ
n+1
1 uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa,

com curvatura média constante e curvatura escalar limitada. Se ∣∇ℎ∣ ∈
ℒ1(Σ), então Σ é totalmente umb́ılica.

Também estendemos o teorema 9.2 de [3] para o caso não compacto uti-
lizando a extensão do prinćıpio do máximo tipo-Hopf de Yau devida a Ca-
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minha, Sousa e Camargo (cf. teorema 4.12).

Teorema. Sejam M
n+1

= −I ×f M
n um espaço-tempo RW de curvatura

seccional constante, e  : Σ → M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço com-
pleta, contida em uma região temporalmente limitada [t1, t2] ×Mn na qual
f ′ ∕= 0, com segunda forma fundamental limitada e ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ). Suponha
que Hr+1 é constante para algum 1 ≤ r ≤ n−1, e que f(ℎ) atinge um mı́nimo
local em um ponto p ∈ Σ. Então Σ é totalmente umb́ılica.

Segue do teorema anterior e da classificação das hipersuperf́ıcies total-
mente umb́ılicas do espaço de de Sitter (cf. exemplo 1 de [31]) o seguinte

Corolário. Seja  : Σ → ℋn+1 uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa,
contida em uma região temporalmente limitada e com segunda forma funda-
mental limitada. Suponha que para algum 1 ≤ r ≤ n− 1, Hr+1 é constante.
Se ℎ atinge um mı́nimo local em algum ponto p ∈ Σ e ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), então
Hr+1 = 1 e Σ é isométrica a ℝ

n.

Finalmente, no caṕıtulo 5, estudamos hipersuperf́ıcies com curvatura
média constante imersas no produto Riemanniano ℝ×ℍ

n. Quando as hiper-
superf́ıcies são gráficos inteiros, vários autores têm abordado tal problema.
Por exemplo, em [37], H. Rosenberg provou uma extensão do teorema de
Bernstein. De fato, Rosenberg provou que se M2 é uma superf́ıcie com cur-
vatura Gaussiana não negativa, um gráfico mı́nimo inteiro em ℝ × M2 é
totalmente geodésico. Neste caso, ou o gráfico é um slice ou M é isométrica
a ℝ

2 e o gráfico é um plano. Em [4], L. J. Aĺıas, M. Dajczer e J. Ripoll ge-
neralizaram o resultado de Rosenberg para gráficos inteiros, com curvatura
média constante, imersos em ambientes Riemannianos que têm curvatura de
Ricci não negativa e um campo de Killing globalmente definido. Em [7], P.
Bérard e R. Sa Earp descreveram as hipersuperf́ıcies de rotação com cur-
vatura média constante imersas em ℝ×ℍ

n, usaram-nas como barreiras para
provar a existência e caracterização de alguns gráficos verticais com curvatura
média constante, e dáı provaram resultados de simetria e unicidade de hiper-
superf́ıcies compactas, com curvatura média constante, cujo bordo é formado
por uma ou duas subvariedades contidas em slices.

Mais recentemente, J. M. Espinar e H. Rosenberg, em [25], estudaram
superf́ıcies com curvatura média constante num produto ℝ ×M2, onde M2
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é uma variedade Riemanniana completa. Assumindo que a função suporte
não muda de sinal, eles classificaram tais superf́ıcies de acordo com o ı́nfimo
da curvatura Gaussiana de suas projeções horizontais.

Motivados pelos trabalhos descritos acima, obtemos teoremas tipo-Berns-
tein em ℝ×ℍ

n. Na nossa abordagem, utilizamos mais uma vez o prinćıpio do
máximo de Omori-Yau. Mais precisamente, o seguinte resultado é provado.

Teorema. Seja  : Σ→ ℝ×ℍ
n uma hipersuperf́ıcie completa, com segunda

forma fundamental limitada e curvatura média constante H. Suponha que o
fecho da aplicação de Gauss está contido em um hemisfério aberto e que a
função altura ℎ satisfaz

∣∇ℎ∣2 ≤ �

n− 1
∣A∣2,

para alguma constante 0 < � < 1, então Σ é um slice.

Aqui, de acordo com J. M. Espinar e H. Rosenberg [25], a condição do fecho
da aplicação de Gauss estar contido em um hemisfério aberto significa que a
função suporte tem sinal estrito. Por fim, na seção 5.2, tratamos o caso em
que a hipersuperf́ıcie é um gráfico vertical no seguinte

Corolário. Seja Σn(u) um gráfico vertical completo em ℝ×ℍ
n, com segunda

forma fundamental A limitada e curvatura média constante H. Suponha que
o fecho da aplicação de Gauss de Σ(u) está contida em um hemisfério aberto.
Se a função u satisfaz

∣Du∣2 ≤ 1

n− 1
∣A∣2,

então u ≡ t0 para algum t0 ∈ ℝ.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, estabelecemos as notações que serão utilizadas ao longo deste
trabalho, bem como os fatos básicos da teoria de imersões isométricas dos
quais faremos uso posteriormente. Para maiores detalhes, indicamos como
referências [18], [30] e [34].

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita. Uma forma bilinear
simétrica b = ⟨ , ⟩ : V × V → ℝ é dita

(a) Positiva definida, quando ⟨v, v⟩ > 0 para todo v ∈ V ∖ {0}.

(b) Negativa definida, quando ⟨v, v⟩ < 0 para todo v ∈ V ∖ {0}.

(c) Não degenerada, quando ⟨v, w⟩ = 0 para todo w ∈ V implica em v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V , um subespaço W de V é
dito não degenerado se b∣W×W : W ×W → ℝ for não degenerada.

O ı́ndice de uma forma bilinear simétrica b sobre V é a maior dimensão de
um subespaço W de V tal que b∣W×W : W ×W → ℝ seja negativa definida.

Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V e um subespaço W de V ,
definimos o complemento ortogonal W⊥ de W em V por

W⊥ = {v ∈ V ; ⟨v, w⟩ = 0; ∀w ∈ W}.

Enunciamos, agora, fatos relevantes correspondentes a uma forma bilinear
simétrica (cf. [34], lemas 1.19, 1.22 e 1.23).
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1.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 1.1. Seja b uma forma bilinear simétrica sobre o espaço vetorial de
dimensão finita V , e W um subespaço de V . Então

(a) b é não degenerada se e só se sua matriz com respeito a uma (e então
a toda) base de V for invert́ıvel.

(b) SeW é não degenerado então dim(W )+dim(W⊥) = dim(V ) e (W⊥)⊥ =
W .

(c) W é não degenerado se e só se V = W ⊕W⊥. Em particular, W é não
degenerado se e só se W⊥ for não degenerado.

No que segue, supomos que b = ⟨ , ⟩ é uma forma bilinear simétrica e
não degenerada sobre o espaço vetorial real V . Em relação a b, dizemos que
v ∈ V ∖ {0} é

(i) Tipo-tempo, quando ⟨v, v⟩ < 0;

(ii) Tipo-luz, quando ⟨v, v⟩ = 0;

(iii) Tipo-espaço, quando ⟨v, v⟩ > 0.

Analogamente, define-se o que significa para um subespaço não degene-
rado W de V ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaço. Se v ∈ V ∖ {0} não for
tipo-luz, define-se o sinal �v ∈ {−1, 1} de v por

�v =
⟨v, v⟩
∣⟨v, v⟩∣ .

A norma de v ∈ V é ∣v∣ =
√
�v⟨v, v⟩, e v é unitário se ∣v∣ = 1. Temos

que V admite uma base {ei} ortonormal com respeito a b, isto é, tal que
⟨ei, ej⟩ = �i�ij, onde �i denota o sinal de ei (cf. [34], lema 2.24). Desse modo,
a expansão ortonormal de v ∈ V com respeito a {ei} é dada por

v =
n∑

i=1

�i⟨v, ei⟩ei.

Seja V um espaço vetorial no qual uma forma bilinear simétrica e não
degenerada b = ⟨ , ⟩ de ı́ndice 1 está definida, e T = {u ∈ V ; ⟨u, u⟩ < 0}.
Para cada u ∈ T , definimos o cone tipo-tempo (ou cone temporal) de V
contendo u por C(u) = {v ∈ T ; ⟨u, v⟩ < 0}.
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1.1 Variedades semi-Riemannianas

Lema 1.2 ([30], lema 1.2.1). Sejam v, w ∈ T . Então

(a) O subespaço {v}⊥ é tipo-espaço e V = span{v} ⊕ span{v}⊥. Assim,
T é a união disjunta de C(v) e C(−v).

(b) ∣⟨v, w⟩∣ ≥ ∣v∣∣w∣, com igualdade se e só se v e w forem colineares.

(c) Se v ∈ C(u) para algum u ∈ T , então w ∈ C(u) ⇔ ⟨v, w⟩ < 0.
Portanto, w ∈ C(v)⇔ v ∈ C(w)⇔ C(v) = C(w).

A desigualdade descrita em (b) no teorema acima é conhecida como de-
sigualdade de Cauchy-Schwarz invertida.

Definição 1.3. Um tensor métrico sobre uma variedade diferenciável M é
um 2−tensor covariante e simétrico g sobre M , tal que gp é não degenerada

para todo p ∈ M . Uma variedade semi-Riemanniana M é um par (M, g),
onde M é uma variedade diferenciável e g = ⟨ , ⟩ é um tensor métrico de
ı́ndice constante sobre M .

Como o ı́ndice de g é uma função semi-cont́ınua inferiormente de M em
ℕ, temos que ele é constante em toda componente conexa de M . No que
segue, para simplificar a notação, escrevemos M para o par (M, g), ⟨ , ⟩
para o tensor métrico g de M e � para seu ı́ndice.

Quando � = 0, M é simplesmente uma variedade Riemanniana; quando
� = 1, M é denominada uma variedade de Lorentz.

Sempre que p ∈ M e v, w ∈ TpM gerarem um subespaço 2−dimensional
não degenerado de TpM , segue do item (a) do lema 1.1 que ⟨v, v⟩⟨w,w⟩ −
⟨v, w⟩2 ∕= 0.

Definição 1.4. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p ∈ M e � ⊂
TpM um subespaço 2−dimensional não degenerado de TpM . O número

K(�) =
⟨R(v, w)v, w⟩

⟨v, v⟩⟨w,w⟩ − ⟨v, w⟩2

independe da base escolhida {v, w} de �, e é denominado curvatura seccional
de M em p, segundo �.

Definição 1.5. A variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional
constante quando, para cada p ∈ M , os números K(�) da definição acima
independerem do subespaço 2−dimensional não degenerado � de TpM .
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1.1 Variedades semi-Riemannianas

Aproximando subespaços 2−dimensionais degenerados � de TpM através
de subespaços não degenerados, pode-se mostrar que o fato de M ter cur-
vatura seccional constante determina seu tensor curvatura R. Mais precisa-
mente (cf. [34], corolário 3.43), se M tiver curvatura seccional constante c,
então

R(X, Y )Z = c
(
⟨X,Z⟩Y − ⟨Y, Z⟩X

)
, (1.1)

para todos X, Y, Z ∈ X(M).

Definição 1.6. Se M é uma variedade semi-Riemanniana, o tensor de Ricci
de M é definido por

Ric(X, Y ) = tr(Z 7→ R(X,Z)Y ), X, Y ∈ X(M).

Se p ∈ M e x ∈ TpM, ∣x∣ = 1, o número Ric(x, x) chama-se curvatura de
Ricci em p na direção de x.

Assim, se {E1, . . . , En} é um referencial ortonormal local em X(M), temos

Ric(X, Y ) =
n∑

i=1

�i⟨R(X,Ei)Y,Ei⟩,

para X, Y ∈ X(M), onde �i = ⟨Ei, Ei⟩.

Definição 1.7. A curvatura escalar de M é a função S : M → ℝ definida
por

S =
1

n(n− 1)

n∑

j=1

Ric(Ej, Ej) =
2

n(n− 1)

∑

i<j

K(Ei, Ej).

Definição 1.8. Seja M uma variedade de Lorentz. Uma aplicação � , que
associa a cada p ∈M um cone tipo-tempo �p em TpM , é suave quando, para
cada p ∈ M , existem uma vizinhança aberta U de p e V ∈ X(U), tais que
V (q) ∈ �q para todo q ∈ U . Caso uma tal aplicação � exista, diz-se que M é
temporalmente orientável.

Proposição 1.9. Uma variedade de Lorentz M é temporalmente orientável
se, e somente se, existir um campo vetorial tipo-tempo K ∈ X(M).
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1.2 Imersões isométricas

Demonstração. Se existe um campoK de vetores tipo-tempo sobreM , defina
�(p) = C(K(p)). Reciprocamente, seja � uma orientação temporal de M .
Como � é diferenciável, cada ponto p ∈M possui uma vizinhança U emM na
qual está definido um campo de vetores tipo-tempo KU , com KU(q) ∈ �(q),
para cada q ∈ U . Sejam agora {U�} uma tal cobertura de M , e {f�} uma
partição da unidade estritamente subordinada a {U�}. Então o campo

K =
∑

�

f�KU�

está bem definido sobre M ; além disso, pelo lema 1.2, temos que K é tipo-
tempo.

A proposição acima diz que não importa se nos referimos à função suave
� ou ao campo vetorial tipo-tempo K. Assim, sempre que M for tempo-
ralmente orientável, a escolha de uma aplicação � como acima, ou de um
campo vetorial tipo-tempo K a ela correspondente, será denominada uma
orientação temporal para M .

Sejam � uma orientação temporal para M , e V ∈ X(M). Se V (q) ∈ �q
(−V (q) ∈ �q) para todo q ∈ M , diz-se que V aponta para o futuro (aponta
para o passado). Pelo item (c) do lema 1.2, sendoK uma orientação temporal
para M , temos que um campo vetorial tipo-tempo V sobre M aponta para
o futuro (passado) se, e somente se, ⟨V,K⟩ < 0 (⟨V,K⟩ > 0).

1.2 Imersões isométricas

Sejam (Σn, g) uma variedade Riemanniana e (M
n+1

, g) uma variedade semi-

Riemanniana. Uma imersão isométrica  : Σn → M
n+1

é uma imersão tal
que  ∗g = g. Neste caso, é costume denotar (e assim o faremos) os tensores
métricos de Σ e M pelo mesmo śımbolo ⟨ , ⟩.

Dada  : Σn →M
n+1

imersão isométrica, dizemos que Σ é uma hipersu-
perf́ıcie de M . Se M é de Lorentz, Σ é dita uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço
de M .

Proposição 1.10. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço de uma variedade

de Lorentz temporalmente orientada M
n+1

. Então Σ admite um campo ve-
torial normal unitário (suave) N apontando para o futuro. Em particular, Σ
é orientável.
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1.2 Imersões isométricas

Demonstração. Fixe um campo K ∈ X(M) que dá a orientação temporal de
M , e observe que, para todo p ∈ Σ, o conjunto de todos os vetores tipo-tempo
v ∈ TpM é a união disjunta de C(K(p)) e C(−K(p)).

Tome, em cada p ∈ Σ, um vetor unitário N(p) ∈ TpΣ⊥. Desde que N(p)
é tipo-tempo, trocando N(p) por −N(p) se necessário, podemos supor que
N(p) ∈ C(K(p)). Deste modo, definimos unicamente um campo vetorial
normal unitário N sobre Σ apontando para o futuro. Resta-nos mostrar que
tal campo N é suave.

Para isso, fixe p ∈ Σ e tome um referencial móvel {ei} sobre uma vizi-
nhança aberta e conexa U de p em Σ. Então Ñ = K−

∑n
i=1⟨K, ei⟩ei é suave

e normal a Σ em U , com

⟨Ñ , Ñ⟩ = ⟨Ñ ,K⟩ = ⟨K,K⟩ −
n∑

i=1

⟨K, ei⟩2.

Mas ⟨K,K⟩ = ∑n
i=1⟨K, ei⟩2−⟨K,N⟩2, de modo que ⟨Ñ , Ñ⟩ = −⟨K,N⟩2 < 0.

Portanto, Ñ(q) ∈ C(K(q)) para cada q ∈ U , e N = Ñ
∣Ñ ∣

, suave.

Daqui por diante,  : Σn → M
n+1

sempre denotará uma imersão iso-
métrica de uma variedade Riemanniana n−dimensional em uma variedade
Riemanniana orientada ou de Lorentz temporalmente orientada, (n+1)−di-
mensional, estando o caso considerado em cada situação sempre claro no
contexto. Ainda com relação a notações, utilizamos D(Σ) para denotar o
anel das funções de classe C∞ (ou suaves) em Σ.

QuandoM
n+1

for Riemanniana, Σ será sempre assumida orientável. Como
a proposição acima torna essa hipótese desnecessária no caso de ambiente
Lorentziano temporalmente orientado, em qualquer caso Σ é orientada pela
escolha de um campo vetorial normal unitário N sobre a mesma.

Com relação a notação correspondente a uma imersão isométrica

 : Σn → M
n+1

, exceto pela métrica, objetos sem barra farão referência
a Σ, enquanto objetos com barra farão referência a M . Em particular, ∇ e
∇ denotarão as conexões de Levi-Civita, e R e R os tensores de curvatura
de Σ e M , respectivamente.

Para todos X, Y ∈ X(Σ), tem-se ∇XY = (∇XY )⊤, onde Z⊤ denota a
componente tangente de Z ∈ X(M). Assim,

∇XY = ∇XY + �(X, Y ),
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1.2 Imersões isométricas

onde � : X(Σ)× X(Σ)→ X
⊥(Σ) é a segunda forma fundamental da imersão

 . Desde que � é D(Σ)−bilinear e simétrica, definindo

⟨AX, Y ⟩ = ⟨�(X, Y ), N⟩

obtemos um campo A : X(Σ) → X(Σ) de operadores lineares auto-adjuntos
Ap : TpΣ→ TpΣ (p ∈ Σ), também denominados segundas formas fundamen-
tais (ou operadores de forma) de  . é imediato verificar que

AX = −∇XN e �(X, Y ) = �N⟨AX, Y ⟩N.

A proposição a seguir estabelece as equações fundamentais que relacionam
os tensores curvatura de Σ e M , e a segunda forma fundamental (para a sua
demonstração, veja [30] ou [34]).

Proposição 1.11. Seja  : Σn → M
n+1

uma imersão isométrica. Então,
para quaisquer campos de vetores X, Y, Z ∈ X(Σ), temos

(a) Equação de Gauss

R(X, Y )Z = (R(X, Y )Z)⊤ + �N
(
⟨AX,Z⟩AY − ⟨AY,Z⟩AX

)
. (1.2)

(b) Equação de Codazzi

(R(X, Y )N)⊤ = (∇XA)Y − (∇YA)X. (1.3)

Para ambientes de curvatura seccional constante tem-se o seguinte

Corolário 1.12. Seja  : Σn → M
n+1

c uma imersão isométrica de Σn em

um ambiente M
n+1

de curvatura seccional constante c, e X, Y, Z,W ∈ X(Σ).
Então

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = c
(
⟨X,Z⟩⟨Y,W ⟩ − ⟨X,W ⟩⟨Y, Z⟩

)

+ �N
(
⟨AX,Z⟩⟨AY,W ⟩ − ⟨AX,W ⟩⟨AY,Z⟩

)
.

(1.4)

e
(∇XA)Y = (∇YA)X. (1.5)
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1.3 Produtos warped semi-Riemannianos

1.3 Produtos warped semi-Riemannianos

Sejam Mn uma variedade Riemanniana conexa orientada n−dimensional,
I ⊂ ℝ um intervalo aberto e f : I → ℝ uma função suave positiva. Dada a

variedade produto M
n+1

= I × Mn, denotemos por �I e �M as projeções
canônicas sobre os fatores I e M , respectivamente. Munindo M com a
métrica

⟨v, w⟩p = �⟨(�I)∗v, (�I)∗w⟩+ (f ∘ �I(p))2 ⟨(�M)∗v, (�M)∗w⟩,

onde � = 1 ou � = −1, para todo p ∈M e para quaisquer v, w ∈ TpM , obte-
mos uma classe importante de variedades semi-Riemanniannas denominadas

produtos warped, e escrevemos M
n+1

= �I ×f M
n para denotá-los. O campo

K = f∂t = (f ∘ �I)∂t (1.6)

é conforme fechado (no sentido que sua 1-forma dual é fechada), pois

∇XK = f ′X,

para todo X ∈ X(M).

Quando � = 1, M
n+1

= I ×f M
n é uma variedade Riemanniana que é

denominada simplesmente produto warped Riemanniano.

Já no caso � = −1, Mn+1
= −I ×f M

n é uma variedade de Lorentz que
é denominada (seguindo a terminologia introduzida em [5]) espaço-tempo de
Robertson-Walker Generalizado (GRW). Em particular, quando M tem cur-

vatura seccional constante, M
n+1

= −I ×f M
n é denominado classicamente

espaço-tempo de Robertson-Walker (RW) (para maiores detalhes veja [5], [2],
ou ainda [34]). Os exemplos de espaços-tempo GRW listados abaixo podem
ser encontrados na seção 4 de [32].

1. O espaço de Minkowski.
Seja ℝ

n+1 munido com a métrica Lorentziana

⟨v, w⟩ =
n∑

i=1

viwi − vn+1wn+1.

Tal variedade é chamada espaço de Minkowski, e é denotada por Ln+1.
é claro que L

n+1 pode ser dada pelo produto warped −ℝ×f ℝ
n, onde

f ≡ 1. Pode-se ver que Ln+1 tem curvatura seccional constante e igual
a zero, sendo assim, um espaço-tempo RW.
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1.3 Produtos warped semi-Riemannianos

2. O espaço de de Sitter.
Seja S

n+1
1 ⊂ L

n+2 definido por

S
n+1
1 = {p ∈ L

n+2∣⟨p, p⟩ = 1}.

Utilizando a equação de Gauss, pode-se mostrar que Sn+1
1 , com a métrica

induzida pela inclusão i : Sn+1
1 →֒ L

n+2, é uma variedade de Lorentz
com curvatura seccional constante e igual a 1. Sn+1

1 é chamado espaço
de de Sitter. Agora, seja a ∈ L

n+1 tal que ⟨a, a⟩ = −1. Sejam
também � : Sn+1

1 → ℝ a projeção dada por �(p) = ⟨p, a⟩ e X(p) =
∇�(p) = a − ⟨p, a⟩p. O campo X é tipo-tempo e conforme fechado.
Assim, integrando a distribuição normal a X, garantimos a existência
de uma folheação de S

n+1
1 cujas folhas são as esferas umb́ılicas dadas

por ⟨p, a⟩ = � , � ∈ ℝ, com raio
√
1 + � 2. Então S

n+1
1 é isométrico a

−ℝ×cosh t S
n, onde S

n é a esfera euclidiana unitária.

Agora, sejam a ∈ L
n+1 tal que ⟨a, a⟩ = 0, � : Sn+1

1 → ℝ dada por
�(p) = ⟨p, a⟩, e Y (p) = ∇�(p) = a− ⟨p, a⟩p. O campo Y é tipo-tempo
e conforme fechado em

O = {p ∈ S
n+1
1 ∣⟨p, a⟩ ∕= 0}.

O steady state space é a componente conexa (aberta) de O dada por

ℋn+1 = {p ∈ S
n+1
1 ∣⟨p, a⟩ > 0}.

Novamente, integrando a distribuição normal a Y , garantimos a
existência de uma folheação deℋn+1 cujas folhas são as hipersuperf́ıcies
de ńıvel dadas por ⟨p, a⟩ = � , � ∈ ℝ

∗
+. Portanto, ℋn+1 é isométrico a

−ℝ ×et ℝ
n. Analogamente, se tomamos a ∈ S

n+1
1 tal que ⟨a, a⟩ = 1,

obtemos que o subconjunto aberto de S
n+1
1 dado por

{p ∈ S
n+1
1 ∣⟨p, a⟩ > 1}

é isométrico ao produto warped (0,+∞)×senh t ℍ
n.

3. O espaço anti-de Sitter.
Munindo ℝ

n+2 com a métrica

⟨v, w⟩ =
n∑

i=1

viwi − vn+1wn+1 − vn+2wn+2,
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1.3 Produtos warped semi-Riemannianos

obtemos a variedade semi-Riemanniana ℝ
n+2
2 . O espaço-tempo dado

por
ℍ

n+1
1 = {p ∈ ℍ

n+1
1 ∣⟨p, p⟩ = −1}

munido com a métrica induzida pela inclusão i : ℍ
n+1
1 →֒ ℝ

n+2
2 é

chamado espaço anti-de Sitter, e tem curvatura seccional constante
e igual a −1. Seja a ∈ ℍ

n+1
1 tal que ⟨a, a⟩ = −1. Pode-se mostrar

que Z(p) = a+ ⟨p, a⟩p é um campo tipo-tempo e conforme fechado no
subconjunto aberto de ℍ

n+1
1 dado por

O = {p ∈ ℍ
n+1
1 ∣⟨p, a⟩2 < 1}.

O conjunto O definido acima tem duas componentes conexas. Inte-
grando a distribuição normal a Z, o conjunto aberto O pode ser fo-
lheado por meio das hipersuperf́ıcies tipo-espaço totalmente umb́ılicas
⟨p, a⟩ = � , −1 < � < 1, ou seja, isométricas a duas cópias de espaços
hiperbólicos ℍn com curvatura constante − 1

1+�2
. Dáı obtemos que cada

componente conexa é isométrica a (−�
2
, �
2
)×cos t ℍ

n.

Segue da proposição 7.42 de [34] que um espaço-tempo GRW −I ×f M
n

tem curvatura seccional constante � se, e somente se, a fibra Riemanniana
M tem curvatura seccional constante � (isto é, −I ×f M

n é de fato um
espaço-tempo RW) e a função warping f satisfaz as equações diferenciais

f ′′

f
= � =

(f ′)2 + �

f 2
. (1.7)

Se  : Σn → −I ×f M
n é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um

espaço-tempo GRW, desde que

∂t = (∂/∂t)(t,x) , (t, x) ∈ −I ×f M
n,

é um campo vetorial tipo-tempo globalmente definido em M , então existe
um único campo normal tipo-tempo N globalmente definido em Σ que está
na mesma orientação temporal de ∂t. Do item (b) do lema 1.2 (desigualdade
de Cauchy-Schwarz invertida) temos

⟨N, ∂t⟩ ≤ −1 < 0 em Σ. (1.8)

Dizemos que o campo normal N acima é a aplicação de Gauss da hipersu-
perf́ıcie tipo-espaço Σ que aponta para o futuro.
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1.3 Produtos warped semi-Riemannianos

Agora, seja  : Σn → �I ×f M
n uma imersão isométrica, com campo

normal N e função altura ℎ. é claro que � = �N = ⟨N,N⟩ = �∂t = ⟨∂t, ∂t⟩.
Sejam também ∇ e ∇ os gradientes com respeito às métricas de M e Σ
respectivamente, e ℎ = (�I)∣Σ a função altura de Σ. Cálculos simples podem
mostrar que o gradiente de �I em M é dado por

∇�I = �⟨∇�I , ∂t⟩ = �∂t.

Dáı obtemos o gradiente de ℎ em Σ

∇ℎ = (∇�I)⊤ = �∂⊤t = �∂t − ⟨N, ∂t⟩N, (1.9)

e, portanto,
∣∇ℎ∣2 = �

(
1− ⟨N, ∂t⟩2

)
, (1.10)

onde ∣ ∣ denota a norma de um campo vetorial em Σ.
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Caṕıtulo 2

Curvaturas médias de ordem

superior

2.1 Transformações de Newton

Dada uma imersão isométrica  : Σn → M
n+1

, seja A o operador de forma
de  relativo à escolha um campo normal unitário N ∈ X

⊥(Σ) que determina
a orientação de Σ.

Associados a A temos os n invariantes algébricos Sr, 1 ≤ r ≤ n, dados
pela igualdade

det(tI − A) =
n∑

r=0

(−1)rSrt
n−r,

onde S0 = 0 por definição. Quando {ek} é uma base de TpΣ formada por
autovetores de Ap, com autovalores respectivamente iguais a {�k}, vê-se facil-
mente que

Sr = �r(�1, . . . , �n),

onde �r ∈ ℝ[X1, . . . , Xn] é o r-ésimo polinômio simétrico elementar nas n
indeterminadas X1, . . . , Xn.

A r-ésima curvatura média Hr da hipersuperf́ıcie tipo-espaço Σ é então
definida por (

n

r

)
Hr = �rNSr = �r(�N�1, . . . , �N�n).

20



2.1 Transformações de Newton

Em particular, quando r = 1,

H1 = �N
1

n

n∑

i=1

�i = �N
1

n
tr (A) = H

é a curvatura média extŕınseca de Σ.
As funções definidas acima satisfazem desigualdades algébricas que serão

muito úteis ao longo deste trabalho, denominadas desigualdades de Newton.
Uma prova das mesmas para números reais positivos pode ser encontrada
em [27]. Em [18], A. Caminha provou uma versão mais geral das mesmas,
juntamente com uma condição suficiente para a ocorrência da igualdade. Por
uma questão de completude, apresentamos aqui tal prova.

Lema 2.1. Se um polinômio f ∈ ℝ[X] possui k ≥ 1 ráızes reais, então sua
derivada f ′ possui pelo menos k − 1 ráızes reais. Em particular, se todas as
ráızes de f forem reais, então todas as ráızes de f ′ também serão reais.

Demonstração. Podemos supor k > 1. Sejam x1 < ⋅ ⋅ ⋅ < xl ráızes reais de
f , com multiplicidades respectivamente m1, . . . ,ml tais que m1+ ⋅ ⋅ ⋅ml = k.
Então cada xi é raiz de f ′ com multiplicidade mi − 1. Por outro lado, entre
xi e xi+1 há, pelo teorema de Rôlle, ao menos uma outra raiz de f ′, de modo
que contabilizamos pelo menos

(m1 − 1) + ⋅ ⋅ ⋅+ (ml − 1) + (l − 1) = k − 1

ráızes reais para f ′. O resto é imediato.

Proposição 2.2 ([18], proposição 3.2). Sejam n > 1 inteiro, e �1, . . . , �n
números reais. Defina, para 0 ≤ r ≤ n, Sr = �r(�1, . . . , �n) como acima, e

Hr =
(
n
r

)−1
Sr.

(a) Para 1 ≤ r < n, tem-se H2
r ≥ Hr−1Hr+1. Ademais, se a igualdade

ocorrer para r = 1, ou para 1 < r < n, com Hr+1 ∕= 0 neste último
caso, então �1 = . . . = �n.

(b) Se H1, H2, . . . , Hr > 0 para algum 1 < r ≤ n, então H1 ≥
√
H2 ≥

. . . ≥ r
√
Hr. Ademais, se a igualdade ocorrer para algum 1 ≤ j < r,

então �1 = . . . = �n.

(c) Se, para algum 1 ≤ r < n, tivermos Hr = Hr+1 = 0, então Hj = 0,
para todo r ≤ j ≤ n. Em particular, no máximo r−1 dos �i serão não
nulos neste caso.
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2.1 Transformações de Newton

Demonstração. Para provar (a) nós usamos indução sobre o número n > 1 de
reais. Para n = 2, a desigualdade H2

1 ≥ H0H2 equivale a (�1−�2)2 ≥ 0, com
igualdade se e só se �1 = �2. Suponha agora as desigualdades verdadeiras
para n − 1 números reais, com igualdade quando Hr+1 ∕= 0 se e só se todos
eles forem iguais. Dados n ≥ 3 reais �1, . . . , �n, seja

f(x) = (x+ �1) . . . (x+ �n) =
n∑

r=0

(
n

r

)
Hr(�i)x

n−r.

Então

f ′(x) =
n−1∑

r=0

(n− r)

(
n

r

)
Hr(�i)x

n−r−1.

Por outro lado, pelo lema 2.1, existem números reais 1, . . . , n−1 tais que

f ′(x) = n(x+ 1) ⋅ ⋅ ⋅ (x+ n−1) = n

n−1∑

r=0

Sr(i)x
n−1−r

=
n−1∑

r=0

n

(
n− 1

r

)
Hr(i)x

n−1−r.

Como (n− r)
(
n
r

)
= n

(
n−1
r

)
, comparando coeficientes correspondentes nós

obtemos Hr(�i) = Hr(i) para 0 ≤ r ≤ n − 1. Assim, segue da hipótese de
indução que, para 1 ≤ r ≤ n− 2,

H2
r (�i) = H2

r (i) ≥ Hr−1(i)Hr+1(i) = Hr−1(�i)Hr+1(�i).

Além disso, se tivermos a igualdade para os �i, com Hr+1(�i) ∕= 0, então
também a teremos para os i, com Hr+1(i) ∕= 0. Novamente pela hipótese
de indução, segue que 1 = ⋅ ⋅ ⋅ = n−1, e assim �1 = ⋅ ⋅ ⋅ = �n.

Para terminar, é suficiente provarmos que H2
n−1(�i) ≥ Hn−2(�i)Hn(�i),

com igualdade para Hn ∕= 0 se e só se todos os �i forem iguais. Se �i = 0
para algum 1 ≤ i ≤ n, a igualdade é óbvia. Senão, Hn ∕= 0 e

H2
n−1 ≥ Hn−2Hn ⇔

[(
n

n− 1

)−1 ∑

i

Hn

�i

]2

≥
[(

n

n− 2

)−1 ∑

i<j

Hn

�i�j

]
Hn

⇔ (n− 1)

(
∑

i

1

�i

)2

≥ 2n
∑

i<j

1

�i�j
.
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2.1 Transformações de Newton

Denotando �i = 1/�i, conclúımos que a última desigualdade acima é equi-
valente a

(n− 1)

(
n∑

i=1

�i

)2

≥ 2n
∑

i<j

�i�j.

Fazendo T (�i) = (n − 1) (
∑n

i=1 �i)
2 − 2n

∑
i<j �i�j, segue da desigualdade

de Cauchy-Schwarz que

T (�i) = n

(
n∑

i=1

�i

)2

−
(

n∑

i=1

�i

)2

− 2n
∑

i<j

�i�j

= n

⎡
⎣
(

n∑

i=1

�i

)2

− 2
∑

i<j

�i�j

⎤
⎦−

(
n∑

i=1

�i

)2

= n
n∑

i=1

�2
i −

(
n∑

i=1

�i

)2

≥ 0.

Também, temos igualdade nesse caso se e só se todos os �i (e então todos os
�i) forem iguais. Note que o argumento acima também prova que H2

1 = H2

se e só se todos os �i forem iguais, uma vez que T (�i) = n2(n− 1)[H2
1 (�i)−

H2(�i)].

Quanto a (b), observe que H1 ≥ H
1/2
2 segue de (a). Por outro lado, se

H1 ≥ H
1/2
2 ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ H

1/k
k para algum 2 ≤ k < r, então

H2
k ≥ Hk−1Hk+1 ≥ H

k−1

k

k Hk+1,

ou ainda H
1/k
k ≥ H

1/(k+1)
k+1 . Segue agora imediatamente que, se H

1/k
k =

H
1/(k+1)
k+1 para algum 1 ≤ k < r, então H2

k = Hk−1Hk+1. Portanto, o item (a)
fornece �1 = ⋅ ⋅ ⋅ = �n.

Finalmente, para provar (c) suponha, sem perda de generalidade, que
r < n− 1. Desde que Hr = Hr+1 = 0, temos a igualdade na desigualdade de
Newton

H2
r+1 ≥ HrHr+2.

Se Hr+2 ∕= 0, segue de (a) que �1 = ⋅ ⋅ ⋅ = �n = �. Assim, Hr = 0 ⇒
� = 0, donde segue que Hr+2 = 0, uma contradição. Logo, Hr+2 = 0 e,
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2.1 Transformações de Newton

analogamente, Hj = 0 para r ≤ j ≤ n. Resta agora notar que o polinômio
f(x) do item (a) é, nesse caso, simplesmente

f(x) =
n∑

j=0

Sjx
n−j =

r−1∑

j=0

Sjx
n−j.

Para 0 ≤ r ≤ n definimos o r-ésimo operador de Newton Pr em Σn por
P0 = I (operador identidade) e, para 1 ≤ r ≤ n, pela recorrência

Pr = �rNSrI − �NAPr−1.

Uma indução trivial mostra que

Pr = �rN(SrI − Sr−1A+ Sr−2A
2 − ⋅ ⋅ ⋅+ (−1)rAr), (2.1)

donde o teorema de Cayley-Hamilton nos dá Pn = 0. Além disso, desde que
Pr é um polinômio em A para todo r, ele é também auto-adjunto e comuta
com A. Portanto, toda base que diagonaliza A em p ∈ Σ também diagonaliza
todos os Pr em p. Sendo {ei} uma tal base e denotando por Ai a restrição
de A a ⟨ei⟩⊥ ⊂ TpΣ, pode-se mostrar que

det(tI − Ai) =
n−1∑

k=0

(−1)kSk(Ai)t
n−1−k,

onde
Sk(Ai) =

∑

1≤j1<...<jk≤n

j1,...,jk ∕=i

�j1 ⋅ ⋅ ⋅�jk .

Quando r = 2, H2 define uma quantidade geométrica que está relacionada
com a curvatura escalar S da hipersuperf́ıcie. Por exemplo, se o ambiente M
tem curvatura seccional constante �, segue da equação (1.4) que

S = �+ �H2. (2.2)

Com as notações acima, é ainda imediato verificar que Prei = �rNSr(Ai)ei,
e também que (cf. lema 2.1 de [6])

Sr(Ai) = Sr − �iSr−1(Ai); (2.3)
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2.1 Transformações de Newton

tr(Pr) = �rN

n∑

i=1

Sr(Ai) = �rN(n− r)Sr; (2.4)

tr(APr) = �rN

n∑

i=1

�iSr(Ai) = �rN(r + 1)Sr+1; (2.5)

tr(A2Pr) = �rN

n∑

i=1

�2iSr(Ai) = �rN(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2). (2.6)

Para X ∈ X(Σ) e 1 ≤ r ≤ n− 1 vale ainda (cf. fórmula (3.6) de [2])

n∑

i=1

⟨(∇XA )(Ei), PrEi⟩ = tr
(
Pr ∘ ∇XA

)
= �

(
n

r + 1

)
⟨∇Hr+1, X⟩. (2.7)

Um ponto p ∈ Σ é dito eĺıptico se os autovalores �k de Ap forem todos
positivos ou todos negativos.

O lema abaixo, que é devido a L. J. Aĺıas, A. Brasil Jr. e A. G. Colares,
versa sobre a existência de pontos eĺıpticos em espaços-tempo GRW.

Lema 2.3 ([2], lema 5.4). Sejam M
n+1

= −I×fM
n um espaço-tempo GRW

e  : Σn → M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço, com campo normal N e
função altura ℎ. Suponha que f ′(ℎ(p)) ∕= 0, onde p ∈ Σ é um mı́nimo local
de f ∘ ℎ. Então p é um ponto eĺıptico de Σ.

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, que N aponta
para o futuro, isto é, ⟨N, ∂t⟩ ≤ −1. Seja u = f 2 ∘ ℎ. é claro que o ponto p
também é um mı́nimo local para u. Então

∇u(p) = 0 e Hess up(v, v) ≥ 0,

para todo v ∈ TpΣ. Como consequência de (1.9) temos

∇u = 2ff ′∇ℎ = −2f ′K⊤. (2.8)

Além disso, para todo V ∈ X(Σ), temos

∇VK
⊤ = ∇V

(
K + ⟨N,K⟩N

)
= ∇VK +∇V

(
⟨N,K⟩N

)

= f ′V + ⟨N,K⟩∇VN + V ⟨N,K⟩N
= f ′V − ⟨N,K⟩AV + V ⟨N,K⟩N,
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2.1 Transformações de Newton

donde obtemos

Hessu(V, V ) = ⟨∇V (∇u), V ⟩ = −2V (f ′)⟨V,K⊤⟩ − 2f ′⟨∇VK
⊤, V ⟩

= −2V (f ′)⟨V,K⊤⟩ − 2f ′⟨f ′V − ⟨N,K⟩AV, V ⟩
= −2V (f ′)⟨V,K⊤⟩ − 2f ′2∣V ∣2 + 2f ′⟨N,K⟩⟨AV, V ⟩.

Mas de (2.8) segue que K⊤(p) = 0, e de (1.10) temos ⟨N,K⟩(p) = −f(ℎ(p)).
Assim,

0 ≤ 1

2
Hessup(v, v) = −f ′2(ℎ(p))∣v∣2 − f ′(ℎ(p))f(ℎ(p))⟨Apv, v⟩ (2.9)

Agora, se f ′(ℎ(p)) > 0 e {ek} é uma base de TpΣ formada por autovetores
de Ap, com autovalores respectivamente iguais a {�k}, podemos concluir de
(2.9) que

�k ≤
−f ′
f

(ℎ(p)) < 0.

Quando f ′(ℎ(p)) < 0 obtemos, de modo análogo,

�k ≥
−f ′
f

(ℎ(p)) > 0.

Portanto, p é um ponto eĺıptico.

Os lemas seguintes serão de grande importância ao longo deste trabalho.
O primeiro é devido a J. L. Aĺıas e A. G. Colares, e o segundo a J. L. M.
Barbosa e A. G. Colares.

Lema 2.4 ([3], lema 3.2). Seja Σn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa
em um espaço-tempo GRW. Se H2 > 0, então P1 é positivo definido (para
uma escolha apropriada de N).

Demonstração. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos H2 ≥ H2 > 0.
Podemos supor entãoH > 0 com uma escolha apropriada de N . Mas n2H2 =∑n

i=1 �
2
i+n(n−1)H2 > �2j , para todo j = 1, . . . , n. Dáı S1(Aj) = nH+�j > 0

para todo j = 1, . . . , n, ou seja, P1 é positivo definido.

Lema 2.5 ([6], proposição 3.2). Seja Σn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço

imersa em um um ambiente LorentzianoM
n+1

. Suponha que existe um ponto
eĺıptico p ∈ Σ. Se Hr+1 é positivo em Σ, para algum r ∈ {1, . . . , n−1}, então
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2.1 Transformações de Newton

Pj é positivo definido em Σ, para todo j ∈ {1, . . . , r} (para uma escolha
apropriada de N). Em particular, Hj > 0 em Σ, para todo j ∈ {1, . . . , r}.
Além disso, valem

Hj−1 ≥ H
(j−1)/j
j (2.10)

e
H ≥ H

1/j
j , (2.11)

para todo j = 1, . . . , r + 1. Se j ≥ 2, então ocorre a igualdade nas de-
sigualdades (2.10) e (2.11) somente nos pontos umb́ılicos, ou seja, quando
�1 = . . . = �n.

Demonstração. é suficiente mostrar que Hj é positivo para j = 1, . . . , r − 1,
desde que o restante é consequência imediata da proposição 2.2.

Não há perda de generalidade em supor �1 ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ �n < 0. Por con-
tinuidade, a negatividade dos autovalores se estende a um aberto U ⊂ Σ

contendo p. Em particular, Hj > 0 e Hj(Ai) =
(
n
j

)−1
(−1)jSj(Ai) > 0

em U , para 1 ≤ i, j ≤ n. Agora, fixe 1 ≤ i ≤ n e seja Uj o maior sub-
conjunto conexo de Σ, contendo U e no qual Hj(Ai) > 0. Afirmamos que
Un ⊂ Un−1 ⊂ ⋅ ⋅ ⋅ ⊂ U1. De fato, definindo V = U1 ∩ . . . ∩ Uk, é suficiente
provarmos que V = Uk, para 1 ≤ k ≤ n. Como V ⊂ Uk é aberto, e Uk é
aberto e conexo, basta provarmos que ∂V ⊂ ∂Uk. Mas, em decorrência do
item (b) da proposição 2.2, temos

H1(Ai) ≥ H2(Ai)
1/2 ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ Hk(Ai)

1/k (2.12)

em V , e tais desigualdades continuam válidas em ∂V por continuidade. Se
q ∈ ∂V ∩ Uk, segue dáı que Hj(Ai) > 0 em q, para 1 ≤ j ≤ k. Portanto,
q ∈ V , o que é uma contradição.

Para provar que Uj = Σ, para 1 ≤ j ≤ r, é suficiente então provarmos que
Ur = Σ. Uma vez que Ur é aberto e conexo, basta provarmos que ∂Ur = ∅.
Suponha o contrário, isto é, considere q ∈ ∂Ur. Então Hr(Ai) = 0 em q, e
segue de (2.12) que Hj(Ai) ≥ 0, para 1 ≤ j ≤ r. Por outro lado, tem-se em
q

Sr+1 = �iSr(Ai) + Sr+1(Ai) = Sr+1(Ai),

de modo que Hr+1(Ai) = Hr+1 > 0 em q. Do item (a) da proposição 2.2
obtemos, em q,

0 = Hr(Ai)
2 ≥ Hr−1Hr+1,
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2.1 Transformações de Newton

donde Hr−1(Ai) = 0 em q. Portanto, agora pelo item (c) da proposição 2.2,
temos Hj(Ai) = 0, para r − 1 ≤ j ≤ n, o que entra em contradição com
o fato de Hr+1(Ai) ser positivo em q. Como i foi fixado arbitrariamente, a
proposição está demonstrada.

Associado a cada Pr temos o operador diferencial linear de segunda ordem
Lr : D(Σ)→ D(Σ), dado por

Lr(u) = tr(Pr ∘ Hessu).

Em particular, L0(u) = tr(Hess u) = Δu. Quando M é uma variedade
Riemanniana de curvatura seccional constante, H. Rosenberg provou em [36]
que

Lr(u) = div(Pr∇u)
onde div denota a divergência de um campo vetorial sobre Σn. Apresentamos
aqui a prova dada por H. Rosenberg, notando que a mesma também é válida
quando M é de Lorentz.

Proposição 2.6. Sejam  : Σn → M
n+1

uma imersão isométrica, com
campo normal unitário N e � = ⟨N,N⟩, onde M tem ı́ndice � ≤ 1. Se M
tem curvatura seccional constante, então Lr(u) = div(Pr∇u), para qualquer
u ∈ D(Σ).

Demonstração. é suficiente provar que

tr(X 7→ ∇PrXY ) = tr(X 7→ ∇XPrY ), (2.13)

para todo Y ∈ X(Σ). Com efeito, sendo p ∈ Σ e � uma base de TpΣ, temos

tr(Hessu ∘ Pr) =
∑

X∈�

Hessu(PrX,X) =
∑

X∈�

⟨∇PrX∇u,X⟩

e

div(Pr∇u) = tr(X 7→ ∇XPr∇u) =
∑

X∈�

⟨∇XPr∇u,X⟩.

Afirmamos agora que se (2.13) for válida para um campo Y , então também
será válida para o campo �Y , qualquer que seja � ∈ D(Σ). De fato, sendo
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2.1 Transformações de Newton

p ∈ Σ e {vi} uma base de TpΣ formada por autovetores de Pr com autovalores
�i, então

n∑

i=1

⟨∇Prvi�Y, vi⟩ =
n∑

i=1

(�⟨∇PrviY, vi⟩+ (Prvi)(�)⟨Y, vi⟩)

=
n∑

i=1

(�⟨∇PrviY, vi⟩+ (�ivi)(�)⟨Y, vi⟩)

=
n∑

i=1

(�⟨∇PrviY, vi⟩+ vi(�)⟨Y, �ivi⟩)

e

n∑

i=1

⟨∇viPr�Y, vi⟩ =
n∑

i=1

(�⟨∇viPrY, vi⟩+ vi(�)⟨PrY, vi⟩)

=
n∑

i=1

(�⟨∇viPrY, vi⟩+ vi(�)⟨Y, Prvi⟩)

=
n∑

i=1

(�⟨∇viPrY, vi⟩+ vi(�)⟨Y, �ivi⟩) .

Assim, basta provarmos que (2.13) é válida para Y = e1, onde {ei} é um
referencial ortonormal em uma vizinhança U de p ∈ Σ, geodésico em p e que
diagonaliza A em p.

Por indução, suponha (2.13) válida para r− 1. Como os ei diagonalizam
também Pr−1, digamos Pr−1ei = �iei, temos em p

tr(X 7→ ∇PrXe1) =
n∑

i=1

⟨∇Preie1, ei⟩ =
n∑

i=1

⟨∇�ieie1, ei⟩ = 0,

donde basta mostrar que tr(X 7→ ∇XPre1) = 0 em p. Mas Pr = �rSrI −
�APr−1, dáı

tr(X 7→ ∇XPre1) = �r tr(X 7→ ∇XSre1)− � tr(X 7→ ∇XPr−1Ae1),

e basta mostrar que, em p, vale

�r tr(X 7→ ∇XSre1) = � tr(X 7→ ∇XPr−1Ae1).
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2.1 Transformações de Newton

Usando a hipótese de indução obtém-se

� tr(X 7→ ∇XPr−1Ae1) = �

n∑

i=1

⟨∇eiPr−1Aei, ei⟩ = �

n∑

i=1

⟨∇Pr−1eiAe1, ei⟩

= �

n∑

i=1

⟨∇�ieiAe1, ei⟩ = �

n∑

i=1

⟨∇eiAe1, �iei⟩

= �
n∑

i=1

⟨∇eiAe1, Pr−1ei⟩ = �

n∑

i=1

⟨Pr−1∇eiAe1, ei⟩.

Agora, como M tem curvatura seccional constante, a equação de Codazzi
(1.5) nos dá, em p,

∇eiAe1 = (∇eiA) e1 = (∇e1A) ei = ∇e1Aei,

pois o referencial, neste ponto, é geodésico. Então, utilizando (2.7), obtemos,
em p,

� tr(X 7→ ∇XPr−1Ae1) = �
n∑

i=1

⟨Pr−1∇e1Aei, ei⟩

= � tr(Pr−1∇e1A) = � ⋅ �r+1⟨∇Sr, e1⟩ = �r⟨∇Sr, e1⟩.

Por outro lado, em p,

�r tr(X 7→ ∇XSre1) = �r
n∑

i=1

⟨∇eiSre1, ei⟩ = �r
n∑

i=1

ei⟨Sre1, ei⟩

= �re1(Sr) = �r⟨∇Sr, e1⟩.

Para concluir a indução, falta o caso r = 1. Como P1 = �(S1I − A),
precisamos mostrar que

tr(X 7→ ∇XAe1) = tr(X 7→ ∇XS1e1).

Mas,

tr(X 7→ ∇XAe1) =
n∑

i=1

⟨∇eiAe1, ei⟩ =
n∑

i=1

⟨∇e1Aei, ei⟩

=
n∑

i=1

e1⟨∇Aei, ei⟩ = e1

n∑

i=1

⟨∇Aei, ei⟩ = e1(S1)
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e

tr(X 7→ ∇XS1e1) =
n∑

i=1

⟨∇eiS1e1, ei⟩ =
n∑

i=1

ei⟨S1e1, ei⟩

= e1⟨S1e1, e1⟩ = e1(S1),

o que completa a demonstração.

2.2 As fórmulas para Lr (⟨N,K⟩)
O caso Lorentziano do lema abaixo é devido a L. J. Aĺıas e A. G. Colares (cf.
lema 8.1 de [3]). Seguindo os mesmos passos da prova dada pelos autores
supracitados, contemplamos também o caso Riemanniano, que será utilizado
no último caṕıtulo deste trabalho.

Lema 2.7. Seja  : Σn → �I ×f M
n uma imersão isométrica, com campo

normal unitário N e função altura ℎ. Considere o campo K = f∂t. Então,
para cada r = 0, . . . , n− 1, temos

Lr(⟨N,K⟩) = −�
{(

n

r + 1

)
⟨∇Hr+1, K⟩+ f ′(ℎ)crHr+1

+

(
n

r + 1

)
⟨N,K⟩(nH1Hr+1 − (n− r − 1)Hr+2)

+ ⟨N,K⟩
(
tr(Pr ∘RN) +

f ′′

f
(ℎ)crHr

)}
.

(2.14)

onde RN : X(Σ)→ X(Σ) é o operador definido por

RN(X) = (RN(N,X)N)⊤

e

cr = (n− r)

(
n

r

)
= (r + 1)

(
n

r + 1

)

Demonstração. Seja {E1, . . . , En} um referencial ortonormal local em Σ.
Como Pr é simétrico, segue da definição de Lr que

Lr(⟨N,K⟩) =
n∑

i=1

⟨∇Ei
∇⟨N,K⟩, PrEi⟩.
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Para X ∈ X(Σ) temos

X⟨N,K⟩ = ⟨∇XN,K⟩+ ⟨N,∇XK⟩
= ⟨−AX,K⟩+ ⟨N, f ′(ℎ)X⟩
= ⟨−AX,K⟩,

donde
∇⟨N,K⟩ = −A(K⊤),

onde K⊤ = K − �⟨N,K⟩N é a componente tangencial do campo K. Dáı
segue que

∇X∇⟨N,K⟩ = −∇XA(K
⊤).

Por outro lado

(∇XA)(K
⊤) = ∇XA(K

⊤)− A(∇XK
⊤),

logo
∇X∇⟨N,K⟩ = −(∇XA)(K

⊤)− A(∇XK
⊤).

Agora, pela equação de Codazzi temos

(R(X,K⊤)N)⊤ = (∇XA)(K
⊤)− (∇K⊤A)(X)

de modo que

∇X∇⟨N,K⟩ = −(R(X,K⊤)N)⊤ − (∇K⊤A)(X)− A(∇XK
⊤).

Mas

∇XK
⊤ = ∇X

(
K − �⟨N,K⟩N

)
= ∇XK − �∇X

(
⟨N,K⟩N

)

= f ′(ℎ)X − �⟨N,K⟩∇XN − �X⟨N,K⟩N
= f ′(ℎ)X + �⟨N,K⟩AX − �X⟨N,K⟩N,

o que acarreta
∇XK

⊤ = f ′(ℎ)X + �⟨N,K⟩AX. (2.15)

Assim

∇X∇⟨N,K⟩ = −(R(X,K⊤)N)⊤ − (∇K⊤A)(X)− f ′(ℎ)AX − �⟨N,K⟩A2X,
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2.2 As fórmulas para Lr (⟨N,K⟩)

e portanto,

Lr(⟨N,K⟩) = −
n∑

i=1

⟨R(Ei, K
⊤)N,PrEi⟩

−
n∑

i=1

⟨(∇K⊤A)(Ei), PrEi⟩

− f ′(ℎ)
n∑

i=1

⟨AEi, PrEi⟩

− �⟨N,K⟩
n∑

i=1

⟨A2Ei, PrEi⟩.

(2.16)

Ademais, de (2.5) e (2.6) obtém-se

tr(APr) = �crHr+1 (2.17)

e

tr(A2Pr) =

(
n

r + 1

)(
nH1Hr+1 − (n− r − 1)Hr+2

)
. (2.18)

Agora, substituindo (2.7), (2.17) e (2.18) em (2.16) chegamos a

Lr(⟨N,K⟩) = −
n∑

i=1

⟨R(Ei, K)N,PrEi⟩ − �

(
n

r + 1

)
⟨∇Hr+1, K⟩

− �f ′(ℎ)crHr+1 − �

(
n

r + 1

)
⟨N,K⟩⋅

⋅
(
nH1Hr+1 − (n− r − 1)Hr+2

)
.

(2.19)

Para U ∈ X(M), podemos escrever

U = U∗ + �⟨U, ∂t⟩∂t
onde U∗ = (�M)∗U é a projeção do campo U sobre a fibra M . Então

R(U, V )W = R(U∗, V ∗)W ∗ + �
{
⟨U, ∂t⟩R(∂t, V ∗)W ∗ + ⟨V, ∂t⟩R(U∗, ∂t)W ∗

+⟨W,∂t⟩R(U∗, V ∗)∂t + ⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩⟨W,∂t⟩R(∂t, ∂t)∂t
}

+⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩R(∂t, ∂t)W ∗ (2.20)

+⟨V, ∂t⟩⟨W,∂t⟩R(U∗, ∂t)∂t
+⟨U, ∂t⟩⟨W,∂t⟩R(∂t, V ∗)∂t.
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Por outro lado, para U, V ∈ X(M) temos

⟨U∗, V ∗⟩ = ⟨U − �⟨U, ∂t⟩∂t, V − �⟨V, ∂t⟩∂t⟩
= ⟨U, V ⟩ − �⟨U, ∂t⟩⟨V, ∂t⟩.

Assim, utilizando a proposição 7.42 de [34], obtém-se

R(U∗, V ∗)∂t = 0;

R(U∗, ∂t)W
∗ = −�⟨U∗,W ∗⟩f ′′

f
(ℎ)∂t = −�

(
⟨U,W ⟩ − �⟨U, ∂t⟩⟨W,∂t⟩

)
f ′′

f
(ℎ)∂t;

R(∂t, V
∗)W ∗ = �⟨V ∗,W ∗⟩f ′′

f
(ℎ)∂t = �

(
⟨V,W ⟩ − �⟨V, ∂t⟩⟨W,∂t⟩

)
f ′′

f
(ℎ)∂t;

R(U∗, ∂t)∂t = �f
′′

f
(ℎ)U∗ = �f

′′

f
(ℎ)

(
U − �⟨U, ∂t⟩∂t

)
;

R(∂t, V
∗)∂t = −�f

′′

f
(ℎ)V ∗ = −�f ′′

f
(ℎ)(V − �⟨V, ∂t⟩∂t);

R(∂t, ∂t) = 0;

R(U∗, V ∗)W ∗ = RM(U∗, V ∗)W ∗ − �

(
f ′

f
(ℎ)

)2{(
⟨U,W ⟩ − �⟨U, ∂t⟩⟨W,∂t⟩

)
⋅

⋅V ∗ −
(
⟨V,W ⟩ − �⟨V, ∂t⟩⟨W,∂t⟩

)
U∗

}
.

Substituindo as equações acima em (2.20) e fazendo os devidos cancela-
mentos chegamos a

R(U, V )W = RM(U∗, V ∗)W ∗ − � ((log f)′(ℎ))
2
(⟨U,W ⟩V − ⟨V,W ⟩U)

−(log f)′′(ℎ)⟨W,∂t⟩ (⟨U, ∂t⟩V − ⟨V, ∂t⟩U)
−(log f)′′(ℎ) (⟨U,W ⟩⟨V, ∂t⟩ − ⟨U, ∂t⟩⟨V,W ⟩) ∂t. (2.21)

Dáı, uma vez que K∗ = 0 e ⟨N,X⟩ = 0, segue que

R(X,K)N = �
(
(log f)′(ℎ)

)2⟨N,K⟩X
− (log f)′′(ℎ)⟨N, ∂t⟩

(
⟨X, ∂t⟩K − ⟨K, ∂t⟩X

)

+ (log f)′′(ℎ)⟨X, ∂t⟩⟨N,K⟩∂t.

Além disso, temos

⟨X, ∂t⟩⟨K,N⟩∂t = ⟨X, ∂t⟩⟨f(ℎ)∂t, N⟩∂t
= ⟨X, ∂t⟩⟨N, ∂t⟩f(ℎ)∂t
= ⟨X, ∂t⟩⟨N, ∂t⟩K,
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e também

⟨N, ∂t⟩⟨K, ∂t⟩X = ⟨N, ∂t⟩⟨f(ℎ)∂t, ∂t⟩X
= ⟨N, f(ℎ)∂t⟩⟨∂t, ∂t⟩X
= �⟨N,K⟩X.

Portanto,

R(X,K)N = �
(
(log f)′(ℎ)

)2⟨N,K⟩X
+ (log f)′′(ℎ)

{
− ⟨N, ∂t⟩⟨X, ∂t⟩K + �⟨N,K⟩X

+ ⟨X, ∂t⟩⟨N, ∂t⟩K
}
,

e dáı

R(X,K)N = �
{(

(log f)′(ℎ)
)2⟨N,K⟩X + (log f)′′(ℎ)⟨N,K⟩X

}

= �
{(

(log f)′(ℎ)
)2

+ (log f)′′(ℎ)
}
⟨N,K⟩X

= �
f ′′

f
(ℎ)⟨N,K⟩X.

Agora, como K = K⊤ + �⟨N,K⟩N , temos

R(X,K⊤)N = R
(
X,K − �⟨N,K⟩N

)
N

= R(X,K)N − �⟨N,K⟩R(X,N)N

= R(X,K)N + �⟨N,K⟩R(N,X)N

= �
f ′′

f
(ℎ)⟨N,K⟩X + �⟨N,K⟩R(N,X)N

= �⟨N,K⟩
(
f ′′

f
(ℎ)X +R(N,X)N

)
,

donde
n∑

i=1

⟨R(Ei, K
⊤)N,PrEi⟩ = �⟨N,K⟩

{
f ′′

f
(ℎ)

n∑

i=1

⟨PrEi, Ei⟩

+
n∑

i=1

⟨R(N ,Ei)N,PrEi ⟩
}
.

Então podemos concluir que

n∑

i=1

⟨R(Ei, K
⊤)N,PrEi⟩ = �⟨N,K⟩

(
f ′′

f
(ℎ)tr(Pr) + tr(Pr ∘RN)

)
,
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onde RN : X(Σ)→ X(Σ) é o operador definido por

RN(X) = (RN(N,X)N )⊤.

Observando que trPr = crHr, e substituindo a identidade acima em (2.19),
finalizamos a demonstração do lema.

O caso Lorentziano do resultado abaixo é o corolário 8.2 de [3].

Corolário 2.8. Seja  : Σn → �I ×f M
n uma imersão isométrica, com

campo normal unitário N e função altura ℎ. Considere o campo K = f∂t.
Então

Δ(⟨N,K⟩) = −�
{
n⟨∇H,K⟩+ nHf ′(ℎ) + ⟨N,K⟩∣A∣2

+ ⟨N,K⟩(RicM(N∗, N∗) + �(n− 1)(log f)′′(ℎ)∣∇ℎ∣2)
}
.

Demonstração. Observando que tr(RN) = Ric(N,N) e fazendo r = 0 em
(2.16) obtém-se

Δ⟨N,K⟩ = −�
{
n⟨∇H,K⟩+ nf ′(ℎ)H

+ ⟨N,K⟩
(
n2H2 − n(n− 1)H2

)

+ ⟨N,K⟩
(
Ric(N,N) +

f ′′

f
(ℎ)

)}
.

(2.22)

A fórmula seguinte relaciona os tensores de Ricci deM eM (veja corolário
7.43 de [34])

Ric(X, Y ) = RicM(X∗, Y ∗)− �
{
n
(
(log f)′(ℎ)

)2
+ (log f)′′(ℎ)

}
⟨X, Y ⟩

− (n− 1)(log f)′′(ℎ)⟨X, ∂t⟩⟨Y, ∂t⟩.
Dáı segue que

Ric(N,N) + n
f ′′

f
(ℎ) = RicM(N∗, N∗)− �

{
n
(
(log f)′(ℎ)

)2
+ (log f)′′(ℎ)

}
⋅

⋅ ⟨N,N⟩ − (n− 1)(log f)′′(ℎ)⟨N, ∂t⟩2 + n
f ′′

f
(ℎ)

= RicM(N∗, N∗)−
{
n
(
(log f)′(ℎ)

)2
+ (log f)′′(ℎ)

}

− (n− 1)(log f)′′(ℎ)
(
1− �∣∇ℎ∣2

)
+ n

f ′′

f
(ℎ)

= RicM(N∗, N∗) + �(n− 1)(log f)′′(ℎ)∣∇ℎ∣2.
Finalmente, desde que n2H2 − n(n− 1)H2 = ∣A∣2, segue o resultado.
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Observe agora que, utilizando (2.21), para X ∈ X(Σ) temos

R(N,X)N = RM(N∗, X∗)N∗ − �
(
(log f)′(ℎ)

)2(⟨N,N⟩X − ⟨X,N⟩N
)

− (log f)′′(ℎ)⟨N, ∂t⟩
(
⟨N, ∂t⟩X − ⟨X, ∂t⟩N

)

− (log f)′′(ℎ)
(
⟨N,N⟩⟨X, ∂t⟩ − ⟨N, ∂t⟩⟨X,N⟩

)
∂t

= RM(N∗, X∗)N∗ −
(
(log f)′(ℎ)

)2
X

− (log f)′′(ℎ)⟨N, ∂t⟩
(
⟨N, ∂t⟩X − ⟨X, ∂t⟩N

)

− �(log f)′′(ℎ)⟨X, ∂t⟩∂t
= RM(N∗, X∗)N∗ −

{(
(log f)′(ℎ)

)2
+ (log f)′′(ℎ)⟨N, ∂t⟩2

}
X

+ (log f)′′(ℎ)⟨N, ∂t⟩⟨X, ∂t⟩N − �(log f)′′(ℎ)⟨X, ∂t⟩∂t
= RM(N∗, X∗)N∗ −

{(
(log f)′(ℎ)

)2

+ (log f)′′(ℎ)(1− �∣∇ℎ∣2)
}
X − (log f)′′(ℎ)⟨X,∇ℎ⟩∂t

+ �(log f)′′(ℎ)⟨N, ∂t⟩⟨X,∇ℎ⟩N
= RM(N∗, X∗)N∗ −

{(
(log f)′(ℎ)

)2

+ (log f)′′(ℎ)(1− �∣∇ℎ∣2)
}
X − �(log f)′′(ℎ)⟨X,∇ℎ⟩∇ℎ

= RM(N∗, X∗)N∗ −
(
f ′′

f
(ℎ)− �(log f)′′(ℎ)∣∇ℎ∣2)

)
X

− �(log f)′′(ℎ)⟨X,∇ℎ⟩∇ℎ.

Logo

tr(Pr ∘RN) +
f ′′

f
(ℎ)crHr =

n∑

i=1

⟨RN(Ei), PrEi⟩+
f ′′

f
(ℎ)crHr

=
n∑

i=1

{
⟨RM(N∗, E∗i )N

∗, PrEi⟩

− �(log f)′′(ℎ)
〈
⟨Ei,∇ℎ⟩∇ℎ, PrEi

〉}

−
n∑

i=1

(
f ′′

f
(ℎ)− �(log f)′′(ℎ)∣∇ℎ∣2)

)
⋅

⋅ ⟨Ei, PrEi⟩+
f ′′

f
(ℎ)crHr,
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de modo que

tr(Pr ∘RN) +
f ′′

f
(ℎ)crHr =

n∑

i=1

⟨RM(N∗, E∗i )N
∗, PrEi⟩

− �(log f)′′(ℎ)⟨Pr∇ℎ,∇ℎ⟩

−
(
f ′′

f
(ℎ)− �(log f)′′(ℎ)∣∇ℎ∣2)

)
crHr

+
f ′′

f
(ℎ)crHr

=
n∑

i=1

⟨RM(N∗, E∗i )N
∗, PrEi⟩

+ �(log f)′′(ℎ)
{
crHr∣∇ℎ∣2

− ⟨Pr∇ℎ,∇ℎ⟩
}
.

(2.23)

Mas, se M tem curvatura seccional constante � ou n = dimM = 2, então

(
RM(N∗, X∗)N∗

)⊤
= �

(
⟨N∗, N∗⟩M(X∗)⊤ − ⟨N∗, X∗⟩M(N∗)⊤

)
.

Ademais,

(N∗)⊤ = N∗ − �⟨N∗, N⟩N
= N∗ − �⟨N − �⟨N, ∂t⟩∂t, N⟩N
= N∗ −N + ⟨N, ∂t⟩2N
= −�⟨N, ∂t⟩∂t + ⟨N, ∂t⟩2N
= −⟨N, ∂t⟩

(
�∂t − ⟨N, ∂t⟩N

)

= −⟨N, ∂t⟩∇ℎ,

(2.24)

(X∗)⊤ = X∗ − �⟨X∗, N⟩N
= X − �⟨X, ∂t⟩∂t − �⟨X − �⟨X, ∂t⟩∂t, N⟩N
= X − �⟨X, ∂t⟩∂t + ⟨X, ∂t⟩⟨N, ∂t⟩N
= X − ⟨X,∇ℎ⟩∂t + �⟨X,∇ℎ⟩⟨N, ∂t⟩N
= X − �⟨X,∇ℎ⟩(�∂t − ⟨N, ∂t⟩N)

= X − �⟨X,∇ℎ⟩∇ℎ,

(2.25)
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2.2 As fórmulas para Lr (⟨N,K⟩)

⟨N∗, N∗⟩M =
1

f 2(ℎ)
(⟨N,N⟩ − �⟨(�I)∗N, (�I)∗N⟩I)

=
1

f 2(ℎ)
(�− �⟨−⟨N, ∂t⟩∂t,−⟨N, ∂t⟩∂t⟩I)

=
1

f 2(ℎ)
�(1− ⟨N, ∂t⟩2)

=
1

f 2(ℎ)
∣∇ℎ∣2

(2.26)

e

⟨N∗, X∗⟩ = 1

f 2(ℎ)
(⟨N,X⟩ − �⟨(�I)∗N, (�I)∗N⟩I)

=
1

f 2(ℎ)
(−�⟨−⟨N, ∂t⟩∂t,−⟨X, ∂t⟩∂t⟩I)

= − 1

f 2(ℎ)
⟨N, ∂t⟩⟨X,∇ℎ⟩.

(2.27)

Portanto,

(
RM(N∗, X∗)N∗

)⊤
=

�

f 2(ℎ)
∣∇ℎ∣2(X − �⟨X,∇ℎ⟩∇ℎ)

− �

f 2(ℎ)
⟨N, ∂t⟩2⟨X,∇ℎ⟩∇ℎ

=
�

f 2(ℎ)

{
∣∇ℎ∣2X − �⟨X,∇ℎ⟩∣∇ℎ∣2∇ℎ

− ⟨N, ∂t⟩2⟨X,∇ℎ⟩∇ℎ
}

=
�

f 2(ℎ)

{
∣∇ℎ∣2X − �⟨X,∇ℎ⟩∣∇ℎ∣2∇ℎ

− (1− �∣∇ℎ∣2)⟨X,∇ℎ⟩∇ℎ
}

=
�

f 2(ℎ)

{
∣∇ℎ∣2X − ⟨X,∇ℎ⟩∇ℎ

}
,
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2.2 As fórmulas para Lr (⟨N,K⟩)

e substituindo a equação acima em (2.23) obtém-se

tr(Pr ∘RN) +
f ′′

f
(ℎ)crHr =

n∑

i=1

�

f 2(ℎ)
⟨∣∇ℎ∣2Ei − ⟨Ei,∇ℎ⟩∇ℎ, PrEi⟩

+�(log f)′′(ℎ)
(
crHr∣∇ℎ∣2 − ⟨Pr∇ℎ,∇ℎ⟩

)

=
�

f 2(ℎ)

(
∣∇ℎ∣2 tr(Pr)− ⟨Pr∇ℎ,∇ℎ⟩

)
(2.28)

+�(log f)′′(ℎ)
(
crHr∣∇ℎ∣2 − ⟨Pr∇ℎ,∇ℎ⟩

)

=

(
�

f 2(ℎ)
+ �(log f)′′(ℎ)

){
crHr∣∇ℎ∣2

−⟨Pr∇ℎ,∇ℎ⟩
}
.

Temos então o corolário abaixo (veja corolário 8.4 de [3] para o caso
Lorentziano).

Corolário 2.9. Sejam �I×f M
n um produto warped cuja fibra Riemanniana

Mn tem curvatura seccional constante �, e  : Σn → �I ×f M
n uma imersão

isométrica com campo normal unitário N e função altura ℎ. Considere o
campo K = f∂t. Então, para cada r = 0, . . . , n− 1, temos

Lr(⟨N,K⟩) = −�
{(

n

r + 1

)
⟨∇Hr+1, K⟩+ f ′(ℎ)crHr+1

+

(
n

r + 1

)
⟨N,K⟩(nH1Hr+1 − (n− r − 1)Hr+2)

+ ⟨N,K⟩
(

�

f 2(ℎ)
+ �(log f)′′(ℎ)

)
⋅

⋅
(
crHr∣∇ℎ∣2 − ⟨Pr∇ℎ,∇ℎ⟩

)}
,

Para o caso n = 2 a hipótese de curvatura constante pode ser retirada,
como afirma o corolário abaixo (para o caso Lorentziano veja corolário 8.3
de [3]).

Corolário 2.10. Seja  : Σ2 → �I ×f M
2 uma imersão isométrica com

campo normal unitário N e função altura ℎ. Então

L1(⟨N,K⟩) = −�
{
⟨∇H2, K⟩+ 2f ′(ℎ)H2 + 2⟨N,K⟩H1H2

+ ⟨N,K⟩
(
�
KM ∘ �
f 2(ℎ)

+ (log f)′′(ℎ)

)
⟨A∇ℎ,∇ℎ⟩

}
,
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2.3 A fórmula para Lr(ℎ)

onde � = �M ∘ : Σ→M2 e KM é a curvatura Gaussiana da fibra Rieman-
niana M2.

Demonstração. De (2.16) temos

L1(⟨N,K⟩) = −�
{
⟨∇H2, K⟩+ 2f ′(ℎ)H2 + 2⟨N,K⟩H1H2

+ ⟨N,K⟩
(
tr(P1 ∘RN) +

f ′′

f
(ℎ)c1H1

)}
.

Substituindo (2.28) na expressão acima obtemos

L1(⟨N,K⟩) = −�
{
⟨∇H2, K⟩+ 2f ′(ℎ)H2 + 2⟨N,K⟩H1H2 + ⟨N,K⟩⋅

⋅
(
�M ∘ �
f 2(ℎ)

+ �(log f)′′(ℎ)

)(
c1H1∣∇ℎ∣2 − ⟨P1∇ℎ,∇ℎ⟩

)}
.

Mas

c1H1∣∇ℎ∣2 − ⟨P1∇ℎ,∇ℎ⟩ = 2H1∣∇ℎ∣2 − ⟨2H1∇ℎ− �A∇ℎ,∇ℎ⟩
= �⟨A∇ℎ,∇ℎ⟩,

donde segue o resultado.

2.3 A fórmula para Lr(ℎ)

O caso Lorentziano do lema abaixo também é devido a L. J. Aĺıas e A. G.
Colares (cf. lema 4.1 de [3]).

Lema 2.11. Sejam  : Σn → �I×fM
n uma imersão isométrica, com campo

normal unitário N e função altura ℎ, e g uma primitiva de f . Então, para
cada r = 0, . . . , n− 1, temos

Lr(ℎ) = �
{
(log f)′(ℎ)

(
crHr − �⟨Pr∇ℎ,∇ℎ⟩

)
+ ⟨N, ∂t⟩crHr+1

}
(2.29)

e
Lr(g(ℎ)) = �cr

{
f ′(ℎ)Hr + ⟨N,K⟩Hr+1

}
, (2.30)

onde, como antes, K = f∂t.
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2.3 A fórmula para Lr(ℎ)

Demonstração. Dado X ∈ X(Σ) temos

⟨∇g(ℎ), X⟩ = d(g ∘ ℎ)X = g′(ℎ)dℎX = g′(ℎ)⟨∇ℎ,X⟩,

donde, utilizando (1.9), obtemos

∇g(ℎ) = g′(ℎ)∇ℎ = �f(ℎ)∂⊤t = �K⊤.

Mas (2.15) nos dá

∇XK
⊤ = f ′(ℎ)X + �⟨N,K⟩AX.

Logo
∇X(∇g(ℎ)) = �f ′(ℎ)X + ⟨N,K⟩AX, (2.31)

e, portanto,

Lr(g(ℎ)) = tr
(
Pr ∘ Hess(g(ℎ))

)

= tr
(
Hess(g(ℎ)) ∘ Pr

)

= �f ′(ℎ) tr(Pr) + ⟨N,K⟩ tr(APr)

= �cr
{
f ′(ℎ)Hr + ⟨N,K⟩Hr+1

}
.

Por outro lado,

∇X(∇ℎ) = ∇X

(
1

f(ℎ)
∇g(ℎ)

)

=
1

f(ℎ)
(�f ′(ℎ)X + ⟨N,K⟩AX) +X

(
1

f(ℎ)

)
�f(ℎ)∂⊤t

= �
f ′

f
(ℎ)X + ⟨N, ∂t⟩AX −

f ′

f
(ℎ)⟨∇ℎ,X⟩∇ℎ

= �(log f)′(ℎ) (X − �⟨∇ℎ,X⟩∇ℎ) + ⟨N, ∂t⟩AX,
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2.4 Algumas versões do prinćıpio do máximo

e dáı segue que

Lr(ℎ) = tr
(
Pr ∘ Hess(ℎ)

)

= tr
(
Hess(ℎ) ∘ Pr

)

=
n∑

i=1

⟨∇PrEi
∇ℎ,Ei⟩

= �(log f)′(ℎ)

{
tr(Pr)− �

n∑

i=1

⟨⟨∇ℎ, PrEi⟩∇ℎ,Ei⟩
}

+ ⟨N, ∂t⟩ tr(APr)

= �(log f)′(ℎ)

{
tr(Pr)− �

n∑

i=1

⟨∇ℎ, ⟨Pr∇ℎ,Ei⟩Ei⟩
}

+ ⟨N, ∂t⟩ tr(APr)

= �
{
(log f)′(ℎ)

(
crHr − �⟨Pr∇ℎ,∇ℎ⟩

)
+ ⟨N, ∂t⟩crHr+1

}
.

2.4 Algumas versões do prinćıpio do máximo

Esta seção tem por objetivo introduzir as ferramentas anaĺıticas que serão
necessárias ao longo deste trabalho.

Daqui por diante, denotamos por ℒ1(Σ) o espaço das funções integráveis
a Lebesgue em Σ.

Começamos com a seguinte proposição, que é uma extensão do teorema
de Stokes para variedades Riemannianas completas e não compactas, devida
a S. T. Yau [41].

Proposição 2.12. Sejam Σ uma variedade Riemanniana n−dimensional
completa, não compacta, orientada, e ! uma (n − 1)−forma diferencial in-
tegrável definida em Σ. Então existe uma sequência de domı́nios Bi ⊂ Σ tal
que Σ = ∪i≥1Bi, Bi ⊂ Bi+1 e

lim
i→∞

∫

Bi

d! = 0.

Fazendo ! = �∇gdΣ, onde g : Σ → ℝ é uma função suave, �∇g é a
contração na direção do gradiente de g e dΣ é o elemento de volume de Σ,
Yau estabeleceu a seguinte extensão do teorema de Hopf
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2.4 Algumas versões do prinćıpio do máximo

Lema 2.13. Sejam Σn uma variedade Riemanniana n−dimensional, com-
pleta e orientada, e u : Σ→ ℝ uma função suave. Se u é subharmônica (ou
superharmônica) e ∣∇u∣ ∈ ℒ1(Σ), então u é harmônica.

Seguindo as mesmas ideias utilizadas por Yau na demonstração do lema
2.13, A. Caminha, P. Sousa e F. Camargo, em [15], estenderam tal lema

Proposição 2.14. Seja X um campo suave definido em uma variedade Rie-
manniana n−dimensional Σ completa, não compacta e orientada. Suponha
que divX não muda de sinal em Σ e ∣X∣ ∈ ℒ1(Σ). Então divX = 0.

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, que divX ≥
0 em Σ. Seja ! a (n − 1)−forma diferencial em Σ dada por ! = �XdΣ,
isto é, a contração de dΣ na direção do campo vetorial X ∈ X(Σ). Se
{e1, . . . , en} é um referencial ortonormal em um aberto U ⊂ Σ, com formas
duais {!1, . . . , !n}, então

�XdΣ =
n∑

i=1

(−1)i−1⟨X, ei⟩!1 ∧ . . . ∧ !̂i ∧ . . . ∧ !n.

Desde que as (n− 1)−formas !1 ∧ . . .∧ !̂i ∧ . . .∧!n são ortornormais em
Ωn−1(M), temos

∣!∣2 =
n∑

i=1

⟨X, ei⟩2 = ∣X∣2.

Dáı ∣!∣ ∈ ℒ1(Σ) e d! = d(�XdΣ) = (divX)dΣ. Portanto, pela proposição 2.12,
existe uma sequência de domı́nios Bi ⊂ Σ tal que Σ = ∪i≥1Bi, Bi ⊂ Bi+1 e

∫

Bi

(divX)dΣ =

∫

Bi

d!
i−→ 0.

Mas desde que divX ≥ 0 em Σ, segue que divX = 0.

Ainda em [15], como consequência da proposição anterior, os autores
citados acima provaram a seguinte extensão do lema 2.13

Lema 2.15. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa, imersa em
um espaço tempo RW de curvatura seccional constante, com segunda forma
fundamental limitada. Se u : Σ → ℝ é uma função suave tal que ∣∇u∣ ∈
ℒ1(Σ) e Lru não muda de sinal em Σ, então Lru = 0 em Σ.
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2.4 Algumas versões do prinćıpio do máximo

Demonstração. Se A é a segunda forma fundamental de Σ, então seus auto-
valores são funções cont́ınuas em Σ. Segue de (2.1) que ∣Pr∣ é limitada em Σ
se ∣A∣ é limitada em Σ. Portanto, deve existir uma constante c > 0 tal que
∣Pr∣ ≤ c em Σ, e assim

∣Pr∇u∣ ≤ ∣Pr∣ ∣∇u∣ ≤ c∣∇u∣ ∈ ℒ1(Σ).

Como Lru = div(Pr∇u) não muda de sinal em Σ, a proposição 2.14 nos dá
Lru = 0 em Σ.

O lema abaixo é devido a H. Omori e S. T. Yau. De fato, em [33], H.
Omori mostrou que tal resultado é verdadeiro quando Σ tem curvatura sec-
cional limitada inferiormente. Posteriormente, em [40], S. T. Yau mostrou
que o resultado ainda é verdadeiro substituindo a limitação inferior da cur-
vatura seccional pela limitação inferior da curvatura de Ricci. Omitimos a
demonstração do lema de Omori-Yau por ser muito extensa e fugir dos obje-
tivos deste trabalho, mas uma demonstração detalhada do mesmo pode ser
encontrada em [9].

Lema 2.16. Sejam Σn uma variedade Riemanniana n−dimensional com-
pleta, cuja curvatura de Ricci é limitada inferiormente, e u : Σ → ℝ uma
função suave que também é limitada inferiormente em Σ. Então existe uma
sequência de pontos {pk} em Σ tal que

lim
k→∞

u(pk) = inf
Σ
u, lim

k→∞
∣∇u(pk)∣ = 0 e lim

k→∞
△u(pk) ≥ 0.

Utilizamos também a seguinte generalização do lema 2.16, devida a A.
Caminha e H. F. de Lima. Também omitiremos a demonstração de tal re-
sultado pelas mesmas razões descritas anteriormente.

Lema 2.17. (Corolário 3.4 de [21]) Sejam Σn uma variedade Riemanniana
n−dimensional, com curvatura seccional KΣ ≥ 0, imersa isometricamente

em uma variedade semi-Riemanniana (n+1)−dimensional M
n+1

, e u : Σ→
ℝ uma função suave limitada inferiormente. Se Pr é positivo semi-definido
e Hr é limitado superiormente, então existe uma sequência de pontos (pk)k≥1
em Σ tal que

(i) u(pk) < inf
Σ
u+ 1

k
;

(ii) ∣∇u(pk)∣ < 1
k
;

(iii) Lr(u)(pk) > − 1
k
.
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Caṕıtulo 3

Hipersuperf́ıcies tipo-espaço

totalmente geodésicas em

espaços-tempo GRW

Em [16], F. E. C. Camargo e H. F. de Lima obtiveram teoremas de carac-
terização de hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas no espaço anti-de Sitter,
impondo uma limitação no ângulo hiperbólico da imersão ou a integrabilidade
da norma do gradiente da função altura. Neste caṕıtulo, generalizamos tais
teoremas para um espaço GRW satisfazendo a condição forte de convergência
nula. Além disso, obtemos um teorema que estima o ı́ndice mı́nimo de nuli-
dade relativa em espaços RW.

3.1 Condição de Convergência Nula

De acordo com a notação estabelecida por S. Montiel em [32], dizemos que um

espaço-tempo GRW M
n+1

= −I ×f M
n satisfaz a condição de convergência

nula se
RicM ≥ (n− 1) sup

I
(f 2(log f)′′)⟨ , ⟩M , (3.1)

onde RicM e ⟨ , ⟩M são, respectivamente, o tensor de Ricci e a métrica Rie-
manniana de M induzida pela métrica Lorentziana de M . Se vale

KM ≥ sup(f 2(log f)′′), (3.2)

ondeKM denota a curvatura seccional deM , diz-se queM satisfaz a condição
forte de convergência nula. é claro que se M satisfaz (3.2), então também
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3.1 Condição de Convergência Nula

satisfaz (3.1). Além disso, se a curvatura seccional de M é constante, então
(3.2) é satisfeita se, e somente se, (3.1) é satisfeita.

Agora, sejam  : Σn → −I ×f M
n uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço,

X ∈ X(Σ) e {E1, ⋅ ⋅ ⋅ , En} referencial ortonormal local de X(Σ). Segue de
(1.2) que a curvatura de Ricci de Σ é dada por

Ric(X,X) =
n∑

i=i

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩+ nH⟨AX,X⟩+ ⟨AX,AX⟩

=
n∑

i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩+
∣∣∣∣AX +

nH

2
X

∣∣∣∣
2

− n2H2

4
∣X∣2.

Dáı temos

Ric(X,X) ≥
n∑

i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ −
n2H2

4
∣X∣2. (3.3)

Assim, se a curvatura média H é limitada, então Ric(X,X) é limitado infe-

riormente se, e somente se,
n∑

i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ é limitado inferiormente.

Para simplificar a notação, omitimos as composições com a função altura
ℎ. De (2.21) temos

R(X,Ei)X = RM(X∗, E∗i )X
∗ + ((log f)′)2(∣X∣2Ei − ⟨X,Ei⟩X)

− (log f)′′⟨X, ∂t⟩(⟨X, ∂t⟩Ei − ⟨Ei, ∂t⟩X)

− (log f)′′(⟨Ei, ∂t⟩∣X∣2 − ⟨X, ∂t⟩⟨Ei, X⟩)∂t,
(3.4)

onde E∗i = (�M)∗Ei e X
∗ = (�M)∗X. Então

n∑

i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ =
n∑

i=1

⟨RM(X∗, E∗i )X
∗, E∗i ⟩

+ (n− 1)((log f)′)2∣X∣2
− (n− 2)(log f)′′⟨X, ∂t⟩2
− (log f)′′∣∇ℎ∣2∣X∣2.

(3.5)

Por outro lado, segue da definição de ⟨ , ⟩ que

⟨RM(X∗, E∗i )X
∗, E∗i ⟩ = f 2KM(X∗, E∗i )(∣X∗∣2M ∣E∗i ∣2M − ⟨X∗, E∗i ⟩2M). (3.6)
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3.1 Condição de Convergência Nula

Mas observe que

⟨X∗, X∗⟩M =
1

f 2
⟨X∗, X∗⟩

=
1

f 2
⟨X + ⟨X, ∂t⟩∂t, X + ⟨X, ∂t⟩∂t⟩

=
1

f 2
(∣X∣2 + ⟨X, ∂t⟩2),

e, analogamente,

⟨X∗, E∗i ⟩M =
1

f 2
(⟨X,Ei⟩+ ⟨X, ∂t⟩⟨Ei, ∂t⟩)

e

⟨E∗i , E∗i ⟩M =
1

f 2
(1 + ⟨Ei, ∂t⟩2).

Logo

∣X∗∣2M ∣E∗i ∣2M − ⟨X∗, E∗i ⟩2M =
1

f 4

{
∣X∣2 + ∣X∣2⟨Ei, ∂t⟩2 + ⟨X, ∂t⟩2

− ⟨X,Ei⟩2 − 2⟨X,Ei⟩⟨Ei, ∂t⟩⟨X, ∂t⟩
}
.

Supondo que é satisfeita a condição forte de convergência nula (3.2), e
substituindo a equação acima em (3.6), obtém-se

n∑

i=1

⟨RM(X∗, E∗i )X
∗, E∗i ⟩ ≥ (log f)′′

{
(n− 1)∣X∣2 + (n− 2)⟨X, ∂t⟩2

+ ∣X∣2∣∇ℎ∣2
}
.

(3.7)

Portanto, agora substituindo (3.7) em (3.5), chegamos a

n∑

i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ ≥ (log f)′′
{
(n− 1)∣X∣2 + (n− 2)⟨X, ∂t⟩2

+ ∣X∣2∣∇ℎ∣2
}
+ (n− 1)((log f)′)2∣X∣2

− (n− 2)(log f)′′⟨X, ∂t⟩2 − (log f)′′∣∇ℎ∣2∣X∣2

= (n− 1)
f ′′

f
∣X∣2.

Então segue a proposição abaixo.
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3.2 Caracterização de hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas

Proposição 3.1. Sejam M
n+1

= −I ×f M
n um espaço-tempo GRW satis-

fazendo a condição forte de convergência nula (3.2), e  : Σn → M
n+1

uma
hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa, com curvatura média H limitada. Se
f ′′

f
é limitada inferiormente em Σ, então a curvatura de Ricci de Σ também

é limitada inferiormente.

Observação 3.2. Pela equação (1.7) podemos ver facilmente que espaços-
tempo GRW com curvatura seccional constante satisfazem a condição forte
de convergência nula (3.2) e, dessa forma, a proposição 3.1 garante que toda
hipersuperf́ıcie tipo-espaço com curvatura média limitada em tais espaços
tem curvatura de Ricci limitada inferiormente.

3.2 Caracterização de hipersuperf́ıcies total-

mente geodésicas

Para o que segue, uma região do tipo

[t1, t2]×Mn = {(t, q) ∈ −I ×f M
n : t1 ≤ t ≤ t2}

contida em um espaço tempo GRW −I ×f M
n será denominada região tem-

poralmente limitada.

Observação 3.3. Se a hipersuperf́ıcie completa com curvatura média lim-
itada  : Σn → −I ×f M

n está contida em uma região temporalmente

limitada, então é claro que f ′′

f
é limitada. Ademais, se o espaço-tempo GRW

satisfaz (3.2), então segue da proposição 3.1 que a curvatura de Ricci de Σ é
limitada inferiormente.

Teorema 3.4. SejamM
n+1

= −I×fM
n um espaço-tempo GRW que satizfaz

a condição forte de convergência nula (3.2), e  : Σn → M
n+1

uma hiper-
superf́ıcie tipo-espaço, completa e máxima, contida em uma região temporal-
mente limitada de M . Se ∣∇ℎ∣ é limitada em Σ, então existe uma sequência
de pontos (pk)k≥1 em Σ tal que limk→∞ ∣A∣(pk) = 0. Em particular, se H2 é
constante, então Σ é totalmente geodésica.

Demonstração. Suponha que Σ está orientada pela aplicação de Gauss N
que aponta para o futuro, isto é, ⟨N, ∂t⟩ ≤ −1. Seja � = f(ℎ)⟨N, ∂t⟩. Pelo
corolário 2.8 temos

Δ� = �
(
RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′∣∇ℎ∣2 + ∣A∣2

)
.
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3.2 Caracterização de hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas

Da condição forte de convergência nula segue que

RicM(N∗, N∗) ≥ (n− 1)f 2(log f)′′⟨N∗, N∗⟩M
= (n− 1)(log f)′′∣∇ℎ∣2,

onde na última igualdade utilizamos a equação (2.26). Assim,

Δ� ≤ �∣A∣2 ≤ 0.

Temos também

∣�∣ = f ∣⟨N, ∂t⟩∣ ≤ f⟨N, ∂t⟩2 = f(1 + ∣∇ℎ∣2). (3.8)

Como f é limitada em Σ, pois a hipersuperf́ıcie está contida em uma região
temporalmente limitada, e ∣∇ℎ∣ é limitada em Σ, a equação (3.8) acarreta
� também limitada em Σ. Dessa forma, estamos em condições de aplicar o
lema 2.16 à função �, o que garante a existência de uma sequência de pontos
(pk) em Σ tal que

lim
k→∞

�(pk) = inf
Σ
�, lim

k→∞
∣∇�(pk)∣ = 0 e lim

k→∞
△�(pk) ≥ 0.

Consequentemente, temos

0 ≤ lim
k→∞

Δ�(pk) ≤ lim
k→∞

(
�∣A∣2

)
(pk) ≤ 0.

Agora, desde que lim
k→∞

�(pk) = inf
Σ
� < 0, chegamos a

lim
k→∞

∣A∣2(pk) = lim
k→∞

1

�
(pk) ⋅ lim

k→∞

(
�∣A∣2

)
(pk) = 0.

Além disso, temos

∣A∣2 = n2H2 − n(n− 1)H2.

Assim, na presença da hipótese H ≡ 0, H2 constante torna ∣A∣ também
constante. Portanto, ∣A∣ ≡ 0, ou seja, Σ é totalmente geodésica.

Teorema 3.5. SejamM
n+1

= −I×fM
n um espaço-tempo GRW que satizfaz

a condição forte de convergência nula (3.2), e  : Σn → M
n+1

uma hiper-
superf́ıcie tipo-espaço, completa e máxima, contida em uma região temporal-
mente limitada de M . Suponha que a norma da segunda forma fundamental
A de  é limitada. Se ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), então Σ é totalmente geodésica.
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3.3 Estimando a nulidade relativa em espaços-tempo RW

Demonstração. Mais uma vez, seja N a aplicação de Gauss de Σ que aponta
para o futuro. Considere X = ∇(f⟨N, ∂t⟩). Uma vez que o campo K = f∂t
é conforme fechado, para qualquer Y ∈ X(Σ) temos

⟨∇⟨N,K⟩, Y ⟩ = Y (⟨N,K⟩)
= ⟨∇YN,K⟩+ ⟨N,∇YK⟩
= −⟨K,AY ⟩+ f ′⟨Y,N⟩
= −f⟨A(∂⊤t ), Y ⟩.

Logo
∣X∣ = ∣fA(∂⊤t )∣ ≤ f ∣A∣∣∇ℎ∣.

Consequentemente, desde que f e ∣A∣ são limitados, e ∣∇ℎ∣ é integrável a
Lebesgue em Σ, conclúımos que X tem norma integrável a Lebesgue em Σ.

Por outro lado, do corolário 2.8 e utilizando a condição forte de con-
vergência nula (3.2), obtém-se

Δ (f⟨N, ∂t⟩) = f⟨N, ∂t⟩
(
RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′∣∇ℎ∣2 + ∣A∣2

)

≤ f⟨N, ∂t⟩∣A∣2 ≤ 0,

Logo, pelo lema 2.13, podemos concluir que Δ (f⟨N, ∂t⟩) = 0. Dáı ∣A∣ ≡
0, ou seja, Σ é totalmente geodésica.

3.3 Estimando a nulidade relativa em espaços-

tempo RW

Seja  : Σn → −I ×f M
n uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço, com segunda

forma fundamental A. De acordo com a notação estabelecida em [24], para
p ∈ Σ, o espaço de nulidade relativa de Σ em p, que será denotado por Δ(p),
é o conjunto

Δ(p) = {v ∈ TpΣ; v ∈ ker(Ap)},
onde ker(Ap) denota o núcleo de Ap. O ı́ndice de nulidade relativa de Σ em
p, denotado por �(p), é a dimensão de Δ(p), isto é,

�(p) = dim (Δ(p)) ,

e o ı́ndice mı́nimo de nulidade relativa �0 de Σ é definido por

�0 = min
p∈Σ

�(p).
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3.3 Estimando a nulidade relativa em espaços-tempo RW

Nosso próximo resultado estabelece uma estimativa para o ı́ndice mı́nimo
de nulidade relativa no caso de hipersuperf́ıcies tipo-espaço completas r-
máximas, isto é, com Hr+1 = 0, em um espaço tempo RW.

Teorema 3.6. Seja  : Σn → −I ×f M
n uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço,

completa e r-máxima, contida em uma região temporalmente limitada de um
espaço-tempo RW de curvatura seccional constante. Suponha que a segunda
forma fundamental de  é limitada e que Hr+2 não muda de sinal em Σ. Se
∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), então �0 ≥ n− r.

Demonstração. Como estamos supondo que o espaço-tempo RW ambiente
−I ×f M

n tem curvatura seccional constante, as equações (1.7) verificam

�

f 2(ℎ)
− (log f)′′(ℎ) ≡ 0,

onde � é a curvatura seccional da fibra RiemannianaMn. Dáı, pelo corolário
2.9, temos

Lr (f(ℎ)⟨N, ∂t⟩) = −(n− r)

(
n

r

)
Hr+2f(ℎ)⟨N, ∂t⟩.

Assim, o fato de Hr+2 não mudar de sinal em Σ assegura que Lr (f(ℎ)⟨N, ∂t⟩)
também não muda de sinal em Σ. Consequentemente, desde que por hipótese
temos ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), o lema 2.15 nos dá Lr (f(ℎ)⟨N, ∂t⟩) = 0 em Σ, e dáı
obtemos Hr+2 = 0 em Σ.

Por outro lado, uma vez que Σ é r-máxima, temos Hr+1 = 0 em Σ. Então
segue do item (c) da proposição 2.2 queHj = 0 para todo j ≥ r+1. Portanto,
�0 ≥ n− r.

Observação 3.7. O caso r = 0 do teorema 3.6 corresponde ao teorema 3.5
quando o ambiente é um espaço-tempo RW de curvatura seccional constante.
Neste sentido, o teorema 3.6 pode ser visto como uma extensão natural do
teorema 3.5 para o contexto de curvaturas médias de ordem superior.

Para o próximo corolário, necessitamos da seguinte proposição (veja pro-
posição 1.2 de [11]).

Proposição 3.8. Seja  : Σn → S
n+1
1 uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço, com

curvatura média constante, e duas curvaturas principais distintas com mul-
tiplicidades constantes e iguais a 1 e n − 1. Então Σ é uma hipersuperf́ıcie
de rotação.
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3.3 Estimando a nulidade relativa em espaços-tempo RW

Corolário 3.9. Seja  : Σn → S
n+1
1 uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço, com-

pleta e 1-máxima, contida em uma região temporalmente limitada. Suponha
que Σ tem curvatura média constante H ∕= 0 e que H3 não muda de sinal em
Σ. Se ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), então Σ é uma hipersuperf́ıcie de rotação.

Demonstração. Pelo teorema 3.6 temos �0 ≥ n− 1. Desde que ∣A∣2 = n2H2

e H ∕= 0, devemos ter, de fato, �0 = n − 1. Portanto, o operador de forma
A possui dois autovalores distintos com multiplicidades iguais a n − 1 e 1.
Então segue da proposição 3.8 que Σ é uma hipersuperf́ıcie de rotação.

Um espaço-tempo RW −I ×f M
n é estático quando a função warping

f é constante. Neste caso, podemos supor, sem perda de generalidade, que
f ≡ 1. Seguindo as ideias de A. Caminha [19] e usando o modelo RW estático
do espaço de Minkowski

L
n+1 ≃ −ℝ× ℝ

n,

obtemos a seguinte extensão fraca do teorema de Calabi-Bernstein (veja [14],
para n ≤ 4, e [23], para n qualquer)

Teorema 3.10. Seja  : Σn → −I ×Mn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço
completa, imersa em um espaço-tempo RW estático de curvatura seccional
constante, com segunda forma fundamental limitada. Suponha que, para al-
gum r = 0, . . . , n − 2, Hr+1 e Hr+2 não mudam de sinal. Se ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ),
então �0 ≥ n−r. Além disso, se o espaço ambiente é Ln+1 e Hr não se anula
em Σ, então por todo ponto de Σ passa um hiperplano (n− r)−dimensional
de L

n+1 contido em Σ.

Demonstração. Pelo lema 2.11 temos

Lrℎ = −(n− r)

(
n

r

)
Hr+1⟨N, ∂t⟩.

Dáı, a hipótese que Hr+1 não muda de sinal em Σ garante que Lrℎ também
não muda de sinal em Σ. Consequentemente, como estamos mais uma vez
supondo ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), o lema 2.15 implica Hr+1 = 0 em Σ. De modo
análogo Hr+2 = 0 em Σ. Novamente utilizando o item (c) da proposição 2.2,
conclúımos que Hj = 0 para todo j ≥ r + 1, e dáı �0 ≥ n− r.

Agora, suponha que o espaço-tempo RW é o espaço de Minkowski Ln+1.
Invocando o teorema 5.3 de [24] (veja também [26]), que é devido a D. Ferus,
a distribuição de nulidade relativa p 7→ Δ(p) é suave e integrável, com folhas
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3.3 Estimando a nulidade relativa em espaços-tempo RW

completas e totalmente geodésicas em Σ e em L
n+1. Portanto, o resultado

segue da caracterização das subvariedades completas e totalmente geodésicas
de L

n+1 como hiperplanos tipo-espaço.

Corolário 3.11. Seja  : Σn → −I ×Mn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço
completa, imersa em um espaço-tempo RW estático de curvatura seccional
constante �, com segunda forma fundamental limitada. Suponha que a cur-
vatura média H não muda de sinal e que a curvatura escalar S satisfaz S ≤ �
ou S ≥ �. Se ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), então Σ é totalmente geodésica. Além disso, se
o ambiente é o espaço de Minkowski Ln+1, então Σ é um hiperplano.

Demonstração. Segue da equação (2.2) que H2 = � − S não muda de sinal
em Σ. Como estamos supondo que H também não muda de sinal em Σ, do
teorema 3.10 obtemos �0 ≥ n. Como por definição temos �0 ≤ n, segue que
�0 = n, e assim Σ é totalmente geodésica. Para o que falta, basta repetir os
argumentos utilizados na demonstração do teorema 3.10.
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Caṕıtulo 4

Teoremas tipo-Bernstein em

espaços-tempo GRW

Neste caṕıtulo provamos resultados tipo-Bernstein que generalizam um teo-
rema de A. L. Albujer, F. E. C. Camargo e H. F. de Lima (cf. teorema 3.3
de [1]). Seguindo as ideias de A. G. Colares e J. L. Aĺıas, também prova-
mos teoremas que abordam o caso não compacto do teorema 6 de [32], e sua
extensão que trata o caso das curvaturas médias de ordem superior Hr (cf.
teorema 9.3 de [3]).

4.1 Teoremas de rigidez em espaços-tempo

GRW

Em um trabalho de A. L. Albujer, F. E. C. Camargo e H. F. de Lima foi
provada uma versão do teorema abaixo (cf. teorema 3.3 de [1]) para espaços-
tempo RW −I ×f M

n satisfazendo a condição de convergência nula (3.1).
Aqui, utilizando a proposição 3.1, generalizamos o resultado para espaços-
tempo GRW satisfazendo a condição forte de convergência nula. Além disso,
fazendo uso da generalização do prinćıpio do máximo de Omori-Yau devida
a A. Caminha e H. F. de Lima (cf. lema 2.17), estendemos tal resultado,
impondo hipóteses adequadas sobre as curvaturas médias de ordem superior

Teorema 4.1. SejamM
n+1

= −I×fM
n um espaço-tempo GRW que satisfaz

a condição forte de convergência nula (3.2), e  : Σn → M
n+1

uma hiper-
superf́ıcie tipo-espaço, completa e com curvatura média constante H ∕= 0,
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4.1 Teoremas de rigidez em espaços-tempo GRW

contida em uma região temporalmente limitada. Suponha que

0 ≤ H sup
Σ

f ′

f
(ℎ) ≤ H2 (4.1)

e

∣∇ℎ∣2 ≤ �

∣∣∣∣H − sup
Σ

f ′

f
(ℎ)

∣∣∣∣
�

, (4.2)

onde � e � são constantes positivas. Então Σ é um slice.

Demonstração. Orientemos Σ de modo queH > 0, e suponhamos, sem perda
de generalidade, que em tal orientação a aplicação de Gauss N aponta para
o futuro, isto é, ⟨N, ∂t⟩ ≤ −1. Pelo corolário 2.8 temos

Δ(f(ℎ)⟨N, ∂t⟩) = nHf ′(ℎ) + f(ℎ)⟨N, ∂t⟩∣A∣2
+ f(ℎ)⟨N, ∂t⟩(RicM(N∗, N∗)

− (n− 1)(log f)′′(ℎ)∣∇ℎ∣2)

≤ f(ℎ)⟨N, ∂t⟩(∣A∣2 − nH sup
Σ

f ′

f
(ℎ))

+ f(ℎ)⟨N, ∂t⟩
{
RicM(N∗, N∗)

− (n− 1)(log f)′′(ℎ)∣∇ℎ∣2
}

≤ f(ℎ)⟨N, ∂t⟩(∣A∣2 − nH2)

+ f(ℎ)⟨N, ∂t⟩(nH2 − nH sup
Σ

f ′

f
(ℎ))

+ f(ℎ)⟨N, ∂t⟩
{
RicM(N∗, N∗)

− (n− 1)(log f)′′(ℎ)∣∇ℎ∣2
}
.

(4.3)

Mas da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

∣A∣2 ≥ nH2, (4.4)

e da condição (3.2) obtemos

RicM(N∗, N∗) ≥ (n− 1)f 2(log f)′′(ℎ)⟨N∗, N∗⟩M
= (n− 1)(log f)′′(ℎ)∣∇ℎ∣2). (4.5)

Assim, substituindo (4.1), (4.4) e (4.5) em (4.3), conclúımos que

Δ(f(ℎ))⟨N, ∂t⟩ ≤ f(ℎ)⟨N, ∂t⟩(∣A∣2 − nH2)

+ nf(ℎ)⟨N, ∂t⟩(H2 −H sup
Σ

f ′

f
(ℎ)) ≤ 0.

(4.6)
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4.1 Teoremas de rigidez em espaços-tempo GRW

Desde que ⟨N, ∂t⟩2 = 1 + ∣∇ℎ∣2 e, além disso, Σ está contida em uma região
temporalmente limitada, segue de (4.2) que

inf
Σ
f(ℎ)⟨N, ∂t⟩

existe e é um número negativo.
Por outro lado, da proposição 3.1 temos que a curvatura de Ricci de Σ é li-

mitada inferiormente. Dáı, podemos aplicar o lema 2.16 à função f(ℎ)⟨N, ∂t⟩
para obtermos uma sequência pk ∈ Σ tal que

lim
k→∞

Δ(f(ℎ(pk))⟨N, ∂t⟩(pk)) ≥ 0

e
lim
k→∞

⟨N, ∂t⟩(pk) = inf
Σ
f(ℎ)⟨N, ∂t⟩.

Consequentemente, desde que H ∕= 0, obtemos de (4.6)

H = sup
p∈Σ

f ′

f
(ℎ(p)).

Portanto, novamente utilizando a hipótese (4.2), podemos concluir que ∣∇ℎ∣ ≡
0, ou seja, Σ é um slice.

Se consideramos o aberto (0,+∞)×senh tℍ
n ⊂ S

n+1
1 e o modelo de produto

warped para o espaço anti-de Sitter, ambos definidos na seção 1.3, seguem
os corolários

Corolário 4.2. Seja  : Σn → −(0,+∞)×sinh tℍ
n uma hipersuperf́ıcie tipo-

espaço completa, com curvatura média constante H ∕= 0 e tal que

 (Σ) ⊂ {(t, x) ∈ −(0,+∞)×sinh t ℍ
n; t ≤ t}, (4.7)

para alguma constante t > 0. Se

0 ≤ H sup
p∈Σ

cotgh(ℎ(p)) ≤ H2

e

∣∇ℎ∣2 ≤ �

∣∣∣∣H − sup
p∈Σ

cotgh(ℎ(p))

∣∣∣∣
�

,

para algum par de constantes positivas � e �, então Σ é isométrico a ℍ
n.
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4.1 Teoremas de rigidez em espaços-tempo GRW

Demonstração. Segue de (3.3) que a curvatura de Ricci de Σ é tal que

Ric(X,X) ≥
(
(n− 1)− n2H2

4

)
∣X∣2,

para todo campo X ∈ X(Σ). Usando a observação 3.2 e notando que na
demonstração do teorema 4.1, exceto pela limitação inferior da curvatura
de Ricci, o fato da hipersuperf́ıcie estar contida em uma região temporal-
mente limitada é usado apenas para garantir que o número infΣ f(ℎ)⟨N, ∂t⟩
existe e é negativo, o corolário está provado, pois, neste caso, a existência e
negatividade de tal número são consequências de (4.7).

Corolário 4.3. Seja  : Σn → ℍ
n+1
1 uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço do

espaço anti-de Sitter, completa e com curvatura média constante H ∕= 0. Se

0 ≤ −H sup
p∈Σ

tg(ℎ(p)) ≤ H2

e

∣∇ℎ∣2 ≤ �

∣∣∣∣H + sup
p∈Σ

tg(ℎ(p))

∣∣∣∣
�

para algum par de constantes positivas � e �, então Σ é isométrico a ℍ
n.

Demonstração. Considere o modelo (−�
2
, �
2
)×cos tℍ

n do espaço anti-de Sitter.
Usando (3.3), obtemos que a curvatura de Ricci em Σ satisfaz

Ric(X,X) ≥
(
−(n− 1)− n2H2

4

)
∣X∣2,

para todo campo X ∈ X(Σ). Consequentemente, se Σ tem curvatura média
constante, sua curvatura de Ricci é limitada inferiormente. Portanto, da
prova do teorema 4.1 e da observação 3.2, segue o resultado.

Agora, obtemos resultados análogos ao teorema 4.1 para o caso Hr cons-
tante, r ≥ 2.

Teorema 4.4. Sejam M
3
= −I ×f M

2 um espaço-tempo GRW que satisfaz
a condição de convergência nula (3.1), e  : Σ2 → −I ×f M

2 uma superf́ıcie
tipo-espaço completa, com curvatura Gaussiana KΣ ≥ 0 e contida em uma
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4.1 Teoremas de rigidez em espaços-tempo GRW

região temporalmente limitada [t1, t2]×M2. Suponha que H2 > 0 é constante
e que H é limitada superiormente em Σ. Se

H2 ≥
(
f ′

f
(ℎ)

)2

(4.8)

e

∣∇ℎ∣ ≤ inf
Σ

∣∣∣∣H −
∣f ′∣
f

(ℎ)

∣∣∣∣, (4.9)

então Σ2 é um slice.

Demonstração. De acordo com o lema 2.4, podemos escolher N para que
se tenha H > 0, obtendo assim P1 positivo definido. Podemos supor que
em tal escolha N aponta para o futuro, isto é, ⟨N, ∂t⟩ ≤ −1. A condição de
convergência nula (3.1) e o fato de A = P1−2HI = P1−(trP1)I ser negativo
definido implicam

−f(ℎ)⟨N, ∂t⟩
(
KM

f 2(ℎ)
− (log f)′′(ℎ)

)
⟨A∇ℎ,∇ℎ⟩ ≤ 0,

onde KM é a curvatura seccional da fibra Riemanniana M . Além disso, uma
vez que H2 > 0 em Σ, temos

f ′(ℎ)H2 ≤ −
∣f ′∣
f

(ℎ)H2f(ℎ)⟨N, ∂t⟩.

Assim, do corolário 2.10 e de (4.8), segue que

L1(f(ℎ)⟨N, ∂t⟩) ≤ 2f ′(ℎ)H2 + 2HH2f(ℎ)⟨N, ∂t⟩

≤ 2H2f(ℎ)⟨N, ∂t⟩
(
H − ∣f

′∣
f

(ℎ)

)
≤ 0.

Por outro lado, desde que ⟨N, ∂t⟩2 = 1 + ∣∇ℎ∣2, segue de (4.9) e do fato
de f(ℎ) ser limitada na região [t1, t2] ×M2 que f(ℎ)⟨N, ∂t⟩ é limitado em
Σ. Como P1 é positivo definido e, por hipótese, H é limitada superiormente,
estamos em condições de utilizar o lema 2.17 e, consequentemente, garantir
a existência de uma sequência de pontos (pk)k≥1 em Σ tal que

f(ℎ)⟨N, ∂t⟩(pk) < inf
Σ
f(ℎ)⟨N, ∂t⟩+

1

k
e L1(f(ℎ)⟨N, ∂t⟩)(pk) > −

1

k
.
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4.1 Teoremas de rigidez em espaços-tempo GRW

Passando a subsequências, se necessário, obtém-se

lim
k→∞

f(ℎ)⟨N, ∂t⟩(pk) < 0 e lim
k→∞

L1(f(ℎ)⟨N, ∂t⟩)(pk) = 0.

Dáı,

lim
k→∞

(
H − ∣f

′∣
f

(ℎ)

)
(pk) = 0,

e juntando-se a isto a hipótese (4.9), chegamos a ∇ℎ ≡ 0. Portanto, Σ é um
slice.

Observação 4.5. Com a mesma argumentação, o teorema 4.4 ainda vale
com a substituição das hipóteses (4.8) e (4.9), respectivamente, por

H
1/2
2 ≥ ∣f

′∣
f

(ℎ)

e

∣∇ℎ∣ ≤ inf
Σ
∣H1/2

2 − ∣f
′∣
f

(ℎ)∣.

Teorema 4.6. Sejam M
n
= −I ×f M

n um espaço-tempo RW que satisfaz
a condição de convergência nula (3.1), e  : Σn → −I ×f M

n uma hiper-
superf́ıcie tipo-espaço, completa e com curvatura seccional KΣ ≥ 0, contida
em uma região temporalmente limitada [t1, t2]×Mn. Suponha que H2 > 0 é
constante e que H é limitada em Σ. Se

H
1/2
2 ≥ ∣f

′∣
f

(ℎ) (4.10)

e

∣∇ℎ∣ ≤ inf
Σ

(
H

1/2
2 − ∣f

′∣
f

(ℎ)

)
, (4.11)

então Σ é um slice.

Demonstração. Como no teorema anterior, podemos escolher N de modo que
H > 0 e P1 seja positivo definido, e supomos que nesta escolha N aponta
para o futuro. Desde que H2 é constante, o corolário 2.9 nos dá

L1(f(ℎ)⟨N, ∂t⟩) = n(n− 1)H2f
′(ℎ)

+

(
n

2

)
f(ℎ)⟨N, ∂t⟩ (nHH2 − (n− 2)H3)

+ f(ℎ)⟨N, ∂t⟩
(

�

f 2(ℎ)
− (ln f)′′(ℎ)

)
⋅

⋅
(
n(n− 1)H∣∇ℎ∣2 − ⟨P1∇ℎ,∇ℎ⟩

)
,
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4.1 Teoremas de rigidez em espaços-tempo GRW

onde � é a curvatura seccional da fibra Riemanniana M . Uma vez que
trP1 = n(n− 1)H e P1 é positivo definido, temos

n(n− 1)H∣∇ℎ∣2 − ⟨P1∇ℎ,∇ℎ⟩ ≥ 0,

e juntando-se a isto a condição de convergência nula (3.1), obtemos

L1(f(ℎ)⟨N, ∂t⟩) ≤ n(n− 1)H2f
′(ℎ)

+

(
n

2

)
f(ℎ)⟨N, ∂t⟩ (nHH2 − (n− 2)H3) .

(4.12)

Mas do item (a) da proposição 2.2 segue que

H3 ≤
H2

2

H
,

e quando combinamos H2 ≥ H2 com a desigualdade acima, obtemos

HH2 −H3 ≥
H2

H
(H2 −H2) ≥ 0,

de modo que
(
n

2

)
(nHH2 − (n− 2)H3) ≥ n(n− 1)HH2 ≥ n(n− 1)H

3/2
2 . (4.13)

Substituindo (4.13) em (4.12) obtém-se

L1(f(ℎ)⟨N, ∂t⟩) ≤ n(n− 1)H2f(ℎ)⟨N, ∂t⟩
(
H

1/2
2 − ∣f

′∣
f

(ℎ)

)
≤ 0.

Por argumentos análogos aos utilizados na demonstração do teorema 4.4,
trocando (4.9) por (4.11), estamos em condições de aplicar o lema 2.17.
Então existe uma sequência de pontos (pk)k≥1 em Σ tal que, passando a
subsequências se necessário,

lim
k→∞

f(ℎ)⟨N, ∂t⟩(pk) < 0 e lim
k→∞

L1(f(ℎ)⟨N, ∂t⟩)(pk) = 0.

Dáı,

lim
k→∞

(
H

1/2
2 − ∣f

′∣
f

(ℎ)

)
(pk) = 0,

e assim, utilizando a hipótese (4.11), chegamos a ∣∇ℎ∣ ≡ 0, ou seja, Σ é um
slice.
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4.1 Teoremas de rigidez em espaços-tempo GRW

Teorema 4.7. Sejam M
n
= −I ×f M

n um espaço-tempo RW que satisfaz
a condição de convergência nula (3.1), e  : Σn → −I ×f M

n uma hipersu-
perf́ıcie tipo-espaço, completa e com curvatura seccional KΣ ≥ 0, contida em
uma região temporalmente limitada [t1, t2] ×Mn. Suponha que Hr+1 > 0 é
constante e que Hr é limitada superiormente em Σ. Suponha ainda que f(ℎ)
atinge um mı́nimo local em um ponto p ∈ Σ tal que f ′(ℎ(p)) ∕= 0,

H
1/(r+1)
r+1 ≥ ∣f

′∣
f

(ℎ) (4.14)

e

∣∇ℎ∣ ≤ inf
Σ

(
H

1/(r+1)
r+1 − ∣f

′∣
f

(ℎ)

)
. (4.15)

Então Σ é um slice.

Demonstração. Combinando os lemas 2.3 e 2.5, temos Pr positivo definido
e Hr > 0 para uma escolha adequada de N . Supomos mais uma vez que
em tal escolha N aponta para o futuro. Uma vez que Hr+1 é constante, o
corolário 2.9 nos dá

Lr(f(ℎ)⟨N, ∂t⟩) = (n− r)

(
n

r

)
Hr+1f

′(ℎ)

+

(
n

r + 1

)
f(ℎ)⟨N, ∂t⟩ (nHHr+1 − (n− r − 1)Hr+2)

+ f(ℎ)⟨N, ∂t⟩
(

�

f 2(ℎ)
− (log f)′′(ℎ)

)
⋅

⋅
(
(n− r)

(
n

r

)
Hr∣∇ℎ∣2 − ⟨Pr∇ℎ,∇ℎ⟩

)
,

onde � é a curvatura seccional da fibra Riemanniana M . Da condição de
convergência nula (3.1) e da positividade de Pr obtemos

Lr(f(ℎ)⟨N, ∂t⟩) ≤ (n− r)

(
n

r

)
Hr+1f

′(ℎ)

+

(
n

r + 1

)
f(ℎ)⟨N, ∂t⟩⋅

⋅
(
nHHr+1 − (n− r − 1)Hr+2

)
.

(4.16)

Por outro lado, segue do item (a) da proposição 2.2 que

Hr+2 ≤
H2

r+1

Hr

.
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4.1 Teoremas de rigidez em espaços-tempo GRW

Agora, desde que Hr+1 > 0 em Σ e o lema 2.3 garante a existência de um
ponto eĺıptico em Σ, então o lema 2.5 nos dá H1, H2, . . . , Hr, Hr+1 > 0. Dáı
o item (b) da proposição 2.2 implica

H1 ≥
√
H2 ≥ . . . ≥ r

√
Hr ≥ r+1

√
Hr+1 > 0.

Assim,

HHr+1 −Hr+2 ≥
Hr+1

Hr

(
HHr −Hr+1

)

≥ Hr+1

Hr

(
HHr −H(r+1)/r

r

)

= Hr+1

(
H −H1/r

r

)
≥ 0,

e portanto,

(
n

r + 1

)
(nHHr+1 − (n− r − 1)Hr+2) ≥ (r + 1)

(
n

r + 1

)
H

(r+2)/(r+1)
r+1 .

Aplicando a última desigualdade a (4.16) obtém-se

Lr(f(ℎ)⟨N, ∂t⟩) ≤ (n− r)

(
n

r

)
f(ℎ)⟨N, ∂t⟩Hr+1⋅

⋅
(
H

1/(r+1)
r+1 − ∣f

′∣
f

(ℎ)

)
≤ 0.

Como Pr é positivo definido e Hr é limitada superiormente, argumentos
análogos aos utilizados na demonstração do teorema 4.6 garantem a exis-
tência de uma sequência de pontos (pk)k≥1 em Σ tal que

lim
k→∞

(
H

1/(r+1)
r+1 − ∣f

′∣
f

(ℎ)

)
(pk) = 0.

Conclúımos de (4.15) que Σ é um slice.

Considere o modelo de produto warped para o steady state space ℋn+1 =
−ℝ×et ℝ

n. Pelo teorema 4.7 e pela observação 3.2, obtemos uma espécie de
extensão do teorema 4.5 de [22].
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4.2 Umbilicidade de hipersuperf́ıcies em espaços-tempo GRW

Corolário 4.8. Seja  : Σn → ℋn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço completa,
com curvatura seccional não negativa, e tal que  (Σ) ⊂ {(t, x) ∈ −ℝ ×et

ℝ
n; t ≤ t}, onde t é um número real positivo. Suponha que Hr+1 ≥ 1 é

constante, Hr é limitada e que ℎ atinge um mı́nimo em Σ. Se

∣∇ℎ∣ ≤ H
1/(r+1)
r+1 − 1,

então Σ é isométrico a ℝ
n.

4.2 Umbilicidade de hipersuperf́ıcies em espa-

ços-tempo GRW

S. Montiel [32] provou, utilizando fórmulas tipo-Minkowski, que as únicas
hipersuperf́ıcies tipo-espaço compactas, com curvatura média constante,
imersas em um espaço-tempo GRW que satisfaz a condição de convergência
nula (3.1) são os slices, a menos do caso onde o espaço-tempo GRW é
isométrico ao espaço de de Sitter em uma vizinhança da hipersuperf́ıcie.
Em [3], L. J. Aĺıas e A. G. Colares reobtiveram tal resultado utilizando
o prinćıpio do máximo de Hopf. Nesta seção, provamos teoremas análogos
para hipersuperf́ıcies completas não necessariamente compactas imersas em
ambientes GRW utilizando a versão do prinćıpio do máximo tipo-Hopf, já
utilizada neste trabalho, devida a S. T. Yau, bem como sua extensão a ope-
radores Lr de A. Caminha, P. Sousa e F. E. C. Camargo.

Teorema 4.9. Sejam M
n+1

= −I ×f M
n um espaço-tempo GRW satis-

fazendo a condição de convergêcia nula (3.1), e  : Σ → M
n+1

uma hiper-
superf́ıcie tipo-espaço completa, com curvatura média constante e segunda
forma fundamental limitada, tal que f(ℎ) é limitada em Σ. Se ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ),
então Σ é totalmente umb́ılica. Se a desigualdade em (3.1) é estrita, então
Σ é um slice.

Demonstração. Sejam N a aplicação de Gauss em Σ apontando para o futuro
e � = Hg(ℎ)+f(ℎ)⟨N, ∂t⟩ ∈ D(Σ), onde g é uma primitiva da função warping
f . Desde que H é constante, segue do corolário 2.8 e do lema 2.11 que

Δ� = f(ℎ)⟨N, ∂t⟩(∣A∣2 − nH2 + RicM(N∗, N∗)

− (n− 1)(log f)′′(ℎ)∣∇ℎ∣2). (4.17)
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4.2 Umbilicidade de hipersuperf́ıcies em espaços-tempo GRW

Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos ∣A∣2 − nH2 ≥ 0 em Σ,
com igualdade nos pontos umb́ılicos. Além disso, da condição de convergência
nula (3.1), temos também

RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(ℎ)∣∇ℎ∣2 ≥ 0,

e desde que ⟨N, ∂t⟩ < 0 em Σ, (4.17) acarreta Δ� ≥ 0 em Σ.
Agora, o gradiente de � é dado por

∇� = Hf(ℎ)∇ℎ+∇ (f(ℎ)⟨N, ∂t⟩) .

Ademais, o cálculo do gradiente de ⟨N,K⟩, onde K = f∂t, feito na prova do
teorema 3.5, nos dá

⟨∇⟨N,K⟩, Y ⟩ = −f⟨A(∂⊤t ), Y ⟩,

para todo Y ∈ X(Σ). Consequentemente

∣∇⟨N,K⟩∣ = ∣fA(∂⊤t )∣ ≤ f ∣A∣∣∇ℎ∣,

e assim ∇� ∈ ℒ1(Σ). Logo, podemos aplicar o lema 2.13 e concluir que
� é harmônica. Então ∣A∣2 − nH2 = 0, ou seja, Σ é totalmente umb́ılica.
Também temos

RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(ℎ)∣∇ℎ∣2 = 0, (4.18)

e se a desigualdade (3.1) é estrita, então (4.19) é equivalente a N∗ ≡ 0 em
Σ. Dáı ∣∇ℎ∣ ≡ 0, ou seja, Σ é um slice.

Segue do teorema 4.9 a seguinte extensão do teorema 3.2 de [16]

Corolário 4.10. Seja  : Σn → (−�
2
, �
2
) ×cos t ℍ

n uma hipersuperf́ıcie tipo-
espaço completa, com curvatura média constante e curvatura escalar limi-
tada. Se ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), então Σ é totalmente umb́ılica.

Observação 4.11. Em [29], T. Ishihara provou que uma hipersuperf́ıcie
tipo-espaço, completa e máxima, imersa em ℍ

n+1
1 , deve ter o quadrado da se-

gunda forma fundamental limitado superiormente por n. Ademais, as únicas
hipersuperf́ıcies para as quais vale a igualdade são os cilindros hiperbólicos.
Um cilindro hiperbólico no espaço anti-de Sitter é isométrico ao produto
ℍ

m
(
− n

m

)
×ℍ

n−m
(
− n

n−m

)
, 1 ≤ m ≤ n− 1.
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4.2 Umbilicidade de hipersuperf́ıcies em espaços-tempo GRW

Teorema 4.12. Sejam M
n+1

= −I ×f M
n um espaço-tempo RW de cur-

vatura seccional constante, e  : Σ→M
n+1

uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço
completa, contida em uma região temporalmente limitada [t1, t2] × Mn na
qual f ′ ∕= 0, com segunda forma fundamental limitada. Suponha que Hr+1 é
constante para algum 1 ≤ r ≤ n− 1, e que f(ℎ) atinge um mı́nimo local em
um ponto p ∈ Σ. Se ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ), então Σ é totalmente umb́ılica.

Demonstração. Escolhemos N apontando para o futuro e supomos, sem
perda de generalidade, f ′(ℎ) > 0 em Σ. O lema 2.3 garante a existência de
um ponto eĺıptico com curvaturas principais negativas. Dáı temos também
Hr+1 > 0, e então podemos definir � = H

1/(r+1)
r+1 g(ℎ) + f(ℎ)⟨N, ∂t⟩ ∈ D(Σ),

onde g é uma primitiva da função warping f . Desde que Hr+1 é constante e
a curvatura da fibra Riemanniana � satisfaz (1.7), utilizando o corolário 2.9
e o lema 2.11 obtém-se

Lr� = (r + 1)

(
n

r + 1

)
f ′(ℎ)(Hr+1 −H

1/(r+1)
r+1 Hr)

+

(
n

r + 1

)
f(ℎ)⟨N, ∂t⟩⋅

⋅
(
nHHr+1 − (n− r − 1)Hr+2 − (r + 1)H

(r+2)/(r+1)
r+1

)
(4.19)

Agora, da demonstração do teorema 4.7 obtemos

H1 ≥
√
H2 ≥ . . . ≥ r

√
Hr ≥ r+1

√
Hr+1 > 0,

de modo que

Hr+1 −H
1/(r+1)
r+1 Hr = H

1/(r+1)
r+1 (H

r/(r+1)
r+1 −Hr) ≤ 0. (4.20)

Também decorre da demonstração do teorema supracitado que

nHHr+1 − (n− r − 1)Hr+2 − (r + 1)H
(r+2)/(r+1)
r+1 ≥ 0. (4.21)

As desigualdades (4.20) e (4.21), juntamente com ⟨N, ∂t⟩ < 0 e f ′(ℎ) > 0 em
Σ, acarretam Lr� ≤ 0 em Σ.

Por outro lado, como no teorema 4.9, pode-se verificar que ∣∇�∣ ∈ ℒ1(Σ).
Então o lema 2.15 implica Lr� = 0 em Σ, e dáı vale a igualdade em (4.20).
Portanto, novamente pelo item (a) da proposição 2.2, segue a umbilicidade
de Σ.
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4.2 Umbilicidade de hipersuperf́ıcies em espaços-tempo GRW

Segue do teorema 4.12, da classificação das hipersuperf́ıcies totalmente
umb́ılicas do espaço de de Sitter (cf. [31], Example 1) e do teorema 3.1 de [17]
o seguinte

Corolário 4.13. Seja  : Σ → ℋn+1 uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço com-
pleta, contida em uma região temporalmente limitada e com segunda forma
fundamental limitada. Suponha que para algum 1 ≤ r ≤ n− 1, Hr+1 é cons-
tante. Se ℎ atinge um mı́nimo local em algum ponto p ∈ Σ e ∣∇ℎ∣ ∈ ℒ1(Σ),
então Hr+1 = 1 e Σ é isométrica a ℝ

n.
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Caṕıtulo 5

Teoremas tipo-Bernstein em

ℝ×ℍ
n

5.1 Rigidez de hipersuperf́ıcies em ℝ×ℍ
n

Nesta seção, consideramos  : Σn → ℝ × ℍ
n uma hipersuperf́ıcie com cur-

vatura média constante e o modelo do semi-espaço superior para o espaço
hiperbólico n−dimensional, isto é,

ℍ
n = {(x1, ⋅ ⋅ ⋅ , xn) ∈ ℝ

n; xn > 0}

munido da métrica completa

⟨ , ⟩ℍn =
1

x2n
(dx21 + ⋅ ⋅ ⋅+ dx2n).

Apresentamos agora o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 5.1. Seja  : Σ→ ℝ×ℍ
n uma hipersuperf́ıcie completa, com se-

gunda forma fundamental limitada e curvatura média constante H. Suponha
que o fecho da aplicação de Gauss está contido em um hemisfério aberto e
que a função altura ℎ satisfaz

∣∇ℎ∣2 ≤ �

n− 1
∣A∣2, (5.1)

para alguma constante 0 < � < 1. Então Σ é um slice.
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n

Demonstração. Desde que o fecho da imagem da aplicação de Gauss de Σ
está contido em um hemisfério aberto, podemos escolher N tal que ⟨N, ∂t⟩ ≥
� > 0. Dáı segue que

inf
p∈Σ
⟨N, ∂t⟩(p)

existe e é um número positivo.
Por outro lado, desde que

⟨N∗, N∗⟩ = ⟨N − ⟨N, ∂t⟩∂t, N − ⟨N, ∂t⟩∂t⟩
= 1− ⟨N, ∂t⟩2,

segue do corolário 2.8 e da equação (1.10) que

Δ⟨N, ∂t⟩ = −
(
Ricℍn(N∗, N∗) + ∣A∣2

)
⟨N, ∂t⟩

= −
(
−(n− 1)∣∇ℎ∣2 + ∣A∣2

)
⟨N, ∂t⟩

≤ −(1− �)∣A∣2⟨N, ∂t⟩ ≤ 0,

onde a última desigualdade segue da hipótese (5.1).
Agora, afirmamos que a curvatura de Ricci de Σ é limitada inferiormente.

De fato, se X ∈ X(Σ) e {E1, ⋅ ⋅ ⋅ , En} é um referencial ortonormal local de
X(Σ), então segue de (1.2) que

RicΣ(X,X) =
n∑

i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩+ nH⟨AX,X⟩ − ⟨AX,AX⟩.

Assim,

RicΣ(X,X) ≥
n∑

i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ −
(
n∣H∣∣A∣+ ∣A∣2

)
∣X∣2.

Mas

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ = −(⟨X∗, X∗⟩ℍn⟨E∗i , E∗i ⟩ℍn − ⟨X∗, E∗i ⟩2ℍn),

onde X∗ = X − ⟨X, ∂t⟩∂t e E∗i = Ei − ⟨Ei, ∂t⟩∂t são as são as projeções dos
campos X e Ei sobre ℍ

n respectivamente. Então, utilizando que ∇ℎ = ∂⊤t ,
obtemos

n∑

i=1

⟨R(X,Ei)X,Ei⟩ = −(n− 1)∣X∣2 + ∣∇ℎ∣2∣X∣2 + (n− 2)⟨X,∇ℎ⟩2

≥ −(n− 1)∣X∣2.
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n

Portanto,

RicΣ(X,X) ≥ −
(
(n− 1) + n∣H∣∣A∣+ ∣A∣2

)
∣X∣2, (5.2)

para todo X ∈ X(Σ), e desde que estamos supondo que H é constante e
que a norma da segunda forma fundamental é limitada, nossa afirmação está
provada.

Podemos então aplicar o lema 2.16 à função suporte ⟨N, ∂t⟩, e assim
garantir a existência de uma sequência de pontos pk ∈ Σ tal que

lim
k→∞

Δ⟨N, ∂t⟩(pk) ≥ 0 e lim
k→∞

⟨N, ∂t⟩(pk) = inf
p∈Σ
⟨N, ∂t⟩.

Consequentemente

lim
k→∞

⟨N, ∂t⟩2(pk) = inf
p∈Σ
⟨N, ∂t⟩2,

e de (5.2) segue que

0 ≤ lim
k→∞

Δ⟨N, ∂t⟩(pk) ≤ −(1− �) lim
k→∞

∣A∣2(pk) inf
p∈Σ
⟨N, ∂t⟩ ≤ 0.

Dáı, desde que infp∈Σ⟨N, ∂t⟩ > 0, segue que

lim
k→∞

∣A∣2(pk) = 0.

Agora, mais uma vez utilizando a hipótese (5.1), obtemos

lim
k→∞

∣∇ℎ∣2(pk) = 0,

e novamente utilizando (1.10)

inf
p∈Σ
⟨N, ∂t⟩2 = lim

k→∞
⟨N, ∂t⟩2(pk) = 1.

Mas ⟨N, ∂t⟩2 ≤ 1, e então ⟨N, ∂t⟩2 ≡ 1. Portanto, Σ é um slice.

Observando que da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos ∣A∣2 ≥ nH2,
obtemos o seguinte corolário do teorema 5.1

Corolário 5.2. Seja  : Σn → ℝ×ℍ
n uma hipersuperf́ıcie completa, com se-

gunda forma fundamental limitada e curvatura média constante H. Suponha
que uma das seguintes condições é satisfeita
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5.2 Gráficos verticais completos em ℝ×ℍ
n

(a) O fecho da aplicação normal de Gauss está contido em um hemisfério
fechado

(b) H2 ≤ n−1
n

Se a função altura ℎ de Σ satisfaz

∣∇ℎ∣2 ≤ n�

n− 1
H2,

para alguma constante 0 < � < 1, então Σ é um slice.

5.2 Gráficos verticais completos em ℝ×ℍ
n

Seja Ω ⊂ ℍ
n um domı́nio conexo do espaço hiperbólico n−dimensiaonal. Um

gráfico vertical sobre Ω é dado por

Σn(u) = {(u(x), x); x ∈ Ω},

onde u ∈ D(Ω). A métrica induzida em Ω pela métrica produto via Σ(u) é
dada por

⟨ , ⟩ = du2 + ⟨ , ⟩ℍn .

Agora, seja Σn(u) = {(u(x), x); x ∈ ℍ
n} →֒ ℝ × ℍ

n um gráfico vertical
completo. Temos que a função g : ℝ×ℍ

n → ℝ, dada por g(t, x) = t− u(x),
é tal que Σ(u) = g−1(0). Além disso, para todo campo X tangente a ℝ×ℍ

n,
temos

X(g) = ⟨X, ∂t⟩∂t(g) +X∗(g)

= ⟨∂t −Du,X⟩,

onde X∗ = X − ⟨X, ∂t⟩∂t é a projeção de X em ℍ
n e Du é o gradiente de u

em ℍ
n. Assim,

∇g(u(x), x) = ∂t∣(u(x),x) −Du(x), ∀x ∈ ℍ
n.

Portanto, o campo

N(x) =
1√

1 + ∣Du∣2
(∂t∣(u(x),x) −Du(x)), x ∈ ℍ

n,
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n

onde ∣Du∣ é a norma com respeito à métrica hiperbólica ⟨ , ⟩ℍn , define a
aplicação de Gauss de Σ(u) tal que ⟨N, ∂t⟩ > 0. Consequentemente, usando
a equação (1.10), obtém-se

∣∇ℎ∣2 = ∣Du∣2
1 + ∣Du∣2 . (5.3)

Do teorema 5.1 e da equação (5.3), temos os corolários seguintes.

Corolário 5.3. Seja Σn(u) um gráfico vertical completo em ℝ × ℍ
n, com

segunda forma fundamental limitada e curvatura média constante H. Supo-
nha que o fecho da aplicação de Gauss de Σ(u) está contida em um hemisfério
aberto. Se a função u satisfaz

∣Du∣2 ≤ 1

n− 1
∣A∣2,

então u ≡ t0 para algum t0 ∈ ℝ.

Corolário 5.4. Seja Σn(u) um gráfico vertical completo em ℝ × ℍ
n, com

segunda forma fundamental limitada e curvatura média constante H. Supo-
nha que uma das seguintes condições é satisfeita

(a) O fecho da aplicação de Gauss de Σ(u) está contido em um hemisfério
aberto;

(b) H2 ≤ n−1
n
.

Se ∣Du∣2 ≤ n
n−1

H2, então u ≡ t0 para algum t0 ∈ ℝ.
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tamento de Matemática, Universidade Federal do Ceará, Fortaleza.
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