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Esse é o principal ponto da tecnologia. Por um 

lado, ela cria um apetite por imortalidade e, por 

outro, ameaça extinção universal. Tecnologia é 

a luxúria removida da natureza (DELLILLO, 

1985, p. 285) 



 
 

RESUMO 

 

A presente tese trata de algumas aplicações da disentropia da autocorrelação e da função Wq 

de Lambert-Tsallis em astronomia. Inicialmente, a disentropia da autocorrelação, que é uma 

medida de aleatoriedade, é usada em três problemas: I) Cálculo da aleatoriedade de mapas da 

radiação cósmica de fundo (CMB). II) No apagamento de estrelas de fundo em imagens 

astronômicas. III) No cálculo da aleatoriedade do sinal real de um pulsar utilizado como gerador 

de números aleatórios. No primeiro problema é mostrado que a aleatoriedade nos mapas da 

CMB é alta e atinge seu valor máximo quando os sinais provenientes da via Láctea são apagados 

do mapa. No segundo problema, o algoritmo proposto apaga regiões da imagem astronômica 

que possuam alta aleatoriedade, deixando em destaque na imagem as grandes estruturas. Por 

fim, no terceiro problema é mostrado que a aleatoriedade do sinal proveniente do pulsar PSR 

J0437-4715 cresce quando o intervalo entre os pulsos considerados aumenta. O valor máximo 

da aleatoriedade é alcançado quando os pulsos são coletados em lotes 6. Na segunda parte da 

tese a função Wq de Lambert-Tsallis é utilizada em dois problemas: I) Na análise da frequência 

de rotação do pulsar a partir da frequência da onda gravitacional emitida por esse mesmo pulsar. 

II) Na aproximação da solução da equação de Kepler. No primeiro caso, o ponto de ramificação 

da função Wq é utilizado na obtenção de uma relação entre os coeficientes da equação da 

frequência de rotação, a frequência da onda gravitacional emitida e a frequência Kepleriana de 

ruptura. No segundo caso, é apresentado um algoritmo numérico usando Wq que calcula a 

solução da equação de Kepler da mecânica celeste com erro menor que 10-4 quando a 

excentricidade da elipse da órbita for menor ou igual a 0,3.  

 

Palavras-chave: disentropia; função Wq de Lambert-Tsallis; pulsar; aleatoriedade.  

 

 

 

 

 

  



 
 

ABSTRACT 

 

 This thesis addresses some applications of the disentropy of the autocorrelation and the 

Lambert-Tsallis Wq function in astronomy. Initially, the disentropy of the autocorrelation, 

which is a measure of randomness, is used in three problems: I) Calculating the randomness of 

cosmic microwave background (CMB) maps. II) Erasing background stars in astronomical 

images. III) Calculating the randomness of the actual signal from a pulsar used as a random 

number generator. The first problem shows that the randomness in CMB maps is high and 

reaches its maximum value when signals from the Milky Way are erased from the map. In the 

second problem, the proposed algorithm erases regions of the astronomical image that have 

high randomness, highlighting large structures. Finally, the third problem shows that the 

randomness of the signal coming from the pulsar PSR J0437-4715 increases as the interval 

between the pulses considered increases. The maximum randomness is achieved when pulses 

are collected in batches of 6. In the second part of the thesis, the Lambert-Tsallis Wq function 

is used in two problems: I) In the analysis of the pulsar's rotation frequency from the frequency 

of the gravitational wave emitted by that same pulsar; II) In the approximation of the solution 

to Kepler's equation. In the first case, the branch point of the Wq function is used to obtain a 

relationship between the coefficients of the rotation frequency equation, the frequency of the 

emitted gravitational wave, and the Keplerian breakup frequency. In the second case, a 

numerical algorithm using Wq is presented that calculates the solution to Kepler's equation of 

celestial mechanics with an error of less than 10-4 when the eccentricity of the orbital ellipse is 

less than or equal to 0.3. 

 

Keywords: disentropy; Lambert-Tsallis Wq function; pulsar; randomness. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

A astronomia é uma das áreas mais complexas e fascinantes da física. Ela nos mostra 

estruturas fantásticas e intrigantes como os diferentes tipos de estrelas, nebulosas e buracos 

negros, propiciando um laboratório natural para o estudo dos aspectos mais fundamentais da 

física (Zielke, 2012; Carroll; Ostlie, 2017).  Por outro lado, o estudo experimental da astronomia 

faz uso de recursos abundantes da engenharia, como antenas e receptores de micro-ondas, 

receptores ópticos, técnicas de processamento digital de sinais e imagens, dentre outros (Lena, 

2012; Wilson; Rohlfs; Hüttemeister, 2013). Mais recentemente, aplicações da astronomia mais 

ligadas ao cotidiano têm surgido, principalmente ligadas à geração de números aleatórios. Por 

exemplo, pulsares e a radiação cósmica de fundo são fontes de aleatoriedade que podem ser 

utilizadas na geração de bits aleatórios (Lee; Cleaver, 2017) . Nesses casos, uma boa medida de 

aleatoriedade é interessante para quantificar a aleatoriedade e identificar algum viés ou efeitos 

de memória que os sistemas físicos reais apresentam. Além disso, muito comumente, a medida 

de alguma propriedade de um objeto astronômico é feita de forma direta e indireta, o que 

permite testar modelos. Por exemplo, pode-se medir a frequência de rotação de um pulsar de 

forma direta a partir do sinal por ele emitido, ou medir de forma indireta a partir da medição da 

frequência da onda gravitacional por ele emitida. A comparação desses resultados permite testar 

o modelo que faz o elo entre a frequência de rotação do pulsar e a frequência da onda 

gravitacional por ele emitida. 

Procurando aproximar mais ainda a astronomia da engenharia, a presente tese discute 

aplicações da disentropia da autocorrelação, uma medida de aleatoriedade, e da função Wq de 

Lambert-Tsallis em astronomia. Ambas são ferramentas matemáticas provenientes da 

engenharia. Basicamente, a disentropia da autocorrelação é utilizada para calcular a 

aleatoriedade em mapas da radiação cósmica de fundo, em imagens astronômicas poluídas com 

excesso de estrelas de fundo, e do sinal emitido por um pulsar. Por outro lado, a função Wq de 

Lambert-Tsallis, que além de ser utilizada na definição da disentropia tem sido usada para 

prover soluções analíticas em física de semicondutores, óptica quântica, aprendizado de 

máquina e informação quântica, dentre outras áreas, aqui é utilizada para estudar a relação entre 

a frequência de rotação do pulsar e a frequência da onda gravitacional por ele emitida, e para 

aproximar a solução da equação de Kepler quando a excentricidade da órbita elíptica é pequena.   

Diante do acima exposto, a presente tese tem como principal novidade a aplicação 

dessas novas ferramentas matemáticas (função Wq de Lambert-Tsallis e disentropia) em 
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astronomia, abrindo caminho para o desenvolvimento de novos algoritmos para uso em 

astronomia que, de alguma forma, precisem quantificar a aleatoriedade de sinais ou imagens 

astronômicas, bem como o desenvolvimento de soluções analíticas de problemas em 

astronomia cujas variáveis estejam relacionadas por leis de potência.    

O resto desta tese está divido da seguinte forma: o capítulo 2 faz uma revisão da função 

Wq de Lambert-Tsallis e da disentropia.  O capítulo 3 traz conceitos básicos de pulsares e suas 

aplicações. O capítulo 4 mostra três aplicações da disentropia da autocorrelação em astronomia. 

O capítulo 5 mostra duas aplicações da função Wq de Lambert-Tsallis em astronomia. Por fim, 

na conclusão, as perspectivas de trabalhos futuros são discutidas. 
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2 A FUNÇÃO Wq DE LAMBERT-TSALLIS E A DISENTROPIA 

 

Funções matemáticas especiais como as funções de Bessel, Airy, Lambert e as funções 

hipergeométricas, dentre outras, possuem vasta gama de aplicações na engenharia e na física. 

Mais recentemente, uma nova função especial, chamada função Wq de Lambert-Tsallis, uma 

generalização da função W de Lambert, vem apresentando uma série de aplicações importantes. 

Em particular, ela pode ser usada para construir a disentropia que, em uma definição mais 

básica, pode ser entendida como o oposto da entropia. Entretanto, como será discutido nesse 

capítulo, a disentropia possui aplicações que a entropia não possui. Uma dessas aplicações é 

como medida de aleatoriedade. Portanto, este capítulo traz uma revisão da função Wq de 

Lambert-Tsallis, da disentropia e da medida de aleatoriedade baseada na disentropia.  

 

2.1 A função Wq de Lambert-Tsallis 

 

 A função Wq de Lambert-Tsallis (Silva; Ramos, 2019) é uma generalização versátil da 

função W de Lambert (Corless et al., 1996) que tem sido usada para fornecer soluções analíticas 

em diferentes áreas da física e da engenharia (Silva; Mendes; Ramos, 2019; Andrade; Nobrega; 

Ramos, 2022; Ramos, 2022). É importante notar que, enquanto a função W de Lambert é útil 

na solução de problemas nos quais as variáveis dependente e independente são relacionadas por 

uma lei exponencial, a função Wq de Lambert-Tsallis é útil na solução de problemas nos quais 

as variáveis dependente e independente são relacionadas por uma lei de potência. A função de 

Lambert-Tsallis é definida como a solução da equação (Andrade; Nobrega; Ramos, 2022). 

 

( )
( ) qW z

q qW z e z= .                                                                                                                          (2.1) 

 

As soluções de (2.1) são as funções Wq de Lambert-Tsallis introduzida no artigo (Silva; 

Ramos, 2019). Em (2.1) tem-se que  

 

( )
( )1 1

                       se 1
: .

1 1  se 1
−

 =
= 

+ −   

z

z

qq

e q
e

q z q
                                                                                               (2.2) 
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é a função q-exponencial de Tsallis e o parâmetro q é um número real, chamado de parâmetro 

de não extensividade de Tsallis. As duas propriedades importantes de 𝑒𝑞
𝑧 que são bastante 

utilizadas são as seguintes 

( ) ( )
( )  ( )

( ) ( )
( )

( )

1

1 1 1

1 1

1
1 1 1 1 1


  






−

− −

− −

− 
= + − = + − = + =        

 

q

q qz z

q q

q
e q z q z z e .         (2.3.a) 

0 1= +ze z .                                                                                                                               (2.3.b) 

 

Além disso, a função inversa da q-exponencial é a função q-logaritmo de Tsallis, 

logq(z), definido como sendo 

 

( )

( )
( )1

ln       0 & 1

1
ln :   0 & 1 .

1

não definido   0  

q

q

x x q

x
x x q

q

x

−

 =


−
=  

−
 

                                                                                                (2.4) 

 

Assim,  

 

( )ln
 para 0q x

qe x x=                                                                                                                          (2.5) 

( )ln  para 0 <   .x x

q q qe x e=                                                                                                         (2.6) 

 

Pode-se mostrar que lim
𝑞→1

𝑒𝑞
𝑧 = ez e lim

𝑞→1
𝑊𝑞(𝑧) = W(z). Assim, quando q tende ao valor 

1 a equação de Lambert, W(z)e(W(z)) = z, é recuperada. Usando a definição da função q-

exponencial descrita em (2.2) em (2.1) pode-se encontrar uma expressão analítica de Wq(z) para 

alguns valores especiais de q:   

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
1 0.

q q q

q qW q W z
− − −

+ − − =                                                                                                   (2.7) 

 

Por exemplo, no caso mais simples e o único usado nesta tese, q = 2, tem-se 

 

( )2

1
( ) 21 2

2 2 2 2 2

2

( )
( ) ( ) 1 1 2 ( ) ( )

1 ( ) 1
−=  + − =  =  =   − +

W z W z z
W z e z W z W z z z W z

W z z
.              (2.8) 
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para 𝑧 ∈  (−1,+∞). Outro exemplo que pode ser analiticamente encontrado é para q = 3/2. Neste caso 

tem-se  

 

( )
3

2

2 1 2 2 1
( )

z z
W z

z


+  +

= .                                                                                                       (2.9) 

 

A função 𝑊3/2
+ (𝑧) satisfaz a equação (2.1) no intervalo z  [-1/2,), enquanto que a 

função 𝑊3/2
− (𝑧) satisfaz a equação (2.1) no intervalo z  [-1/2,0). É fácil mostrar que o ponto de 

branch da função de Lambert-Tsallis Wq é (zb = expq(1/(q-2))/(q-2), Wq(zb) = 1/(q-2)), para q  2. Não 

há ponto de branch com zb finito para q = 2. Assim, por exemplo, o ponto de branch para q = 3/2 tem zb 

= - ½. De forma geral, a solução no intervalo [zb , 0) é 𝑊𝑞
−(𝑧) enquanto a solução no intervalo [zb, ) é 

𝑊𝑞
+(𝑧). Embora não seja relevante para esse trabalho, foi demonstrado que, diferentemente da função 

W de Lambert que possui apenas dois ramos, a função Wq pode possuir três ramos.  

Pode-se demonstrar que a função Wq(z) está intimamente ligada à solução de 

trinômios. Em outras palavras, qualquer trinômio pode ser escrito na forma da equação (2.1). 

Seja o trinômio 0 + + =ax bx c , então usando as equações (2.3.a) e (2.3.b) tem-se que 

 

 + = −ax bx c                                                                                                                                             (2.10.a) 

01
 

   
−

− 
+ = −  = − 

 

b
x

a
b c

ax x c x e
a a

                                                                                                   (2.10.b) 

0
1

   

     
   

   


 

− −

− − −
−

−

−
−

     
= −  = −     
    

b b
x x

a a
c c

x e x e
a a

                                                                   (2.10.c) 

1 1

 

   
 

 
   

 

   

       

   

−

− −
−

− −

− −
− −

 
− − − −    = −  = −   

    
 

b
x

a
b b c b b c

x e x W
a a a a a a

   (2.10.d) 

( )1

1

 
 





 

  

  

−
−

−
−

  
−   = −  

 −     

a b c
x W

b a a
.                                                                   (2.10.e) 

 

A equação (2.10.e) é válida para quaisquer valores reais de a, b, c,  e . Portanto, a 

função Wq é uma função multivalorada e que pode assumir valores reais ou complexos.  
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De uma forma geral, a fórmula analítica de Wq(z) não é conhecida e o valor de Wq(z) 

precisa ser calculado numericamente (Silva; Mendes; Ramos, 2019; Andrade; Nobrega; Ramos, 

2022; Ramos, 2022). Por exemplo, na Figura 1 pode-se ver as curvas de W3/5(z) e W5/3(z) versus 

z. 

                 

                               Figura 1 – W3/5(z) e W5/3(z) versus z 

 
                                     Fonte: Elaborada pelo autor. 

 
                           

   2.2 Disentropia e Medida de Aleatoriedade 

 

Um conceito muito importante na física e com aplicações que vão da mecânica 

quântica à astrofísica, passando pelo processamento digital de imagens e pelo estudo da 

dinâmica da bolsa de valores é a entropia. Do ponto de vista da termodinâmica a entropia é uma 

medida do número de diferentes microestados que resultam no mesmo macroestado. Do ponto 

de vista da estatística, a entropia é uma medida de largura da distribuição de probabilidade. Por 

exemplo, a famosa relação de incerteza de Heisenberg da mecânica quântica, comumente 

escrita como uma relação entre desvios padrões, também pode ser escrita como uma relação 

entre entropias.  Entretanto, para um entendimento mais amplo das pessoas, é comum dizer que 

a entropia é uma medida de desordem ou de incerteza de um sistema. Por outro lado, pode-se 

entender que um sistema que não está completamente “desordenado” apresenta alguma ordem. 

Surgindo a necessidade de uma “medida de ordem”. Em um primeiro momento, pode-se 
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imaginar que essa medida de ordem, que será chamada de disentropia (D), deva ser 

simplesmente algo do tipo uma constante menos a entropia (S): D = C - S. Entretanto, essa não 

é uma boa definição pois ela não enriquece em nada o conhecimento nem define uma estrutura 

interna da entropia, por exemplo. Como será visto adiante, a definição matemática da 

disentropia é feita usando a relação entre as funções logq (log) e Wq (W). 

Seja a variável aleatória discreta X = {xk | k = 1, 2, N} representando os possíveis 

resultados de um evento (como uma medição em um experimento). O resultado xk aparece com 

probabilidade pk sendo pk ≥ 0 e ∑ 𝑝𝑘
𝑁
𝑘=1 = 1. Neste caso, a entropia de Shannon S(X) associada 

à distribuição P(X) = {p1, p2, ... ,pN}, sendo pi = p(xi), é dada por S(X). 

                                                                                                       (2.11) 

 

Utilizando a relação log(z) = W(z) + log(W(z)) em (2.11), obtém-se 

 

             (2.12) 

 

O termo 

 

                                                                                                            (2.13) 

 

é chamado de disentropia (Silva; Ramos, 2019). De forma semelhante, a q-entropia de Tsallis 

(Tsallis, 1988) pode ser escrita como: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )log log 1 log ,q q q q

T i q i i q i i q q i i q i q q i

i i i i

S p p p W p p W p q p W p W p   = − = − − − −          (2.14) 

 

sendo que o termo 

 

( )q

q i q i

i

D p W p=                                                                                                                        (2.15)    

 

é a disentropia relacionada à q-entropia de Tsallis. 
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Para uma distribuição do tipo delta (uma das probabilidades vale 1 enquanto todas as 

outras são nulas) tem-se D = Wq(1), seu valor máximo, enquanto para uma distribuição uniforme 

(todas as probabilidades possuem o mesmo valor) D = Wq(N
-1), seu valor mínimo, portanto, 

Wq(N
-1)  D(X)  Wq(1). Portanto, a entropia é máxima para uma distribuição uniforme discreta 

e mínima para uma distribuição delta, enquanto a disentropia é máxima para uma distribuição 

delta e mínima para uma distribuição uniforme. 

Assim, por dualidade, a disentropia pode ser empregada onde quer que a entropia seja 

empregada (Castro; Ramos, 2022; Mendes; Lima; Ramos, 2022; Silva; Mendes; Ramos, 2022), 

ou seja um problema que é resolvido maximizando (minimizando) a entropia também pode ser 

resolvido minimizando (maximizando) a disentropia. Além disso, a entropia e a disentropia são 

propriedades opostas do mesmo fenômeno. Por exemplo, enquanto a entropia mede o quanto 

uma distribuição é aleatória, a disentropia mede o quanto ela é determinística, ou seja, o quanto 

ela não é aleatória a entropia é côncava e a disentropia é convexa. Entretanto, existem algumas 

situações onde apenas a disentropia pode ser usada. Por exemplo, nas medidas de quantumness 

e aleatoriedade propostas em Ramos (2019) e Ramos (2021), respectivamente. Nesta tese o 

foco é na medida de aleatoriedade baseada na disentropia e apenas a disentropia calculada com 

Wq=2(z), equação (2.8), é considerada. 

Uma ferramenta matemática importante na análise de sinais e sequências numéricas 

aleatórias é a função de autocorrelação. Basicamente, a função de autocorrelação mostra o grau 

pelo qual seu valor em um momento ou posição é semelhante ao seu valor em um determinado 

momento posição posterior ou anterior, portanto, é comum usar a autocorrelação para avaliar a 

aleatoriedade contida em um sinal ou sequência numérica: quanto maior a aleatoriedade, menor 

é a semelhança. Entretanto, o resultado da autocorrelação de uma função é outra função e não 

um número, como se faz necessário em uma medida. Na medida de aleatoriedade usando a 

disentropia, esta última mapeia a função de autocorrelação para um número real, fornecendo 

um valor numérico para a aleatoriedade. Assim, a aleatoriedade de um sinal discreto st, usando 

as equações (2.8) e (2.15) é dada por (Ramos, 2021): 
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na qual rn é o n-ésimo valor da função de autocorrelação discreta do sinal st, 𝑠̅ e 𝜎𝑠
2 são, 

respectivamente, a média e a variância de st. O símbolo E denota o valor esperado. Se o sinal st 

é maximamente aleatório, sua função de autocorrelação é uma função delta com magnitude 

igual a um, portanto, de acordo com a equação (2.16), o valor de disentropia de um sinal discreto 

maximamente aleatório é D2 = 0,5. Portanto, quanto menor o valor de |D2 - 0,5| maior será a 

aleatoriedade. Este valor numérico para a aleatoriedade é importante pois permite a comparação 

da aleatoriedade de dois sinais ou sequências diferentes. A disentropia da autocorrelação é, 

portanto, uma medida de aleatoriedade fundamentalmente diferente dos testes estatísticos de 

aleatoriedade, por exemplo, os testes do NIST. Se, por um lado, estes testes estatísticos 

afirmam, dentro de um intervalo de confiança, se uma determinada sequência binária é aleatória 

ou não, eles não medem o quanto a sequência binária considerada é aleatória. Portanto, não está 

claro como usar esses testes estatísticos para fazer uma comparação direta entre sequências. 

Adicionalmente, é bom lembrar que enquanto os testes estatísticos testam a aleatoriedade 

apenas de sequências binárias, a disentropia da autocorrelação pode ser usada em qualquer tipo 

de sinal (Gkouliaras et al., 2024; Jiménez et al.; 2024), como áudio, vídeo, foto e sequências 

numéricas como o número  ou outros números irracionais ou ainda sequências binárias.  

Por fim, embora não seja discutido nesta tese, a disentropia da autocorrelação também 

pode ser definida para distribuições de probabilidade contínuas.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



19 

 

3 PULSARES  

 

Este capítulo é fortemente baseado no vídeo The Dead Star That Outshines 200,000 

Suns (2025) e no trabalho Unlocking the hidden potential of pulsar astronomy, de Kaur et al. 

(2025), bem como nas referências citadas nessas fontes. Sem nenhuma pretensão na área de 

astrofísica, este capítulo traz uma breve revisão, da física de pulsares e da aplicação destes como 

fonte de aleatoriedade.  

 

3.1 Definição e Propriedades de Pulsares 

 

De uma forma simples e direta pode-se dizer que pulsares são estrelas de nêutrons que 

emitem feixes de radiação eletromagnética, os quais podem ser observados como uma 

sequência regular de pulsos. Até o presente momento existem cerca de 3000 pulsares 

catalogados. Os eventos que levam à formação de um pulsar começam quando o núcleo de uma 

estrela muito massiva é comprimido durante uma supernova, formando uma estrela composta 

principalmente de nêutrons, com uma fina atmosfera com núcleos atômicos ordinários e traços 

de elementos pesados, como o ferro. Essa estrela é chamada de estrela de nêutrons. 

Estrelas de nêutrons podem possuir temperatura de superfície a ordem de T ~ 106K e 

raio a ordem de poucas dezenas de quilômetros. Usando a lei de Stefan-Boltzmann, a 

intensidade da radiação emitida é aproximadamente I = T4, sendo   5,67108Wm-2K-4 a 

constante de Stefan-Bolzamann (Shapiro; Teukolsky, 1983; Glendenning, 2000). A 

luminosidade, por sua vez é dada por l = IA, sendo A a área de emissão. Portanto, para uma 

área esférica tem-se l = AT4 = 4R2T4. Usando T ~ 106K e R = 1,3104km, chega-se a l  1,2 

1026 W. Por outro lado, de acordo com a lei de Wien, o comprimento de onda de pico dessa 

emissão é dado por max = 2,897768510-3mK/T. Considerando a mesma temperatura anterior 

tem-se max = 2,897768510-3mK/106K = 2,897768510-9m que, no espectro eletromagnético, 

está na faixa dos raios X (Longair, 2006; Trümper, 2009; NASA/GSFC, [2025]). Ou seja, a 

maior parte da potência emitida pela estrela de nêutrons está na faixa dos raios X. É bom 

lembrar que a porção do espectro eletromagnético que contêm raios , raios X e ultravioleta é 

bloqueada pela camada superior da atmosfera, portanto, é melhor observada com telescópios 

espaciais. Emissões de objetos astronômicos no visível, isto é, entre ultravioleta e 

infravermelho, são observados na Terra, mas com distorções causadas pela atmosfera. A 

radiação infravermelha é absorvida pelos gases da atmosfera sendo, portanto, mais bem 

observada por telescópios espaciais como o James Webb. Emissões em microondas e ondas de 

https://pt.wikipedia.org/wiki/Supernova
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rádio podem ser observadas da terra com os radiotelescópios (Longair, 2006; Trümper, 2009; 

NASA/GSFC, [2025]). 

As estrelas de nêutrons possuem as seguintes propriedades:  

a) Deslocamento para o vermelho (red-shift) gravitacional; 

b) Rápida rotação; 

c) Campo magnético extremo que leva à emissão de ondas eletromagnéticas, e; 

d) Alta densidade. 

 

3.1.1 Deslocamento para o vermelho (red-shift) gravitacional 

 

Próximo à superfície de uma estrela de nêutrons a gravidade é tão intensa que ela 

“puxa” a radiação eletromagnética que ela própria emite. Neste caso, de acordo com a 

relatividade geral, a onda eletromagnética tem o comprimento de onda alongado, ou seja, o 

comprimento de onda aumenta e a frequência diminui, o que implica em dizer que os fótons 

perdem energia. Esse deslocamento para o vermelho recebe o nome de red-shift. O fator de   é 

dado por 

1
2

2

2
1 1

−

 
= − − 
 

GM
z

Rc
,                                                                                                                 (3.1) 

na qual G = 6,67410-11N⋅m²/kg² é a constante universal de gravitação, M é a massa do objeto, 

R é o raio do objeto e c ~ 3108m/s é a velocidade da luz no vácuo. Para uma estrela de nêutrons 

com M = 1,4m0  2,7851030kg sendo m0 a massa do sol, e R  13km, tem-se z  0.21. Isso 

implica que, neste caso, o comprimento de onda aumenta de ~21% devido ao deslocamento 

para o vermelho gravitacional.  

 

3.1.2 Rápida rotação 

 

O colapso da estrela é a diminuição de seu raio. Devido à conservação do momento 

angular na ausência de torque externo atuando na estrela, deve-se ter o momento angular final 

(após o colapso) igual ao momento angular inicial (antes do colapso): Lf = Li. O momento 

angular é dado pelo produto do momento de inércia pela velocidade angular, L = I. Para uma 

esfera sólida e com densidade uniforme o momento de inércia é I = (2/5)MR2, portanto L = 

(2/5)MR2. Se o raio e a velocidade angular antes do colapso são Ri e i e após o colapso da 
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estrela assumem os valores Rf e f, a conservação do momento angular implica na equação 

(3.2).  

2
2 2

2

2 2

5 5
   

 
=  =  =   

 

i
f i f f i i f i

f

R
L L MR MR

R
.                                                               (3.2) 

Por exemplo, se o período de rotação de uma estrela e seu raio antes do colapso são Ti 

= 100 dias (8,64106 s) e Ri = 109 m, a velocidade angular de rotação da estrela colapsada, 

considerando um raio de 13km é f = (2/8,64106s)(109/1.3104)2 = 4,29103 rad/s, ou seja, 

uma frequência aproximada de 685Hz (seiscentas e oitenta e cinco voltas em um segundo). A 

velocidade linear no equador da estrela seria v = R = 4,29103rad/s 13km  5,58107m/s = 

0,186c, isto é, aproximadamente 19% a velocidade da luz. Existe um limite para a máxima 

velocidade angular da estrela colapsada. A estrela começa a se desfazer quando a gravidade não 

pode mais prover a aceleração centrípeta requerida, ou seja, o limite ocorre quando a aceleração 

centrípeta é igual à aceleração gravitacional: 

2

max max2 3
 =  =

GM GM
R

R R
.                                                                                         (3.3) 

 

Usando M = 2,7851030 kg e R = 13km chega-se a max = 9,2103 rad/s ou fmax = 1465 

Hz.    

 

3.1.3 Campo magnético extremo que leva à emissão de ondas eletromagnéticas  

 

A maioria das estrelas possui um campo magnético parecido com um dipolo 

magnético, com polos norte e sul. Quando uma estrela colapsa para formar uma estrela de 

nêutrons, seu campo magnético se intensifica. Isso é explicado pelo princípio da conservação 

do fluxo magnético. O fluxo magnético é dado por 𝛷⃗⃗ = 𝐵⃗ × 𝐴 , sendo 𝐵⃗  o campo magnético e 

𝐴  o vetor normal à superfície com módulo igual à área. O valor máximo do fluxo, considerando 

um campo magnético uniforme, é  = BA.  Nesse caso, o fluxo antes e após o colapso devem 

se igular: BiAi = BfAf, portanto Bf = Bi (Ai/Af). Assumindo uma estrela esférica antes e após o 

colapso, com raios Ri = 109m e Rf = 1,3104 m, e campo magnético antes do colapso igual à Bi 

= 0,001T, obtém-se para a magnitude do campo após o colapso o valor Bf = 5,92106T, um valor 

bilhões de vezes maior que o campo magnético da Terra. À medida que a estrela colapsada gira, 

seu intenso campo magnético induz um forte campo elétrico em sua superfície. Este campo 
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elétrico, por sua vez, arranca partículas carregadas da superfície, principalmente elétrons, que 

fluem para a magnetosfera e são acelerados. Estes elétrons acelerados emitem radiação 

síncroton em um feixe estreito ao longo das linhas do campo magnético. Se ao girar, o eixo do 

campo magnético ficar na linha de visada da terra, ou do telescópio espacial, pulsos de radiação 

eletromagnética são detectados. Daí surge o nome pulsar.  

A Figura 2 mostra um pulsar apresentando as linhas de campo magnético e o feixe de 

radiação escapando pelos polos magnéticos. 

 

Figura 2 – Pulsar apresentando as linhas de campo magnético e o feixe de 

radiação escapando pelos polos magnéticos 

 

 

   Fonte: Smits (2007). 

 

3.1.4 Alta densidade  

 

Para estimar a densidade de uma estrela de nêutrons pode-se começar com a máxima 

velocidade angular de rotação max = (GM/R3)1/2. Considerando a estrela esférica e com 

densidade uniforme, tem-se  = (GV/R3)1/2 = (G(4/3)R3/R3)1/2 = (G(4/3))1/2. Agora, 

considerando o período T = 2/, uma variável facilmente mensurável, pode-se obter a 

densidade em função do período:  = 3/(GT2). Por exemplo, para T = 1 s tem-se   

1,411011kg/m3 e para T = 30 ms tem-se   1,571014kg/m3. 

A emissão contínua de radiação pela estrela de nêutrons faz com que ela perca energia 

e desacelere sua rotação. Para estimar quanta energia o pulsar perde em uma rotação devido à 

emissão eletromagnética, pode-se proceder da seguinte forma: Considerando a estrela um 
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sólido esférico com densidade uniforme, seu momento de inércia é dado por: I = (2/5)MR2. A 

energia cinética, por sua vez, é dada por K = (1/2)I2 = (1/5)MR22. A velocidade linear na 

superfície da estrela é v = R, portanto, K = (1/5)Mv2. Usando os valores do pulsar no centro 

da Nebulosa do Caranguejo, M = 1,4m0  2.81030 kg, R = 13km, T = 0.033s, tem-se para o 

valor da velocidade linear na superfície v = 2R/T = 2,47106m/s, o que resulta em uma energia 

cinética rotacional total igual a K = 3,421042J. Entretanto, uma variação v na velocidade e a 

variação K na energia cinética estão relacionadas da seguinte forma 

( ) ( ) ( )
2 2 21 1 1

2
5 5 5

 +  = +    = + − =  + 
 

K K M v v K M v v K M v v v .                       (3.4) 

 

Dividindo os dois lados de (3.4) por K, obtém-se 

 

2

2
    

= +  
   

K v v

K v v
.                                                                                                              (3.5) 

 

Desconsiderando o termo de grau dois em (3.5) chega-se, finalmente, a  

 

2


 =
v

K K
v

.                                                                                                                          (3.5.a) 

 

O pulsar no centro da Nebulosa do Caranguejo apresentou uma queda de 0,5 Hz em 

um período de 45 anos (Lyne et al., 2015). Neste caso, tem-se v/v  -410-13. Logo, usando a 

equação (3.5), K = 2(v/v)K  23,421042(-410-13) = -2,71030 J. Como cada rotação demora 

0.033 s, a potência emitida pelo pulsar é P = K/T  2,71030J/0.033s = 81031 W. Esse valor é 

cerca de 200.000 vezes a energia radiada pelo sol a cada segundo.  

Um modelo ainda simples, mas bastante usado, é o que considera a variação da 

frequência de rotação proporcional a uma potência dessa mesma frequência (Lia et al., 2025; 

Ramos et al., 2025): 

 


= − nd

k
dt

.                                                                                                                               (3.6) 
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Em (3.6), o índice n é chamado de índice de frenagem. Na prática, o valor do período 

de um pulsar é medido ao longo do tempo e essa série histórica permite o cálculo experimental 

das derivadas primeira e segunda do período. Com isso é possível medir n: 

 

𝑑2𝜔

𝑑𝑡2 = −𝑘𝑛𝜔𝑛−1 𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝑛

−𝑘𝜔𝑛

𝑑𝑡

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 

𝑛

𝜔
(
𝑑𝜔

𝑑𝑡
)
2

⇒ 𝑛 =
𝜔𝜔̈

𝜔2 = 2 −
𝑃𝑃̈

𝑃2 .                                             (3.7) 

 

Em (3.7) P = 2/ é o período de rotação do pulsar. Quando apenas a emissão de 

radiação eletromagnética é levada em consideração (modelo de dipolo magnético), cálculos 

clássicos levam ao valor de n = 3 (Ramos et al., 2025). Entretanto, os valores reais medidos são 

diferentes de 3, o que mostra que outros processos físicos também estão envolvidos na frenagem 

do pulsar, por exemplo, vento de partículas e emissão de ondas gravitacionais também causam 

a desaceleração do pulsar. Portanto, um modelo mais completo deve levar em conta esses 

fenômenos também (Lia et al., 2025). 

A Figura 3 mostra a nebulosa do Caranguejo, que possui um pulsar em seu centro. 

 

Figura 3 - Nebulosa do Caranguejo com um pulsar em seu centro 

 

 Fonte: NASA, ESA, Hester e Loll (2005) 

 

          

A Figura 4 mostra o pulsar da nebulosa do Caranguejo. A imagem combina a 

informação óptica (parte avermelhada) obtida pelo telescópio espacial Hubble e a informação 

na faixa de raios X (parte azul) obtida pelo telescópio espacial Chandra. 
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            Figura 4 – Pulsar da Nebulosa do Caranguejo 

 

 
 

Fonte: NASA, HST, ASU e Hester et al. (2003) 
 

 

3.2 Detecção de Pulsares  

  

Em radioastronomia, para avaliar o brilho de um objeto astronômico é comum usar 

como medida a densidade espectral de fluxo, isto é, a quantidade de potência recebida por 

unidade de área por unidade de frequência do sinal proveniente da fonte radiante. A unidade é 

o Jansky, Jy. Em termos de unidades do sistema SI, tem-se 1Jy = 10-26 Wm-2Hz-1. Os pulsos 

provenientes de pulsares, em geral, têm uma baixa densidade de fluxo, por exemplo ≲ 5mJy 

em 1,4 GHz, o que torna a detecção uma tarefa complexa. Além disso, a propagação do sinal 

do pulsar até a antena receptora, através do meio interestelar, interplanetário e na atmosfera, 

sofre distorções, cintilações e espalhamento, além de sinais de outras fontes astronômicas e 

terrestres que são captadas pela antena simultaneamente ao sinal do pulsar.    

Os radiotelescópios atuais observam pulsares na faixa de frequência de 50MHz 

(Murchison Widefield Array – MWA e Low Frequency Array – LOFAR) a 4 GHz (Murriyang, 

CSIRO’s Parkes Radio telescope). Embora a maioria dos pulsares possuam uma distribuição 

espectral com uma queda acentuada nas altas frequências (baixa densidade de fluxo em altas 

frequências), pulsares também foram detectados na faixa de ondas milimétricas ∼100–200 GHz 

com os radiotelescópios ALMA - Atacama Large Millimeter/submillimeter Array, e IRAM - 

Institut de Radioastronomie Millimetrique 30 m. Por fim, astrônomos amadores têm usado 
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rádios definidos por software e antenas com pratos pequenos para detectar pulsares mais 

brilhantes como o Pulsar de Vela (PSR J0835-4510).  

A sensitividade de um radiotelescópio pode ser determinada pela equação radiométrica 

que relaciona a mínima densidade de fluxo detectável para uma relação sinal-ruído (S/N) 

predefinida (Kaur et al., 2025): 

 

( )min

2

1




=

−

B sys

eff p

k T
S S N

A n
.                                                                                                                      (3.6) 

 

Em (3.6) kB é a constante de Boltzmann, Tsys é a temperatura do sistema, Aeff é a área 

de coleta efetiva, np é o número de polarizações independentes do campo eletromagnético 

gravado, Δ é a largura de banda observada,  é o tempo de duração da observação,  é o ciclo 

de trabalho do pulso, isto é, a razão entre a largura do pulso e o período do pulso. Por fim, S/N 

é a mínima razão sinal-ruído desejada. Por exemplo, para detector os quatro pulsares mais 

brilhantes no céu em 700 MHz (densidade de fluxo limitante de 540 mJy para uma S/N de 8), 

com uma largura de banda de 10MHz e temperatura do sistema de 300K, seria necessária uma 

antena de 3.8m de diâmetro. 

 

3.3 Aplicações de Pulsares 

 

Pulsares são objetos astronômicos importantes para o estudo científico de fundamentos 

da astronomia e da física. Por exemplo, a sequência regular de pulsos emitida por um pulsar 

pode ser usada para estudar o meio interestelar, para testar teorias de gravidade ou ainda na 

busca de ondas gravitacionais com frequências na faixa de nHz. Outras aplicações mais 

tecnológicas têm surgido, como aplicações em posicionamento e navegação, temporização e 

sincronização (através da medição do tempo de chegada dos pulsos do pulsar), monitoramento 

do “clima” espacial e da ionosfera (através da medição das distorções, como a rotação da 

polarização, causadas pela propagação do sinal pelo meios interestelar, interplanetário e 

ionosfera), em técnicas de calibração de antenas, teste de algoritmos quânticos de classificação 

e na geração de números aleatórios, dentre outras. Neste trabalho, o foco é apenas no uso de 

pulsares para a geração de números aleatórios.  

Quando os sinais provenientes de um pulsar são integrados, isto é, quando uma média 

é feita levando em consideração milhares de pulsos individuais, o perfil desse ensemble é 
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bastante estável. Entretanto, pulsos individuais apresentam variações na amplitude e forma 

devido à processos intrínsecos de emissão não inteiramente entendidos e efeitos de propagação 

(o canal de propagação varia com o tempo). Isto torna a densidade de fluxo medida dos pulsos 

observados uma variável aleatória (Mickaliger et al., 2018). Portanto, o pulsar pode ser usado 

em aplicações onde a aleatoriedade é importante, como em protocolos criptográficos e jogos, 

por exemplo (Dawson et al., 2022).    

Existem outras fontes de aleatoriedade astronômicas além de pulsares, entretanto, 

algumas propriedades tornam os pulsares fontes de aleatoriedade atraentes:  

a)  Há um grande número de pulsares disponíveis e observáveis durante dia e noite.  

b)  São fontes de banda larga, isto é, emitem em diferentes frequências.   

c)  O volume de dados do pulsar requeridos para que os participantes legítimos de uma 

comunicação criptografada possam extrair aleatoriedade não é grande.  

d)  Pulsares podem produzir aleatoriedade na velocidade de bits aleatório por 

milissegundo.  

Em aplicações criptográficas, como a descrita no trabalho de Dawson et al. (2022), na 

qual duas estações radiotelescópicas medem a radiação proveniente do mesmo pulsar, as quatro 

propriedades requeridas para uma comunicação segura são satisfeitas:  

a) Acessibilidade: a única limitação é a localização geográfica dos observadores; 

b) Não previsibilidade: os valores medidos pelos radiotelescópios são realmente 

aleatórios, certificados por testes de aleatoriedade, e não há modelos físicos para prevê-

los com exatidão; 

c) Não maleabilidade: não é possível influenciar o comportamento de um pulsar 

que está localizado a muitos (milhões) anos-luz de distância da terra;  

d) Verificação pública: quando dois observadores, sincronizados no tempo, 

observam o mesmo pulsar e aplicam o mesmo algoritmo de extração de bits aleatórios, 

o resultado obtido (sequência de bits aleatória) é o mesmo para ambos, observadores 

em radiotelescópios em locais distintos (Dawson et al., 2022).  

Também existem desafios no uso de pulsares como fonte de aleatoriedade. 

Primeiramente, a medição da densidade de fluxo exige um telescópio relativamente grande e 

sensível. Além disso, uma estrela é um sistema físico com memória, isto é, a energia de pulsos 

“vizinhos” é correlatada.  Essa correlação deve ser apagada para não gerar um viés na sequência 

binária aleatória a ser produzida. Esse processo que elimina a correlação reduz a taxa de geração 

de bits aleatórios. Embora a variável utilizada do pulsar para gerar bits aleatórios seja aleatória, 

ela não é uniformemente distribuída, o que acaba por gerar sequencias binárias que também 
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não são uniformemente distribuídas. Em particular, para a maioria dos pulsares a densidade de 

fluxo de energia segue uma distribuição log-normal (Mickaliger et al., 2018). Assim, faz-se 

necessário um pós-processamento para que a sequência binária produzida a partir dos valores 

do fluxo de energia apresente uma distribuição uniforme. Por fim, quando dois telescópios 

observam o mesmo pulsar, para que ambos obtenham a mesma sequência aleatória de bits, os 

telescópios devem estar sincronizados no tempo com uma precisão menor que o período do 

pulso.   

É importante frisar que, embora o fluxo de energia de pulsos individuais seja a variável 

aleatória mais óbvia de um pulsar, ela não é a única. Outras propriedades de um pulsar poderiam 

ser usadas como fonte de aleatoriedade. Por exemplo, o intervalo temporal entre glitches 

(eventos de aceleração repentina da rotação cujos tempos de evento podem seguir um processo 

Poissoniano) (Espinoza et al., 2014), nulling (apagamento de um ou mais pulsos emitidos pelo 

pulsar) (Redman; Rankin, 2009; Ai-Yuan; Jinlin; Na, 2014), moding (uma mudança repentina 

na forma da média temporal dos pulsos emitidos pelo pulsar), ou ainda entre eventos de pulsos 

gigantes (pulsos individuais emitidos por alguns pulsares que excedem o fluxo de densidade 

média por um fator de dez ou mais) que também seguem uma distribuição Poissoniana. A 

escolha da melhor propriedade leva em consideração a facilidade de dois telescópios 

geograficamente distantes medirem a mesma coisa e a taxa de variação do parâmetro escolhido, 

quanto mais rápido o parâmetro variar, maior a taxa de geração de bits aleatórios.  
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4 APLICAÇÕES DA DISENTROPIA NA ASTRONOMIA 

 

Um equipamento muito útil em diversos setores da vida moderna é o gerador de 

números aleatórios (GNA). Por exemplo, um GNA pode ser utilizado em protocolos 

criptográficos, jogos digitais, loterias e jogos de azar, simulações de Monte-Carlo, dentre outras 

aplicações. Um bom GNA deve produzir uma sequência de números realmente aleatória. Isto 

significa que não é possível prever qual será o próximo número a ser gerado com probabilidade 

maior que 1/N, sendo N o tamanho do conjunto de números que o gerador pode gerar. Por 

exemplo, um GNA binário tem N = 2, pois os números gerados são ‘0’, com probabilidade p, e 

‘1’ com probabilidade 1-p. Por exemplo, o lançamento de uma moeda para a qual o evento 

‘cara’ representa o número ‘0’ enquanto o evento ‘coroa’ representa o número 1. O GNA 

binário é maximamente aleatório quando p = ½ (cara e coroa têm a mesma probabilidade de 

ocorrer). Se p  ½ diz-se que o gerador é viciado ou enviesado. Observando-se a Tabela 1, nota-

se que para p = ½ a entropia é máxima e a disentropia é mínima. Portanto, uma GNA de máxima 

aleatoriedade possui entropia máxima e disentropia mínima. Por outro lado, um GNA 

determinístico, ou seja, que gera sempre o mesmo número, possui entropia nula e máxima 

disentropia. Seja um GNA binário com os seguintes valores de p = {0.25, 0.5, 0.75}. Dez mil 

números (pseudo) aleatórios foram gerados através de um software. O número de ‘1’s obtidos 

em cada caso estão mostrados na Tabela 1.  

 

         Tabela 1 – Resultados da utilização de um GNA com três diferentes valores de p. 

 

p N° de 1’s Entropia Disentropia 

0.25 7495 0.8112 0.2372 

0.5 5028 1 0 

0.75 2471 0.8112 0.2372 

         
           Fonte: Elaborada pelo autor. 

 

Como pode ser observado na Tabela 1, se p < 0.5, a entropia não é máxima (a 

disentropia não é mínima) e o número de 1’s é maior que o número de 0’s. Se p > 0.5, novamente 

a entropia e a disentropia não alcançam seus valores extremos e o número de 0’s é maior que o 

número de 1’s. Por fim, se p = ½, a entropia é máxima, a disentropia é mínima e o número de 

1’s e 0’s são aproximadamente iguais, como ocorreria em uma longa sequência de lançamentos 
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de uma moeda não viciada. Os exemplos da Tabela 1 mostram a importância de garantir a 

máxima aleatoriedade da fonte considerada. 

 

4.1 Exemplos de Cálculo da Disentropia da Autocorrelação 

 

Inicialmente, a Figura 5 e a Tabela 2 mostram, através de cálculos numéricos, um 

exemplo do decréscimo do valor da disentropia da autocorrelação na medida em que a 

intensidade do ruído é amplificada.   

 

Figura 5 – Sinal senoidal com diferentes níveis de ruído 

 

Fonte: Elaborada pelo autor. 

                                                 

 

Tabela 2 – Sinais com diferentes níveis de ruído e sua aleatoriedade medida por 

D2. N(x,y) – ruído Gaussiano com valor médio igual a x e variância igual a y 

 

 s(t) Aleatoriedade (D2(s(t))) 

I  2sin(t) 427.5291 

II 2sin(t) + 4 + N (0,0.25) 174.3615 

III 2sin(t) + 8 + N (0,1) 30.2728 

IV 13 + N (0,1) 0.4917 

 

Fonte: Elaborada pelo autor. 
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Consideremos por um momento d2(s(t)) = |D2(s(t)) - 0.5| como uma medida de 

aleatoriedade. Como se pode notar, d2(s(t))  0 mede a distância entre s(t) e um ruído branco 

medindo a distância entre suas funções de autocorrelação. Como a diferença entre d2 e D2 é 

apenas o valor de referência (0.5), usaremos apenas D2 ao longo deste trabalho. Nos exemplos 

mostrados na Figura 5, os sinais s(t) considerados foram sinais unidimensionais. No entanto, 

pode-se também usar D2 para calcular a aleatoriedade de um sinal bidimensional. Por exemplo, 

a Figura 6 mostra uma imagem aleatória (esquerda) e uma imagem periódica (direita). Seus 

valores de disentropia são, respectivamente, D2 = 0.5 e D2 = -2.6643104. 

 

Figura 6 – Imagem aleatória (esquerda) e imagem periódica (direita). Os eixos mostram 

o número de pixels. 

 
 

Fonte: Elaborada pelo autor. 

 

A Figura 7, por sua vez, mostra a imagem de Júpiter cuja aleatoriedade medida pela 

disentropia da autocorrelação é D2 = 4158.4. 

 

Figura 7 – Júpiter 

 
 Fonte: Nasa, ESA, Simon, Wong e OPAL (2020). 
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Inicialmente as imagens coloridas foram transformadas em imagens em tons de cinza. 

A seguir, as matrizes que representam as imagens foram transformadas em vetores pela 

concatenação de suas linhas. A autocorrelação de cada vetor foi calculada usando o comando 

‘xcorr ()’ do software OCTAVE. Por fim, a disentropia foi calculada usando a equação (2.16). 

O programa em OCTAVE que calcula a aleatoriedade de uma dada matriz M é o seguinte: 

 

function [D2] = Randomness(M) 

aux=reshape (M,1, []); 

AC=xcorr(aux-mean(aux),'coeff'); 

  D2=(sum((AC.^3)./(1+AC)));  

 

 

4.2 Aleatoriedade dos Mapas CMB 

 

Desde que foi apresentada à comunidade científica, a radiação cósmica de fundo 

(CMB) medida pelo satélite Planck tem sido usada para testar modelos cosmológicos 

melhorando a precisão dos parâmetros que foram inicialmente calculados usando os mapas 

medidos pelos satélites COBE e WMAP. Em geral, esses trabalhos tratam dos multipolos, que 

são os coeficientes de uma decomposição esférica harmônica. Além dos multipolos, outra 

propriedade importante dos mapas CMB é a aleatoriedade dos dados medidos. Nos trabalhos 

de Gurzadyan e Kocharyan (2008) e Gurzadyan et al. (2011), o parâmetro de estocasticidade 

de Kolmogorov (KSP) foi usado para criar um mapa do céu representando o grau de 

aleatoriedade na temperatura cósmica de fundo em microondas. Este mapa (estimado) de 

Kolmogorov pode distinguir a contribuição do disco galáctico da CMB, bem como pode revelar 

regiões com diferentes graus de aleatoriedade, o que pode ser entendido como heterogeneidades 

no Universo. Além disso, também foi usado para detectar vazios cósmicos nos mapas da CMB 

que foram confirmados logo em seguida. Outra aplicação notável da técnica KSP foi na análise 

dos dados residuais de dois satélites LAGEOS sobre o efeito relativístico de formação de lentes. 

Esses exemplos mostram que o KSP é capaz de detectar efeitos físicos reais. No entanto, o uso 

do parâmetro de estocasticidade de Kolmogorov requer alguns cuidados quando são 

considerados sinais correlacionados e de tamanho finito. Além disso, não um parâmetro fácil 

de calcular numericamente. Neste trabalho, também fazemos uma análise da aleatoriedade do 

universo primordial usando os mapas da CMB, porém, ao invés de criar um mapa de 
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aleatoriedade, calculamos a aleatoriedade de cada mapa da CMB usando a disentropia da função 

de autocorrelação. A Figura 8 mostra a aleatoriedade dos mapas de intensidade da CMB versus 

frequência. Os valores numéricos da aleatoriedade para intensidade (I) e parâmetros de Stokes 

(Q, U e P) podem ser vistos na Tabela 3. 

 

Figura 8 - Disentropia da autocorrelação versus frequência [30, 44, 70, 100, 

143, 217, 353, 545, 857] GHz 

 
Fonte: Elaborada pelo autor. 

     

Tabela 3 - Disentropia da autocorrelação versus frequência para a  

intensidade (I) e parâmetros Stokes (Q, U e P) 

 

F [GHz] D2 (I) D2(Q) D2(U) D2(P) 

30 12.3521 46.4387 88.4071 4.4331 

44 4.3486 13.7528    23.3896     2.1172 

70 1.4071 3.5712       2.8815 2.0049 

100 1.9875 8.0732        14.0864 7.8726 

143 3.5308 16.113      38.214 11.730 

217 14.2136 33.8731        59.2607 4.1811 

353 7.1598 30.683       27.728 15.641 

545 4.9531  

857 21.2023 

          
         Fonte: Elaborada pelo autor. 
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Como pode ser visto na Figura 8 e na Tabela 3, quanto menor a contribuição da Via 

Láctea, maior a aleatoriedade, como esperado. Por exemplo, 70 GHz é a frequência cujos sinais 

da Via Láctea são mais fracos e, portanto, a aleatoriedade é máxima para intensidade e para 

todos os parâmetros de Stokes. Quando a contribuição da Via Láctea está ausente, como na 

imagem SMICA mostrada na Figura 9, a aleatoriedade é D2 = 0.8054, portanto, é muito grande. 

 

Figura 9 – Mapa de temperatura SMICA. Os eixos mostram o 

número de pixels. 

 
Fonte: ESA, Planck Collaboration I (2013). 

 

    

4.3 Um Algoritmo Baseado em Disentropia para Remover Estrelas de Fundo de Imagens 

Astronômicas 

 

A importância de algoritmos de processamento de imagens para remover estrelas de 

fundo em imagens astronômicas foi discutida no trabalho de Cohen e Lu (2021), no qual um 

método baseado em difusão foi proposto. Nesta sessão, usando a disentropia da autocorrelação, 

propomos um algoritmo muito simples capaz de chegar a um resultado semelhante. 

Basicamente, como as estrelas parecem estar colocadas em posições aleatórias em uma imagem 

astronômica, o algoritmo varre a imagem procurando por áreas com aleatoriedade maior que 

um valor limite predefinido. Quando tal área é encontrada, seus pixels são apagados (eles 

assumem o valor zero). Similarmente ao algoritmo proposto no trabalho de Cohen e Lu (2021) 

as imagens são primeiramente convertidas para imagens em escala de cinza. Três exemplos 

podem ser vistos nas Figuras 10, 11 e 12. As fotos foram obtidas em www.davidmalin.com e 

no site da NASA. 
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Figura 10 – Constelações de Musca com Crux. Esquerda: imagem processada. Direita: 

imagem original. 
 

 
 

 Fonte: Malin, Fujii ([2008]) 
 
 

Figura 11 – Constelações de Reticulum e Dorado. Esquerda: imagem processada. Direita: 

imagem original. 

  

 
 

Fonte: Malin, Fujii (2008) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



36 

 

Figura 12 – Grupo de galáxias quinteto de Stephan. Esquerda: imagem processada. Direita: 

imagem original. 

 

 
 

Fonte: NASA, ESA, CSA e STScI (2022).   

 

Como se pode ver nas Figuras 10, 11 e 12, estruturas homogêneas como estrelas muito 

brilhantes são preservadas. 

 

4.4 Cálculo da Aleatoriedade de um Pulsar com a Disentropia 

 

A distribuição de densidade de fluxo da maioria dos pulsares é conhecida por seguir a 

distribuição log-normal (Mickaliger et al., 2018). Em Dawson et al. (2022), essa aleatoriedade 

da densidade de fluxo do pulsar PSR J0437-4715 foi usada para gerar uma sequência de bits 

aleatórios que funcionou como chave criptográfica em uma comunicação entre a Austrália, 

radiotelescópio Parkes, e a China, radiotelescópio FAST, mostrado esquematicamente na 

Figura 13. Além disso, foi verificada uma correlação pulso a pulso nos valores da densidade de 

fluxo, o que diminui a aleatoriedade do sinal do pulsar. Verificou-se que para o pulsar PSR 

J0437-4715, esta correlação cai para quase zero para separações iguais ou maiores que cinco 

pulsos. Portanto, apenas um a cada 5 valores foi usado para extrair os bits aleatórios. Três 

métodos diferentes foram usados para extrair bits do valor contínuo da densidade de fluxo. Por 

fim, a aleatoriedade da sequência de bits obtida foi verificada usando o conjunto de testes 

estatísticos do NIST. No entanto, a aleatoriedade dos próprios dados do pulsar não foi analisada 

em Dawson et al. (2022). Nesta seção, mostramos a aleatoriedade dos dados do PSR J0437-

4715 para diferentes valores de separação de tempo (medida em número de pulsos) entre os 
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pulsos considerados para formar a sequência de bits aleatórios. O resultado é mostrado na 

Figura 14 (Dados reais obtidos o portal de acesso CSIRO Data (data.csiro.au). 

 

Figura 13 – Esquema para geração de chave criptográfica usando um pulsar. 

n – valor da densidade de fluxo do n-ésimo pulso recebido. n – ruído 

Gaussiano do radiotelescópio (A – transmissor, B - receptor). 

 
Fonte: Elaborada pelo autor. 

 

 

Figura 14 – Disentropia da autocorrelação dos valores medidos da densidade 

de fluxo do pulsar PSR J0437-4715 versus separação temporal em termos 

do número de pulsos  

 
Fonte: Elaborada pelo autor. 

 



38 

 

Como a correlação entre pulsos vizinhos diminui a aleatoriedade, pode-se ver 

claramente na Figura 14 o aumento da aleatoriedade em direção ao seu valor máximo (D2 → 

0.5) quando o intervalo de tempo entre os pulsos considerados aumenta. Assim, para aumentar 

a aleatoriedade, o experimento realizado em Dawson et al. (2022) utilizou apenas um a cada 5 

valores, diminuindo a taxa de bits por um fator de 5 (são 1.060.000 pulsos, mas a chave final 

tinha apenas 200.000 bits). No entanto, isso não é necessário. Uma permutação aleatória da 

sequência de densidades de fluxo fornecerá uma sequência com D2 ~ 0.5 e, portanto, nenhum 

pulso precisa ser descartado. A Figura 15 mostra o histograma da disentropia para mil 

permutações aleatórias dos dados da densidade de fluxo do PSR J0437-4715. Neste caso, deve-

se observar que ambos os usuários legítimos (equipes Parkes e FAST em Dawson et al., 2022) 

devem aplicar a mesma permutação aleatória que não precisa ser secreta, pois não vaza 

nenhuma informação sobre a sequência de bits obtida. Como pode ser visto na Figura 15, a 

permutação aleatória destrói a correlação e torna o sinal do pulsar maximamente aleatório. 

 

Figura 15 - Histograma da disentropia da autocorrelação de mil permutações 

aleatórias dos dados do pulsar PSR J0437-4715 

 
 

Fonte: Elaborada pelo autor. 
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5 APLICAÇÕES DA FUNÇÃO Wq DE LAMBERT-TSALLIS NA ASTRONOMIA 

 

Neste capítulo o objetivo é discutir aplicações da função Wq de Lambert-Tsallis em 

astronomia. Embora possa haver muitas aplicações, esta tese se restringe a dois problemas:  

a) Cálculo da frequência de rotação de um pulsar a partir da frequência da onda 

gravitacional emitida, e; 

b) Aproximação da solução da equação de Kepler para pequenos valores da 

excentricidade. Em ambos os problemas surgem polinômios cúbicos, cujas raízes 

podem ser obtidas analiticamente usando as funções Wq com q = 1/2 ou q = 5/2.  

 

Os gráficos de W1/2 e W5/2 são mostrados na Figura 16.  

 

Figura 16 - W1/2 (azul) e W5/2(z) (vermelho) versus z 

 
 

Fonte: Elaborada pelo autor. 

 

Se q < 1, então o primeiro ramo inferior deve tocar o eixo y em Wq(0) = 1/(q-1). De 

fato, para q = 1/2, o primeiro ramo inferior toca o eixo y em W1/2(0) = -2. Por outro lado, se q > 

1, o ramo superior tende para a assíntota lim
𝑧→∞

𝑊𝑞(𝑧) = 1/(q-1). De fato, para q = 5/2 tem-se 

lim
𝑧→∞

𝑊5 2⁄ (𝑧) = 2/3. Além disso, como as soluções de um polinômio cúbico podem ser obtidas 

através de W1/2 ou W5/2, ambas precisam apresentar uma região onde seja possível encontrar três 

valores reais. Isto também está mostrado na Figura 16.  
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5.1 Cálculo da Frequência de Rotação de um Pulsar a Partir da Frequência da Onda 

Gravitacional Emitida 

 

A relação entre a frequência da onda gravitacional emitida por pulsar que está girando 

e a frequência de rotação desse pulsar (Lia et al., 2025) é dada por  
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Em (5.1)  é a frequência de rotação (Hz) da estrela, k é a frequência Kepleriana de 

ruptura, isto é, o limite superior de rotação estável do pulsar. Um valor típico de k para uma 

estrela de nêutrons é 506 Hz. Por fim, os parâmetros A e B estão nos intervalos 1.39 ≤ A ≤ 1.57 

e 0 ≤ B ≤ 0.195 [18]. O parâmetro A leva em consideração o arrasto e a curvatura do espaço-

tempo em estrelas de rotação lenta, enquanto o parâmetro B leva em consideração o 

achatamento e efeitos rotacionais não lineares.  

Como mostrado em Lia et al. (2025), a equação (5.1) pode ser invertida para se calcular 

 a partir de fgw. As soluções são   
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As equações (5.2) e (5.3) levam aos mesmos resultados, mas a equação (5.2) é mais fácil de 

calcular numericamente. Por exemplo, usando A = 1.39, B = 0.195, fgw = 86 Hz e k = 506 Hz (Lia et 

al., 2025), obtém-se 1  =  2 = 62.1 Hz.  

Pode-se mostrar que o ponto de ramificação da função Wq de Lambert-Tsallis (ponto onde 

dois ramos diferentes se encontram e onde dWq(z)/dz = ) é o ponto (zb = expq(1/(q-2))/(q-2), Wq(zb) = 

1/(q-2)), para q  2. Isso quer dizer que soluções complexas de Wq(z) começam a aparecer quando z < 

zb.  Usando essa condição em (5.2) obtém-se 
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
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  
−  −       

   

gw k

k gw

fB B

A A A f
.                                                                                      (5.4) 

 

A equação (5.4) é a condição que os parâmetros A e B devem obedecer para que (5.2) forneça 

uma solução real. Fisicamente, ela relaciona efeitos de curvatura do espaço-tempo, arrasto, achatamento 

e efeitos rotacionais não lineares com as frequências da onda gravitacional emitida e a frequência de 

ruptura da estrela.  

 

5.2 Cálculo da solução da equação de Kepler 

 

Um segundo exemplo de aplicação da função Wq em astronomia é em mecânica celeste, na 

solução numérica da equação transcendental de Kepler (Boyd, 2007; Perovich et al., 2016)  

 

( )sin= −M E e E .                                                                                                                 (5.5) 

 

A equação (5.5) descreve, por exemplo, uma órbita elíptica de um planeta ao redor de 

uma estrela. A elipse da órbita possui excentricidade e, M é a anomalia média e E é a 

excentricidade anômala do movimento elíptico. Até o presente momento não há solução 

analítica para a equação (5.5). Há vários métodos numéricos para resolvê-la (Boyd, 2007; 

Perovich et al., 2016). Nesta seção é apresentado um novo método de aproximar a solução de 

(5.5), usando Wq, no regime de pequenos valores da excentricidade e.  

Se o valor de e for muito pequeno, a aproximação da função seno por um polinômio 

de grau 3 pode ser suficientemente boa. Usando a aproximação por série de Taylor, a equação 

(5.5) pode ser aproximada por 

   

( )3
3

6 1 6
0

3!

− 
= − −  + − = 

 

eE M
M E e E E E

e e
,                                                                      (5.6) 

 

cuja solução analítica é 

 

( )

( )

1 2
2

1 2 3

3 1

3 1

  −
 =  

 −   

e eM
E W

e e
.                                                                                          (5.7) 
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Outra aproximação melhor pode ser obtida se usarmos a aproximação de Padé ao invés 

da série de Taylor. Neste caso tem-se, 

 

( )
3

3 2

2

7
60 13 6060 0

1 3 7 3 7 3 7
1

20

 
−  −    

= −  − + − =      
+ + +     +

 

E E eM M
M E e E E E

e e e
E

.                       (5.8) 

  

A solução analítica de (5.8) é a seguinte: 

 

2

1 2 3

2

2 3 7

   
= +   

+  

p q M
E W

p e
                                                                                                               (5.9.a) 
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3 7 3 7

−   
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+ +  

e M
p

e e
                                                                                                                 (5.9.b) 
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q
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.                                                                                             (5.9.c) 

 

Ou seja,  
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.    (5.10) 

   

Uma aproximação melhor para a solução da equação (5.5) é obtida se a função seno 

for aproximada por um polinômio de ordem cinco. Como a aproximação de Padé tem melhor 

convergência que a aproximação por série de Taylor, esta é a única que será considerada. Assim, 

tem-se a seguinte aproximação de quinta ordem para a equação (5.5): 

 

5 3

4 2

551 53

166320 396
5 13

1
11088 396

− +

= − 

+ +

E E E

M E e

E E

                                                                                (5.11.a) 
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( )5 4 3 25 551 5 13 53 13
1 0

11088 166320 11088 396 396 396

   
− − + + − + − − =   

   

e M e M
E E E E e E M .          

(5.11.b) 

 

É possível chegar a uma solução analítica da equação (5.11.b). Todo polinômio de 

grau cinco a5x
5 + a4x

4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 = 0 pode ser escrito na forma de Bring-Jerrard, x5 

+ b1x + b0 = 0, que é um trinômio e, portanto, suas raízes podem ser escritas em função de Wq. 

Entretanto, essa solução analítica é enorme, difícil de manipular e de entender o papel das 

variáveis na solução. Desta forma, optamos por uma solução numérica, mas que usa Wq. 

Basicamente, a equação (5.11.b) é escrita como um mapa En+1= g(En) cujo ponto de 

convergência, En+1= En = E, é uma das raízes de (5.11.b). O primeiro passo é escrever (5.11.b) 

da seguinte forma:   

 

( )5 2 2

1 1

5 551 5 13 53 13
1

11088 166320 11088 396 396 396
+ +

    
− + − − = − + +    

    
n n n n n

e M e M
E e E M E E E ,      (5.13) 

 

cuja solução usando a função de Lambert-Tsallis é  
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( ) 2 25 13 53 13

11088 396 396 396
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  
n n n n

M e M
f E E E E .                                                              (5.15) 

  

As Figuras 17 e 18 a seguir mostram, respectivamente, o cálculo numérico de E dado 

em (5.5) usando o mapa (5.14)-(5.15), com M = /2 e e [0.01,0.5], e o erro /2 – [E-esin(E)] 

com o valor de E obtido após 50 iterações do mapa (5.14)-(5.15). O erro é da ordem de 10-4 

para e = 0.3. 
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 Figura 17 – E versus e 

 
Fonte: Elaborada pelo autor. 

   
 

Figura 18 – Erro (M-(E-esin(E))) versus e, com M = /2 

 

 
Fonte: Elaborada pelo autor. 
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6 CONCLUSÃO 

 
Inicialmente, esta tese descreveu três aplicações da medida de aleatoriedade baseada 

na disentropia da autocorrelação em astronomia: 

a) Cálculo da aleatoriedade de mapas CMB gerados pelo satélite Planck: De uma 

forma geral, mesmo com a presença dos dados da via Láctea, esses mapas apresentam 

uma aleatoriedade significante, em média cerca de 200 vezes mais aleatórios que a 

imagem de Júpiter. Quando a contribuição da via Láctea é retirada, a aleatoriedade 

aumenta (D2 ~ 0.8) e fica bem próxima do valor máximo (D2 = 0.5). Essa aleatoriedade 

nos mapas da CMB reflete a aleatoriedade da densidade no universo primitivo, o que 

pode ser uma importante contribuição para explicar a homogeneidade do universo que 

é percebida hoje;  

b) Foi proposto um simples algoritmo que remove estrelas de imagens 

astronômicas mostrando que a disentropia é uma ferramenta matemática útil no 

processamento de imagens astronômicas; 

c) A disentropia foi usada no cálculo da aleatoriedade da densidade de fluxo do 

pulsar PSR J0437-4715. Foi mostrado a queda da correlação nas medidas (aumento da 

aleatoriedade) quando o intervalo de tempo entre os pulsos medidos aumenta, 

evidenciando o efeito de memória da dinâmica da estrela.  

Em seguida, foram resolvidos dois problemas matemáticos em astronomia usando a 

função de Lambert-Tsallis:  

a) Foi utilizado o ponto de ramificação da função W1/2 para encontrar uma relação 

entre os coeficientes A (relatividade geral) e B (achatamento e efeitos não lineares) e 

as frequências de rotação de ruptura do pulsar e da onda gravitacional emitida por ele, 

equação (5.4); 

b) Para valores muito pequenos da excentricidade e onde uma aproximação de 

terceira ordem é razoável, foram fornecidas duas soluções analíticas para a equação de 

Kepler. Para uma solução aproximada de quinta ordem, foi apresentado um algoritmo 

numérico que utiliza W3/4, que converge rapidamente para a resposta correta, com erro 

menor que 10-4, quando e < 0.3. 

 

Como perspectivas de trabalhos futuros, pode-se citar: 

a) Usar a disentropia para ordenar pulsares de acordo com a aleatoriedade, o que 

pode permitir a escolha de melhores pulsares, isto é, que possam gerar taxas mais altas 
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de geração de bits aleatórios, para serem usados como geradores de números 

aleatórios. 

b) Desenvolver novos algoritmos de processamento de imagens astronômicas 

baseados na disentropia da autocorrelação e comparar com outros algoritmos 

existentes.  

c) Verificar a relação física proveniente da desigualdade (5.4).  
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