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ABSTRACT 

We are interested in confirrning the self consistency 

of writing the density rnatrix of order one, y, when written in 

terrns of the Natural Transition Orbitals, as well as being a 

reduction of the rnatrix of order two; that is: 

i) 1 

N-1
f r l x )(,� , x • )t 

2 
)

J 

The Natural Transition Orbitals, xi' are eigenvectors

of the operator P, 

ii) (. \J· 
L L 

F is the non.,..herrniti-an operator which represents the 

effective interaction between the electrons, when correlation 

effects are included, as well as the kinetic energy and nuclear 

interaction terrns. The (. 
1 s are the eigenvectors 

1 
of the

operator ànd are interpreted as the ionization energies of the 

spin orbitals Xi•

The 

O and 1, 

iii) 

n. 's are occupation nurnbers, with values
l 

between 

At the sarne time we require the matrix of arder two, 

r, to be herrnitian, antisyrnetric and of trace N(N-1)/2, 

i v) 1 i' r - N ( N - 1 ) / J. 



and its diagonal elements restricted to values bétween O and 

1/2. 

During all of our researches, in which we utilized 

various minimization programs, we observed that the above 

conditions were insufficient to guarantee N-representability of 

the matrix r.

ln addition, we utilized an approximation for the 

second - arder densi ty rnatrix, as being an antisymmetric prcduct 

of density matrices of first order. As a result of this 

approximation we obtained an operator P which is hermitian 

and includes the Coulomb and exchange interactions explicitly. 

For this approximation of r we took care to include a coefficient 

of normalizatíon in order to maintain the proper trace for r.

Even so, we found the surprising result that the total energy, 

after minimizing the 

energy. 

energy was below the experimental 



RESUMO 

Estamos interessados em confirmar a autoconsistência 

da matriz de densidade de primeira ordem, y, quando escrita em 

termo dos Orbitais Naturais de Transição, assim como da matriz 

de densidade de segunda ordem, isto é, 

� 'I í 
i
-: 

(x 'i
,. 

hc 
I 

i) � í.. X. i )(.
1 

) L "1, l>\.) 'V\.· -V l �•} = _:!:::__. 1 )(2 ) l1 :(2 :: ' ./'·' 

Jé N- 1 

Os Orbitais Naturais de Transição, Xi, sao autovetores

do operador P, isto e, 

ii) r J.� :: f.� í�

Pé o operador não hermitiano que dá a interação efeti 

va entre os elétrons, quando incluímos os efeitos devido a cor 

relação, assim como a energia cinética dos elétrons e a intera 

ção dos elétrons com o núcleo. Os (!s são os autovalores do o 

perador P e sio interpretados como a energia de ionização do 

orbital spin, Xi.

Os nis são os numeras de ocupação, e estão compreendi­

dos entre O e 1, isto e, 

.i. \J

Por outro lado, exigimos que a matriz de densidade de 

segunda ordem, r, seja hermitiana, anti-simétrica e de traço 

igual a N(N-1)/2, i�to é, 

i -) tr r = N(N-1)/2 



assim como seus ·.elementos diagonais na base dos orbitais origi.-_ 

nais permanecessem entre O e 1/2. 

Durante toda nossa pesquisa, em que utilizamos 
- • 

var1.os 

programas de minização, foi observado que as condições acima 

referidas eram insuficientes para N-representabilidade da ma­

triz de densidade de segunda ordem. 

Também, utilizamos uma aproximação para a matriz de 

densidade de segunda ordem, como sendo uma combinação anti ..: s1 

m�trica de dois produtos de matriz de densidade de primeira º! 

dem. Como resultado desta aproximação, obtivemos um operador F, 

hermitiano, com os termos de interação Comlombiana e interação 

de troca. Nesta aproximação para r, tivemos o cuidado de incl� 

ir o coeficiente de normalização para se ter o traço correto de 

r. Mesmo assim, verificamos o resultado surpreendente que a 

energia total, apos o processo de minimização da 

era menor do que a energia experimental. 

energia , 
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INTRODUÇÃO 

A principal finalidade nossa, é eliminar a função de 

onda para a solução da equaçao de Schr�dinger, uma vez que se 

torna assustadoramente mais complexa, quando trabalhamos com 

um número grande de partículas. Para tanto trabalharemos com 

as matrizes de densidade reduzidas na forma em que foram defi 

nidas por L�wdin. 

Inicialmente, faremos um estudo sobre matrizes de den 

sidade, ap6s o que abordaremos o problema de N-representabili 

de para matrizes de densidade. O problema de N-representabili 

de foi primeiramente abordado por Von Neumann em 1932, e desde 

então vem aumentando o interesse dos pesquisadores em estudar 

o problema de N-representabilidade para matrizes de densidade.

Faremos, também, uma revisão sobre os métodos de campo 

autoconsistente, tanto na aproximação Hartree - Fock (HF) qua� 

to na aproximação do método do campo autoconsistente para mul 

ticonfigu�ações (MC-SCF). O método Hartree - Fock ê falho por 

não levar em consideração a correlação entre os elétrons de 

spin contririos. Ji no método MC-SCF levamos em conta a corre 

lação entre os elétrons, mas não podemos interpretar os multi 

plicadores de Lagrange como sendo as energias de ionizaç�o. 

Com o objetivo de se obter um operador que possamos in 

terpretar os seus autovalores �orno as energias de ionização e 

suas autofunções corno os orbitais de ocupação, derivaremos o 

operador F. Este é o operador utilizado nesta tese, onde a 

energia de correlação é recuperada em parte ou na totalidade 

(MATOS (19.81)) . 

Finalmente, ...tentaremos encontrar um r N-representável a 

partir da autoconsistência de y , junto com as propriedades já 

1 



2 

conhecidas tanto ·de r quanto ·de -y. Um···calculo é feito para o 

átomo de Be, no  estado fundamental, utilizando-se uma base cons 

tituída de 4 orbitais do tipo s . 



CAP!TULO I 

1 - MATRIZES DE DENSIDADE 

As matrizes de densidade foram, inicialmente, utiliza-

das em termodinâmica estatística, em que o sistema de interes­

se é representado por um "ensemblen representativo. Paulatina­

mente, foram sendo utilizadas para se estudar problemas meca­

nico-quânticos de N elétrons, no campo atômico, molecular e do 

estado sólido. 

O uso da função de onda, diretamente, para a solução da 

equaçao de SchrHdinger se torna assustadoramente mais complex� 

quando o número de partículas aumenta. Isto é ilustrado para o 

caso do itomo de He, no estado fundamental (2 partículas), em 

que necessitamos de 44 configurações, ou seja uma combinação� 

near da ordem de 100 determinantes, para se ter uma função de 

onda de boa qualidade experimental ( E.R. DAVIDSON (1963)). Já 

para o ca�o do átomo de Be (4 partículas), no estado fundamen­

tal, necessitamos de 650 configurações, ou seja uma combinação 

linear acima de 10.000. determinantes, para se ter uma energia 

bem próxima da energia verdadeira (C.F. BUNGE (_1976)). Embora 

conseguíssemos encontrar a solução exata da equação de 

SchrHdinger, fazendo uso dos modernos computadores, hoje, exis 

tentes. a interpretaçlio da função de onda não� tão simple� da 

da sua complexidade para N maior do que 2. Daí, se estuda as 

matrizes de densidade reduzídas, na tentativa de se obter um 

significado físico mais simples e direto do que a própria fun­

ção de onda. 

Estudaremos, nesta tese, as matrizes de densidade na 
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forma reduzida, corno foram definidas por (LOWDIN (1955)). 

1.1 - Definicão 

Seja um conjunto de N partículas idênticas, anti-sirnê­

tricas, de coordenadas x1, x2, ... xN sujei tas a um potencial

fixo e às interações mútuas entre as partículas, numa aproxim� 

ção não relativística. Entenda-se para cada coordenada xi uma

combinação de uma coordenada espacial r. e uma coordenada de 
l 

spin 

Seja �(x1, x2 . ... xNl uma função de onda, normalizad�

deste sistema, preenchendo a condição de anti-simetria 

P ,,, (x x x ) = r_-1) P ,;. 'f' - l' 2' • • • N- '- 'I' 

onde Pé o operador de permutação, que atua sobre os 

das N coqrdenadas e pé sua paridade. 

(1-1) 

índices 

As �matrizes de densidade de várias ordens sao assim de 

finidas: 

'( l l\., 1 )\.: ) -
N l 

(1-2) 
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onde ( 
P
N) é a normalização utilizada por LHwdin e /d e a in

X-

- . -·- ,,-,,.:!: l 

tegração e somaçao sobre a cóordenada xi.

Interprefemos fisicamente os eleme'ntos diagonais das 

matrizes de densidade. 

y(x1/x1) é interpretado como sendo o numero de partíc�

las vezes a probabilidade de se encontrar uma partícula dentro 

do volume dv1, em torno da posição 11, tendo spin �l' quando 

todas as outras partículas têm posições e spins quaisquer; 

X' = X 1 1 e

Xz: Xz) é interpretado como sendo o numero de pares vezes a

probabilidade de se encontrar uma partícula dentro do volume 

dv1, em torno da posiçao �l' tendo spin �1, e outra partícula
➔

dentro do volume dv2, em torno da posição r2, tendo spin �2,

quando todas as outras partículas têm posiç5es e spins quais­

quer. Da mesma forma, interpretaríamos as rnatri zes de densidade 

diagonais de ordem p, onde p > 2. 

Em particular, para a matriz de densidade de 

ordem, diagonal, 

segunda 

Isto ocorre por causa da anti-simetria da matriz de . densidade p� 

ra fermions, mostrando um efeito de correlação, que não permi­

te que partículas de mesmo spin estejam localizadas numa mes­

ma posição espacial. Esta correlação não e nada mais do que o 

princípio de exclusio de Pauli, produzindo o que se chama de 

buraco de Fermi. Em outras palavras, podemos dizer que as ma­

trizes de densidade, devido serem anti-simétricas, se anulam qu8!! 

do dois ou mais Índices de um conjunto são iguais. 

1.2 - Propri�dades 



Pode-se ver facilmente que as matrizes de densidade

i) sao hermitianas.

r L i'l l :,._ ' x' ) I N \ 
J � 

1 Í, l ::. ( 

) 
l )l, G' ) i L<)) 

<i ct\ p 1 

-

[ ( 
N ' í '\l L 'L

1, 

& ) '+1
-i

l>\,&) d; r D 1 

J J 

6 

r Ul 

)e r x' } rt l
p;

(1-3) { -
l )l' i )(_ \\. 

onde x e y correspondem aos conjuntos de Índices x1,x�,···x
,.., p 

xp + 1, ... xN respectivamente; dy = dxp + 1 ... dxN.

ii) são anti-simétricas, para o caso de nosso interesse, em ca

da conjunto de Índices.

r1 ln 
l \, X

{, 
- - • 

J\ \ 

:-( N \ \ 
1\ p / \ 

I ., 

X \\-
1-. 

e�:-< 'l� 

?( 
N ) X 

i-. 

(1-4) 



iii) estão relacionadas pela expressao:

Prova. 

Da definição de r Cp-l) e

r lf-1) 
{ )' 

1 )( 1 . 

\.X1 -- • 'r-i l 'i • -

r ,�) 
( X1 •.. )l 

r / )< ..• "11' )
'P 

. l 
N· 

(N-p)l 

p 

N + l - p 

temos: 

( 1+ l Jt ..• ){ 

pi ) 
' 'P 

7 

(1-5), 

(1-6) 

)( 
F t 1 

'l
c-i ) (1- 7) 

-
Substituindo equaçao (J-7} na equaçao (1-6), obtemos facilmen-

te a equação (.1-5). 

iv) possuem traço finito.
(\l?l � ( l T;.. 1 (_)(l,l) _- r, �l 1 1 r, 1 C x. 1 )\. ) <i X 

) 

uma vez que a função de onda, �. € suposta 

ày 
(1-81 

ser normalizada. 

Observe que x e y re�resentam, respectivamente, x1,x2, ... xp

xp + 1, xN. Representamos dx e dy como sendo, respectiva -

mente, dx1 ... dxp; dxp + 1 ... dx .



v) sao nao negativas.

1
l ,.
1 l>\)

>
,, 

o 

(1-9) 

Prova. 

(1-10) 

Seja v(y) = f f*(x) � (x y) dx 

Substituindo na equaçao (J-10), fica 

7✓ o (1-11) 

O leitor que desejar um estudo mais aprofundado sobre 

matrizes de densidade pode consultar os artigos por (U:fwdin (1955), 

Mcweeny (1960), D. ter Haar (1961), Coleman (1963)). 

1.3 - �;elicação 

Calculemos o valor médio do Hamiltoniano 

H N -:_ \-\ o ,,. L \-\ L 
(e 1 

(1-12) 

onde cada termo acima é um operador de zero, uma, duas, três 

... , part(culas respe€tivamente. A _linha no sinal do somat6rio 

indica que omitimos todos· os termos tendo dois ou mais Índices 

iguais. 



Suponha que a função de onda�, seja normalizada, isto 

(1-14) 

Explicitamente a equaçao (1-13) fica: 

f 
<_ 'ti l'I ) :: HI) t j H I )(_..., ) '1 * t x,' ,,, . Jt ' l ' l J ,- lf' � ·- 111) "' l\i·•·o,r,.

f'J
JQ.l\1i-

nalmente 

, 1 µ,\ \ ( � l l 'i' l x1 - • X1-1 ) '\j, � <- x; :,< x3• • - )( !'I) d >t1 ... ht> l cl)L
1 h-l + 

' 1 H" l \ ( � ) 1 \j, ,,, • • • 'N ) \( ' ( ,: ,; '; '' • • • 'l" )

x hi hl h3 + __ . (1-15)

Tendo em vista a equação (1-2), podemos escreve-r, fi-

+- \ 11, u r \>f.1 �t x� 1 1�: �: )l;)

1-: : 1., 
X.{; \i 
-..; ; X, � 

l d)t l dil2 + 

ll1 ; :,,_\ 

t;: l(1 

(1-16) 

Vale salientai que o operador H1 atua na coordenada x1,

apos o que fazemos x1 ir para x1, antes de realizarmos a inte­

gração. Da mesma form� H12 atua nas coordenadas x1 e x2, apos

o que faiemos xi e Xz irem para xl e Xz, antes de realizarmos

a integr�ção. E assim, interpretamos os outros termos.

Para o caso de um sistema eletrônico num átomo, sem 

campo externo, na aproximação nao re-la ti vís tica, com intera 

ções - múttúis entre os elê tTons e entre os elétrons e o núcleo, 

podemos itlentificar: 



Ht -= 0 

l-\1 : _L 
.l ""'- l'\I 

10 

(1-17) 

onde Z e o numero atômico, ri é a distincia do elétron i ao nu

cleo e r .. é a distância entre o elétron i e o elétron J. 1) 

� 1-\ t< > --

Dessa forma: 

1 ( 
.1 /W\ 

1 

J 

t" (+ 1 1 
J 

P l 
11 Ô 

' 1 

\. )\1 1 '11 ) 1 

1 x;: l[l 

f' l '\, l( l / '\ 1 'i t J 
-

f\q_ 

1 

l
i 

l J
õ" l 'l1 1 ll

1
) � li\ n. 'l1 

I'\ (1-13) 
i 

d\\. ó. :it\ 
2. 

Podemos interpretar o primeiro termo da média do oper� 

dor HN, como representando a energia cinética da nuvem eletrô­

nica; o segundo termo, como o potencial Coulombiano entre os 

elétrons e o núcleo; o Último termo, como a interação Coulombia 

na entre os elétrons. 

Pode-se sentir melhor a importância do uso das matri­

zes <le densidade, observando a equação (1-18), em que, uma vez 

se saiba a matriz de densidade de segunda ordem, r, saberemos 

descrever a energia do sistema ou o valor médio de qualquer o-

perador de uma ou de duas partículas. Isto é verdade, porque 

saberemos calcular a matriz de.densidade de -primeira ordem, atra-

vês da equaçio ()-5). Tem-se simplificado, bastante, o 

trabalho ao se fazer uso das matrizes de densidade. 

nosso 

Um fato interessante é aquele em que a função de onda, 

�, é um determinante de Slatér Único. Neste caso, basta saber­

mos a matriz de densidade de primeira ordem para se determinar a 

energia do sistema (veja L�wdin (1955)). 

Nesta aproximação, a matriz de densidade de segunda ordem 
-

e expressa assim: 
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(1-19) 

Observe que at� agora nao fizemos uso diretamente da 

função de onda, para calcularmos a energia do sistema. Isto 

significa que para o cálculo da energia basta sabermos as ma­

trizes de densidade. Temos, portanto, eliminado a função de on 

da do sistema físico de interesse. Evidentemente, essas matri­

zes de densidade não são quaisquer, mas devem obedecer certas 

condições de contorno, para serem consideradas as matrizes de 

densidade reais do sistema físico. 

Isto será estudado com mais detalhes no próximo capít� 

lo. 



CAPÍTULO II 

2 - N-REPRESENTABILIDADE 

Uma vez se saiba a função de onda de um sistema físico, 

sera fácil calcular as matrizes de densidade de diversas ordens 

(veja equação (1-2)). Tem ocorrido a diversos pesquisadores in 

vestigar o problema inverso, isto é, partindo das matrizes de 

densidade determinar a situação física do sistema. 

(C .A. Coulson (1960)), em junho de 1959, afirmou, na 

Conferência Boulder sobre Mecânica Quântica Molecular, quando 

observava o notável interesse sobre o estudo das matrizes de 

densidade: "Te-m frequentemente sido apontado que uma função de 

onda convencional de muitos elétrons nos diz mais do que nos 

necessitamos saber ... Há um sentimento institivo que propried� 

des tal como correlação de elétrons, deve aparecer na matriz 

de densidade de duas partículas ... mas nos, ainda não sabemos 

as condiçõ�s que devem ser satisfeitas pela matriz de densida­

de. Até estas condições terem sido elucidadas, será muito difÍ 

cil fazer muito progresso ao longo destas linhas". 

Nesta época, não havia qualquer formulação conveniente 

das condições sobre uma matriz de densidade implicada pela si­

metria ou anti:..simetria da função de onda do sistema. Von 

Neumann foi um dos primeiros a abordar este tipo de problema . 

Em seu livro, publicado em 1932, nio fazia qualquer refer�ncia 

quanto ã estatística, se do ·tipo Base-Einstein ou do 

·Fermi - Dirac. Dessa forma, abordou o problema com a 

tipo 

seguinte 

pergunta: "Dada uma função de quatro variáveis, r, sob que con­

dições podemos estar certos de que existe algum sistema de N 

2 
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partículas do qual esta pode ser cons_id�.;rad�"=como a ma tti z de den 

sidade de duas partículas ?". 

Sua resposta; que, r, deve ser um operador Hermitian� 

nao negativo, de traço N(N-1)/2. O que quer dizer que são i­

guais às condições deduzidas no capítulo 1, equações (1-3)

(1-9) e (1-8), quando incluímos a estatística, só que com a es 

tatística apropriada. as condições (1-3), (1-g) e (1-8) nao 

são suficientes embora continuem, ainda, a ser necessirias pa­

ra representar um sistema de N partículas. 

Uma vez abandonada a exigência de simetria ou anti-si­

metria da funçio r, teríamos que calcular urna matriz de densi­

dade r para cada par de partículas, isto é, para cada par de 

partículas teríamos uma matriz rij(xi xj/xi xj) diferente. For

mulada nesta maneira, o problema é pôr demais complexo. O que 

se faz é impor a condição de simetria apropriada ao sistema fi 

sico de interesse, pois uma vez estabelecida a simetria do sis 

tema, teremos uma função de 4 vari�veis, r(x1 x2/xi x�), que é

a mesma para cada par de partículas. Esta � urna das grandes 

simplific�ções e interesse em se estudar matrizes de densidade. 

Somos levados à seguinte pergunta: Como podemos deter-
.. 

minar que uma função r (x1 x2/xi xz) é a matriz de densidade a�

sociada com uma função de pnda de N partículas com a simetria 

apropriada (anti-simetria no caso de elétrons, que é o assunto 

desta tese)? Este é em essência o problema de N-representabili 

dade, formulado em sua maneira mais simples. 

Os primeiros cálculos utilizando as matrizes de densi­

dade foram realizados no m�todo Hartree-Fock (SLATER (1�30) , 

FOCK (_1930)). 

Muitas tentativas têm sido feitas sobre a utilização 

das matrizes de densidade� no estado fundamental de um gas de 

elétrons. (MAYER (1955)) fez um cálculo variacional das 

zes de densidade does a_ f_:_:: a�ental para um gás e e_é�:--- -



obtendo a matriz de densidade de duas partícu1as, levando em 

conta as propriedades (i), (ii), (iii) e (i v) da seção L 2. Em 

bora seus resultados parecessem bons, havia um erro mafematico em 

seus cálculos, evidenciados per· (TREDGOLD (1957)). As observa-

çoes de Tredgold, mostravam claramente que algumas condições 

subsidiárias, ainda desconhecidas sobre as matrizes de densida 

de eram necessárias em qualquer câlculo variacional, para se 

obter resultados razoáveis. Uma vez corrigidos os erros matemá 

ticos cometidos por Mayer, a energia calculada ficou abaixo do 

valor experimental o que evidenciou que Mayer nio respeitou a 

condição de anti-simetria (Princípio de Pauli). Neste mesmo a­

no, apareceu um artigo escrito por (MIYUNO e IYUYAMA(_l957)),que 

continha o mesmo conteúdo que o artigo de Tredgold. 

(AYRES (1958)) obteve algumas condições assintóticas so 

bre as matrizes de densidade de uma e de duas partículas, uti 

lizando o princípio de exclusão de Pauli. (BOPP (1959)) obteve 

limites inferiores para as energias de certos átomos e lOilS ,

utilizando a matriz de densidade de duas partículas. Mais tar­

de, Coleman corrigiu um erro básico cometido por Bopp em seu 

método. 

(CARLSON e KELLER (1961)) provaram um teorema relacio­

nando a mairiz de densidade de p partículas e a matriz de den­

sidade de (N-p} partículas, isto�. que os autovalores não nu­

los e suas multiplicidades eram os mesmos para ambas as matri­

zes de den sidade. Este teorema foi, na verdade, descoberto por 

(SCHMIT (19D7) )_, como (COLEMAN (1963)) tem indicado. Também, 

(COLEMAN (19.63) )_ mostra em seu artigo vários teoremas, que são 

condições necessárias e suficientes para N-representabilidade 

para matriz de densidade de uma partícula e condições necessi­

rias, mas niio suficientes para matriz de densidade de duas Pª!

tículas. Também, (GAAAOD e PERCUS (1964)) mostraram algumas 

condiç6es necessirias adicionais para a matriz de densidade de 



segunda ordem. Não obstante, essas condições sao intratáveis na 

prática além de serem não suficientes-�

(F. WEINHOLD e E. B. WILSON (196 7)) estudaram o problema 

de N-representabilidade para a matriz de densidade de segunda 

ordem da função de onda com interação configuracional de ocup� 

ção dupla (DOCI). Lá, desenvolveram um formalismo de operador e 

usaram para deduzir um niimero de condições para N-representab! 

lidade, necessárias tanto para elementos da diagonal quanto; p� 

ra elementos fora da diagonal da matriz de densidade reduzida 

de segunda ordem DOCI. Estas condições consistem principalmen- 

te de certas desigualdades lineares para os elementos diago­

nais e de exigências para a não negatividade dos elementos 

de certas matrizes sint�ticas construídas de elementos de r , 

tanto da diagonal quanto de elementos fora da diagonal. 

Notaram uma dualidade partícula buraco e a utilizaram 

para facilitar as deduções. Quatro casos especiais, para os 

quais todas as condições de N�representabilidade podem ser ex­

plicitamente dadas, foram usadas para mostrar que as condições 

obtidas nio sio ainda suficientes para N�representabilidade 

DOCI. Provaram, também, que as condições de N-representabilid� 

de para os �lementos diagonais da matriz de densidade de segu� 

da ordem DOCI se aplicam com igual necessidade aos elementos 

diagonais de qualquer matriz de densidade de segunda 

N-representâvel.

, ordem 

(C. GARROD e M. ROSINÁ (1969)) fizeram um estudo deta·­

lhado sobre as propriedades da matriz partícula buraco 

Gabçd = <�l(a
+b - Yab)

+

(c+d - Ycd) I�>, onde I�> e um estacbfun

damental de um sistema de muitos elétrons e Yab e a matriz de

densidade de uma partícula. Mostraram que os autovalores nulos 

da matriz partícula buraco estão simplesmente e intimamente r� 

lacionados às simetrias de uma partícula do estado fundamentaL 

Foi demonstrado que os autovalores grandes de 
Gabe u.F.C.-CEN to Clt_NCIAS

o Fi�ica 



ximamente relacionados ao comportamento coletivo do estado fun 

damental. 

(M.V. MIHAILOVIC e M. ROSINA (1969)) publicaram um ar 

tigo em que fiieram uso de ceft�s condi�Ões de N-representabi­

lidade , para garantir que as matrizes de densidade de primei­

ra e segunda ordem correspondessem a uma função de um sistema de 

N férmions. Estas condições foram as condições (i), (ii) e (i v) 

da seção 1.2, al�m de utilizarem a condiçio necessária e sufi­

ciente para a matriz de densidade de primeira ordem, mantendo 

seus autovalores entre O e 1. Outra condição necessária impor­

tante foi a não negatividade da matriz 

Foi estabelecida a condiçio importante, necessiria mas nao su­

ficiente para a matriz de densidade de segunda ordem ser N-re 

presentável, 
(N-1 1 

., -'· J para

N. (COLEMAN 

b 
N esta elecendo seus autovalores entre O e 2 ou

um número par (ou Ímpar) do numero de partículas 

(1963)). No formalismo as amplitudes de transição 
' + 1 <rja b g> na forma quadr�tica são usadas como parimetros va-

riacionais. 

(KIJEWSKI e PERCUS (1970)) apresentaram um m;todo va­

riacional sobre uma matriz de densidade reduzida de segunda o::: 

dem tentativa r t (Z) , sujei ta às condições físicas adequadas, com

o objetivo de calcular a energia do estado fundamental. A ma­

triz rt
(Z) e expandida numa base finita de geminais Hartree -

Fock, sujeita a um número de igualdades para reduzir o espaço de 

rt (Z). Embora o método seja geral, sua aplicação foi feita so-
� ++ mente sobre o ion C , onde uma expansão acoplada de seis gem! 

nais com a positividade de rt(Z), foi recuperado o resultado

Hartree - Fock. 

(C. GARROD, M. V. MIHAILOVIC e M. ROSINA (1975)) publi-
-

caram um artigo onde apresentam um método variacional para ca_! 

cular os elementos da -matriz de densidade de segunda ordem, di 
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retamente, sem se fazer uso da funçao de onda. Neste m;todo a 

energia� minimiiada, utilizando-se os-elementos da matriz de 

densidade de segunda ordem como parimetros·variacionais.· Nessa 

aproximação são satisfeitas, somente algumas condições necessi 

rias para N-representabilidade da matriz de densidade de segu_g 

da ordem. A aplicação prática do método é feita sobre o átomo 

de Be, em seu estado fundamental, utilizando os orbitais 1s, 2s 

e 2p. O resultado dos cálculos está entre o valor Hartree-Fock 

e o valor experimental. 

Mais re.centemente (W. KUTZELNIGG (1980)) apresenta um 

artigo, onde uma hierarquia de condições necessárias para N-re 

presentabilidade de matriz de densidaili exata de um estado puro 

ou ensemble tem de ser satisfeita. Esta hierarquia nada mais é 

do que a hermiticidade de certos operadores p (k) , onde para

k = 1 se reduz a condição Hartree ..,.. Fock bem conhecida. :E mostra 

do que o k-ésimo conjunto de condições é equivalente a manter 

a energia estacíonâria com respeito a transformações unitárias 

de K partículas. Generalizações da teoria Hartree-Fock para K 

partícula? são discutidas tanto no espírito das equações de 

pseudo-autovalor de K partículas quanto no esquema 

Newton - Raphson. 

do tipo 

Coleman tem afirmado ter resolvido o problema de N-re

presentabilidade para a matriz de densidade de segunda ordem, 

numa forma tal que é intratável para cálculos práticos. 

A literatura a respeito de N-representabilidade para 

matrizes de densidade de uma partícula e de duas partículas é 

vastíssima. Tentamos, aqui, dá uma idéia do histórico evoluti­

vo sobre o problema de N-representabilidade. 

Poderíamos ainda citar os artigos por 
.... 

(A. J. COLEMAN 

(.1965)) e (1972), (DAR\�P� W. SMITH (1965)) e (.1966) e (M.ROSI'NA, 

J.K. PERCUS, L.J. KIJE. ··r e e. GARROD (1969) ). 



CAP!TULO III 

3 - MtTODOS DE CAMPO AUTOCONSISTENTE 

t nosso propósito, aqui, fazer um estudo de rev1sao so 

bre o método de campo autoconsistente tanto na aproximação 

Hartree-Fock quanto na aproximação de multiconfigurações. 

E importante se estudar o método de Hartree-Fock por -

que foi um dos primeiros a dar resultados compatíveis com os 

resultados experimentais, tanto em Física At�mica, Física Mole 

cular quanto em Estado Sólido. O método de Hartree-Fock é fa­

lho por não levar em conta a correlação entre os elétrons de 

spin contrários, embora tenhruros urna parte da correlação entre elé� 

trons de mesmo spin. Já no método de multiconfigurações 1� 

vamos em conta a correlação entre os elétrons, sendo os resul� 

tados obtídos melhores do que os de Hartree-Fock. 

3.1 - O M�todo Hartree-Fock 

Seja um sistema atómico de N elétrons, onde cada elé­

tron está se movendo na presença de um potencial médio criado 

pelos N-1 elétrons restantes. Nesta aproximação não levamos em 

conta a repulsão instantânea entre pares de elétrons. 

O operador Hamiltoni�no não relativístico para este sis 

tema, em unidades atômicas, é escrito como; 

13 
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N 

1; - L h_ \JC�) ,. � � 
' ; 

\l\. 
1-\ N - V e 'lj 

< � \ 
j ) i. v=t (3-1) 

onde 

( 3- 2) 

_\_ 
(3-3) 

Sendo Z o numero atômico, ri ê a distância do elétron

i ao nficleo e r-. é a distincia entre o elétron i e o elétronlJ 

A energia média para tal sistema e: 

E = < ./J i H11l )/.i :> 
<1µ 1 lji> 

(3-4) 

A" primeira função de onda, sugerida por (HARTREE (1928) ), 

era composta por um produto de funções de uma partícula. 

(3-5) 

Como se ve, Hartree não levou em consideração a indis-

tinguibilidade das partículas que obedecem à estatística de 

Fermi-Dirac. A função de onda deveria ser anti-simétrica. A 

anti-simetria da função de onda na forma de um determinante foi 

sugeri4a por (HEISENBERG (1926) e DIRAC (1926)), sendo aplica-

da ao problema de N elétrons por (SLATER (1929, 19-30) e 

(1930)) 

FOCK 

A função de onda na forma de determinante de Slater e 

assim escrita·: 



,t (_ 'X.( 
...

onde 

e\, ( ., \ 
y- , ..... J : . l 

)\N 
\ 
i :: _\_ ,.__.. 

1�N\ 

1 

1 
�l\,) 
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Q) \.."-, l
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! 
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� 1 

ft , 

1 
(t) \ l( ' !f': \. x, J \:;_ 1) 1N 

�l. \.l\.t) .. cµi.., ' "' \.. ll<)

(3-6) 

\\); r , i 

ípt< C\\ r-i ) \. "�) .. 
'l 

( 3- 7) 

sao os orbitais spin. Aqui x corresponde às coordenadas espa -

ciais e a de spin; rê a coordenada espacial e a ou S são, coar 

denadas de spin. (N!)-l/Z � o fator de normalização da funçio 

de onda, t, quando os orbitais spin formam um conjunto ortonor 

mal, isto ê, 

onde ó .. é a função delta de Kronecker. lJ 

(3-8) 

Se calcularmos a energia, equação (3-4), com o opera -

dor Harniltoniano dado pela eq�ação (3-1) e a função de onda 

equaçao (3-6), encontraremos: 

N 

;; � H: i- L � � J;. - t'(. le 
l \1 

) 
\<\ J > ( 

� :1 ' j 

(3-9) 

onde 
..... 

!�.
i 

\ k_ \,>l') L. t >t') > 
- '\ CV. í.. -:...' J '+) 

' '  1. 11. \ \, (3-10) 



representa o valor m�dio do operador de um el�tron do Hamilto­

niano; 

representa a integral de Coulomb; 

e 

representa a integral de troca. Esta integral de troca 

(3-11)_. 

( 3-12) 

surge 

por causa da anti-simetria da função de onda. Note que K .. · se 1J 
anula, devido a ortogonalidade dos spin, a não ser que <Pi (x') e 

�j(x') tenham a mesma componente de spin. As integrais de tro­

ca explicam as diferenças de energia entre as configurações si� 

gleto e tripleto, um efeito perdido na teoria de Hartree'sim -

ples. 

Se desejamos encontrar os melhores orbitais spin, q,i (.x), 

da função· de onda, 1, devemos realizar um cálculo variacional 

da equação (3-4), levando em conta a condição de ortonormalid� 

de dos�- (-X). Este cálculo foi primeiro realizado por (SLATER 

(1930)) e independentemente por (FOCK (1930)). (Jeferência ace� 

sível de revisio: BLINDER (1965)). 

As equaçoes resultantes sao as equaçoes de Hartree - Fock 
_, 

que postas na forma de equaçoes de Schrodinger de uma partícu-

la têm o seguinte aspecto 

onde 

f !-lf -: 

-L
; >;J '

(3-13) 

(.3-14) 



A 

e o tamoso operador Hartree-Fock. 

P ij e o operador permutação que troca o or_�f _t_�¼ i com orbital

j, isto e, 

(3-1 S) 

3.2 - Procedimento para a soluçio das �quaç5es Hartree-Fock' 

Resolveremos as equaçoes de Hartree-Fock aplicando t�c 

nicas de aproximações sucessivas. Observe que as equaçoes de 

Hartree-Fock são acopladas. Para desacoplá-las seguiremos o se 

guinte procedimento: 

i) escolhemos um conjunte de

conjunto de partida. 

N orbitais spin, ro. (x) como 
'l 

• nosso

ii) calculamos a soma
( 

�t 
1 

t 
� 1 ll\.' J V � )\_ :;_')L_ \ 
.i > � J ' 

iii) agora, calculamos

i.>t'}
\ : 

cii\' � 
,t..,.._ 

j > t

r 

1 
1 * 
(D_ 

j 
i1 • 

HFo operador F 

✓ Y-. �- l:{'J dic1l )!.') (_ll lt') ,, 
J . l

(3-16) 

iv) de posse do novo operador Hartree-Fock, F8F , calculamos os

novos orbitais spin através da equação (3-13).

v) de posse de novos orbitais spin cj)i (x), repetimos os passos

ií), iii) e iv) até as funções ti (x) de entrada e saída concor

darem com a exatidio desejada. Se a soluç�o nio convergir vol­

tamos para o passo i) até v). 

O autovalor e�. da equaçio (3-13), é interpretado como 
.J. 

sendo a energia de ionizaçid do elitron no estado i. Se somar­

mos todos os autovalores nio obteremos a energia total do ito­

mo, pois a energia de iüteraçio mfitua dos el�trons foi contada 

duas vezes. Se desejamos a energia total do sistema, devemos 



somar aos autovalores (ias energias cinética e de interação 

com o núcleo mais uma vez e dividir p-oY'Übis o resultaào da so 

ma, isto é, 

t :: J_ 
'\ ....

i- ( __ (� -t H l ) ( 3-1 7) 

3. 3 - As equações de Hartree-Fock expressas em tennos da matriz
de densidade 

Expressaremos as equações de Hartree-Fock em termo da 

matriz de densidade para uso posterior. Assim, podemos 

ver a energia do sistema, equação (3-4), como: 
tl 

\ i
A

t > l>ll' .• )\ � 
Ji.: i 

\ TL � \,}-t, l :>\1,. )._N ) 

i ). t � � 1 .J 

Observe que: 
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) i\ �)l • \ \ -
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'\L, l .>t, .. ,l 14 ); ' 

� (l(, )(, ... )(
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cP\ .. <l ){ �J 

J )(1 ... Li
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escre 

(3-18) 

1 i" 1-\ Í.l\' \\' Í."' )\ l. ... )! )Í \ 
) " ... \p ' e, 'í1' •• Ol\. ... a ,,N =-

J j 
' 'J 

\\ '-\)
1 á ll; ... di, ... \ (3-19) \.\, l l-: l(_\." '( \ 

o \N \ l J"-N, J J 'I 

onde renumerei os Índices l e j. 

Levando em conta a anti-simetria da função de onda,�' temos: 

) 't" l1-1 ... xi . . � i-l ) h. í.1-.i) � \it 1 ... 'lj ... 4- 11;) J;l\. d)ij ... dltN ::

\-\) l j 4 tl\•·•Xi ••• :-i,l"J �,ll\) 1t\··· 'lj··· Xis) d)li··· d:i._j ... Jl(� (3-20) 
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Significa d'ízer que a primeira soma da equaçao (3-18) 

corresponde a N termos iguais 
-
a equaçao (3-20). 

onde renumerei os índices 1 comi e ., . 
� com J . 

(3-21) 

Levando em conta a anti-simetria da funçio de onda, �, temos: 

)\ �\ ... 1( l" ) 

. 1 \ J\ ) d' <l>! . 
N •, l 

(3-22) 

Significa dizer que no segundo termo da equaçao (3-13), 

temos N(N-l}/2 termos iguais i equaçao (3-22). Dessa forma, PQ 

demos escrever a energia como: 

. í ' t '
- N \ t C\ •• >\iJ j 

\ 1 
,.; ..

t N \ \ 

t \ \ ) \ 
.J 

(3-23) 

Utilizando as matrizes de densidade de primeira e se­

gunda ordem (equação (_1-2}), podemos escrever: 

[ b 
� ,,. ) 1 J 

J\l-

1 
+ 1 V �'l1 Xi..) (' l 'l\, ,r,. ! i(, lii_) (\:;_\ d:..,

Seja a funçio delta de Dirac, assim definida: 
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(3-24} 

(3- 25) 
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Podemos escrever a equa_ç�o (3-24), utilizando a função 

delta de Dirac, como: 

= Ó l\\ ÔJ\l.

( 3- 26) 

As matrizes de.densidade de primeira e segunda ordem, 

na aproximação Hartree-Fock, são assim expressas: 

e 

t : 

( 
\ 

f. \ l. 

;J_ j 

(3-27) 

Substituindo a equaçao (3-27) na equaçao (3-26), fica: 

Realizando o cilculo variacional na equação (3-28), su 

j ei ta ao vínculo, equação (.3-8), resui ta as equações de 

Hartree-Fock: 

(3-29) 

onde 

,., l-1 f 

f l >l ),') 
( 

� lJ\- :i_'J \ V ( l\.' )!'\ \ ' ' J 

(3-.30) 
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3. 4 - O Método de "Campo Autoconsistente para Mul ticonfigurações

( MC-SCF ) 

LéJwdin definiu a energia de correlação como sendo a di1

ferença entre a energia exata não relativística e a energia 

Hartree-Fock. � sabido que a energia total de um átomo,na apr� 

ximação Hartree-Fock, apresenta um erro em torno de 1% da ener 

gia experimental. Acontece, porém, que as propriedades dos áto 

mos, moléculas e cristais exigem que se saiba a energia total 

com maior precisão, uma vez que envolvem energias da ordem de 

0,1% da energia total. 

Com o propósito de se encontrar uma função de onda me­

lhor do que a de Hartree-Fock, que inclua a correlação, e que 

foi desenvolvido o método do campo autoconsistente para multi­

configurações. 

A idéia do método MC-SCF surgiu nos primeiros anos da 

mecânica quântica (ver J. FRENKEL (1934)). (HARTREE (1939) Jre� 

lizou cálculos MC-SCF para átomos, mais tarde (JUCYS (1969) ) 
e .. 

fez várias aproximações que simplificaram o método. Sua aplic� 

çio i moléculas diat6micas foi primeiro realizada por ( DAS e 

WAHL (1966)). Atualmente, o método MC-SCF está suficientemente 

generalizado, sendo que as dificuldades numéricas iniciais pa­

ra se resolver as equações orbitais têm sido superadas. Os câl 

culos das funções de onda MC-�CF são um pouco mais complicados 

do que os cálculos Hartree-Fock. As funções de onda MC-SCF, com 

um número razoavelmente pequeno de configurações, são de alta 

exatidão. 

Seja 

NV\ > N (3-31) 
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um conjunto de m orbitais spin, que constituem a base de uma. 

função de onda para wn sistema de N partículas. Admitiremos , 

sem qualquer perda de generalidade (HINZIT (1973)), que os orbi 

tais da base são ortonormàis, isto e, 

(3-32) 

A função de onda total de um dado estado K, no mét'odo 

MC-SCF, e expressa como urna combinação linear de determinantes

de Slater. 

(3-33) 

onde 

(3-34) 

com a restriçio i1 < ... < iN , para evitar redundinc� de

determinantes de Slater. 

Observe que podemos construir M = C �) determinantes

de Slater, lÍnearmente independentes, dos m orbitais spin que 

constituem a base. O fato dos orbitais spin serem ortonormais, 

equação (3-32}, implica que os determinantes de Slater , sejam 

ortonormais, isto f, 

(3-35) 

A função de onda total de um estado K é determinada 

neste m�todo, optimizando variacionalmente tanto os coeficien­

tes da expansão, CJK' qµanto os orbitais spin, '-fi, que sao usa

dos para construir as configurações. 

Devido. a ortonormal idade das funções de estado, ijJk, te



mos que os coeficientes da expansao configuracional, C.JK' equ�

çao (3-:33), formam uma matriz unitária, <C, isto e, 
'-

(3-36) 
l,J o\ 

A matriz [ é obtida variacionalmente ao se resolver o 

problema de autovalor convencional da equaçao 

U-I [ = [ lE (3-37) 

sendo IE a matriz energia diagonal e ITT e definida pelos ele 

mentos 

onde H é o Hamiltoniano total do sistema, 

k_ \. x, ) -\" LLV � )(_; )(. )

J.) i. L 

Observe que até agora nao fizemos nenhuma 

(3-38} 

(_3-39) 

. 
-

aproxi:maçao 

simplificante, mas fizemos uso de todos os .M determinantes de 

Slater, com os m orbitais spin fixados, para descrever a fun -

çiio de onda do sistema. A sol�ç�o da equaçio (3-37) resultaria 

nas melhores eneTgias EK e funções de onda, \/Jk, do estado k den

tro deste espaço de N partículas. Acontece que o trabalho com-

putacional seria enorme, se assim proced�ssemos, pois, se m 

grande, implicaria num numero M de determinantes de Slater 

muito grande. O que se faz na pritica � restringir o numero de 

orbitais spin, para um�umero pequeno e se possfvel. tamb�m 

diminuir o numero de determinantes de Slater. Para tanto, se 



faz uso dos melhores orbitais spin determinados pelo m6todo 

MC.-SCF. Os melhores� orbitais s -pin sã0 ·aqnê'Í-es que dão o menor 

autovalor E para· o estado K numa expans�o particular, restri-K .. 

ta, da função de onda em determinantes de Slater. 

O valor esperado da energia, equaçao (3-4). para um es 

tado �k - � e Hamiltoniano dada pela equaçao (3-39). pode ser

escrito como: 

onde 

/ 
+ 1

1 
J (3-40) 

( 3-· 41) 

f a matriz dendidade de primeira ordem 

e 

(3-42) 

e a matriz densidade de segunda ordem. 

Para se determinar os v .. , multiplica-se ambos os mem-
1 lJ. 

bros da equaçao (3-41) i direita por fk(x1), i esquerda por

�l(xi) e integra-se nas variiveis x1 e xi·

Levando-se em conta a ortonormalidade dos orbitais spin, 

equaçao (3-32), podemos escre�er que: 

membros 

( 3-43) 

Para se determinar os rijk.t, multiplica-se ambos os
* * 

da equaç_ ão (3--4 2) à direita por \() (x1) 'f n (x'))., à esquer- rm L., • 

da por \D (x') \]) (x') e inteara-se nas variâveís x , x ,., e Tp l I\) 2 b l L 

Xt 
l 

y' ., \. 2.

Levando em conta a-ortonormalidade dos orbitais spin, 



temos: 

Substituindo as equaçoes (3-41) e (3-42) na 

(3-40), fica: 

r 

\ d"'
1 

\\ \.'1\i) 

,.} 

\ V t,;, )\d 

..JV 

(3·-44) 

equaçao 

(3--45) 

De acordo com o m�todo dos multiplicadores indetermina 

dos de Lagrange, criamos o seguinte funcional: 

:: 1 \
J 

'. 
L ' � 

d111 l l>\,) y· \.Q \ \. '\ 1 ) G1�'-----

'- � 

r � 
\ 'f\ '"IJ '-Pj \'li,) 

\Q-f. 
J 

l'i
i 

_) -\· 

onde os ( .. "são os multiplicadores de Lagrange. 
1-J 

(3-46) 

Aplicando o mitodo variacional � equaçao (3-461, fica: 

(3-47) 

Se desejamos o mínimo do funcional, equaçao ( 3- 4 7) , ele 

vemos fazer 

oF = O 

Uma vez que a minimizaçio de F � incondicional, cada 

* 
das variações o� (x) e o\{) (x) podem ser escolhidas .arbi tTa -

m m 



ria-meilte, o que implica que devemos ter: 

e 

1r 

)t� \>1) 

óf 

� f
,.... 

l>I)

:: o 

- o

Observe 

1 
:: 

) 
d.1.\\ 

que 

� 1. ,,,,) Z� � \>ti ) o-. 
� \J) "' l >:)

l1 
'J 1

1 

+ 

� 
v lit1 xl ) �-

iilU. 

à 1-f • \Jl, j l ' 

;} ½7"" t•J

l� i \\ l \JJ l'i) 1 J 

1 '> V l>l, llt) \.fl i l '-, ) ,_ __
ij 1<- l 

J 
d �)- lll,)__ , 
d� ..... {"J 

�\ �V :: -� � l<M. � l ll - �I ) 

J 1- l�)

Ú 4 i \�l)--" 
d\.f.__c,q 

* VJ· (. X ) h 
1 J 1 1 

r-\K l

t '-f; l it,)
l' 

� 
\p "- C\) 

-li 

'-Pt l\U <i>(l 
1 

ô ,11. -+ 

,. 
1.1\. t )(_ I )

� 
1.p( (��) 

i \ ( 

ó '( 1 ol/, 
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( 3-4 9) .-' 

(3-50) 

(3-51) 

(3-52) 

Levando em conta a equaç�o ()�521, podemos escrever a 

equaçao (3-51) como: 
r 

= \ JJ\1 k L,1,) � �
t: 

"'' 6 <. 11 - X1 J (i "-ft Clí1)
J l

J

-t

1 1 
C1 l(1 d X.1. 

(3-53) 



32 

Somemo 

terceiro em j. 

.,...- �eiro, o seg1.1ndo e quarto ter1nos• em i e o 

Façamos x1 = x 0 = x'' e observemos quer "kº = r. ºJ�
;. IDJ ..(... J ffi <.- , 

da equaçao (3-44), e V(x x' ') = V(x'' x), pois o potencial e, 

simétrico. 

Daí 

l 
s::;- ( 

V ( )l lL'1) lfJ 
( �") ('L_ 1 'f1: c�J X 

1 -J k. l
j k l 

[3-54) 
J 

11 
L t M, . 

-

'f j \ ), )
J 

Usando a equaçao (3-49) e o fato que j e k sao índices 

mudos, a equaçao (3-54) fica: 
k 

L ( �ll\.} t�,i + 1 r_ ( \Í(lllt) \f,<.t>t") r: ___ KJt lft\:>i.'l) J;('• l tfJ('l) -

j K l j 
, 

( 3.- 5 5 } 

Esta equaçao se assemelhai equação de Hartree�Fock e 
* 

possibilita a determinação dos orbitais spin 1...p. (x). 
1 

J 

De uma maneira aniloga procederíamos para encontrar 
óF 

= O, isto é, 

= ( 3- S 6) 

Calculando o complexo conjugado da equaçao (3-56), encon-

traremos 

( 3-57) 
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Utilizand_o o fato que yjm = ymj e rkjmt
= 

rmfkj a 

equaçao (3-57) fica: 

(3-58) 

Podemos, então, concluir que a equaçao (3-56) ê compl� 

xa conjugada da equação (3-551. 

Subtraindo a equação (3-58) da equaçao (3-55), fica 

L (3-59) 

J 

Desde que os 'fJ j (;x) sao linearmente independentes, de-

vemos ter que 

= (3-60) 

Esta� a condição necessiria e suficiente para que a 

equaçao (3-56) seja satisfeita ( HINZE, (1973)). 

:Multiplicando ambos os membros da equação ( 3-561 por 
* 

tCx), integrando em x e somando em m, fica 

Dessa forma podemos escrever a equaçao para a energia, 
-

equaçao (3-45), como 

(3-62) 



onde 

(3-63) 

Não podemos interpretar os multiplicadores de Lagrang� 

tij' como sendo as energias de ionização do caso Hartree-Fock.

Levando em consideração a equação (3-43), podemos es­

crever o primeiro termo da equação (3-56), como 

Lembrando que 

� 

L '·t"j (,\') \{j \ll) ;: � l ll- )\') 
(3-65) 

ou a projeção de ô(x-x') sobre o espaço de orbitais na base, se 

a base não é completa. 

Podemos, então. escrever a equaçao (3-64) como 

(3-6 6) 

Levando em consideraçio as equaçoes (J-44) e (3-65), p� 

demos escrever o segundo termo da equaçao (3-56), corno 

(3-6 7) 

Fazendo x' ➔ x'' e x'' ➔ x', fica 
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J.2_ 1� \<- L 

1 ( � "' (3-68) 

Substituindo as equaçoes (3-66) e (3-68) na 

(3-56) ,· fica: 

equaçao 

f 
V 11) " r ,, 1 1/ :1, j 1,, ,Íl"ll'J rcv'')1'/ "'( 'l'J � J �\J\) o (,X./�\ �'•'-'· \il') Ól\. -t "'- d,_ V '\. "' ' J h 

ou 

onde 

(3-69). 

(3-70) 

� lx ) 't' ( i.:. 1 :l\ ") + J_ r J / V l ){ /) r é .Jt'' ){ 1 i 'X )( 
1
) 

1 (.3-71) 

e o operador MC-SCF não local. 
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4 - O orERADOR F 

A aproximação Hartree-Fock, como sendo uma das primei­

ras tentativas para se resolver um problema de um sistema ele­

trônico, é falho por nao se levar em conta a correlação entre 

as partículas. O numero de ocupação de cada orbital spin é 1 

ou O, isto é, se o orbital spi n está ocupado tem número de ocu 

pação 1, se nao, tem número de ocupação O. 

Uma aproximação muito melhor é a do campo autoconsis­

tente para multiconfiguraç6es (MC-SCF), onde levamos em conta 

a correlação entre as partículas. A energia obtida é muito me­

lhor do que aquela obtida pelo método HF. No entanto, não pod� 

mos interpretar os multiplicadores de Lagrange( .. , da equação 
lJ 

(3-56), r�sultantes do cilculo variacional, como as energias de 
. . 

-

1on1zaçao. 

e no;so objetivo, agora, determinar um operador onde 

possamos interpretar os autovalores como sendo as energias de 

ionização e as suas autofunções como sendo os orbitais de ocu-

paçao. 

( 1981) ] mostrou em sua tese de mestra 

do que a energia de correlação é recuperada em parte ou na to­

talidade. quando se faz uso deste operador. 

4.1 - Derivação do Ope:i;ador F 

36 



Escrevamos o Hamil toniano de um sistema �letrô,nico de 

N partículas como: 

(4-1} 

onde o primeiro termo, do lado direito, ê o Hamíltoniano para 

uma partícula, o segundo termo é a interação de uma partícula 

com todas as outras N-1 partículas, e os dois iiltimos ter�os 

sao interpretado como o Hamiltoniano de N-1 partículas. 

Podemos escrever a equaç.ao (4�·1) na forma mais compacta 

\/ (. '(, 'li ) ;-" 
( 4- 2) 

onde 

Seja l/!Cx1, x2 ... xN) uma função de onda anti-simétrica,

autofunção do Hamiltoniano HN, isto é,

N 

H,� b.,- .. l\.� ) i lit, ••• )\ !'l ) :: [ � lt
l 
..• )l f� ) 

(4-4) 

.Seja �i(x2 ... xN) as funções que diagonalizam o Hamil­

toniano de N-1 particulas, isto e, 

(4-5) 

onde supomos que os �1Cx2 ... xN) sao ortonormalizados,

(4--6) 

Escrevamos a funçüo de onda �(x1 ... xN), como uma 



combinação linear de produtos de funções de uma partícula. 

\y í (x1) e das funções 01-·tonormais de N-1 µar�Ículas � cpi(x2 ... xN}.
�--� .... - ,., ,;-:.,.

_."'?; 

isto é, 

QV 

�-� \.. l\, . :i,,� \ \ � 'f. ( ;.l 1 ) (._ l(� 
)� tJ ) (4-7) ::. e__ .. 

. ·, / 

{N 
'\ 1 \ 

\.: \ 

onde as funç.ões '-{J i (x1) fürrnam um conjunto infinito e· co.mpleto,

não necessariamente ortonormalizados, 

(4-8) 

Estamos interessados em saber qual� o operador cujas 

autofunções são os \{) J. (x1). Para tanto, vamos multiplicar csc�
1 -· 

larmente ambos os membros da equaç�o (4-4) por <�k(x2 r ■• xN) l.

equaçao 

�- i... )\ l. . '/,, 
l 

Substituindo, nesta equaçao, 

(4- 7) , 

- . 
)\ \'! ) .. '

} 

assim como o Haililtoniano 

t--1 --- • ·- t ( 

\-.l 

_L--

J � J
\Í \. )I_ � .. 

\ i 

�" l )\� , .. )ltd \
(JU 

_L_ -s-· 
Vt

f

L-

t "'' 

lizados, equaç�o (4-6), podemos escrever: 
O'' 1, 

h í..ll,) \� \<_ \. ll,) + f_ L
\:\ j:� 

\f). 
1 l 

temos.: 

\. )tj th .cx,. ..
1. <. XyJ ) ) 

(4-10) 

sao ortorrorma-

1 
t:p � ( Jl 1 • • • J( r! ) ) \_r (. 'l 1) -;:::. 

(4-11) 

Observe que o s�gundo termo do primeiro membro da equl! 

çio (4-11) f igual a N-1 termos 
·-

iguais a



Isto� verdade porque 

i 

�-<_ (\) \-... (_1"1..··· l. j ••• -X_\") [ V (l\_\ )(j•) i t l (._lli .. )(J ••• J( ('I ) > ::

onde troquei o Índice 2 pelo índice j. 

Levando em conta a anti-simetria de <Pi(x2 ... xN) po­

demos escrever: 

X· ... 
j 

:: 

(4-12) 

Finalmente. podemos escrever a equaçao (4-11) como: 

-t 

tv 
: (f • - � 1 1( ( 4-13) 

No�so objetivo. agora, ; escrever o segundo termo _da 

equação (4-13) em termo da matriz de dP.nsidade de segunda ordem, 

r Primeiramente, vamos utilizar uma base recíproca, formada 

pelos orbitais spin 'Pi , à base dire,ta, formada pelos orbitais '-Í\ .

Dessa forma podemos escrever os orbitais �i como uma combinação

... l linear dos orbitais da base reciproca '-1/ , ou vice-versa, pode-

1-- .,. l b. mos escrever os orbitais da 1.;.ase reciproca '--P como uma com 1na-

çio linear dos orbitais da base direta 11 . Istb �:

t �-

l i' l 
1 �� 

> � 'L 

) 

\ '-P f,\ > v
"'l.

'W\. 

� i\<- '> s 
\<,\ 

(4-14) 



onde 

< '{J ,�, ! 1-...._ > 
K l 

<- f ! 1 >

A matriz de densidade de segunda ordem, 

equação (1-2), escrita em termo dos fica 
N - \ 

40 

(4-15) 

(4-16) 

Multiplicando ambos os membro da equaçao (4-16) por 

· 4 (x1) e integrando em x1, fica:.

Levando-se em conta a ortonormalidade entre ef e \()
..e.

, e 

fazendo X' - X 
2 - .. 2 

podemos escrever a equação (4-17) como: 

)( 

(4-18) 

Multipliquemos ambos,os membros da equaçao (4-18) por 

2 V(x1 x2), e integremos em x2. Resulta

r( ll\ )(.� r �< \_) '-P (l\.;i J< Jy'-
2-

- (t-J - 1) L <�K. l)l-2.··· )(N>l 

(4-19) 

Temos como objetivo eliminar o orbital fCxí) da equa­

çao (4-19). Antes, porem, escrevamos a matriz de densidade de 



.,._,_ 

primeira ordem. equaçao (1-2), em termo da função de onda � 

equaçao (4-7). Isto é 

{\. \_ 'lt, ! -.,: ) ::: S­
'j 

Levando em conta a ortonormalidade dos �i(x2 ... xN) ,

equaçao (4-6), a equaçio acima fica: 

<" 

\J). �-
+. 

l .l./ l
-

(___ 1 \ ' \ 
(4-20) 

De uma maneira análoga, podemos escrever a inversa de 

{ � 1 1 
'-"'\) 

Calculemos a integral abaixo para uso futuro. 

(_4-21) 

Utilizando a condição de ortonormalidade entre �i e I.Pj,

a expressiQ acima fica: 

O
\. i. ;' 

\f . (_ �,) \J \_{, ' l 
f \, f I / 

.(4-22) 

Mostremos que y - .1. (x1 /x
i

i_
) é realmente a ma triz de densi

dade de primeira ordem inversa i y(x1/xí). Isto

mostrar que

e, desejamos 

(.4-23) 

Fazendo uso das eq�açoes (4-20) e (4-21), podemos es­

crever que: 



Utilizando a condição de ortonormalidade entre os �k e

f!. 1, equação (4-15), podemos escrever a equação acima como:

(4-24) 

Observe que 

(4-25) 

Substituindo equaçao (4-25) na equaçao (4-19), fica: 

: ( N - 1 ) [_ <._ � K. l 'ti..· - >1. r-i ) \ V <. )tl lli.. _) \ � j l lli • • - lll" ) > 'f J l :t,) ( 4- 2 6)

Chegamos, finalmente, a escrever o segundo termo da e­

quação (4-13), em função da matriz densidade de segunda ordem. 

onde 

Su�stituindo a equação (4-26) na equação (4-13), temos: 

= 
N N-1 E 1 

- E -
k 

X 

(4-27) 

(4-28) 

Fazendo uso da função delta de Dirac, reescrevemos a 

equaçao (4-27) como: 

l l 
�lt,") ;e>,-,,") + 1 J \/,,, ,,) r e,,,, 1 ,,,' >\,) r't,;1,:')J,:1,,)

(4-29) 



Seja 

Daí, 

.:i. \ v (_,l,_ ,1 0_ f,Ai', "·i, '>!,' 'l i_ ) r-\,,.: l'l.i') J,: J:.;2 

( 4-30) 

-

a equaçao (4-29) fica: 

(4-31) 

Temos, portanto obtido o operador P que possui como au 

tofunções os orbitais spi.n de uma partícula 41<(x1). Estes orbitais

chamaremos de Orbitais Naturais de Transiç�o(NTO) que sao ne­

cessirios para escrever a função de onda do sistema físico de 

N partícu1 as, como_ uma combinação linear das funções de uma Pª!. 

tícula e das funções de N-1 partículas que diagonalizam o Ha-

miltoniano de N-1 partículas. O autovalor do operador F 

interpretado como a energia de ionização daquele orbital spin. 

4.2 - Cilculo da energia total 

Calcularemos a expressao para a energia total, utiliza 

da nesta tese. 

Multiplicando ambos cs membros da equação (4-31) por 
* 

Z:: \{l k (x1), integrando em dx1 , e substituindo o operador F, e-

quação (4-30), resulta: 

onde 

1 L j v ( >t, xl ) r Í_l(i t.l_ 1 x: lll >
J 

(4-33) 



representa o numero de ocupaçao do orbital spin '-f> k, e estão

compreendidos entre O e 1 ( O � nk_ � ... 
!. ,{..g: (rf,ATOS, (1981)).

Lembrando que 

<.. )\_. \ • 
'1 

( 4- 34) 

podemos escrever que 

Multiplicando a equaçao (3-24) por 2, a mesma pode ser 

reescrita como: 

E :: .L

J_ 

(4-36) 

Substituindo a equaçao (4-35) na equação (4-36), fica: 

(4-37) 

Usando o fato que 

,( 4-38) 

Podemos reescrever a equação ('4-37) como: 

(4-.39)_ 

onde 

(4-40) 

Concluímos, então, que podemos escrever a energia em 
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termo da energia de ionização (k e da energia hjk vezes o nu-
-

mero de ocupaçao correspondent��-

Po<lerí amos. ter escrito a .. função de: onda t/; (x1 ... xN) CQ

mo uma combinação linear de produto de funções de uma partícu-

1 v ( ") 1· � , L - • d �a ,�i x1 , norma 1 zauas e aas ..cunçoes ortonormais e N-1 part�

onde 1/ni é um fator que torna Xi (x1) normalizado.
-Is to· e, 

Pod�mos. então, escrever a equaçao (4-33) como: 

(4-41). . 

(4·-42) 

(4-43) 

O nümero de ocupaçao ni poe em evid�ncia a contribui -

çao do orbital spin Xi(x1) para a função de onda t(x1 ... xN)� 
Dessa fcYma a matriz de densidade de primeira ordem y(x1 / xi)

tem a seguinte forma: 

:: � {___ 

\. 

F"MC-SCF4. 3" - Redução do operador P ao operador 

(4-44) 

Multipliquemos aÍnbos os membros da equação ( 4-30) por 

y(xi'/x) dxí' e integremos. 
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(4-45) .-' 

Utilizando a equaçao (4-34), podemos reescrever a equ� 
-

çao (4-45) como: 

e. FMC-SCF, que o operador 

(4-46 )' 

equaçao (3-71).

Esta é a razão porque os autovalores de FMC-SCF nao

representam a;;energiasde ionização. Na verdade, os autovalores 

de FMC-SCF representam, de fato, o produto de uma energia de 

ionização vezes o n�mero de ocupaçao (que é diferente 

quando incluímos a correlação). 

de 1 



CAPÍTULO V 

S - CÁLCULOS E CONCLUSÕES 

5.1 - Cálculos 

O ponto fundamental desta tese é testar se as 

çoes, dadas abaixo, de autoconsistência de y(x./x1'), 
.1. . 

condi-

juntas 

às condições já conhecidas de r(x1 x2/xi xp e de y(x
1

/x1)

sao suficientes para garantir que um rt tentativo nio di uma

energia abaixo do valor experimental. 

As condições de autoconsistência de y(x1/xi) sa-o tais

que y(x1/xi) deve satisfazer is duas equações, abaixo, simulta

neamente. 

(S-T). 

onde os xi(x1) são autofunções do operador não Hermitiano P e

ni é o nume10 de ocupação do orbital spin xi(x1);

e 

� 
J. í

r \ )._l \ )\i ) 
-

J
( \, )i i - )\ \ i '.{. 

N ... \ 
,, 

( 5-2) 

Observe que as expressões para y (x1 /xi) , equaçoes (S-1)

e ( 5- 2) , são expressões totalmente independeu tes, embora xi (x1)

seja autofunção de F o qual tem r (x1 x2/x1 x2) em sua definição

A equação para y (xl/xi) _reduzida de r (xl Xz/Xi Xz) e uma equa­

ção que surge da própria definição da matriz de densidade. Daí 

fazermos a exigência da simultaneidade das equações, acima Te-

47 



feridas, para que tenhamos autoconsi_s�ê��};.J de y (x1/xi) .

Exigimos, por outro lado, que o niimero de ocupaçao 

48 

n. 
1. 

sempre se manti v,esse entre O e--·1 ( O� n.-� 1 ). A 
1. 

condição 

para N-representabilidade ê que os n. 1 s estejam entre O e l 
1 

( O � n. � 1 
1 

) (A.J. COLE1v',AN (1963)), como e o caso, quando 

utilizamos Orbitais Spin Naturais (NSO) [1]. Uma vez mantidos 

os ni'� entre O e 1, para y(x1/xi) expressa em termo dos orbi­

tais NSO, ji teremos garantido, tambfm, o nGmero de ocupaçã6e� 

tre O e 1, para a matriz y(x
1

/xi) na sua expressão dos 

tais NTO. 

orbi-

Utilizamos, também, as condições (i), (ii), (iií) e 

(iv) da seção 1-2. Al�m do mais exigimos que os elementos da

diagonal de rt se mantivesse entre O e 1/2. Esta exig�ncia vem

da própria definição dos elementos da diagonal de I'(x1 xz!x1 x2),

is to é,

(5-3) 

t �abido que o operador P, equaçio (4-30), � um opera-
--

dor nao Hermi tiano (MA.TOS (1981)), porem o produto do operador
� 

P com a matriz de densidade de primeira ordem y(x1/xí) resulta

um operador Hermi ti ano, -se as condições de autoconsistência de 

y(x
1

/xi) são satisfeitas. 

Provaremos esta �firmaçio, utilizando a representação 

discreta. 

Sabemos que 

, ... 
r 'Y-; \\i) - (5-' 

onde os X· (x) sio autgfunç6es normalizadas do operador�-
1_ 1 . 

Aplicando o operador F à y(x1/xi), equação (5- __ .

mos: 



Calcula:ndoo complexo conjugado da equaçao (5-5), fica: 

[ 
·' . ' \ 

, { 

2__ '\j.-

(Í 
r 

{, \ � \,)
r

" ( 5-6) r \._ í ),,; ) ::: p,. 'C t\l\ V 
\ :l\.{) � 1. 

' • t t...,i,

onde utilizamos o fato de que a energia de ionização e real 

assim como o número de ocupaçao, também, é real (MATOS (1981) ). 

Daí 

[ f ( 5·- 7J 

como querí�mos demonstrar. 

Mostraremos, agora, que se nao ternos a solução au'tocon 

sistente das equaç6es (5-1) e (5-2), então y(x
1
/x{) não f dia­

gonal na base das autofunções de í-', o que. equi va-Ie ·dizer qi.rn 

Fy Cx1/xi J .não é Hermi. ti ano.

Suponhamos �((x1/x1) na fonna nao diagonal., .isto :é,

� e,, \ "':) = L
q 

Aplicando o operador P à y(x1/xi),

lizando a equaçao (5-4), temoi que: 

r '( l \1 1 :-i..;' ) -
\ 1 

( 5-8) 

e uti 

( 5- 9) 

Calcul&7do o complexo conjugado da equaç.:.=io (S-9), temos: 

� 
1 \ r r,... '/ ( • �·' l � 

l <i • �, ' ""; ; J :: L
·(5·10)



Como n .. = n* 
J.J "j i 

(veja a equaçao (4-40)) real, 

podemos reescrever a equaçao f�·lO) 

,. 
1- r
e., (5-�11) 

Co111parando as equaçoes (5-9) e (5-11) podemos concluir 

que t y(x1/xí) não f Hermitiano. Entio, para que P y(x1/x{) s�

ja Hermitiano, devemos ter: 

C!l..ie 

o. 

( (. • (. _) \ J 
- o (5-12) 

Para que a equaçao (S-12] seja verdadeira, devemos ter 

((. - E_.) n .. - O 
1 J, ]J 

para todo i e j (5-13) 

Se i e igual a J, a equaça.o (_5-12) e Óbvia. 

Se 1 e diferente de j, devemos ter que n .. e iPuallJ º a 

Dessa forma y(x1Jxi) tem de estar na forma diagonal

das autofun.ções d.e P para F y Cx
1

hci) ser Hermi ti ano. Com esta 

demonstraçio-da equival�ncia das nossas equações de autoconsis 

t�ncia de y(x1/x{) com a hermiticidade do produto P y(x1/x{)

podemos citar o trabalho de (KUTZELNIGG (1980)). Ele demons.-· 

trou que a condição• t y(x1/xiJ, sendo Hermitiano, € uma condi­

ção necessária e suficiente para que a energia permanecesse e� 

tacionária. com respeito-às transformações unitárias da base or­

bital. 

Com essas explicações, estamos prontos para demonstrar 

a. maneira como testamos esta teoria.

Para a r0aJ izaçao dos nossos cálculos, utiliza;nos uma
... 

base orbital, constituída por 4 orbitais do tipo s, pois esta 

já é uma base sufi1ciente para testar nossa teoria. Fizemos uso 



ele uma base ortonormal de uma partícula {<Pi,e.m
.e,

m
5

}, constituída

ele a.utofunções de { L 2, Lz, s
2 , Sz } • _ ... - _ '""':,,;;

Os �
il

m
l

m
s 

sio definidos assim 

(5··14) 

onde i � usado para distinguir os orbitais que t�m os mesmos 

números quânticos f, m
..e. 

e m
5

• Os Y fm (e, 1./J ) sao os harmôni­
• -E 

esféricos na convençã.o de fase de Dirac (CONDON e SHORTLY 

( 19 6 7) ) ; os �m sio as funções de spin usuais a e cont auto 
+s 

valores m5 = - 1/2; são combinações lineares de orbi 

tais tipo Slater (STO), onde 

S �R) 

Ri 2- -:: L sj t °'J .l \. (5-15) 

(5-16) 

(S--17) 

inteiro não negativo, Z j .e e um fator de blindagem (p....9

sitivo e real)- e N.1 f a normalizaçio.
J -

Observe que os Ri.t 
sa.o ortonormalizados

ó/\ ::. 
(5-18) 

Na tabela 1, estão os parãrnetros STO, nj e Z
jl

de 

(WATSON (_1960)) para a contrução da. função radial R. º . 
]_,{, 

Na

tabela 2, estão os coeficientes ST0 1 s ªj.ti' que definem as fun

ções de 1 e lêtron ( Rit'. ( 1)} , utilizados por (C.. F. BUNGE (1968H 

Adotam.os a seguinte convençao para os 0Tb • "'· )



Os orbitais do t±po e.., 1s, 2s, 3s e 4-s ser ao representa_.dos· pe­

los n.Úme ros 1, 2, 3 e 4, resp·dc.~ti varr:eitfé-. .' 'ô; corres.pondentes o� 

bí tais do tipo 6 ser ao acrescido.s de l 00, 'Tesul<tando os 'índi-

ces 1 O l , 1 O 2 , 1 O 3 e . 1 0'4 , 

J\. enexgia obtida para esta has:e foi -14,,,59032- u.a, Em-'-· 

quanto a energ1 a H,.Frtree-Fock ê - J 4 ,S 729�1 .u. a. tLsta s energias 

nos servirão corno referência pa.ra as energias Güctiladas pOT 

diversos rt tentativas.

Calcularnos, em seguida, diversos elemento.s aThitr:aT,ios 

de r t e variamos ,estes eJ:ementos até as condições- de autu.-::011 -

sist�ncia serem satisfeitas. Apresentamos �a tabela 3, os 97 

elementos independentes de rt , com os r.es.pectivos Índices dos

elementos de matriz nesta base. 

O programa utilizado além de var.iaT''OS élementos ele- rt,

calcula os autovalores e autovetores do ·operador não Hermitia­

no, r:t. Veja na tabela 4 os eJementos da.matriz IFV ,ri:âo H.ermi

tiana, correspondente ao rt da tabela 3.

Calcula, por outro lado, a matriz y
t 

em termo das aut9 

funções do operad.or F t. A .Ji1atri z -Y::t é calculad:a., 'ª travé:s , da

expressao 

(5-19): 

onde os x
i

(x
1

) sao as autofunções do operador Pt,e nij sao os

elementos da matriz ·y(x1/x1) 'nesta base. VF.::ja .. na tafrela 5 que

a forma da matriz y t ê- ráfo diagonal•

Um.a vez calculada a matriz yt' fazemo-s varia,r-,a- soma;

St, d.os valores absolutos dos elementos fora da d'iq,-gcrn:aJ. �·de

y
t 

até ir a zero. 

Incluímos na tabela 6, algumas en..er.gías represen'.tati-: 
.... 

Yas e a soma St cle uma série de vaT,íaçõcs em que minimizamos 

S,t. Como podemos ver ffa tabela 6, 2.s. vezes ·em que S é grande.t 



temos uma energia acima ou abaixo do valor exato para esta ba 

se. Observamos , também, que quando St ·é pequeno a energia se 
...,._ ... :�?. 

mantêm abaixo do valor exato. Um fato interessante, evidenciado 

nos estágios finais do processo- de minimização (depois que S
t-'

ser da ordem de 10-4) ,  é que quando St diminui, há um decrésci

mo na energia. � verdade que a energia obtida é menor do que a 

energia exata nesta base so por urna pequena quantidade (ou se 

ja 11% da energia de correlação para esta base). 

Parece que estamos quase num mínimo local uma vez que 

a minimização de St se processa muito lentamente. Para se ter

urna idéia, durante as Últimas chamadas da subroutina que cal 

cula o valor de St, conseguimos minimizá-lo de 0,0000079 para

0,0000076. Na realidade, parece que nunca obteremos um valor de 
-9 -

St da ordem de 10 que e o valor obtido, quando utilizamos os

elementos verdadeiros de r para esta base. 

O programa de minimização utilizado e o programa da bi 

blioteca NAG que utiliza o método simplex. Embora seja um pr� 

grama lento, consegue minimizar nossa função. Utilizamos outros 

programas ·de minimização mais sofisticados cuja convergência é 

mais rápida quanto mais próximo estamos do mínimo. Não obstan 

te não conseguimos minimizar St com estes programas.

Em �omparação com outros trabalhos dentro desta mesma 

linha de raciocínio, podemos citar o trabalho de (KI0EWSKI 

(1972)). Kijewski utiliza uma base constituída por dois orbi 
, ++ 

tais do tipo s e 1 orbital do tipo p, para o ion C que tem 

4 elétrons corno o átomo de Be. Seu rt tentativo possue 19 ele

mentas independentes. 

Impondo uma série de condições de contorno, foi obtido 

uma energia de -37,806 u.a em comparação com o valor experime� 

tal de -36,564 u.a. Este resultado obtido ê típico das experi 

ências que vários pesqyisadores realizaram, em que um rt tent�

tiva satisfaz i certas condições de contorno, porém a energia 



se mantêm abaixo do valor experimental. 

Fizemos , também, um c�� culo e_m_g_l!E\,.-,,..�til i zamos uma apr� 

ximação para a matr:iz de densidade de segunda ordem r(x1xz!x1 x2)

Isto é, tomamos f(x1x2/xi x2) como sendo:

(5-20) 

uma soma de produtos de y, que mantenha a anti-simetria e her 

míticidade der. Aqui c e um coeficiente que dá a normalização 

correta de rªCx1x2/xi Xz). Assim, para calcularmos o valor de

c, basta tirarmos o traço dera.

(5- 21) 

-

çao (5-21), ternos: 

½ l I n,,1<,) t,,,,,xd .\,, J,, -1 n,,1,,) ({,, ! ,,) Á,, Á><, l e 

l r'1(l"-1) (5-22) 

� 

Daí 

( - (5-23) 

onde 

t�tt') '1,,,,,1,,) nx, IX :) l,,lx, 
(5-24) 

Se a matriz t tem N elementos iguais a 1 na diagonal 

e o restante dos elementos da diagonal sao nulos, temos que 
2 tr (y l = N e em consequência e = 1 que ê a aproximação de 

Hartree - Fock. No entanto, se l tem elementos na diagonal en 

tre o e 1 e o � n. � 1) . onde a sorna dos elementos da diago-
1 .,., 

nal 
-

N (_ � N), então dos elementos diagonais ao e n- = a soma 
1 

\ 

quad.rado e menor do que N, isto e , 



Isto significa que c e menor do que 1 

l'l
t.

- N  
e :.------

N� - L""./ 
. L 

<.. l 

(5-25) 

(5-26) 

Encontremos a forma do operador P, quando utilizamos 

ra (x
l
x

2
/xl Xz).

Substituindo a equaçao (5-20) na equaçao (4-30), e uti 

lizando as equações (4-22) e (4-34), podemos escrevê�la como: 

f ( x, <° ) e !( x, - ,,;' ) � t ,;' l + e Ó t x, - ,,," 1 j V t x, ,, ) )' l <,! ,,, 1 J,, -

- e_ V ( )t 1 xi" ) ô ( X1 \ x.:
1 

(5-27) 

Mostremos que o operador P Cx
1

xi'), equaçao (S-27), e 

Hermitiano� 

Calculando o complexo conjugado da equaçao (5-27),fica: 

[ \::- (.. �, 'li.;•) f + :: � ( x1 - )l;' ) �
-+ 

l :x.t J + e � l :x.
1 

- )L;·) J V
¾
c x2 x1) o \x2.í)(�) dir� -

(5-28) 

Como h (x1) e y(x1/x2) sao Hermitianos e V(x1x2) ê um

operador real e simétrico, podemos escrever a equaçao (5-2� � 

mo: 

[ F ( ,._\ ':\_:·) r';. � ( xi - )\:· ) k qi''} + C � \ \ - �;') l \/ ( �I :(t ) O Pi / Xi) 

.,. - e V ( x.1 xi'' ) ô l �1 1 �/ )

( 5-29) 
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Isto significa que F (x1 x_p e Hermi ti ano nes ·ta aproxim.§:

çao. 

(5-30) .-'

Observe que a forma do operador F, equaçao (5-27), se 

assemelha à forma do operador Hartree-Fock, equação (4-30), on 

de temos no primeiro termo o Hamiltoniano de uma partícula,' o 

segundo termo ê a interação Coulombiana, o Último termo é a in 

teração de troca e c é um fator menor do que 1. Este fator di 

minue a interação Coulombiana e de troca entre os elétrons de 

vido à correlação entre as posições eletrônicas. No entanto , 

para nossa aproximação o número de ocupação está entre O e 1, 

ao invés de ser O ou 1 como no caso Hartree-Fock. 

Os dados utilizados, para testar esta aproximação, fo­

ram os dados utilizados por (SABELLI e HINZE (1969)) para o 

átomo de Be. A base é formada por 4 orbitais do tipo s, 3 or­

bitais do tipo p e 2 orbitais do tipo d. 

Na tabela 7 estão os 19 elementos da matriz de densida 

de de primeira ordem, utilizados para a formação de ra aproxi­

mado. Fizemos variar estes elementos no processo de minimiza -

ção da energia, respeitando o vínculo de manter os autovalores 

de l entre O e 1, assim como os traços de t e ra.

A energia total encontrada após a minimização e de 

-14,6940 u.a 
- 1 

que e abaixo do valor exato nao relativístico 

(-14,6669 u�a). Para esta base, a energia exata é aproximada -

mente -14,6590 u.a (LOIOLA (1982)). Era de se esperar um valor da 

energia acima ou igual-ao valor -14,6590 u.a, mas o valor obti 

do para a energia ê conside�avelmente abaixo deste valor. Os 

elementos de � após a minimização da energia estão na tabela 7. 
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-

e maior do que a energia Hartree-Fock, para y correspondente 

aos resultados de Sabelli e Hinze. 
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5.2 - Conclusões 

Podemos concluir que nossas condições de autoconsistên 

eia, juntas as condições dadas aos elementos da diagonal de 

Yt e rt são insuficientes para se obter um r N-representã­

vel, uma vez que a energia obtida no processo de minimizaçao e 

abaixo da energia exata para esta base. 

Continuaremos em pesquisas futuras a procurar uma ton 

<lição adicional para se obter um r N-representável, pois a 

energia obtida é abaixo do valor exato por uma pequena quanti­

dade. 

Embora tenhamos feito uma aproximação para r que e ex­

pressa, inteiramente, em termo de y N-representâvel, encontra 

mos, também, uma energia abaixo do valor exato. Isto evidencia 

que a aproximação para r expressa em termo de y nao é boa, a­

pesar de que ra forneça uma forma para o operador F que conte

nha uma interação Coulombiana e uma interação de troca. 
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TABELA 1 

Parimetros STO de Watson para Be.( l = O J. 

ORBITAL n. z.
J 

510 o 6,0
520 o 1,0

530 1 6,0 

540 1 1,0 

5
so 

2 6.0 

56□ 2 1,0 

57o 3 6,0 

58o 3 1,0 

S90 4 6,0 

TABELA 2 

Coeficiente da expansão orbital em termo da base STO. 

ORBITAIS TIPO S PARA O Be 

J sl s ") 53 54 t., 

1 0,484847048 -0,081129323 0,236378724 -0,851510600
2 0,217606868 -0,147345521 -0,023812423 1,463671983

0,264166060 -0,051149614 0,167902301 -0,685884011
1 

4 -0,268301860 1,332911822 -2,906858860 -4,155520278

� 0,168224986 -0,041063909 -0,013116037 1,445011855

6 0,167584376 -0,386780254 3,543805952 3,499072719

7 0,045127695 -0,007522402 -0,086177264 - O , 217 4 4 8 01 O

8 -0,045287495 0,224825231 -0,597044312 -0,735281328

9 0,066882692 -0,027648005 0,170930863 0,272415025

.,,. 
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TABELA 3 

Matriz 2I\ 

COEFICIENTE fNDICE COEFICIENTE !NDICE

0,99930000 1101 1101 0.00000600 2104 4102 

0,00030000 1101 2102 -0,00000200 2104 4103. 

-0 ., 00700000 1101 3103 0 ., 00020000 3104 3104 

-0,02000000 1101 4104 .o, 000 20000 3104 4103 

0,99600000 2.102 2102 0,00010000 1101 1102 

-0 ., 06000000 2102 3103 -0,00090000 1101 1103 

-0,00300000 2102 4104 -0 ., 00020000 1101 1104 

0 .,00400000 3103 3103 0,00000700 1101 2103 

O., O O O 3 O O. o.o. 3103 4104 -0 ., 00003000 1101 2104 

0,00040000 4104 4104 O .. 01000000 1101 3104. 

.0,99500000 1102 1102 O .,00010000 1102 2102 

0,00100000 .1102 1.103 0,00300000 1102 3103 

0,00070000 1102 1104 0 ., 00400000 1102 4104 

0,00004000 1102 2101 -0,00005000 1103 , 2102 

-0,00000300 1102 2103 0,00000800 1.103 3103 

0 ., 00000100 1102 2104 -0,00000100 1103 4104 

0,00000400 1102 3101 -0,00000300 1104 2102 

-0,00090000 1102 3102 0,00000400 1104 3103 

-0,00300000 1102 3104 0,00000300 1104 4104 

-0,00000010 110.2"' 4101 O ,.00 2.0.00.0 O 210.2 2103 

-0,00020000 1102 4102 0,00070000 -2102 2104

-0,00200000 1102 4103 -O ,-008 00000 • 2102 3104



CONTINUAÇÃO - TABELA 3 

Matriz 2rt 

COEFICIENTE !NDICE COEFICIENTE INDICE 

O 00400000 1103 1103 -0,00010000 2103 3103 

0�00050000 1103 1104 -0,00000900 2103 4104 

O 00020000 1103 2103 -0,00004000 2104 3103 

-0.000_ 000 1103 2104 0,00000050 2104 4104 

o 1103 3101 0,00040000 3103 3104 

1103 3102 -0,00020000 3104 4104 

-0 ., 00001000 1103 3104 0,99500000 1002 1002 

-o 00000080 1103 4101 0,00100000 1002 1003 

-0�0000 000 1103 4102 0 ., 00070000 1002 1004 

-0,000007-00 1103 4103 0,00090000 1002 2003 

0,00009000. 1104 1104 0 .,00020000 1002 2004 

-0,00004000 1104 2103 -0,00080000 1002 3004 

0,00008000 1104 2104 0,00400000 1003 1003 

0,00000700 1104 3102 0,00050000 1003 1004 

-0,00000400 1104 3104 0,00020000 1003 2003 

-0,00000300. 1104 4101 -0,00020000 1003 2004 

-0,.00002000 1104 4102 -0,00000400 1003 3004 

-0,00000200 1104 4103 0,00009500 1004, 1004 

0,00020000 2103 2103 -0,00005000 1004 2003 

-0,00030000 2103 2104 0,00009500 1004 2004 

-0,00000097 2103 3102 -0,00000200 1004 3004 

-0,00001000 2103 310.4 0,00020000 2003 2003 

0,00000200 2103 4102 -0,00030000 2003 2004 

-0,00001000 2103 4103 -0,00000100 2003. 3004 

0,00050000 2104 2104 0,00050000 2004 2004 
.... 

-0,0000.0200 210.4 3104 -0,00000050 200.4 3004 

0,0000030.0 3004 3004 



-4,744852

0,003273

-0,006116

0,015549

0,005752 

-0,000147

-0,000446

0,000322
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TABELA 4 

Matriz �t e seus Autovalores 

IF 

-0,011532

-0,312883

0,002372

0,005956

Matriz 

-0,000147

0,994463 

0,001137 

-0,000727

-3 .,
792105 

1,631925 

-1,637835

1,512027

TABELA 5 

y t
e 

-0,000446

0,001137 

0,031448 

-0�000292

AUTOVALORES 

28,8833 -14 ., 880523

-3,882498 - 4,697776

7,755608 - 0,764177

-1.3,947031 - 0,300124

s 
t 

I:' st = .. ln- -1= 0.003071
lJ lJ 

0,000322 

0,969044 
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TABELA 6 

A Sorna S
t 

com as energias correspondentes 

Energia exata = -14,59038 u.a 

st ENERGIA (u. a) 

O, 003071 -14,58934

0,001394 -14,59163

0,002972 -14,58847

0,002149 -14,59123

0,000768 -14,59029

0,000578 -14,59170

0,000353 -14,59189

0,000119 -14,59222

0,000072 -14,59205

-0,000069 -14,59209

0,000029 -14,59217

0,000012 -14,59219

0,000011 -14,59220

0,000009 -14,59221

0,0000076 -14,59222



y INICIAL 

COEFICIENTES 

0,99999778 

0,99999667 

0,00020000 

0,00019000 

0,00018000 

0,00017000 

0,00016000 

0,00015000 

0,00014000 

0,00000000 

O,OOOOOt,00 

0,00000000 

0,00000000 

0,00000000 

0,00000000 

0,00000000 

0,00000000 

0,00000000 

0,00000000 

TABELA 7 

Matriz y 

ELEMENTOS 

S
I 

S
I 

sII
5
II 

5
III 

5
III 

5
IV 5

IV 

Pr Pr

Pr I Prr

Prrr P11r

dI d
r 

dII dII

s
r SII

S
I 

5III

S
I 

5
IV 

sII
5III

5II sIV

sIII
5

IV

Pr Prr

Pr P111 

Prr Prrr

dI dII
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y FINAL 

COEFICIENTES 

0,99996030 

0,65513165, 

0,00592017 

0,00001436 

0,11293346 

0,00004743 

0,00000157 

0,00000499 

0,00000011 

-O, 0034 7392

0,00047735 

-0,00200278

-0,03379008

0,00054492

-0,00023723

0,00230851

-0,00040601

-0,00000812

0,00000072
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[ 1 ] Os Orbitais Spin Naturais (NSO) são os orbitais que dão 

uma convergencia mais rápida, e fornecem uma matriz y na 

forma diagonal. O número de ocupação quando se utiliza os 

NSO's estão compreendidos entre O e 1 (O < n. < 1) (LOWDIN 
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