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RESUMO

O objetivo deste trabalho € provar um teorema de classifica¢io, provado por Li, Ni e Wang, que
diz que todo s6liton de Ricci gradiente shrinking de dimensao 4 com curvatura isotropica positiva,
é quociente finito de $* ou $* x R. Para fazé-lo, apresentaremos alguns resultados sobre a ge-

ometria dos sdlitons e estudaremos a evolug@o do tensor curvatura de Riemann no fluxo de Ricci.

Palavras-chave: variedades riemannianas; sélitons de Ricci; fluxo de Ricci; curvatura isotropica;

Tensor de Weyl.



ABSTRACT

The main purpose of this work is to demonstrate a classification theorem, proved by Li, Ni
and Wang, that states that any four dimensional gradient shrinking Ricci soliton with positive
isotropic curvature is a finite quotient of either $* or $* x R. To do so, we shall present some
results regarding the geometry of the Ricci soliton and analyse the evolution of the Riemann

tensor under the Ricci flow.

Keywords: riemannian manifolds; Ricci solitons; Ricci flow, isotropic curvature; Weyl tensor;
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1 INTRODUCAO

O fluxo de Ricci foi introduzido no inicio da década de 80 por Hamilton em [15] e

consiste no estudo do sistema de equagdes diferenciais parciais ndo lineares

2 4(0) = —2Ric(s(1),

8(0) = go,

onde g(¢) é uma familia a 1-pardmetro de métricas numa variedade fixada.

Desde sua apresentagdo, o fluxo de Ricci tem se mostrado uma ferramenta poderosa
para estudar certos problemas de geometria e topologia. Em particular, podemos destacar o
trabalho de Perelman que resultou na prova da conjectura de geometrizacdo de Thurston e, por
consequeéncia, a conjectura de Poincaré. Além disso, também usando técnicas do fluxo de Ricci,
Brendle e Schoen, foram capazes de resolver o famoso problema das variedades zll-pingadas.

Estabelecida a importancia do fluxo de Ricci, € natural que muitos trabalhos se dedi-
quem a compreender o comportamento das solugdes do fluxo, bem como de suas singularidades.
Nesse sentido, os sélitons de Ricci desempenham papel fundamental. Estes foram introduzidos
por Hamilton em [16] e sdo definidos, em termos gerais, como métricas Riemannianas completas,

tais que existe um campo X satisfazendo a equacgao
o1
Ric+ Efxg =Ag.

Também dos trabalhos de Hamilton e Perelman, resulta que todo séliton de Ricci compacto é

gradiente, i.e., existe uma fun¢do suave f tal que:
Ric+Hessf = Ag.

A relevancia do estudo dos sélitons de Ricci se dd, entre outras coisas, pelo fato dos sdlitons
serem precisamente as solu¢do auto-similares do fluxo. Além disso, esses aparacem como
modelos de singularidades do fluxo de Ricci.

A partir da sua introdu¢do, muito foi feito para tentar entender a geometria e classifi-
car os sélitons de Ricci gradiente, em particular o caso shrinking (i.e., A > 0). Em dimensao 2,
Hamilton mostrou em [17] que todo séliton de Ricci gradiente shrinking é isométrico ao R? ou a
um quociente finito de $2. J4 no caso de dimensdo 3, resulta dos trabalhos [5], [19], [22], [28] e
[30] que todo séliton de Ricci gradiente shrinking é isométrico ao quociente finito de $3, R3 ou
$2 x R. Nos tltimos anos, houve muito avango nos resultados de classificacio dos séliton em

dimensoOes maiores.



Um caso muito especial, ndo sé de sdlitons, mas também de variedades Rieman-
nianas, é o das variedades de dimensao 4, isso porque tais variedades apresentam algumas
propriedades especificas que nos permitem aplicar técnicas exclusivas para o caso de dimensao
4. Muitas dessas peculiaridades provém do fato de que nessa situacao, o operador * estrela de

Hodge produz uma decomposi¢@o no fibrado das 2-formas
2 2 2
A=A, DA,

onde Azi corresponde ao (+1)-autoespago de x. Diferente do que acontece em dimensédo 2
e 3, devido ao exemplo construido por Feldman, Ilmanen e Knopf em [13], sabemos que em
dimensao 4, os sélitons de Ricci gradiente shrinking ndo precisam ter curvatura nao negativa. Por
conta disso, muitos trabalhos se dedicam a tentar classificar os sélitons impondo condi¢des mais
fracas, a saber, condicdes sobre o tensor de Weyl, tensor de Ricci, curvatura escalar, entre outros.
Em [8] Chen provou que todo séliton de Ricci gradiente shrinking possui curvatura escalar ndo
negativa, e no caso em que se anula em algum ponto, entdo deve ser identicamente nula. Além
disso, dos trabalhos [3], [12], [22], [27], [32] e [34] sabemos que todo séliton de Ricci gradiente
shrinking de dimensao 4 e localmente conformemente flat (i.e., W = 0) é quociente finito de R4,
$% ou $° x R. Mais tarde foi provado por Chen e Wang em [10] que no caso half conformally
flat (i.e., W =0 ou W~ = 0) devemos ter quociente finito de R*, $*, $° x R ou CP2. O caso
Bach flat (i.e., B = 0) foi coberto em [6], onde Cao e Chen provaram que nessas condi¢des temos
que o séliton de Ricci gradiente shrinking deve ser Einstein ou quociente finito de R* ou $3 x R.
Recentemente em 2021, Cao, Ribeiro e Zhou foram capazes de provar em [7] que, sob algumas
condigdes em [W™| ou |W~|, todo séliton de Ricci gradiente shrinking de dimensdo 4 € Einstein
ou quociente finito de R*, $3 x R ou $? x R?.

Outra no¢do que podemos explorar € a da curvatura isotrépica. Introduzida por
Micallef e Moore em [26], desempenha papel intermedidrio no sentido que hipdteses sobre
a curvatura isotrépica sio mais fracas do que as sobre a curvatura de Riemann. E razodvel
relacionar a curvatura isotropica com os solitons de Ricci gradiente shrinking, uma vez que
foi provado por Hamilton em dimensao 4, por Brendle e Schoen em [2] e Nguyen em [29]
para dimensdes maiores, que o fluxo de Ricci preserva a curvatura isotrépica positiva. Além
disso, como veremos, nao € dificil concluir que toda variedade de dimensdo 4 com curvatura
isotrépica positiva possui curvatura escalar positiva, portanto, impor curvatura isotropica positiva
ndo contradiz a restri¢ao obtida por Chen. Nesse sentido Li, Ni e Wang provaram o seguinte

teorema em [23]
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Teorema 1. Seja (M4,g) um soliton de Ricci gradiente shrinking completo com curvatura

isotrdpica positiva. Entdo o recobrimento universal de M* é $* ou $° x R.

Este trabalho se dedica, essencialmente, a demonstrar o resultado enunciado acima.
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2 PRELIMINARES

O primeiro capitulo deste trabalho consiste, basicamente, em apresentar alguns
conceitos fundamentais para o bom entendimento dos objetos aos quais se referem os resultados

principais.
2.1 Variedades Riemannianas

Tudo o que segue se passa no contexto das variedade Riemannianas, portanto é

natural iniciarmos com defini¢des e propriedades que permeiam o universo dessas variedades.

Definicao 1. Uma variedade topolégica M" de dimensdo n é um conjunto topologico com base
enumerdvel de abertos e que é localmente euclidiano, ou seja, para cada ponto p € M existe
uma vizinhanga U, de p, que chamamos de vizinhanga coordenada, e um homeomorfismo de

abertos @y : U — @y (U) C R". Ao par (U, @u) damos o nome de carta de coordenadas.

Para passarmos de variedades topoldgicas a variedades diferencidveis, precisamos

ter claro a no¢ao de compatibilidade entre as cartas.

Definicao 2. Sejam M uma variedade suave de dimensdo n e (U, @u), (V,Qv) duas carta tais

que UNV #£ 0, dizemos que as duas cartas sao C"-compativeis se a aplicagcdo

pvooy' 1 ou(UNV) = ov(UNV)

for de classe C" no sentido cldssico de abertos em R". A tal aplicacdo damos o nome de mudanga

de coordenadas ou aplicacdo de transigdo.

Com isso em maos podemos entender o que € uma estrutura diferencidvel numa

variedade.

Definicao 3. Seja M uma variedade topologica de dimensdo n. Uma estrutura C"-diferencidvel
em M é um conjunto de pares o/ = {(U),, ®;,) } e satisfazendo:
(i) Para cada A € A, Uy, é vizinhanga aberta de M e @; - Uy — @, (U, ) C R" é homeomor-
fismo de abertos;
(i) M =UpeaUn;
(iii) Quaisquer duas cartas em </ sao C"-compativeis;
(iv) o7 é maximal, i.e., se (U, Qu) é C"-compativel com todas as cartas em <f entdo (U, @y) €

.
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Podemos finalmente definir o que sdo variedades diferencidveis.

Definicao 4. Uma variedade topologica munida de uma estrutura C"-diferencidvel é chamada
de variedade C"-diferencidvel. No caso particular em que a estrutura for C*-diferencidvel

chamamos M" de variedade suave ou simplesmente variedade diferencidvel.
No que segue estaremos sempre lidando com variedades suaves.

Observacao 1. O item (iv) na Definicdo 3 é uma tecnicalidade. Sempre que tivermos um
conjunto de cartas satisfazendo (i), (i1) e (iii) existird uma unica estrtura contendo tal conjunto.
Sendo assim, no que segue estaremos sempre supondo que o conjunto de cartas considerado é

maximal.
Seguimos com a nog¢do de diferenciabilidade de funcdes definidas em variedades.

Definicao 5. Sejam M e N variedade suaves de dimensdo m e n, respectivamente. Uma aplicagcdo
f M — N é dita suave se dadas quaisquer cartas (U,y) e (V,yy)compeUe f(p) €V a
aplicagao

yyofoo, 1 oU)— y(V)

for de classe C* no sentido cldssico de aplicagcoes entre abertos de espagos euclidianos. Deno-

taremos por C*(M) o coinjunto de todas as fungdes suaves no caso particular em que N = R.

Observacio 2. A compatibilidade das cartas garante que a existéncia de duas cartas (U, @y )
e (V,wy) é suficiente para que uma funcgdo f seja suave, ou seja, ndo precisamos analisar a

suavidade em todas as cartas contendo os pontos p € M e f(p) € N.

No geral, quando formos trabalhar com cartas lideramos com as fun¢des coorde-
nadas associadas ao homeomorfismo, ou seja, se (U, @y) é uma carta em M, escreveremos
ou(p) = (x1(p),...,xs(p)) e vamos denotar a carta por (U,x;). As fungdes xi, ..., x, sdo chama-

das de sistema de coordenadas locais de p.

Seja (U, x;) um sistema de coordenadas locais em M, as fun¢des x; induzem bases
para os espagos tangente e cotangente em cada ponto p € U, denotaremos, respectivamente,

como

{0 T e (@) ()} © (1)



13

Definicao 6. Seja M uma variedade suave. Um campo de vetores X em M é uma aplicacdo que
associa a cada ponto p € M um vetor X (p) € T,M. Dado um sistema de coordenadas locais em
M, podemos sempre escrever um campo X na vizinhang¢a em termos da base induzida no espago

tangente

.0
X=) X'—.
i:ZI 8x,~

Dizemos que o campo X é suave se para qualquer sistema de coordenadas locais, as fungées co-
ordenadas de X definidas como acima forem fungées suaves como na Definicdo 5. Denotaremos

por X(M) o conjunto de todos os campos de vetores suaves em M.
Agora definiremos uma métrica Riemanniana.

Definicao 7. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana em M é uma

correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (,), em T,M que varia

suavemente no sentido que se (U, x;) for um sistema de coordenadas locais, entdo <%, %> é
l J

uma fungdo suave em U.
Observacao 3. No que segue, se (U,x;) é um sistema de coordenadas locais, denotaremos por
_/d
&1 = dx;’ dxj /"
Chamaremos tais fungcoes de expressdo da métrica g no sistema de coordenadas x;.
Podemos, por fim, definir nosso principal objeto de estudo.

Definicao 8. Uma variedade Riemanniana é o par (M,g) onde M é uma variedade diferencidvel

e g uma métrica Riemanniana.

Agora segue um resultado importante que garante uma vastidao de exemplos de

variedades Riemannianas.
Proposicao 1. Toda variedade diferencidvel M admite métrica Riemanniana.

Para uma demonstragdo deste fato veja o Capitulo 1 de [11]. Com o objetivo de
construir uma ideia andloga a de derivagio covariante das superficie de dimensdo 2 em R?

introduzimos a no¢ao de conexao afim.
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Definicao 9. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacdo
V:iX(M)xX(M)— X(M)

satisfazendo as seguintes propriedades:
() VixqnwZ = fVxZ+hVyZ;
(i) Vx(Y+Z) =VxY +VxZ;
(i) Vx(fY) = fVxY +X(f)Y:
onde X,Y,Z c X(M) e f,h € C*(M).

A proposicdo a seguir deixa claro a relacdo entre conexdo afim e a diferenciabilidade

de campos ao longo de curvas na variedade.

Proposicao 2. Seja M uma variedade diferencidvel e V uma conexdo em M. Entdo existe uma
tinica correnpondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva diferencidvel
Y : 1 — M um outro campo vetorial % ao longo de 7y, denomidado derivada covariante de V ao
longo de v, tal que:
i) Z(v+w) =52 +2F
(ii) %(fV) = %V +f€l—‘t/, onde f é uma funcdo diferencidvel em I;
(iii) Se existe um campo Y € X(M) que estende o campo V, ou seja, V(t) =Y (y(t)), entdo

Dv __
o= VthYY .
Para uma prova da proposi¢do veja o Capitulo 2 de [11].

Observacao 4. Note que o item (iii) faz sentido pois a conexdo V tem a propriedade tensorial
na primeira entrada e na segunda entrada sé depende do valor do campo ao longo de uma curva

suave arbitrdria passando pelo ponto.

Uma vez que a métrica desempenha, em algum sentido, o papel de um produto
interno nos espacos tangentes, € natural esperarmos que a regra abaixo seja satisfeita pelas

conexoes, entretanto isso nao € sempre verdade.

Definicdo 10. Seja (M,g) Uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma conexdo afim V é

compativel com a métrica quando
X(g(Y,Z2)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (2.1)

para quaiquer que sejam X,Y,Z € X(M).
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Outra propriedade muito interessante que a conexdo pode satisfazer € a de ser

simétrica.

Definicao 11. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma conexdo V em M é simétrica quando
VxY —VyX =[X,Y], (2.2)

onde X,Y sdo campos em X(M) e [,] é o colchete de Lie de dois campos.

Observacio 5. Se (U,x;) é um sistema de coordenadas locais em M e {9;}!_, é o referencial

induzido por x;, i.e., d; = % entdo
VX[.XJ' = VXjX,‘.

O teorema que segue ¢ fundamental na constru¢do de toda a teoria de variedades

Riemannianas e, por consegéncia, para que tudo que serd aprensentado neste trabalho.

Teorema 2 (Levi-Civita). Seja (M,g) uma variedade Riemanniana. Existe uma tinica conexdo
V satisfazendo as seguintes propriedades:
(1) V é simétrica;

(i1) V é compativel com a métrica g.

Demonstracdo. Suponhamos inicialmente que existe tal conexdo. Sendo assim, valem as equa-

coes
X(g(Y,2)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ), (2.3)
Yg((Z,X)) =8(VyZ,X) +&(Z,VyX), (2.4)
Zg((X,Y)) = g(VZX,Y) +g(X,VzY). 2.5)

Agora, se somarmos (2.3) e (2.4), subtrairmos (2.5) e usarmos a simetria de V, obtemos
Xg(Y.Z2)+Yg(Z,X)—-Zg(X.Y) =g([X,Z].Y) +g([Y.Z].X) + 8([X.Y],Z) +2¢(Z,VyX).
Reorganizando essa equagdo, encontramos

g(Z,VyX) = %{Xg(Y,Z) —|—Yg(Z,X) —Zg(X,Y)
(2.6)
—g([x,ZJ,m—g([Y,Z],X>—g<[x,Y1,z>}
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A equagdo (2.6), conhecida como férmula de Koszul, garante que se tal conexdo V existe, entdo
¢ definida unicamente pela métrica. Por fim, para a existéncia basta definir a conexao como em

(2.6) e verificar que assim V fica bem definida e satisfaz as condi¢des do enunciado. L]

Observacao 6. A conexdo definida pelo Teorema 2 é chamda de conexdo de Levi-Civita. No que

segue estaremos sempre lidando com a conexdo de Levi-Civita.

Definicao 12. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n e p € M. Um referencial
ortonormal em torno de p é uma n-upla X1, ...X, definida numa vizinhanga aberta U de p tal
que para qualquer que seja q € U se tenha g(X;,X;)(q) = 0 sempre que i # j e g(X;, X;) = 1,
i=1,...,n etambém {X,(q),...,Xn(q)} € base de T,M.

Existem outros tipos de referénciais que podem ser definidos nas variedades e que

desempenham papel importante, por exemplo

Definicao 13. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n e p € M. Um referencial

geodésico em torno de p é um referencial ortonormal em torno de p satisfazendo Vx,X;(p) = 0.

Seguimos com uma proposi¢ao que possibilita uma série de manipulacdes algébricas

interessantes nas variedades Riemannianas.

Proposicao 3. Dada uma variedade Riemanniana (M,g) e um ponto p € M sempre € possivel

construir um referencial geodésico em torno de p.

Antes de comegar a demonstracao, indicamos a leitura do Cépitulo 3 de [11] para

entender todos os detalhes do que seguird.
Demonstragcdo. Tome p € M. Considere U € M uma vizinhanga normal de p, i.e.,
exp,:V —=U

€ difeomorfismo entre uma vizinhanga aberta V € T,M contendo o vetor nulo e U. Dado

q € U\{p} existe uma tnica geodésica
Ypq:0,1] = U

ligando p a g.
Considere E;(p), ..., E,(p) uma base ortonormal de 7,M. Para cada ¢ € U\{p}

definimos os campos {E;(g)}"_, como sendo o transporte paralelo dos campos {E;(p)}’_, ao



17

longo da geodésica ¥,,. Como o transporte paralelo ao longo de geodésicas preserva a métrica

avaliada em campos, segue que {E;(g)}"_, é um referencial ortonormal em U. Resta provar que
VE[.E Jj ( p) =0.
Em coordenadas normais toda geodésica passando por p é da forma

V(1) =1,

onde v € T,M € o vetor ligando a origem ao ponto exp_!(g) em T,M. Isso garante que, para
qualquer geodésica passando por p, vale
d2
Y _o.
dr?

A equagdo das geodésicas é dada por

ey ndrdy
a2 Udr dr T
donde segue que o
kﬂﬂ =0
Ydr dt

Como o resultado vale para qualquer geodésica passando por p, temos
k
Iii(p) =0,
ou seja,

VEEj(p) =0.

Note que isso ndo garante que Vg,E; = 0 em U, uma vez que dado um ponto g € U\{p} ndo é
2
possivel garantir que em toda geodésica passando por ¢ se tenha ZTZ =0.

]

Para mais detalhes e resultados sobre variedades Riemannianas indicamos [11], [25]

e [31].

2.2 Tensores

Ficard claro nas proximas secdes a impossibilidade de estudar as variedades Rieman-
nianas sem passar pelos tensores. A propria métrica Riemanniana é, como veremos, um tensor.

Seguimos com algumas propriedades bésicas.
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Definicao 14. Seja E um espago vetorial de dimensdo finita e E* o espago dual. Um (r,s)-tensor
é uma aplicacdo multilinear
¢ E"x---XE'XEx---xE—=R.

~~ ~\~
r N

2

Denotamos por T (E) o conjunto de todos os (r,s)-tensores. Com as operagdes usuais T, (E) é

um espago vetorial de dimensdo finita.

Agora uma proposi¢do que nos permite relacionar tensores e aplica¢des multilineares.

Essa proposi¢do se faz muito util no tratamento algébrico de objetos tensoriais nas variedades.

Proposi¢do 4. Seja E um espago de dimensdo finita. Existe um isomorfismo entre T"1(E) e 0

espaco das aplicacoes multilineares

E*><«--><E*><\E><-~-><l::—>E

.

~~ ~~
r N

Note que os tensores foram definidos em espacos vetoriais. Os fibrados tensoriais

nos permitem enxergar os tensores como objetos nas variedades.

Definicao 15. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e para cada p € M considere o espago
vetorial T (T,M). Definimos o (r,s) fibrado tensorial de M, que denotaremos por T, M, como

sendo
M= | T/ (T,M).
PEM
Observacao 7. Note que alguns casos particulares sdo bastante conhecidos, por exemplo,
(i) TyM = X(M);
(i) 7'M = X(M)*;
(iii) TYM =C=(M).

Como foi apontado antes da defini¢do anterior, podemos definir tensores em varieda-

des Riemannianas.

Definicdo 16. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana. Um (r,s)-tensor em M é uma aplicagdo
¢ : M — T/ M tal que ¢(p) € T, (T,M) para qualquer que seja p € M. Além disso, ¢ define uma

aplicagdo multilinear sobre C*(M)

O:XM) X  xXXM)*"xX(M)x - xX(M) = C”(M),

/ . _/
v~ v~
r S
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tal que se @',...,0" € X(M)* e X1,...,X; € X(M) entdo

(p(a)l’ 2 COr,Xl,...,Xs)(p) = (P(p)(wl(p)’ ) wr(p>7X1 (p)v ---»Xs(p))'

Fica claro a partir dessa defini¢do que tensores sao objetos pontuais, i.e., dependem
dos valores dos campos avaliados no ponto, ndo € necessdrio conhecer os campos em vizinhancas.
Isso, juntamente com a Proposigdo 4 nos permite associar 7)1 M com o conjunto das aplicagdes

multilineares sobre C*(M)

X(M)" > x X(M)" x X(M) x -+ x X(M) = X(M).

/

~~ ~~
r N

Seguiremos apresentando, de forma breve, como podemos manipular a ordem dos
tensores nas variedades Riemannianas, i.e., se (M, g) é variedade Riemanniana e T € T, M, entdo
T pode ser visto como um tensor 7" € ];TkkM, ondekeZ,r—k>0es+k>0.

Primeiramente lembre que para cada p € M existe um isomorfismo natural entre 7, M
e T,M* que associa cada v € T,M com a aplicagdo linear {w — g,(v,w)}. Com isso podemos
associar cada campo X € X(M) com a aplicacdo {W — g(X,W)}.

Usaremos agora e em tudo que segue no texto a convengao de Einstein, que consiste
em omitir o simbolo de somatério quando temos indices cruzados repetidos.

Seja {E1,...,E,} um referencial mével em M e {0',...,6"} o referencial dual. Tome

um campo Y € X(M), escreva Y = Y*E} e note que o dual de E; é um ¢ € X(M)* dado por

o(Y)=g(E;,Y)
= g(EhYkEk)
=Yg

=g 0M(1).

Portanto o dual de E; € o covetor g; ij . Por outro lado, dado uma se¢io 6/ o seu dual é um

campo V € X(M) tal que /(W) = g(V,W). Escreva V = VXE} e note que

g(V,E:) = 67 (E;) = &,

1

entao

g(VFELE) = Vg = 5,~j-
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Multiplicando os dois lados g¥, onde g’ é a inversa de gj;, obtemos
k ik
Vi=g”,

e portanto o dual de 6/ é o campo g/*E;.
Com isso poderemos manipular a ordem dos tensores como for conveniente. Por fim, definiremos

uma operacdo entre (0,2)-tensores que serd bastante ttil adiante.

Definicio 17. Sejam a e ® (0,2)-tensores e Xy, ...,X4 € X(M). O produto de Kulkarni-Nomizu

de o por o é o (0,4)-tensor, dado por

a®o(Xi,....Xs) = (X1,X3)0(X2,Xa) + a(X2, Xa) 0(X1,X3)

— (X1, X3)0(X2,X3) — 00(X2,X3) (X1, Xy).

Para mais detalhes sobre tensores em variedades e andlise tensorial, veja [24] e [1].

2.3 Operadores diferenciais

O objetivo principal dessa secdo € apresentar alguns operadores ja conhecidos da
teoria de derivacdo em espagos euclidianos, que sdo definidos a partir da métrica Riemanniana e

da nocao de derivagdo induzida pela conexao afim.

Definicdo 18. Seja f: M — R uma fun¢do suave. O gradiente de f é um campo Vf € X(M)
definido pela lei

df(X)=X(f) =Vxf=2g(Vf.X),

para qualquer que seja X € X(M).

Agora uma proposi¢do sobre propriedades do gradiente que €, naturalmente, esperada

pelo leitor familiarizado com a no¢do de gradiente de funcdes reais em espagos euclidianos.

Proposicao 5. Sejam f,g € C*(M), entdo:
(i) V(f+g) =Vf+Vg
(i) V(fg) =8VSf+[fVs.

A demonstracdo segue imediatamente das propriedades da derivada covariante.

A proposi¢cdo que segue deixa claro a relacdo entre o gradiente de funcdes em variedades

Riemannianas e em espacos euclidianos.
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Proposicio 6. Sejam f € C*(M), pcMev e T,M. Sey:(—¢€,&) = M é uma curva tal que
7(0) = p e ¥(0) = v, entdo

d
g(vfav)l) = E

(for)(®).

t=0
Em particular, se p é um ponto de mdximo ou minimo local de f, entdo Vf(p) = 0.

Demonstracdo. Seja'V uma extensdo local de y'(¢) a algum aberto contendo p € M, entdo

d

=0 dt

g(VIv)p=(Whp)=7Y)f (for)()

t=0

Agora, seja p um ponto de méaximo (ou minimo) local. Seja b € T,M arbitrario, existe uma curva
y: (—¢,€) — M satisfazendo y(0) = pe ¥ (0) = v.
Como p é maximo (ou minimo) local para f, entdo 0 é um ponto de maximo (ou minimo) local

para f o7, donde segue que

g(Vf,v) =

= — =0.
al,_, (for)
Levando em conta que v € T,M ¢é tomado arbitrariamente, temos Vf(p) = 0. U

Segue dai o seguinte coroldrio.

Corolario 1. Se f € C*(M) e ¢ : R — R € diferencidvel, entdo

V(9o f)=9'()Vf

Assim como nos espacos euclidianos, € interessante estudar os pontos nos quais o

gradiente de uma funcao se anula.
Definicao 19. Seja f € C*(M). Um ponto p € M é chamado de ponto critico de f se Vf(p)=0.

Note que segue da Proposicdo 6 que se p € ponto de mdximo ou minimo local, entdo

p € um ponto critico. Além disso, também da Proposicdo 6 segue o coroldrio.

Corolario 2. Se (M,g) é uma variedade Riemanniana conexa e f € C*(M) é tal que Vf =0,

entdo f é constante.

Agora, seja (U,x;) um sistema de coordenadas locais em M com os respectivos

campos coordenados aixl, e % em U. Como Vf € X(M), podemos escrever, em U,

; 0
Vf:aa—.x!
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Note que

0
<9jf=g (Vf;%)
J

(a2 2
N aaxijaxj'

S
= agij,

donde segue

g§0;f = ¢Vd'gij = d'g¥g;i = a8} = d.

Portanto, depois de reorganizar os indices, obtemos

. 0
Vf= 8”(aif)£- (2.7)
j

Além disso, também podemos obter uma expressio para |V f|> em termos de coordenadas locais
. d d
2 _ (. f)—_ pmn -
Vi =¢ <g (9:f) 5, (Omf) 5xn)
87 (91£)8"" (9mf)8jn
8" (9if)(9nf)8]"
g"(9if)(9;f)-

Definicao 20. Seja X € X(M). A divergéncia de X é a fungdo divX € C*(M) definida por

divX(p) =tr{vi— (V,X)(p)}.

Agora segue uma propoiscao que nos da uma expressao para a divergéncia de um

campo em termos de coordenadas locais.

Proposi¢do 7. Se X € X(M) é dado por X'0; onde {0;}!_, representa a base induzida pelas
coordenadas locais. Entdo

1 .
divX = ——0d;(+/|g|X' (2.8)
N (VlglX")

Demonstragdo. Primeiramente, da defini¢do de divergéncia de um campo, temos
divX = g(aj,VakXiai)gjk
=g(d;, (X", +XiVak8i)gjk
= 8(9;, (dX")0; +X'Tjy)g"

= (X)) gijg +X'Thg1,8™,
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ou seja,

divX = ;X' +X'T%,. (2.9)

Além disso, a compatibilidade de V se exprime, em coordenadas locais, por

di(gji) = Thgij+ Tﬁjgkz- (2.10)

Precisaremos também da expressdo da derivada do determinante de uma matriz invertivel, que é
dada por
d;(detA) = (detA)tr(A~'9;(A)). (2.11)

Com essas trés equacdes em maos podemos prosseguir com a demonstragdo da proposic¢ao.

Partiremos do lado direito da igualdade

Ai(v/IglX") (V181X + (/gD X")

%(VIghX’

1
Vil \/—

1

= IX' + ——

Vel
]

\/_T i(1g))X

—8X’+ﬂa(|g|)X’.

Da equagdo (2.11), segue

L oI = aXi + - (lgler(g ai(e)) X!

Vgl 2|g|
1.
= 8,-Xl + Etr(gfkaigkl)X’
=0X'+ E(gjkaigkj)xl

Agora, substituindo a equacdo (2.10) na igualdade obtida acima, temos

1 : ;1
VeI = 9+ 2<g”‘<rlkgz]+n,gkz>>x

; 1
= 8X’+1“ Xt

Por fim, segue da equacdo (2.9) que

1 .
—&i ’:div .
il (VlglX") = divX
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Com as nogdes de divergéncia de um campo e de gradiante de uma fun¢do, podemos

definir um operador muito relevante, o Laplaciano.

Definicao 21. Seja f € C*(M). O Laplaciano de f é a fungdo Af : M — R dada por

Af(p) =divVf(p).

Se levarmos em conta as equacdes (2.7) e (2.8), podemos concluir que
1
Vgl

Agora apresentamremos um operador que, como veremos mais adiante, estd diretamente relacio-

Af = 9j( 2|g" (9if)). (2.12)

nado com o que chamaremos de Sélitons de Ricci Gradiente.

Definicao 22. Seja f € C*(M). O Hessiano de f é a aplicacdo que associa a cada p € M um
operador linear (Hessf), : T,M — T,M dado por

(Hessf)pv=VyVf(p),

para qualquer que seja v € T,M.

Note que, se v € T,M e V € uma extensdo qualquer de v a um aberto contendo p,

entao
(Hessf),v=VyVf(p).
Agora uma propriedade muito util do operador Hessiano.

Proposicio 8. Sejam f € C*(M) e p € M, entdo (Hessf), : T,M — T,M é um operador linear

auto-adjunto.

Demonstragdo. Tome u,v € T,M quaisquer, e duas extensdes U,V a algum aberto de M contendo
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g((Hessf)pu,v) = g(VuVf,V)
=Ug(Vf,V)—g(Vf,VyV)
=U(Vyf)—g(Vf,[UV]+VyU)
=VyVvf—g(Vf,VvU)—g(Vf,[U,V])
=VyVuf+Viyf—8Vf,VWwU)—g(Vf,[UV])
=VyVuf—g(Vf,VyU)
= Vv (g(U,Vf))—&(Vf,VyU)
=g(WV/f.,U)

= g(u, (Hessf),v)).

A préxima proposi¢do relaciona o Hessiano de uma fung¢do com seu Laplaciano.
Proposicao 9. Seja f € C*(M), entdo
Af =tr(Hessf).

Demonstracdo. Vamos mostrar que a igualdade se verifica para qualquer ponto. Tome p € M, e
considere um referencial ortonormal Ey, ..., E, em algum aberto U C M contendo p. Entao

n

g((Hessf)E,Ei)(p) = ) 8(VEVS.E)(p) = div(Vf)(p).
=1

tr(Hessf), =

-

N
I

—

-

Segue, por fim, da Defini¢do 20 que Af(p) =tr(Hessf),. A arbitrariedade de p € M garante o

resultado. O]

Lan¢ando mao das identificacdes feitas na Secao 2.2 podemos interpretar a hessiana
de uma fung@o como o (1, 1)-tensor dado por Hessf(X) = VxVf onde X € X(M). Além disso,
também podemos enxergar como um (0,2)-tensor, que é simétrico uma vez que a hessiana é

auto-adjunta, definida por
Hessf(X,Y)=g(VxVf,Y), VXY € X(M). (2.13)

Agora estenderemos alguns desses operadores diferenciais para tensores mais gerais.
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Defini¢do 23. Seja T € T, (M), definimos a derivada covariante de T como sendo o (1, (s+1))-
tensor, VT : X(M)**! — X(M) dado por
VT (X,Y1,....Ys) = (VxT)(Y1,...,Ys)

=Vx(T(Y1,...,Ys))

N
-Y T(n,...,VxY;,...Y).
i=1
Além da derivada covariante, podemos estender aos tensores a no¢do de divergéncia.

Definicdo 24. Seja S € T,!(M), a divergéncia de S é o (0,s)-tensor;, divS : X(M)* — C=(M),
dado por
divS(Yy,...Ys) =tr{X — (VxS)(Y1,...,Y5) }.

Por fim, apresentaremos um operador diferencial que desempenha papel importante
na teoria de Sélitons a ser tratada mais adiante no texto.

Definicdo 25. Seja a um tensor em M e X € X(M) um campo completo (i.e. X define um grupo

a I-pardmetro de difeomorfismos). A derivade de Lie de o com respeito ao campo X é dada por

1 d
Za=lim-(¢fa—a)=—| ¢
xa=lim—(p/a—a)=— R

onde @ é o pullback induzido por ;.

Algumas propriedade interessantes da derivada de Lie.

Proposicio 10. Seja X € X(M). A derivada de Lie com respeito a X satisfaz as seguintes
propriedades
(i) Se f € C*(M), entdo
Zxf=X(f)=Vx/.

(ii) SeY € X(M), entdo
XY = [X,Y].

(iii) Se o e B sdo tensores, entdo

Zx(a@f)=(Za)@B+ox(Zp).
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(iv) Se a € TO(M), entdo, para quaisquer que sejam Y1,...,Ys € X(M),

(an)(Yl, ,Ys) = Xx(a(Yl, ,Ys>)
s
=Y ar, ... Y, .. Yy).
i=1
Para uma demostragdo dessa proposicao, veja o Capitulo 12 de [24].
Antes de prosseguir para a proxima secdo, apresentaremos alguns resultados que

relacionam a derivada de Lie e o pull-back de algum difeomorfismo.

Proposicao 11. Sejam ¢ : M — M um difeomorfismo e X € X(M). Entdo

(1) Se a é um tensor, entdo

0 (Zxa) = Lyx (9™ o).

(ii) Se f € C*(M), entdo
08 (ng) = V(P*g(fo ?).

Além disso, se ¢y : M — M é uma familia a 1-pardmetro de difeomorfismos e o é

um tensor, entao

d * *
507 0) =Zx (0 ),

-(w). (o)
t=ty o * dt t 1=t

Definicdo 26. Sejam (M,g) uma variedade Riemmaniana e X € X(M). Dizemos que X é um

onde

d. _
X(to) == E((pto Logy)

campo de Killing se
fxg =0.

2.4 Nocoes basicas de curvatura

Assim como em objetos geométricos mais simples, como curvas e superficies, nas
variedades Riemannianas muitas propriedades interessantes sao obtidas por condi¢des em alguma
noc¢ao de curvatura. Nessa secdao nos dedicaremos a apresentar no¢des cldssicas de curvatura,
bem como algumas propriedades destas. E importante lembrar que existem outras nogdes

interessantes de curvaturas a serem estudadas, veja a Secdo 2.6.
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Definicdo 27. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana. O tensor de curvatura Riemanniano é

um (1,3)-tensor R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M") dado por
R(X7Y)Z - VXVYZ - VYVXZ - V[X7Y]Z
para quaisquer X ,Y,Z € X(M").

Como foi visto na Secdo 2.2 podemos enxegar o tensor de curvatura como um

(0,4)-tensor R: X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M) dado por
R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).

Seja (U, x;) um sistema local de coordenadas em M". Sabemos que dado esse sistema, obtemos
bases para os espagos tangente e cotangente para qualquer que seja p € U, a saber {8%1, . aixn
¢ base do espaco tangente e {dxy,...,dx, } é base do espago cotangente. Essas bases, por sua vez,

induzem bases para os fibrados tensoriais, e as coordenadas de R na base induzida sdo

Rigg R[22 9 2
A 8x,~’<9xj’8xk’8xl .

Note que podemos usar essa notag¢do para qualquer referencial em M", ndo somente em sistemas
de coordenadas. Algumas propriedades algébricas interessantes do tensor curvatura de Riemann

sdo explicitadas pela proposi¢do abaixo.

Proposicao 12. O tensor de curvatura possui as seguintes propriedades:
() R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W)=R(Y,X,W,Z);
(i) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y);

(iii) Primeira identidade de Bianchi
R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W)=0.

Para uma demonstracdo veja o Capitulo 4 de [11]. A partir do tensor curvatura de

Riemann podemos dar luz a uma outra no¢do de curvatura, a curvatura seccional.

Definicdo 28. Seja 6 C T,(M") um subespago vetorial de dimensdo 2. Definimos a curvatura

seccional do plano & por

O TRV = (x Y

onde {x,y} é um conjunto linearmente independente em T,(M) e XY sdo quaisquer extensoes a

x(M).
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A boa definicdo da curvatura seccional € garantida pela proposicao que segue.
Proposicio 13. K(o) ndo depende da escolha da base {x,y} C ©.

Para uma demonstracdo desse fato veja também o Capitulo 4 de [11]. Note que, por
conta dessa proposi¢do, podemos considerar bases ortonormais de o, nesse caso, se {ej,e;} é

uma base ortonormal de o, entao
K(o) =R(E1,E2,E1,E2)(p),

onde E1, E; sdo extensodes de e, e, a algum aberto U C M contendo p. Seguimos com a curvatura
de Ricci que, como ficard claro adiante no texto, desempenha papel central nos resultados a

serem discutidos neste trabalho.

Definicao 29. O tensor curvatura de Ricci é definido como o trago do tensor de curvatura
Ric(X,Y)=tr{Z— R(X,Z)Y}, X,Y,ZeX(M).

Seja (U,x;) um sistema de coordenadas locais em M, em termos de coordenadas,
temos

. i
Ricy = g"" Rij-

Pela propriedade tensorial, de depender apenas dos valores dos campos no ponto a ser avaliado,
dado p € M podemos considerar uma base {ey,...,e,} de T,M. Sendo assim, dados u,v € T,M,
temos

Ric(u,v) =Ric(U,V)(p) =Y R(U,E;,V.E;)(p),

-

1

1

onde U,V,Ej,...,E, sdo extensdes dos vetores em 7,M a X(M). Segue da Proposigdo 12 (ii) que
o tensor de Ricci é uma forma bilinear simétrica.
Com as devidas identificacdes entre os espagos tangentes e seus duais, podemos

enxergar o tensor de Ricci como um (1, 1)-tensor definido pela lei

-

Ric(v) =Y R(V,E;, . E)).

i=1
Outra no¢do de curvatura bastante relevante no contexto das variedade Riemannianas

e também no que seguird neste trabalho € a de cuvatura escalar.
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Definicao 30. A curvatura escalar é uma funcdo S € C*(M) definida por
S(p) = trRic(p).
Em termos de coordenadas locais, temos
S = g Ric;;.

Seja {ey,...,e, } uma base ortonormal de 7, M. Podemos calcular a curvatura escalar usando essa

base, donde segue que

J=li=l (2.14)

Outro objeto importante, que aparecerd explicitamente nos resultados principais, € o

tensor curvatura de Weyl.

Definicdo 31. A partir do tensor curvatura de Riemann podemos definir o (0,4)-tensor curvatura
de Weyl, dado por

R?c@g—

W=R- —
n—2 2n(n—1)

g§bvg,

onde O é o produto de Kulkarni-Nomizu dado pela Definicdo 17.

Observacao 8. O tenrso de Weyl é exatamente a parte sem traco do tensor curvatura de Riemann,

ou seja, R=W.

Definicdo 32. Uma variedade Riemanniana (M, g) € dita localmente conformemente flat se para
cada ponto p € M existe uma vizinhanga e uma tranformagdo conforme entre a métrica g e uma

métrica flat, i.e., R = 0.

Em dimensdo maior ou igual a 4 podemos encontrar uma relacio entre as métricas

localmente conformemente flat e o tensor de Weyl.

Proposicao 14. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n > 4. Entdo (M",g) é

localmente conformemente flat se, e somente se, W = 0.
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Demonstragdo. Da defini¢do, sabemos que (M, g) é localmente conformemente flat se, e somente
se, para cada ponto p € M existe vizinhanca coordenada (U, ¢) e uma funcéo positiva f € C*(U)

tal que
gX,Y)(p) = f(p)d(do(X),do(Y))(¢(p),

onde X e Y sdo campos em U e d é a métrica canOnica de R”.
Fica claro da Defini¢dao 31 que em R" temos W = 0. Por outro lado, o tensor de
Weyl é preservado por transformagdes conformes. Segue portanto que (M",g) é localmente

conformemente flat se, e somente se, W = 0. O

Vejamos alguns resultados sobre as curvaturas que serdo tteis no decorrer deste

trabalho.

Proposicao 15. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana. Entdo as seguintes afirmagdes

ocorrem.

(1) Segunda identidade de Bianchi
(VZR)(X,Y,W.T)+ (VxR)(Y,Z,W,T)+ (VyR)(Z,X,W,T) = 0.
(2) Segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes
: VS = divRi
5 VS =divRic.

(3) Sen =2, entdo

S
Ric = —g.
ic=28

Demonstragcdo. Para uma demonstragdo do item (1) veja [31]. Para o item (2), considere um

referencial geodésico {E;}! . Seja X € X(M) um campo qualquer
VS(X) = VxS

n
= Y Vx(RE,Ej,E;Ej)
ij=1
n
= Z (VXR)(Eiijinijv
i,j=1
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onde a ultima igualdade vale pois estes objetos sdo tensoriais e o referencial tomado é geodésico.

Agora, pela 2% identidade de Bianchi

n
VS(X) = — Z (ViR)(E;,X ,EiE;)
i,j=
n
— Y (V,R)(X,E;,E; Ej)
i,j=1
n
= Y (ViR)(E;, X ,E} E;)
i,j=1

n
+ Y (V,R)(E;, X ,E; Ej)
i,j=1
n
=2 Y (ViR)(E;.X,E}E)
i,j=1
n
=2 Y Vi(R(E;,X.E},Ey)).
1,]j=

Note que o sométorio no indice j € o traco do tensor de curvatura, portanto

<
2
o

I

[\S]
1=

Vi(RiC(X,Ei))

~.
—_

Vl'(RiC(X,Ei))

I
-

~.

|

N
Il
—_

Vig(Ric(X), Ei))

= 2divRic(X).

Como o campo X € X(M) é tomado arbitrariamente, o resultado segue.

Por fim, provemos (3). Para fazé-lo considere o referencial ortonormal {E;,E, }.

Tome X,Y € X(M) e escreva X = X'E; e Y = Y'E;. Além disso, note que
Ric(Ey,E>) = Ric(E»,E1) =0

Portanto
Ric(X,Y) = X'Y'Ric;;

2
=XY"Y Rijij
j=1

=Y XY'K({E;,E;})
i#j

ZXY ({E1,Ep}),
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onde K({Ej,E»})(p) é acurvatura seccional do plano em 7,,M gerados pelos vetores {E|(p), E2(p)}.
Segue da equacdo (2.14)

A arbitrariedade dos campos X, Y garante o resultado. 0

Por fim, eExiste uma classe de variedades Riemannianas, chamadas de Variedades
de Einstein, cuja curvatura de Ricci satisfaz uma condi¢do muito interessante sob o ponto de

vista geométrico.

Definicao 33. Dizemos que uma variedade (M,g) é Einstein se existe uma fun¢do A € C*(M)
tal que
Ric(X,¥) = Ag(X,Y),

para quaiquer que sejam X,Y € X(M).
Proposicao 16. Se (M",g) é uma variedade Einstein com n > 3, entdo A é constante.

Demonstragdo. Primeiramente a segunda identidade de Bianchi contrida duas vezes, item (2) da
Proposicao 15, garante que

1
divRic = VS
ivRic 5VS,

ou seja,

1
divAg = EVS' (2.15)

Por outro lado, em termos de coordenadas locais temos
(divAg)i = g"((ViAg)(;, %))
=g"(Vi1)g(9:,9)
= g% guViA

— VA,
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onde a segunda igualdade segue da métrica ser paralela. Acabamos de mostrar que divig = VA.

Agora tomando o traco da equacao das variedades Einstein e substituindo na equagdo (2.15)

encontramos
1
VA ==V(in),
2
em outras palavras,
n
1— —) VA =0.
(-3
Portanto se n > 3, entdo VA =0, i.e., A é constante em M". O]

2.5 Variedades de dimensao 4

As variedades de dimensdo 4 sdo objetos de muito interesse na geometria, muito
disso devido a propriedades peculiares que apresentam, provenientes da decomposi¢ao do tensor

de curvatura induzida pela decomposicio do espaco das 2-formas em M* como veremos a seguir.

Definicio 34. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana. A estrela de hodge é um operador

sobre a algebra exterior de M", x : AK(M) — A" (M), 0 < k < n, definido pela lei

oA (xB) = (&, B)ay,
onde ®; = +/|g|dx1 A ... Adxy, e {,) é 0 produto interno induzido em A*(M).

No caso particular em que n =4 e k = 2, o operador
*: A2(M) — A’(M)

é uma involucdo, portanto seus autovalores sio £1 e o espaco A?(M) é decomposto na soma

direta dos autoespagos associados.
A2(M) = A2 (M) @ A% (M).

Agora, pelo que foi argumentado na Secdo 2.2 podemos enxergar o tensor de curvatura como um

operador no espago das 2-formas

R:A*(M) — A*(M)
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definido num referencial ortonormal {X;,X>,X3,X4} em M por

4
R(XiNXj) = Y R(X;, X, X, X)) Xi A X

k<l (2.16)

4
= Z Rijlek NX;.
k<l
Isso produz uma decomposicao do operador de curvatura em uma matriz em blocos
A | B
R=
B | C
Essa decomposicdo induz naturalmente uma decomposicdo do tensor de Weyl, onde A = W™ e

C = W™ sdo as componentes de W. A proposi¢cao abaixo nos ajuda a entender a relagdo entre a

decomposicdo do tensor de Riemann e a curvatura escalar.

Proposicao 17. As matrizes A e C que aparecem na decomposicdo do tensor de curvatura sao

simétricas e vale tr(A) = tr(C) = 3.

Demonstracdo. Seja {X1,X»,X3,X4} um frame ortonormal em M. Considere a base ortonormal

de autovetores do operador de hodge

1 1

— (XTI AN X+ X53AX — (XA X —X3AX
&= \/5( INX+X3AXs), M= \/5( 1NX2 — X3 A\ Xa),

1 1

—(Xi A X3 — X AXy), —(Xi A X3+ Xa AX.
&= \/5( 1 AX3—Xo AN Xya) m= \/5( INX3+Xo N Xy),

1 1
G=—=XAXs+X0NX3), Mm=—7XNXs—X>2NX3),

S

V2

onde {&1,&,,&;} é base ortonormal de A% (M) e {11, 12,73} € base ortonormal de A2 (M). Note

que

A=((R(&).&))ij e C=(R(M:):Mj))ij-

Segue diretamente da equacao (2 16) e do item (ii) da Proposicdo 12 que

(R(&1),6) = (R1213+R3413—R1zz4—R3424) (R(&),&1),
(R(&1),&3) = (R1214+R1223+R3414+R3423) (R(&3),&1),

(R(&),83) = (R1314 + R1323 — Roa14 — Roan3) = (R(&3), &)
e também .
(R(M),m2) = §(R1213 —R3413 + R1224 — R3424) = (R(M2), M),

1
(R(M1),m3) = E(RIZM — R1223 — R3414 + R3423) = (R(M3), M),

1
(R(m2),m3) = §(R1314 — R1323 + Roa14 — Roaz3) = (R(M3), M2)-
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Como as bases sdo ortonormais, segue que A e C sdo simétricas. Agora, note que

1 1
(R(&1),&1) = E(RIZIZ + R3434 + 2R 1234), (R(n1),m) = E(Rmz + R3434 — 2R1234),

1 1
(R(&),&) = §(R1313 +Roa24a —2R1324),  (R(M2),m2) = §(R1313 + Roa24 + 2R 1324),

1 1
(R(&),6&3) = §(R1414 +R2303+2R2314),  (R(M3),m3) = §(R1414 + R2323 —2R2314).

Por fim, a 2* identidade de Bianchi e o item (i) da Proposi¢ao 12 juntamente com
S=Y K(Xi,X;) =Y Rijij,
i<j i<j

garantem que tr(A) =tr(C) = O

I

Em [21] Lei Ni e Wallach mostraram que € possivel relacionar as componentes da
matriz B com as da matriz que representa R;'c, quando exergamos o tensor de Ricci como um
operador no espaco das 1-formas. Dessa relacio podemos concluir 4||B||? = |R(z)'c\2 e também
Y# | A3 = 24detB, onde 4; sio os autovalores de Ric. Para mais informagdes sobre variedades

de dimensao 4 e decomposicao do tensor de curvatura, recomendamos a leitura de [17] e [14].

2.6 Curvatura isotrépica

Nesta secdo vamos abordar uma nocao de curvatura introduzida por Micallef e Moore
em [26], a curvatura isotropica. Antes de seguir com a definicao precisamos entender o ambiente
onde esta serd definida.

Seja E um espaco vetorial de dimensao finita sobre IR. Vamos considerar a complexificacdo de E
EC=CQRrE~XE®IE.

Em termos préticos estamos permitindo a multiplicacao por escalares complexos em E.
Seja (,) o produto interno em E. Vamos considerar duas extensdes desse produto interno para C.
A primeira, que ainda denotaremos por (, ) é um produto interno hermitiano, a segunda, denotada

por (,) € uma forma bilinear em C. As extensoes se relacionam pela lei
(u,vy=(U,v), U,VeE".
Seguimos com as defini¢des necessdrias para entendermos a curvatura isotropica.

Definicio 35. Dizemos que um vetor Z = X +iY € isotrdpico se (Z,Z) = 0.



37

Observacdo 9. E imediato verificar que (Z,Z) = 0 se, e somente se, (X,X) = (Y,Y) e (X,Y)=0

emE.

Com isso podemos, de forma natural, definir o que € um subespaco de dimensao 2,

isotrépico, de EC.
Definicao 36. Um 2-plano complexo é isotropico se todo vetor nele contido for isotrépico.

Para seguir é importante destacar a seguinte proposi¢do, que facilitard algumas

operacoes algébricas sobre tais 2-planos.

Proposicao 18. Todo 2-plano complexo isotropico é gerado por vetoresZ =X +iY e W =U +iV,
onde {X,Y,U,V} formam um conjunto ortonormal em E. A esse tipo de base damos o nome de

base canénica.

Demonstragcdo. Seja P um 2-plano complexo isotrépico. Considere uma base {Z,W } de P, onde
Z=X+iYeW=U+iV com (Z,W) =0.

Como Z+ W € P ¢ isotrépico, temos

{(X+U,X+U) =Y +V,Y+V)

(X+U,Y+V)=0

e portanto
X,U)=(Y,V
{( ) =(¥,V) @1
Por outro lado, como (Z,W) = 0, segue que
com isso
X.U)=—(Y,V
{( )=—V) @19
(Y,U) = +(X,V).

Combinando as equacdes (2.17) e (2.18) e, se necessario, normalizarmos os vetores X, Y, U,V

obtemos a base desejada. [

Voltando ao contexto das variedades Riemannianas, podemos estender a métrica aos

espacos tangentes complexificados. Da mesma forma também podemos complexificar o espago
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das 2-formas A%(M) e estender a métrica induzida em A?(M) a um produto hermitiano e o tensor

de curvatura a um tensor complexo-linear. Feito isso podemos definir a curvatura isotrépica.

Definicao 37. Seja P um 2-plano complexo isotrépico. Definimos a curvtura isotropica de P por

(RZAW),(ZAW))

R(P) =R(12,W)) = S

onde {Z,W} é uma base qualquer de P.

O mesmo argumento usado em [11] para provar a Proposi¢do 13 garante que a

curvatura isotrépica ndo depende da base escolhida.

Observacao 10. Note que a definicdo de curvatura isotropica so faz sentido em variedades de

dimensdo maior ou igual a 4.
Agora uma defini¢c@o natural, apenas para fixar nomeclatura.

Definicdo 38. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Dizemos que M tem curvatura isotrépica

positiva se K(P) > 0 para qualquer que seja o 2-plano complexo isotrépico P.

Focaremos agora em estudar a curvatura isotropica em variedades de dimensao 4.
Seja X1, X3, X3, X4 um referencial ortonormal em M. Considere o 2-plano isotrépico P gerado

pelos vetores Z = X +iX; e W = X3 +iXy, observe que

(R((X1 +iX2) N (X3 +1X4)), (X1 +iX2) A (X3 +iX4)))
(X1 +iXo) A (X3 +iXa) ||

Agora, usando o produto interno induzido no espago das 2-formas, o fato do tensor de Riemann

K({z,W}) =

ter sido estendido para ser complexo-linear em cada entrada e as identifica¢Oes jd apresentadas,

encontramos
K(P) = i(le + R1414 + R2323 + Roaoa + 2R2314 +2R3124),
segue da primeira identidade de Bianchi que
K(P)= %(Rms + R1414 + R2323 + Rodo4 — 2R1234).

Considerando a decomposi¢do do tensor de curvatura aprensentada na Secdo 2.5 e também as

bases {&}7_; e {n;}3_,, porém sem normalizar, temos

Ap +Az = (R(V2&),V2E) + (R(V2E3),V28)
= Ry313 + Ri414 + R2323 + Ro424 + 2R3124 +2R2314
= 4K(P).
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A menos de mudar a orientagio das bases, podemos obter
Cx +C33 =4K(P).

A seguinte proposi¢do, que segue do que foi feito acima, serd muito util no segmento deste

trabalho.

Proposicao 19. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana de dimensdo 4. M tem curvatura

isotropica positiva se, e somente se,
Al+4A,>0 e Ci+C >0,

onde A1,Ay sdo os menores autovalores de A e C1,Cy os menores autovalores de C.

Demonstragdo. Inicialmente, foi provado em [9] que se {@1, ¢2, 03} e {y1, v, Y3} sdo bases
ortogonais Ai (M) e A2 (M), respectivamente, e cada vetor de norma /2, entdo existe referencial

ortonormal X, ..., X4 tal que

01 =X AX+X3/AXa), wyi=XNAX2—X3NXy),

0= (XiNX3—Xp N Xy), v = (X1 A X3 +Xo A Xy),

03 = (X1 AN Xa+Xo N X3), 3= (X1 A Xy —Xo AN X3).
Agora, como A é simétrica podemos tomar @, ¢, @3 base de autovetores de A tais que ||@;|| = V2,
A(@;)) =A;p; e A <Ay < Aj. Reordenando essa base podemos encontrar referencial ortonormal

Xi,...,Xy tal que
P; = (X] NXy 4+ X3 /\X4),

¢ = (Xl NX3—Xp /\X4),

0 = (Xl ANXy+Xp /\X3).

Como j4 foi feito anteriormente, nessa base temos
— 1
K(P) = Z(Azz +As3)
1
=—(A;+A4y).
7 (A1+42)

Segue dessa argumentacdo que K(P) > 0 se, e somente se, A; +A, > 0. A argumentacdo para

C1 + C;, é completamente andloga e o resultado segue. [

Segue imediatamente o corolario.
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Corolario 3. Seja (M,g) um variedade Riemanniana de dimensdo 4 com curvatura isotrépica

positiva. Entdo a curvatura escalar é positiva S > 0.

Indicamos a leitura de [26], [33] e [18] para mais detalhes sobre curvatura isotrépica.
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3 SOLITONS E O FLUXO DE RICCI

Neste capitulo apresentaremos o objeto de estudo principal deste trabalho, os sélitons
de Ricci Gradiente Shrinking. Provaremos algumas propriedades de sélitons que serdo uteis, ndo
sO para o bom entendimento dos mesmos, mas também nas demonstracdes dos resultados que

seguirdo. Primeiramente, temos a seguinte definicao.

Definicao 39. Um sdliton de Ricci é uma quadra (M",g,X,A), onde (M",g) é uma variedade

Riemanniana de dimensdo n > 2, X € X(M) e A € R satisfazendo
1
Ric—l—ifxg:),g. 3.1

Se A <0, dizemos que o soliton é expanding;
Se A =0, dizemos que o soliton é steady;

Se A > 0, dizemos que o soliton é shrinking.

No caso particular em que X = V f para alguma funcdo f € C*(M), dizemos que
(M,g,f,A) é um séliton de Ricci gradiente. Nesse caso f é chamada de fungdo potencial. Além
disso, a menos de reescalar a métrica podemos supor, quando A # 0, que |A| = % Neste trabalho

lidaremos sempre o com o séliton normalizado, i.e., |A| = % e com o caso gradiente.

Observacio 11. Seja (M, g, f, ) um séliton de Ricci gradiente shrinking. Sabemos de resultados

classicos de geometria Riemanniana que, se § = g, entdo
Ric; = Ric, e Hessf; = Hessf,.

Sendo assim, sempre que A # 0, podemos escalar a métrica g a fim de obter || = % No que

segue, salvo mengdo contrdria, estaremos considerando o soliton de Ricci normalizado, i.e.,

A=

E fécil ver de (3.1) que os sélitons de Ricci sdo generalizagdes naturais das vari-
edades Einstein, todavia ndo sdo motivados apenas por isso. Umas das principais razdes de
estudé-los é que estes desempenham papel importante no estudo das solucdes e singularidades do
fluxo de Ricci. O fluxo de Ricci foi introduzido por Richard Hamilton em 1982 e desde entio tem
se mostrado uma ferramenta de extrema relevancia dentro da geometria, tendo sido empregado,
inclusive, por Grigori Perelman na famosa demonstra¢do da Conjectura de Geometrizac¢do, que

resultou na soluciao da Conjectura de Poincaré.
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O fluxo de Ricci é uma evolugdo de uma familia a 1-pard@metro de métricas numa

variedade dada, tal que sejam satisfeitas as seguintes condicdes

2 ¢(6) = ~2Ric(s(1)).

(0) = go,

onde go € uma métrica inicial conhecida.
Uma das formas com que os sélitons aparecem no fluxo de Ricci fica evidenciada na

seguinte proposicdo, que garante que estes sdo precisamente as solu¢des auto-similares do fluxo.

Proposicao 20. Seja (M,go,Xo,A) um soliton de Ricci completo. Existe uma solugcdo g(t) do

fluxo de Ricci, definida em todo t > 0 com
o(t)=1=2Ar >0,

difeomorfismos @, com @y = Idys e g(0) = go tais que
(1) @ : M — M é uma familia a I-parametro de difeomorfismos gerados pelos campos

X = %Xo, ou seja,

500 = Xl ()
(i1)
1) = 0()p 20
(iii)

. 1
Ric(g) + Ea%,*x,g(f) = G—g(f)-

(iv) Além disso, se Xo =V fo para alguma funcdo potencial, entdo definimos f; = ¢ (fo) e

vale que (M, g(t), f;) € sdliton de Ricci gradiente em todo tempo de definigdo.

Demonstragcdo. Considere a fungio o(f) como no enunciado e a familia de campos X; = %Xo.
Como Xj € um campo completo, entdo a familia X; gera uma familia a 1-parametro de difeomor-
fismos ¢ : M — M definida em todo ¢ tal que o(r) > 0. Defina g(¢) = o (¢) ¢/ g0, vamos mostrar
g(t) é de fato uma solug@o do fluxo, e em todo 7 essa soluc@o ainda é um sdliton.

Primeiramente, note que

% =0o'(t)p/ (g0) + G(I)%‘Pr*(g(’)‘
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A Proposi¢do 11 garante que

9 ,
E‘Pz (80) = og(q,;l)*(%(pt)(l)t (20)
=Ly (g0 ? (80)
= Ligr (%) P (80):

Portanto

dgl(t * ¥
—fpg = 6197 (50) + (0% g5 11y 91 50)

ta()

Por outro lado, como (M, go,Xo) € um séliton de Ricci, vale que

~2Ric(g(1)) = ~2Ric( (1) (30)) = —2Ric() (s0)) = ~29 (Ric(zo)
= 20! (Mo — 3 %x0) = ~220/ (50) + 97 B0

=o'(1) ¢/ (20) + Lo x) 91 (80)
= 0'(1)97 (50) + 0(0)-Z{gs 1z 97 (80):

Isso prova que g(7) é, de fato, uma solugdo auto-similar do fluxo de Ricci. Agora, note que para
qualquer ¢ no intervalo de defini¢ao da solugdo, vale

o'(t)

Rlc(g(t)) = _T(Pt (80) - Eog((p,*(ﬁ)xo))a(t)(l)t (g0)7

donde segue que

Riclg(0) + 3 Zopnlt) =~ 2o g(1) = 2400,

Por fim, no caso particular em que Xy = Vg, fo basta notar que
. 1
Vg(t)ft = ¢ %Vgofo .
]

Seguiremos com exemplos de sélitons e por fim apresentaremos alguns resultados

que dizem respeito aos sélitons de Ricci gradiente shrinking
Exemplo 1. Variedades Einstein: Se (M, g) é tal que
Ric=Ag

Entdo (M,g) é trivialmente um séliton, basta tomar qualquer fungdo constante em M (caso

gradiente) ou tomar um campo de killing em M (caso geral).
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(1.1) Considere (5", &ground)-
Ricgn = (n—1)g,

onde g é a métrica redonda de §". Como (n—1) > 0, segue que (S", grouna) € um séliton

de Ricci shrinking.

(1.2) Considere (R", ;). Como nessa métrica R" é Ricci flat, podemos ver (R", §;;) como um

soliton de Ricci steady.

(1.3) Seja (H",g) onde g é a métrica standard de H", ou seja,

S
gij(xl,...,xn) = x—lzj
n

Com essa métrica, vale
Ric(g) = —(n—1)g
e portanto (H", g) é um séliton de Ricci expanding.

Exemplo 2. Séliton Gaussiano: Considere a variedade Riemanniana (R",9;;), onde 6;j € a

2
mértica canénica de R". Dado A € R considere a fungdo pontencial f = l%. Note que

100 =% (x.),
COnS@quent@ment@,
Vf=2Ax
e
Hessf = A6;;.

Esse exemplo garante que existem variedades Einstein que sdo solitons ndo triviais.

Até agora s6 foram apresentados exemplos de sélitons que sdo variedades Einstein.

Os dois exemplos que seguem sdo sélitons que ndo sao Einstein.

Exemplo 3. Séliton cilindrico: para n > 2 considere o cilindro generalizado S" x R¥, e defina,

parat € (0,00) a familia de métricas

8t = 2(” - l)tgo+ 57
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onde g é a métrica redonda de S" e 8 a métrica canonica de R¥. Além disso, considere a funcdo

_ kP

fi(6.0 ="

Observe que
Ricg, = Ric(2(n—1)tg) + Ricpx

= RiCSn
— (- )¢
Donde segue que
Ricy = g~
iCo = — 8t — —
LY TS
ou seja,
1 1 s
.8t — 7 0ij sel,]>n,
Ric;ij = 21 2t
— caso contrdrio.
2 8t
Agora, é imediato verificar que
1 .
—0;; sei,j>n,
Hessfij = 2
0 caso contrdrio.

Logo

1
Ricg, +Hessf; = Zg,.

Portanto (8" x RX, g;, ;) é um sdliton de Ricci gradiente shrinking para qualquer que seja t > 0.

Os solitons cilindricos modelam as singularidade do tipo pescoco do fluxo de Ricci.

Exemplo 4. Séliton Charuto: Considere o espaco euclidiano R* com a métrica

80

8= Ty

0eS" xeRk t>0.

onde go é a métrica canonica de R?. Vamos mostrar que existe uma funcdo f € C(R?) tal que

(R?, g5, f ) € um sdliton de Ricci steady. Inicialmente, vamos calcular o tensor de Ricci nessa

métrica, para tal, considere a funcdo
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Afirmamos que se definirmos a familia a 1-pardmetro de métricas g(t) = u(t)go entdo g(t) é
solugdo do fluxo de Ricci com g(0) = gx.

Jd sabemos que a curvatura escalar da métrica g(t) satisfaz

1
Sg(t) = m (Sgo — Ago lOg M)

e também, pelo item (iii) da Proposi¢do 15, a curvatura de Ricci satisfaz Ric;j = %gi j. Segue

portando que g(t) = u(t)go € solugcdo do fluxo de Ricci se, e somente se,

du
i Agologu — S, .

De fato, se g(t) € solugdo do fluxo entdo

@ — —2Ric(g(r))
-2 <%g(t)>
_ ﬁsgo — Ag,logu)g (1)

=(Agylogu — Sg,)80-
Donde segue que
du

Fr Agologu — S, .

Reciprocamente, se vale a igualdade, entdo

dg(t) du

FIERFTA
=(Agylogu— Sg)80
= —u(1)Sg(1) 80
=—Sg()8(1)
—— 2Ric(g(r),

o que finaliza a afirmacdo. Com essas informagoes podemos calcular a curvatura de Ricci na

métrica gs. Note que

_ 1du
Rlc(gz):—ig Ogo
=
(N4
S\ 2 (1422 4y2)2 ) 80
2

Ty
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Considere agora a funcdo f = —log(1 + x> + yz) vamos mostrar que essa funcdo satisfaz a
equagdo

Ric(gz) +Hessf = 0.

De fato, podemos calcular os simbolos de Christoffel da métrica gy a fim de obter

( X
N=-—-—
11 1—|—X2—|—y2,
X
y=—-—
22 1+X2—|—y2,
1 _pl M
=15 = Tl 1y2
Yy
=—
Yy
[,=———
22 1+X2—|—y27
-2 -__ >
\ 12 21 1+x2+y2
Por fim, usando as expressoes acima e a igualdade
I’f Lk Of
Hessf(ej,ej) = Txox. —Fija—Xk.
iOA]

Obtemos entdo que

Ric(e;,ej) = —Hessf(e;,e;),

para quaisquer pares de indices i, j € {1,2}. Donde segue que (R?, gy, f) é um séliton de Ricci

steady.

Seguiremos agora para os resultados. Come¢camos com o lema abaixo, devido a R.

Hamilton, que trata de algumas igualdades satisfeitas pelos solitons.

Lema 1. Seja (M",g, f) um sdliton de Ricci gradiente shrinking, entdo as seguintes equacdes
ocorrem:
(i) S+Af=73;
(il) VS =2Ric(VYf);
(iii) S+ |VfI? = f =Co;
(iv) AS = (VS,Vf)+S—2[Ric|>.

Demonstragdo. Primeiramente, para (i) basta tomarmos o traco da equagado de séliton

1
tr(Ric+ Hessf) =tr <§g) ,
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isto €,

n
S+Af=—=.
+Af >
Agora, para (i1) vamos tomar o divergente da equagd@o do séliton, lembrando que como a métrica
¢ paralela, vale que div(g) = 0, donde segue que
div(Ric) +div(V?f) =0,

e usando a 2 identidade de Bianchi contraida duas vezes

1 P

EVS—HZW(V f)=0.

Isto juntamente com a férmula de Bochner, que pode ser encontrada no Capitulo 1 de [20],
garante que

div(V2f) = Ric(Vf) + VAS,

consequentemente
1
EVS—i—Ric(Vf) +VAf=0.
Por outro lado, calculando o gradiente da equacao do item (i) obtemos
VS+VAf =0,
entao

1
VS — 5 VS+Rie(Vf) =0,

ou seja,

VS =2Ric(VY).
Provaremos agora o item (iii). Para isso, vamos calcular o gradiente da expressio S+ |V f|*> — f
e mostrar que esse deve ser identicamente nulo. Primeiramente,
VS+|VIIP =) =VS+ VIV =Vf
Agora note que dado um campo Y € X(M) qualquer

Y(IVIP) = (Y.VIVfP) = VIVFE(Y).
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Por outro lado, observe que
Y(IVF?) =Y(VFVf) =2(VyVf, V)
=2Hessf(Y,Vf)=2Hessf(Vf,Y) = 2<vaVf,Y>
=2Hessf(Vf)(Y).

Como o campo Y € tomado arbitrariamente, segue que
V|Vf|* =2Hess(Vf).
Agora, lancando mao do resultado obtido em (i1), deduzimos
V(S+|Vf> = f) =2Ric(Vf)+2Hessf(Vf) — V,
mas a equacgao de séliton nos diz que
2Ric(Vf)+2Hessf(Vf) =g(Vf),

donde segue

V(S+|VF?—f) =g(Vf)-Vf=0.

Isso garante que V(S -+ |V f|> — f) é constante.
E importante ressaltar que nio h perda de generalidade em supor Cy = 0 uma vez que podemos

adicionar uma constante a f e a funcdo transladada satisfaz a mesma equagao de sdliton.

Por fim provaremos (iv). Inicialmente vamos tomar o divergente da igualdade obtida
em (ii)
AS = 2div(Ric(Vf))
= 2(div(Ric))(Vf)+2(Hessf,Ric).
A equagdo do sdliton combinada com a igualdade acima garante que
AS = 2(div(Ric)) (V f) + 2(%g _ Ric, Ric)
= 2(div(Ric))(Vf) + (g, Ric) — 2|Ric|?
= 2(div(Ric))(Vf) + S — |Ric|*.
A 2* identidade de Bianchi contraida duas vezes garante que
AS = (VS,Vf)+S —|Ric|*.

O que finaliza a prova de (iv) e, por consequéncia, do lema. 0
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A préxima proposicao, provada por Monteanu e Sesum em [27], como veremos no
préoximo capitulo, desempenhard um papel central na demonstragao do teorema principal e das

proposicdes auxiliares.

Proposicdo 21. Seja (M, g, f) um séliton de Ricci grandiente shrinking completo de dimensdo n.
Entdo para todo A > 0, vale
/ Ric|>e™*fdV < oo
M

Demonstracdo. Fixemos p € M. Para qualquer que seja r > 0 podemos considerar funcao cut-off
¢ tal que
K
supp($) C {xe Mid(x,p) <r} e [Vo[<—.

Usando a equagdo dos solitons normalizados, temos

L2 1 _
/M‘Rlee lf¢2:/MRij <§gij_fij>e /lf(z)Z
1 _ _
=3 50 [ Rufse Mo

Utilizando integracao por partes e levando em conta a Definicdo 21 e a Proposi¢do 9, encontramos

(3.2)

/ Rijfije M ¢* = / V,(Rijfie ™ ¢?) —/ fiVi(Rije M 9?).
M M M
Assim, segue que
- / Rijfije ™ ¢? = / fiVj(Rije 1 97). (3.3)
M M
Além disso, todo séliton de Ricci gradiente shrinking satisfaz
V(Rije!) =0,
donde segue imediatamente

Vj(Rij) = Rijfj-

Expandindo o lado direito da equacgdo (3.3) e usando a igualdade obtida acima, temos
- / Rijfije 9% = / fi(ViRij)e ™ ¢? - / fiRijfide
M M M
+ /M fiRije 7 (¢?); (3.4)
= (1=2) [ fifikie M o2+ | fiRije M (6?);
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Juntando as equagdes (3.2) e (3.4) concluimos
[ RicPe g2 =2 [ setg2 s (1-2) [ fipikie 22+ [ fRge M (6 33)
Observe que para quaisquer a,b € R, temos
1 > -
0< Ea—(l—/l)b =14 —(1—/l)ab—|—(1—l)b,
donde segue
(1-2 /ftf/ lje_lf(l) < - /|Rlc|2 7Lf¢ +( /|Vf|4 —7Lf¢

Por outro lado, também vale

portanto

g 1 . g g
| SR (63, < 5 [ RicPe g2 44 [ V7P VPR
M M M

Substituindo as duas desigualdades na equagao (3.5) obtemos

| IRic?e™ g2 <3 [ ST 9%+ ( VAl g2
+4 /M !Vflze’“\vmz-

Em [4] Cao e Zhou provaram que

Vol(B,(r)) < Cr",

onde r(x) = dist(p,x) é a fungdo distAncia de um ponto p € M. Além disso, em [8] Chen provou
que a curvatura escalar em um soliton de Ricci gradiente shrinking € ndo negativa. Com esses

dois resultados em méos e usando o item (iii) do Lema 1, com Cy = 0, obtemos

0<S5<

(r(x) +¢),

o —

da mesma forma

0<|VfI* < () o)
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Assim fica claro que as fungdes |V f |4e_“ e Se~*/ decaem de forma exponencial e o volume de
M cresce de forma linear. Isso garante, entre outras coisas, que fazendo r tender ao infinito, as

trés integrais do lado esquerdo da equagdo (3.6) sdo finitas. Segue, portanto, o resultado. 0

Agora nos dedicaremos a apresentar alguns resultados que envolvem a evolugao de
certos objetos tensoriais sob a influéncia do Fluxo de Ricci. Primeiramente, Hamilton provou

que o tensor curvatura de Riemann satisfaz a seguinte equacao de evolugao

a _ 2 #
<E—A)R_2(R L RY), (3.7)

onde

com A* = detA(A")~1,C* = detC(C") "' e B¥ = —detB(B") ..
As discussdes que envolvem a evolucdo de R sdo feitas com detalhes em [14]. Com a
expressao (3.7) em maos definiremos uma func¢do que desempenha papel central na demostragao

do teorema principal deste trabalho. Definimos
P:=2(2(R* +R*,R))S — |Ric|*R;jul*. (3.8)

Mais a frente estabeleceremos uma expressao simplicada da equagdo (3.8) valida no

contexto de dimensdo 4. Antes disso vejamos algumas proposi¢cdes importantes.

Proposicio 22. Seja (M,go) um séliton de Ricci gradiente shrinking e g(t) = o (1)@, go uma
solugdo auto-similar do fluxo de Ricci como na Proposicdo 20. Se u(x,t) é uma funcdo definida
como o pullback de ug € C*(M) pela familia de difeomorfismo como na Proposicdo 20, entdo

)
Eu(x, t)=(Vf,Vu).

Demonstracdo. Seja u;(x) = u(x,t) uma fun¢do em M nas condi¢des do enunciado, entdo

0 a, .
Eu(x,t) = E(% uo) = ZLx (1)Ut

com

X(0) = (o7, (ngofo) (91(x))-

o)
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Note que o pushfoward de (p[l agindo sobre campos coincide com o pullback de ¢y, ou seja,

1 1
X(t)=¢, (mvgoﬂ)) = %V(Pt*goft = VGU)‘Pz*goff’

onde a ultima igualdade segue do fato de Vg f = %Vg f quando g = Ag. Portanto

%u(x,t) =Ly, fl
= Ve fi(ur)
= (Vf;,Vu).
]

Outro resultado muito relevante, explicitado pela proposicdo que segue, trata da
evolucdo, no fluxo de Ricci, dos autovalores e valores singulares que aparecem na decomposi¢ao

do tensor curvatura de Riemann.

Proposicdo 23. Sejam (M*,g(t)) uma solugdo do fluxo de Ricci, A;,C; e B; os autovalores e

valores singulares das componentes da decomposicdo de R apresentada na Sec¢do 2.5. Entdo
J 2, A2 2, 2
5 —A) (A1 +Ay) > A1 +A54+2A3(A1 +Ay) + BT+ Bs.

0
(E —A) (C) +C2) > CT +C3542C5(Cy +Ca) + B + B3

d
(87 —A) B3z < A3B3+C3B3+2B1B;.

Essas desigualdades valem no sentido das distribuicoes.

Demonstragdo. Para provar as desigualdades vamos usar um método semelhante ao empregado

por Hamilton em [14] na demonstracdo do Lema 6.1. Vamos analisar a evolug¢do do tensor de

J _ p2 #
(E—A) =R*+R".

curvatura

Observe que a constante 2 foi removida, para fazé-lo basta reparametrizar a varidvel tempo.
Perceba que isso ndo vai influenciar na validades das desigualdades. Fixado um ponto (xg, 7))

considere um referencial ortonormal no qual A e C sdo matrizes diagonais em xp. Como
Az = sup{(Ax,x);|x| = 1},

temos
2

Y Aijg? > A1 +As,
ij=1
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com a igualdade valendo em xo. Além disso, também em x, vale ):l% j—1(BB"); 8"/ > B} + B3

e Y7 ,_1A¥glU > (A; +Az)As, onde a iltima segue pois em xo a matriz A* ¢ diagonal com
autovalores A1A3 e A»A3. Combinando essas desigualdades e usando a expressao da evolugdo da

curvatura escalar no fluxo de Ricci, encontramos

d 2 . 2. .. /9
_ .olJ — 15 . ..
(o) [ o) = Lo (5-0)

2
=) &/(4*+ BB +24%),;
ij=1

> A} +A3+2(A; +A2)A3 + B + B3.
Isso garante que a desigualdade é valida no sentido de barreira. Analogamente provamos a
segunda desigualdade.
Para a ultima desigualdade, num ponto xo fixado, considere bases ortonormais
795,95 de A2 (M*) e {y],y5,y5 } de A% (M*) que diagonalizam BB'. Essas bases sdo tais

que B(y; ) = Bsyj . Além disso, temos

(%—A)B:AB+BC+2B#.

Agora, note que
AB(y3,y3) = (A(y3),B(y3))

< A3Bj.

Da mesma forma podemos mostrar que BC(y§,y3 ) < B3Cs. Por fim temos, B*(y,y; ) = 2B B,.

Juntando essas equacdes obtemos

(% - A) g B33 =g <% - A) B33
= ¢>3(AB+BC +2B")33
< A3B3+(C3B3+ 2B B>,
com a igualdade valendo em xo. Com isso mostramos que as trés desigualdades sdo validas no

sentido de barreira. Para finalizar basta observar que as 3 fun¢des envolvidas sdo cOncavas e

portanto tais desigualdades sdo validas no sentido das distribui¢des. [

As duas proposicdes que seguem, apresentadas por Lei Ni e Nolan Wallach em [22],

tratam da evolugdo, também sob influéncia do fluxo de Ricci, do tensor de Riemann em termos
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de coordenadas locais e também da sua razdo com a curvatura escalar. O segundo aparecera
explicitamente nos resultados principais deste trabalho.

Proposicio 24. Seja (M*,g) um séliton de Ricci gradiente shrinking, entdo

0
(@ _A) [Rijul* = 16((R* +R*),R) — 2| VR, ju|*.

Proposicio 25. Seja (M*,g) um séliton de Ricci gradiente shrinking tal que S > 0, entdo
J Rijul> 4P 2 IRijua|?
(E—A> Z,Sj'z = §_§|Svaijkl_RijlepS|2+ \Y ZSJQ 7VIOgS2

Como foi comentado acima, a funcdo P desempenha um papel importante nas

demonstracdes que segue, mas antes de usd-la vamos encontrar uma expressdao em termos das
componentes A, B,C da decomposicdo de R. Direcionaremos agora nossa aten¢do a encontrar tal
expressao.

Primeiramente, lembre que 4(R,R) = |R;ji|* € |Ric|* = |R;'c|2 + 572 Substituindo

essas igualdades em (3.8), encontramos
N £ SR
P=4( S(R°"+R")— | — +|Ric|” |R,R ). 3.9
n
Em dimesao 4, temos

(R*+R*,R) = tr((R*+R")R").

Segue da decomposi¢dao em blocos de R, apresentada no Capitulo 2 Se¢do 2.5, que

5 A*+BB' | AB+BC
R =
B'A+CB' | B'B+C?
Como A e C sdo simétricas, temos
A |B
= =R.
B |C
Consequentemente,
(R*,R) = tr(R’R) = 1r(R?),
ou seja,
. A%+ BB'A+ ABB' + +BCB' | AB-+ BB'B-+ ABC + BC?
R) =tr

B'A> +CB'A+B'BB' + C(B')? \ B'AB+CB'B+B'BC+C?
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Utilizando as propriedades da func¢do traco, concluimos

(R*,R) =1r(A3) +1r(BB'A) +tr(ABB") +tr(BCB'")
+1tr(B'AB) +tr(CB'B) +tr(B'BC) +tr(C%) (3.10)
= tr(A%) +1r(C?) 4 3tr(ABB") + 3tr(CBB').

Por outro lado
A*A+ B*B! ‘ A*B+ B*C

(B"*B+C*C

(R*,R) =2

(Bl)#A —I—C#Bl

isto €,

(R*,R) = 2tr(A*A) 4 2tr(C*C) +2tr((B')*B) + 2tr(B*B"). (3.11)

Usando as equacdes (3.10) e (3.11), encontramos

(R* 4+ R* R) = tr(A®) +1r(C?) + 2tr(A*A) + 2tr((B")*B)

(3.12)
+2tr(B*B") +2tr(C*C) + 3tr(ABB') + 3tr(CB'B).
Além disso,
(R,R) = tr(R?)
— 1r(A?) 4tr(C?) 4 2tr(BB') (3.13)

= 1r(A%) +1r(C*) 42| B|*.

Organizando as equagdes (3.9), (3.12) e (3.13) concluimos que
1 3 3 # t\#
ZP =S(tr(A’) +1r(C°) +2tr(A"A) 4 2tr((B")"B)
+2tr(B*B') 4 2tr(C*C) + 3tr(ABB') 4 3tr(CB'B))
2.
- (7 + |Ric\2) (tr(A%) +tr(C?) +2|B|%).
O tracgo € sabidamente um obejto que ndo depende da base na qual a matriz esté representado.

A Proposicao 17 diz que A e C sdo simétricas, o teorema espectral garante a existéncia de uma

base ortonormal de autovetores, tal que nessa base

ai++ 0 0 c+s 0 0
0 0  az+i5 0 0  c+75
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Aqui e no que segue no texto denotaremos por a; < a; < a3 os autovalores de A = W™ ¢

o
por c; < ¢ < c3 os autovalores de C = W™ . Fazendo as manipulagdes algébricas necessdrias,

obtemos

— (ég +Za +Z >

i=1 i=1 (3.14)

3
+4S (Z —|—C +6a1a2a3 +661C2C3——27L3>

+ 125(611[?% + azb% + (13]9% + C][;% + 02[;% + 035%)

4 2 4 3
() () (B
i=1 i1 i=1

Com Ya,=Yc;i=YA =0. Além disso bl.2 = 23?:1 B e b2 Z %l Note que vale a

igualdade Z?:l bl.2 = Z?:l l;% = %Zle Al-z. Com isso finalizamos este capltulo.
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4 SOLITONS DE RICCI GRADIENTE SHRINKING DE DIMENSAO 4 COM CUR-
VATURA ISOTROPICA POSITIVA

Nosso objetivo a partir de agora serd provar o teorema principal enunciado e provado

em [23] por Li, Ni e Wang.

Teorema 3. Seja (M4,g) um soliton de Ricci gradiente shrinking completo com curvatura

isotrépica positiva. Entdo o recobrimento universal de M* é $* ou $° x R.

Para fazé-lo vamos precisar de quatro resultados auxiliares, mas antes disso, a fim de

facilitar as notagdes, definimos algumas funcdes. No que segue, consideramos

Y1 =A1+ A,
Y, =C1 +(y,
(p:B3.

Lembrando que A} < Ay < Az sdo autovalores de A, C; <G, <C3deCe 0 < By < B, <B3sao

os valores singulares de B. Definimos também

_ 431(33 —Bz) " (Al —Bl)2+(A2—32)2+2A2(32—Bl)
B3 A1 +Ar
(Cl —Bl)z—{-(Cz—Bz)z—{—2C2(Bz—Bl)
+
Ci+C

E

Note que E > 0 com igualdade se, e somente se Ay =C; =B =B, =A; =C, = B3. Em
particular, se E = 0, entdo BB’ = b*Id para algum b € R. Além disso, se M tem curvatura
isotrépica positiva, entdo y; > 0 e y, > 0. Primeiramente vamos demonstrar a validade de uma
desigualdade envolvendo autovalores e valores singulares evoluindo no fluxo de Ricci, que serd

bastante atil mais a frente.

Proposiciio 26. Seja (M*,g(t)) uma solugdo do fluxo de Ricci, entdo a seguinte desigualdade é
vdlida no sentido das distribuicoes.

J ¢ 1l ¢ LolyiVy, — vy V| < < ¢ ) >

2 _A < E—- +{v VI

<9t )\/llflllfz_ 2VW¥ 4 (yy)} yiye) 7 RV
4.1)

Demonstragdo. Inicialmente, note que

0 ¢ (viw)se—eLi(/yiva) 1 9 1 ¢

d d
= -————T — U+ W — )
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Por outro lado,

r) = e (Vi ( )
A d: | 2" |0;
( 1!’1‘#) lg| 7 8 NI
1 I o
=——d -0ip— = \ (WlaiW2+ll/2ai‘l/1)>>
Vgl J( ( W/fz)f 2 (yiyn)?
1 1
= ——0d ———0i¢ | - —=J, |8’— (ll’laillferll/zailI/l))
\/‘g’J< 1//11//22 ) \/’g|J< AL
1 di( g/ 8 1 Y./ |0;
= ( L8 819:¢) 2g i (P (v19jy2 +yndyn) )
Var{ (v llfz (w1 lIfz)
1 [ 2(v1v2)29;(g\/Iglo (w1 9y + vadiwn))
g 4(y1yn)3
1 i
1 (3(viy2)2(v19,¥2 + ¥20;v1)8" /I8l @ (w192 + Y20 y1)
F4 4(y1yn)? ’

1sto é,
@ Ag 1 00
A( ) = - (y10jy2 + yrdy)
VIV (yiwn)t 2(wiwe)t !

1 1 .
7987V Iglo(y1diva + vadiy))
18] (v1y2)

ij
O(y19jy2 +y2 0y ) (W1diya + v iy )

3
2

B —

5

4(11/1‘112)
A 1 g9
- ¢ T 5 ¢ (p;(llflajll/ﬁllfzajll/l)
(yiyn):2 (‘l/1‘I/2)2
1 1
———————(3;(g"\/|glow10iyn) + 3;(g7 /| gl o wadivn))
\g’(ll/lllfz)

o(lyiVyr + vV %)

3
+_
4 (yivn)}

Além disso, também vale

9i(g”\/|glowidiw) = d;(ow) g’/ |g|divi + owi9;(87 /| gldiwi)
= @I v18"”\/ 18|10 + v19,087\/ 18|10 + o wi9;(8" /| 8| 9 wir)-
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Voltando a igualdade anterior, temos

1
T (V10,00 y1 + v20,00,y1)

g"

()it
- 1
Viva)  (viwa)? 2 (yiyn)?
1 gl
~3 S (00192 + V191002 + 93201 + V20,991
(y1y2)2
Lo(wAyi +yiAy) | 30yiVya + V[
) 7 g 3
(y1yn)2 (y1y2)2
A ij ij
- (pl_ & 5 (V10:90 ¥ + v20,909;y1) — § 5 (@oiy10;yn)
(viva)?  (y1yn)2 (yiyn)2
_Lo(wAvi+yidy)  30lyiVy+ eV’
2 (WIWZ)% 4 (1//11;/2)%

) d;,8"" Im(log v Wz)3n>

Agora vamos provar uma igualdade auxiliar
9 i 9
\% ,V]O = ’18,-
< <1V1 llfz) v %> <g (\/% vh
j(_9de 1 ¢ g
=( 8" -5 ((‘I/lailll2+ll’28ill’1)> a'a—(WIamW2+w28mWI)an>
< ((% v)? 2(yiyn)? ")
iy 1 .
(87090}, 8™" W20 W10,) + 5(870i99;,8"" W10 Y20,)
(y1y2)2

(gij(llllailllz + Wzaillfl)aj,gmn(Wl&mWZ + WZaml//l)&n>
WiV + vV

19
2(‘!’1‘!’2)%
» , 1
v 78" 0ipdjyn + i 3870902 — 5 s
(yiyr)? (y1yr)?

(Viy2)?
Voltando novamente a igualdade inicial, obtemos
1
O (wAv + wiAy) - —2 7 (Vy1, V)
(Y1y2)2

- 1
vVivL (viva)2 2 (yiy,
1
viVys + v V| - <V ( _J:%) ,Vlogwlvfz>

3
3

_l’__
4(V’11V2)2
1
Y 5 (Y2 Ay +‘V1A‘l’2)+z(w o)}
)

3
2

WiV, — V2

__be 1
(viv2):  2(yiye)?
%
—(V ,Vlo ,
(" () Froswins)
donde segue que

(5-2)0 1ovi(5-2)wtow(5-4)w
(Wiy2)?

(2_9 ¢
ot NALZ) NAZ) 2
LolyiVy, — vV 2 < ( (0] ) >
- v V1 .
VY12 e ViV

4 ()
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Agora podemos usar as desigualdades apresentadas na Proposicao 23 para concluir que

(F-8)e 1owi(G-a)verow(d-8)n _amrcpsoms,

VYL 2 (w1 llfz)% a VViva
—% Y (4G +2(C1 +C)C + B+ B))
(Viyn)?
—% V2 (W2 A3+ 2(A1 +A2)As + B+ B))
(ll’l ¥2)?
1 2A3B3+20333+43132 G+ G +2(C1+G)C+ BT+ B3
5( ( Ci+CG )
1 A% +A3 +2(A1+A2)A3 +B?+ B3
2 (\/W ( A1 +Ar )
1 () 4B1B>
~ 3 (20 %)
19 ((q —B1)>+ (G2 +B2)* +2(C1 + C2)C5 +2C1 By +2csz>
VALY Ci+C
_l (0] ((A]—B])Z—l-(Az—l—Bz)z—l—Z(A]—|—A2)A3 —|—2A131—|—2A232)
2 /v, Ar+Ar
19 (43132—43133 _(C —31)2+(62—32)2+2c2(32—31))
"2 W B; Ci+C
(0] ((Al —31)2+(A2—32)2+2A2(Bz—31)>
2 \/W Al +A,
_1 (—E).
W
Segue dai o resultado desejado. 0

Agora uma proposi¢ao que nos ajuda entender melhor o comportamento da matriz B

que aparece na decomposicao do operador curvatura de Riemann.

Proposicao 27. Seja (M 4o f ) um sdliton de Ricci gradiente shrinking com curvatura isotrépica

positiva. Entdo BB' = b*Id para algum b € R.

Demonstragdo. Primeiramente, a Proposicdo 22 garante que

() = (7 () ) 42

Fixemos xo € M. Para qualquer que seja r > 0 podemos considerar funcdo de corte 1 tal que

supp(n) C{x e M;d(x,x0) <r} e |Vn|< g
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Agora vamos multiplicar a desigualdade provada na Proposi¢ao 26 por

P ~f+ogw Va2,

VY12

Feito isso, podemos considerar a integral em M da desigualdade obtida

/(E_A) ¢ ¢ ef+10glllll//2n2</ <_l ¢ E) ¢ e*f+loglll1llfzn
M\ 0t VIV VTV B AN AVATY I RVAUR

_/ 1o(yiVyr —ya V| P rHiogyivap?
M\ 4 (%Wz)% vV Vil

() (2 —f+lo 2
B RN N S
M< iy, EVIV2) v, n

Reorganizando essa expressao e usando a igualdade (4.2), encontramos

¢ % Q  —f+lo 2
Vi,V —— —A e gY1y2
/M(< / (\/Wﬂl’)> <\/llf1‘lf>> VY12 1
< —— 2Ee T _|_/ < ( >,V1 > 4 —fHlogyiyn 2
/ prRe vy, RASE \/We L

Agora lembre que, se h € C*(M), X € X(M) e M é variedade sem bordo, vale a seguinte regra

/ (Vh,X) /hdle

de integracao por partes

e portanto, obtemos

_/ A ( ¢ ) % e—f+logll/1ll/2n2 _ / <V < 4 e—f+10g'4/1ll/2n2) ,V ( 4 _) >
M \V/V1V2 /) V1Y M NAINZ VV1V2
= e IHlogvivap2y ( 4 ) + 4 V(e /Hlogvivapn?2 V ( 4 )>

/M< 1 VY12 VVIV2 ( ) YA

2
:/ eif+logllllw2 V( qo )
M VA'4R'%)
¢ lo 2u.,—f L —fo/,lo 2 %
+/ —<e EVIV2n2Ve ™ +e 7V(e gV Y2 ,V( )>
Ninz K Y T
:/ e/ Hlogviy, V( ) / _f+]0gW1W2n2<Vf,V( 4 )>
VY12 M/ V1Y Y1y

_ ¢ 29/ o lo 2 %
_|_/ e/ < V(eogViv2) | logvivey ,V( >>
M VY12 v ) (") VY12

— | o [tlogviyr V( ) / o fHlogyivn 2<V ,V( ¢ )>
/ VA4R'Z] \/1!’11.” 1 / Viy2
_ ¢ %
+/ f+logyiyn 2 —<V lo ,V( )>
Me 1 AUR D) (log ¥1y2) VASL)

(2 —e+lo (2
o e (v v (2,
M /Y12 1 n VY12
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Substituindo essa igualdade na desigualdade inicial deduzimos que

2

V()| 2l (v ()
iy M iy iy (4.3)
_/ 9*Ee~/n? '

/ ¢~ FHogvivap?
M

Y

equivalentemente,

Og_l/ (P2Ee—fn2_/ e—f+10gll/1l!/2n2
M

_2/ —f+logyiya_ P 77<V71,V< ¢ )>
VY1Y2 Y1y

Além disso, note que

§<nV<\/IZW2)+\/£%Vn,nV( lzllf2> \/L >
)

!Vn\2

"(7w)

donde segue que

2
~flogyiys (2 V( d ) 4219 <V( d ) v > <e o2Vl
e , <e )
(71 VY12 VY12 VY12 1 eival

Voltando para a desigualdade (4.3) juntamente com a desigualdade obtida acima, encontramos
1 1 C?
0<—5 [ B+ [ VP < | g S [ e
2/m M 2/m r2 Ju

Agora, lembre que

4% = 4B3 < 4|B|]* = |Ricl* = |Ric| — 7.

com 1SS0
2,-f < 1 SN
Og/(pe §—/ |Ric|—— | e /.
M 4 Jm 4

A Proposicgdo 21 garante, portanto, que C? | u® e~/ é limitada e segue que

Sendo assim, se fizermos r — oo, obtemos

_l/ o?Ee~'n?.
2J/m



64

Como —FE < 0 essa desigualdade s6 se verifica na igualdade, ou seja,

/ (sze*fzo.
M

Estamos integrando termos nao negativos. A nulidade da integral garante que ¢ =0 ou E = 0.
Por fim, temos 0 < B; < B, < B3 = ¢, e assim se @ = 0, entdo BB’ = b%Id com b = 0. Portanto
o resultado segue em ambos os casos, lembrando que E = 0 foi abordado no inicio deste capitulo.

]

Com esses resultados em maos podemos provar um fato muito importante sobre P

definido no Capitulo 3.

Proposicio 28. Seja (M*, g, f) um séliton de Ricci gradiente shrinking com curvatura isotrépica

positiva. Entdo P < 0.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que
3 3 3
P<-S|SYaq—12Ya | -s[sYc-12)Y ¢ |.
i=1 i=1 i=1 i=1

J4 sabemos que

3 3
Zai: Zci: Z)Li:O,
i=1 i=1

=1

segue dai

0= (a+a -|—a3)3 = a? +a3 -I—a% +6ajaraz + Sa%az + SaIa%
+ 3a%a3 + 3a2a§ + 3a%a3 + 3a1a%
3

=2 a? + 18ajazas — 6ayaras + 6a%a2 + 6a1a% + 6a%a3

i=1
+ 6aya3 + 6a3az + 6a1a3
3
= 22(1? — 6ajazaz +6ajaz(a; +ax +az) +6ajaz(a) +ax +as)
i=1

+6aza3(a; +az +a3).

Portanto,

3
a = Za? + 6ajazas.
i=1 i=1

3
3
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A igualdade também se verifica para os coeficientes c¢; € a demonstracdo é a mesma. Pelo que foi

apresentado na Sec¢ado 2.5 ja sabemos que
4
Y A7 =24detB =24V detBB' = 24D,
=1

onde a ultima igual segue da Proposicao 27.
Também da Proposi¢io 27 temos BB' = B'B. Além disso, note que b2 € 0 1-€simo
termo da diagonal de BB’ e b2 é 0 i-ésimo termo da diagonal de B’B. Segue que b2 b2 b2,

i=1,2,3. Além disso

4
Z b; = Z b; = Z AL
43
Substituindo essas igualdades na expressao inicial de P, obtemos

P=—§ <2b2+i(a% )) +45 (3

i=1

Mw

(a3 +¢}) — 12b3>

i=1

+128(arb? + asb3 + a3b3 4 c1 b + c2b'} + c3b%)

3
—288h* — 481? (Z(a% + c,.2)>
i=1
3 3
=-S5 (20" + Y (af +¢}) | +45 (3 Y (¢} +¢)) — 120
i=1

i=1

3
—288h* — 481? (Z(a% + c,.z)) .

i=1

<i‘1 ) 1zs<ga+c ) 48b<§1 )

Segue dai

—2(S%b* + 144b* +245b°)
3 3 3
=-S* | Y (@ +ci) | +128 | Y.(a +¢)) | —48b( Y. (af +¢f)
i=1 i=1 i=1
—2(Sh+12b%)*

||Mu.>

3
<-8° (Z(a,2+c?)) +125< )
i=1
3 3
—S(SZa%—UZa?) —S(SZc%—lzzc,?).
i=1 i=1 i=1 i=1

Agora nos resta provar que P < 0. Para tal, vamos mostrar que

3 3
SY a;—12Y al >0,
i=1

i=1
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e, por consequéncia,

3 3
SY ci—12) ¢ >o.
i=1 i=1

Para provar a desigualdade tome uma base de A2+ (M) composta por autovetores da parte positiva
do tensor de Weyl, i.e., WT. Assim, se a; sdo os autovalores de W, entdio os autovalores de A sdo
A =a;+ % Como a variedade tem curvatura isotropica positiva, entdo A; +A; = a; +a; + % >0
sempre que i = j. Considere a seguinte mudanca de variaveis x; = 1 — gai e note que 2?21 xi=3
e também 0 < x3 < xp < x1.

De fato, suponha por contradi¢do que x3 < 0, nesse caso temos

x1+x3 >3,

6 6
(1 — gal) + (1 — §a2> > 3.

6
_E(al +ap) > 1,

ou seja,
Em outras palavras,

donde segue

S
al+a2+6§0-

Mas isso contradiz a condi¢io de M* ter curvatura isotrépica positiva.
Seguiremos compondo a fun¢do que queremos analisar com a mudanca de varidveis.

Feito isso o trabalho se resume a analisar a seguinte fungao

f(x1,%2,%3) =Si <§(1 —x,-)>2 - 12; (g(l —xi)>3

S3 3 5 3 3
ST Y (1-x)"=2) (1—x)
i=1 i=1
S3 3 3
=3 —34+ Y 7 —2Y (1-3x+3x7 —x7)
i=1 i=1
S3 3 3
i=1 i=1

Aplicando o método dos multiplicadores de lagrange, vamos provar que sob as restrigdes

anteriores, vale f(x1,xp,x3) > 0. Para isso, considere a subvariedade fechada C C R3

C= {(xl,xz,X3) € R3;x1 +Xx2+x3 = 3}
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Note ainda, que o subconjunto de C satisfazendo 0 < x3 < xp < x; estd contido no bloco
B =10,3] x[0,3] x [0,3],0u seja, a fim de analisar a positividade de f com as condi¢des impostas,
podemos analisar o comportamento de f em C' = CNB. Como f é continua e C’ é compacto,
entdo f necessariamente atingird seu minimo em C’. Se f atinge seu minimo num ponto
(x1,%2,x3) € C' com x3 > 0, entdo o método dos multiplicadores de lagrange garante a exiténcia

de A € R tal que

( 364
6X% + 10X1 = F,
364
2 —
6X2 —|— 10.x2 = F,
361
6X% + 10)C3 = F,
X1 +xp+x3=3.

Observe que as trés primeiras equagdes acima s6 podem ser satisfeitas simultaneamente se
existirem ao menos 2 indices i, j distintos com x; = x;.
No caso em que x| = xp = x3 s6 podemos ter p; = (1,1,1). Se x; = x; # x, entdo

6x% 4+ 10x; = 6x7 4 10xy,

2x; +x;, =3,

Wl

€ portanto, x; = X; = 3 € X = % Como x3 < xp < x1 segue que o candidato a ponto de minimo

L. . . 3
nesse caso deve ser p, = (%, %, %) E imediato verificar que f(p;) =0e f(p2) = IS@ donde
segue que em ambos os casos f > 0.
Por outro lado, se f atinge seu minimo em C’ com x3 = 0 entdo podemos escrever

Xy =3 —x1, sendo assim

S3
Jx,x2,x3) = %(Z(X? +(B-x1)Y) =507+ (3 -x)%) +9)
S3
= %(18%—54x1—|—54— 10x7 — 45 +30x; +9)
S3
— E(4x%— 12x1 +9)
3 2
= E(le —3) y

0 que garante que nesse caso também temos f > 0. Provamos que, quando (x1,x,x3) € R? é tal
que 0<x3<x; <xje ):?zlxi = 3, entdo f(xy,xp,x3) > 0.
Concluimos daf que, sob as restricdes Y3 a; =0e g +ai+aj>0,vale

3 3
SY ai—12Y a4} >0
i=1 i=1
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O processo pode ser repetido, de maneira andloga, a fim de mostrar que
3 3

SZC,Z— IZZ’cl3 > 0.

i=1 i=1

O resultado segue imediatamente de S > 0. O

O lema a seguir pode ser visto, com algumas ressalvas importantes, como um

corolario da demonstra¢cdo da Proposigao 28.

Lema 2. Seja (M*,g) um séliton de Ricci gradiente shrinking com curvatura isotrépica posisitiva.

Se P =0, entdo M* é localmente conformemente flat.

Demonstragdo. Para provar este fato, vamo analizar novamente as funcdo usada na demonstracao
da Proposicdo 28, mas agora com a condicao P = 0.
Com o que foi argumentado na proposi¢do anterior, juntamente com a nova condi¢do imposta
sobre P, temos
3 3 3 3
0=P<-S|8SYaq-12Ya |-s|sY -12) | <o,
i=1 i=1 i=1 i=1

donde segue,

3 3 3 3
SY at—12Yal =sY c;—12Y) ¢} =o0.
i=1 i=1 i=1 i=1

Fazendo a mesma mudanca de varidveis feita anteriormente, estamos sob a condi¢do f(x,x2,x3) =
0. J4 foi mostrado na Proposigio 28 que f(x1,x2,x3) > 0, portanto todo ponto p € R*NC’ (i.e
todo ponto p € R? satisfazendo as condi¢des impostas pela curvatura isotrépica positiva) tal que
f(p) =0 deve ser um ponto de minimo local.

Também j4 foi mostrado que se x; > 0,7 = 1,2, 3 entdo a tinica possibilidade para minimo local

com f(p) =0¢é p=(1,1,1). Por outro lado, se algum x; = 0, entdo

Xi 20,
X = 3 —Xj.
E vale que
s3 )
f(x1,x2,x3) E(ij —3)

Logo, sob essas condicdes, temos

3
f(xl,xz,X3) =0 X = 5
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Portanto, os pontos que vao satisfazer essa possibilidade sdo x; = 0,x; = x; = % Como nos-

sas condi¢des implicam x3 < xp < x1, concluimos que a outra possibilidade de ponto ¢, com

fla)=0.éo0ponto g = (3,3,0).

Lembrando que fizemos a seguinte mudanca de varidveis x; = 1 — ga,-. Se voltarmos as va-

ridveis iniciais com os pontos p, g, obteremos os pontos candidatos

p'=(0,0,0),

(.S _SS
T=\"12"12°6 )

Note que as coordenadas de p’ e ¢’ sdo as possibilidades para os autovalores de W ™.
Por fim, analisamos os pontos usando a igualdade A; = a; + % tendo em mente que Aj,A>,A3
sao os autovalores da matriz A.

Em ¢’ teriamos

S O O
oy © O

Mas isso ndo pode acontecer pois é uma contradi¢io com o fato de M* ter curvatura isotrépica

positiva.
Em p’, vale
5 0 0
A=10 % 0
0 0 3

Concluimos assim que a tnica possibilidade é que se tenha a; = a, = az = 0 0 que garante que
W = 0. Andlogamente prova-se que ¢; = ¢; = ¢3 = 0 e portanto W~ =0 .

Logo W = 0 e portanto, M* é localmente conformemente flat. O]

Com esses resultados em maos podemos nos concentrar na demonstragao do teorema

principal.

Teorema 4 (Teorema 1). Seja (M*,g) um sdliton de Ricci gradiente shrinking completo com

curvatura isotrépica positiva. Entdo o recobrimento universal de M* é §* ou $° x R.
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Demonstracdo. Ja sabemos da Proposicdo 25 que, como S # 0, vale a seguinte equacgao de

evolucdo

J Rijul> 4P 2 Riju|* 2
(E—A) gz —S— ’SV Rz]kl ijklvpsl +(V # ,Vlog§~ ).

Vamos empregar uma técnica semelhante a usada na Proposi¢do 27, mas nesse caso vamos

. ~ ~ ~ R R o
analisar a equacgdo de evolugao das funcdes u = | ’ék" eT = %"l Primeiramente, note que

0 2 d 1 ' ija./ 2
(E_gu =25 u— ——0,(v/[els"9i(?))

8]
—ZuEM—La-( |g|g" 2udu)
o /gl ’
d 1
= 2u—u— ——(2ud;(\/|g|g" du) + 28" \/|g|0judu)
i /gl

reorganizando

Além disso, também vale

<VT,VT>=<g“as( ) agman () )

1 1
(Sg '0, szklgt ljklgSlassat)a (ngnamRijklan - Rijklgmnamsan)
S2

So

SZ
= ST4|SVpRijkl —RijuV,S|?

(Vu?,V1ogS?) = 2u(Vu,Vlogs?).

Organizando todas as equacdes, obtemos

d 2P 1 | Vul?
(E—A) U= m uS4|SV lekl U,dV S| —|— (Vu ,Vlog$S >+T
2P |Vu]>—|VT|?
= er%Jr(Vu,VlogSz)

Note que |T| = u, a desigualdade de Kato garante que |V|T||*> < |VT|?, portanto

9 2P ,
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Assim como foi feito na Proposi¢do 27, fixado um ponto xo € M vamos tomar uma fungao de

corte 7 tal que
C

suppn C{x e M;d(x,x0) <r}e|Vn| < ~

Multiplicando a desigualdade na evolucido da funcdo u no fluco de Ricci por ue™/ +1"’5521‘[2 e

integrando sobre M obtemos

/uef+log52n2 E—A MS/ uef+10gS2n22_P_|_/ we IS 02 (v, Viog S2).
M ot M uS’  Ju

Lan¢ando mao da Proposi¢do 22 e da férmula de integracdo por partes em variedades sem bordo,

encontramos
/Mue—f—i-IOgSZn2<Vf’Vu>_}_/M<Vu7v(ue—f+log52n2)>

“4.4)
2P
S/Me—f—l-logSZnZE+/Mue—f—l-log52n2<u,VlogS2>.

Note que

(Vu, V(e /1085 n2)) — o= /1028 02wy Vi) 4 u(V (e /1085 n2) i)
= ¢ /1088 2|y 2 4 et 02 (Ve S V) + ue (V(£°85 n2), Vi)
= ¢ M 292 —ue IS 2 (V £ V)
+ ue_f+1°g52772<V10g527 Vu) + 2ue—f+log52n (v, Vu).

Com essa expressao em mao podemos voltar a desigualdade (4.4) a fim de obter
2P 2P
/ €_f+1°g52n2|Vu|2 +2/ Me—f+1°g52n(Vn,Vu> < / _3€—f+logS2n2 < / _3€—f+10g52,
M M M S M S
€ portanto
1 ~fHlogS? 2o 12 P 1 —+log S22 12 ~ f+logS?
—/e N°|Vu| —2/ —e §——/e £2° N7 Vu| —2/ ue £ N(Vn,Vu).
2/m MS 2 /m M
Agora, novamente como na Proposicao 27
1 1 1 22 2 2
0< 5nVu+an, 5nVu+an = |Vu|”+un(Vuvn) +u”|Vn|-,
reorganizando a desigualdade, obtemos

1
262[Vn* = =2 n?|Vul* = 2um (Vu, V).
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Voltando a integral, podemos concluir que

l/ ef+log52n2yvu|2_2/ Eefg/ 2u2|VT[’2€7fHOgSz
2 /m MS M
2

C
Sz_z/ MZe—f—HogSz
r-Jm

2C? _
= r_z/M Riju| e
Para prosseguir, vamos comparar |R;j|> com |Ric|?.

1 1 1 1
g‘leklyz - §<R,R> = Etr(RtR) = E(tr(AtA) —|‘2U"(BtB) +tr(CtC))

1
= S IAII* +2[1B]I* + [IC])-

Segue da curvatura isotropica ser positiva e da Proposi¢do 17 que

%!

——<A; <A §A3§Z

U~y
IN
A~

~1 <CI <G <G
portanto
1 /352 352

Rl <2 (035 L pae < 2 s apae
g Ml =2\16 " 16 =16

< |Ric|?.

Segue dai, que
CZ

C2
0< —2/ 2|R;ju| e < _2/ 16|Ric|*e ™/ < oo.
2 Ju 2 Ju

Logo, fazendo r — oo concluimos que

l/ ef+10g52n2’vu‘2_2/ Ee*fgo
2 /m M S

Observe que a primeira integral é ndo negativa e a segunda € ndo positiva, portanto a subtracao

dessas integrais, sendo nao positiva s6 pode ser zero, ou seja,
1 2 P
—/ e /e n2 vy 2 — 2/ —e /=0
2 /m M S

e também
1 —f+logs?,.2 2 P —f
—/e- €2 N7 | Vu| :2/—e =0,
2 Ju M S
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o que garante que P = 0 e a funcdo u é constante. Segue do Lema 2 que M* é localmente
conformemente flat. Para concluir, segue dos resultados de [3], [12], [22], [27], [32] e [34]
que se (M",g, f) é um séliton de Ricci gradiente shrinking completo com W = 0, entdo o
recobrimento universal de M" é R”, $” ou $"~! x R. Como PIC implica em S > 0, ndio podemos

ter R* e o resultado segue. [
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