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Resumo

O oscilador de Dirac ¢ um modelo resolvido exatamente e que tem sido introduzido
recentemente no contexto de mecanica quantica relativistica de muitos corpos. O modelo
tem sido também considerado como termo de interagdo para modelar o confinamento de
quarks em cromodinimica quéntica e estudado em conexdo com supersimetria, além de
modelos de invariantes relativisticos.

Neste trabalho discutiremos o oscilador de Dirac umidimensional em contato com um
reservatorio termico. Inicialmente partiremos do espectro de energia do oscilador e entao
encontraremos a fungdo de partigdo e outras quantidades termodinimicas; assim, faremos

uma comparag¢do com o oscilador harmoénico nao-relativistico.
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Abstract

The Dirac oscillator is an exactly soluble model recently introduced in the context
of many particle model in relativistic quantum mechanics. The model has been also
considered as an interaction of modelling quark confinement in quantum chromodynamics
and studied in connection with supersymmetric, besides of invariant relativistic models.

In this work we discuss the one-dimensional Dirac oscillator in contact with a thermal
reservoir. Let us begin with energy spectrum of the oscillator, then we find the partition
function and others thermodynamics quantity; thus we ynake one comparasion with the

non-relativistic harmonic oscillator.
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Introducao

O oscilador de Dirac é uma das mais recentes aplicacoes da equagio de Dirac. Nos tltimos
anos varios trabalhos foram escritos abordando o oscilador de Dirac [1,2,3,4,5,6,7,8,9,
10, 11, 12, 13] entre outros. Inicialmente o oscilador de Dirac foi sugerido por Moshinsky
e Szczepaniak em [1], onde eles propuseram um modelo para o oscilador relativistico que
resulta no oscilador harménico no limite de baixas energias. Assim, o osciladdr de Dirac
é dito ser o oscilador harménico acrescentado de um termo de acoplamento spin-6rbita.

O oscilador de Dirac resulta em um fato interessante que é a auséncia do paradoxo de
Klein, devido ao fato de que as particulas permanecem ligadas pela interagao do oscilador
como visto em [14]. O paradoxo de Klein é ilustrado usando como exemplo o potencial
step, e alguns autores afirmam que quando o potencial excede o valor E +m, o coeficiente
de reflexdo é maior que 1 [15].

Os espectros de energia do oscilador de Dirac, e suas correspondentes autofungées,
foram obtidas em [16]. Mostra-se que o oscilador de Dirac corresponde também a intera-
¢do do momento magnético andémalo. Isso se deve ao fato de que 0 momento magnético
anomalo de uma particula quando acoplado ao campo eletromagnético de uma esfera
resulta no hamiltoniano do oscilador de Dirac. Moreno e Zentella em [17] analisaram as
propriedades da transformacgdo de Foldy-Wouthuysen e mostraram que a forma fechada
da tranformacao pode ser encontrada pelo oscilador de Dirac. O oscilador de Dirac possui
ainda aplicacoes na Cromodinamica Quantica (QCD). Uma aplicagdo importante é que

ele pode ser usado para estimar a massa dos quarks [4].



Nos ultimos anos, os efeitos relativisticos em cristais vem despertando interesses
[18, 19, 20, 21, 22]. Esses efeitos sdo mais evidentes quando temos potenciais de interacdo
fortes, como o potencial do oscilador de Dirac, ou quando temos cristais submetidos a
altas temperaturas. Recentemente, Avetisyan et al [23] mostraram a importancia de se
considerar efeitos relativisticos calculando niveis de energia em semicondutores subme-
tidos a campos magnéticos intensos (da ordem de 10°0Oe). Neste dominio, a teoria da
massa efetiva ainda é valida e, no caso de aproximagao de duas bandas, a relagao de dis-
persdo segue o espectro descrito pela equagdo relativistica de Klein-Gordon [21]. Assim
sendo, para que possamos estudar os efeitos relativisticos em cristais, devemos estender
os modelos nao-relativisticos existentes na literatura.

Nessa dissertacao, estamos comecando o processo de extensdo dos modelos nao-
relativisticos. Inicialmente analisaremos o caso mais simples que é o oscilador de Dirac
unidimensional, fazendo com que este esteja em contato com um banho térmico, para
que assim possamos encontrar quantidades termodinamicas, tais como energia média e
calor especifico.

No primeiro capitulo desta dissertagao faremos um breve resumo da equacgao de Dirac,
onde inicialmente mostraremos suas propriedades e em seguida discutiremos a equagao
da particula livre.

No segundo capitulo discutiremos o oscilador de Dirac. Aqui faremos uma breverevi-
sdo de suas propriedades e faremos uma simples comparagao com o oscilador harmdnico:
simples. Faremos também um estudo das autofung¢ées do oscilador de Dirac, encontrando.
os espectros de energia do oscilador como em [2],[3].

No terceiro capitulo analisaremos o oscilador de Dirac unidimensional. Primeiramen-
te, iremos considerar o oscilador num banho térmico, sendo assim teremos o fator de
Boltzmann exp (— EB) presente. Usando o espectro de energia do oscilador de Dirac em

[2] e desconsiderando os termos de acoplamento spin-6rbita ou ainda usando o espéctro



de energia do osciladorde Dirac unidimensional como em [24], obteremos a fungdo de
parti¢do, a energia média e o calor especifico do oscilador de Dirac num banho térmico.
Para o calculo dessas quantidades usaremos métodos computacionais, mais precisamente
Linguagem C, para realizagdoes das somas infinitas e das integrais improprias. Assim
faremos uma comparagdo com as quantidades termodindmicas do oscilador harménico
simples. Faremos em seguida um estudo da série ) -, e"Ven b8 que & originada pela
funcdo de particdo do oscilador de Dirac.

No apéndice faremos um breve estudo dos testes de convergéncia das séries infinitas

e finalmente apresentaremos nossas conclusées e perspectivas acerca do nosso trabalho.



Capitulo 1

‘A Equacao de Dirac

A equagio de Dirac é uma equagdo relativistica que descreve particulas de spin 1/2, como
elétrons e quarks; uma caracteristica dessas particulas é que elas possuem dois graus de

liberdade. Particulas de spin 0 sdo descritas pela equagao relativistica de Klein-Gordon.

1.1 A Equacao

A equagdo de Klein-Gordon na forma de duas componentes é escrita como

0

L3

Enquanto esta equagao é de pfimeira ordem na derivada temporal, o hamiltoniano de
Klein-Gordon é de segunda ordem na derivada espacial e portanto ndo temos equivalén-
cia nas coordenadas espacial e temporal. Além disso, como na teoria de Klein-Gordon a
densidade de probabilidade ndo é positiva definida, logo o hamiltoniano da equagdo de
Klein-Gordon de duas componentes ndo é hermitiano. Finalmente a covaridncia dessa
equacdo somente se manifesta na forma da equacio de uma componente. Sendo as-

sim, surge a seguinte pergunta: existe uma equacgdo relativistica que seja de primeira



ordem na derivada temporal e que as coordenadas espaciais e temporais manifestem-se
simetricamente, cuja densidade de probabilidade seja positiva definida (implicando que o
hamiltoniano seja hermitiano) e ainda manifeste covarincia de Lorentz? Esta pergunta
nos leva diretamente & equagao de Dirac.

Esta equacao deve ter a seguinte forma:

zh—%\ll = HV = (ca - p + fmc?) 7, (1.2)

onde a e (3 sdo matrizes hermitianas e p = —1iVs A relagdo energia-momento surge
naturalmente, usando a energia como E—)zh% e aplicando em ambos os membros da

equacdo (1.2), ou seja,

= 292_ = hz( p+p 2)¢ (13)
55 =1 3 cx - p me )Y, ;
ou ainda
52
2 = (e p+ ) = (7 + mic')y. (1)

A equacdo (1.4) deve ser valida para qualquer % dado. Tomando ¢ = 1 acima, temos

que:

, . . " B
(cip® + Bm)® = B*m® + () (p")* + {B, s} mp* + 3 {oi, a3} 0'P = Z(P’)2 +ml, |

(1.5)

onde {A,B} = AB + BA é o anticomutador dos operadores A e B. A equagdo acima é



vélida se, e somente se,

{ai!ﬂ} = {ai,aj} =0

8% =npr? =4,

Uma forma de representacido destas matrizes é dada por
a; = 3 ,8 = ) (1'6)

onde o; sdo as matrizes de Pauli

0'1= s 0'2= y 0'3:

A equagdo de Dirac ainda pode ser escrita na forma covariante. Usando as matrizes

v* onde v* = (B, Ba;) como

encontraremos a forma covariante da equacgdo de Dirac, que serad dada por:

(zh’y“% — mc)y = 0. (1.7)

Para construirmos a lei diferencial de conservagao da corrente, inicialmente escrevendo

(1.1) na seguinte forma

o |hef, & . 0 ... @ 1 - I
thgy = [T(“%”@?*“Sb‘ﬁ) +ﬂmc]¢‘H¢’ (18)



e definindo a funcio de onda conjugada hermitiana ! = (f,v3,v3,v}), basta multipli-

car a equagdo (1.8) por ! pelo lado esquerdo, ou seja,

oV 3¢ hc

it = =Tl il 04+ mct . (1.9)

Além disso, com a forma hermitiana conjugada das matrizes o, e 8
= ak !+ me2yptpt, (1.10)

multiplicando (1.10) pela direita por ¢ e considerando a hermiticidade das matrizes de

Dirac, ou seja (a! = oy, B = ), temos:

¢
—znaw = hczk,lg¢kak¢+mc2¢fﬂ¢. (1.11)

Agora subtraindo (1.11) de (1.9) temos:

O(Wly)  hers O(Wlany)
h ot = 72k=1—6?—_—, (112)
ou ainda
op
6—t + V- ] 0

onde p = Yty = 2% 99, é a densidade de carga positiva definida e 7* = ciplaby ou

j = cptorp é a densidade de corrente.



1.2 Solucao da equacao de Dirac para particula livre

A equagdo de Dirac pode ser escrita como:

zh%—?’f =HyY=(ca p+ mczﬁ)w (1.13)

Para os estados estacionérios, se utilizarmos o anzats

¥(x,1) = p(x)eop[~(ze)), (1.14)

-

e se fizermos
eY(x) = Hy(x), (1.15)

onde ¢ nos fornece a evolugdo temporal do estado estacionario, chegaremos em (1.8).

Escrevendo o spinor de quatro componentes em um spinor de dois componentes ¢ e

X temos:
¥
Yo @
P = = ; (1.16)
Vs X 3
| Y |
V3 ¥ . y ~ odie
onde x = e p= . Usando as matrizes de Dirac (1.6) e a equacdo (1'15)
(2 ()
temos:
@ 0 o % - 1 0 %)
€ =c P + mc -
X o 0 X 0 -1 X



ou

Ep =cOo - px+mc2<p

ex = co - pp — mc’y. (1.17)
Organizando as equagdes acima e considerando o operador p sendo o autovalor p e que

=7 el (1.18)

X Xo o

temos:

(e — moc?)lpp —co - pxo =0

—CO * P¥Yo EE (E + m002)1X0 = 0. (119)

Considerando que o determinante da matriz dos coeficientes de (1.19) seja zero, ou

seja, a equagdo (1.17) possui solu¢do ndo-nula, temos:

€ —mpc?)1 —co -
( oc?) P : (1.20)

—cop (e+mpc?)l

assim
(6* = mgc')1 — ¢*(o - p)(o - p) = 0.

Usando o fato que (o - p)? = p, temos que a relagio energia-momento (1.21) fornece:;
g . i

g2 = mic? + c?p?.



Considerando € = :E, temos:

E, = cy/p? + mdc?, (1.22)

onde os sinais + ou — de € descrevem as duas solugdes da equagdo de Dirac. Da equacao

(1.19) podemos encontrar o valor de xp, assim:

c(o - p)
= ——=y. 1.23
&0 m0C2 =26 ¥ ( )
Se considerarmos ¢y na forma
Ui
Us

e a normalizagdo
UlU =UUL + U3 U, = 1
onde U; e U, sdo complexos, e usando (1.14) e (1.18) teremos o conjunto completo de

solugoes livres positivas e negativas da equagao de Dirac como sendo:

. U

T Wanhy | ARy
mgoC P

exp[u(p - x — AE,t)/hl, (1.25)

onde A = X1 ee = AE,.

A constante N pode ser determinada pela condi¢do de normalizagio

/ O (2, 1) T,y (2, ) = By 6(p — ) (1.26)

10



portanto,

2
st 2 @@ B) @ B)
NN+ U e ) =1
c2p?
2 —— =
G i (mc? +/\Ep)2) :
(me? + AE,)?

~ \/ (me* + 2E,)? + c2p?

N = (me? + AEp)?
—\/ (m?c* + ?p?) + 2mc?AE, + E?

e (mc? + \E,)?
2(mc® + AE,)\E,

/ mc? + AE,
N = %. (1.27)
p

O espectro de e,y = AE,, correspondendo aos autovalores da fungdo ¥,5(z,t). Do

mesmo modo que na equagao de IKlein-Gordon, temos autovalores de energia positiva e
negativa. Considerando que todos os estados de (1.25) sdo autofungées do momento, ou

seja:
ﬁqlp/\ = p\Ilp,\(:I:,t), (1'28)

para todo p temos duas diferentes solugdes, uma dada por A — 1(e — E,) e outra
A= -1(e = —E,).

De acordo com [26] , o operador helicidade A, é definido como:

1 00 O

. wlY =10 O "

Ao=3 =3, (1.29)
0 01 0
|0 00 -1 ]

11



. . I
e usado para classificar os estados de uma particula livre. Os autovalores sdo :t—2— e oS

autovetores de A, sdo:

Uy Uu_1 0 = 0

; ; ; ; (1.30)
0 O U1 U1
com
| 0
U = yU—1 =
0 e i |

Assim a propagagdo de onda livre de Dirac na dire¢do z é denotada por ¥y, » ,, e escrita

como:
i ]
2 + A\E, 0
O ok explipz — AN/ (131)
2NE, !
co.p
mc? +AE, |
L d
e
0
' 2+ \E, 1
Upa—1/2 = oA T, exp(1(pz — AEpt) /hl. (1.32)
INE, ;
CO-p
me2+ AE, |

No proximo capitulo faremos uma breve revisio de uma das mais recentes aplicacdes

da equacdo de Dirac que é o Oscilador de Dirac.

12



Capitulo 2

O oscilador de Dirac

2.1 Introducao

O oscilador harmonico possui vérias aplicagdes na mecanica quantica nao-relativistica cu-
jas equagdes podem ser resolvidas exatamente. Isso deve-se ao fato de que a hamiltoniana
é quadratica no momento e na coordenada espacial.

Como a equagdo de Dirac é linear no momento, procurou-se obter um modelo analogo
ao oscilador harménico na mecanica quantica relativistica. Com isso surgiu o oscilador
de Dirac analizado em [1] . A equagdo do movimento desse oscilador é obtida fazendo
uma substituicdo na hamiltoniana da equagdo (1.17), que é dita ser uma substituicdo

ndo-minima e definida como:
p — p — mmwpr, (2.1)

onde m é a massa da particula e w é a freqiiéncia do oscilador, assim (1.17)fica!:

o _

1oy = Hy = (a- (p — vmwpfr) + mP)y. (2.2)

1Neste capitulo usaremos as unidades naturais h =c =1

13



Como podemos observar na equagdo (2.2) apesar de (2.1) ndo ser hermitiana, a matriz c
permite que o hamiltoniano seja. A Matriz 8 faz com que a equagdo (2.1) seja covariante
de Lorentz como analizada em [2].

Para fazer uma comparacao entre o oscilador harmonico e oscilador de Dirac, inicial-

mente tomemos o quadrado do hamiltoniano de (2.2), ou seja:

H? = [(er" (p — wmuwfr) + mP)P. (2.3)

Fazendo algumas manipulagoes chegaremos na equacao abaixo:

H? = p* + m*w?? 4+ (4S5 - L — 3)mwp, (2.4)
onde
L=rxp
S=(3)e, (23)

sdo o momento angular orbital e o spin, respectivamente.

De (2.4) podemos observar que o hamiltoniano fica sendo a interagdo do oscilador
harmoénico somado com um termo de spin-6rbita acoplado, ou seja, o oscilador deDirac
pode ser visto como sendo uma raiz quadrada do oscilador harménico linear. ‘A hamilto-
niana possui somente termos comutantes com a matriz 5. Esses operadores sdo chamados
de operadores par. i

Para mostrarmos que o momento angular total é conservado no caso do oscilador
de Dirac, basta definir o momento angular total como sendo J = L + 7. Inicialmente

i
notamos que o hamiltoniano nao comuta separadamente com L e o respectivamente, ou

14



‘seja.

[L, H) = 1(ax x p) — mw(r X a)pB (2.6)

%,H] = —i(a X p) + mw(r X a)p, (2.7)

‘onde [A,B] = AB — BA. Mas se tomarmos a expressio completa de J, temos que o

momento angular total é conservado, ou seja: -

[3,H] =0. (2.8)

2.2  Autossolucgoes do oscilador de Dirac

Nesta secdo calcularemos os espectros de energia do oscilador de Dirac. Como vimos
na primeira se¢ao, o momento angular é conservado em nosso sistema, pois 0 momento
angular total J comuta com com H. A regra de soma do momento angular é definida
como j = £+ 1, onde 7 é o0 momento angular total e £ é o nimero quantico orbital. A
paridade é utilizada em nosso sistema para classificar as autofuncées da energia. Como
a paridade das autdfuncdes de energia é defindida como sendo (—1)¢, temos, portanto:

+1 se a paridade (—1)7+2
€= , (2.9)

—1 se a paridade (—1)’"2

onde, nos dois casos, temos £ = j + ;.
Como o oscilador de Dirac conserva o momento angular, podemos dividir as autofun-

¢oes da energia em duas partes, ou seja, na parte radial e na parte angular, de acordo

15



com o valor de € [26]. Assim a solugdo da equagdo (2.2) sera:

F(1)Y5me(0, 6)
zG(T)y;F"w (07 ¢)

U(7,t) = % exp(—tEt), (2.10)

onde y;tme e y;F”w sao os harmonicos esféricos espinoriais. Eles sdo definidos como:

l:tm+_—12‘_Y (6, ¢)
Upue(6,9) = B

o , (2.11)
= EE;Z Yt,n}_+-;- (97 ¢)

onde }/Z,m—% € Ypm+ 1 580 08 harménicos esféricos. O operador paridade é definido como
em [26]

Po=g¥qP,

onde e** é um fator de fase ndao observével, escolhido como sendo +1 ou =+:, assim P
. t
é proporcional a 8 = 4°. As paridades dos harménicos esféricos espinoriais devem ser

. ” U .
opostas, isto &, para £ = 3+ 5 temos £ = ) — 5. Desta maneira, ficamos com:

(J+%)(J+%+€) =L(+1) (2.12)
(]+%)(J+%—e) ={(f +1), (2.13)

assim temos que o quadrado do momento angular satisfaz:

L= g+ %)(J + % +€B). (2.14)
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Da equagio (2.14) e usando as relagdes abaixo:

3
J2=L2+QS~L+Z

J2=3(1+1), (2.15)
temos:

J(J+1)=(J+‘;“)(J+%+€5)+2S'L+§

4
—2S-L=3Eﬂ+-5§+1
L e |
e o & A
1

k= _ie(zy +1)p- 3. (2.16)

Observemos que a expressao acima é independente de r, ou seja, no espectro de energia
0 acoplamento é constante. Usando a relagdo entre o quadrado do momento linear e o

quadrado do momento angular [26] temos:

Hz—m2=—d—2+ (J+%)(J+;—+fﬁ)
ar? 7

+ mPw?r? + mwle(2y + 1) — 4] (2.17)

i3

Observemos que na equagéio (2.17) o termo H? — m? é uma soma entre a parte radial

da equagdo de um oscilador nao-relativistico e o termo abaixo:
mw(e(27+ 1) — ).

O espectro de energia do oscilador de Dirac é dado pela soma do espectro de energia

do oscilador harménico tri-dimensional e a o termo constante acima, ou seja:

H? — m? = 2mE, + mwle(27 + 1) — B, (2.18)
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onde E, = hw(N + %) para N = 0,1,2,.... O nimero quantico principal é dado por

N = 2n + £. Assim o especiro de energia é dado, como em [16], por

E. = /mw[2(N +1) +€(27 + 1)] + m?, (2.19)

para os estados de energia positiva e

E_ = —/mw[2(N +2) + €(27+ 1)] + m?, (2.20)

para estados de energia negativ-a.
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2.3 O termo de interacao do oscilador de Dirac

l‘i\Jeﬁta secdo mostraremos que o hamiltoniano do oscilador de Dirac é resultado da intera- _
¢do do momento magnético andmalo de uma particula acoplado ao campo elatromagnéti-
co produzido por uma esfera carregada. Inicialmente consideremos uma esfera dielétrica
de raio R uniformemente carregada. Dentro da esfera o campo elétrico varia com o raio
na forma E' = —Ar; j4 o campo magnético é nulo em qualquer lugar, ou seja, B = 0.
ICalculando o potencial eletromagnético A* associado ao campo magnético estatico,

usando 4y = 0 e A = Air, temos:

AF = M0, tr). (2.21)

Para escrever a expressdo acima na forma covariante de Lorentz, usamos o fato de o

campo eletromagnético ser invariante de gauge. Assim basta escolhermos a fungao de

gauge apropriada, ou seja:

A t3
A= g2 E 2.22
4(t7' + 3) (2.22)

Usando a relagio A'* = A* — O*A e pela defini¢io da derivada covariante como em [?]

temos que o novo potencial serd dado por:

Ab = %(ﬂ + 12, 2tr). (2.23)

Usando agora o quadrivetor u* = mw(1,0) podemos ver que o termo de interagdo da

equagdo(2.2) pode ser dado na forma:
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mweoe - T = d¥z,u,, (2.24)

assim, a equagdo (2.2) pode ser escrita na forma covariante:

KeE
Vpu = m+ ()" Fu| =0, (2.25)

.

2m

onde kK = “* & o momento magnético andmalo do oscilador de Dirac.

O potencial ele romagnético pode ser escrito como:

A = %[2(1”:):1:“ — z?ub), (2.26)

onde o tensor ele romagnético pode ser dado como sendo:

F, = Mutz” — u’zh). (2.27)

Quando substituimos a equacio (2.27) para o campo eletromagnético no termo de inte-

racdo da expressdo (2.25) temos:

B o B 22
4m‘7qu 2m/\(wz ¥, (2.28)

Multiplicando (2.28) pela matriz 3, nés encontraremos o termo de interagdo do oscilador

de Dirac. Entdo podemos ver que o hamiltoniano do oscilador de Dirac pode ser dado
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pelo acoplamento nao-minimo:

P—P- i—em\rﬂ, (2.29)

2 .
onde A = 22 ou seja:

P = p — wmwrf. (2.30)

No préximo capitulo estudaremos o oscilador de Dirac unidimensional e analisaremos

suas quantidades termodinamicas.
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Capitulo 3

O Oscilador de Dirac unidimensional

num banho térmico

3.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos o Oscilador de Dirac unidimensional num banho térmico.
Consideraremos o oscilador em equilibrio com um reservatério de calor a uma dada
temperatura T". Com o espectro de energia positiva do oscilador, poderemos encontrar o
iatti)r de Poltzmann dado por exp(—Ep) onde E ¢ a energia e § = ,}; assim procedendo,
poderemos encontrar as quantidades termodinidmicas, a saber, a funcdo de partigdo, a
gnergia média e o calor especifico. Em seguida, iremos comparar com os resultados
?btidos é‘:om o caso do oscilador harmdnico nao-relativistico.

Inicialmente para o oscilador ndo-relativistico em uma dimensdo, de acordo com a

Mécanica Quéntica, os niveis de energia sdo ndo-degenerados e dados por:
1 H

En=(n+ 5)hw. (3.1)
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A funcéo de particao neste caso é dada por

Z= Z exp(_En,B)a (3'2)
estados
ou ainda,
Z= Y expl-fln+ h] =exp(~B) doexp(-nph). (39
estados n=0

A probabilidade do oscilador harménico unidimensional ter autovalores de energia (n +

1 * -1 . 2 . 2 =
3)hw, no equilibrio térmico, é dada por:

_ expl=p(n + ]

& 3.4
. (3.4)

Assim, o valor da energia média do oscilador harménico é:
P Z P.E, — > (n+ 1)hw) exp[—B(n + %)hw]. (35)

> exp[—B(n + })hw]
Depois de algumas consideragbes podemos simplificar a equagéio (3.5), tornando-se:

1 hw

Para o caso relativistico unidimensional, inicialmente iremos considerar a energia dada

em (2.19), ou seja

E = /mwh[2(N + 1)] + m?, (3.7)

onde o termo de spin ndo esta presente. Assim a funcao de particao do oscilador de Dirac
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ser4 dada por:

Z =) exp[—v/(2(N + )mhw + m?)B], (3.8)

e a energia média sera:

7= S oeo V (2(n + 1)mhw + m2) exp[—+/(2(n + 1)mhw + m2)ﬂ].

Ef:o exp[—\/(z(n + 1)mhw + m2)p] (3.9)

3.2 Estudo da Funcao de particio do Oscilador de Di-

rac para altas temperaturas

Inicialmente iremos considerar a funcao de parti¢ao do oscilador harménico nao-relativistico

como definido em (3.3) , ou seja :

[ +]
Z=eP20) et (3.10)

n=0

. - : _8
Usando dimensdes naturais, i = w = 1 e desprezando o termo e~z para altas tempera-

turas temos que a equacdo acima fica:

Z= ie""ﬂ. (3.11)

n=0

Para altas temperaturas, ou seja, para f < 1, a fungdo de parti¢do do oscilador harmdnico

ndo-relativistico pode ser escrita como:
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Py
ou' seja,

1 1
e =42 3.12
2 5+3 (3.12)
Considere a seguinte integral
= b K
I =/ =B g — __{ =2 3.13
; 51, "B (313)

Usando a regra dos trapézios, a integral acima pode ser aproximada por :

(1+e7#) e (e7? +e28)

S =" : +oe
1 (e o]
= o —nf
S——2+Ze of, (3.14)
n=0
Para o caso 8 < 1, usando (3.12) temos:
Lo v 1
., 1. 11 15
3 2+2+ﬂ 5 (3.15)

)
Ou seja, para altas temperaturas, o valor da integral (3.12), é equivalente a soma dos
trapézios dada por (3.15).

Se agora considerarmos o caso relativistico, partindo da funcao de particdo dada por

(3.7), temos:

P i P /2(n+1)mhw+m2ﬂ- (3.16)

n=0

Podemos escrever a expressido acima como:
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m e —
Zozar * g ViR (3.17)
=0

n

oty b

onde a = 2mfw e b = m? + 2mhw. Agora considerando a integral,

1(8) = /0 iy e~VeettBgy, (3.18)

e fazendo uma mudanca de variaveis, temos:

1(8) = —/;e—yﬂydy. (3.19)

A integral acima pode ser facilmente calculada

2 N "
1(8) = 5(—% X ﬂdy>, (3.20)
resultando entio:
I(8) = aiﬂze“ﬁﬂ(l + BVb). (3.21)

Considerando agora a regra dos trapézios, a integral dada pela equagdo (3.18) pode ser

{
aproximada por:

B e~ Vb8 + e~ VatbB . e—Vatbp + e~ V2a+b8

S =
2 2 +
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-8
g5 4 g~ VotbB | o~V2aibB o .. (3.22)

T

ainda podemos reescrever a equagao acima como:

e— VB

5= e e VI . g~ VOE | o=Vt | ... (3.23)
Ou seja:
oVib
S=- 5 + Z. (3.24)

Podemos entdo dizer que, para altas temperaturas, o resultado da integral dada pela

equagdo (3.21) é equivalente a soma dos trapézios em (3.24), ou seja:

—vb8 9 I
b o S Ty "\/Eﬂ
;2 e (14 VD) (3.25)

Assim, a funcdo de particdo do oscilador de Dirac no limite de altas temperaturas é

dada pela expressdo abaixo:

=
Y L2 V(14 V) (3.26)

Z o~
2 af3?

ou ainda:
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Z eV (—2(1 :ﬁg\/z) + %) (3.27)

Para altas temperaturas o termo %e"’sﬁ “da equacao acima pode ser desprezado, assim

nossa funcao de parti¢do pode ser escrita simplesmente como:

_ 2(1+ VD)
Z = - (3.28)
Agora calculando a energia média temos:
> 107
O .29

onde Z é dado na equacio (3.28).
Ap6s alguns célculos algébricos e fazendo 8 = 7 onde T é a temperatura, temos que

a equacao acima fica:

0= ?zl\r@ (3.30)
1+ %2
Para altos valores de T, a equagdo acima fica simplesmente como:
U ~2T. (3.31)

Assim o calor especifico do oscilador de Dirac para altas temperaturas serd dado por:
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e — o~ 3, (3.32)

Como podemos observar o calor especifico do oscilador de Dirac é o dobro do valor

encontrado para o oscilador harménico.

3.3 A Série 20 e Vortdh

L

A série funcdo de particdo do oscilador de Dirac unidimensional é do tipo:

. g (3.33)

n=0

Iremos estudar a convergéncia desta série, usando os testes de convergéncia de séries
infinitas dados no apéndice. Iniciemos nosso estudo pela série Y o. ,e"V™2. Aplicando o

teste da razdo temos:

Gn+1 =€ Ls 4
a, = e~V (3.34)
assim calculando:
eV i o VR = o 3.35
] = li — = i TVAtvarE = eV =] ;
nIHBO Ian+l| / Ianl 1}3& e‘\/’—’ﬂ nl—l;rolo € € ( )

logo ndo podemos afirmar nada sobre a série. Entdo aplicaremos o teste da integral.

Basta verificar a existéncia da integral improépria:
oQ
/ e V3dz (3.36)
0
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Fazendo uma mudanca de varidvel
z=y*, dz = 2ydy

a equacgdo acima fica:
cOo
‘ Te=3 / e Yydy
0

Agora integrando por partes temos:

—/ e”ydy> =2
0 0

I=2 (e'yy

(3.37)

(3.38)

Logo a integral existe e a série é convergente. Agora usando o método da integral para

a série Y oo e~Ve" 1% verificamos que a integral resulta em:
oo
yf = / e~ Vantd gy,
0

Fazendo uma mudanca de varidvel temos:
an+b=1y?, adn = 2ydy

logo (3.39) fica:

2 oo
e 1 —/ e Yydy
aJo

2
I =—
aeP

Dessa forma podemos concluir que a série acima é convergente.
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8.4 Anailise ntimerica da quantidades termodinamicas
i
do oscilador hamoénico e do oscilador de Dirac

Como podemos observar, torna-se inviavel calcularmos analiticamente a soma da equagao
(3.9), e mais complicado ainda deriv4-la para encontrar o calor especifico do oscilador
de:Dirac. Entao iremos faremos uma andlise nimerica das quantidades termodinamicas
para podermos comparar os dois osciladores.

Inicialmente usamos as energias do oscilador harménico e do oscilador de Dirac, ob-
tivemos a energia média e calor especifico de ambos. Fizemos com que a temperatura
variasse de 0 a 400K, e usamos freqiiéncias da ordem de 10'3s~! e 10'4s~!. Assim obti-
vemos os resultados para energia média e para o calor especifico. Em seguida obtivemos
os graficos da energia média e do calor especifico para casos em que a freqiiéncia é
da ordem de 102s~!. Nos resultados obtidos para valores de freqiiéncia da ordem de
1013571 e 10"s~! usamos os valores das constantes fisicas %, c, k,m dados no apéndice.
J& nos demais resultados obtivemos usando os valores das constantes fisicas como sendo
h=c=k=m=1.

‘Como podemos observar na figura 3.1 as curvas para a energia média possuem as
mesmas caracteristicas, com os valores obtidos pelo oscilador de Dirac maiores que os de
Schfﬁidinger, com uma pequena diferenca da ordem de 1/2%w.

Nas figuras 3.2 e 3.4 obtidas para o calor especifico podemos notar que existem tam-
bém uma equivaléncia nas curvas, mostrando que o oscilador de Dirac pode ser comparado
¢om o oscilador harménico na faixa de temperatura usada. Na figuras 3.3 e fig 3.4, nova-
mente percebemos uma pequena diferenca na energia e no caso do calor especifico temos

que as curvas sao coincidentes.
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Conclusao

Como vimos neste trabalho, o oscilador de Dirac pode ser utilizado como um exemplo
moderno para ilustrar a equacdo de Dirac. Observamos que o oscilador de Dirac nos
fornece uma solugdo exata com mais facilidade que o oscilador ndo-relativistico.

O oscilador de Dirac possui autofun¢des de energia idénticas as autofungoes do osci-
lador harménico, pelo fato de que o hamiltoniano do oscilador de Dirac é simplesmente
o oscilador harménico somado com termos constantes.

Quando obtivemos a energia média e calor especifico do oscilador de Dirac unidimen-
sional num banho térmico, concluimos que as quantidades termodindmicas possuem o
mesmo comportamento que o oscilador harménico ndo-relativistico na faixa de tempera-
tura compreendida entre 0 e 400K.

‘Analésando os osciladores no limite de altas temperaturas usando a chamada regra
dos trapézios, facilmente vimos que a energia média do oscilador de Dirac é o dobro
da energia média do oscilador harménico, o mesmo acontecendo com o calor especifico.
Assim poderemos verificar efeitos relativisticos relevantes para altas temperaturas.

.«Como perspectivas futura poderemos estender nossos resultados para o caso tridi-
inensional e fazer também uma extensdo dos modelos ndo-relativisticos existentes na
literatura, tais como o modelos de Einstein e Debye, para que possamos analisar os
éfe%tos relativisticos nas estruturas cristalinas como também os efeitos do acoplamento

spin-orbita.
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Apéndice A

Teste de convergéncia de séries infinitas

Existem varios testes para estudar a convergéncia ou divergéncia de uma série. Algumas
vezes ao se aplicar um teste para uma determinada série, este ndo é adequado, ou nio
nos leva & conclusdo alguma e assim sendo teremos que utilizar um outro teste. Aqui

vamos resumir os principais testes de convergéncia para séries infinitas.

A.1 O teste da razao

Seja Y n=; +00U, uma série infinita dada para todo u, ndo-nulo. Entdo:
vii) se limy, o0 [Uny1| / |un| = L < 1, a série é absolutamente convergente;
ii) se lim,_, o |;Ln+1| [ |un| = L > 1, ou se lim,_,0 [tnt1] / |un| = +00, a série dada é
giiygergente. | |

iii) se limp o0 [n41|/|2a] = 1, nenhuma conclusdo quanto & convergéncia pode ser

tirada do teste, devendo assim utilizar-se outro teste.
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A.2 O teste da integral

Seja f uma funcdo continua, decrescente e com valores positivos para todo z > 1. Entao,

a série infinita:

o0

Ef(n) =FfQ)+ Q)+ fB)+ -+ f(n)+---

n=1
sera convergente se a integral imprépria

+o0 ~

f(z)dz

existir, e serd divergente se

b
bli)r& : f(z)dz = 400

A.3 O teste da comparacao

Seja :3 u, uma série de termos positivos.

+o00

~-1 U for uma série convergente de termos positivos ja conhecida e u, < v,

i) se
para todo 7 inteiro positivo, entdo Z:: U, sera convergente.

-+00

ne1 Wy for uma série divergente de termos positivos ja conhecida e u, > v,

ii) se
. . sy ~ 40 2 .
para todo 7 inteiro positivo, entdo ) 7 u, sera divergente.

Existem outros testes que podem ser utilizados como citados em [25].
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Apéndice B

Relacoes e constantes fisicas utéis

B.1 Quantidades termodinidmicas

Funcdo de Particao:

Q=Y et (B.1)
onde E, é a energia do sistema.
Energia média:
1 E
U=— E.e™ ¥t B.2
onlle Q é dado por B.1.
Calor especifico:
ou
= — B.
c= o5 (B.3)
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B.2 Constantes fisicas

Constante de Plank:

 h=1,054573.10~%J.s
h = 6,582122.10~%eV.s
Constante de Boltzmann:
k=8, 617385.10%e¢V/K
k=1,3181.1002J/K
Outros valores:
moc? = 5,11.10%V

leV =1,6.10"19J

B.3 Relagoes da meétrica e derivadas

‘ . 0
Derivada covariante:

9
Ty
8t?

Derivada contravariante:

oH
oM

-
O = gm

8= (%,v)

B.4 Matrizes de Dirac

As matrizes de Dirac satisfazem a relagao:
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{7} =7y + " = 29" (B.4)

B.5 Matrizes de Pauli

0'1 = ’ 0'2 = "” 0-3 —_
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