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RESUMO

Dizemos que um subconjunto X C C™ é Lipschitz normalmente mergulhado no infinito,
ou simplesmente, LNE no infinito, quando a métrica intrinseca é equivalente a métrica
euclidiana, fora de conjuntos compactos. O objetivo deste trabalho é mostrar que sendo
X subconjunto de C™ analitico, fechado, com dimensao d pura, tal que o cone tangente
no infinito de X é subespaco linear de dimensao d de C". Entao, se X é LNE no infinito

temos que X ¢é um subespaco linear afim de C".

Palavras-chave: geometria Lipschitz; Lipschitz normalmente mergulhado; cones tan-

gentes no infinito.



ABSTRACT

We say a subset X C C" is Lipschitz normally embedded at infinity, or simply, LNE at
infinity, when the inner metric is equivalent to euclidian metric, outer compact sets. The
goal of this work is show that being X analytic, closed, pure d-dimensional subset of C",
such that the tangent cone at infinity of X is a d-dimensional linear subespace of C".

Then, if X is LNE at infinity we have X is an affine linear subespace of C".

Keywords: Lipschitz geometry; Lipschitz normally embedded at infinity; tangent cones
at infinity.
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1 INTRODUCAO

Dizemos que um conjunto ¢ Lipschitz normalmente mergulhado quando a
métrica instrinseca é equivalente a métrica extrinseca. Esta terminologia foi inicialmente
utilizada por [2]. Este trabalho desempenhou um papel fundamental na investigagao da
geometria Lipschitz.

Em 2016 [I] mostraram um resultado de regularidade de conjuntos analiticos
complexos. Mais precisamente, os autores mostraram que se X é um subconjunto analitico
complexo C" e X é subanaliticamente Lipschitz regular entao X é um subvariedade suave.
Em seguida Sampaio em [18] generaliza o resultado acima para conjuntos Lipschitz regular.

Em 2020 Fernandes e Sampaio em [9] fazem uma versao global(no infinito)
de regularidade de conjuntos analiticos complexos. Eles mostram que se X C C" é um
conjunto analitico complexo que possui um tnico cone tangente no infinito que é um plano
e X é Lipschitz regular no infinito, entao X é um subespaco linear de C".

Em 2020 o estudo de conjuntos Lipschitz normalmente mergulhados vem se
mostrando um tema quente em toda a comunidade matemética, destacamos [22], [19],
[15],[11], [8], e [7]. Na diregdo de compreender os conjuntos LNE, Mendes e Sampaio
em [I5] apresentam um critério para determinar se um conjunto é LNE. Eles definiram
a no¢ao de conjuntos link Lipschitz normalmente mergulhado ou simplesmente LLNE e
determinam que dado um conjunto X C R™ é LLNE se, e somente se, X é LNE.

Ainda na direcao de apresentar resultados de regularidade Sampaio e Silva
em [22] apresentaram um resultado tipo Bernstein para conjuntos conjunto algébrico
complexo que sao blow-esférico regulares no infinito.

O principal objetivo deste estudo consiste na anélise detalhada e descritiva
de resultados de regularidade de conjuntos Lipschitz normalmente mergulhados. Para
alcangar tal propdsito, empregaremos uma metodologia que abrangera uma pesquisa bi-
bliografica quanto de exploragao conceitual. A exposicao do texto seguird a abordagem
adotada em [9].

Este trabalho esta dividido em trés partes: No Capitulo 2 apresentaremos a
linguagem e notacao béasica para a compreensao do texto, bem como defini¢oes e proprie-
dades de geometria algébrica real e complexa. No Capitulo 3 serd destinado ao resultado
principal dessa dissertacao, onde enunciaremos e demonstraremos nosso resultado de re-
gularidade no infinito. Finalmente, no Capitulo 4 apresentaremos a conclusao do nosso
trabalho.
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos nesta secao introdutoria algumas ferramentas e resultados que

vao servir de norte para o que vamos discutir ao longo do texto.

2.1 Conjuntos analiticos complexos

Um subconjunto Y de R™ é chamado de subanalitico se para todo ponto x
de R™ tem uma vizinhanga U tal que U N'Y é imagem de um conjunto semianalitica
relativamente compacto de R™ x RP pela projecao canonica de R™ x RP sobre R". Vejamos
algumas defini¢oes elementares e suas propriedades:

Definicao 2.1. Um conjunto X C R" é chamado semialgébrico, se existem polinomios
fij :R" =R, ondei e {0,1,--- N} eje{l,--- 1}, tais que

N
X=| [z eR" fio=0fi1 >0, fa>0}
i=1
Definicao 2.2. Um conjunto X C R"™ é chamado semianalitico, se para todo r € R"

existem um aberto U C R™ contendo x, e N € N e funcoes analiticas f;; : U — R, onde
i€{0,1,--- N} eje{l,--- l}, tais que

N
XNU=|J{z €eR" fin=0,fn>0,-, fu >0}
i=1
Definicao 2.3. Um conjunto X C R™ € chamado subanalitico, se para todo x € R™ existe
um aberto U C R"™ contendo x tal que X NU € a projecao linear e propria de um conjunto
semianalitico relativamente compacto Y C R™ x R™. Uma fungao f: X C R™ — R"” €
dita subanalitica, se Graf(f) C R™ x R"™ é um conjunto subanalitico.

Os resultados apresentados a seguir valem para uma classe mais geral de con-
juntos, ditos definiveis, no entanto iremos nos reduzir a categoria dos conjuntos semi-
algebricos. Alguns exemplos de conjuntos definiveis sao os conjunto semialgebricos e
semianaliticos.

Proposicao 2.1. A imagem de um conjunto semialgébrico por uma aplicacao semi-

algébrica é um conjunto semialgébrico.
Prova. Ver [4, p. 29] O

Proposicao 2.2. A composicao finita de aplicagoes semialgébricas é uma aplica¢do se-

maalgébrica.
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Prova. Ver [4, p. 28] O

Corolario 2.1. Seja f := (f1,--+, fn) : A CR™ — R" € semialgebrica se e somente se,
cada f; : A CR™ — R € semialgebrica para cada i € {1,2,--- n}.
Proposicao 2.3. O fecho e o interior de um conjunto semialgebrico ¢ um conjunto se-

maalgebrico.
Prova. Ver [4, p. 27] O

Lema 2.1 (Lema de Monotonicidade). Seja f : (a,b) — R uma fungdo semialgébrica.
Entao existem a = ag < a1 < as < --- < a, = b tais que, para cada i =0,--- kK —1, a

restri¢ao f|(a,,

€ analitica e acontece algum dos casos a sequir: f y € Constante,

ait1) (as,ai41

estritamente crescente ou estritamente decrescente.
Prova. Ver [0, p. 15] O

Lema 2.2 (Lema de Sele¢ao da Curva). Seja X C R"™ semialgébrico e x € R™ um ponto
ndo isolado de X . Entdo, existe uma aplica¢do semialgébrica continua v : [0,1] — R™ tal
que 7 (0) = = ¢ 7((0,1]) € X

Prova. Ver [4, p. 3§] O

2.2 Aplicacgoes Lipschitz

Dado um subconjunto X C R”, temos que X pode ser visto, naturalmente,
como um espago métrico com a métrica induzida pela métrica Euclidiana de R™. Contudo,
se quaisquer dois pontos de X podem ser conectados por um caminho em X que tem
comprimento finito (neste caso, dizemos que X é um conjunto retificivel por caminhos),

entdo podemos munir X com a métrica geodésica (ou métrica intrinseca) dada por
din(x,y) = inf{l(y); v : [0,1] = X é um caminho conectando x e y}.

Com isso, sendo f : X — Y um homeomorfismo com X C R” e Y C R™, dizemos que f
¢ um homeomorfismo bilipschitz extrinseco (com respeito a métrica Euclidiana) se existe
K > 1 tal que

1
7 Iz =yl < 1f (@) = f)ll < Kl = 9],

para todo z,y € X.
Dizemos que f é um homeomorfismo bilipschitz intrinseco (com respeito a
métrica geodésica) se X e Y sdo conjuntos retificiveis por caminhos e existe uma constante

K > 1 tal que
1

Edm(:c,y) < din(f(z), f(y)) < Kdin(7,y),
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para todo z,y € X.
Proposicao 2.4. Sejam X C R" e Y C R™ conjuntos retificaveis por caminhos. Se

f: X =Y € bilipschitz extrinseco, entao f € bilipschitz intrinseco.

Prova. Por definigao, temos que d;, (x,y) = inf{i(y); v:[0,1] = X ;7(0) =z ey(1) = y}.
Por outro lado, seja P uma particao de [0,1] e o comprimento de  sobre a parti¢ao é

lp(v) =107 P) = L Iy (t) — (i)l Assim,

—sup{Dw )l PeP}

onde P é o conjunto de todas as parti¢oes de [0, 1]. Por hipdtese, temos que:

v (E) = yt) | < L f(v(ts) = FOv(Emn))]l-

Entao,

sup{ZH'y ti-)l: PEP} < sup{Zka — [t —1))\!}
= k:sup{ZHf (v(t: _1))”}

tomando o infimo em ambos os membros, temos

inf sup {Z [l (i) — v(ti_l)H} < kinfsup {Z 1f(v(t:) = f(y(t: — 1))|l}

isto é, din(x,y) < k din(f(x), f(y)). A desigualdade contraria é andloga. O

Agora iremos definir o conjuntos de todas as curvas de classe C!' por partes

conectando x a y em (). Denotamos tal conjunto por:
Qz,y) :={v:[0,1] = % ~(0) =z,7(1) =y ey de classe C! por partes}.

Lema 2.3. Seja f : Q C R® — R"™ uma aplicacao de classe C* definida no aberto e conexo
0. Entao Q(f(x), f(y)) = f(x,y)), onde f(Qz,y)) = {f oy :[0,1] = f(Q);7 € Qz,y)}
Prova. E obvio que f(Q(z,y)) € Q(f(z), f(y)). O

Proposigao 2.5. Seja f: Q C R® — R"™ uma aplicagdo de classe C' definida no conjunto
conezo e aberto 2. Se || f'(z)|| < M para todo x € 2, entao f € uma aplicagdo Lipschitz

com respeito a métrica intrinseca.

Prova. Sejam x,y € € dois pontos quaisquer. Segue do Teorema 36 em [14] que Q é
conexo por caminhos. Sendo f uma aplicagao continua, segue que f(Q) C R™ é conexo

por caminhos. Assim, seja v : [0,1] — @ um caminho lingando = a y tal que I(y) =
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fo |7/ (t)]|dt. Defina « : [0,1] — R™ um caminho ligando f(x) a f(y) dado por «a(t) =
f(y(t)), assim temos que

(@), f() =  inf / o ()l

aeQ(f(x),f(y

= f )| dt
ey
=t [ 1) ol

~eQ(

< / 17 (DI (6) e
vEQ(z

< f dt

< Mt / @)

= Md;,(z,y).

Provando que f é uma aplicacao Lipschitz com respeito a métrica intrinseca.

2.3 Conjuntos Lipschitz normalmente mergulhados

A seguir, apresentaremos uma classe de subconjuntos do espaco Euclidiano
comumente referidos como conjuntos Lipschitz normalmente mergulhados. Essa classe de
conjuntos foi inicialmente introduzida em [2]. Esta temadtica tem sido objeto de estudo
por varios grupos de pesquisa em todo o mundo, como evidenciado por trabalhos recentes,
tais como [19], [I5]e [9].

Definicao 2.4. Seja X C R™. Dizemos que X ¢é Lipschitz normalmente merqgulhado,
simplesmente LNE, se existe uma constante K > 1 tal que para todo p,q € X,

dzn(pa Q) S Kdezt(pa Q)

Vejamos alguns exemplos de subconjuntos que sao Lipschitz normalmente mer-
gulhados.
Exemplo 2.1. Qualquer subconjunto convexo de R™ é Lipschitz normalmente mergulhado.
Pois din(p, q) = deat(p, q)-
Exemplo 2.2. Ao considerarmos as mesmas hipdteses de se Q é LNE entdao f €
Lipschitz com respeito a métrica extrinseca. De fato, como ja vimos, sendo £ conjunto

Lipschitz normalmente mergulhado, temos que

1f (@) = fWII < din(f (@), f(y)) < Mdj,(2,y) < MC|lz —y.
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Exemplo 2.3. Toda superficie reqular compacta em R3 € Lipschitz normalmente merqu-
lhada.

Prova. Veja a Proposigao [2.7] a seguir. O

Exemplo 2.4. Seja Hz: = {(z,y,2) € R* 2? + y* = 2%°;1 < 8 € Q} uma superficie sin-
gular de R3. Essa superficie é chamada de -corneta. Hg € Lipschitz normalmente mer-
gulhado para todo 8 € Q. Veja a figural[l].

De fato, dados p,q € Hg separemos a demonstra¢ao em 3 casos:

e Caso 1: p,q € HyN'S? para algum t > 0, onde S? {w € R?; |Jw| = t}.

Neste caso, observe que
di (p.q) < 7llp — gl = 7d; (p.q) -
Logo para p,q € Hg N'S? vale a equivaléncia das métricas.

o Caso 2: Sejay: (—e,e) = Hg uma geodésica de Hg e tomemos p,q € v (—¢,¢€).
Assim, também temos dgf (p,q) =L()12< Cllp— gl = cd’s (p,q), C > 0. Logo,
também vale a equivaléncia entre as métricas.

e (Caso 3: p e q nao estao no mesmo link nem na mesma geodésica.

Neste caso, sejam t; > to > 0 e suponhamos que p € Hg NSy e ¢ € Hz NSy, .
Seja também ~y, : (—e,e) — Hp a geodésica de Hg que contém p. Agora, seja
p €y (—e,e)N(HgNSy). Assim pela desigualdade triangular,

H H H
dy, (p,q) < di) (p,9) + i) (¥, q)
Assim, pelos Casos 1 e 2 temos,

H H
dinﬂ (p7 Q) S (27T + C) dexi <p7 Q) :
Portanto, concluimos que Hg é Lipschitz normalmente mergulhado.
Observagao 2.1. O exemplo acima decorre imediatamente do Teorema de Mendes-Sampaio
(Teorema 3.1 em [15]) haja visto que mostramos que Hs N'S? é 2r LNE ou seja Hg €
LLNE em 0.
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Figura 1 — f-corneta

Fonte: Elaborada pelo autor

Para exemplos de subconjuntos que nao sao Lipschitz normalmente mergu-
lhado, destacamos a cuspide.
Exemplo 2.5. Seja C: = {(x,y) € R* 23 =y*} a cuspide real. C ndo é Lipschitz

normalmente merqulhado.

Prova. De fato, primeiro consideramos uma parametrizagao da cispide dada por ~(t) =
(t2,t3). Considere dois pontos simétricos da ciispide em relagao ao eixo da abcissa, p =

(t2,83) e ¢ = (t*, —t). Veja a representagao na figura . Assim,

deat(p,q) = P — all = V(2 = )2 + (£ + 19)2 = 2Jt ",

Por outro lado,

t t t
dn(pid) = 2 / I/(s) lds = / I(25,35%)|1ds = / VST 1 051ds
t
= s/ Vi +9s2ds = ... = 2|t]* + o(t?).
0

Assim, caso a cuspide fosse Lipschitz normalmente mergulhada, existiria uma constante

K > 1 tal que d;,(p, q) < Kdewt(p, q) para todo p,q € C. Logo terfamos que o quociente

din (p,9)

< K séria limitado. Por outro lado,
dezt(pvq)

din(p:q) _ 2|t]* +o(t?)
dezt<p7 Q) 2|t|3

— 400,

quando t — 0. Consequentemente, o quociente nao é limitado e portanto a cispide nao é

Lipschitz normalmente mergulhada. O]
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Figura 2 — Cuspide real

y
din (A, B) £A
de:l:t (A/ B)
O X
B

Fonte: Elaborada pelo autor

Proposigao 2.6. Seja X C R"™ um subconjunto semialgébrico. A métrica intrinseca induz

em X a mesma topologia induzida de R™.

Prova. Primeiro, note que dado € > 0, temos que ||-|| < din(+,-) < € implica que B%»(x) C
Bc(z), onde Bdn(z) e B.(r) sido as bolas nas métricas d;, e d.,, respectivamente.
Reciprocamente, seja y € B, (zg), onde 1y = T, para algum r > 0 dado.

Assim ||y —xo|| < 7. Por um teorema em [12], existem subconjuntos analiticos X7, -- , X,
e € > 0 tais que:

L X=U", x;

2. Cada X; é (1 +¢)—LNE.
Assim,

X (y, 20) < did (y, 20) < (14 )|y — o] = r-

Portanto, as duas métricas intrinseca e extrinseca geram a mesma topologia, uma vez que
B%n(z) C B(z) C B%"(x)
€ € €0 :

Note ainda que provamos que d;5 é uma fungao continua. O]

Definicao 2.5. Seja X C R". Dizemos que X € localmente Lipschitz normalmente
mergulhado em p € X, se existe uma vizinhanca U C X de p tal que U é Lipschitz

normalmente mergulhado.
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E claro que se X ¢é Lipschitz normalmente mergulhado implica que X ¢ local-
mente Lipschitz normalmente mergulhado. A reciproca do resultado acima nao é verda-
deiro. Por exemplo a curva complexa X := {y — 2% = 0} é localmente LNE para todo
p € X mas nao é globalmente LNE. O préximo resultado afirma que toda subvariedade
compacta de R" é LNE.

Proposicao 2.7. Seja M* C R™ uma subvariedade conexa. Se MF é compacta, entdo

MP¥ ¢ Lipschitz normalmente mergulhado.

Prova. Nossa prova sera dividida em dois passos:

Afirmacao 1: MF é localmente Lipschitz normalmente mergulhado.

Demosntracdo da afirmacao 1. Seja ¢ : V C R¥ — U ¢ M* C R" uma parametrizacao
local e definimos ¢ : U € M — V C RF a aplicacao inversa de ¢ (podemos escolher
V' = B(p,r), bola aberta). Sendo 1 bilipschitz, temos

kdy, (p.q) < dl, (¥(p),y(q) < kdl,(p.q).

Dessa desigualdade, segue que

kdy, (p,q) < di(v(p),¥(q)) < kd},(p,q).

Assim,

kdy,(p,q) = kdy,, (p.q)
kdl, (p(v(p)), o(1(q)))
kedl, (V(p), v(q)).

N
IS
=

=

=

2
IAIA

IN

]

Afirmacao 2: Se M* é localmente Lipschitz normalmente mergulhado, entao

MP* é Lipschitz normalmente mergulhado.

Demonstragao da afirmacdo 2. Para cada p € M*, seja U, uma vizinhanca Lipschitz nor-
malmente mergulhada de p e seja K, a constante de Lipschitz. Seja {Up}pe 7+ Uma cober-
tura de M* por vizinhanca como acima. Desde que M* é compacto, segue do Teorema de
Borel-Lebesgue (ver Teorema 23 em [14, p. 48]) que podemos extrair uma subcobertura
finita {Up,};_, familia. Agora tome K = max;{K, }, dai considere a aplicagao

f(p,q): = M: (M* x MF)\ A =R,

dext (p7 Q)

onde A é o conjunto diagonal de M* x M*. Agora, tome uma vizinhanca U C Ui, Up, X Uy,
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da diagonal A. Entao f é uma funcao continua no conjunto compacto (M ke M k) \U, e
portanto limitada no compacto (Mk X Mk) \ U por uma constante K; > 0. Finalmente,
desde que U C J;, U,, x U,,, temos que f é limitada por K em U. Consequentemente,
f(p,q) < K, onde K = max{K, K,}. Portanto,

i (p,q) < KdZ,,(p,q),

para todo p,q € M*. O
Finalizando a prova do teorema. O

Nessa secao, construiremos novos espacos Lipschitz normalmente mergulhado
a partir de espacos Lipschitz normalmente mergulhados. O primeiro é o caso dos espacos
de produto.
Proposigao 2.8 (Proposigao 2.6 em [11]). Sejam X C R™ e Y C R™. FEntdo, X X
Y C R*"™™ ¢ Lipschitz normalmente mergulhado, se e somente se, X eY sao Lipschitz

normalmente merqulhados.

Prova. Primeiro assumimos que X e Y sao Lipschitz normalmente mergulhados, isto é,

existem constantes Kx e Ky tais que

d (a,b) < Kxd>,(a,b),

ext

d};(c, d) < Kyd”,(c,d),

ext

para todo a,b € X e ¢,d € Y. Agora tomemos (z1,y1) e (x2,y2) dois pontos arbitrarios

em X x Y. Aplicando a desigualdade triangular a métrica d;, " ((z1,91), (2, 2)) temos

que

d:i)T(LXY ((z1,91), (22, 92)) < dixy ((r1,91), (71, 92)) + dfr(zxy ((71,92), (72,92)) - (1)

Agora, note que os pontos (x1,y;) e (x1,y2) entdo na mesma fibra {z;} x Y. Consequen-

temente,
a7 ((z1, 1), (21, 92)) < (1, y2).- (2)

Analogamente, o mesmo vale para

A3 ((w1,12), (w2, 92)) < di (w1, 22). (3)

A figura |3| a seguir representa geometricamente esse argumento. Segue da definicao de



Figura 3 — Desigualdade triangular

R™ C= (I2>y2)
O R™
@
A= (ZL’17y1) B = (x17y2>

Fonte: Elaborada pelo autor

conjunto Lipschitz normalmente mergulhados e das desigualdades e (2) que:

dﬁxy((-fl,yl)a(xl,yﬂ) < d%(yl,?h)
< KYdet(QlayZ)'

A (21, 72)

S KXdX (Il, LEQ).

ext

&Y ((z1, 1), (21, 42))

IN

Agora é claro que (veja novamente a figura |3)

déc;(Y ((1:17 y1)> (xlv y2)) = dz/mt (yla y2) )

dgﬁy ((901792)7 (CCQ: y2)) = dét (Ilu 952) .

Também, temos que

a5 (21, 91), (2, 92))% = dy (1, y2)* + A2y (21, 22) 7

Segue da definicao de métrica produto que

d‘e)%y ((r1,11), (21,92)) < dg;txy (1, 91), (22,92)) 5

a5 ((z1,90), (22, 10)) < doi™ (21, 91), (22, 42)) -

22
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Dai segue que,

dz?fzxy ((z1,91), (22,92)) <U dﬁ;xy ((z1,91), (21,92)) + di);XY (21, 92), (22, 92))
<O di, (y1,12) + d, (21, 22)
< Kydl, (y1,y2) + Kxd, (z1,22)
B Ky dl (w1, 1), (01, 92)) + KxdZr" (21, 42), (22, 92))
<O Kyd%" ((m1,1), (@2, 12)) + Kxd” ((z1,m1), (22, 92))
< (Kx + Ky)dXxY ((v1,11), (22, 92)) -

Reciprocamente, assumimos que X x Y é Lipschitz normalmente mergulhados.
Agora tomemos dois pontos p,q € X e consideramos vy : [0,1] — X tal que vx(0) = p
e v7x(1) = ¢q. Agora considere os pontos (p,0),(¢,0) € X x Y esejavy:[0,1] - X xY
dada por v(t) = (yx(t),yv(t)), onde vy : [0,1] — Y é um caminho em Y. Agora note

que, I(y) > l(vx), consequentemente,

i (p,q) < &Y ((p,0), (¢,0)).

Por hipotese, temos que X x Y é normalmente mergulhado. Logo, existe uma constante

K tal que
& ((p,0), (7,0) < Kdg'™ ((p,9), (0:7)) -

Pela identidade segue que dxxY ((p, co), (q,¢0)) = dX,(p, q). Portanto,

ext

dy(p.q) < Kd)" ((p,0),(q,0))
< KdX ((p.0),(q,0))

ext

= Kdigrt (p7 Q) .

Provando que X ¢é Lipschitz normalmente mergulhado. Para provar Y é analogo. O

Para o préximo resultado, consideremos as defini¢oes a seguir.
Definicao 2.6. Sejam X C R" e Y C R™. Diremos que X eY sao bilipschitz homeomor-
fos (ou simplesmente, lipeomorfos) no infinito se, existem K C R" e K CR™ compactos
e um homeomorfismo bilipschitz ¢ : X\K — Y\ K.
Definicao 2.7. Um subconjunto X C R™ é chamado Lipschitz reqular no infinito, se X
e R¥ sdo lipeomorfos no infinito, para algum k € N.

O proéximo resultado nos da uma condigao suficiente para que um conjunto
seja LNE. Destacamos que a nossa demonstragao é totalmente baseada em [9].
Proposicao 2.9 (Proposicao 2.7 em [9]). Seja X C R™ fechado, ilimitado e Lipschitz
reqular no infinito. Entdao existe um compacto K C R" tal que cada componente conexa

de X\K ¢€ Lipschitz normalmente mergulhada.
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Prova. . Seja X C R" fechado, nao limitado e Lipschitz regular no infinito. Logo, exis-
tem compactos K; C R¥, Ky C R™ e um lipeomorfismo v : R’“\Kl — X\ K3. Sendo
K, compacto, existe uma bola fechada euclidiana de raio R > 0, B centrada na origem
contendo K, logo R¥\B, D RF\ K, assim, ¥ RM\B, — X\K, seria a restri¢iao, de
Y a RF\B,, ¢ = V|rk\ B, : RM\ B, — R™"\K,. Ou seja, sem perca de generalidade, pode-

mos supor que K| = B,. Denotemos, Y = R¥\B, e Z = X\ K,. Separemos em dois casos:

e Caso 1: k£ > 1. Sendo 1 bilipschitz existem constantes positivas A\; < Ay tais que,

Mdl, (p,q) < dZ, (W (p) ¢ (q) < Aadlyy (p.q) VP, q €Y.

Assim,
Mdl, (p,q) < dZ, (v (p) 4 (q)) < Nody, (9, q) , VP g €Y.

Como dy ¢ infimo dos comprimentos de arco de curvas que passam por p e ¢, em

Y
n

de raio ||[p — ¢|/2 ou seja, dy (p,q) < 7dY, (p,q), Vp,q €Y (Veja a figura[d).

A figura a seguir representa geometricamente esse argumento.

particular, d;, (p,q) serd menor que o comprimento do caminho semicircunferéncia

Figura 4 — Estimativa da métrica intrinseca

RTL
dzjz (p~ Q) S 71_”]) - QH lp—aqll
=
q
D 0] R"
Fonte: Elaborada pelo autor
Dai,
)\271'
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Portanto,

A
dZ (xay) S ﬂdezxt
A1

Ou seja, Z é Lipschitz normalmente mergulhado. E isto mostra o primeiro caso.

(z,y), Yo,y € Z.

e Caso 2: k=1. Seja K7 C R compacto. Entao R\ K; tem duas componente conexas
Y] e Y;. Claramente, Y] e Y, sdo semirretas ou segmentos limitados, e portanto,
para cada i = 1,2 temos, dy; (p,q) < |p — ¢|. Do mesmo modo do feito para o caso

anterior, temos,

A
dZi (l’,y) S )\_2|':E_y|7 anyé Zia
1

onde Z; =1 (Y1) e Zy = 1 (Y3) sdo componentes conexas de Z.

Portanto, a proposicao esta provada. O
Definicao 2.8. Seja X C R™. Dizemos que X € Lipschitz normalmente mergulhado no
infinito se existe K C R™ compacto tal que X\ K € Lipschitz normalmente mergulado. Ou
seja, existe A > 0 tal que,

AV (2,y) < Mewt (2, 1), Yo,y € X\K

wm

Corolario 2.2 (Corolario 2.9 em [9]). Seja X C C" subconjunto algébrico complexo.
Se X € Lipschitz reqular no infinito, entio X € Lipschitz normalmente mergulado (ou
simplesmente, LNE) no infinito.

A seguir apresentaremos outro resultado relevante na geometria Lipschitz.
Proposicao 2.10. Seja f: X — Y um homeomorfismo bilipschitz extrinseco. Entao,
X € Lipschitz normalmente mergulhado se, e somente se, Y ¢é Lipschitz normalmente

mergulhado.

Prova. Assumimos que Y é Lipschitz normalmente mergulhado. Como f : X — Y ¢é

bilipschitz com respeito a métrica extrinseco, isto é, existe uma constante K > 0 tal que

dX () < A% (f(@), () < KdX,(a,y).

Pela Proposicao [2.4] temos que

S (y) < AL (F(), Fw) < K ()

Agora sejam z,y € X, pela bijetividade de f, existem tnicos z,w € Y tais que f(z) = 2

e f(y) = w. Por hipétese, temos que Y é Lipschitz normalmente mergulhado, isto é,
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dY (z,w) < CdY ,(z,w). Assim segue as estimativas:

Kd;, (f(2), f(y))

< KCdy,(f(z), f(y))
< K20d,(z,y).

& (z,y)

IN

Provando que X é Lipschitz normalmente mergulhado. Se usarmos os mesmo argumento

para f~!:Y — X temos a equivaléncia. O

Definicao 2.9. Seja x € R™. Dizemos que | C R™ é uma semirreta partindo de x, se
existe um vetor unitdrio u € S*7Y, tal que | = {z + tu;t > 0}.
Definicao 2.10. Dizemos que C C R™ é um cone real se existe um ponto x € C, tal que
C é uma uniao de semirreta | partindo de x. Neste caso, x é dito vértice de C'.

Antes de provarmos o teorema principal dessa se¢ao, iremos fazer um lema
que afirma que a propriedade do conjuntos ser Lipschitz normalmente mergulhados é
preservada por homotetias, rotacao e translacao no espaco R™. Lembrando que uma
homotetia do conjunto X é da forma rX: = {rx;z € X er € R }.
Lema 2.4. Seja X um conjunto Lipschitz normalmente mergulhado entdo rX € Lipschitz

normalmente mergulhado com mesma constante.

Prova. Sejam z,y € X, e seja a: [0,1] — X uma curva suave por partes ligando x a y.
Entao, I(a) = fol ||/ (t)]|dt. Agora definimos a curva 5: [0,1] — rX por B(t) = ra(t),

assim, temos que 4'(t) = ra/(t), dai

1(8) = / 18/ (t)lldt = / e’ ()ldt = / o ()t = ri(a).

Por outro lado, sabemos que d (z,y) = inf {l(a); o € Q (z,y)}, onde Q (x,y) é o conjunto

wm

de todas as curvas em X ligando = a y. Assim, note que

diX (re,ry) = nf{l(B); B € Q(ra,ry)}
= inf{rl(a);ra € Q(rz,ry)}
= rinf{l(a);a € Q(z,y)}
— rdffl(m,y).

Finalmente, usando a identidade acima e a hipdétese de X ser Lipschitz normalmente

mergulhado, temos que

diy (rz,ry) = rd;, (z,y) < rCllw —y| = Cllre — ry|| = Cdggy(ra, ry).

ext

Provando que rX ¢ Lipschitz normalmente mergulhado com mesma constante. O]



27

O préximo resultado pode ser visto Exemplo 4.3.7 de [20] e em [11].
Proposigao 2.11 (Proposigao 2.8 em [I1]). Seja X C R™ um cone sobre L C S"~ com
vértice na origem de R". Entao:

1. L é Lipschitz normalmente mergulhado, entao X € Lipschitz normalmente merqu-
lhado;
2. Se X ¢é Lipschitz normalmente mergulhado e L é compacto, entao cada componente

conexa de L é Lipschitz normalmente mergulhado.

Prova. Primeiro iremos assumir que L é Lipschitz normalmente mergulhado com cons-
tante K. Pelo Lema[2.4temos que rL é Lipschitz normalmente mergulhado. Agora sejam
z,y € X. Podemos assumir que 0 < ||z]] < |ly||. Se x = 0, temos que d;\ (z,y) = d=,(x,y)
uma vez que temos a semirreta Oy C X ja que X é um cone.

Agora se ||z|| = ||y|| = r, entdao = e y estdo em rL. Logo,
difz(x’y) < d;f(%y) < KLdgit(x,y).

Finalmente, se 0 < ||z|| < ||ly||. Tome ¢’ = o |lz||. Dai, segue que diX (v',y) = d=, (v, v),
desde que estdo no mesmo seguimento de reta partindo da origem. Agora seja r = ||z|| =
|9/||, entdao x,9’ € rL. Pela que foi vista acima, temos que di (z,vy") < KpdX,(z,v').
Note que 3’ é o ponto mais préoximo de y em rL, logo rL esta do outro lado do hiperplano
passando por y' e ortogonal a reta yy’ de y para y’. Assim, o angulo entre yy’ e y'z é maior
que 7 (veja a figuraf5). Pelo Lema , temos que rL é Lipschitz normalmente mergulhado

e dX(y,y) = d%,(y/.y) entio,

di (z,y)

IN

din(2,y') + diy (v y)
KLdext<I7 y/> + dext(yla y)
S (KL + 1) dext(xu y)

IN

Isto finaliza todos os casos.

Figura 5 — LNE

Fonte: Adaptada da Figura 2 de [10]
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Agora iremos demonstrar o item 2. Faremos a prova por contradi¢ao. Assuma que X é
Lipschitz normalmente mergulhado, mas existe uma componente conexa de L, digamos
Ly C L que nao é Lipschitz normalmente mergulhado. Usando o fato de L; ser compacto e
conexo, segue da Afirmacao 2 da prova do Teorema que L nao é localmente Lipschitz
normalmente mergulhado. Logo existe um ponto p € L; tal que L; nao é Lipschitz
normalmente mergulhado em nenhuma vizinhanca U C L; de p. Pela Proposicao
temos que U X (1 — €,1 + €) nao é Lipschitz normalmente mergulhado, para 0 < € <
dist(L, 0). Veja a figura [6]

Definamos a aplicagdo quociente c¢: L X [0,4+00) — X dada por f(z,t) =
tr. Note que f é uma aplicagdo bi-Lipschitz com respeito a métrica extrinseca e pela
Proposigao segue que ¢é bi-Lipschitz com respeito a métrica intrinseca(ou métrica
geodésica). Consequentemente, os conjuntos U x (1 —€,1+¢€) e ¢(U x (1 —¢,1+4€)) sao
bi-Lipschitz equivalentes. Como U e € podem ser escolhidos arbitrariamente pequenos,
temos que nao existe nenhuma vizinhanga aberta de p que seja Lipschitz normalmente
mergulhada, mas pela Proposicao , temos que U x (1 —¢,1 + €) é Lipschitz normal-
mente mergulhado, ja que ¢(U x (1 —¢,1 + €)) é Lipschitz normalmente mergulhado.
Gerando, assim uma contradicdo. Portanto, as componentes conexas de L sao Lipschitz
normalmente mergulhadas.

Figura 6 — Link compacto LNE

L=1L;ULyULg

dist(L1,0) = inf {d (z,0);z € L1}

Fonte: Elaborada pelo autor

O

O proximo resultado que diz que se X é um conjunto Lipschitz normalmente
mergulhado entao seu fecho é também normalmente mergulhado. Essa demonstracao
surgiu entre uma conversa informal na sala do café da Universidade Federal do Cear4,
entre os professores José Edson Sampaio e Euripedes Carvalho da Silva. Os mesmos
discutiam sobre propriedades de conjuntos Lipschitz normalmente mergulhados. E entre
os problemas discutidos, surgiu o problema citado acima, que em seguida o professor

Sampaio apresentou a ideia da prova, que iremos disserta-la.
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Proposicao 2.12. Seja X C R"™ um conjunto Lipschitz normalmente mergulhado, entao

X ¢é Lipschitz normalmente mergulhado.

Prova. Por hipdtese, temos que X ¢é Lipschitz normalmente mergulhado, digamos com

constante C' > 1, isto é, dX(+,-) < CdX,(-,-). Agora consideremos z,y € X dois pontos

ext

no fecho de X. Consideremos (z,)n, (yn)n C X duas sequéncias de pontos em X tais
que T, = x e Yy, — y. Assim, ||z, — y,|| = ||z — y||, logo a menos de tomarmos uma

subsequéncia podemos assumir que
20 = ynll < [lz =yl +1,

para todon € N. Agora para cada n € N, definimos 7, : [0, 1] — X uma curva conectando

T, a Yy, satisfazendo

1
Ly = 1l(y,) < dff;(xn,yn) + -

Assim,

1
n

1
Odigyt<xna yn) + E

C <d§t(:c, y) + 1) + %
CdX,(z,y) + 2C
C <d§t(:v, y) + 2) .

IN

IN

IN

Adquirindo que {l,,}nen € limitado, isto é, I, < | := C (dét(x,y) +2>. Finalmente,
considere 7, : [0,1,] — X uma reparametrizagao de -, pelo comprimento de arco. Agora
definimos 3,: [0,1] — X uma curva dada por 3,(t) = F,(t) se t € [0,1,] e Bu(t) = Fu(l,)
se t € [l,,l]. Desde que cada 7, estd reparametrizada pelo comprimento de arco, para

cada n € N, temos que

18n(s) = Bu( < [s =],

para todo s,t € [0,[]. Portanto, {3,} é uma familia equicontinua e limitada. Evocando
o Teorema de Arzela-Ascoli, podemos assumir a menos de tomarmos uma subsequéncia

que existe uma curva f3: [0,1] — X para qual 3, = 3. Portanto, temos que

dy(x,y) < U(B)

lim sup {(5,)
lim sup I(7,)
Cdzt(% y)-

IN
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Provando assim que ds (z,y) < CdX ,(z,y).

wm

O
O préximo resultado nos diz que um subconjunto semialgébrico e fechado é
geodesicamente fechado. Mais precisamente:

Proposicao 2.13. Seja M C R"™ um subconjunto fechado. Se x,y € M e existe uma

curva retificdvel ligando x a y entdo, existe uma geodésica minimizante M ligando x a y.

Prova. Sejam x e y dois pontos em M. Consideremos (z,,)n, (Yn)n C M duas sequéncias
de pontos em M tais que x, — = e y, — y. Por hipotese existe uma curva retificavel

a:[0,1] — M ligando = a y. Assim, podemos assumir que
l(a) < L,

onde L > 0. Agora para cada n € N, definimos 7, : [0,1] — X uma curva conectando z,,

a vy, satisfazendo
1
n

Assim, adquirimos que {l,, }nen € limitado, isto é, [, < L. Finalmente, considere 7,,: [0,,,] —
X uma reparametrizagao de -y, pelo comprimento de arco. Agora definimos f,,: [0, L] —
M uma curva dada por S, (t) = 7,(t) se t € [0,1,] e B.(t) = Y (ls) se t € [ln, L]. Desde

que cada 7, esta reparametrizada pelo comprimento de arco, para cada n € N, temos que

Hﬁn(s) - Bn(t)H < l(ﬂn)|(s,t) = |3 - t|7

para todo s,t € [0,[]. Portanto, {3,} é uma familia equicontinua e limitada. Evocando
o Teorema de Arzela-Ascoli, podemos assumir a menos de tomarmos uma subsequéncia

que existe uma curva 3: [0,1] — M para qual 3, = (. Portanto, temos que

din(w,y) < U(6)
= limsupl(f,)

lim inf {(7,,)
diy (2,y).

IA

Provando assim que ds (z,y) < CdX,(z,y).

m

2.4 Cone tangente no infinito

Nessa secao iremos estudar uma das ferramentas mais poderosas da geometria

Lipschitz, o cone tangente. Tal cone é um invariante para tal geometria (veja [18]). Agora
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iremos defini-lo e apresenta algumas de suas propriedades.
Definigao 2.11 (Cones Tangentes no Infinito). Seja X C R™ um conjunto semialgébrico
ilimitado (resp. conjunto subanalitico) com p € X. Dizemos que v € R™ € tangente a
X no infinito (resp. a p) se existem, uma sequéncia de pontos {x;} C X tendendo ao
infinito (resp. a p) e uma sequéncia de nimeros reais positivos {t;} tais que,

lim lxz =v (resp. lim 1 (x; — p)) =v

i—+oo t; i—+o00 t;

Agora apresentaremos alguns exemplos

Exemplo 2.6. Seja X = {(x,y) € C% 23 = y?} a cispide compleza. Entao seus cones

tangentes na origem e no infinito sao respectivamente C(X,0) = {(x,y) € C*y =0} e
C(X, ) = {(z,y) € C*x = 0}.

Figura 7 — Cones tangentes da cispide complexa na origem e no infinito

C
X
C(X,00)
C (X,0)
@) C

Fonte: Elaborada pelo autor

A proposicao a seguir enuncia algumas propriedades do cone tangente.
Proposicao 2.14. Usando a notacao acima temos:
1. SeY) CYs, entio C(Y1,y) C C(Ya,y);
C(Y1UYz,y) =C(Y1,y) UC(Ya,y);
C(Y1NYa,y) C C(Y1,y) N C(Ya,y);
C(Y1 x Ya,y) = C(Y1,y) x C(Ya,y);

Se Y € uma variedade de classe C' ey € Y, entio C(Y,y) coincide com o espago

tangente de Y no ponto y, isto €, C(Y,y) =T,Y .
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Prova. Ver [5, p. 79] O

O cone tangente no infinito vale em situagdes bem mais gerais, isto é, o con-
junto nao precisar ser semialgébrico, subanalitico ou mesmo definivel em uma estrutura

O-minimal. Para um estudo mais geral veja [23].

A proposicao a seguir nos diz que no caso de conjunto semialgébricos, podemos
ver o cone tangente no infinito como a velocidade de curvas no infinito. Consequentemente
nao depende da sequéncia escolhida. Este resultado foi demonstrado por Fernandes e
Sampaio (2019) em [9].

Proposigao 2.15 (Proposigao 2.15 em [9]). Seja Z C R"™ um conjunto semialgébrico nao
limitado. Um vetor w € R™ € tangente a Z no infinito se, e somente se, existe uma curva
semialgébrica continua 7y : (g,+00) — Z tal que tliglo v (t) | = +00 ey (t) = tw + 0 (1),

g9(t)

onde g (t) = 0 (t) significa lim =—= = 0.
t—oo T

Prova. Suponha que w € R™ é tangente a Z no infinito. Consideremos a aplicagao
semialgébrica ¢ : R"™\{0} — R"\{0} dada por ¢ (z) = o © denote X = o (Z\{0}).
Como Z é nao limitado, a origem é um ponto nao isolado de X. Agora, seja p : S*~! x

(0, +00) = R™\{0} a aplicacao dada por p(z,t) = tx. Vemos que, plgn-1x(0+00): S"
(0, +00) — R™\{0} é um homeomorfismo semialgébrico com inversa, p~' : R"\{0} —
S*1 x (0, +00) dada por p~! (x) = (ﬁ, ||x||> Além disso, o conjunto Y = p~! (X) C
S x (0, +00) e Y sdo conjuntos semialgébricos.

Consideraremos dois casos:

Caso w # 0. Como w é tangente a Z no infinito, entao existem {sy}reny C R

1
e {zk}ren C Z tais que, lim [|zgx]| = +o0 e lim —zp = w. Assim, para cada k € N,
k—o0 k—o0 Sp.
definamos z;, = ¢ (2x). Neste caso, seja v := lim s; - 1y = ——. Em particular,
k—00 |wl|?
m —F = Y Y = (L,O) € Y. Assim, pelo Lema 2 (Lema de Selecao
koo [lal] - flwll [ol] Il

da Curva), existe uma curva semialgébrica continua 31[0,8) — Y tal que 5(0) = u e
£((0,9)) C Y. Escrevendo S (t) = (x(t),s(t)), temos s/ : [0,0) — R é uma funcao
semialgébrica e nao-constante tal que s(0) = 0 e s(t) > 0, set € (0,d). Pelo Lema
1 (Lema da Monotonicidade), podemos supor que s é analitica em (0,0) e estritamente
, g] — [0, 5'] é um homeomorfismo semialgébrico, onde § = s (é).

crescente. Entao, s : [0 5
Definamos « : [0,7) — X dada por,

a(t)=poBos ' (tlull)=p(x (s (tlvl)),s (s (tlvlD)) = thvlle (s~ Elvl)) .
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/
. / .
onde r = min H(STH’ 0. Assim,

im A0 _ iy ol 7 EHlol])

t—0t ¢ t—0+ t

:1' _1t p— g
Tim ol (57 (¢elol) = ol 0) = v,

e, dessa forma, a(t) = tv 4 o(t). Por fim, definindo ~ : (%,—i—oo) — 7 dessa maneira,

v(t)=¢7" (a (7)), conseguimos,

1 1
sv+ol7
! L) b 0n (£) = tw + 0 (1) .

v (t) =
Ifo+o(3) 12 ol

Como v é composicao de aplicacoes semialgébricas, v é semialgébrica. E fica demonstrado

este caso.
Caso w = 0. Neste caso, seja {zr}ren C Z sequéncia tal que limg oo,
o qe s A . Tk ,
observe que como Z é nao limitado, podemos tomar tal sequéncia. Assim, {ﬂ é,
T k
eN

a menos de subsequéncia, uma sequéncia convergente. Seja, v o limite dessa sequéncia,
isto é, lim ——
mostrar que existe curva continua semialgébrica continua v : (g,400) — Z tais que

= v. De modo andlogo ao que fizemos no Caso w # 0 é possivel

7 (t) = tv 4 0s (t). Definamos 7 : (e?,+00) — Z tal que 5 (t) = v (ﬁ). Assim, temos
A (t) = 000 () = tw + 00 (1).
Reciprocamente, suponhamos que exista curva semialgébrica continua ~ :

(e,400) — Z tal que tlim |7 (t)| = —o0 e v(t) = tw + 0 (1), entdo para cada k € N
—00
definimos sy = ¢ + k + 1 e seja 2, = 7 (sk). Agora, basta percebermos que klim |2kl =
—00
1 1
li = lim —z, = lim — = w. L
ALl =tooe iy ga= i) = v

Uma consequéncia imediata de ¢ o corolario a seguir.

Corolario 2.3. Seja Z C R"™ conjunto semialgebrico ilimitado. Entao Z tem wm unico
tangente no infinito e, mais além,

C(Z,00) = {v € R* Fv: (e,00) = Z, continua, semialgébrica e limy_, ||v(t) || =
+00, v (t) =tv+ 0 ()}

Vamos definir agora o conceito de cone tangente de um conjunto semialgébrico.
Definicao 2.12. Seja X C R™ algébrico tal que 0 é um ponto ndo isolado de X. Defini-
mos o cone tangente de X nem 0 como sendo o conjutno C (X,0) = {v € R™; 3v[0,¢) —
X, continua, semialgébrica e tal que v ((0,€)) C X e tl_i}lr(gr %t) =v}

Assim, obtemos o seguinte resultado
Corolario 2.4. Seja Z C R™ congunto semialgébrico ilimitado. Seja ¢ : R™"\{0} —
R™\{0} a aplicagao semialgébrica dada por, ¢ (z) = Tz € denotemos X = o (Z\{0}).
Entao C (Z,00) é um conjunto semialgébrico satisfazendo C (Z,00) = C (X, 0) e dimgC (Z,00) <
dimp Z .
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Prova. Como ¢ : R"\{0} — R™\{0} é homeomorfismo semialgébrico, temos que X é
semialgébrico e dimgX = dimgZ. Além disso, o Lema 1.2 em [12], temos que C (X, 0) é
semialgébrico e dimpC' (X,0) < dimpX. Ademais, de[2.15segue que C (Z, 00) = C' (X, 0).
Assim, dimgC' (Z, 00) < dimg Z. ]

O proéximo resultado é uma versao no infinito de um teorema de [I8] onde o au-
tor mostrou que conjuntos subanaliticos lipeomorfos no infinito possuem cones tangentes
lipeomorfos.

Teorema 2.1 (Teorema 2.19 em [9]). Seja A C R™ e B C R" subconjuntos semialgébricos

ilimitados. Se A e B sao lipeomorfos no infinito, entao seus cones tangentes no infinito
C (A, 0) e C(B,o0) sao lipeomorfos.

Prova. Seja IA(; CR™e E C R" subconjuntos compactos tais que existe um homeomor-
fismo bilipschitz ¢ : A\K; — B\K,. Denotemos X = A\K; e Y = B\K,. Tomando

RY = R™ x R" e fazendo as seguintes identificacdes:
X Xx{0}eY < {0} xY

podemos supor que X,Y C R e assim, existe um lipeomorfismo ¢ : RY — R¥ tal que

¢ (X) =Y pelo Lema 3.1 em [I§]. Agora, seja K > 0 uma constante tal que,

1
=llz =yl <lle (@) = W) || < Kllw -yl Vo, y € RY.

Para cada k € N, definamos aplicagoes @, ¢y, : RY — RY dadas por ¢y (v) = %(p (kv)

e Yy (v) = 3¢ ' (kv). Para cada inteiro m > 1, definamos ¢y, = ¢|g : B — RV e

Ui = V|5 - B, — RY, onde B, denota a bola Euclididana fechada de raio r e centro
’ Bmk

na origem em RY. Como,

1 —
w2z =yl = llowr (@) = ora W) | < Kllw —yl|, Yo,y € B1,Vk € N

1 —
w2l = vl < ¥ (w) = Prea (v) || < Klju = vl, Yu, v € By, Vk € N,

existe uma subsequéncia {k;,} C N e aplicagdes lipschitz dy; : By — RN e diy, : By —
RV tais que ¥k;,,1 — dp1 uniformemente em Bj e Yr;,,1 — dip1 uniformemente em By,

(observe que {@r1}cn © {Vk1}pey tém constantes de Lipschitz uniformes). Além disso,

1 —
=l < lldpy (w) = dioy (v) || < Kllu = vl], Yu, v € By

1 _
e —wll < lldiy (2) = ¥n (w) || < K|z — wl|, V2, w € By
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De modo anélogo ao acima, para cada m > 1 temos

1 _
e =yl < llokm (@) = rm W) || < Kllz —y||,Vo,y € Bu, Yk €N

1 —
w2l =l < [ (@) = Y (0) || < Kllu = 0], Yu, v € B, Vk € N.

Portanto, para cada m > 1, existe uma subsequéncia {k:jm}jeN C {kjm—1} e aplicagdes
Lipschitz dgn, : By, — RN e dp, : B — RY tais que ¢k, m — dip, uniforme-
mente sobre B,, e Vi — AP uniformemente sobre B,,x com dgom\gmflz dpm_1 €
(wmyﬁ(m_lm: dipp,—1. Além disso,

1 —
e = vl < lldpm (u) = dom (v) | < Klju = vl, Vu, v € B (10)

1 —
e —wll < lldv (2) = Ym (W) | < Kz = wl|, V2, w € Bk (11)

Definamos dip, dip : RY — RN por dip (z) = dom, (), se 2 € By, e dip (z) = dip,, (1), se

z € By e para cada j € N, sejam t; = n; = kj .

Afirmagao 2.1. p,, — dy e Y, — dyp uniformemente sobre subconjuntos compactos de
RN

Prova da Afirmacdo 2.1. Seja F' C RY subconjunto compacto. Tomemos m € N tais que

¢ uma subsequéncia de {k;j.,}. €, como

jeN
Ok, mym — dpp uniformemente sobre By, e ¥y, . m — dib, uniformemente sobre Bk,

F C B,, C Bk Assim a sequéncia {n}tiom

segue que o, — dyp e ¥, — di uniformemente sobre F. O
Afirmacao 2.2. dp : RY — RN ¢ um lipeomorfismo e dip = (dgp)_l.
Prova da Afirmacdo 2.2. Segue das equagoes e que do,dy : RY — RY sao

aplicacoes Lipschitz. Portanto, é suficiente mostrar que diy = (dcp)fl. Para faze-lo, sejam
¢ (tjv)

J

veERY ew =dp(v) = lim

. Assim,
j—00
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tA
Idv (w) — v = hmM—v\
_ g [P W)t
imeo|l tj

= lim L (tw) — 4o
J—00 tj
1
= i = () — o (1)

. K
< lim —{tw — ¢ (t;0)]

J—00 tj
L
— thHw_M"
Jj—o0 tj

Entao, di (w) = di (de (v)) = v, para todo v € RY | isto é, di) o dp = idg~x. De modo

analogo, podemos mostrar que dy o diyp = idgn O
Afirmagao 2.3. dp (C (X, 00)) = C' (Y, 0)

Prova da Afirmacao 2.3. Pela Afirmagao é suficiente verificar que dy (C (X, 00)) C
C (Y, 00). Para fazé-lo, seja v € C' (X, 00). Entao, existe um caminho « : (g,00) — X tal
que a (t) = tv+ 0 (t). Assim, ¢ (a(t)) = ¢ (tv) + 0 (), pois ¢ é Lipschitz. Entretanto,
@ (tjv) =t;de (v) + 0 (t;) € entdo,

do (v) = lim @, (v) = lim m: lim MGC(Y,OO).

Jj—o0 Jj—o0 j

Portanto, dy : C' (X, 00) — C (Y, 00) é um lipeomorfismo (bilipschitz homeo-
morfismo).
Finalizamos a prova observando que C (A4, 00) = C' (X, 00) e C (B, 00) = C (Y, o0) O

Corolario 2.5. Seja X C C" subconjunto algébrico complexo. Se X ¢é Lipschitz reqular
no infinito, entao o cone de X no infinito € Lipschitz reqular no infinito.

Seja X C C" subconjunto algébrico. Seja Z (X) o ideal de C [z, xa, -, xy]
dado pelos polinomios que se anulam sobre X. Para cada f € C[xy,2s,- - ,x,], denote-
mos f* os polinomios homogéneos compostos pelos monoémios em f de grau maximo.
Proposigao 2.16 (Teorema 1.1 em [13] ). Seja X C C"™ subconjunto algébrico complexo.
Entao, C (X, 00) € a variedade afim V ((f*; f €T (X))).

Prova. Veja Afirmacao 1 do Teorema 3.1 de [19]. O
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2.5 Multiplicidade relativa e grau de um conjunto analitico complexo

Nessa se¢ao iremos definir o conceito de multiplicidade relativa e grau de um

conjunto analitico complexo. Para mais detalhes recomendamos [23] e [3].
Definigao 2.13. Seja X C R™ conjunto subanalitico de dimensao d e p € R™ U {oo}.
Dizemos que x € 8X}/, ¢ um ponto simples de 8X;,, se existe um subconjunto aberto
UcCR™ comx €U tal que:
e As componente conexas X1, Xo, -+ , X, de <Xz/7 N U) \8le) sao variedades topologicas
de R™ com dim X; = dim X, para todosi=1,--- ,r;
) (Xi U 8X;) NU sao variedades topologicas com bordo, para todo v =1,--- ,r.

Seja Smp (GX;) o conjunto dos pontos simples de 8X;) e definamos Cp, (X, p) =
{t-z;t>0ex e Smp (8X;,)}. Seja kx, : Smp (@X;)) — N funcdo tal que kx, (z) repre-
senta o niimero de componentes conezas do germe (p,* (X\{p}) . ).

Observacgao 2.2. Se Smp (8X;) € subconjunto aberto e denso da parte d—1-dimensional
de 8X; sempre que 8X;é um subconjunto de dimensao de d, onde d = dim X.
Definigao 2.14 (Definiao 2.6 em [23]). E claro que a funcio kx, € localmente constante.
De fato, kx, é constante sobre cada componente conexa de Smp (8X];). Entao, definimos
a multiplicidade relativa de X em p (ao longo de C;) como sendo kx, (C;) =
kxp(x) com x € C;. Além disso, quando X € conjunto algébrico, existe um conjunto
algébrico o com dimo < dim X, tal que X;\o intersecta apenas uma componente coneza
Ci, para cada componente X; irredutivel, do cone tangente C'(X,p). Entdo definimos,
kxp(X;) =kx,p (C;). Sejam X1, Xo,- -+, X, as componentes irredutiveis de C' (X, p).

Vamos comecgar esta secao relembrando alguns fatos basicos sobre o grau de
conjuntos algébricos complexos. Mais precisamente, vamos ver que os subespacos lineares
afins de C" sao caracterizados entre os subconjuntos algébricos de C™ por serem aqueles de
grau 1. Nessa diregao, seja t: C* — CP" a aplica¢ao dada por ¢(xq,- -+ ,x,) = [1 1@y -+
r,) e seja p: C"™1{0} — CP" a projecao dada por p(xg, 1, ,Tn) = [To: Ty : -+ 1 Ty).

Assim, seja A um conjunto algébrico em CP" e X um conjunto algébrico em
C". Entdo A = p~1(A) U {0} é um conjunto algébrico complexo homogéneo em C™*! e o
fecho de +(X) de t(X) em CP™ é um conjunto algébrico em CP".

Definigao 2.15 (Definigao 3.2 em [9]). Seja X C C™ um conjunto algébrico complexo com
dimensao p pura e seja L € G (n — p,n) tal que LNC (Y,00) = {0}. Seja Il : C" — CP a
projecdo ortogonal tal que L = 1171 (0). Portanto, existe um suconjunto algébrico préprio
o C CP tal que d = # (IT71 (t) N X) ndo depende do t € CP\o. Destacamos que d nao
depende também do L. Assim, definimos o grau de X dado por deg(X) = d.

Proposicao 2.17. Seja X C C" algébrico de dimensdo pura. entdo, deg (X) =1 se, e

somente se, X € um espaco linear afim de C™.



38

Prova. Seja A = 1(X) o fecho de ¢« (X) C CP". Por definigao,

deg (X) =deg(A) =m ([1, 0)

onde A = p~'(A) U {0}. Assim, deg(X) =1 <= m (fl,()) = 1. Entretanto, como
A c €™ ¢ algébrico e homogéneo, temos m (fl, 0) — 1 se, e somente se, A é subespaco
linear complexo. Contudo, A é subespaco linear complexo em C™"t! se, e somente se, A é
um plano projetivo complexo em CP".

Por fim, A é plano projetivo complexo em CP" se, e s6 se, X é subespaco linear afim de
C. m
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3 RESULTADO PRINCIPAL

Nessa secao iremos apresentar e demonstrar o objetivo principal deste trabalho.
Teorema 3.1 (Teorema 1.1 em [9] e Teorema 3.1 em [19]). Seja X C C™ subconjunto
fechado, analitico de dimensdao d pura. Suponha que C (X, 00) seja subespago linear com-

plexo de dimensao d de C". Se X é LNFE no infinito, entao X € um espaco linear afim
de C™.

3.1 Demonstracao do resultado principal

Prova do Teorema 3.1. Como C (X, 00) é um subespaco linear de C", podemos consi-
derar a projecao ortogonal, 7 : C" — C' (X, 00), fagamos uma mudanga linear de coorde-

nadas tais que

C(X,00) ={(z,y) € C"; y = 0}
Em particular, 7! (0) N C (X, c0) = {0}.

Afirmagao 3.1. Existem constantes positivas C e p tais que X C {(z,y); ||yl < C|lz|/}U
B,.

Prova da Afirmacao 3.1. De fato, suponhamos que a Afirmacao nao seja verdadeira.
Entao existe uma sequéncia {(x,, yn) freny C X tais que lim | (xk, ye) || = +o0 e, ||yxl| >

k||zk||. Mas vejamos que, a sequéncia ¢, = é hmltada logo a menos de tomarmos uma

IIy [
subsequéncia, podemos supor que lim —— = y5. Como el < %, (0,70) € (X, 00).
k—00 Hka [yl

Entretanto, este fato constitui uma contradigao, haja visto que yo # 0. Logo, a Afirmagcao

B.1l é verdadeira. O
Pelo Teorema 2 em [5], p. 77], X é um conjunto algébrico.
Afirmacgao 3.2. Se v : (g,400) = X € um arco tal que tliin |7 (&) ]| = +o0 emory (t) =
—+o0
tv + 0 (t), entao v (t) = tv + o (1).
Para esta afirmacao, escrevamos 7 (t) = (z (t),y (t)). Como v(t) € X, Vt €
(€,4+00) temos pela Afirmagao que existe to > 0 tal que ||y (¢t) || < Clz (t) ||, ¥t > to,

desde que tlim |7 (t) || = +o0. Assim, como =~ é limitada, y() também o é. Suponhamos
—00

y (t) # 0o (t). Entao, existe {tx}ren € 7 > 0 tal que ¢, — +00 e Iy () | H >r, Vk € N.

123
mitada, a menos de subsequén t
Como {ygtk)} ¢ limitad s de subsequéncia, podemos dizer que li y( k)
k) keN Lim -
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t
yo. Portanto, lim y = (v',y0) € C(X,00), onde v = (v/,0). Entretanto, esta
k

k——+o0
conclusao representa uma contradigio uma vez que, 7! (0) N C' (X, ) {0} implica

yo = 0 e sendo ||yo|| > r > 0 isto implica em yo # 0. Entao, y (t) = 0 (t) e portanto,
v (t) = tv + 0 (t). Isto mostra a afirmagao 2.
Agora, seja L = 7! (0). Pela Afirmagao 1, vemos que ¢ (X)Ne (L)N(P™\¢ (C")) =

(. Portanto, segue do Coroldrio 1 em [5] que 7|y : X — C (X, 00) é uma cobertura ra-

mificada com grau igual a deg(X). Além disso, o lécus de ramificagdo de 7|x é um
subconjunto algebrico 3 do espago linear C'(X, 00) de codimensao > 1. Suponhamos que

deg (X) > 1. Pelo Corolario

dimg (X, 00) < dimg ¥ < dimg C (X, 00) .

Assim, existe um vetor tangente unitério vy € C' (X, 00) \C (£, 0).
Como vy nao é tangente a X no infinito, existem numeros reais positivos A e

R tais que,
Chr={veC(X,00); |[v—1tvl| <A, paraalgum t> R}

nao intersecta ¥. Como assumimos deg (X) > 2, temos, pelo menos, dois levantamentos
distintos, 1 (t) e 72 (t) da semirreta r (t) = tvy, isto é, 7 (1 (t)) = 7 (72 (t)) = tvy. Como
7 é a projecao ortogonal sobre C'(X,00) e vy é um vetor tangente unitério no infinito
as imagens m oy, € T o ¥y, entao vy € vetor tangente no infinito aos arcos v; e 7,. Por
construgdo, temos que dist (7; (), (r]x) ™" (X)) > At, parai = 1,2, onde por dist nds
entendemos a distancia euclidiana. Por outro lado, qualquer caminho em X conectando
v () a ¥ (t) é levantamento de um loop, com base no ponto tvg o qual nao é contratil
em C (X, 00)\X. Assim, o comprimento deste caminho deve ser, pelo menos, 2At. Isto
isto implica que a distancia intrinseca, dx (71 (t), 72 (t)), em X, entre v, (¢) e 72 (t) ¢, pelo
menos, 2\t. Mas pela Afirmacao[3.2] 71 (¢) e 72 (¢) sdo tangentes no infinito, que significa,

71 (8) =2 (@) |l
t

— 0 quando t — +o0,

e A > 0, obtemos que X nao ¢é Lipschitz normalmente mergulhado no infinito. De outra

forma, existe C>0eum compacto K C C” tais que:
dx (21, 72) < Cllzy — 22|, Vi1, 72 € X\K,

Entao,

20 < dx (n (tt) 2 (1) < 5’dX (n (t) 2 () — 0 quando t — o0,
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o que é uma contradigao. Dai, concluimos que deg (X) = 1 e pela Proposigao [2.17], segue

que X é um espago linear afim de C". O]
3.2 Aplicagoes a conjuntos algébricos complexos

O Objetivo desta secao é mostrar alguns resultados e consequéncias do resul-
tado principal. Inciamos destacando que nao temos uma versao real do resultado principal.
Nesse sentido vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1. Seja X = {(x,y,2) € R 2 =sin(z +y)}, vejamos:

e X ¢ LNE: De fato, vejamos que X = {(z,y,z) € R% 2z =sin (z +y)}
o v: X — R? (z,y,sin(z +y)) — (x,y) € lipeomorfismo;
e X tem um tnico cone tangente no infinito C'(X,00) = {(z,y,2) € R? z=0}.
Entretanto, X nao € algébrico e, em particular, ndo é subespaco linear de R3.
Ou seja, o teorema nao vale no caso real para o conjunto X.
Vejamos algumas consequeéncias.
Corolario 3.1. Seja X C C" algébrico de dimensao d pura tal que C (X,00) é um
subespaco linear complexo de C*. Se X é LNE no infinito, entao X € um subespaco
linear afim de C".
O exemplo a seguir mostra que todas as hipdteses feitas no teorema principal
sao estritamente necessarias.
Exemplo 3.2. Seja X a pardbola complexa, ou seja, X = {(x,y) € C* y = 2%}. Observe
o cone tangente no infinito de X € uma reta. Ademais, X nao é LNE no infinito, dai X
que nao é um subconjunto linear afim de C?
Exemplo 3.3. Seja Z = {(z,y,2) € C; 2> +y*+ 22 =0}. Vejamos que Z é LNE e
C (X,00) = Z, mas Z ndo € subespago linear de C3.
Lema 3.1 (Teorema em [I7]). Seja V' C C" um cone complexo. Se 0 € V possui uma
vizinhan¢a homeomorfa a uma bola euclidiana, entao V € um subespaco linear de C"
Um outro resultado segue da proposicao que diz que
Proposicao 3.1 (Teorema 3.8 em [9] e Teorema 4.1 em [19]). Seja X C C" suconjunto
algébrico, complero de dimensao p pura. Se X é Lipschitz regular no infinito, entao X é

um subespago linear afim de C".

Prova. Seja X C C" algébrico complexo e Lipschitz regular no infinito. Assim, existe
h: U — R¥\ B um lipeomorfismo onde U é uma vizinhanca aberta do infinito em X (i.e.
o complementar de um conjunto compacto em X) e B C RY a bola Euclidiana fechada
centrada em 0 € RY. Seja C (X, 00) o cone tangente no infinito de X. Ocorre do Teorema
2.1| que existe um lipeomorfismo dh : C (X, 00) = C (RN\B, 00) = RY. Em particular,
C (X, 00) é uma variedade topoldgica. Pelo Lema[3.1] segue que C' (X, 00) é um subespago
linear afim de C™. Pelo Corolario 2.2, X é LNE no infinito e, pelo Corolario segue que
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X é subespaco linear afim de C". n

Aqui vale ressaltar que [9] observou que ao removermos a hipétese de X C C"
tem dimensao pura na Proposi¢ao[3.1], obtemos que X é uma uniao de subespagos lineares
afins de C"™ com um subconjunto algébrico complexo 0-dimensional, pela forma geométrica
do lema de normalizacao de Noether em [10], p.42], qualquer conjunto algébrico complexo
de dimensao nao nula é um conjunto ilimitado. Finalmente, mencionamos que o Teorema
nao é vélido (com as mesmas hipé6teses) para conjuntos algébricos reais.

De fato, seja X = {(z,y,2) € R 2?+y*=2%}. X é algébrico, dim (X) = 2 pura,
Observe que X é o gréafico da aplicacdo f : R? — R dada por f (z,y) = f/m com
derivada em relagao a x dada por

of 2x

- (ry) = -2
ox 3(x2+y2)% 3

T

(22 +y?)

2
3

Logo V (z,y) € R*\By (0) temos [|[Vf (z,y)|| < 2 portanto, flgz\p,0): R*\By (0) —
f (R*\B; (0)) é lipeomorfismo. Dai X é Lipschitz regular no infinito, contudo X nao
é subespaco linear afim de R?® mostrando que a Proposicao nao vale para conjuntos

algébricos reais.
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho exploramos o Teorema de regularidade Lipschitz no infinito,
um importante resultado em matematica, também conhecido como teorema tipo Berns-
tein que nos dar uma rigidez Geometria. Realizou-se uma analise detalhada e descritiva
do Teorema e de sua demonstracao, apresentando sempre que possivel interpretagoes
geométricas de forma a contribuir com a compreensao. Para cada umas das versoes apre-
sentadas exibimos uma elementar ou elegante prova que aliou diversos conhecimentos de
forma simultanea. Primeiramente, trouxemos alguns resultados e defini¢coes preliminares.
Em seguida, apresentamos e provamos resultados sobre conjuntos Lipschitz normalmente
mergulhados e, como consequéncia, mostramos que toda subvariedade compacta do espaco
Euclidiano é Lipschitz normalmente mergulhado. Em seguida fizemos um estudo sobre a
invariancia do cone tangente por lipeomorfismo e apresentamos uma prova clara e deta-
lhada. De posse deste ultimo resultado, demonstramos a versao no infinito do Teorema
de regularidade e provamos que todo conjunto analitico complexo, com um tnico cone
tangente no infinito plano é um subespaco linear.

Trabalhos recentes promoveram avancos no intuito de generalizar os resultados
de regularidade, em especial, o Teorema [3.1] evidenciando a significancia da tematica.
Destacamos a Proposi¢ao 3.10 de [22], o Teorema 3.1 e 4.1 em [19].

Vale frisar ainda que o estudo realizado nesse trabalho possui um caréter inte-
grador dos conhecimentos matematicos, tendo em vista que ao longo do texto relacionamos
objetos de analise real, topologia, espagos métricos, geometria algébrica e geometria di-
ferencial. Portanto, o Teorema de regularidade Lipschitz, além de permitir a aplicagao
direta de ferramentas adquiridas ao longo da pds-graduagao, serve como motivacao para
estudos futuros uma vez que existem intiimeros problemas em aberto nessa direcao. Des-
tacamos por exemplo: E possivel classificar as superficies reais na categoria lipschitz com

respeito a métrica extrinseca?
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