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Prof. Dr. Joserlan Perote da Silva
Universidade da Integração Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira (UNILAB)



1
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necessárias, sendo sempre meus guias, exemplos de caráter e vida. Seu amor incondicional,
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RESUMO

Dizemos que um subconjunto X ⊂ Cn é Lipschitz normalmente mergulhado no infinito,

ou simplesmente, LNE no infinito, quando a métrica intŕınseca é equivalente a métrica

euclidiana, fora de conjuntos compactos. O objetivo deste trabalho é mostrar que sendo

X subconjunto de Cn anaĺıtico, fechado, com dimensão d pura, tal que o cone tangente

no infinito de X é subespaço linear de dimensão d de Cn. Então, se X é LNE no infinito

temos que X é um subespaço linear afim de Cn.

Palavras-chave: geometria Lipschitz; Lipschitz normalmente mergulhado; cones tan-

gentes no infinito.



ABSTRACT

We say a subset X ⊂ Cn is Lipschitz normally embedded at infinity, or simply, LNE at

infinity, when the inner metric is equivalent to euclidian metric, outer compact sets. The

goal of this work is show that being X analytic, closed, pure d-dimensional subset of Cn,

such that the tangent cone at infinity of X is a d-dimensional linear subespace of Cn.

Then, if X is LNE at infinity we have X is an affine linear subespace of Cn.

Keywords: Lipschitz geometry; Lipschitz normally embedded at infinity; tangent cones

at infinity.
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REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44



12

1 INTRODUÇÃO

Dizemos que um conjunto é Lipschitz normalmente mergulhado quando a

métrica instŕınseca é equivalente à métrica extŕınseca. Esta terminologia foi inicialmente

utilizada por [2]. Este trabalho desempenhou um papel fundamental na investigação da

geometria Lipschitz.

Em 2016 [1] mostraram um resultado de regularidade de conjuntos anaĺıticos

complexos. Mais precisamente, os autores mostraram que seX é um subconjunto anaĺıtico

complexo Cn e X é subanaliticamente Lipschitz regular então X é um subvariedade suave.

Em seguida Sampaio em [18] generaliza o resultado acima para conjuntos Lipschitz regular.

Em 2020 Fernandes e Sampaio em [9] fazem uma versão global(no infinito)

de regularidade de conjuntos anaĺıticos complexos. Eles mostram que se X ⊂ Cn é um

conjunto anaĺıtico complexo que possui um único cone tangente no infinito que é um plano

e X é Lipschitz regular no infinito, então X é um subespaço linear de Cn.

Em 2020 o estudo de conjuntos Lipschitz normalmente mergulhados vem se

mostrando um tema quente em toda a comunidade matemática, destacamos [22], [19],

[15],[11], [8], e [7]. Na direção de compreender os conjuntos LNE, Mendes e Sampaio

em [15] apresentam um critério para determinar se um conjunto é LNE. Eles definiram

a noção de conjuntos link Lipschitz normalmente mergulhado ou simplesmente LLNE e

determinam que dado um conjunto X ⊂ Rn é LLNE se, e somente se, X é LNE.

Ainda na direção de apresentar resultados de regularidade Sampaio e Silva

em [22] apresentaram um resultado tipo Bernstein para conjuntos conjunto algébrico

complexo que são blow-esférico regulares no infinito.

O principal objetivo deste estudo consiste na análise detalhada e descritiva

de resultados de regularidade de conjuntos Lipschitz normalmente mergulhados. Para

alcançar tal propósito, empregaremos uma metodologia que abrangerá uma pesquisa bi-

bliográfica quanto de exploração conceitual. A exposição do texto seguirá a abordagem

adotada em [9].

Este trabalho esta dividido em três partes: No Capitulo 2 apresentaremos a

linguagem e notação básica para a compreensão do texto, bem como definições e proprie-

dades de geometria algébrica real e complexa. No Caṕıtulo 3 será destinado ao resultado

principal dessa dissertação, onde enunciaremos e demonstraremos nosso resultado de re-

gularidade no infinito. Finalmente, no Caṕıtulo 4 apresentaremos a conclusão do nosso

trabalho.
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos nesta seção introdutória algumas ferramentas e resultados que

vão servir de norte para o que vamos discutir ao longo do texto.

2.1 Conjuntos anaĺıticos complexos

Um subconjunto Y de Rn é chamado de subanaĺıtico se para todo ponto x

de Rn tem uma vizinhança U tal que U ∩ Y é imagem de um conjunto semianaĺıtica

relativamente compacto de Rn×Rp pela projeção canônica de Rn×Rp sobre Rn. Vejamos

algumas definições elementares e suas propriedades:

Definição 2.1. Um conjunto X ⊂ Rn é chamado semialgébrico, se existem polinômios

fij : Rn → R, onde i ∈ {0, 1, · · · , N} e j ∈ {1, · · · , l}, tais que

X =
N⋃
i=1

{x ∈ Rn; fi0 = 0, fi1 > 0, · · · , fil > 0}.

Definição 2.2. Um conjunto X ⊂ Rn é chamado semianaĺıtico, se para todo x ∈ Rn

existem um aberto U ⊂ Rn contendo x, e N ∈ N e funções anaĺıticas fij : U → R, onde
i ∈ {0, 1, · · · , N} e j ∈ {1, · · · , l}, tais que

X ∩ U =
N⋃
i=1

{x ∈ Rn; fi0 = 0, fi1 > 0, · · · , fil > 0}.

Definição 2.3. Um conjunto X ⊂ Rn é chamado subanaĺıtico, se para todo x ∈ Rn existe

um aberto U ⊂ Rn contendo x tal que X ∩U é a projeção linear e própria de um conjunto

semianaĺıtico relativamente compacto Y ⊂ Rn × Rm. Uma função f : X ⊂ Rm → Rn é

dita subanaĺıtica, se Graf(f) ⊂ Rm × Rn é um conjunto subanaĺıtico.

Os resultados apresentados a seguir valem para uma classe mais geral de con-

juntos, ditos defińıveis, no entanto iremos nos reduzir a categoria dos conjuntos semi-

algebricos. Alguns exemplos de conjuntos definiveis são os conjunto semialgebricos e

semianaĺıticos.

Proposição 2.1. A imagem de um conjunto semialgébrico por uma aplicação semi-

algébrica é um conjunto semialgébrico.

Prova. Ver [4, p. 29]

Proposição 2.2. A composição finita de aplicações semialgébricas é uma aplicação se-

mialgébrica.
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Prova. Ver [4, p. 28]

Corolário 2.1. Seja f := (f1, · · · , fn) : A ⊂ Rm → Rn é semialgebrica se e somente se,

cada fi : A ⊂ Rm → R é semialgebrica para cada i ∈ {1, 2, · · · , n}.
Proposição 2.3. O fecho e o interior de um conjunto semialgebrico é um conjunto se-

mialgebrico.

Prova. Ver [4, p. 27]

Lema 2.1 (Lema de Monotonicidade). Seja f : (a, b) → R uma função semialgébrica.

Então existem a = a0 < a1 < a2 < · · · < ak = b tais que, para cada i = 0, · · · , k − 1, a

restrição f |(ai,ai+1) é anaĺıtica e acontece algum dos casos a seguir: f |(ai,ai+1) é Constante,

estritamente crescente ou estritamente decrescente.

Prova. Ver [6, p. 15]

Lema 2.2 (Lema de Seleção da Curva). Seja X ⊂ Rn semialgébrico e x ∈ Rn um ponto

não isolado de X. Então, existe uma aplicação semialgébrica cont́ınua γ : [0, 1] → Rn tal

que γ (0) = x e γ ((0, 1]) ⊂ X.

Prova. Ver [4, p. 38]

2.2 Aplicações Lipschitz

Dado um subconjunto X ⊂ Rn, temos que X pode ser visto, naturalmente,

como um espaço métrico com a métrica induzida pela métrica Euclidiana de Rn. Contudo,

se quaisquer dois pontos de X podem ser conectados por um caminho em X que tem

comprimento finito (neste caso, dizemos que X é um conjunto retificável por caminhos),

então podemos munir X com a métrica geodésica (ou métrica intŕınseca) dada por

din(x, y) = inf{l(γ); γ : [0, 1] → X é um caminho conectando x e y}.

Com isso, sendo f : X → Y um homeomorfismo com X ⊂ Rn e Y ⊂ Rm, dizemos que f

é um homeomorfismo bilipschitz extŕınseco (com respeito a métrica Euclidiana) se existe

K ≥ 1 tal que

1

K
∥x− y∥ ≤ ∥f(x)− f(y)∥ ≤ K ∥x− y∥ ,

para todo x, y ∈ X.

Dizemos que f é um homeomorfismo bilipschitz intŕınseco (com respeito a

métrica geodésica) seX e Y são conjuntos retificáveis por caminhos e existe uma constante

K ≥ 1 tal que
1

K
din(x, y) ≤ din(f(x), f(y)) ≤ Kdin(x, y),
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para todo x, y ∈ X.

Proposição 2.4. Sejam X ⊂ Rn e Y ⊂ Rm conjuntos retificáveis por caminhos. Se

f : X → Y é bilipschitz extŕınseco, então f é bilipschitz intŕınseco.

Prova. Por definição, temos que din(x, y) = inf{l(γ); γ : [0, 1] → X ; γ(0) = x e γ(1) = y}.
Por outro lado, seja P uma partição de [0, 1] e o comprimento de γ sobre a partição é

lP (γ) := l(γ;P ) =
∑k

i=1 ∥γ(ti)− γ(ti−1)∥. Assim,

l(γ) = sup
P

{∑
i=1

∥γ(ti)− γ(ti−1)∥ ;P ∈ P

}
onde P é o conjunto de todas as partições de [0, 1]. Por hipótese, temos que:

1
k
∥γ(ti)− γ(ti−1)∥ ≤ ∥f(γ(ti)− f(γ(ti−1))∥.

Então,

sup
P

{∑
i

∥γ (ti)− γ(ti−1)∥ ;P ∈ P

}
≤ sup

P

{
n∑

i=1

k ∥f(γ(ti))− f(γ(ti − 1))∥

}

= k sup
P

{∑
i

∥f(γ(ti))− f(γ(ti − 1))∥

}

tomando o ı́nfimo em ambos os membros, temos

inf sup
P

{∑
i

∥γ (ti)− γ(ti−1)∥

}
≤ k inf sup

P

{∑
i

∥f(γ(ti))− f(γ(ti − 1))∥

}

isto é, din(x, y) ≤ k din(f(x), f(y)). A desigualdade contrária é análoga.

Agora iremos definir o conjuntos de todas as curvas de classe C1 por partes

conectando x a y em Ω. Denotamos tal conjunto por:

Ω(x, y) := {γ : [0, 1] → Ω; γ(0) = x, γ(1) = y e γ de classe C1 por partes} .

Lema 2.3. Seja f : Ω ⊂ Rn → Rn uma aplicação de classe C1 definida no aberto e conexo

Ω. Então Ω(f(x), f(y)) = f(Ω(x, y)), onde f(Ω(x, y)) = {f ◦ γ : [0, 1] → f(Ω); γ ∈ Ω(x, y)}

Prova. É obvio que f(Ω(x, y)) ⊂ Ω(f(x), f(y)).

Proposição 2.5. Seja f : Ω ⊂ Rn → Rn uma aplicação de classe C1 definida no conjunto

conexo e aberto Ω. Se ∥f ′(x)∥ ≤ M para todo x ∈ Ω, então f é uma aplicação Lipschitz

com respeito a métrica intŕınseca.

Prova. Sejam x, y ∈ Ω dois pontos quaisquer. Segue do Teorema 36 em [14] que Ω é

conexo por caminhos. Sendo f uma aplicação continua, segue que f(Ω) ⊂ Rn é conexo

por caminhos. Assim, seja γ : [0, 1] → Ω um caminho lingando x à y tal que l(γ) =
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∫ 1

0
∥γ′(t)∥dt. Defina α : [0, 1] → Rn um caminho ligando f(x) à f(y) dado por α(t) =

f(γ(t)), assim temos que

din(f(x), f(y)) = inf
α∈Ω(f(x),f(y))

∫ d

c

∥α′(t)∥dt

= inf
γ∈Ω(x,y)

∫ 1

0

∥(f ◦ γ)′(t)∥dt

= inf
γ∈Ω(x,y)

∫ 1

0

∥f ′(γ(t)) · γ′(t)∥dt

≤ inf
γ∈Ω(x,y)

∫ 1

0

∥f ′(γ(t))∥∥γ′(t)∥dt

≤ M inf
γ∈Ω(x,y)

∫ 1

0

∥γ′(t)∥dt

= Mdin(x, y).

Provando que f é uma aplicação Lipschitz com respeito a métrica intŕınseca.

2.3 Conjuntos Lipschitz normalmente mergulhados

A seguir, apresentaremos uma classe de subconjuntos do espaço Euclidiano

comumente referidos como conjuntos Lipschitz normalmente mergulhados. Essa classe de

conjuntos foi inicialmente introduzida em [2]. Esta temática tem sido objeto de estudo

por vários grupos de pesquisa em todo o mundo, como evidenciado por trabalhos recentes,

tais como [19], [15]e [9].

Definição 2.4. Seja X ⊂ Rn. Dizemos que X é Lipschitz normalmente mergulhado,

simplesmente LNE, se existe uma constante K ≥ 1 tal que para todo p, q ∈ X,

din(p, q) ≤ Kdext(p, q).

Vejamos alguns exemplos de subconjuntos que são Lipschitz normalmente mer-

gulhados.

Exemplo 2.1. Qualquer subconjunto convexo de Rn é Lipschitz normalmente mergulhado.

Pois din(p, q) = dext(p, q).

Exemplo 2.2. Ao considerarmos as mesmas hipóteses de 2.5, se Ω é LNE então f é

Lipschitz com respeito a métrica extrinseca. De fato, como já vimos, sendo Ω conjunto

Lipschitz normalmente mergulhado, temos que

∥f(x)− f(y)∥ ≤ din(f(x), f(y)) ≤MdXin(x, y) ≤MC∥x− y∥.



17

Exemplo 2.3. Toda superf́ıcie regular compacta em R3 é Lipschitz normalmente mergu-

lhada.

Prova. Veja a Proposição 2.7 a seguir.

Exemplo 2.4. Seja Hβ : =
{
(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 = z2β; 1 ≤ β ∈ Q

}
uma superf́ıcie sin-

gular de R3. Essa superf́ıcie é chamada de β-corneta. Hβ é Lipschitz normalmente mer-

gulhado para todo β ∈ Q. Veja a figura 1.

De fato, dados p, q ∈ Hβ separemos a demonstração em 3 casos:

• Caso 1: p, q ∈ Hβ ∩ S2
t para algum t > 0, onde S2

t {w ∈ R3; ∥w∥ = t}.
Neste caso, observe que

d
Hβ

in (p, q) ≤ π∥p− q∥ = πd
Hβ

ext (p, q) .

Logo para p, q ∈ Hβ ∩ S2
t vale a equivalência das métricas.

• Caso 2: Seja γ : (−ε, ε) → Hβ uma geodésica de Hβ e tomemos p, q ∈ γ (−ε, ε).
Assim, também temos d

Hβ

in (p, q) = ℓ (γ) |qp≤ C∥p− q∥ = Cd
Hβ

ext (p, q) , C > 0. Logo,

também vale a equivalência entre as métricas.

• Caso 3: p e q não estão no mesmo link nem na mesma geodésica.

Neste caso, sejam t1 > t0 > 0 e suponhamos que p ∈ Hβ ∩ St0 e q ∈ Hβ ∩ St1.

Seja também γp : (−ε, ε) → Hβ a geodésica de Hβ que contém p. Agora, seja

p′ ∈ γ (−ε, ε) ∩ (Hβ ∩ St1). Assim pela desigualdade triangular,

d
Hβ

in (p, q) ≤ d
Hβ

in (p, p′) + d
Hβ

in (p′, q)

Assim, pelos Casos 1 e 2 temos,

d
Hβ

in (p, q) ≤ (2π + C) d
Hβ

ext (p, q) .

Portanto, conclúımos que Hβ é Lipschitz normalmente mergulhado.

Observação 2.1. O exemplo acima decorre imediatamente do Teorema de Mendes-Sampaio

(Teorema 3.1 em [15]) haja visto que mostramos que Hβ ∩ S2
t é 2π LNE ou seja Hβ é

LLNE em 0.
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Figura 1 – β-corneta

Fonte: Elaborada pelo autor

Para exemplos de subconjuntos que não são Lipschitz normalmente mergu-

lhado, destacamos a cúspide.

Exemplo 2.5. Seja C : = {(x, y) ∈ R2;x3 = y2} a cúspide real. C não é Lipschitz

normalmente mergulhado.

Prova. De fato, primeiro consideramos uma parametrização da cúspide dada por γ(t) =

(t2, t3). Considere dois pontos simétricos da cúspide em relação ao eixo da abcissa, p =

(t2, t3) e q = (t2,−t3). Veja a representação na figura 2. Assim,

dext(p, q) = ∥p− q∥ =
√
(t2 − t2)2 + (t3 + t3)2 = 2|t|3.

Por outro lado,

din(p, q) = 2

∫ t

0

∥γ′(s)∥ds =
∫ t

0

∥(2s, 3s2)∥ds =
∫ t

0

√
4s2 + 9s4ds

= s

∫ t

0

√
4 + 9s2ds = ... = 2|t|2 + o(t2).

Assim, caso a cúspide fosse Lipschitz normalmente mergulhada, existiria uma constante

K ≥ 1 tal que din(p, q) ≤ Kdext(p, q) para todo p, q ∈ C. Logo teŕıamos que o quociente
din(p,q)
dext(p,q)

≤ K séria limitado. Por outro lado,

din(p, q)

dext(p, q)
=

2|t|2 + o(t2)

2|t|3
→ +∞,

quando t→ 0. Consequentemente, o quociente não é limitado e portanto a cúspide não é

Lipschitz normalmente mergulhada.
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Figura 2 – Cúspide real

x

y

O

A

B

dext (A,B)

din (A,B)

Fonte: Elaborada pelo autor

Proposição 2.6. Seja X ⊂ Rn um subconjunto semialgébrico. A métrica intŕınseca induz

em X a mesma topologia induzida de Rn.

Prova. Primeiro, note que dado ϵ > 0, temos que ∥·∥ ≤ din(·, ·) < ϵ implica que Bdin
ϵ (x) ⊂

Bϵ(x), onde B
din
ϵ (x) e Bϵ(x) são as bolas nas métricas din e dext, respectivamente.

Reciprocamente, seja y ∈ Br0(x0), onde r0 = r
1+ϵ

, para algum r > 0 dado.

Assim ∥y−x0∥ < r0. Por um teorema em [12], existem subconjuntos anaĺıticosX1, · · · , Xr

e ϵ > 0 tais que:

1. X =
⋃k

i=1Xi;

2. Cada Xi é (1 + ϵ)−LNE.

Assim,

dXin(y, x0) ≤ d
Xj

in (y, x0) ≤ (1 + ϵ)∥y − x0∥ = r.

Portanto, as duas métricas intrinseca e extrinseca geram a mesma topologia, uma vez que

Bdin
ϵ (x) ⊂ Bϵ(x) ⊂ Bdin

ϵ0
(x).

Note ainda que provamos que dXin é uma função continua.

Definição 2.5. Seja X ⊂ Rn. Dizemos que X é localmente Lipschitz normalmente

mergulhado em p ∈ X, se existe uma vizinhança U ⊂ X de p tal que U é Lipschitz

normalmente mergulhado.
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É claro que se X é Lipschitz normalmente mergulhado implica que X é local-

mente Lipschitz normalmente mergulhado. A reciproca do resultado acima não é verda-

deiro. Por exemplo a curva complexa X := {y − x2 = 0} é localmente LNE para todo

p ∈ X mas não é globalmente LNE. O próximo resultado afirma que toda subvariedade

compacta de Rn é LNE.

Proposição 2.7. Seja Mk ⊂ Rn uma subvariedade conexa. Se Mk é compacta, então

Mk é Lipschitz normalmente mergulhado.

Prova. Nossa prova será dividida em dois passos:

Afirmação 1: Mk é localmente Lipschitz normalmente mergulhado.

Demosntração da afirmação 1. Seja ψ : V ⊂ Rk → U ⊂ Mk ⊂ Rn uma parametrização

local e definimos φ : U ⊂ M → V ⊂ Rk a aplicação inversa de ψ (podemos escolher

V = B(ρ, r), bola aberta). Sendo ψ bilipschitz, temos

k dVext (p, q) ≤ dUext (ψ(p), ψ(q)) ≤ k̃ dVext (p, q) .

Dessa desigualdade, segue que

k dVin (p, q) ≤ dUin(ψ(p), ψ(q)) ≤ k̃ dVin(p, q).

Assim,

dUin(ψ(p), ψ(q)) ≤ k̃ dVin(p, q) = k̃ dVext (p, q)

≤ k̃ dUext (φ(ψ(p)), φ(ψ(q)))

≤ k̃ c dUext (ψ(p), ψ(q)) .

Afirmação 2: Se Mk é localmente Lipschitz normalmente mergulhado, então

Mk é Lipschitz normalmente mergulhado.

Demonstração da afirmação 2. Para cada p ∈Mk, seja Up uma vizinhança Lipschitz nor-

malmente mergulhada de p e seja Kp a constante de Lipschitz. Seja {Up}p∈Mk uma cober-

tura de Mk por vizinhança como acima. Desde que Mk é compacto, segue do Teorema de

Borel-Lebesgue (ver Teorema 23 em [14, p. 48]) que podemos extrair uma subcobertura

finita {Upi}
n
i=1 famı́lia. Agora tome K = maxi{Kpi}, dáı considere a aplicação

f(p, q) : =
din(p, q)

dext(p, q)
:
(
Mk ×Mk

)
\∆ → R,

onde ∆ é o conjunto diagonal deMk×Mk. Agora, tome uma vizinhança U ⊂
⋃n

i=1 Upi × Upi
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da diagonal ∆. Então f é uma função continua no conjunto compacto
(
Mk ×Mk

)
\U , e

portanto limitada no compacto
(
Mk ×Mk

)
\ U por uma constante K1 > 0. Finalmente,

desde que U ⊂
⋃n

i=1 Upi × Upi , temos que f é limitada por K em U . Consequentemente,

f(p, q) ≤ K, onde K = max{K,K1}. Portanto,

dUin(p, q) ≤ KdUext(p, q),

para todo p, q ∈Mk.

Finalizando a prova do teorema.

Nessa seção, construiremos novos espaços Lipschitz normalmente mergulhado

a partir de espaços Lipschitz normalmente mergulhados. O primeiro é o caso dos espaços

de produto.

Proposição 2.8 (Proposição 2.6 em [11]). Sejam X ⊂ Rn e Y ⊂ Rm. Então, X ×
Y ⊂ Rn+m é Lipschitz normalmente mergulhado, se e somente se, X e Y são Lipschitz

normalmente mergulhados.

Prova. Primeiro assumimos que X e Y são Lipschitz normalmente mergulhados, isto é,

existem constantes KX e KY tais que

dXin(a, b) ≤ KXd
X
ext(a, b),

e

dYin(c, d) ≤ KY d
Y
ext(c, d),

para todo a, b ∈ X e c, d ∈ Y . Agora tomemos (x1, y1) e (x2, y2) dois pontos arbitrários

em X × Y . Aplicando a desigualdade triangular a métrica dX×Y
in ((x1, y1), (x2, y2)) temos

que

dX×Y
in ((x1, y1), (x2, y2)) ≤ dX×Y

in ((x1, y1), (x1, y2)) + dX×Y
in ((x1, y2), (x2, y2)) . (1)

Agora, note que os pontos (x1, y1) e (x1, y2) então na mesma fibra {x1} × Y . Consequen-

temente,

dX×Y
in ((x1, y1), (x1, y2)) ≤ dYin(y1, y2). (2)

Analogamente, o mesmo vale para

dX×Y
in ((x1, y2), (x2, y2)) ≤ dXin(x1, x2). (3)

A figura 3 a seguir representa geometricamente esse argumento. Segue da definição de
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Figura 3 – Desigualdade triangular

Rn

Rm

O

A = (x1, y1) B = (x1, y2)

C = (x2, y2)

Fonte: Elaborada pelo autor

conjunto Lipschitz normalmente mergulhados e das desigualdades (3) e (2) que:

dX×Y
in ((x1, y1), (x1, y2)) ≤ dYin(y1, y2)

≤ KY d
Y
ext(y1, y2). (4)

e

dX×Y
in ((x1, y1), (x1, y2)) ≤ dXin(x1, x2)

≤ KXd
X
ext(x1, x2). (5)

Agora é claro que (veja novamente a figura 3)

dX×Y
ext ((x1, y1), (x1, y2)) = dYext (y1, y2) , (6)

e

dX×Y
ext ((x1, y2), (x2, y2)) = dXext (x1, x2) . (7)

Também, temos que

dX×Y
ext ((x1, y1), (x2, y2))

2 = dYext(y1, y2)
2 + dXext(x1, x2)

2.

Segue da definição de métrica produto que

dX×Y
ext ((x1, y1), (x1, y2)) ≤ dX×Y

ext ((x1, y1), (x2, y2)) , (8)

e

dX×Y
ext ((x1, y2), (x2, y2)) ≤ dX×Y

ext ((x1, y1), (x2, y2)) . (9)
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Dáı segue que,

dX×Y
in ((x1, y1), (x2, y2)) ≤(1) dX×Y

in ((x1, y1), (x1, y2)) + dX×Y
in ((x1, y2), (x2, y2))

≤(4) dYin (y1, y2) + dXin (x1, x2)

≤ KY d
Y
ext (y1, y2) +KXd

X
ext (x1, x2)

=6 KY d
X×Y
ext ((x1, y1), (x1, y2)) +KXd

X×Y
ext ((x1, y2), (x2, y2))

≤(9) KY d
X×Y
ext ((x1, y1), (x2, y2)) +KXd

X×Y
ext ((x1, y1), (x2, y2))

≤ (KX +KY ) d
X×Y
ext ((x1, y1), (x2, y2)) .

Reciprocamente, assumimos que X×Y é Lipschitz normalmente mergulhados.

Agora tomemos dois pontos p, q ∈ X e consideramos γX : [0, 1] → X tal que γX(0) = p

e γX(1) = q. Agora considere os pontos (p, 0), (q, 0) ∈ X × Y e seja γ : [0, 1] → X × Y

dada por γ(t) = (γX(t), γY (t)), onde γY : [0, 1] → Y é um caminho em Y . Agora note

que, l(γ) ≥ l(γX), consequentemente,

dXin(p, q) ≤ dX×Y
in ((p, 0), (q, 0)) .

Por hipótese, temos que X × Y é normalmente mergulhado. Logo, existe uma constante

K tal que

dX×Y
in ((p, q), (p, q)) ≤ KdX×Y

ext ((p, q), (p, q)) .

Pela identidade (7) segue que dX×Y
ext ((p, c0), (q, c0)) = dXext(p, q). Portanto,

dXin(p, q) ≤ KdX×Y
in ((p, 0), (q, 0))

≤ KdX×Y
ext ((p, 0), (q, 0))

= KdXext (p, q) .

Provando que X é Lipschitz normalmente mergulhado. Para provar Y é análogo.

Para o próximo resultado, consideremos as definições a seguir.

Definição 2.6. Sejam X ⊂ Rn e Y ⊂ Rm. Diremos que X e Y são bilipschitz homeomor-

fos (ou simplesmente, lipeomorfos) no infinito se, existem K ⊂ Rn e K̃ ⊂ Rm compactos

e um homeomorfismo bilipschitz ϕ : X\K → Y \K̃.

Definição 2.7. Um subconjunto X ⊂ Rn é chamado Lipschitz regular no infinito, se X

e Rk são lipeomorfos no infinito, para algum k ∈ N.
O próximo resultado nos dá uma condição suficiente para que um conjunto

seja LNE. Destacamos que a nossa demonstração é totalmente baseada em [9].

Proposição 2.9 (Proposição 2.7 em [9]). Seja X ⊂ Rn fechado, ilimitado e Lipschitz

regular no infinito. Então existe um compacto K ⊂ Rn tal que cada componente conexa

de X\K é Lipschitz normalmente mergulhada.
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Prova. . Seja X ⊂ Rn fechado, não limitado e Lipschitz regular no infinito. Logo, exis-

tem compactos K1 ⊂ Rk, K2 ⊂ Rn e um lipeomorfismo ψ : Rk\K1 → X\K2. Sendo

K1 compacto, existe uma bola fechada euclidiana de raio R > 0, BR centrada na origem

contendo K1, logo Rk\Br ⊃ Rk\K1, assim, ψ̃ : Rk\Br → X\K2 seria a restrição, de

ψ a Rk\Br, ψ̃ ≡ ψ|Rk\Br
: Rk\Br → Rn\K2. Ou seja, sem perca de generalidade, pode-

mos supor que K1 = Br. Denotemos, Y = Rk\Br e Z = X\K2. Separemos em dois casos:

• Caso 1: k > 1. Sendo ψ bilipschitz existem constantes positivas λ1 < λ2 tais que,

λ1d
Y
ext (p, q) ≤ dZext (ψ (p) , ψ (q)) ≤ λ2d

Y
ext (p, q) ,∀p, q ∈ Y.

Assim,

λ1d
Y
in (p, q) ≤ dZin (ψ (p) , ψ (q)) ≤ λ2d

Y
in (p, q) ,∀p, q ∈ Y.

Como dY é ı́nfimo dos comprimentos de arco de curvas que passam por p e q, em

particular, dYin (p, q) será menor que o comprimento do caminho semicircunferência

de raio ∥p− q∥/2 ou seja, dY (p, q) ≤ πdYext (p, q) , ∀p, q ∈ Y (Veja a figura 4).

A figura a seguir representa geometricamente esse argumento.

Figura 4 – Estimativa da métrica intrinseca

Rn

Rn

O

r = ∥p−q∥
2

p

q

dYin (p, q) ≤ π∥p− q∥

Fonte: Elaborada pelo autor

Dáı,

dZin (ψ (p) , ψ (q)) ≤ λ2π

λ1
dext (ψ (p) , ψ (q)) , ∀p, q ∈ Y.
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Portanto,

dZin (x, y) ≤
λ2π

λ1
dZext (x, y) , ∀x, y ∈ Z.

Ou seja, Z é Lipschitz normalmente mergulhado. E isto mostra o primeiro caso.

• Caso 2: k = 1. Seja K1 ⊂ R compacto. Então R\K1 tem duas componente conexas

Y1 e Y2. Claramente, Y1 e Y2 são semirretas ou segmentos limitados, e portanto,

para cada i = 1, 2 temos, dYi
(p, q) ≤ |p− q|. Do mesmo modo do feito para o caso

anterior, temos,

dZi
(x, y) ≤ λ2

λ1
|x− y| , ∀x, y ∈ Zi,

onde Z1 = ψ (Y1) e Z2 = ψ (Y2) são componentes conexas de Z.

Portanto, a proposição está provada.

Definição 2.8. Seja X ⊂ Rn. Dizemos que X é Lipschitz normalmente mergulhado no

infinito se existe K ⊂ Rn compacto tal que X\K é Lipschitz normalmente mergulado. Ou

seja, existe λ > 0 tal que,

d
X\K
in (x, y) ≤ λdext (x, y) , ∀x, y ∈ X\K

Corolário 2.2 (Corolário 2.9 em [9]). Seja X ⊂ Cn subconjunto algébrico complexo.

Se X é Lipschitz regular no infinito, então X é Lipschitz normalmente mergulado (ou

simplesmente, LNE) no infinito.

A seguir apresentaremos outro resultado relevante na geometria Lipschitz.

Proposição 2.10. Seja f : X → Y um homeomorfismo bilipschitz extŕınseco. Então,

X é Lipschitz normalmente mergulhado se, e somente se, Y é Lipschitz normalmente

mergulhado.

Prova. Assumimos que Y é Lipschitz normalmente mergulhado. Como f : X → Y é

bilipschitz com respeito a métrica extŕınseco, isto é, existe uma constante K > 0 tal que

1

K
dXext(x, y) ≤ dYext(f(x), f(y)) ≤ KdXext(x, y).

Pela Proposição 2.4 temos que

1

K
dXin(x, y) ≤ dYin(f(x), f(y)) ≤ KdXin(x, y).

Agora sejam x, y ∈ X, pela bijetividade de f , existem únicos z, w ∈ Y tais que f(x) = z

e f(y) = w. Por hipótese, temos que Y é Lipschitz normalmente mergulhado, isto é,
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dYin(z, w) ≤ CdYext(z, w). Assim segue as estimativas:

dXin(x, y) ≤ KdYin(f(x), f(y))

≤ KCdYext(f(x), f(y))

≤ K2CdXext(x, y).

Provando que X é Lipschitz normalmente mergulhado. Se usarmos os mesmo argumento

para f−1 : Y → X temos a equivalência.

Definição 2.9. Seja x ∈ Rn. Dizemos que l ⊂ Rn é uma semirreta partindo de x, se

existe um vetor unitário u ∈ Sn−1, tal que l = {x+ tu; t ≥ 0}.
Definição 2.10. Dizemos que C ⊂ Rn é um cone real se existe um ponto x ∈ C, tal que

C é uma união de semirreta l partindo de x. Neste caso, x é dito vértice de C.

Antes de provarmos o teorema principal dessa seção, iremos fazer um lema

que afirma que a propriedade do conjuntos ser Lipschitz normalmente mergulhados é

preservada por homotetias, rotação e translação no espaço Rn. Lembrando que uma

homotetia do conjunto X é da forma rX : = {rx;x ∈ X e r ∈ R+}.
Lema 2.4. Seja X um conjunto Lipschitz normalmente mergulhado então rX é Lipschitz

normalmente mergulhado com mesma constante.

Prova. Sejam x, y ∈ X, e seja α : [0, 1] → X uma curva suave por partes ligando x a y.

Então, l(α) =
∫ 1

0
∥α′(t)∥dt. Agora definimos a curva β : [0, 1] → rX por β(t) = rα(t),

assim, temos que β′(t) = rα′(t), dáı

l(β) =

∫ 1

0

∥β′(t)∥dt =
∫ 1

0

∥rα′(t)∥dt = r

∫ 1

0

∥α′(t)∥dt = rl(α).

Por outro lado, sabemos que dXin(x, y) = inf {l(α);α ∈ Ω (x, y)}, onde Ω (x, y) é o conjunto

de todas as curvas em X ligando x a y. Assim, note que

drXin (rx, ry) = inf{l(β); β ∈ Ω (rx, ry)}

= inf{rl(α); rα ∈ Ω (rx, ry)}

= r inf{l(α);α ∈ Ω (x, y)}

= rdXin(x, y).

Finalmente, usando a identidade acima e a hipótese de X ser Lipschitz normalmente

mergulhado, temos que

drXin (rx, ry) = rdXin(x, y) ≤ rC∥x− y∥ = C∥rx− ry∥ = CdrXext(rx, ry).

Provando que rX é Lipschitz normalmente mergulhado com mesma constante.
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O próximo resultado pode ser visto Exemplo 4.3.7 de [20] e em [11].

Proposição 2.11 (Proposição 2.8 em [11]). Seja X ⊂ Rn um cone sobre L ⊂ Sn−1 com

vértice na origem de Rn. Então:

1. L é Lipschitz normalmente mergulhado, então X é Lipschitz normalmente mergu-

lhado;

2. Se X é Lipschitz normalmente mergulhado e L é compacto, então cada componente

conexa de L é Lipschitz normalmente mergulhado.

Prova. Primeiro iremos assumir que L é Lipschitz normalmente mergulhado com cons-

tanteKL. Pelo Lema 2.4 temos que rL é Lipschitz normalmente mergulhado. Agora sejam

x, y ∈ X. Podemos assumir que 0 ≤ ∥x∥ ≤ ∥y∥. Se x = 0, temos que dXin(x, y) = dXext(x, y)

uma vez que temos a semirreta 0⃗y ⊂ X já que X é um cone.

Agora se ∥x∥ = ∥y∥ = r, então x e y estão em rL. Logo,

dXin(x, y) ≤ drLin (x, y) ≤ KLd
X
ext(x, y).

Finalmente, se 0 < ∥x∥ < ∥y∥. Tome y′ = y
∥y∥∥x∥. Dáı, segue que dXin(y

′, y) = dXext(y
′, y),

desde que estão no mesmo seguimento de reta partindo da origem. Agora seja r = ∥x∥ =

∥y′∥, então x, y′ ∈ rL. Pela que foi vista acima, temos que dXin(x, y
′) ≤ KLd

X
ext(x, y

′).

Note que y′ é o ponto mais próximo de y em rL, logo rL esta do outro lado do hiperplano

passando por y′ e ortogonal a reta yy′ de y para y′. Assim, o angulo entre yy′ e y′x é maior

que π
2
(veja a figura 5). Pelo Lema 2.4, temos que rL é Lipschitz normalmente mergulhado

e dXin(y
′, y) = dXext(y

′, y) então,

dXin(x, y) ≤ dXin(x, y
′) + dXin(y

′, y)

≤ KLdext(x, y
′) + dext(y

′, y)

≤ (KL + 1) dext(x, y).

Isto finaliza todos os casos.

Figura 5 – LNE

y′

x

y

α

Sn−1
r

r ⊥ y′x

Fonte: Adaptada da Figura 2 de [10]
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Agora iremos demonstrar o item 2. Faremos a prova por contradição. Assuma que X é

Lipschitz normalmente mergulhado, mas existe uma componente conexa de L, digamos

L1 ⊂ L que não é Lipschitz normalmente mergulhado. Usando o fato de L1 ser compacto e

conexo, segue da Afirmação 2 da prova do Teorema 2.7 que L não é localmente Lipschitz

normalmente mergulhado. Logo existe um ponto p ∈ L1 tal que L1 não é Lipschitz

normalmente mergulhado em nenhuma vizinhança U ⊂ L1 de p. Pela Proposição 2.8

temos que U × (1 − ϵ, 1 + ϵ) não é Lipschitz normalmente mergulhado, para 0 < ϵ ≪
dist(L, 0). Veja a figura 6.

Definamos a aplicação quociente c : L × [0,+∞) → X dada por f(x, t) =

tx. Note que f é uma aplicação bi-Lipschitz com respeito a métrica extŕınseca e pela

Proposição 2.4 segue que é bi-Lipschitz com respeito a métrica intŕınseca(ou métrica

geodésica). Consequentemente, os conjuntos U × (1− ϵ, 1 + ϵ) e c(U × (1− ϵ, 1 + ϵ)) são

bi-Lipschitz equivalentes. Como U e ϵ podem ser escolhidos arbitrariamente pequenos,

temos que não existe nenhuma vizinhança aberta de p que seja Lipschitz normalmente

mergulhada, mas pela Proposição 2.10, temos que U × (1 − ϵ, 1 + ϵ) é Lipschitz normal-

mente mergulhado, já que c(U × (1 − ϵ, 1 + ϵ)) é Lipschitz normalmente mergulhado.

Gerando, assim uma contradição. Portanto, as componentes conexas de L são Lipschitz

normalmente mergulhadas.

Figura 6 – Link compacto LNE

L1L2 L3

O

U × (−ϵ, ϵ)

dist(L1, 0) = inf {d (x, 0) ; x ∈ L1}

L = L1 ∪ L2 ∪ L3

X

Fonte: Elaborada pelo autor

O próximo resultado que diz que se X é um conjunto Lipschitz normalmente

mergulhado então seu fecho é também normalmente mergulhado. Essa demonstração

surgiu entre uma conversa informal na sala do café da Universidade Federal do Ceará,

entre os professores José Edson Sampaio e Euripedes Carvalho da Silva. Os mesmos

discutiam sobre propriedades de conjuntos Lipschitz normalmente mergulhados. E entre

os problemas discutidos, surgiu o problema citado acima, que em seguida o professor

Sampaio apresentou a ideia da prova, que iremos dissertá-la.
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Proposição 2.12. Seja X ⊂ Rn um conjunto Lipschitz normalmente mergulhado, então

X é Lipschitz normalmente mergulhado.

Prova. Por hipótese, temos que X é Lipschitz normalmente mergulhado, digamos com

constante C ≥ 1, isto é, dXin(·, ·) ≤ CdXext(·, ·). Agora consideremos x, y ∈ X dois pontos

no fecho de X. Consideremos (xn)n, (yn)n ⊂ X duas sequências de pontos em X tais

que xn → x e yn → y. Assim, ∥xn − yn∥ → ∥x − y∥, logo a menos de tomarmos uma

subsequência podemos assumir que

∥xn − yn∥ ≤ ∥x− y∥+ 1,

para todo n ∈ N. Agora para cada n ∈ N, definimos γn : [0, 1] → X uma curva conectando

xn à yn satisfazendo

ln := l(γn) ≤ dXin(xn, yn) +
1

n
.

Assim,

ln ≤ dXin(xn, yn) +
1

n

≤ CdXext(xn, yn) +
1

n

≤ C
(
dXext(x, y) + 1

)
+

1

n

≤ CdXext(x, y) + 2C

= C
(
dXext(x, y) + 2

)
.

Adquirindo que {ln}n∈N é limitado, isto é, ln ≤ l := C
(
dXext(x, y) + 2

)
. Finalmente,

considere γ̃n : [0, ln] → X uma reparametrização de γn pelo comprimento de arco. Agora

definimos βn : [0, l] → X uma curva dada por βn(t) = γ̃n(t) se t ∈ [0, ln] e βn(t) = γ̃n(ln)

se t ∈ [ln, l]. Desde que cada γ̃n está reparametrizada pelo comprimento de arco, para

cada n ∈ N, temos que

∥βn(s)− βn(t)∥ ≤ |s− t|,

para todo s, t ∈ [0, l]. Portanto, {βn} é uma famı́lia equicontinua e limitada. Evocando

o Teorema de Arzela-Ascoli, podemos assumir a menos de tomarmos uma subsequência

que existe uma curva β : [0, l] → X para qual βn ⇒ β. Portanto, temos que

dXin(x, y) ≤ l(β)

= lim sup l(βn)

= lim sup l(γn)

≤ CdXext(x, y).
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Provando assim que dXin(x, y) ≤ CdXext(x, y).

O próximo resultado nos diz que um subconjunto semialgébrico e fechado é

geodesicamente fechado. Mais precisamente:

Proposição 2.13. Seja M ⊂ Rn um subconjunto fechado. Se x, y ∈ M e existe uma

curva retificável ligando x a y então, existe uma geodésica minimizante M ligando x a y.

Prova. Sejam x e y dois pontos em M . Consideremos (xn)n, (yn)n ⊂ M duas sequências

de pontos em M tais que xn → x e yn → y. Por hipótese existe uma curva retificável

α : [0, 1] →M ligando x a y. Assim, podemos assumir que

l(α) ≤ L,

onde L > 0. Agora para cada n ∈ N, definimos γn : [0, 1] → X uma curva conectando xn

à yn satisfazendo

ln := l(γn) ≤ dXin(xn, yn) +
1

n
e ln ≤ l(α).

Assim, adquirimos que {ln}n∈N é limitado, isto é, ln ≤ L. Finalmente, considere γ̃n : [0, ln] →
X uma reparametrização de γn pelo comprimento de arco. Agora definimos βn : [0, L] →
M uma curva dada por βn(t) = γ̃n(t) se t ∈ [0, ln] e βn(t) = γ̃n(ln) se t ∈ [ln, L]. Desde

que cada γ̃n está reparametrizada pelo comprimento de arco, para cada n ∈ N, temos que

∥βn(s)− βn(t)∥ ≤ l(βn)|(s,t) = |s− t|,

para todo s, t ∈ [0, l]. Portanto, {βn} é uma famı́lia equicontinua e limitada. Evocando

o Teorema de Arzela-Ascoli, podemos assumir a menos de tomarmos uma subsequência

que existe uma curva β : [0, l] →M para qual βn ⇒ β. Portanto, temos que

dMin (x, y) ≤ l(β)

= lim sup l(βn)

= lim inf l(γn)

≤ dXin(x, y).

Provando assim que dXin(x, y) ≤ CdXext(x, y).

2.4 Cone tangente no infinito

Nessa seção iremos estudar uma das ferramentas mais poderosas da geometria

Lipschitz, o cone tangente. Tal cone é um invariante para tal geometria (veja [18]). Agora
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iremos defini-lo e apresenta algumas de suas propriedades.

Definição 2.11 (Cones Tangentes no Infinito). Seja X ⊂ Rn um conjunto semialgébrico

ilimitado (resp. conjunto subanaĺıtico) com p ∈ X. Dizemos que v ∈ Rn é tangente a

X no infinito (resp. a p) se existem, uma sequência de pontos {xi} ⊂ X tendendo ao

infinito (resp. a p) e uma sequência de números reais positivos {ti} tais que,

lim
i→+∞

1

ti
xi = v

(
resp. lim

i→+∞

1

ti
(xi − p)

)
= v

Agora apresentaremos alguns exemplos

Exemplo 2.6. Seja X = {(x, y) ∈ C2;x3 = y2} a cúspide complexa. Então seus cones

tangentes na origem e no infinito são respectivamente C(X, 0) = {(x, y) ∈ C2; y = 0} e

C(X,∞) = {(x, y) ∈ C2;x = 0}.

Figura 7 – Cones tangentes da cúspide complexa na origem e no infinito

C

C

O

X

C (X, 0)

C (X,∞)

Fonte: Elaborada pelo autor

A proposição a seguir enuncia algumas propriedades do cone tangente.

Proposição 2.14. Usando a notação acima temos:

1. Se Y1 ⊂ Y2, então C(Y1, y) ⊂ C(Y2, y);

2. C(Y1 ∪ Y2, y) = C(Y1, y) ∪ C(Y2, y);
3. C(Y1 ∩ Y2, y) ⊂ C(Y1, y) ∩ C(Y2, y);
4. C(Y1 × Y2, y) = C(Y1, y)× C(Y2, y);

5. Se Y é uma variedade de classe C1 e y ∈ Y , então C(Y, y) coincide com o espaço

tangente de Y no ponto y, isto é, C(Y, y) = TyY .
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Prova. Ver [5, p. 79]

O cone tangente no infinito vale em situações bem mais gerais, isto é, o con-

junto não precisar ser semialgébrico, subanaĺıtico ou mesmo defińıvel em uma estrutura

O-minimal. Para um estudo mais geral veja [23].

A proposição a seguir nos diz que no caso de conjunto semialgébricos, podemos

ver o cone tangente no infinito como a velocidade de curvas no infinito. Consequentemente

não depende da sequência escolhida. Este resultado foi demonstrado por Fernandes e

Sampaio (2019) em [9].

Proposição 2.15 (Proposição 2.15 em [9]). Seja Z ⊂ Rn um conjunto semialgébrico não

limitado. Um vetor w ∈ Rn é tangente a Z no infinito se, e somente se, existe uma curva

semialgébrica cont́ınua γ : (ε,+∞) → Z tal que lim
t→∞

|γ (t) | = +∞ e γ (t) = tw + o∞ (t),

onde g (t) = o∞ (t) significa lim
t→∞

g (t)

t
= 0.

Prova. Suponha que w ∈ Rn é tangente a Z no infinito. Consideremos a aplicação

semialgébrica ϕ : Rn\{0} → Rn\{0} dada por ϕ (x) = x
∥x∥2 e denote X = ϕ (Z\{0}).

Como Z é não limitado, a origem é um ponto não isolado de X. Agora, seja ρ : Sn−1 ×
(0,+∞) → Rn\{0} a aplicação dada por ρ (x, t) = tx. Vemos que, ρ|Sn−1×(0,+∞): Sn−1 ×
(0,+∞) → Rn\{0} é um homeomorfismo semialgébrico com inversa, ρ−1 : Rn\{0} →
Sn−1 × (0,+∞) dada por ρ−1 (x) =

(
x

∥x∥ , ∥x∥
)
. Além disso, o conjunto Y = ρ−1 (X) ⊂

Sn−1 × (0,+∞) e Y são conjuntos semialgébricos.

Consideraremos dois casos:

Caso w ̸= 0. Como w é tangente a Z no infinito, então existem {sk}k∈N ⊂ R
e {zk}k∈N ⊂ Z tais que, lim

k→∞
∥zk∥ = +∞ e lim

k→∞

1

sk
zk = w. Assim, para cada k ∈ N,

definamos xk = ϕ (zk). Neste caso, seja v := lim
k→∞

sk · xk =
w

∥w∥2
. Em particular,

lim
k→∞

xk
∥xk∥

=
w

∥w∥
=

v

∥v∥
e u =

(
v

∥v∥ , 0
)

∈ Y . Assim, pelo Lema 2 (Lema de Seleção

da Curva), existe uma curva semialgébrica cont́ınua β [0, δ) → Y tal que β (0) = u e

β ((0, δ)) ⊂ Y . Escrevendo β (t) = (x (t) , s (t)), temos s/ : [0, δ) → R é uma função

semialgébrica e não-constante tal que s (0) = 0 e s (t) > 0, se t ∈ (0, δ). Pelo Lema

1 (Lema da Monotonicidade), podemos supor que s é anaĺıtica em (0, δ) e estritamente

crescente. Então, s :
[
0, δ

2

]
→

[
0, δ

′]
é um homeomorfismo semialgébrico, onde δ

′
= s

(
δ
2

)
.

Definamos α : [0, r) → X dada por,

α (t) = ρ ◦ β ◦ s−1 (t∥v∥) = ρ
(
x
(
s−1 (t∥v∥)

)
, s

(
s−1 (t∥v∥)

))
= t∥v∥x

(
s−1 (t∥v∥)

)
,
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onde r = min δ
′

∥v∥ , δ
′
. Assim,

lim
t→0+

α (t)

t
= lim

t→0+

t∥v∥x (s−1 (t∥v∥))
t

= lim
t→0+

∥v∥x
(
s−1 (t∥v∥)

)
= ∥v∥x (0) = v,

e, dessa forma, α (t) = tv + o (t). Por fim, definindo γ :
(
1
r
,+∞

)
→ Z dessa maneira,

γ (t) = ϕ−1
(
α
(
1
t

))
, conseguimos,

γ (t) =
1
t
v + o

(
1
t

)
∥1
t
v + o

(
1
t

)
∥2

= t
v

∥v∥2
+ o∞ (t) = tw + o∞ (t) .

Como γ é composição de aplicações semialgébricas, γ é semialgébrica. E fica demonstrado

este caso.

Caso w = 0. Neste caso, seja {xk}k∈N ⊂ Z sequência tal que limk→+∞,

observe que como Z é não limitado, podemos tomar tal sequência. Assim,

{
xk

∥xk∥

}
k∈N

é,

a menos de subsequência, uma sequência convergente. Seja, v o limite dessa sequência,

isto é, lim
k→∞

xk
∥xk∥

= v. De modo análogo ao que fizemos no Caso w ̸= 0 é posśıvel

mostrar que existe curva cont́ınua semialgébrica cont́ınua γ : (ε,+∞) → Z tais que

γ (t) = tv + o∞ (t). Definamos γ̃ : (ε2,+∞) → Z tal que γ̃ (t) = γ
(
t
1
2

)
. Assim, temos

γ̃ (t) = o∞ (t) = tw + o∞ (t).

Reciprocamente, suponhamos que exista curva semialgébrica cont́ınua γ :

(ε,+∞) → Z tal que lim
t→∞

|γ (t) | = −∞ e γ (t) = tw + o∞ (t), então para cada k ∈ N
definimos sk = ε + k + 1 e seja zk = γ (sk). Agora, basta percebermos que lim

k→∞
∥zk∥ =

lim
k→∞

|γ (sk) | = +∞ e lim
k→∞

1

sk
zk = lim

k→∞

1

sk
γ (sk) = w.

Uma consequência imediata de 2.15 é o corolário a seguir.

Corolário 2.3. Seja Z ⊂ Rn conjunto semialgebrico ilimitado. Então Z tem um único

tangente no infinito e, mais além,

C (Z,∞) = {v ∈ Rn; ∃γ : (ε,∞) → Z, cont́ınua, semialgébrica e limt→∞ ∥γ (t) ∥ =

+∞, γ (t) = tv + o∞ (t)}
Vamos definir agora o conceito de cone tangente de um conjunto semialgébrico.

Definição 2.12. Seja X ⊂ Rm algébrico tal que 0 é um ponto não isolado de X. Defini-

mos o cone tangente de X nem 0 como sendo o conjutno C (X, 0) = {v ∈ Rm; ∃γ [0, ε) →

X, cont́ınua, semialgébrica e tal que γ ((0, ε)) ⊂ X e lim
t→0+

γ (t)

t
= v}

Assim, obtemos o seguinte resultado

Corolário 2.4. Seja Z ⊂ Rn conjunto semialgébrico ilimitado. Seja ϕ : Rn\{0} →
Rn\{0} a aplicação semialgébrica dada por, ϕ (x) = x

∥x∥2 e denotemos X = ϕ (Z\{0}).
Então C (Z,∞) é um conjunto semialgébrico satisfazendo C (Z,∞) = C (X, 0) e dimRC (Z,∞) ≤
dimRZ.
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Prova. Como ϕ : Rn\{0} → Rn\{0} é homeomorfismo semialgébrico, temos que X é

semialgébrico e dimRX = dimRZ. Além disso, o Lema 1.2 em [12], temos que C (X, 0) é

semialgébrico e dimRC (X, 0) ≤ dimRX. Ademais, de 2.15 segue que C (Z,∞) = C (X, 0).

Assim, dimRC (Z,∞) ≤ dimRZ.

O próximo resultado é uma versão no infinito de um teorema de [18] onde o au-

tor mostrou que conjuntos subanaĺıticos lipeomorfos no infinito possuem cones tangentes

lipeomorfos.

Teorema 2.1 (Teorema 2.19 em [9]). Seja A ⊂ Rm e B ⊂ Rn subconjuntos semialgébricos

ilimitados. Se A e B são lipeomorfos no infinito, então seus cones tangentes no infinito

C (A,∞) e C (B,∞) são lipeomorfos.

Prova. Seja K̃1 ⊂ Rm e K̃2 ⊂ Rn subconjuntos compactos tais que existe um homeomor-

fismo bilipschitz ϕ : A\K̃1 → B\K̃2. Denotemos X = A\K̃1 e Y = B\K̃2. Tomando

RN = Rm × Rn e fazendo as seguintes identificações:

X ↔ X × {0} e Y ↔ {0} × Y

podemos supor que X, Y ⊂ RN e assim, existe um lipeomorfismo φ : RN → RN tal que

φ (X) = Y pelo Lema 3.1 em [18]. Agora, seja K > 0 uma constante tal que,

1

K
∥x− y∥ ≤ ∥φ (x)− φ (y) ∥ ≤ K∥x− y∥,∀x, y ∈ RN .

Para cada k ∈ N, definamos aplicações φk, ψk : RN → RN , dadas por φk (v) =
1
k
φ (kv)

e ψk (v) = 1
k
φ−1 (kv). Para cada inteiro m ≥ 1, definamos φk,m := φ|Bm

: Bm → RN e

ψk,m := ψ|Bmk
: Bmk → RN , onde Br, denota a bola Euclididana fechada de raio r e centro

na origem em RN . Como,

1

K
∥x− y∥ ≤ ∥φk,1 (x)− φk,1 (y) ∥ ≤ K∥x− y∥,∀x, y ∈ B1,∀k ∈ N

e
1

K
∥u− v∥ ≤ ∥ψk,1 (u)− ψk,1 (v) ∥ ≤ K∥u− v∥,∀u, v ∈ Bk, ∀k ∈ N,

existe uma subsequência {kj,1} ⊂ N e aplicações lipschitz dφ1 : B1 → RN e dψ1 : BK →
RN tais que φkj,1,1 → dφ1 uniformemente em B1 e ψkj,1,1 → dψ1 uniformemente em Bk

(observe que {φk,1}k∈N e {ψk,1}k∈N têm constantes de Lipschitz uniformes). Além disso,

1

K
∥u− v∥ ≤ ∥dφ1 (u)− dφ1 (v) ∥ ≤ K∥u− v∥,∀u, v ∈ B1

e
1

K
∥z − w∥ ≤ ∥dψ1 (z)− ψ1 (w) ∥ ≤ K∥z − w∥, ∀z, w ∈ Bk.
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De modo análogo ao acima, para cada m > 1 temos

1

K
∥x− y∥ ≤ ∥φk,m (x)− φk,m (y) ∥ ≤ K∥x− y∥,∀x, y ∈ Bm,∀k ∈ N

e
1

K
∥u− v∥ ≤ ∥ψk,m (u)− ψk,m (v) ∥ ≤ K∥u− v∥,∀u, v ∈ BmK , ∀k ∈ N.

Portanto, para cada m > 1, existe uma subsequência {kj,m}j∈N ⊂ {kj,m−1} e aplicações

Lipschitz dφm : Bm → RN e dψm : BmK → RN tais que φkj,m,m → dφm uniforme-

mente sobre Bm e ψkj,m,m → dψm uniformemente sobre BmK com dφm|Bm−1
= dφm−1 e

dψm|B(m−1)K
= dψm−1. Além disso,

1

K
∥u− v∥ ≤ ∥dφm (u)− dφm (v) ∥ ≤ K∥u− v∥,∀u, v ∈ Bm (10)

e

1

K
∥z − w∥ ≤ ∥dψm (z)− ψm (w) ∥ ≤ K∥z − w∥,∀z, w ∈ BmK . (11)

Definamos dφ, dψ : RN → RN por dφ (x) = dφm (x), se x ∈ Bm e dψ (x) = dψm (x), se

x ∈ BmK e para cada j ∈ N, sejam tj = nj = kj,j.

Afirmação 2.1. φnj
→ dφ e ψnj

→ dψ uniformemente sobre subconjuntos compactos de

RN

Prova da Afirmação 2.1. Seja F ⊂ RN subconjunto compacto. Tomemos m ∈ N tais que

F ⊂ Bm ⊂ BmK . Assim a sequência {nj}j>m é uma subsequência de {kj,m}j∈N e, como

φkj,m,m → dφm uniformemente sobre Bm e ψkj,m,m → dψm uniformemente sobre BmK ,

segue que φnj
→ dφ e ψnj

→ dψ uniformemente sobre F.

Afirmação 2.2. dφ : RN → RN é um lipeomorfismo e dψ = (dφ)−1.

Prova da Afirmação 2.2. Segue das equações (10) e (11) que dφ, dψ : RN → RN são

aplicações Lipschitz. Portanto, é suficiente mostrar que dψ = (dφ)−1. Para fazê-lo, sejam

v ∈ RN e w = dφ (v) = lim
j→∞

φ (tjv)

tj
. Assim,
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∥dψ (w)− v∥ =

∥∥∥∥ limj→∞

ψ (tjw)

tj
− v

∥∥∥∥
= lim

j→∞

∥∥∥∥ψ (tjw)

tj
− tjv

tj

∥∥∥∥
= lim

j→∞

1

tj
∥ψ (tjw)− tjv∥

= lim
j→∞

1

tj
∥ψ (tjw)− ψ (φ (tjv))∥

≤ lim
j→∞

K

tj
∥tjw − φ (tjv)∥

= lim
j→∞

K

∥∥∥∥w − φ (tjv)

tj

∥∥∥∥ .
Então, dψ (w) = dψ (dφ (v)) = v, para todo v ∈ RN , isto é, dψ ◦ dφ = idRN . De modo

análogo, podemos mostrar que dφ ◦ dψ = idRN

Afirmação 2.3. dφ (C (X,∞)) = C (Y,∞)

Prova da Afirmação 2.3. Pela Afirmação 2.2 é suficiente verificar que dφ (C (X,∞)) ⊂
C (Y,∞). Para fazê-lo, seja v ∈ C (X,∞). Então, existe um caminho α : (ε,∞) → X tal

que α (t) = tv+ o∞ (t). Assim, φ (α (t)) = φ (tv)+ o∞ (t), pois φ é Lipschitz. Entretanto,

φ (tjv) = tjdφ (v) + o∞ (tj) e então,

dφ (v) = lim
j→∞

φnj
(v) = lim

j→∞

φ (tjv)

tj
= lim

j→∞

φ (α (tj))

tj
∈ C (Y,∞) .

Portanto, dφ : C (X,∞) → C (Y,∞) é um lipeomorfismo (bilipschitz homeo-

morfismo).

Finalizamos a prova observando que C (A,∞) = C (X,∞) e C (B,∞) = C (Y,∞)

Corolário 2.5. Seja X ⊂ Cn subconjunto algébrico complexo. Se X é Lipschitz regular

no infinito, então o cone de X no infinito é Lipschitz regular no infinito.

Seja X ⊂ Cn subconjunto algébrico. Seja I (X) o ideal de C [x1, x2, · · · , xn]
dado pelos polinômios que se anulam sobre X. Para cada f ∈ C [x1, x2, · · · , xn], denote-
mos f ∗ os polinômios homogêneos compostos pelos monômios em f de grau máximo.

Proposição 2.16 (Teorema 1.1 em [13] ). Seja X ⊂ Cn subconjunto algébrico complexo.

Então, C (X,∞) é a variedade afim V (⟨f ∗; f ∈ I (X)⟩) .

Prova. Veja Afirmação 1 do Teorema 3.1 de [19].



37

2.5 Multiplicidade relativa e grau de um conjunto anaĺıtico complexo

Nessa seção iremos definir o conceito de multiplicidade relativa e grau de um

conjunto anaĺıtico complexo. Para mais detalhes recomendamos [23] e [3].

Definição 2.13. Seja X ⊂ Rm conjunto subanaĺıtico de dimensão d e p ∈ Rm ∪ {∞}.
Dizemos que x ∈ ∂X

′
p é um ponto simples de ∂X

′
p, se existe um subconjunto aberto

U ⊂ Rm+1 com x ∈ U tal que:

• As componente conexas X1, X2, · · · , Xr de
(
X

′
p ∩ U

)
\∂X ′

p são variedades topológicas

de Rm+1 com dimXi = dimX, para todos i = 1, · · · , r;
•
(
Xi ∪ ∂X

′
p

)
∩ U são variedades topológicas com bordo, para todo i = 1, · · · , r.

Seja Smp
(
∂X

′
p

)
o conjunto dos pontos simples de ∂X

′
p e definamos CSmp (X, p) =

{t · x; t > 0 e x ∈ Smp
(
∂X

′
p

)
}. Seja kX,p : Smp

(
∂X

′
p

)
→ N função tal que kX,p (x) repre-

senta o número de componentes conexas do germe
(
ρ−1
p (X\{p}) , x

)
.

Observação 2.2. Se Smp
(
∂X

′
p

)
é subconjunto aberto e denso da parte d−1-dimensional

de ∂X
′
p sempre que ∂X

′
pé um subconjunto de dimensão de d, onde d = dimX.

Definição 2.14 (Definição 2.6 em [23]). É claro que a função kX,p é localmente constante.

De fato, kX,p é constante sobre cada componente conexa de Smp
(
∂X

′
p

)
. Então, definimos

a multiplicidade relativa de X em p (ao longo de Cj) como sendo kX,p (Cj) :=

kX,p (x) com x ∈ Cj. Além disso, quando X é conjunto algébrico, existe um conjunto

algébrico σ com dimσ < dimX, tal que Xj\σ intersecta apenas uma componente conexa

Ci, para cada componente Xj irredut́ıvel, do cone tangente C (X, p). Então definimos,

kX,p (Xj) = kX,p (Ci). Sejam X1, X2, · · · , Xr as componentes irredut́ıveis de C (X, p).

Vamos começar esta seção relembrando alguns fatos básicos sobre o grau de

conjuntos algébricos complexos. Mais precisamente, vamos ver que os subespaços lineares

afins de Cn são caracterizados entre os subconjuntos algébricos de Cn por serem aqueles de

grau 1. Nessa direção, seja ι : Cn → CPn a aplicação dada por ι(x1, · · · , xn) = [1 : x1 : · · · :
xn] e seja p : Cn+1{0} → CPn a projeção dada por p(x0, x1, · · · , xn) = [x0 : x1 : · · · : xn].

Assim, seja A um conjunto algébrico em CPn e X um conjunto algébrico em

Cn. Então Ã = p−1(A) ∪ {0} é um conjunto algébrico complexo homogêneo em Cn+1 e o

fecho de ι(X) de ι(X) em CPn é um conjunto algébrico em CPn.

Definição 2.15 (Definição 3.2 em [9]). Seja X ⊂ Cn um conjunto algébrico complexo com

dimensão p pura e seja L ∈ G (n− p, n) tal que L∩C (Y,∞) = {0}. Seja Π : Cn → Cp a

projeção ortogonal tal que L = Π−1 (0). Portanto, existe um suconjunto algébrico próprio

σ ⊂ Cp tal que d = #(Π−1 (t) ∩X) não depende do t ∈ Cp\σ. Destacamos que d não

depende também do L. Assim, definimos o grau de X dado por deg (X) = d.

Proposição 2.17. Seja X ⊂ Cn algébrico de dimensão pura. então, deg (X) = 1 se, e

somente se, X é um espaço linear afim de Cn.
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Prova. Seja A = ι (X) o fecho de ι (X) ⊂ CPn. Por definição,

deg (X) = deg (A) = m
(
Ã, 0

)
onde Ã = p−1 (A) ∪ {0}. Assim, deg (X) = 1 ⇐⇒ m

(
Ã, 0

)
= 1. Entretanto, como

Ã ⊂ Cn+1 é algébrico e homogêneo, temos m
(
Ã, 0

)
= 1 se, e somente se, Ã é subespaço

linear complexo. Contudo, Ã é subespaço linear complexo em Cn+1 se, e somente se, A é

um plano projetivo complexo em CPn.

Por fim, A é plano projetivo complexo em CPn se, e só se, X é subespaço linear afim de

Cn.



39

3 RESULTADO PRINCIPAL

Nessa seção iremos apresentar e demonstrar o objetivo principal deste trabalho.

Teorema 3.1 (Teorema 1.1 em [9] e Teorema 3.1 em [19]). Seja X ⊂ Cn subconjunto

fechado, anaĺıtico de dimensão d pura. Suponha que C (X,∞) seja subespaço linear com-

plexo de dimensão d de Cn. Se X é LNE no infinito, então X é um espaço linear afim

de Cn.

3.1 Demonstração do resultado principal

Prova do Teorema 3.1. Como C (X,∞) é um subespaço linear de Cn, podemos consi-

derar a projeção ortogonal, π : Cn → C (X,∞), façamos uma mudança linear de coorde-

nadas tais que

C (X,∞) = {(x, y) ∈ Cn; y = 0}.

Em particular, π−1 (0) ∩ C (X,∞) = {0}.

Afirmação 3.1. Existem constantes positivas C e ρ tais que X ⊂ {(x, y) ; ∥y∥ < C∥x∥}∪
Bρ.

Prova da Afirmação 3.1. De fato, suponhamos que a Afirmação 3.1 não seja verdadeira.

Então existe uma sequência {(xn, yn)}k∈N ⊂ X tais que lim
k→∞

∥ (xk, yk) ∥ = +∞ e, ∥yk∥ ≥
k∥xk∥. Mas vejamos que, a sequência qn = yn

∥yn∥ é limitada, logo a menos de tomarmos uma

subsequência, podemos supor que lim
k→∞

yk
∥yk∥

= y0. Como ∥xk∥
∥yk∥

≤ 1
k
, (0, y0) ∈ c (X,∞).

Entretanto, este fato constitui uma contradição, haja visto que y0 ̸= 0. Logo, a Afirmação

3.1 é verdadeira.

Pelo Teorema 2 em [5, p. 77], X é um conjunto algébrico.

Afirmação 3.2. Se γ : (ε,+∞) → X é um arco tal que lim
t→+∞

∥γ (t) ∥ = +∞ e π ◦ γ (t) =
tv + o∞ (t), então γ (t) = tv + o∞ (t).

Para esta afirmação, escrevamos γ (t) = (x (t) , y (t)). Como γ (t) ∈ X, ∀t ∈
(ε,+∞) temos pela Afirmação 3.1 que existe t0 > 0 tal que ∥y (t) ∥ ≤ C∥x (t) ∥, ∀t ≥ t0,

desde que lim
t→∞

∥γ (t) ∥ = +∞. Assim, como x(t)
t

é limitada, y(t)
t

também o é. Suponhamos

y (t) ̸= o∞ (t). Então, existe {tk}k∈N e r > 0 tal que tk → +∞ e
∥γ (tk) ∥

tk
≥ r, ∀k ∈ N.

Como
{

y(tk)
tk

}
k∈N

é limitada, a menos de subsequência, podemos dizer que lim
k→+∞

y (tk)

tk
=



40

y0. Portanto, lim
k→+∞

γ (tk)

tk
= (v′, y0) ∈ C (X,∞), onde v = (v′, 0). Entretanto, esta

conclusão representa uma contradição uma vez que, π−1 (0) ∩ C (X,∞) = {0} implica

y0 = 0 e sendo ∥y0∥ ≥ r > 0 isto implica em y0 ̸= 0. Então, y (t) = o∞ (t) e portanto,

γ (t) = tv + o∞ (t). Isto mostra a afirmação 2.

Agora, seja L = π−1 (0). Pela Afirmação 1, vemos que ι (X)∩ι (L)∩(Pn\ι (Cn)) =

∅. Portanto, segue do Corolário 1 em [5] que π|X : X → C (X,∞) é uma cobertura ra-

mificada com grau igual a deg (X). Além disso, o lócus de ramificação de π|X é um

subconjunto algebrico Σ do espaço linear C(X,∞) de codimensão ≥ 1. Suponhamos que

deg (X) > 1. Pelo Corolario 2.4,

dimR (Σ,∞) ≤ dimR Σ < dimRC (X,∞) .

Assim, existe um vetor tangente unitário v0 ∈ C (X,∞) \C (Σ,∞).

Como v0 não é tangente a Σ no infinito, existem números reais positivos λ e

R tais que,

Cλ,R = {v ∈ C (X,∞) ; ∥v − tv0∥ < λt, para algum t > R}

não intersecta Σ. Como assumimos deg (X) ≥ 2, temos, pelo menos, dois levantamentos

distintos, γ1 (t) e γ2 (t) da semirreta r (t) = tv0, isto é, π (γ1 (t)) = π (γ2 (t)) = tv0. Como

π é a projeção ortogonal sobre C (X,∞) e v0 é um vetor tangente unitário no infinito

às imagens π ◦ γ1 e π ◦ γ2, então v0 é vetor tangente no infinito aos arcos γ1 e γ2. Por

construção, temos que dist
(
γi (t) , (π|X)−1 (Σ)

)
≥ λt, para i = 1, 2, onde por dist nós

entendemos a distância euclidiana. Por outro lado, qualquer caminho em X conectando

γ1 (t) a γ2 (t) é levantamento de um loop, com base no ponto tv0 o qual não é contrátil

em C (X,∞) \Σ. Assim, o comprimento deste caminho deve ser, pelo menos, 2λt. Isto

isto implica que a distância intŕınseca, dX (γ1 (t) , γ2 (t)), em X, entre γ1 (t) e γ2 (t) é, pelo

menos, 2λt. Mas pela Afirmação 3.2, γ1 (t) e γ2 (t) são tangentes no infinito, que significa,

∥γ1 (t)− γ2 (t) ∥
t

→ 0 quando t→ +∞,

e λ > 0, obtemos que X não é Lipschitz normalmente mergulhado no infinito. De outra

forma, existe C̃ > 0 e um compacto K ⊂ Cn tais que:

dX (x1, x2) ≤ C̃∥x1 − x2∥, ∀x1, x2 ∈ X\K,

Então,

2λ ≤ dX (γ1 (t) , γ2 (t))

t
≤ C̃

dX (γ1 (t) , γ2 (t))

t
→ 0 quando t→ +∞,
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o que é uma contradição. Dáı, conclúımos que deg (X) = 1 e pela Proposição 2.17, segue

que X é um espaço linear afim de Cn.

3.2 Aplicações a conjuntos algébricos complexos

O Objetivo desta seção é mostrar alguns resultados e consequências do resul-

tado principal. Inciamos destacando que não temos uma versão real do resultado principal.

Nesse sentido vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1. Seja X = {(x, y, z) ∈ R3; z = sin (x+ y)}, vejamos:

• X é LNE: De fato, vejamos que X = {(x, y, z) ∈ R3; z = sin (x+ y)}
• φ : X → R2, (x, y, sin (x+ y)) 7→ (x, y) é lipeomorfismo;

• X tem um único cone tangente no infinito C (X,∞) = {(x, y, z) ∈ R3; z = 0}.
Entretanto, X não é algébrico e, em particular, não é subespaço linear de R3.

Ou seja, o teorema não vale no caso real para o conjunto X.

Vejamos algumas consequências.

Corolário 3.1. Seja X ⊂ Cn algébrico de dimensão d pura tal que C (X,∞) é um

subespaço linear complexo de Cn. Se X é LNE no infinito, então X é um subespaço

linear afim de Cn.

O exemplo a seguir mostra que todas as hipóteses feitas no teorema principal

são estritamente necessárias.

Exemplo 3.2. Seja X a parábola complexa, ou seja, X = {(x, y) ∈ C2; y = x2}. Observe
o cone tangente no infinito de X é uma reta. Ademais, X não é LNE no infinito, dáı X

que não é um subconjunto linear afim de C2

Exemplo 3.3. Seja Z = {(x, y, z) ∈ C3; x2 + y2 + z2 = 0}. Vejamos que Z é LNE e

C (X,∞) = Z, mas Z não é subespaço linear de C3.

Lema 3.1 (Teorema em [17]). Seja V ⊂ Cn um cone complexo. Se 0 ∈ V possui uma

vizinhança homeomorfa a uma bola euclidiana, então V é um subespaço linear de Cn

Um outro resultado segue da proposição que diz que

Proposição 3.1 (Teorema 3.8 em [9] e Teorema 4.1 em [19]). Seja X ⊂ Cn suconjunto

algébrico, complexo de dimensão p pura. Se X é Lipschitz regular no infinito, então X é

um subespaço linear afim de Cn.

Prova. Seja X ⊂ Cn algébrico complexo e Lipschitz regular no infinito. Assim, existe

h : U → RN\B um lipeomorfismo onde U é uma vizinhança aberta do infinito em X (i.e.

o complementar de um conjunto compacto em X) e B ⊂ RN a bola Euclidiana fechada

centrada em 0 ∈ RN . Seja C (X,∞) o cone tangente no infinito de X. Ocorre do Teorema

2.1 que existe um lipeomorfismo dh : C (X,∞) → C
(
RN\B,∞

)
= RN . Em particular,

C (X,∞) é uma variedade topológica. Pelo Lema 3.1, segue que C (X,∞) é um subespaço

linear afim de Cn. Pelo Corolário 2.2, X é LNE no infinito e, pelo Corolário 3.1 segue que
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X é subespaço linear afim de Cn.

Aqui vale ressaltar que [9] observou que ao removermos a hipótese de X ⊂ Cn

tem dimensão pura na Proposição 3.1, obtemos que X é uma união de subespaços lineares

afins de Cn com um subconjunto algébrico complexo 0-dimensional, pela forma geométrica

do lema de normalização de Noether em [16, p.42], qualquer conjunto algébrico complexo

de dimensão não nula é um conjunto ilimitado. Finalmente, mencionamos que o Teorema

3.1 não é válido (com as mesmas hipóteses) para conjuntos algébricos reais.

De fato, seja X = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 = z3}. X é algébrico, dim (X) = 2 pura,

Observe que X é o gráfico da aplicação f : R2 → R dada por f (x, y) = 3
√
x2 + y2 com

derivada em relação a x dada por

∂f

∂x
(x, y) =

2x

3 (x2 + y2)
2
3

=
2

3

x

(x2 + y2)
2
3

Logo ∀ (x, y) ∈ R2\B1 (0) temos ∥∇f (x, y) ∥ ≤ 2
3
portanto, f |R2\B1(0): R2\B1 (0) →

f (R2\B1 (0)) é lipeomorfismo. Dáı X é Lipschitz regular no infinito, contudo X não

é subespaço linear afim de R3 mostrando que a Proposição 3.1 não vale para conjuntos

algébricos reais.
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4 CONCLUSÃO

Neste trabalho exploramos o Teorema de regularidade Lipschitz no infinito,

um importante resultado em matemática, também conhecido como teorema tipo Berns-

tein que nos dar uma rigidez Geometria. Realizou-se uma análise detalhada e descritiva

do Teorema e de sua demonstração, apresentando sempre que posśıvel interpretações

geométricas de forma a contribuir com a compreensão. Para cada umas das versões apre-

sentadas exibimos uma elementar ou elegante prova que aliou diversos conhecimentos de

forma simultânea. Primeiramente, trouxemos alguns resultados e definições preliminares.

Em seguida, apresentamos e provamos resultados sobre conjuntos Lipschitz normalmente

mergulhados e, como consequência, mostramos que toda subvariedade compacta do espaço

Euclidiano é Lipschitz normalmente mergulhado. Em seguida fizemos um estudo sobre a

invariância do cone tangente por lipeomorfismo e apresentamos uma prova clara e deta-

lhada. De posse deste último resultado, demonstramos a versão no infinito do Teorema

de regularidade e provamos que todo conjunto anaĺıtico complexo, com um único cone

tangente no infinito plano é um subespaço linear.

Trabalhos recentes promoveram avanços no intuito de generalizar os resultados

de regularidade, em especial, o Teorema 3.1, evidenciando a significância da temática.

Destacamos a Proposição 3.10 de [22], o Teorema 3.1 e 4.1 em [19].

Vale frisar ainda que o estudo realizado nesse trabalho possui um caráter inte-

grador dos conhecimentos matemáticos, tendo em vista que ao longo do texto relacionamos

objetos de análise real, topologia, espaços métricos, geometria algébrica e geometria di-

ferencial. Portanto, o Teorema de regularidade Lipschitz, além de permitir a aplicação

direta de ferramentas adquiridas ao longo da pós-graduação, serve como motivação para

estudos futuros uma vez que existem inúmeros problemas em aberto nessa direção. Des-

tacamos por exemplo: É posśıvel classificar as superf́ıcies reais na categoria lipschitz com

respeito a métrica extŕınseca?
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