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RESUMO

Esta tese investiga a Estimativa de Carleson, um resultado fundamental em Ana&lise
Harmonica, Teoria do Potencial e Teoria de Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs),
estabelecido inicialmente por Lennart Carleson e que se revelou essencial para diversas
areas. De maneira geral, a Estimativa de Carleson estabelece um controle superior para
fungoes que sao solugdes de EDPs, positivas e que se anulam em uma parte da fronteira
de um dominio. Esse controle é dado pelo valor da fun¢do em um ponto fixo, distante da
fronteira, e por uma constante universal que depende apenas da geometria do dominio e
dos parametros da EDP. Discutimos a profunda relagdo desse conceito com a Desigualdade
de Harnack até a Fronteira (ou Principio de Harnack até a Fronteira), um resultado que
envolve o quociente de duas fungoes e, sob as mesmas hipoteses da Estimativa de Carleson,
garante que essas func¢oes decaem para zero na mesma velocidade a medida que nos
aproximamos da fronteira do dominio. A pesquisa na area tem avangado significativamente
na generalizacao desses resultados para operadores nao lineares. Nesse contexto, nosso
trabalho se concentra no g-Laplaciano, um operador que abrange uma ampla classe de
EDPs elipticas nao lineares. Com base em desenvolvimentos recentes que obtiveram
a Estimativa de Carleson para solu¢des nao homogéneas do g-Laplaciano em dominios
tipo semibola, o principal objetivo desta tese é estender essa estimativa para dominios
NTA, uma classe geométrica substancialmente mais geral, o que acarreta desafios técnicos
consideraveis. Para tanto, provaremos ingredientes essenciais como um refinamento da
Desigualdade de Harnack para dominios uniformes e um lema de oscilagao do tipo De
Giorgi até a fronteira. Adicionalmente, esta tese apresenta a Desigualdade de Harnack de
Fronteira como uma aplicacao da Estimativa de Carleson obtida, solidificando a relacao
entre os dois resultados no nosso novo contexto. Por fim, exploramos outra importante
aplicacao: o estabelecimento de uma estimativa de crescimento exponencial para solugoes
do g-Laplaciano em dominios cilindricos ilimitados com base NTA, generalizando teoremas

de crescimento analogos para outros dominios e operadores na literatura.

Palavras-chave: estimativa de Carleson; g-Laplaciano; dominio NTA; desigualdade de

Harnack até a fronteira.



ABSTRACT

This thesis investigates the Carleson estimate, a fundamental result in Harmonic Analysis,
Potential Theory, and the Theory of Partial Differential Equations (PDEs), initially
established by Lennart Carleson and proven essential for various fields. Generally, the
Carleson estimate establishes an upper bound for positive PDE solutions that vanish on a
portion of a domain’s boundary. This control is given by the function’s value at a fixed point,
distant from the boundary, and a universal constant that depends only on the domain’s
geometry and the PDE’s parameters. We discuss the profound relationship between this
concept and the Boundary Harnack Inequality (or Boundary Harnack Principle), a result
involving the quotient of two functions that, under the same hypotheses as the Carleson
estimate, guarantees these functions decay to zero at the same rate as we approach the
domain’s boundary. Research in the area has advanced significantly in generalizing these
results to nonlinear operators. In this context, our work focuses on the g-Laplacian,
an operator that includes a wide class of nonlinear elliptic PDEs. Building on recent
developments that obtained the Carleson estimate for inhomogeneous solutions of the
g-Laplacian in semi-ball type domains, the main objective of this thesis is to extend this
estimate to NTA domains, a substantially more general geometric class, which involve
considerable technical challenges. To this end, we will prove essential ingredients such
as a refinement of the Harnack Inequality for uniform domains and a De Giorgi-type
oscillation lemma up to the boundary. Additionally, this thesis presents the Boundary
Harnack Inequality as an application of the obtained Carleson estimate, solidifying the
relationship between the two results in our new context. Finally, we explore another
important application: the establishment of an exponential growth estimate for solutions
of the g-Laplacian in unbounded cylindrical domains with an NTA base, generalizing

analogous growth theorems for other domains and operators in the literature.

Keywords: Carleson estimate; g-Laplacian; NTA domain; boundary Harnack inequality.
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1 INTRODUCAO

No inicio dos anos 1960, Lennart Carleson, ao estudar o comportamento de
func¢des harmonicas sob a 6tica da andlise de valores-limite nao-tangenciais, provou um
resultado que, embora inicialmente considerado apenas um artefato técnico, revelou-se
fundamental para o desenvolvimento de areas como a teoria do potencial e a teoria das
equagoes diferenciais parciais (EDPs): a Estimativa de Carleson (veja o lema da Secao 4
de (Carleson, 1962)).

De forma geral, uma versao moderna dessa estimativa pode ser descrita assim:
dado um dominio €2 C R” com certa regularidade geométrica, e uma funcao u > 0 que
seja solucao de uma EDP em uma regiao de €2 proxima a fronteira, com u se anulando
continuamente sobre 02, entao é possivel estabelecer, em uma sub-regiao de €2, um
controle superior para o valor de supu. Esse controle depende apenas do valor de v em um
ponto especifico do dominio (afastado da fronteira), ajustado por uma constante universal,
determinada unicamente pela geometria de €2 e pelos parametros da EDP considerada.

Mais precisamente, para o caso de fung¢oes harmonicas, por exemplo, a Estima-
tiva de Carleson afirma que existem um raio R > 0 e uma constante A > 1 tais que, para
qualquer ponto xg € 9 e todo r < R, se u > 0 é harmonica em B, (zg) := B,(x9) N e se
anula continuamente em By (z() N 02, entao

sup u < Cu(§),
BT (z0)
A
onde C' > 1 depende apenas de 2 (e da EDP, se esta for mais geral), e £ é um ponto de
Bj/A(:cg) tal que, por exemplo, §(¢) := dist(£,09Q) > r/A?. Veja a Figura 1.

Figura 1 — Estimativa de Carleson em termos genéricos.

Fonte: elaborada pelo autor.



10

Trabalhando um pouco mais essa estimativa, obtém-se a seguinte versao:

sup u < Cinfu, onde T := BT (z¢)N {(5 > L},
B (20) r A 2A

a
a qual se assemelha muito a Desigualdade de Harnack classica para o interior. Essa
semelhanca motivou alguns autores a chamarem tal estimativa de Principio de Harnack
até a fronteira ou mesmo de Desigualdade de Harnack até a fronteira, como ocorre,
por exemplo, em (Caffarelli et al., 1981), cujas ideias serdo reutilizadas nesta tese. No
entanto, é importante notar que esse nome atualmente se refere a outro resultado: uma
generalizagdo até a fronteira de uma reformulacao da Desigualdade de Harnack envolvendo
duas fungoes positivas, e nao apenas uma.

Mais precisamente, dizemos que vale a Desigualdade de Harnack de fronteira

quando, sob as mesmas condi¢oes da Estimativa de Carleson, se u,v > 0 sdo fungoes

harménicas, entao existe uma constante C' > 1, dependendo apenas de €2 (e, possivelmente,

da EDP), tal que

) u() ()
o) = @) <oy

, para todos x,y € B;L/A(xo).
Veja a introducao da Secao 5.2 para mais detalhes sobre a motivacao e o desenvolvimento
histoérico desse resultado.

O fato é que ambos os resultados — a Estimativa de Carleson e a Desigualdade
de Harnack de fronteira — evoluiram em conjunto ao longo das tultimas décadas, e sob
certas condigoes, pode-se inclusive demonstrar a equivaléncia entre eles (veja, por exemplo,
(Aikawa, 2008)).

Entre os principais contribuintes para o avanco dessa teoria estd Hiroaki
Aikawa, que, além do trabalho citado, desenvolveu importantes resultados em contextos
variados. Em (Aikawa, 2001) e (Aikawa, 2009), por exemplo, ele aprofunda a relagao entre
esses principios e o estudo de Martin boundary e das fungoes de Green. Ja em (Aikawa;
Shanmugalingam, 2005), em colaboragdo com Nageswari Shanmugalingam, os autores
obtém a Estimativa de Carleson para o p-Laplaciano em dominios de John, utilizando
uma técnica denominada “argumento de Domar”, distinta dos métodos classicos.

Outros marcos fundamentais incluem o trabalho de David Jerison e Carlos
Kenig (Jerison; Kenig, 1982), no qual sao introduzidos os dominios NTA (Non Tangentially

Accessible) e, dentro desse contexto, sdo estabelecidas tanto a Estimativa de Carleson
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quanto a Desigualdade de Harnack de fronteira. Veja a Secao 3.2 para a definicao de
dominio NTA.

Em relacao a generalizagao para operadores mais complexos, destaca-se o artigo
de Tomasz Adamowicz e Niklas Lundstrom (Adamowicz; Lundstrom, 2016), no qual
os autores tratam da Estimativa de Carleson para o p(z)-Laplaciano em dominios NTA.

Por fim, vale destacar as contribui¢bes mais recentes voltadas a generalizacao
da estimativa de Carleson para operadores nao lineares, como o g-Laplaciano e até mesmo
para operadores totalmente nao lineares. Nesse contexto, destacam-se os trabalhos de
J. Ederson Braga, como (Braga, 2017), (Braga; Moreira, 2021) e (Braga et al., 2023),
sendo os dois ultimos em colaboragao com Diego Moreira, e o ultimo contando também
com a participagdo do autor desta tese. Nesse trabalho mais recente, é estabelecida uma
versao da Estimativa de Carleson para solugoes nao homogéneas do g-Laplaciano, isto é,
da equacao Aju = f, com f € L%, ¢ >n, em dominios do tipo semibola.

O objetivo desta tese é estender esse resultado para dominios NTA, substituindo
a regularidade da semibola por uma estrutura geométrica substancialmente mais geral, o que
acarreta desafios técnicos significativos. Além disso, busca-se apresentar a Desigualdade
de Harnack de fronteira como aplicacao da estimativa obtida, bem como estabelecer
uma estimativa de crescimento exponencial para solugoes do g-Laplaciano em dominios
cilindricos ilimitados com base NTA.

No Capitulo 2, discutiremos o operador Ay, apresentando os conceitos e resulta-
dos fundamentais. No Capitulo 3, descreveremos as principais caracteristicas de dominios
uniformes, NTA e C11, que serdo usados ao longo do texto.

Ja no Capitulo 4, provaremos dois ingredientes essenciais: um refinamento da
Desigualdade de Harnack para dominios uniformes, e um lema de oscilagao, do tipo De
Giorgi, até a fronteira. Com esses ingredientes, seremos capazes de estabelecer a Estimativa
de Carleson desejada.

Por fim, no Capitulo 5, usaremos a estimativa de Carleson para provar uma
estimativa de crescimento de solugoes do g-Laplaciano em cilindros ilimitados com base
NTA. Além disso, usaremos a Estimativa de Carleson em conjunto com uma versao

quantitativa do Lema de Hopf-Oleinik para obter a Desigualdade de Harnack de fronteira.
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2 O OPERADOR ¢-LAPLACIANO

Neste capitulo, abordaremos temas fundamentais relacionados aos Espacgos
de Orlicz e ao operador g-Laplaciano, dividindo o conteiido em duas se¢des principais.

Na primeira se¢ao, apresentaremos a teoria basica dos espagos de Orlicz,
iniciando com a definicdo de N-fungao e explorando as propriedades essenciais dessas
funcoes. Também discutiremos a construcao dos espagos de Orlicz e dos espagos de
Orlicz-Sobolev, apresentando teoremas relevantes para esta tese.

Na segunda secao, dedicaremos nossa atencao ao operador g-Laplaciano, co-
mecando pela defini¢do da Condigdo de Primitiva (PC) e Condigdao do Quociente
(QC), que sao cruciais para o estudo desse operador. Apresentaremos, em seguida, o
operador g-Laplaciano propriamente dito e discutiremos varias estimativas relevantes para
N-fungbes que satisfazem as condigoes (PC) e (QC). Além disso, exploraremos diversos
teoremas classicos de equagoes diferenciais parciais relacionados ao g-Laplaciano, incluindo
a Desigualdade de Harnack, o Lema de Hopf, o Principio da comparacao ¢ a

existéncia de barreiras. Esses resultados sao essenciais para os objetivos deste trabalho.

2.1 Sobre N-fungoes e Espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev

Definicao 2.1 (N-fungao, Fun¢io de Young). Uma fungio G: R — [0,00) é uma N -fungao,

ou funcao de Young, se G ¢ dada por

G(t) = /t|g(s)ds, VteR,
0

para alguma g: [0,00) — [0,00) que satisfaz as sequintes condigoes:
i) g(0)=0, g(s) >0 para todo s > 0;
ii) g € nao decrescente;

)
iii) g € continua a direita, isto €, para todo t > 0, limy_,;+ g(s) = g(t);
)

iv) limg_00 g(s) = 0.

Segue da definicao acima que G é continua e convexa. Na verdade, existe outra
maneira bastante comum, e equivalente, de definir uma N-funcao partindo deste ponto de

vista:

Definicao 2.2. Uma fungdo convexa e continua G: R — [0,00) é uma N-fungio se satisfaz:

') G € par, isto é, G(t) = G(—t);
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ii") G € crescente em [0,00);
Gt) _q.
- =0
iv’) im0 @ = 00.

iii’) limy_o

A funcdo G da definicao acima possui derivada a direita em cada ponto de R e
tem o 0 como tnica raiz, logo, assume a representacao da primeira definigdo. Uma demons-
tracao de que as defini¢bes acima sdo equivalentes pode ser encontrada em (Krasnosel’skii;

Rutickii, 1961). Apresentamos a seguir alguns exemplos de N-fungoes.

Exemplo 2.3. Considere G: R —[0,00) e 1 < p < 00, sao N-fungées os sequintes exemplos:
1. G(t) =|t|P, com g(t) dada por g(t) = ptP~1, ou ainda, G(t) = %, com g(t) =tP~1;
2. G(t) =€l'l" =1, com g(t) = ptP~Leltl”;
3. G(t) = (1+[t]) In(1+|¢]) — |t], com g(t) =In(1+[t]);
4. G(t)

t) = (|t —1)ell” +1, com g(t) = pt2~ el

O 1ltimo exemplo nada mais é que a composi¢ao da G do exemplo 3 com a do
exemplo 2. Acontece que a composicao de N-fungoes também é uma N-fungdo, embora o

fato mais interessante seja a reciproca deste fato, como a seguir:

Proposicao 2.4. Se G1: [0,00) — [0,00) e Ga: [0,00) — [0,00) sao N-fungoes, entio
G = G20Gy € uma N-fungao. Reciprocamente, toda N-fungao G: [0,00) — [0,00) pode

ser escrita como a composicdo de duas N -funcoes.
Demonstragio. Veja (Krasnosel’skii; Rutickii, 1961). O

Definicao 2.5 (N-fungdo complementar). Considere G uma N -fungao e g: [0,00) — [0,00)

sua derivada a direita. Definindo g: [0,00) — [0,00) por

g(s) =sup{t > 0;9(t) < s},

a N-fungcio complementar a G € a funcao G:R >R dada por

1
G(t) :/0 g(s)ds, V s € R.

Proposicao 2.6. A G da definicao acima é, de fato, uma N -funcao.

Demonstracio. Devemos mostrar que g satisfaz as quatro propriedades da Definicao 2.1.

Primeiro, tomando s = 0, o conjunto {t > 0;¢(¢) <0} tem um tnico elemento: o 0. Logo,
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g(0) =0. Além disso, para s > 0, como g é continua a direita no 0, vai existir um ¢y >0
tal que g(to) < s. Logo, g(s) > to > 0 e o primeiro item esta feito.

Para o segundo item, tome s; < s9. Teremos
{t 2 0:9(t) < s1} C{t = 0;9(t) < 52},

dai, tomando o sup, g(s1) < g(s2).
Vamos mostrar agora que ¢ é continua a direita, isto ¢, para todo sg € RT,
lim st g(s) =g(s0). Supondo que isso seja falso, temos que existe um ey > 0 tal que, para

todo 6 > 0, existe um ss € (s, 50+ 9) satisfazendo g(ss) —g(so) > €p. Dad,

€0

~ €0 ~
< _ Y

e, como ¢ é nao decrescente,

€

g (3s0)+5) < (ds0) -5 (2.1)

Pela definigao de g(s) como o supremo de um conjunto, para qualquer € > 0, vai existir
um t. > 0 satisfazendo g(t.) < s e g(s) —e < t.. Em particular, como g é ndo decrescente,
g(g(s)—¢€) <g(te) < s. Voltando na equagdo (2.1), obtemos

g (3s0)+5) <9 (ds5) =) <55

Mandando § — 0 concluimos

o que é um absurdo contra a definigao de g(sg) como o supremo dos ¢ que satisfazem
g(t) < sp. Logo,
lim_g(s) = g(s0)-
S—)SO
Resta mostrar que lim;_,, g(s) = 0o. Novamente, supondo falso, deveriamos
ter um M > 0 tal que, para todo N > 0, existe sy > N com g(sy) < M. Uma vez que g é
bem definida para todos os valores em [0,00), temos g(M) < oo. Tomando Ny = g(M),

existird um sy, > g(M) que satisfaz g(sy,) < M. Como g é nao decrescente,

9(9(sny)) < g(M). (2.2)
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Pela defini¢do de g, para todo s > 0, g(g(s)) > s. De fato, caso g(g(s)) < s, terfamos que

existe um ¢ tal que g(g(s)) < s—e < s. Dali,
g(s)e{t>0; g(t) <s—e},
em particular,

g(s) <sup{t >0; g(t) <s—e} =g(s—e),

o que é um absurdo, pois g é ndo descrescente. Segue que para todo s > 0, g(g(s)) > s.

Voltando para (2.2), usando a observagao acima, obtemos

SNy < g(g(sNo)) < g(M),
o que é um absurdo, pois sy, foi tomado maior que g(M). Logo, vale lim;_,o g(s) =00. [

Dentro da demonstragao acima, usamos duas propriedades interessantes sobre

g e g. Vimos que, para todos s,e > 0, vale

9(9(s)) = 5 = g(g(s) —e). (2.3)

O interessante é que também vale, para todos t,e > 0,

9(g(t) —e) <t <g(g(t)). (2.4)

Para a desigualdade da direita basta observar que t € {s >0 ; g(s) < g(t)}, logo

t <sup{s>0; g(s) <g(t)} =9(g(t)).

Para mostrar que g(g(t) —¢€) <t note que, para todo r € {s >0 ; g(s) < g(t) — €},

g(r) < g(t) —e<g(t)

o que implica que r < t, uma vez que g é nao decrescente. Sendo assim, sup{s >0 ; g(s) <
g(t) — e} <t, como querfamos demonstrar.
As equagdes (2.2) e (2.4) acima nos permitem provar um fato esperado pela uso

da palavra “complementar” na defini¢ao anterior. Veja a proposicao a seguir e a Figura 2.

Proposicao 2.7. Se G ¢ complementar a G, entdo G é complementar a G. Além disso,

assumindo g continua, se g € invertivel (ou crescente, de maneira equivalente), temos

g=g 1
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Figura 2 — Gréaficos de G e G a partir de g e g.

/ G(t) G(s)

‘t .S

Fonte: adaptado de (Krasnosel’skii; Rutickii, 1961).

Demonstragao. Precisamos mostrar que g(t) pode ser obtida de maneira similar a definigao

de g. Mais precisamente, vamos mostrar que

g(t) =sup{s >0 ; g(s) <t}.

Primeiro, dado r € {s >0 ; g(s) <t}, teremos g(g(r)) < g(t), pela monotonicidade de g,
dai, pela equagao (2.3),

r<g(g(r)) < g(®),

logo, g(t) é uma cota superior para o conjunto {s >0 ; g(s) <t}. Agora tome um
e > 0 arbitréario, para mostrar que g(t) é de fato o supremo do conjunto {s >0 ; g(s) <t}
devemos mostrar que existe um s, nesse conjunto que satisfaz g(t) — e < se. Entao, tomando
se = g(t) — €/2 s6 precisamos mostrar que s, € {s >0 ; g(s) <t}, ou seja, g(s) <t. Mas
isso é exatamente o que diz a primeira desigualade de (2.4). Portanto, g(t) é o supremo
de {s>0; g(s) <t}

Para a segunda parte do teorema, precisamos mostrar que g(g(s)) =seg(g(t)) =
t, para quaisquer s,t > 0. Ja sabemos que g(g(s)) > s, e, além disso, g(g(s) —€) < s. Como
g € continua, mandando € — 0, g(g(s) —¢) — g(g(s)), dai g(g(s)) < s. Portanto, g(g(s)) =s.
O caso g(g(t)) se obtém de maneira analoga, desde que tenhamos g continua. Para isso,
tome sp e vamos mostrar que limg(s) = g(sp). Como g é continua a direita, sé precisamos
tratar do caso s — s, . Como ¢ é nao descrescente, teremos g(s) < g(sg) para todo s < sp,
dai limsups_wa g(s) <g(sp). Nos resta mostrar que liminfs_ma g(s) > q(sp), ou igual, uma

vez que ¢ impossivel ser maior. Caso fosse falso, terfamos liminf Sag g(s) <g(so) e, ainda,
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para algum e > 0,
liminfg(s) < g(so) —e.

S—>SO

Aplicando g, que é continua e crescente,

so = liminf s < liminfg(g(s)) =g¢ <liminf§(s)> < g(g(s0) —€) < so,

S—>50 S—>50 S—>SO

o que é um absurdo. Logo, g é continua e o resultado estd completamente provado. [
Proposicao 2.8 (Desigualdade de Young). Seja Q2 € R™ um dominio limitado. Se G é
N-fungdo e G ¢ sua N-fungdo complementar entdo, para quaisquer a,b € R,

ab < G(a) +G(b).

Demonstragio. Nos é suficiente fazer para a,b > 0. Supondo inicialmente que g(a) < b,

temos, usando as propriedades de N-fungoes,

N b
G(a)+G(b) = G(a)+/0 g(s)ds

Observe agora a Figura 3 a seguir. Veja que a area do retangulo de largura
a e altura g(a) ¢ justamente a soma da drea azul com a area hachurada, que ¢ G(g(a)).
Portanto, ag(a) = G(a)+ G(g(a)). Dai, G(a)+ G(b) > ab.

Se tivermos, por outro lado, g(a) > b entao g(b) < a e a prova se dd de modo

analogo, usando que bg(b) = G(g(b)) + G(b). O

Estabelecidos os principais conceitos de N-fungoes, seguiremos entao com o

proximo passo, que ¢ a apresentacao dos espagos de Orlicz.

Definicao 2.9 (Classe de Orlicz). Seja Q € R™ um dominio limitado e G: [0,00) — [0,00)
uma N -fungao. Considere também a medida, bem como a integral, de Lebesgue. Definimos

a classe de Orlicz da fungao G por

La(Q):= {u: Q—R mensurdvel;/ G(|u(z)|) dzx < oo} .
Q
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Figura 3 — Visualigdo geométrica de ag(a) =

G(a) +G(g(a)).

Fonte: adaptado de (Krasnosel’skii; Rutickii, 1961).

Observe que no caso de G(t) =tP, para 1 < p < oo, temos L5(2) = LP(R2), o
espago das fungoes p-integraveis a Lebesgue. Apesar das classes de Orlicz generalizarem
a ideia de espagos de Lebesgue para 1 < p < oo, temos o seguinte teorema que mostra o

quao grande é o espaco das fungoes integraveis.

Teorema 2.10. Seja L'(Q) o espaco das funces integrdveis d Lebesque e & o conjunto

de todas as N -funcoes. Entdo

LY = U La(9).
Ge®

Demonstragio. Veja Teorema 2.1 de (Ribeiro, 2006). O

Ressaltamos que, a principio, L;(€2) ndo é um espago vetorial, mas existe uma
condicao necessaria e suficiente para que isso ocorra. A condi¢ao denominada na literatura
por Ay é satisfeita para G, uma N-func¢ao, quando existem constantes k > 0 e tg > 0 tais
que

G(2t) <kG(t) paratodo t>t. (Ag)

No caso de G satisfazer a condicdo As, usamos a notacao G € As. Nesse sentido, vale:
Teorema 2.11. L;(2) é um espago vetorial se, e somente se, G € Ag.

Demonstragio. Veja Teorema 2.3 de (Ribeiro, 2006). O



19

A fim de trabalhar sempre com a estrutura de espaco vetorial, definimos

propriamente o que seriam os espacgos de Orlicz.

Definicao 2.12 (Espaco de Orlicz). Seja Q € R™ um dominio limitado e G uma N -fungdo.
Definimos o espaco de Orlicz da funcao G, LG(Q), como o menor espaco vetorial que

contém L ().

Naturalmente, como L!(€) é um espaco vetorial, teremos, para qualquer N-
funcao G, LY (Q) ¢ L}(Q). Além disso, pelo Teorema 2.11, L%(Q) = L5(Q) se, e somente
se, G € As.

Uma vez que LG(Q) tem estrutura de espaco vetorial, podemos nos preocupar
em inserir uma norma para esse espaco. Na teoria classica, a primeira norma que surge é

a norma de Orlicz, definida para u € L%(Q) por

lu|¢; == Sup{ ‘/Qu(x)v(x) dx

todavia, a norma que vamos utilizar ao longo desta tese ¢ a chamada norma de Luxemburg.

;v satisfaz /é(|v(w)|) dxgl},
Q

Definigio 2.13 (Norma de Luxemburg). Sendo G uma N-fungio e u € L% (Q), definimos

a Norma de Luremburg como

HuHGIZinf{M>O; /QG(M]\/II)|> dxgl}.

Ao introduzirmos essas normas, surgem algumas propriedades de analise real e
funcional para o espaco vetorial L& (Q). A seguir, exibimos trés dessas propriedades. As
demonstragoes, bem como outras propriedades, podem ser encontradas no Capitulo 2 de

(Ribeiro, 2006).

Proposicao 2.14. As normas definidas acima sao, de fato, normas. Além disso, sao
equivalentes, valendo

lulg < [ulle < 2lula.
Mais ainda, o espaco LG(Q), equipado com qualquer uma dessas normas, € um espaco de

Banach completo.

Proposicao 2.15 (Desigualdade de Holder). Sejam Q € R™ um dominio limitado, G uma

N-fungdo e G sua N-fungio complementar. Se u € LG(Q) eve Lé(Q), entdo

/Qu(x)v(x) dx

< 2lull oy 1ol 30 (25)
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Teorema 2.16. Seja G uma N-fungio. Se G,G € Ay entio (LE(Q),]-||q) € reflezivo,
sendo o La(Q) 0 dual de LE(S).

Mais informagoes sobre N-fungdes podem ser encotradas em (Ribeiro, 2006) e
(Krasnosel’skii; Rutickii, 1961).

Pela discussao acima, fica claro que a nogao de espago de Orlicz é uma genera-
lizacao dos espacos de Lebesgue para 1 < p < oo. Nesta mesma diregao, introduziremos
agora a nocao de espacos de Orlicz-Sobolev, que é uma generalizagdo da noc¢ao dos espagos
de Sobolev WP, A primeira coisa que vamos fazer é revisar a nocao de derivada fraca.

Dada uma funcdo f: [a,b] CR — R tal que f € L'([a,b]), inspirados na ideia
de integracao por partes, a derivada fraca de f vai ser uma g que satisfaga (desde que

exista uma tal g),

/abfas':—/abgqb

para toda ¢ € C*° que satisfaga ¢(a) = ¢(b) = 0.
De maneira geral, dado um domfnio Q@ C R" e u € LL (), dizemos que u tem
derivada fraca se existe v = (v1,...,v), onde cada v; € L () satisfazendo, para todo

1<i<n,

dp ‘
Qu&ci = —/Qvﬂb (2.6)

para toda ¢ € CZ°(£2). Bem sabemos que, em existindo, a derivada fraca de uma fungao é
unica a menos de um conjunto de medida nula. Além disso, se a func¢ao possui derivada no
sentido classico, esta coincide com a derivada fraca. A funcao v é denominada gradiente
fraco de u e usualmente representada por Vu = (du/dxy, ...,0u/0x,), como no caso classico.

Assim como sdo definidos os espacos de Sobolev WP como o espaco das funcoes

em LP cujo gradiente fraco estda em LP, definimos o espago de Orlicz-Sobolev.

Definigao 2.17 (Espago de Orlicz-Sobolev). Dados uma N-fung¢io G e um dominio
Q CR"™, definimos o espago de Orlicz-Sobolev por

Whe(Q) .= {u e LY(Q) ; existe {v;}7_; € LY(Q) satisfazendo (2.6) para toda ¢ € CSO(Q)} :
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Em WLG(Q) utilizaremos a norma de Luxemburg de maneira analoga ao caso

dos WP, Mais precisamente, equiparemos WLG(Q) com a norma

J

Como W& é uma legitima generalizacdo dos espacos se Sobolev WP, também

ou

Ou Ou.
Oxp,

0x1

[l 1.y 7= 2% {nung,
G

podemos definir os seguintes espagos:

VVéf(Q) = {U;U e WHE(V) para todo V € Q}

whe(Q) = {u e W9 (Q) ; suppu e Q} :

Terminamos essa se¢ao com o seguinte teorema.

Teorema 2.18. O espago (WLG(Q), -] ¢ um espago de Banach. Além disso, é

Wﬂ@)
reflexivo se, e somente se, G e G sio N-fungoes que satisfazem a condi¢io As.

A demonstracao do teorema acima, bem como outras propriedades do espago
W1E(Q) sdo encontradas no Capitulo 3 de (Ribeiro, 2006). Em virtude do escopo desta
tese, optamos por nao apresentar mais propriedades, concentrando-nos apenas nos aspectos

essenciais que garantam uma compreensao clara e precisa por parte do leitor.

2.2 Sobre o g-Laplaciano

Nesta tese vamos trabalhar com as N-fungoes G: [0,00) — [0,00) que satisfazem
as seguintes condigoes:

— Condicao de primitiva:
G'(t)=g(t), onde geC®([0,00))NC"((0,00)); (P.C.)

— Condicao de quociente: para 0 < d < gg constantes fixas,

0<d<

< go, paratodo t>0. (Q.C.)
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Tais condi¢oes, também chamadas de condi¢oes de Lieberman, foram introduzidas por
Gary Lieberman em (Lieberman, 1991) quando este generalizava as condigoes naturais da,
estrutura de um operador eliptico da forma divergente. Mais precisamente, essas condigoes
foram introduzidas para estudar a regularidade das solucoes fracas do seguinte operador

- (9([Vul)
Agu::dlv( vl Vu |,

conhecido na literatura como g-Laplaciano. O nome é sugestivo uma vez que tal operador é
uma generalizacdo do bem mais conhecido p-Laplaciano, bastando tomar g = tP~!. Gracas
as condigoes (P.C.) e (Q.C.) podemos provar que o operador acima é equivalente a um
operador uniformemente eliptico na forma nao divergente, cujas constantes de elipcidade
A e A nao dependem de u, mas somente de ¢ e gy, em conjuntos onde Vu # 0. Além do
paper introdutério de Lieberman, outro trabalho que nos da uma variedade de resultados
acerca do g-Laplaciano e das solugdes desse operador é (Martinez; Wolanski, 2008).
Antes de prosseguirmos para o g-Laplaciano, vamos explorar mais caracteristicas
das N-fungbes, uma vez que as condigoes (P.C.) e (Q.C.) nos permitem provar algumas

propriedades adicionais.

Teorema 2.19. Sejam G,g N-fungées que satisfazem (P.C.) e (Q.C.). Entdo, parat,s >0,

min {867890} g(t) < g(st) < max {357890} g(t); (gl)
2 < 6(0) < tg(e; (#2)

min {51+5, 31+90} G(t) < G(st) < max {31+5, ngO} G(t); (G1)
G(t+s) <29 (G(t)+G(s)). (G2)

Demonstragio. Primeiro a propriedade (gl). Para o caso 0 < s <1, temos

min {85,590} =59 e max {35,sg0} =
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entao nosso objetivo passa a ser

s9g(t) < g(st) < s‘sg(t).

Veja que
s99g(t) < g(st) < g(t) < gijf) & gtg? < (glsg?o
e
g(st) < g(t) < gSSt) <g(t) & ?S)tg < gt(‘?
Entao, uma vez que st <t, teremos (gl) valida pra 0 < s < 1, se provarmos que
g(t) g(t)

Jog € nao crescente e <5 ¢ nao decrescente.

Analisando a derivada de % temos

(g(t)>':g’(t) 90 9@ 90 () _

t90 t9 0t90+1 - t90 — 0t90+1 g(t) =90

1) o~
Portanto, % ¢é nao crescente. Analogamente,

tg'(t )\ t
g(t) >0 = (gt(‘s)) ZO:>gt(5) ¢ nao decrescente.

Para o caso s > 1, vale
min {35,390} =5 e max {86,890} = 5%,

g(t)

Como g5 € nao crescente, e t < st,

entao

g(st) < s%g(t).

g(®)

Analogamente, “5- nao decrescente implica

s2g(t) < g(st).

Em todo o caso, para qualquer s,t > 0,

min {55,590} g(t) < g(st) < max {55,590} g(t).
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Vamos agora provar (g2). O lado direito é 6bvio uma vez que g é nao decrescente.

De fato,

G(t) = /O g(s)ds < g(t)-(t—0) = tg(t).

Para a outra parte, usando a (Q.C.), temos

G(t) = /O t g(s)ds > /O EAOFN

90

Uma vez que

/Ot sg'(s)ds = sg(s) ’; - /Otg(s)ds = tg(t) — G(t),

teremos, juntando as duas desigualdades acima,

Da,
tg(t)

G(t) > .

( ) “ 14490

Agora (G1). Usando integragao por substituicao,

G(st) = /0 Stg(u)du: /0 tsg(sx)dx.

Dai, usando (gl),
t t
G(st) < s/ max {36, 390} g(x)dx =max {SH(S,SHQO} / g(x)dxr = max {81+6, 81+90} G(t).
0 0

Analogamente,

G(st) > min {81+5, SHQO} G(t).

Para finalizar, vamos provar (G2). Os principais ingredientes sao a convexidade

de G e a propriedade (G1). Segue a sequéncia:

Gla+b) =G (2 <‘2’ + ;)) < 2ltog (; + g) < 21t (Gga) + Géb)) = 290(G(a) +G(b)).

]

Observe agora que as condigoes (P.C.) e (Q.C.) implicam que g é continua
e estritamente crescente, em particular, g = g_l. Com isso, podemos provar o seguinte

resultado.
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Teorema 2.20. Se G satisfaz (P.C.) e (Q.C.), entio a G também satisfaz (P.C.) e (Q.C.)
para 1/go e 1/6. Em particular,

~
O<i§tg(t) Sl, Vit>D0.
go — gt) — 0
Além disso, vale, para todo t,s > 0,

min {53,590 } 5(t) < st) < max {s5,5% } 5(0); (1)
0 15 < Gt < 15(1) (52)

140 git) > git); g
min {31+<15 T } G(t) < G(st) < max {31+<15 ST } G(b); (G1)
G(t+s) <25 (G(t) +G(s)); (G2)
G(g(t)) < 9oG(1): (G3)

Demonstragio. Note que, uma vez provado a primeira parte, as propriedades (g1), (§2),
(G1) e (G2) seguem diretamente das respectivas propriedades de g e G, restando provar
apenas a ultima propriedade.

Para ver que G satisfaz a condicao de primitiva, basta observar que, sendo g
continua e crescente, teremos ¢ também continua e crescente em [0,00), e valendo

1y 1
(97)(s)= m )

o que garante (g~!)’ continua em (0,00). Aproveitando a igualdade acima, para a condicio

do quociente, temos

Para t = g~ 1(s), obtemos s = g(t), dai

slg™)'(s) _ 9() _ {1 1}

gls)  tg(t) " lgo’d

go’ 0
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Para a demonstracao de (G?)) vamos aplicar a Desigualdade de Young. Na
demonstragao da Desigualdade de Young vimos que vale a igualdade quando a = g(b) ou
b=g(a), dai, para a =t, b= g(t),

G(t)+Glg(t)) = tg(t) = G(g(t)) =tg(t) — G(t).
Invocando a propriedade (g2),
G(g(1) < (1+90)G(t) — G(t) = 9oG(t).
]

Observacao: Observe que as propriedades (G2) e (G2) implicam que G e G satisfazem a
propriedade Ag : G(2t) < 2119G(t) (e andlogo para G). Logo, pelo Teorema 2.18, W€ ¢
um espaco reflexivo sob as condigoes (P.C.) e (Q.C.).

As hipéteses (P.C.) e (Q.C.) também nos ajudam a trabalhar com os conceitos
ja apresentados anteriormente, por exemplo, muitas vezes precisamos estimar a norma
de alguma funcdo em LE, embora fazer isso diretamente seja um pouco complicado. O

Resultado a seguir ajuda bastante.

Proposicao 2.21. Seja G : [0,00) — [0,00) uma N-fungao que satisfaz (P.C.) e (Q.C.),

entdo para qualquer u € LE(Q),

oo < m{ (f o)) ™. ( / ()™ } 2.7

Demonstracao. Uma vez que o caso

/ GJu(x)]) dr =0
Q

¢é imediato, podemos comecar supondo a integral acima positiva.

Comegamos observando que, pela definicado da norma de Luxemburg, se provar-

/QG<W(]\§)’> dr <1

para algum M > 0, entdo ||u| z¢(q) < M. Vamos em busca do M apropriado.

mos que

Primeiro, pela propriedade (G1),

froG=me{ ()™ Gr) ) frewn
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Tomemos entao

_max{</G \u|) (/G (Jul) )15}

Dai, caso [ G(|u]) <1, teremos

- (/QG(!ul)>ngO <1,

logo,
) G G e g
me\an) \a) T\ T et
De maneira anéloga, para [, G(|u]) >
()G (1>Hg° :
a — — =(—
T\ M M fQ (lul)”
Portanto,
W)
G( <1,
fe (i
como queriamos. O

Observacao: Naturalmente, nas hipdteses do resultado acima, como pontuado anterior-
mente, G também serd uma N-funcao que satisfaz (P.C.) e (Q.C.), porém com go_l e o L.

Logo, o também vale (2.7) para G da seguinte forma:

Jul i < mx{( / ) / é<|u|>)”1%}.

Proposigao 2.22 (Desigualdade de Young com €). Seja G : [0,00) — [0,00) uma N -fungdo
e G sua fungao complementar. Se G satisfaz (P.C.) e (Q.C.), entao, para todo 0 < e <1
existe Ce = C(€,0,90) > 1 tal que

ab < eG(a) +C.G(b) V¥ a,b>0.

Analogamente,

ab < eG(a) +C.G(b) V¥ a,b>0.
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Demonstracao. Comece notando que, para qualquer 0 < ¢ < 1, podemos usar a Desigual-
dade de Young e as propriedades (G1) e (G1) da seguinte maneira:

ab = craé < G(oa)+ G <b>
g

o

< max {01+5,01+90} G(a) +max { (i) i , <i> T } G(b)

oG (a) + (1>l+‘1s G).

o

1

Portanto, tomando arbitrariamente 0 < ¢ < 1, defina 0 := eT+3. A desigualdade acima nos
retorna entao

ab < €G(a) + C.G(b),

onde

Naturalmente, também vale
ab < G(a) + C.G(b),

com a diferenca de termos

O

Como mencionado anteriormente, nesta tese iremos nos dedicar ao estudo e a

andlise da seguinte Equacao Diferencial Parcial, entendida no sentido fraco:

Agu::div<g(’|vv:||)Vu):f em (2.8)

onde 2 tera certas propriedades geométricas, g é a derivada de uma N-funcdo G que
satisfaz as condigoes (P.C.) e (Q.C.), e f € L1(Q2) para algum g > n.

Para ser mais claro, entendemos (2.8) no sentido das distribui¢oes. Uma fungao
u e VVI})’CG ¢ dita ser uma subsolucao de (2.8) em (2, denotada por Aju > f, se, para toda
0<¢eC§° (), nés temos

/ g([Vu()|)
Q

Vau(z)| Vu(z)-Vo(r)dr < —/Q(b(x)f(x)dx (2.9)
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Para supersolugao usamos > em vez de < na equacao (2.9) e denotamos por
Agu < f. Quando u é sub e supersolucdo, dizemos que u é solugao, como no caso (2.8).
Também quando ocorre a igualdade em (2.9) para toda ¢ € C5°(2) (sem necessariamente

dispormos de ¢ > 0), v vem a ser uma solugao.

Proposigao 2.23. E suficiente tomar ¢ € WHE(Q) em (2.9) para lidar com subsolugdes,
desde que tenhamos f € L ().

Demonstragio. Veja o Lema 14.6 de (Braga; Moreira, 2022). O]

Devido a importancia dessa equacao no contexto das investigagoes que iremos
realizar, é fundamental que apresentemos alguns teoremas classicos que sao amplamente
reconhecidos e utilizados nesse dominio. Ao longo da tese, exploraremos como esses
teoremas se aplicam a nossa pesquisa, fornecendo uma base para resolucao das questoes
que estaremos abordando. Os dois primeiros sdo, respectivamente, a Desigualdade de
Harnack fraca (weak Harnack inequality) e a Desigualdade de Harnack, ambas apresentadas

em (Lieberman, 1991).

Teorema 2.24 (Desigualdade de Harnack fraca). Seja 0 < w € WlicG (Br(z0)) tal que

Agw < f, para f € LY(B,(z0)), entdo existe py = po(n,d,go,q) > 0 para o qual vale

1/po
P <C| inf wtrgt(r'"a , 2.10
<][B§(azo)w > N (Bg%mo)w 9 <T ||f||Lq(Br(fbo)>> ( )

onde C' = C(n,d,90,q) > 1.
Demonstragao. Veja (Lieberman, 1991) Teorema 1.3. O
Teorema 2.25 (Desigualdade de Harnack). Sejam Q@ C R™ um dominio e B,(x¢) € ). Se

u > 0 satisfaz Agu= f para f € LY(By(z0)), entao existe Cxg = Cr(n,d,90,q) > 1 tal que

sup USC'H<

inf w4rg t(rt-"/e )
e )

By (zo
Demonstrac¢io. Veja (Lieberman, 1991) Corolario 1.4. O

Se definirmos

K’hf,l[() = Tg_l (Tl_n/q”fHLq(B"(TO)) ’
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e trabalharmos um pouco a estimativa acima, sob hipdtese adicional de u ser continua,

entdo, para quaisquer dois pontos a,b € B, /2(330), vale

u(a) < sup u<Cqx | inf u+K, . | <Ch (u(b) +Kr,f,x0) (2.11)
By (o) By (o)

O teorema a seguir é uma versao quantitativa do famoso Lema de Hopf, que na
sua versao classica garante que, dada uma supersolucao de uma EDP Lu <0, u > 0 que se
anula na fronteira de uma bola, o grafico de u chega no bordo da bola com um angulo

positivo. No caso de Lu = 0 ainda existe uma versao mais refinada, garantindo

ou

() = Cu(ao),

onde xp é o centro da bola e & um ponto da fronteira da bola onde u se anula. No
nosso caso, estaremos apresentando uma versao nao homogénea para o g-Laplaciano. A

demonstragao e mais informagoes sobre este resultado sdo encontrados em (Braga; Moreira,

2018).

Teorema 2.26 (Lema de Hopf-Oleinik). Sejam G,g N-fungoes que satisfazem (P.C.)
e (QC.), egq>n. Se0<ue VVI})’CG(BT(xO)) NCY(B,(wo)) satisfaz Agu = f, para f €
LY(By(z9)), entao

_ _n dist (z,0B,(x
w@ > (1 sup w—Corg™ (M fll o)) | OB 0)
Bg(wo) r

(2.12)

para todo x € By(xg). Aqui Cy e Cy dependem apenas de par@metros universais, a saber,

n75790 €q.
Demonstracio. Veja o Teorema 3.2 de (Braga; Moreira, 2018). O]

No mesmo paper, (Braga; Moreira, 2018), encontramos outro teorema classico

que iremos utilizar: o Principio da comparacao.

Teorema 2.27 (Principio da Comparacao). Sejam Q C R™ um dominio, u,v € W& (Q)N

o (ﬁ), onde G satisfaz (P.C.) e (Q.C.), e f € L' (Q). Se u,v satisfazem
Agu>f>Agv em €

u<w em  O0f),

entao
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Demonstragio. Veja a Proposigao 5.2 de (Braga; Moreira, 2018). O

O resultado acima assume um papel crucial no capitulo de aplicagoes, especial-
mente quando precisamos comparar uma solucao u de Aju = f com a funcao distancia
para a fronteira. Como a comparagao direta ¢ dificil, utilizamos fungoes intermediarias que
facilitam essa comparacgao. Tais fungoes, chamadas de barreiras, possuem propriedades de
EDP que permitem a comparac¢ao com u, via o Principio da Comparagao, e a0 mesmo
tempo tém propriedades geométricas que tornam a comparacao com a funcao distancia
para a fronteira mais acessivel.

A seguir, introduziremos os operadores extremais de Pucci, apresentaremos a
comparacao entre tais operadores e o operador Ay, e enunciaremos o resultado do qual
faremos uso sobre barreiras. Todos os detalhes da discussao abaixo podem ser encontrados
com riqueza de detalhes no capitulo 3 da Tese (Oliveira, 2022). Nesse capitulo, o autor faz
um apanhado de vérios resultados apresentados em (Braga; Moreira, 2018).

Seja S™*™ o conjunto das matrizes simétricas de ordem n. Dados 0 < A < A,
definimos os operadores extremais de Pucci Mf A ST =R, por

M;’A(M):)\- Z ei+A- Z €;

e; >0 e; <0

M;\“A(M) =A- D ei+A D e,

€; >0 €;<0
onde {e;} sao os autovalores de M. De outra forma, para
Ay ={Ae s ; Mz < Az-xz < Alz|* paratodo z € R"},
temos
My A (M) = ) inf tr(AM) e M, (M)= sup tr(AM),

GA)\,A ’ AGA,\)A

onde tr(X) é o trago da matriz X.
Defina
Ag(z,Vu) := Hy(|Vu(z)|) Vu(z),

onde Hy(t) := g(t)/t é definido para todo t > 0. Nesse sentido, Ay(u) = div (Ay(z, Vu)).
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Considerando uma funcio ¢ € W21 (Q)NC(Q) tal que |[V¢| > 0 em €, é possivel
garantir que Ay(-,Vu) € W&)Cl (Q) e vale, para quase todo z € ), a seguinte desigualdade é

valida:
Hy(IVo(@))M3, o, (D?6(2)) < Agi(a) < M,y (D*6(2) Hy(|V()]),

onde A\ :=min{1,6} e Ay, :=max{1,g0}.

Por fim, concluimos este capitulo com um teorema que é a combinacao dos
resultados do Teorema 3.1 e Proposicao 5.3 de (Braga; Moreira, 2018) ou, alternativamente,
dos Teoremas 3.6 e 3.8 de (Oliveira, 2022), juntamente com a discussao da Secao 3.5 do

mesmo trabalho.

Teorema 2.28. Sejam A := Ay, » := By (20)\Br(z0) € f € LI(Bay(x0)), para ¢ > n. Dado
M >0, existe vnica I' € W29(A)NC° (A) satisfazendo
+ 21y _ 7
M)\&Ag(] (DT)=f em A
'=M em 0Ba(xo)

I'=0 em 0By(xo).

Além disso, existe 0 = a(n,0,90,q) € (0,1) tal que, se

~ Mo
1l pacay < oyl
entdo, para todo x € A, vale
~ M . ~ M .
Cl7dlst(:v,aBr(xo)) <I'(z) < 6’27 dist(z, 0By (z0)) (2.13)

e, para qualquer V-C A aberto tal que fg 0 qgt.pemV, temos

g(MJr) =
M) f em V. (2.14)

Aqui 51 €(0,1) e 5’2 > 1, e podemos considerar 0 < 53 <1, todas dependendo apenas de

A< 63

n,0,90 € q.
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3  DOMINIOS

Neste capitulo, exploraremos trés classes importantes de dominios: domi-
nios uniformes, dominios NTA e dominios C!'!. Esses dominios desempenham
um papel fundamental na formulacao e resolucao de problemas em diversas areas da
matemadtica, especialmente nas que envolvem equagoes diferenciais parciais (EDP), como
analise harmonica, teoria da regularidade e teoria do potencial.

Iniciaremos com os dominios uniformes, apresentando sua definicao formal,
um breve histérico de seu desenvolvimento e exemplos representativos. Também discutire-
mos as defini¢oes equivalentes que ampliam nossa compreensao dessa classe de dominios,
além de apresentar resultados importantes para os objetivos desta tese. Ao final dessa
secao, introduziremos o conceito de dominio de John e provaremos que os dominios
uniformes sao, de fato, dominios de John.

A seguir, abordaremos os dominios NTA (do inglés non-tangentially acces-
sible), apresentando duas definigdes equivalentes e algumas propriedades fundamentais
desses dominios, incluindo um resultado relevante sobre o produto cartesiano de dominios
NTA.

Por fim, discutiremos os dominios C!, oferecendo as defini¢des a partir de
dois pontos de vista distintos: o analitico e o geométrico, com énfase na condicao da bola.
Destacaremos as principais propriedades associadas a esses dominios e, em particular,
demonstraremos que os dominios C! sdo também dominios NTA, estabelecendo uma

conexao importante entre essas duas classes de dominios.

3.1 Dominio Uniforme

No final da década de 1970, Olli Martio e Jukka Sarvas publicaram o
artigo (Martio; Sarvas, 1979), no qual apresentaram uma interessante classe de dominios,
denominados dominios uniformes. Além de sua relevancia tedrica, os dominios uniformes
desempenham um papel crucial em diversas areas da andlise matematica. Esses dominios
tém sido muito importantes em areas como teoria do potencial, andlise harmonica e
aplicagoes quasiconformes. A definicdo de dominios uniformes foi inspirada nos domi-
nios de John, que haviam sido previamente estudados em (John, 1961) e formalmente

definidos também em (Martio; Sarvas, 1979). Desde sua introdugdo, essa noc¢ao gerou
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diversas formulacoes equivalentes, adaptadas aos diferentes contextos de aplicacdo. Uma
caracteristica fundamental dos dominios uniformes é a capacidade de conectar qualquer
par de pontos dentro do dominio por meio de caminhos bem controlados, frequentemente
representados por estruturas conhecidas como cigars (ou “charutos”, em tradugao direta).

A seguir, formalizamos a definicdo mais comum de dominio uniforme, baseada

nos cigars de comprimento.

Definicao 3.1 (Dominio Uniforme). Um dominio @ CR™ é dito ser Mq-uniforme se eziste
Mgq = Mq(Q) > 1 tal que, para quaisquer pontos x,y € ), existe um caminho retificavel,

parametrizado pelo comprimento de arco, v: [0,1(7)] = Q com extremidades v(0) = x e

v(U(7)) =y, que satisfaz:

l(y) < Mglz—1y|; (Bounded turning)

min{l(vz,2),(V2,y)} < Mad(z) para todo z €7, (Cigar)

onde 0(z) := dist(z,00) e 7, . representa a restricio de vy com extremos T e z € 7y, com

extremos z e y.

A curva 7 que satisfaz as duas condigoes da definigdo acima para uma constante
universal Mq é chamada curva Mg-uniforme. Perceba que a propriedade cigar pode ser

imediatamente substituida por
1 .
I(y(t)) > ﬁmm{t,l(”y) —t} paratodo te[0,l(v)]
Q

Isso quer dizer que ao considerarmos as bolas de centro (t) e raio ry := min{t,l(y) —t} /Mg,

para t € [0,{(7y)], teremos

cg(v):= U Bn(()CQ,
t€[0,1(7)]

dai o nome da propriedade cigar, pela forma geométrica de cig(y), como exibido na Figura
4.

Exemplos de dominios uniformes incluem o espaco euclidiano R" e, entre os
dominios limitados, destacam-se os mais conhecidos, como os dominios suaves Ch1, a
ampla classe dos dominios Lipschitz e outros menos comuns, como os dominios de Zygmund,
conforme discutido em (Jerison; Kenig, 1982). Além disso, sdo dominios que permitem a

extensao de fungoes de Sobolev e fungoes de oscilagao média limitada (BMO), conforme
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Figura 4 — Esboco da condicao cigar

Fonte: elaborada pelo autor.

os trabalhos de Peter Jones (Jones, 1981; Jones, 1980). A classe de dominios uniformes
também inclui exemplos com fronteiras fractais, sendo o mais famoso o floco de neve de

Von Koch. Veja a Figura 5.

Figura 5 — Floco de neve de Von Koch

Fonte: elaborada pelo autor.

Entre os dominios que néo satisfazem a condicdo de cigar, temos, em R2, a
faixa R x (0,1) ou qualquer dominio limitado que possua cuspides externas (Figura 6). Ja
entre os dominios que falham na condicdo de bounded turning, podemos citar o espaco R?
com a parte nao negativa do eixo x removida, ou ainda, qualquer dominio limitado que
contenha uma aresta interna (Figura 7).

Como discutido, a defini¢ao classica de dominios uniformes é expressa em termos
de cigars de comprimento, que garantem a possibilidade de conectar qualquer par de
pontos por um caminho nao excessivamente tortuoso, cuja geometria obedece a condig¢oes

quantitativas relacionadas ao comprimento e a proximidade da fronteira do dominio.
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Figura 6 — Cuspides externas nao per-
mitem cigar

99/

\ /

\/

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 7 — Dominios com arestas inter-
nas nao satisfazem bounded turning

Fonte: elaborada pelo autor.

Contudo, ao longo do tempo, diversas versoes alternativas dessa definicao emergiram. Em
(Martio, 1980) e (Vaisdla, 1988), encontramos a equivaléncia entre diferentes tipos de
cigars, incluindo aqueles que consideram o diametro, em vez do comprimento, e aqueles
que utilizam a distancia euclidiana, o que reforca a flexibilidade do conceito. Outra
caracteristica relevante de dominios uniformes, abordada em (Véiséld, 1988), diz respeito
ao carater local da uniformidade em regioes proximas a fronteira, o que facilita a verificacao

das propriedades do dominio.

Teorema 3.2 (Uniformidade local implica global). Sejam Q@ C R™ um dominio limitado,
A>1e0< R<diam(Q) constantes reais. Se, para todo w € 02, o conjunto Br(w)N D

for A-uniforme, entio Q ¢ uniforme com constante de uniformidade 40A3 diam(Q)/R.
Demonstragio. Veja o Teorema 4.1 de (Vaisala, 1988). O]

Além das defini¢oes que envolvem cigars, existem diversas outras nog¢oes equiva-
lentes a de dominios uniformes. Ainda no final da década de 1970, quase simultaneamente
a formalizagdo desses dominios, em (Gehring; Osgood, 1979), Fred Gehring ¢ Brad
Osgood exploraram a conexdo entre dominios uniformes e a distancia quasi hiperbdlica,

demonstrando que a uniformidade pode ser caracterizada por uma desigualdade envolvendo
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essa métrica. Nao entraremos nos detalhes dessa conexao aqui, limitando-nos a apresentar

apenas o que nos € relevante.

Definicao 3.3 (Disténcia quasi hiperbdlica e geodésicas). Seja 2 um dominio e x,y € €.
A distancia quasi-hiperbolica de x até y € dada por

ds(z) :inf/lﬁ) ds(t)
7 Jo

7 J56(2) A

onde o infimo é tomado sobre todas as curvas vy retificdveis, p.p.c.a., que conectam x a y.
Uma geodésica quasi hiperbdlica é uma curva v que atinge o infimo, ou

seja,

_ [ds(z) ‘o) ds(t)
ka(z,y) = L o(z) _/0 o(v(t))

Vamos precisar dos seguintes resultados para €2 um dominio Mq-uniforme:

Proposicao 3.4. Para quaisquer x,y € Q) existe uma geodésica quasi hiperbolica ligando x

avy.
Demonstracio. Veja o Lema 1 de (Gehring; Osgood, 1979). ]

Proposicao 3.5. Toda geodésica quasi hiperbolica ~v € uma curva A-uniforme, onde

A= A(Mgq) > 1, ou seja,

I(y) < Alz—y

min{l(vz,2),1(V24)} < Ad6(2) para todo =z €.

Demonstragio. Veja o Corolario 2 de (Gehring; Osgood, 1979). n

Um ultimo resultado sobre dominios uniformes, importante para o capitulo
de aplicagoes e para conhecimento geral, diz respeito ao produto cartesiano de dominios

uniformes.

Teorema 3.6. Se 2y CR" e Q9 CR™ sao dominios uniformes, limitados, com constantes

Mg, e Mq, e diametros D1 e Do respectivamente, entdo €2 := {2 x g € um dominio

uniforme com constante Mq = Mq(Mq,, Mq,, D1, D2) satisfazendo Mg > max{Mq,, Mq,}.

Demonstracio. Veja a Proposigao 8.3 de (Bjorn et al., 2021). ]
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Finalizamos esta secao apresentando brevemente os dominios de John e a
carrot condition. Embora esses dominios nao sejam diretamente utilizados ou resultem em
nenhuma conclusao especifica desta tese, sao apresentados aqui por completude e para
conveniéncia do leitor.

Assim como ocorre com os dominios uniformes, existem diversas defini¢oes
equivalentes para dominios de John. Optamos por apresentar a mais utilizada, a partir da

carrot condition (ou condigdo da cenoura, em tradugao livre).

Defini¢ao 3.7 (Dominio de John). Um dominio Q C R"™ é denominado dominio (c,xo)-
John quando existem ¢ >0 e xo € 2 com a sequinte propriedade: para todo x € ), existe

uma curva p.p.c.a. vy que conecta  a xg e satisfaz a chamada condi¢io Carrot:
0(2) > c-U(ve,) para todo z €. (3.1)

Aqui, xg € denominado o centro do dominio. Um dominio de John é um dominio que €

(¢c,z0)-John para algum par (c,zg).

Assim como discutido no caso da condicao cigar para dominios uniformes, o
nome carrot provém da forma geométrica da unido das bolas de centro z e raio c-{(7;2)
ao longo de 7. Veja a Figura 8.

Figura 8 — Representagao geométrica da
condicao carrot

Fonte: elaborada pelo autor.

O teorema a seguir estabelece a relagdo entre dominios de John e dominios

uniformes.
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Teorema 3.8. Seja (2 C R™ um dominio limitado. Se €2 é um dominio Mq-uniforme,

entdo ) € um dominio de John.

Demonstracio. Considere em Q) a funcdo 6, distancia para a fronteira de €. Seja zg € €
um ponto onde esta fungao atinge o maximo. (Existe, por argumentos de continuidade e

compacidade). Em termos matematicos, xg € 2 satisfaz
d(zp) > d(x) para todo =€ Q.

A primeira afirmacgao é que

diam(€)

>
5(1:0) - 2Mqg

De fato, dado € > 0, considere z1,x9 € () satisfazendo
|z1 — 2] > diam(Q) —e.
Sendo €2 uniforme, existe v ligando x1 a x2 que cumpre
109) < Mofs =l 6(:) 2 3 min{i(1n,2) l(15.)} para todo 2 €1

Tomando zg € v como aquele que satisfaz [(Vz; 2o) = {(V20,20), temos

- I(7) - |z — 29| - diam(Q)—e‘

4]
(ZO) — 2Mq T 2Mqg 2Mgq
Concluimos entao que 6(zg) > %@76 para todo € > 0, logo
diam(€2)
) P ——
(IO) — 2Mgq

como afirmamos.
Agora que achamos um possivel centro para o dominio de John, vamos provar o

restante. Dado qualquer x € (), pela uniformidade existe um ~ ligando x e ¢ que satisfaz:
r .
I(7) < Mgl —x9| e d(2)> %mln{l(’yz7z),l(’yz,xo)} para todo z € 7.
Este mesmo v servird para nossos propositos. De imediato, obtemos
[(v) < Mqglx —zo| < Mg diam(2),

logo,
diam € > ZJ\(ZQ) (3.2)
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Figura 9 — As trés possibilidades para z

Bs(z0)/2(0)

o2

Fonte: elaborada pelo autor.

Para provar (3.1), tome z € 7, arbitrariamente. Temos trés casos a trabalhar
(Figura 9).
CASO #1: l(vg,2) =min{l(vz,2), 1(Vz,20) }-

Nesse caso, z estd na “primeira metade” do caminho ~, dai, direto da segunda

condicao de curva Mq-uniforme,

3(2) 2 3 U0m2)

CASO #2: l1(72,20) =min{l(72.2),1(V2,20)} € |z2—x0] > d(z0)/2.

Diferente do caso anterior, ndo podemos tratar esse caso de maneira tao direta,
entretanto, combinando a definicao de curva Mg-uniforme com a afirmagao provada no

inicio, e com (3.2), temos:

5<5E0) > diam(Q) > l(fy) > l('Yx,z)

5(2) > 2 l(20) = 1|2 — 0 >
z e — |2 — X .
= Mg P = 007 oMy = T aME T aME T AME

Mg

CASO #3: l(V220) =min{l(7z.2),1(V2.20)} € |z—z0| <(z0)/2.

Aqui, como z € By (70),
2

5(1‘0) > l(%v,z)
2 4M52) ’

i(z) >

onde na ultima passagem foi usada mesma sequéncia de passos do Caso #2.

Acabamos de provar que €2 é um dominio de John com ¢ =1/ 4Mg32.
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3.2 Dominio NTA

Os dominios NTA (do inglés Non-Tangentially Accessible Domains, ou domi-
nios acessiveis nao tangencialmente em traducdo direta) formam uma classe de dominios
no espaco euclidiano R™ que generalizam propriedades importantes de dominios mais
regulares, como os dominios Lipschitz e os dominios de Zygmund. Esses dominios foram
introduzidos por David Jerison e Carlos Kenig em (Jerison; Kenig, 1982), onde esten-
deram resultados classicos sobre o comportamento de fung¢oes harmonicas em dominios
mais gerais, com fronteiras menos regulares.

Um dominio NTA é caracterizado por duas condi¢oes principais: a condicao de
corkscrew (saca-rolhas), que garante que todo ponto da fronteira seja acessivel tanto do
interior quanto do exterior por meio de bolas nao tangenciais, e a condi¢ao da Cadeia
de Harnack (Harnack chain), que permite conectar pontos dentro do dominio por meio
de uma sequéncia de bolas onde a Desigualdade de Harnack é vélida. Essas condigoes
garantem que o dominio tenha uma estrutura geométrica que possibilite um melhor
estudo do comportamento de fung¢oes harmonicas e de medidas harmonicas. Formalmente,

conforme descrito em (Jerison; Kenig, 1982), temos as seguintes definigoes.

Definigao 3.9 (Bola M-nao tangencial). Dado um dominio 2, uma bola M -nao tangencial

é uma bola By(x) C § cuja distancia até a fronteira OSY é compardvel ao seu raio:
r
— < dist(By(z),00) < Mr.
M
Em geral, M é uma constante fixa universal que depende no maximo de §2.

Definigao 3.10 (Cadeia de Harnack). Para x e y em Q, uma cadeia de Harnack de x
ay em §) € uma sequéncia de bolas M-nao tangenciais {B;}i", que satisfaz as sequintes
condicoes:

- x€B1 eye€ By;

- BiNBjx1#0 para todo i <m.

O nidmero m € o comprimento da cadeia.

O nome “cadeia de Harnack” é sugestivo, pois faz referéncia justamente a
possibilidade de usarmos a Desigualdade de Harnack ao longo da cadeia de bolas para

obter comparagoes entre os valores de u(z) e u(y). Primeiramente, observe que as bolas
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consecutivas devem ter raios comparaveis. Assim, pela Desigualdade de Harnack, se u for

uma funcdo harmonica positiva em 2, temos:
C1uly) <u(x) < C-uly),

onde C depende apenas de M e do comprimento da cadeia de Harnack entre x e .

Agora, passamos a definicao formal de um dominio NTA.

Defini¢ao 3.11 (Dominio NTA - (Jerison; Kenig, 1982)). Um dominio limitado Q@ C R™ ¢é
dito ser (M,ro)-NTA, onde M > 1 e rq >0, se satisfaz as sequintes condigoes:
i. (Corkscrew) Para quaisquer r <rg e w € 0S, existe &-(w) satisfazendo:
&r(w) €4,
[ (w) —w| <,
r
5(6:(w) > 1
ii. (Corkscrew exterior) Q° satisfaz a condigio corkscrew.

iii. (Harnack Chain) See >0 e C > 1, e z,y € Q satisfazem
d(x),0(y) >e e |x—y|<Ce,
entao existe uma cadeta de Harnack de x até y, cujo comprimento depende possivel-

mente de M e C, mas nunca de €. Veja a Figura 10.

Figura 10 — Cadeia de Harnack de
x atéy

0N

Fonte: elaborada pelo autor.

Um ponto do tipo &(w) é denominado ponto de corkscrew (interior) asso-
ciado a r e w. A condigao de corkscrew nos diz, geometricamente, que, para qualquer
r <ro,

&r(w) € Br(w)NQ e Bﬁ(@(w)) cQ,
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como exibido na Figura 11.

Figura 11 — Condic¢ao de corkscrew

Fonte: elaborada pelo autor.

Os dominios que satisfazem simultaneamente as condigoes ¢ e iii sao conhecidos
na literatura como dominios 1-sided NTA. Um resultado importante, ja apontado
em (Jerison; Kenig, 1982), é que um dominio (limitado) é 1-sided NTA se, e somente
se, ¢ um dominio uniforme. Contudo, por se tratar de um resultado folclorico, nao é
trivial encontrar referéncias que discutam essa conexao. Para ver que dominios uniformes
satisfazem as condigOes 7 e i7¢, basta usar as ideias que serao aplicadas no capitulo seguinte,
na demonstracao da Desigualdade de Harnack refinada, junto com estimativas envolvendo
a métrica quasi hiperbdlica. Para ver que os dominios 1-sided NTA sado uniformes, consulte
(Capogna; Tang, 1995) e (Azzam et al., 2017).

Com base nas observacoes feitas, percebemos que a utilizagdo da nocao de
dominios uniformes se torna vantajosa em muitos cenarios devido a quantidade de resultados
ja demonstrados nesse contexto. Por essa razao, diversos trabalhos, incluindo esta tese,

preferem adotar a seguinte definicao para dominios NTA.

Defini¢ao 3.12 (Dominio NTA). Um dominio limitado Q2 C R™ € dito ser (Mq,rq)-NTA,
onde Mq >1 erq >0, se for Mq-uniforme e, para quaisquer r <rq e w € 02, exristem

pontos de corkscrew (interior e exterior) associados.

Concluimos esta secao estabelecendo que o produto de dois dominios NTA

continua sendo um dominio NTA.

Teorema 3.13. Se Q; CR" e Qp CR™ sdo dominios NTA (limitados), com constantes
Mq,,rq, e Mq,,rq, e didgmetros D1 e Do respectivamente, entdo €2 := 21 x Qo € um

dominio NTA com constantes M :=4Mq, com o Mg do Teorema 3.6, e rq :=min{rq,,rq,}.
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Demonstracao. Pelo Teorema 3.6, €2 é um dominio uniforme com constante Mg depen-
dendendo de Mq,,Mq,,D; e Ds e satisfazendo Mq > max{Mq,,Mq,}. Note que, nesse
caso, 2 ainda é um dominio uniforme para M = 4Mq. Nos resta provar que {2 satisfaz as
condic¢oes de corkscrew interior e exterior para M e rq.

Tome r <rq e w= (wy,wy) € N arbitrarios. Vamos mostrar que existe £ €
satisfazendo

e B (w) e B_r (&) Cq.

Mg,

E 0 mesmo para £€ € Q.

Desde que
00 = 8(91 X QQ) = (an X QQ) U (Ql X 892) U (an X 892),

temos trés casos a trabalhar: w € 01 x 09, w € I X Qg e w € 1 X 09, onde os dois
ultimos sao anélogos.
Primeiro, quando w; € 0€);, para i € {1,2}, como cada €; é NTA, e Mq > Mg,

existem &; € §2; pontos de corkscrew associados a w; e /2, ou seja, cada §; satisfaz

fi € Bg (wz) € BL(&Z) C Q.

2M,

(Estamos omitindo a dimensao das bolas, pois fica evidente pela dimensao dos
pontos. Faremos o mesmo com a fungéo |- |, a qual ndo terd distin¢do aparente, mas ficara

claro pela dimensao dos pontos trabalhados.)

Defina & := (£1,£2). Temos & € Q,

T T
|€ —w] <& —wi| + & —ws <gtg=r

Br(§) CB_r (§1,62) CB_r (&)X B_r_(§&) C U x Qe =0,

T
2Mq 2Mg 2M,

T
M

Vamos, agora, tratar o caso em que w € 9§21 X {13, que é inteiramente andlogo
a0 caso w € 21 X 0€2s. Aqui temos wy € 92 e wo € {29 e, por esse motivo, vamos dividir
em dois casos, a depender do quao distante esta ws da fronteira de 2s.

Supondo primeiro que 0, (w2) > r/2Mq, tome & = (1, w2), onde, dessa vez, {;

é um ponto de corkscrew de §2; associado a r e Mq. Teremos £ € €,

€ —w| <& —wi] + |we —wa| <7
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Bﬁ(f)CB r (él,wg)CB e (ﬁl)XB = (wg)Cﬂleg—Q

Por fim, no caso em que g, (wz) <1r/2Mgq, considere Wy como o ponto de 9€2s
que satisfaz |wg — Wa| = dq, (w2). Dai, como 23 é NTA, considere & o ponto de corkscrew
de Qy associado a r/4 e wy. Também, seja &1 o ponto de corkscrew de Q associado a r/4

e wi. Em resumo, temos

§1€B£(w1) e ngBﬁ(wg)

co1m

B41\ZQ (&) C Q para i=1,2.

Dai, definindo & := (£1,&2), temos £ € Q e

1€ —w| <& —w1] + & —ws|
< &1 —wi |+ €2 — Wa| + [wa — wo

T
<
4+4+2MQ

<r

Br(§) =B (&.&) C B (&) x B p (&) Chix =10

Acabamos de mostrar que €2 satisfaz as condi¢oes de corkscrew interior para rq e M.

Para finalizar a demonstragao, devemos mostrar a condi¢ao de corkscrew
exterior. Tome w € 02 e r < rq como no enunciado. Aqui podemos ser mais diretos
e considerar apenas dois casos: wy € 0§21 e wo € 0§29, que, na verdade, sdo analogos.
Faremos somente o caso w; € €21, ndao importando se w9 esta em 29 ou 0fs.

Dado que w; € 0§21, existe um ponto de corkscrew exterior £f € ﬁi satisfazendo
—C
B (w) e By ()T
Definindo £¢ = (£, ws) teremos £¢ € QO

| —w| < €] —wi|+ w2 —wa| <7
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B (&9 C By (€9 C By (£9) x BMLQ(wg) CQIxR™cQ".

o
Portanto, €2 é um dominio (M,rq)-NTA, como queriamos mostrar. O

3.3 Dominio 1!

Nesta secdo, apresentaremos alguns resultados sobre dominios C1!, ou, equiva-
lentemente, sobre dominios que satisfazem a condigao da bola. Explicaremos a equivaléncia
entre essas duas nogoes e discutiremos alguns resultados importantes por si s6, como o Lema
das Quatro Bolas e a regularizacao de caminhos poligonais. Finalmente, demonstraremos
que tais dominios sdo NTA.

Os dominios C! fazem parte de uma classe de dominios em que a fronteira é
localmente o grafico de uma fun¢do com uma certa regularidade, especificamente de classe

CU1. A seguir, apresentamos a definicao formal.

Defini¢io 3.14 (Dominio C*1). Um dominio limitado D C R™ é dito ser C1' se existem
constantes C,rg > 0 tais que, para todo & € D, existe um sistema de coordenadas com
£ =(2',2,) ER"IXR, e uma funcio p: U CR" ' =R de classe CY' satisfazendo as
condicoes:

IVo(y') = V()| < Cly' — 2]

Bry(§) N D = By (§) N{ (2, zn); 20 > (")}

Por outro lado, temos a condi¢ao da bola (uniforme), também conhecida na

literatura por propriedade da esfera.

Definicao 3.15 (Condicao da bola). Seja D C R™ dominio limitado. Dizemos que D
satisfaz a condigdo da bola interior, com raio R >0, se, para todo £ € 0D, existe
£ € D tal que

Br(§)C D e £€dBg(&).
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Analogamente, dizemos que D satisfaz a condi¢cdo da bola exterior, com

raio R, se, nas mesmas condigoes, existe £¢ € D satisfazendo:
Br(€) CD® e £€0IBR(£).

Finalmente, dizemos que D satisfaz a condig¢ao da bola quando satisfaz,

simultaneamente, a condi¢do da bola exterior e a condi¢ao da bola interior.

A possibilidade de considerar dominios C*! além de sua definicdo analitica
permite estender muitos resultados para além do contexto euclidiano. Uma vez estabelecida
uma nog¢ao geométrica, a adaptacao de teoremas para outros espacos métricos torna-se
mais acessivel. A equivaléncia entre as defini¢oes mencionadas é amplamente reconhecida
e aceita pela comunidade matematica, sendo considerada um resultado classico do folclore
matematico. Uma demonstracao formal pode ser encontrada no artigo (Aikawa et al.,
2007) e em (Lewicka; Peres, 2020). Além disso, para uma explicacao detalhada baseada
no trabalho de (Aikawa et al., 2007), consulte a dissertagdo de mestrado do autor desta

tese (Sousa, 2020).
Teorema 3.16. Um dominio D C R™ é CL1 se, e somente se, satisfaz a condicio da bola.

Demonstragio. Veja (Aikawa et al., 2007) no Lema 2.2 ou, ainda, a Se¢do 3 de (Sousa,

2020). 0

Iniciaremos uma sequéncia de resultados auxiliares com o objetivo de demonstrar

que um dominio C1! é NTA.

Lema 3.17. Dados C,P € R" e r >0 tais que P € S,(C) := 0B,(C). Entdo, para todo

Q € R", sao equivalentes:

i) Q€ B, (O).
i) |}@| < 2rcosf, onde 6 := K(@,]@)

Se relembrarmos que cos(£(u,v)) = (u,v)/|ullv| e |P?| =1 podemos trocar o

sequndo item por:

i) PG| < 2PL00.

PG

Demonstracao. Sem perdas podemos supor que P =0, ou seja, a origem do sistema, e que

C=(0,r)eR" I xR. Assim@z@ (g1, ,qn) eﬁ C.
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Primeiro suponha @ € B := B,.(C). Neste caso (Q,C) =rg, >0 pois B C R’}.

Vamos mostrar que

(@Q.C)

el=<25ar

Tome A > 0 tal que A\|Q| = 2<C|26’2(|j>, ou seja, A = 2<%g>. Note que

IAQ —C|* = [AQI*+|C|* —2X(Q,C)

Q.07 5 , Q0
=4 +rc—2-2 {(Q,C
Qr e (9
=72
ou seja, AQ € S;(C).
Para mostrar que |Q] < 2 <ﬁ2é?> sO precisamos ter A > 1. Isso ocorre, pois

(@Q.C)

=\
QI

QEB=|Q-CP<r?=|QP+|C?-2(Q,C)<r*=1<2

Agora, suponhamos que |@Q| < 2rcosf ou, equivalentemente, que |Q| < 27<?é?>.

Isso implica, em particular, que (Q,C) > 0, ou seja, cosf > 0, o que significa que @ € R}

(Q,0)
QI

e, por hip6tese, A > 1. Como B é convexa, e sabemos que 0 e AQ pertencem a S,.(C), e

De acordo com o que foi provado anteriormente, temos que AQ € S,(C), onde A =2

Q € [0, \Q]\{0,A\Q} C B, concluimos que ) € B, como queriamos.

O lema a seguir é encontrado no artigo (Lewicka; Peres, 2020).

Lema 3.18 (Lema das quatro bolas). Sejam x,y € R™ pontos do espago euclidiano e

u,v € 0BR(0) vetores de tamanho R. Se tivermos
Br(zr+u)NBr(y—v)=0 e Br(x—u)NBr(y+v) =70,

entdo |u—v| < |z —yl|. (Figura 12).

Demonstracio. A menos de uma translagdo, podemos supor, sem perda de generalidade,

que a origem é (x+y)/2, ou seja, y = —z. Nesse caso, devemos provar que |u—v| <
|z — (=) =2|z|.
Defina
u+v
Z:=x+



Figura 12 — O Lema das quatro bolas

¢l
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lul = |v| = R
Fonte: elaborada pelo autor.
e veja que
u—v u+v
Logo,
U—v  —
9 €B|z|(—x—v)
Ao mesmo tempo,
U—"v uU-+v n
=u— =u—z+zx
2 2
implica que
U—v  —
€B|Z|(£L‘-|—U)
Assim,
U—V  — _
€B|Z|(JU+U)QB|Z|(—$—U).

2

Portanto, usando da hipétese que Br(z+u) N Br(—x

R’< |z|2 =|z+ utv
2
Analogamente, fazendo
uU+v
W= —x
2

temos
V—1U
2

—v) = (), podemos concluir que

2
(3.3)

€ E|w|(£b‘ —u) ﬂ§|w| (—x+w).



Entao
2

u+v
;‘L"_

< Ju ;

Somando (3.3) e (3.4) e usando a lei do paralelogramo! temos

u-+v 2

2R? <
= 2

u+v2
I‘—FQ‘ 4+ |xr—

(2

1
= 2\x|2—|—§|u+vl2,

u+v
2

e, usando novamente a lei do paralelogramo,

1 1
20l + 5 fut-of® = 20af® + 5 [2Juf® + 200l ~ Ju—vf]
2
U—0

:2|x|2+]u|2+|v\2—7| 2'
_ 2
:2\x]2+2R2—L vl

2
Consequentemente

2 2 2 u—vl?

que por sua vez implica que

Ju—vf* < 4faf?,

ou seja, |u—wv| < 2|z| como querfamos.
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(3.4)

]

Os resultados a seguir servem para regularizar caminhos poligonais sem aumen-

tar o comprimento.

Proposicao 3.19. Sejam C,r > 0 numeros reais. Considere a funcio f: R — R dada por

x— Clz|. Entao existem A,B e xg € R, dependendendo de C' e de r, tais que a pardbola

! Em um espago vetorial normado E, cuja norma ||-|| provém de um produto interno, vale, para a,b € E :

2(/lall* +[bl%) = lla+b]|* +]a - b||*.

Vale mencionar que a reciproca também ¢é verdadeira e, se vale a igualdade acima, a norma provém de

um produto interno.
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g(x) := Az® + B satisfaz g(x) > f(x), e a funcdo h, dada por

g(x), x € [—x0,x0]

f(:(}), S R\[—IQ,IQ],

h(z) :=

¢ de classe CVY(R) (Figura 13). Além disso, se a1(t) := (t,f(t)) e as(t) := (t,g(t)) sdo

definidos para t € [—xg,xo] entio l(a2) < l(ay).

Figura 13 — Colagem C! entre f e g

A

Fonte: elaborada pelo autor.

Demonstracao. Tome
2 7
C(+4>, caso C <1

02——|—Z caso C'>1,

r
— C<1
5 caso

4 caso C'>1
— 0 .
207 iy

No caso de C < 1, teremos:

(29 wel 59
h([)’}) = T 4 2°2
ror
o, wem[-L7],

o, zeR\[-L.2
e, com alguns calculos, vemos que a funcao h é diferenciivel e h' continua, valendo:
(

C, ze€ [g,oo>

h(x):={ -C, z¢€ (— 00, ;}

2, aem[4l)
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Entao, para x < y temos

( 0 - (— —f] c [f )
, I,y 0, 5 ou =,y 2,00
W) -H@l=q 20, ve(-w-7] ¢ yello)
20 rr
Y &b R [_*,*:| .
(el weR =503

Observe que no caso do meio temos necessariamente |y — x| > r, logo, em todo os casos

teremos:

2C
| (y) — 1 (z)] < 7]y—a:\ para quaisquer z,y € R..

Se C' > 1, obtemos resultados semelhantes de maneira inteiramente analoga,

valendo:

2
2 T _rr
h(z) = S xe[ 20’20}

Clz|, xeR\ [—%,%] ,

C, ze [%,oo)
r

Wz)={ -C, xe(—oo,—%]

T:v, zr € R\ [—%,%}

20?2
| (y) — K ()] < T|y—m| para quaisquer xz,y € R.

Resta provar a afirmagao sobre os caminhos a; e ag. Primeiro, temos

1 ()] =/ 1+ (f'(1)? = V1+C?

logo,
o
l(ozl):/ V1+C2%dt =2x9\/ 1+ C2.

—x0

Analogamente,

lah(t)] = \/1+(¢'(t)2 = /14 (ot)2, onde o = 2(}”2
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logo

x0 xo
(o) :/ 1+ (ot)2dt = 2/ 1+ (o).
—x 0
Como ozg = C, independente do C,

o n(oxg+ 4/ 010)2
2/0 V1+(ot)? = <x20\/1+(0xo)2+1 ( ot 2;+( 0) ))
ln<0$0+\/1+(aazo)2)>

oz

=g ( 1+ (ox0)?+
In(C+v1 +02>>

:xo( 1+C24 G

< 2x0V 14+ C2,

pois
In(C+v1+C?)
C

<V1+c2

Dai, [(a2) <I(a1), como queriamos demonstrar. O

Proposicao 3.20. Sejam p >0 e P,0,Q pontos em R", e considere o caminho poligonal
v formado pelos segmentos [P,0] e [0,Q]. Se P,Q ¢ B,/5(0), entdo existe um caminho 7,
ligando P a Q, que € regular, coincide com vy fora de B,/5(O) e () <1(v).

Demonstracao. Como estamos trantando de uma curva plana, podemos supor que estamos
no R2, além disso, a menos de uma rotacio e uma translacio, podemos considerar que
O ¢é a origem de R? e 7 é parte do grafico de uma funcio da forma x +— C|z| para algum
C' > 0. Logo, aplicando a proposigao acima para tal C' e para r = p/2, obtemos uma curva
~ que liga P e @, é regular e tem um comprimento menor que a . O fato de termos 7y
coincidindo com v fora de B, /2(0) vem da observagao que o ponto de contato da h da

proposigao anterior é dado por (zq,C|zg|), logo tem norma

(20, C|z0])| = /23 + C22¢ = 20/ 1+ C2 <
]

O 1ltimo resultado da secdo nos mostra que os dominios C! sio NTA. Vale
ressaltar que esta abordagem nao tem como objetivo determinar as constantes 6timas, ao

contrario, muitas das estimativas podem ser feitas de forma grosseira, com o tinico intuito de
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estabelecer a comprovacao tedrica do fato. Uma prova deste resultado utilizando a defini¢ao
analitica de dominio C'!*! pode ser encontrada em (Monti; Morbidelli, 2005), embora o
contexto seja um pouco mais geral. No entanto, apresentaremos aqui uma demonstracao
muito mais simples, partindo da definicdo geométrica de C11, isto é, tratando esses

dominios como aqueles que satisfazem a condicao da bola.

Teorema 3.21. Todo dominio limitado Q2 que é C11 € também NTA, com as constantes

Mq e rq dependendo do raio R da condi¢ao da bola e do diametro de €.

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar a existéncia dos pontos de corkscrew. Tome & € OS2
e 0 <r < R. Como vale a propriedade da bola interior, existe £ € Q tal que B,(£Y) C Q
e £ € 0B,(¢"). Considere o ponto &.(w) definido como o ponto médio do segmento [€, &Y.

Observe que &-(w) é um ponto de corkscrew interior uma vez que

&r(w) € Q
6nw) —w| =rj2<r

d(&r(w)) > g (na verdade, é igual).

Fica claro que, se () satisafaz as condi¢oes de pontos de corkscrew para M = 2,
entao vai continuar valendo para M maior que 2.

Com argumentos andlogos, também concluimos a existéncia de pontos de
corkscrew exteriores.

Agora, nos resta mostrar que 2 é M-uniforme, para M > 2. Pelo Teorema
3.2 nos é suficiente mostrar a existéncia da curva uniforme ligando pontos proximos
de uma mesma regiao da fronteira de €2, isto é, em vez de provar que €2 é uniforme,
basta que provemos que qug (€) = By, ()N D é M-uniforme para qualquer £ € 02 e para
ro=ro(R) < Re M = M(R) > 2 universais.

Comece considerando & € 0S) arbitrario, e tome x,y € B; (€),onde 7 <rp:= AR
e X escolhido mediante a necessidade (mantendo-se universal). Devemos mostrar que existe

um caminho v C 2, regular, ligando = a y, satisfazendo

) Mlz—yl e 6() 2 7o min{l(a:),1(12)}

para todo z € 7. Depois disso, basta tomar uma reparametrizacao pelo comprimento de

arco.
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De inicio podemos supor §(z) < §(y). Além disso, para tais pontos, temos duas

possibilidades:

Caso #1:d(y) > |z —y|.
Nesse caso, x € ch(y)(y) C 2, entao x,y podem ser ligados por um segmento
entre um ponto da bola e o seu centro, logo, nao é dificil ver que é uma curva uniforme,

como na Figura 14 a seguir.

Figura 14 — Cligar conectando z ao centro da bola

By (y]

Fonte: elaborada pelo autor.

Formalizando, sendo v o segmento entre x e y, a condi¢ao de bounded turning

se estabelece automaticamente pois temos

[(v) = |z —yl.

Ja para a condigdo cigar, tome arbitrariamente z € [x,y]. Afirmamos que

s (2) C By (y)-

lz—y|

lz—z]
Assumindo a afirmacao acima, temos, necessariamente:

6(y) .
|z —y|
——

>1

i(z) > |x—2z|

Dai, se z estd mais préximo de x,

0(2) 2 |z = 2| = min{l(7z,2),{(V2,9) }

enquanto

0(2) 2 |v = 2| = [z —y[ = min{l(72.2), L (729}
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no caso de z estar mais proximo do y. Em ambos os casos temos a condigdo cigar para
M=1.
Nos resta apenas a prova da afirmacao. Seja entao P um ponto da primeira

bola. Temos

[P —y| <[P —z[+]z—y

0y
<fo=el 2 4l
——
>1
4(y)

S(’$_21+|2_y‘)|x—yl

=0(y),

provando o desejado.

Caso #2:0(y) < |z —yl.
Seja

k:=min{m € N; 2™ 15 (y) < |z —y| < 2M0(y) } > 1.

Considere 7,7 € 0f) pontos que satisfazem a distancia de = e y para a fronteira,
respectivamente.

De inicio suponha A = 1/8. Tal escolha se justifica pela parte da existéncia dos
pontos de corkscrew, onde podemos tomar r := 2511§(y) < 4|z —y| < 87 < 8rg < R, a fim
de obter pontos de corkscrew p :=&.(T) e ¢ :=&(¥), os quais podemos tomar de modo

que T,z e p sejam colineares. O mesmo para 7,y e ¢q. Teremos entao

3(p) = 5 =2"3(y) > 26(y) > o(x)

N =

0(q) = 5 =2"5(y) = 25(y) > 6(y).

N3

Além disso, ainda por serem pontos de corkscrew,

p—z| < |p—7| <r=25"15(y) < 4]z —y|

lg—y| <lg—7| <r=2F"5(y) < 4|z —yl.
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Além disso,
lg—pl <lg—yl+ly—al+|z—pl <4z —y[+|z—y|+4[z —y[ =]z —y|
Afirmacao: Existem €, \g > 0 tais que
dist ([p,q|,00) > er para todo r < AoR. (3.5)

OBS: Ao final da demonstracdo da afirmagdo acima, vamos obter e =1/8 e A\g = 16,/291.

Prova da Afirmagao: Observe que, para provar tal afirmacao, é suficiente provar que

q € Br_ ('), onde T é 0 ponto de Q que é o centro da bola de raio R que tangencia 0
em 7, dado pela condi¢ao da bola interior.
Por se tratar de um problema bem caracterizado pela geometria, vamos assumir
que T é a origem de R" e %; é 0 Re,,. Vamos ter que achar € e \g tais que g € BR_@«(R@)).
Sabendo que p,q estdao pelo menos r/2 distantes da fronteira, vamos considerar
€ < 1/2 para termos p € Bp_.,(Re;).

Pelo Lema 3.17, g € BR_er(Re_TL>) se, e somente se,

eres —qf? < 20q—eren, (R—er)er),

ou seja, nos é suficiente provar que, para e pequeno o suficiente e r < A\g R, também pequeno

o suficiente, teremos

leren —q|*> < 2((R—er)gn — (R—er)er) = 2(R—er)(gn — er). (3.6)

Nosso primeiro objetivo é mostrar que existem € < 1/2 e \g < 1/8 para os quais
Gn > 2¢er. Veja a Figura 15.
— .
Inicialmente, se chamarmos de @ o vetor 7", onde 7" é o centro da bola interior,

de raio R, dado pela condicao da bola em 7, veremos que

)
Q=Y+ I .
Dai,

Vamos entao estimar g, por baixo. Primeiro com a parcela do 7,. Veja,

inicialmente, que

-7 <|[7—yl+|y—z|+ ]z -7 <(y) +2"3(y) +(y) <,
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Figura 15 — Objetivo: ver que g estd acima do nivel {x,, = 2er}

Fonte: elaborada pelo autor.

dai podemos prender localmente o bordo de 02 entre duas bolas de raio R dada pela

condicao da bola em 7. Mais precisamente, teremos

—f@) <y, < f@),

f(z'):zR(l— 1—|R|2>.

Uma vez que [g| = [7—Z| < r, teremos |y'| <r. E, como 1 —t < /1 —¢, sempre

para

que 0 <t < 1, teremos, para t = |[7/|>/ R?,

R(1-v1—t)<Rt= 7* < ﬁ
R R

Portanto,
W) << 1) <

e T, > —r?/R serd nossa estimativa para a primeira parcela de (3.7).
Agora, para a segunda parcela de (3.7), pelo Lema das quatro bolas, Lema
3.18, temos

lu—Rey| < [g—7| <.

Por outro lado, pela Lei dos cossenos,

lu— Rey|? = |ul?> 4 | Re;, |2 — 2|ul| Rey | cos e = 2R%(1 — cos ),
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onde « é o angulo entre u e Raﬁi, portanto,

R2 R
Dai,
r2 > |u— Re,|? = 2R? (1—“—”),
R
e, assim,
N 2R?—r? r?
TR TR

Por fim, como ¢ é ponto de corkscrew, §(q) > r/2 e entao
d(q) r ( 7 ) roord
M > )=
R “Zar\"""3R) T2 1w

Dai, da equagao (3.7), concluimos

r2 3

"R 2 4R?

Vamos entao achar € < 1/2 e \g < 1/8 tais que
2 3

roor r
2 S
er < 5 R iR Vr <R,

ou, ainda,

1 2 3
(—26)7’ ! r 0 Vr<MR.

De partida, a equacdo acima nos impoe que € seja menor que 1/4, entdo assim

o faga. Vamos estudar o comportamento da func¢ao

em valores de r préximos da origem, assim acharemos o \g. Veja que

3r2  2r (1 )
/

=4 (Z=2
g(r) 4R? R 2 A

ou seja, ¢ uma parabola com concavidade para baixo. Além disso, analisando o A da

equagao, obtemos ;
4 + 9 66
A - T > O,
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logo ¢’ tem duas raizes reais, dadas por

2 +VA 2 _ VA
=t =& ——
T 4R? T 4R?
Como 21 < 0, e nos interessa apenas a vizinhanca de 0 pela direita, e a concavidade da
pardbola é para baixo, podemos garantir que ¢’ é positiva em [0, 22). Portanto, usando a

estimativa

\/1+:p—1>§, valida para valores 0<z <1

concluimos
B 1+3+3e ] 4R><1+e>4R
2= 82 3 ~\8 " 2) 3"

Dai, tomando € := 1/8, teremos z2 > R/12 e, assim, ¢’ é positiva em [0, R/12]. Segue que

g ¢ estritamente crescente em tal intervalo, valendo
R
0<g(r)<g 15/ para todo 0<r<R/12.
Obtemos assim, para e =1/8 e A\g =1/12, que
r
Gn > 2€r = 1

Como nosso objetivo ainda é (3.6), podemos substituir o valor de ¢ para obter um novo

objetivo:

Por um lado temos

r . . 17r
+lal <cHlg=yl+lg-—z|<c+r+r=—,
-~ 8 8 8

la—z|

r 2 17\?
- = (5)

sén —¢q

5] <
-] <

ool =3

que implica

Por outro lado, como ¢, > r/4,

2(5=5) (n=5) > 2(5-5)5 -5 T
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s6 precisamos achar A\g < 1/12 de modo que

17\ o 2Rr 2r?
(§) <=5 vrenn

0 que equivale a

17242 , 2Rr
<2 r° < 3 Vr<AR.
Portanto, para qualquer
16R
r< —
- 291
vale (3.8). Logo, nossa afirmagao esté provada para Ag:=16/291 e € :=1/8. |

Podemos entao dar continuidade a demonstragao principal. Como preciso de
r <16R/291 para a afirmagao valer, e sei que r < 8rg, vamos tomar ro := R/150 < 2R /291,
para que se mantenha necessariamente r < 16R/291.

Como d(p) > r/2, bem como J(g), vamos tomar bolas de raio r/4 em torno de
p e q, e estas ainda estardao contidas em €2. Pela Proposi¢ao 3.20, encontramos uma v que
regulariza a poligonal [z,p]U|[p,q]U[q,y], tem comprimento menor e que coincide com a

propria poligonal fora de B, 3(p) U B, g(q). Confira a Figura 16.

Figura 16 — Regularizagao da poligonal de z a y

X

Fonte: elaborada pelo autor.

Vamos provar as condi¢oes de 7 para €2 ser uniforme. Primeiro a condi¢ao

bounded turning:

1) < |z —pl+Ip—ql+|g—y| <17z —yl|.
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Agora a condicao cigar:

Defina T o ponto de [x,p] que dista r/4 para p, e § o ponto de [y,q| cuja
distancia para q ¢ 7/4. Dado z € 7, temos trés casos: z € [7,7],2 € [y,¥] e 2 € V7. Vamos
comegar com o ultimo.

Pela afirmagcao, qualquer ponto de [p,q| estd a uma distdncia maior ou igual a
r/8 de 0f2. Logo, podemos garantir que todo z € ¥z 5 satisfaz §(z) > r/8. Dai

()

o 17
min{l(Fa,2),1(3z)} < =7 < S le—yl < 24| —y| < 2" (y) = 23 < 285(2).

Agora o caso de z € [z,z]. Nesse caso, vamos agir de maneira similar ao CASO
#1 do inicio da demonstracdo, uma vez que x,7 € By, (p). (Figura 17). Note que, sendo
x,Z e p colineares, temos:

x € By(7) (%) C Bsy)(p).

Pelo CASO #1,

0(2) 2 |z — z[ = min{l(7z,2), (=) }-

Figura 17 — Disposicao final dos elementos: de x a x temos 7 sendo
um segmento de reta

Fonte: elaborada pelo autor.

Analogamente, caso z € [y,y], teremos

6(z) > |y—=2|= min{l(fiw,z)vl(fiz,y})-
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Portanto, Q2N By, (¢) é um dominio uniforme para M := 2% que foi o maior
dos “M’s” que apareceram na demonstracao, e o := R/150, que é o menor dos rg. Pelo
Teorema 3.2, ) vai ser uniforme com constante

)

o 40M3 diam(Q) _ 922 g 54 diam(Q).

To R

Finalmente, como €2 é uniforme e satisfaz as condigoes de corkscrew interior e

exterior, temos que €2 serda NTA com constantes Mq = M e ro=R/2. n
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4 ESTIMATIVA DE CARLESON

Neste capitulo, apresentaremos e provaremos o resultado principal deste tra-
balho: a Estimativa de Carleson. Originado no inicio dos anos 1960, no trabalho
(Carleson, 1962), este resultado, em seu contexto classico, trata do fato de que fungoes
harmonicas positivas em uma regiao que contém parte da fronteira, e se anulam em tal
porcao da fronteira, sao limitadas, em uma regiao menor, pelo valor de um ponto fixo no
dominio, com uma constante multiplicativa que é independente da fun¢do. No nosso caso,
apresentaremos uma versao para o g-Laplaciano, em dominios NTA. Nossa demonstracao
fundamenta-se nas ideias originais de (Caffarelli et al., 1981), e, mais especificamente, em
trabalhos subsequentes de outros autores, como (Braga; Moreira, 2021), (Braga et al.,
2023) e (Adamowicz; Lundstrom, 2016). Esses estudos se baseiam em dois resultados
principais: um refinamento da Desigualdade de Harnack, que proporciona uma
precisao maior na constante de Harnack, levando em conta a distancia do ponto até a
fronteira, e um tipo de Lema de Oscilacao de De Giorgi, também aplicado até a
fronteira. Esses dois resultados serao abordados nas duas primeiras segoes, enquanto a
Estimativa de Carleson serd provada na se¢ao final.

Ao longo deste capitulo, fica determinado que as fungdes G e g satisfazem as
condigoes (P.C.) e (Q.C.). Além disso, dados um dominio € e uma bola B, trabalharemos

com fungoes u satisfazendo:

(e WL C(BNQ)NCYBNQ),

ocC

u >0,
(4.1)
Agu=f, para f € LY(BNQ), com ¢q > n,

=0.

ku‘BQSQ
4.1 Desigualdade de Harnack refinada
Antes de iniciarmos com o resultado principal da secao, vamos apresentar o

seguinte lema. Este traz uma propriedade dos dominios uniformes semelhante aquela

apresentada em dominios de John.

Lema 4.1 (Condicao carrot em pontos distantes da fronteira). Sejam Q0 um dominio

Maq-uniforme e A= A(Mgq) > 1. Se v: [0,l(y)] = Q € uma curva retificavel, p.p.c.a., A-
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uniforme, com extremos x,y € B, (7o) N2 satisfazendo 6(x) < 6(y) e 0(y) > er/A, para

algum 1 > € > 0, entao vale

0(2) 2 —5l(V2,2) YV zEN. (4.2)

A demonstracao é analoga a do Teorema 3.8, por essa razao, seremos mais diretos
nos argumentos. A principal diferenga é que usaremos a hipdtese d(y) > er/A uma vez
que nao temos necessariamente y como um centro do dominio de John. Geometricamente,
provaremos que o cigar de x até y pode se tornar a carrot centrada em ¥, como na Figura
18 a seguir.

Figura 18 — Construgao da carrot
a partir de cigar

Bs(y)/2(v)
xr
\/\'
0N}

Fonte: elaborada pelo autor.

Demonstracao. Considere €,x,y,A,v,x9 € 7 como no enunciado. De inicio veja que, por

ser A-uniforme, v deve satisfazer
(7)< Alw—y| < 25 A=2r, (4.3)

e, assim, r > I(v)/2.
Tomando z € 7y, teremos trés casos a tratar, a depender da posicao do z.

CASO #1: l(vz,.) = min{l(7z,2),l(724) }-

Imediato da segunda condic¢ao de curva A-uniforme:

5(2) > 41(0.2).
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CASO #2:1(7.y) =min{l(7z,2), l(12y)} € |z—y| >d(y)/2.

Combinando a definigdo de curva A-uniforme com a hipdtese d(y) > er/A e

com (4.3), temos:

1 oy er el(y €
52) 2 l0m) 2 Tz gl > W > T A0

h>

CASO #3: 1(7z,y) =min{l(72,2),l(1z9)} e [z—y[<d(y)/2.

Aqui, como z € By (y),
2

d(y)
i(z) > "

| \/

Além disso, por (4.3),

er _ €l(y) €
> — > > — .
02) = 24 — 4A — 4Al(%’z)

Observando que € € (0,1] e A > 1 teremos, em qualquer caso,

€

6(2) > @l(%c,z)’
como queriamos. O

O resultado a seguir é uma versao mais precisa da Desigualdade de Harnack,
permitindo que um dos pontos se aproxime da fronteira e mostrando como a distancia
desse ponto afeta a constante de Harnack. As ideias utilizadas na demonstragdo seguem
as propostas de (Adamowicz; Lundstrom, 2016), que, por sua vez, refinam o resultado

apresentado em (Holopainen et al., 2001).

Teorema 4.2 (Refinamento da Desigualdade de Harnack). Seja 2 C R"™ um dominio Mg -
uniforme. Existe Ay = A1(Mgq) >4 tal que, para todo w € 982 e para todo 0 < r < diam(€2) /4,
se u € solugao de (4.1) para B = B.(w), entao para qualquer € € (0,1/2Mg)],

A
u(z) < Cy (ggi;) (U(y) +rg! <T1_% ||f||Lq(Br+(w))>)

A
u) < (F2) (w497 ()
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para todos 0s x,y € B:r/Al(w) que satisfizerem 6(x) < d(y) com 0(y) > er/Ay. Aqui C1, A

sdo constantes positivas que dependem apenas de n,d, gy, Mq,q e €.

Observacgao: No caso homogéneo, i.e., f =0, (4.4) se torna

o1 ((%)_ku(y) <u(z)<C (%)Au(y). (4.5)

Dai, se y ¢ um ponto fixado, com distancia fixa até a fronteira, e tomamos x
como um ponto variavel, podemos observar o fato bem conhecido de que a constante de

Harnack é proporcional a uma poténcia negativa da distancia de x até a fronteira.

Demonstragio. Gragas as Proposigoes 3.4 e 3.5, podemos conectar quaisquer dois pontos
por uma geodésica quasi hiperbélica que também é uma curva A-uniforme, A= A(Mgq) > 1.
Faga A :=4A. Tome entao x,y,€,w,r e u como no enunciado. A possibilidade da existéncia
de y satisfazendo tais hipoteses é justificada pelo limite superior de € e pelo fato de

r < diam(€2)/4. De fato, considere o conjunto
[e:={z€ Bt (w); d(z) >er}.

Devemos mostrar que I'c # ().

Observe que I',, C I'¢, sempre que €1 > €2, entao s precisamos mostrar que
Uy jontg, # Pl. Tome agora 21 € B:'/4(w) e z9 € Q\ By (w). (Existe z9 pois diam(Q2) > 4r =
diam (B, (w))).

Como () é Mg-uniforme, existe uma curva uniforme 7,, ., ligando z1 a 2.

Como tal curva é conexa, existe um 23 € 7z, 2, N9B3,./4(w) N2 e este satisfaz

52 2 g min{l(12),10502)

1
> %minﬂzl —23|,|23 — 22|}

1 r r
> —— = .
~ Mq2 2Mg

Logo, z3 € {z € B (w) ; §(z) > oirg g © assim I'e # () para qualquer € < 1/2Mgq. Natural-
mente, o conjunto dos z tais que z € B:’/A(w) e §(z) > er/A serd nao vazio, dando razao

para a existéncia do .

1 Observe que isso equivale a afirmar que todo dominio uniforme satisfaz a condicdo de corkscrew interior

automaticamente, o que gera uma redundancia na definicado de NTAs via dominios uniformes.
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Podemos agora partir para a demonstracdo do resultado. Considere uma
geodésica v ligando x a y. Temos que v é A-uniforme.
Primeiro observe que, por um célculo anédlogo a (4.3), () <r/2. Dai, para

z € 7y temos

min{{(2), 1720)} < "0 <

?

A~ =

ou seja, [(Vzz) <7/4 ou l(7yzy) < 7/4. Em particular, 2z € B, /4(z) U B, /4(y). Acabamos de

concluir que

Y C By ja(x)U B, ju(y) C By ja(w),

e, portanto, temos que vy C Bj'/Q(w).
Para continuar, necessitamos provar a seguinte afirmacao.
AFIRMAGCAO (Cadeia de bolas cobrindo 7 - Harnack chain?) Existe uma cadeia de
bolas {B;}Y | tal que B; := B, (x;), onde z; €y, v CUN, B; e
i) BiNBii1 # 0 Vi
ii) 2B; := Boy,(x;) C Br(w) N e
iii) N <3kq(z,y)+1.

Prova da Afirmagao: Vamos provar a afirmacao acima construindo tal familia de z; e r;.

Primeiramente, tome z1 :=z e r1 :=6(x1)/2, dai By := By, (x1). Em seguida, tome 3 € 7y

como o ponto imediatamente antes de 7 sair de Bj, isto é,
xo =y(t2) € By, t2 €10,1(7)],

onde 7(t) € By para todo t < t5. Defina entao ro := §(x2)/2, e assim fica definida a bola
Bs.

O processo descrito acima é claro e pode ser repetido de maneira consecutiva
até um N tal que zy =(ty), com tx € [0,1(7)], e tal que y(t) € By para todo t > ty. O
nimero de bolas é finito pois, por compacidade, existe zy € v tal que §(zp)/2 é minimo.

Dali, como [(y) <7/2 < o0 e r; > 0(z0)/2 para todo i, v serd coberto por finitas B;. Em

2 Aqui nosso objetivo é uma cadeia um pouco mais especifica, entdo vamos além, mas para ver que isso é

uma cadeia de Harnack, como na Definicao 3.11, basta usar a seguinte estimativa na terceira condi¢ao
da afirmagdo:

ko(z,y) <4A° log(nnn{f(;ﬂs(y)})'

Essa esta presente no Lema 2.13 de (Bonk et al., 2001)).
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particular, as bolas nao se degeneram. Assim, temos v C Ufil B;, com y € By. A cadeia

de bolas é exibida na Figura 19.

Figura 19 — Construcao da Harnack chain

Fonte: elaborada pelo autor.

O item 7) da afirmagao é 6bvio, por construgao, mesma razao pela qual 2B; C (.
Vamos mostrar que 2B; C B,(w) para qualquer ¢ < N. Lembrando que v C B, j2(w), tome

z € 2B;, para algum ¢ < N. Teremos,

|z —w| < |z—ai| + |z —w| < 2r; +|z; —w| <2z, —w| <,
~—
= 6(zi)
o que termina de provar ii).

Verificar a estimativa em i) é um pouco mais complicado. No que segue,
seja 7V = Ya;,z:41 @ subcurva de v que liga x; a x;41, e, por convencao, 41 =1}, 0 que
garante uma definicdo adequada para vy. Observe que {%}i]\il ainda sao geodésicas e,
por construcao, disjuntas, exceto pelo fato de v; e ;41 compartilharem um tnico ponto
em suas extremidades.

Note que, para qualquer 1 <i < N, se z € v;, teremos necessariamente z € B;
e, assim,

8(z) <0(x;) 4|z — 2| <2ri+1r; = 3ry.

Dai, para 1 <¢: < N —1,

ds(z) ds(z)  U(vi) _ llzg—xipn| 1
k(@i 2it) /% 8(2) _/7 3r; 3ri 3 1y 3

Observe, entretanto, que nao é valida tal estimativa para ¢ = N uma vez que y é um ponto

interior da bola By e [(yy) pode ser menor que o raio ry. Porém, ainda podemos estimar

kq inferiormente da seguinte maneira:



ko(x,y) =

N s(z) N ds(z
BT CEDNE Ck

’L

—
=5
\N/l\z

~

dai, N —1 < 3kq(z,y), o que conclui o item #ii) e prova a afirmacao.
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(4.6)

O proximo objetivo é entao estimar o niimero de bolas N por constantes que

envolvam € e §(x) e J(y). Comecemos por mostrar que
147 443
kq(z,y) < 1+T1+71 -log((s(y))
€ €

Temos dois casos a tratar.
1)
CASO #1: 28 > (),

Nesse caso, para qualquer z € v, temos

winfi(,:). ()} < 0 < 2
Portanto, como 6(z) < d(y),
¥ C B (1)U Bagn () € Ban (1)U B ()
Dai, se z € B%( x), temos
) > o) > °0).
bem como
i(z) > 5(2y) > 6(;),
caso z € Bsw) (y). Logo,
4 3(2) 2 20
e, assim,
1 2
5(z) = ()

para qualquer z € 7.

(4.7)



_ [ds(z) O at
tote = [ 575 - )

Pelo Lema 4.1, e por termos uma curva p.p.c.a.,

€ €
6(v(t)) > ml(%n(t)) = 442 -1,

Dai, 1/6(v(t)) < 4A4% /et e entao

Portanto,

442 1) g
€ Jo@)y2t
2 1)
=1+ 4—Al logt
€ t=6(x)/2
SLoy)

4 A%
<14 —Llogt
€ t=5(x)/2

2
_1_|_4141.10g<A1 . 5(y))7
€

0(x)

71
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onde na tltima desigualdade usamos que [(v) <r/2 < A10(y)/2¢ e também que log é

crescente. Agora, usando que log(z) < z,

g 00))

€ e d(x)
2 2
€ € € d(z)
4A7 4N (5(3/))
< .
<1+ 2 + log 5x))"

o que prova (4.7).

Dai, podemos estimar N da seguinte forma:

1243 1242 5
<143+ 51+ 1~10g< (y>)
€ €

1643 1242 <5(y)>

< Jog| =% 4.

STa tT s 5(x) (48)

<16A‘Z’+12A%'5(y)

€ e Ox)
At d(y)

<28t 22

=2 5w

(4.9)

Podemos entao dar continuidade a demonstracao principal. Primeiro, para

melhor fluidez da leitura, considere a seguinte reducao

K =97 (M0 s ) -

Considere C'y > 1, a constante de Harnack obtida ao aplicarmos a Desigualdade de Harnack
para as bolas B1(0) e By/2(0). Esta serd a mesma para quando aplicarmos para 2B; e B;
da familia definida acima. Dai, aplicando a Desigualdade de Harnack na cadeia de bolas,

pela equagao (2.11) com K; := Ky, f4,, obtemos:



u(z) = u(z1) < Cy(u(zs) + K1)
< Cu(Cr(u(rs) + K2) + K1)
= (Cr)*u(z3) + (Cy)* Ko+ Cp Ky
< (Cy)?Cr(u(zs) + K3)+ (Cu)* Ko+ Cy Ky

(Cr)u(rs) + (C)* K3+ (Cp)* Ko+ Cr Ky

A
Q
=
i
=

an)+ (Cu)N T Ky + + CyKy
+(Cy)NKn+-- 4+ CyK
+((Ca)N -+ Cy) K,
+N(C)VES,

)N (u(y)%—N-K:f’w) ,
ou seja, podemos concluir
u(z) < N-(Co)V - (uly)+ K, ).
De maneira inteiramente analoga concluimos
u(y) < N-(Co)V - (ul@)+ K, )

Agora, s6 nos resta estimar N(Cy)V.

Usando (4.8), temos

e, como para quaisquer 1 < a,b,c € R vale

blog blog
ablogc _ elog(a © C) _ eblogcloga _ elog(c © “) _ Cbloga’
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(4.10)

(4.11)

teremos )
1647 12%40ch
CHf <Oy - (M) |
6(x)
Portanto, agora usando (4.9), podemos concluir
43 5( ) 16A:1)’ 5( ) 12%%-10ch A3 % 5( ) 1+12A?%-logC’H
N-(Cp)N <2818 o 2 ( Y ) <281 . Oy ()
€2 §(x) d(x) €2 d(x)
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e isso é justamente o que queriamos provar para

3 1643
Ay C.,c
2

C:=28

AZ
A=1+12"1 logCy.
€

[]

Observacgao: Este resultado depende minimamente do operador em questao. Note que
apenas utilizamos o fato de que para tal operador é valida a Desigualdade de Harnack
classica. A dependéncia correta de C' e \ é dada por €,Q2,n e Cy, onde C'y é a constante de
Harnack associada ao operador em questao. Como no nosso caso temos Cy = C'(n, 0, g0,9)

as constantes aparecem conforme descrito no enunciado do teorema.

4.2 Lema de oscilagao até a fronteira

Nesta secao, apresentaremos um resultado do tipo Lema da Oscilagao de De
Giorgi, adaptado para uma versao até a fronteira. Esse resultado constitui um dos
dois pilares fundamentais da nossa demonstracao da Estimativa de Carleson. Antes de
expor o Lema da Oscilagao, provaremos alguns resultados preliminares necessarios para a
construcao da demonstracao.

O primeiro desses resultados envolve uma construcao simples com mollifiers.

Lema 4.3. Sejam U,V CR", com V € U. Entao, existem C =C(n) >0 e ¢ € C§°(U)
tais que
0<op<1emU

o=1emV

C
< — .
\HV(bHOO ~ dist(V,0U)

Demonstragio. Sejam ¢ := dist(V,0U) e W := {x e U :dist(z,0V) < g} E facil ver que
VeWeU. Fixe £ € R" — R como uma fun¢do nao-negativa tal que

[ cec~®)

supp(§) C By

£=1.

B




75

Para todo € > 0, defina também &, := ein 5(%) e tome a convolugao ¢(z) :=

Xy *¥&s(x), onde x,, é a funcao caracteristica de W. Por defini¢ao, temos 0 < ¢ <1, além
2

disso, dado x € V', como supp({s) C Bs,
2 2

o) = [ wle—v)-¢50)dy
= [ wle =)&)y
B

onde a penultima igualdade decorre do fato que se x € V e y € Bs, entao v —y € W.
2

Por fim, fazendo D; = 0/0x;, como para todo i <n, D;¢ = x,, * D;&;s, e
2

G Dy @) = [ =) Dity )y

B

Nl

< Difg (y)dy

f,, ) ()

= 5 B Di&(y)dy

NI

(59}

B
2
)

2

o resultado fica provado, uma vez que £ é uma fungio especifica. (Pode-se tomar o mollifier

padrao, se preferir). ]

O segundo resultado preliminar trata da possibilidade de estender uma funcao
solucao de (4.1) de BN para toda a bola B mantendo uma relacdo entre Aju e f (na
verdade, das extensoes) em toda a B. Esse resultado é apresentado no artigo (Braga;
Moreira, 2022) com uma demonstragao completa. Para maior clareza e completude,

reescrevemos a demonstracao aqui.

Lema 4.4 (Lema de Subsolucao). Dados Q2 C R™ um dominio NTA e w € 0%, se r <
diam(Q2)/2 e u € solugao de (4.1) para B := B,(w) entdo, para

u em BNQ,;

S
I

0 em B\(BNQ)
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f em BN,
0 em B\(BNQ),

definidas em B, vale
i) we WhS(B)nCO(B);
i) Agt > —f em B.

Demonstragdo. Sejam r,w e B como no enunciado. Como é ébvio que @ € C°(B), vamos
mostrar inicialmente que @ € W'li’cG(B).

Devemos mostrar que para qualquer V € B, 1 € WLG(V). Vamos fazer isso
construindo uma sequéncia {u,}°; C WG (V) limitada e tal que u, =@ em V. Como
WG (V) é reflexivo, no nosso caso, podemos usar o Teorema de Eberlein-Shmulian para
garantir que, a menos de uma subsequéncia, u, — ug, para alguma ug € WLG(V). Dali,
teremos, necessariamente, @ = ug, provando o primeiro item.

Tome V' € B e considere ¢ € C§°(B) a fungao do Lema 4.3. Agora, para cada

n > 1 defina

AFIRMAGAO: ¢!'*9% .4, ¢ WG (BT).

Por um lado temos, u € W/I})’S(BJ“), entao u € VV&;S(BJF), (u—1/n) e VV&;S(BJF)
e entao u, € Wfll’G(B+). Por outro lado, ¢ € C§°(BY), que implica ¢' 9% € C§°(B™). Da,

ocC

P90 -y, € WHE(BT) com
V (#'9 up) = upV (¢1790) + ¢ 90V, = (14 g0) und® Ve + ¢ 790V,

Continuando, podemos usar a Proposicdo 2.23 para garantir que ¢' 9 .4, €

WG (BT) pode ser usada como funcio teste, uma vez que temos f € L (BT). Assim,

loc
9(|Vu(z)])

u(x 14904,)) dz.
b [Fufr) (VHERTET)

1
- ¢ +90unf =
B+

Como em BT vale
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n
1
n 0 em {ug},
n
temos,
1 1
Vu—— em {u>}
Vu, = n TIL
0 em {ug}
n

Dai, para Hy(t) = g(t)/t, temos

B+

_ / G190y, f dr = /Hg(qu\) [(Vu, (1+ g0)¢Pun Vo + ¢ TV, )] da
B+

_ / (14 90)¢%0un Hy(|Vu]) ¢

Vu, V) da + / P O H, (V) (Vu, Vuy,) de
B+t B+t

= (1+go0) / ¢9uy Hy(|Vul) (Vu, V) dz +
{u>%} {u>%}

Portanto, reordenando e tomando o médulo na da direita,

[ oroavuival do = [ 6w -
{u>7} B

¢ g(|Vul)| V| da.

(1+g0) / ¢PupHy(|Vul) (Vu, Vo) dx
(1)

< 1fll - Illoo + (1+ go) ¢Pun Hy(|Vul)[Vul[Ve| dz

{u>7}

— (1+90) / 69 g(1Vul)un| V| 4 [Tl - [loo,
(w51}

onde || f|[1 denota || fl|;1(p) enquanto [|i|ec denota [[al|poo(p).-

Pela Desigualdade de Young com €, Proposigao 2.22, para qualquer 0 <e< 1, e
para a:= ¢9g(|Vu|) e b:=u,|Ve|, existe Ce = Ce(€,90,9) > 1 tal que

$% g(|Vu|)un| V| < €G (6% g(|Vul)) + CeG (un| V) .
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Usando (G1) e (G3), concluimos

gV ul)un| V9] < emax { (69)' 5 (6%)456 } Glg(|Vu))) + CGlun| V)
< emax {(6%)"F3, ()50 } goG(|Vul) + C.Gl(un| V)

< g06¢1+90G(|VU|) + CEG(un|v¢|>

Voltando para a equacao que envolve integrais, ao substituirmos a informagao

acima, obtemos:

o' g(|Vul)|Vul < (1+g0) / 90" G (|Vul) + CeG (un| Vo) dz+ || fl1- [l -
{u>+} {uv>+}

Por outro lado, usando (g2),
oL eV dez [ oG9 do.
{u>1} {u>1}
Dai, juntando as duas desigualdades acima,

¢! OG(|Vu]) de < (1+go) / goed' P G(|Vul) + CeG(un [V ol) da+ || fllr - ([l o,
{u>%} {u>%}

ou, ainda,

(1—cgo(1+ 0)) / SHOG(|Vu]) dr < Ce(1+go) / G(un V) dez+ [Tl -1 oc.
{u>%} {u>%}

Tomando
teremos ainda Ce > 1, e

Dai, como 2C¢(1+ gp) > 1, teremos

1+go u ” " . . - ‘
[{u>;}¢ DG(|Vul) dr < 2C(1+ go) (/{u>1}G( |V 8]) dz+ || 7|1 ||OO>

n
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Definindo D := 2C(1+ go) = D(d,g0) > 1, e usando que G ¢é crescente em

[0,00), podemos dar continuidade da seguinte maneira,

¢1+90G Vu deD( G(u,|Ve|) dv+||f 'Uoo)
fi et [, Gl o 71

<D <[{u>i} G(l[alloclVel) da+f]1- Hu\loo)

</ G([[tlloc| VOI) da+ | £ - HuHoo)
{u>F }nsupp ¢

< D (Gl e (3 VSl e )| 5UPP S+ 11 gy - [T o i) -

I
S

Portanto, como ¢ =1 em V, temos

1+g0 — 14490
/VG(|Vun|) de/ng G(|Vun|) dz /{u>3,}¢ G(IVul) da,

e, como [|V| w5 < C/dist(V,0B), para C'=C(n), e [supp¢| < |B|, entdo existe Ky,

cuja dependéncia estd em V, n, diamQ, §, go, ||| tal que

L1(B) e ||E||L00(B),

D (G (] oo 5, VOl ooy ) [5uPD S|+ [ 1L 1 ) - [T o)) < v

Portanto,

/ G(|Vuy|) dr < Ky < oc.
%4

Finalizando, por (2.7), podemos concluir que |Vu,| € LE(V), dai, existe C,

dependendo de ¢, go, e Ky, tal que

<,

||unHW1,G(V) —

onde C nio depende de n. Dai, como WG (V) é reflexivo, e {u,} € WhG(V), existe uma
up € WHE(V) e uma subsequéncia de tal que {u,}, a qual ainda chamaremos de {u,},
tais que

Un, — U().

Além disso,
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em B implica que

Up = U.

Entéo concluimos que @ = ug € W (V). Pela arbitrariedade de escolha de
VeB,ue VVéf(B), como querfamos para o item ).
Vamos, agora, mostrar 7). Para isso, tome 0 < ¢ € C§°(B). Devemos mostrar

que

- /B T edi= /B Fede> /B Hy(IVa)) (Va, Ve) de.

Comecemos definindo, para 0 < e < 1, a funcao

0 <v:=1v, :=max {min {1,2— u} ,O} € Wi)’CG(B).
€
Teremos
1 em {u <€}
v=_2-"1 em {e <u < 2¢}
€

0 em {u > 2¢}

e, em quase todo ponto,

Vi
2 em {e < < 2¢}
€

0 em {u < e}U{u > 2¢}.

Portanto, por motivos anilogos ao do caso de ¢'790 .4, € Wcl’G na prova do item i),
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também temos (1 —v)¢ e v€ em WHE. Dai,
[ BVl (va.ve) do= [ B,V (Ve V(- o+ o) da
B B
~ [ H (V) (T T (= o)+ 0)) da
{u>0}
[ (T Ve V(- 0g) do +
{u>0}
—|—/ Hy(|Vu|) (Vu,vVE+EVY) do
{u>0}
= [ V) (Tu V(-0 de +
{u>0}

—l—/ Hy(|Vul) (Vu,VE) dx +
{0<u<e}

+/{6<U<2€}Hg(|VU|)<Vu, (2-%) v5> dr +

+/ Hy(|Vul) <Vu,_§Vu> dx.
{e<u<2e} €

Analisando separadamente as ultimas quatro parcelas da sequéncia acima, podemos

concluir:

0/ Hy(|Vul) (Vu,V((1—-v)¢)) do = —/ f(1—v)¢ dz, pois £(1—wv) é fungao teste,
{u>0} {u>0}

of (v eve drs [ g(vu)ive d,
{0<u<e} {0<u<e}

u
o[ v (Vu (2= ) Vey v [ g(vaivear
{e<u<2¢} € {e<u<2e}

./ Hy(|Vul) <Vu,_£Vu> dx = & g(|Vu|)|Vu| dx <0.
{e<u<2e}

€ € J{e<u<2e}

Substituindo cada uma delas na sequéncia anterior, obtemos

/BHQ(WUDWU,VQ de—/

{u>0}

F(1— ) dr+ / o(|Vul)|Ve| dz.

{0<u<2e}

Como £ >0,e0<v <1, teremos 0 <&(1—v) <& e, como f>f | teremos

_75(1 - U) < 7757
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entao
—/{u>0}f(1—v)§ dxg/{u>0}f §d:z:§/Bf € dx.
Dai,
/Hg<|vu\)<w,vg> dxg/f‘g dx+/ J(Va)|Vel dz. (412
B J {0<u<2e} |
=1

Nossa prova estara acabada quando mostrarmos que I — 0 quando € — 0.
Defina
Ac :={0 <u < 2e}Nsuppé.

Pela Desigualdade de Holder em (2.5),
I < 20g((VuDl 5 I VE e,

1
0

e, usando (2.7) para G, e (G3), estimamos
1 1 }

Hngquﬁ@%)gnmx{</;éﬂgﬂvubol+$7(/Qf§@ﬂVUD01+

< max{(LgoG(wul))”}’ , (/A}OG“V“')) )

< émax{(/AeGHVuD) = , (/Ascqw))%} ,

onde C = C(8,g0) > 0. Além disso, pelos resultados da prova do item i), tomando V :

supp &,
/G(|Vu|) dx:/ G(IVul) dz

\% Vn{u>0}

= lim G(|Vul) dz
oo Vﬂ{u>%}
= lim [ G(|Vuy,l|) dx
n—o0
v
< KV < 00.

Com maior razao, como A, C V,

/ G(|Vul) dz < Ky.
Ae
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E, como |A¢| — 0 quando € — 0,

/ G(|Vul) dx — 0.

€

Dai, quando ¢ — 0,

lg(IVubll g4,y — O-

Analisando a outra parcela, uma vez que £ € C§°(B), temos também
V€l Laany — 0

quando € — 0.

Portanto, em (4.12), ao mandarmos o € — 0, obtemos

[ m0va v ve) dr< [ 7ear,
B B
como queriamos. O

Podemos entao estabelecer um resultado do tipo Lema da Oscilacao de De
Giorgi, que garante que a oscilagdo de uma fun¢ao em uma bola é estritamente menor que
a oscilacao na bola de mesmo centro e raio dobrado. Além disso, desde que o raio seja
suficientemente pequeno, a constante de corre¢do nao depende do raio. Como mencionado
anteriormente, tratamos de uma versao do lema que permite estimar a oscilacao da fungao
u até a fronteira do dominio. Provaremos esse resultado sem usar qualquer outra condicao

geométrica senao a condigao de corkscrew exterior.

Teorema 4.5 (do tipo Lema da oscilagdo de De Giorgi). Seja Q@ C R™ um dominio
satisfazendo a condi¢do de corkscrew exterior, com constantes Mq e ro. Tomando w € OS)
e 0 <r <min{rq,diam(2)/2} arbitrariamente, se u é solugio de (4.1) para B,(w), entdo
existe 0 < v =~v(Mgq,n,0,90,q) <1 tal que

sup uw <7y sup u+rg’ <r1_%\|f||Lq B (w ) (4.13)
By (w) B (w) )

Demonstracio. Sejam T, f as extensoes de u e f por zero para toda a bola, como no Lema
4.4. Defina

S:= sup T
B (w)NQ
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v:i=95—1.

Teremos que v > 0 estd em VVI})’CG(BT(U))) com
Ago=—-Agu<f <|f|e€ LB (w)).

Decorre entao da Desigualdade de Harnack Fraca, Teorema 2.24, que existem pg > 0 e

C > 1 dependendo apenas de n,d,gg e ¢ tais que

1/po
P <c| inf virgt(+qF y
(]lg(w) ) <B£(w) g < ||f||Lq(BT( ))))

=C <Birn(£))v+rgl (TI_Z”fHLQ(Bj'(w))>> :
2

Dai, considerando Kj w = rg! <7’1_%HfHLq(B;r(w))> ’

1

o
C’( inf U—FK:fw) > <][ vp0>
By (w) e By (w)
>t /
= B, ja(w)|Vro \ Jp
> /
~ By ja(w)[Vro \ J

S
By ja(w)[ Mo

1

Py
(w)
1

Po
Up())
(w)N{v=S}

1/po

[V

r
2

(1B, j2(w) N {v = S}|)

Veja que {v =S} contém a parte de B, /5(w) que esta intersectada com Q°.
Além disso, como €2 tem a propriedade do corkscrew exterior para Mg e rq, dentro
de B, /2(w) N Q¢ existe uma bola menor, cujo raio é r/4Mq. Mais precisamente, como

mostrado na Figura 20, existe a® € B, jp(w) NQ° tal que

B_r_(a%) C B, )2(w)NQ° C B, js(w)N{v=S}.

I

Logo, dando continuidade as contas anteriores,

: S
C (Brl/gfw)v+K:f’w) > W (|Br/2(w) N{v = S}|>
> 5
By a(w)| Mo
S
(2]\/[9)"/100’

1/po

. ‘1/170

i (@
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Figura 20 — Bola de raio r/4Mgq dentro de {V = s}

Fonte: elaborada pelo autor.

dai

S S
inf Kf, >— = .- =
B$2@0U+_ “ﬁw'_CXQAﬂﬂnhm 1.

Voltando para @ obtemos

S
S—  sup ﬂ—l—Kjfw = inf v—l—Kjfw > —.
B, j3(w)NQ b B, ja(w) b
Portanto,
1 +
sup u<|(1l—= S—i—Krfw,
B, (w) C
que ¢ justamente o que queriamos, para
1 1
=l-=-—=1-— <1
i C C(2Mgq)n/Po
com C' e pg sendo as constantes da Desigualdade de Harnack fraca. O]

Teorema 4.6 (Lema da oscilagdo até a fronteira - Geral). Dado 2 C R" dominio que
satisfaz a propriedade do corkscrew exterior para Mg e rq, defina r1 := min{rq,diam2/2}.
Tomando w € 02 e 0 <r <7y, seu € solugao de (4.1) para B = By(w), entdo existem
constantes Cy = Co(Mq,n,6,90,q) >1 e 0 < = [(Mq,n,8,90,q) <1 tais que
P\? Cy —-1(,1-2
sup < G (2) sup k(o2 ) (1 gt )
B (w) ) Bt () Cy—1 ( ( r(w)))

para qualquer p <r/2.

Demonstracio. Considerando w € 0€) e r < ry arbitrarios, pelo teorema anterior, temos

garantido um +, para o qual vale (4.13). Tomando o := max{v,1 —~}, podemos garantir
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que 1/2 <o <1 e que ainda vale
sup u <o sup u+K,‘f
B, (w) B (w)
para

qu = Tg_l <T17%||f||Lq(B:“(w))> :

Mantendo a notacao, e aplicando novamente o teorema anterior com o, temos

sup u <o sup u—I—K+

B/ (w) By (w)

<o | o sup u—i—K;L + K
Bt (w) ’

=2 sup u+JK++K+

B (w)
Dai,

sup u <o sup u—l—KJr
r/S( ) r/4( )

<o o? sup u+0K++KJr + K
By (w) !

=03 sup U+02K++O'K++K+
B (w)

Aplicando varias vezes podemos concluir que, para qualquer m € N,

sup u<o™ sup u+o" K+ 40K, +KT, |
B, (w) By (w) S
2m

mas, como K é crescente em 7,

sup u<o™ sup u+(c™ 4 4o+ 1)K

B;Lm(w) B;f (w)
1_ m
=0 sup u-+ d K
B (w) B
1
< o™ sup u—i—TK;"
B;f (w)

Tomando 0 < p < r/2, existe m > 1, inteiro, tal que

r < r
om+1 == om
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Definindo

1
6 = logQ )
g

notamos que = $(Mq,n,d, go,q) € (0,1] satisfaz

1\™ 1\* 1\’ 1 \? 3
m=(5) =(5) = (zm) =2 (zm) <2 (%)
26 om 2m—|—1 2m+1 r

e isso prova o teorema com

C(QMQ)n/pO
C(2Mgq)™/Po —1’

Cy:=2% == =min { O(QMQ)n/pO} e (1,2],

para C' e pg da Desigualdade de Harnack fraca.

4.3 A Estimativa de Carleson

Finalmente, chegamos ao nosso resultado principal. A demonstracao é condu-
zida por contradicao, fazendo uso da Desigualdade de Harnack refinada e do Lema da

Oscilacao de De Giorgi até a fronteira, em sua versao geral.

Teorema 4.7 (Estimativa de Carleson). Seja Q@ C R™ um dominio (rq,Mq)-NTA. Ezistem
constantes Ag = Ag(Mq) > 12 erg =1o(2) >0, tais que, para quaisquer w € I e 0 <r < ro,
se u satisfaz as propriedades de (4.1) para B = B,(w), entdo

Bs;*l,l(?u)u <o (u(€)+797" (0 L pagss ) (4.14)
para co = ¢ (n,0,90,q, M) >0, 7" =r/Ay e & =& (w), ou seja, um ponto de corkscrew

interior associado a w e a ', isto €, & (w) satisfaz

f()EQ

S0 —w| <7’

7,,/

\5(50) > MQ

Demonstragio. Tome Ay = 3A; e ro :=min{rq,diam(2)/4}, onde A; é do Teorema 4.2.

Em todo o tempo, usaremos o Teorema 4.2 com € := 1/6Mg, eliminando a dependéncia
de € nas constantes C'1 e A do teorema. Considere w, r, u e & arbitrarios, mas como no

teorema. Vamos novamente considerar a reducao

K:f,w =rg”! (Tl_a”f”Lq(Bi(w)Q :
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Seja g € E,t(w)\@@ tal que u(xg) = SUD g+ () U- Nossa prova se dd em assumir
M (u(fg) + K;,Lf,w> < u(zop) (4.15)

e tratar de achar M >> 1, universal, tal que a equacao acima nos conduz a um absurdo.

Temos inicialmente dois casos a tratar.
Caso #1 - 6(xg) >r'/4Mg :

Aqui temos dois subcasos a tratar. Primeiro, quando 6(zg) < (&), como

/

T T T
0 > =
(&]) — Mg 3A1 Mg - 6A1MQ’

a primeira desigualdade de (4.4) (com = =x¢ e y =&p) nos dé

6(o)
d(z0)

Como 6(&o) <1’ e d(zg) > 1’ /4Mgq, temos

A
u(zg) < Cy < ) (u(ﬁo) +K::f,w) :
u(z0) < C1(4Mo)* (u(6o) + K,,,)

Por outro lado, quando §(zg) > d(&o), teremos obrigatoriamente (xg) > r/(6A; M)

e, pela segunda desigualdade de (4.4) (agora com x =&y e y = xg),

A
u(zo) < C <§((gg§))) (ul60) + K1)

Dai, como d0(zg) <1’ e 6(&) > 1" /Mg, teremos

u(wg) < Cy (M) <U<50> +Kif,w) '

Resumindo: pelo refinamento da Desigualdade de Harnack (R.D.H.), traba-
lhando os subcasos d(zg) < 0(&p) e d(zo) > 0(&p), obtemos

u(z0) < C (u(&) + K,

r’f’w

). onde C:=(4Mg)*-Cy. (4.16)

Dai, tomando M > C de agora em diante, a desigualdade acima junto com

(4.15) retorna um absurdo.

Caso #2 - §(xg) <1'/4Mq :
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Aqui, como §(&p) > 1" /Mg > 6(z0), o R.D.H implica em

w(r) < i - <5(£o) )A. (uleo) + K7 ;)
- 5([]:0) rmfaw ’
entao, por (4.15),
r,f,w = 5(%0) r,f,w
Dai,
d(&o) >A
M .
<G <5(3?0)
e, assim,
8(x0) (01>1/A
< | = : 4.17
5(60) ~\ M (4.17)
Seja Ty € 0N o ponto da fronteira de Q que satisfaz d(x¢) = |xg —To|. Veja que
To € By (w)N OS2
2
pois

/

r
To —w| < |[Tg — zo| + |x0 —w| < —.
—_— —— 2

<r'/4 <r’

Além disso, para z € BY, (%),
Pl

|z —w| < |z —Tg|+ |To —w| <3’ <.
—_—— N —
<r'/2 <5r'/2
Logo, conseguimos demonstrar que
B (mo) C B3, (w) C B (w). (4.18)
T
O resultado acima garante que u satisfaz (4.1) em B, (%), entdo podemos
T

aplicar a versao geral do Lema da Oscilagdo até a Fronteira (L.O.F.), Teorema 4.6, em

BT, (To) e para p := 6(x), que satisfaz
Pl

r! <7“’/27
2

<
P g S
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para obter

0 B C
sup US@-( (,x(;)> ©osup ut g 21.K;f, .
E:Si_(xo)(fo) r / B% (fo) 2 77,}0,1'0

Defina, agora, x1 € Ez (T0)\092 como o ponto que satisfaz u(z1) = sup g+ (7o) U
2 r

, (To
2
Como
u(zg) < sup  w
-+ _
B () (To)
e K j 17 ¢é crescente com r, obtemos
b b 0

B
u(z) < 2°C - ((5(1’0)) () + Co Kt

,r./

Daf, uma vez que §(&p) < r/, teremos

e entao, por (4.17),

C1\ /A C
u(zg) < 2°Cy- (1\41) ~u(xr) + Til-K;ﬁ%. (4.19)

Seja & := &, (To) o ponto de corkscrew interior associado ao raio r//2 e ao
2
ponto Tp € 0N. Pela equagao (4.18), o ponto & deve satisfazer

& € Bé(fo) C B (w) = B;“/Al (w),

enquanto &y claramente também satisfaz &y € B;L/ A, (w). Como

2
Mo 6MqaA;’

6(&1) >

e também ja vimos que 6(&y) > r/6MqA;, podemos usar o R.D.H. para obter

A
u(&) <Oy (ggg;) <u(§o) —i—K:f’w) , caso  0(&) <6(&),
¢ A
u(§1) <Gy (gg(l);) (u(&o) +K::f7w> , caso  0(&) <d(&).
Como
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temos, com folga,

0(&1) 6(%)
e { e ) < Mo
0 que nos permite concluir,
(&) < C (ul6o) + K,,), (4.20)

para 0 mesmo C definido em (4.16).

Observe agora que K F.a0 <K' Para ver isso, primeiro note que, dado
29

rfw:
A B—%’—(To),

7=l <[~ Tol +[Fo - aol + o —wl < 5+ T 4r' < (4 b4 ) r<
Z—w z—T To—1x ro—w < z+—+r — r<r,
= OO0 24 = 44y " Ao

o que implica Bg(TO) C B} (w). Dali,

“fHLQ(B%(EO)) < Loyt )

1 - ’ + +
e, como g+ ¢é crescente, concluimos K v fao <K r fan

Dai, continuando de (4.20), como C> 1,

U(fl)+K§7f7fo§C< u(8o) + wa>+KT @0
< C (u(€) + K1) + K
<20 (uléo) + K}y,

e entao, por (4.15),

Juntando a desigualdade acima com (4.19), obtemos

O\ P/A 20C:
+ B ! . 2 K
M<u(£1)+Kg,f,fo) <20u(:1:0) <202 Cy- <M> u(x1)+02—1 v 1o
Dai, _
20Cy 1\
u(§1)+< 02_1> frm <2020 (7))
Tomando

40C,
= 02 IR 17
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obtemos _
200y
M/2 >
j2z 222,
200y
-M/2 < —
/ - (-1
e ~
M/2=M—-M/2<M— 2002
Cy—1
Entao 8/
M ~ Cq
=z (u(g1)+Kg+m) < 20280, <M) cu(zy)
e assim

~ O\ P/
M (u(f1)+K§7ij> < 40280y - (]\41> ~u(x).

Seja My tal que

- O \P/A
B, . 1) _
402°Cy <M0 1,

ou seja,

))\/B

My = (452%2 Oy

Tomando M > My,

M (u(fl) + K] m) <u(z1).

Da mesma forma, usando (4.19) e que C > 1, concluimos

u(zg) < u(ry)+ Gy 1 'Kg,fio‘

Dai, para

M > max {5, éjfbl, ]\/[0},

M<U(§1)+K;f,go) <u(z1)

C
u(a:o) < U(SCl) + Til . K;f,fo'

(4.21)
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A partir desse momento vamos repetir os argumentos trocando xg e §y por x;
e &1, e Br(w) por B, /s(To). (J& vimos que B /2(130) C B, (w), que é onde a u tem suas
boas propriedades).

Estando ainda dentro do Caso #2, vamos ter que analisar (4.21) também em

dois casos separados.
Caso #2.1 - 6(x1) >1'/8Mg :
Nesse caso, pelo R.D.H. em Bg(fo), como

/2 )2 - r/2
Mo  3AMqg ~ 6A1Mg’

6(&1) >

e r,& € j( 0) = T/Q (To) C ij/g (To) entao, analisando os subcasos d(x1) < 0(&1) e
2 341 Ay
d(z1) > 6(&1) de maneira andloga ao que ja foi feito no Caso #1, obtemos

u(en) < C () + K 57

o que é um absurdo contra (4.21) considerando que M > C'. Tal contrassenso ocorre contra
uma equagao que foi obtida legitimamente a partir da suposigao em (4.15), o que implica

que o absurdo se d4 em relacao da validade de (4.15).
Caso #2.2 - 0(x1) <r'/8Mg :

Como §(&1) > (r/2)/6A1 Mg e §(z1) < 0(&1), pelo R.D.H. em Bg(fo), conclui-

mos

=6 (GE8) (e 4 K )

entao, por (4.21)

o) (Ol>m. (4.22)

Seja T1 € 02 tal que §(x1) = |x1 —T1|. Temos 71 € B, (w) NI pois
2

’Tl—w‘S|f1—:Cl‘—i-‘xl—T()’-HTQ—JTQH-’:E()—U)‘<57”//2.
—_—— —— —— N——

<r'/8 <r’/2 <r'/4 <r!
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Além disso, B:M(Tl) C B3,(w) C Bff (w), pois, dado z € B:M(Tl),

/ 5/
2 —w| < |z — 71| + |71 — ] §%+7T<3r',

entdo podemos aplicar o L.O.F. em B:/4(T1) com p:=0(x1) <r'/8Mgq < (r'/4)/2. Dali,

) p C
u(z1) < sup U§C2'( (/xﬁ) T osup u+t o 21.KZ .
Eg_(ll)(fl) r / B% (fl) 2 4 7f7:r1

Escolhendo um zs € By (71)\09Q que satisfaz u(xa) = sup 5+ (7)Y € como
T !
T
K 7:'7' 1 é crescente em 7,

5(351))6 Co
Bc, . . K
u(ry) <2°C ( 72 u(w2) + Cy—1 Kz,

Finalmente, usando que §(&;) < 1’/2 e vale (4.22), concluimos
C1 )\ C
Bo,. (2L : 2K
u(xy) <2PCy <M) u(za) + Co—1 K%f@f (4.23)
Seja £ : =&,/ (T1) um ponto de corkscrew interior associado a 1’ /4 e T1. Podemos
4
verificar que &1 e & pertencem ao conjunto Bj/g (Tp) e mantém distancia maior ou igual a
Ar
(r/2)/6MqA; para a fronteira de Q. Dai, pelo R.D.H. em B (Zg), em um processo analogo
2
ao da desigualdade (4.20), chegamos em
u(€2) < € (u(€) + Kf 7, ).

2

€, Ccomo 5 >le HfHLq(BJTr(fl)) < HfHLq(BJr(fO)y
1

%
w(@e) + K7y <20 (w(@) +KF o ).
Entéao, por (4.21),
M
el <u(§2) +K§,f@1) <2M <u(§1) +K§,fﬁo> < 2u(xy).

Juntando a desigualdade acima com (4.23), obtemos

2602 T

Cq L 200
Cy—1 — afaw

~ - B/A
M <U(€2) +K£f@1> < 2Cu(x1) < 202°C, - <M) u(ms)
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Dai,

Como temos

4502
M
—(Cy—1
entao
M o8 L\B/A
o (&) + K ;o) <202°Co- (3177 - ulws)
e assim

Como estamos considerando M > My, temos

B/A
402°Cy - (g}) <1

dai,
M (u(fg) +K§ﬂl> < u(z2). (4.24)

Além disso, como no Caso #2, usando (4.23) e que C > 1, concluimos

u(ry) < u(we)+ G- Kﬁ,f@'

Como ja tinhamos

u(zo) <ulwr)+ Co—1 . K%vfyfo’

chegamos em

Ca + & + +
u(xo) < ulxy)+ o1 Ky < u(x2) + Gy 1 <K4,f7m1 K%f%) .
Feitos esses passos, fica evidente como funciona o processo. Para

46’02

M > —_—
_max{cz_l,

Mo}, A0:3A1 (S 7’/:7'/140,
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vao existir sequéncias g, r1...,Tm € Q e To,T1,...,Tm € 0S) satisfazendo

x; € FZ (Ti—1) tal que wu(r;)= sup w,
2 B}, (i-1)
7

onde

|z; —T;| = 0(z;), para 0<i<m,

convencionando que T_1 := w. E, sendo €2 um dominio NTA, vai existir uma sequéncia de

pontos de corkscrew interiores, &o,&1,...,&mn onde &; = §T//2i (T;—1) satisfaz

& el
/
r
& —Ti—1] < P
/ 22 /
sg) = E = T
L Mg  2*Mg
Estaremos também aptos a concluir que, dado um j > 1 para o qual vale d(x;) < %
para todo 7 < j e
M (u(&)ﬂLK? fw.1> < u(x;) (4.25)
ot 2/
para todo ¢ € [0,..., ], entdo, se no j-ésimo caso ocorrer
/
r
() 2 5 e
teremos um absurdo contra
M <u(§j) +K:;j7f,$j1> <u(xj). (4.26)

E tal absurdo implica em um absurdo contra (4.15).

Entao podemos supor que para todo m > 1, nossa sequéncia {z;}{’ satisfaz

T/

o) < 5 Jare

(4.27)
para todo ¢ < m, como na Figura 21. Além disso, para todos m >1 e 1 < j <m teremos

Tj—w| < |Tj—xj|+|rj—Tj-1|+|Tj—1 —Tj-1|+|2xj—1 —Tj—2|+ -+ |To— 2|+ |0 —w
Zj —w| <7, ]|l] J||\] ]ll] ]l | |+ B

VvV Vv vV
L <z r’ <! <Ly <r
27 —2J 2j—1 —2j—1

1
<1



portanto,

T |<(1+1><1+ L +1+1) o
XT; —W - - —_— e - T —_— .
J 4) \27 " 2i-1 2 2

Figura 21 — Elementos da demonstracao

By (’UJ)

Fonte: elaborada pelo autor.

Isso é suficiente para garantir que para qualquer z € B;%(Tj_l),

1 5)
[z —w| < |z —zjfl| +lfj:1: w] < <2J * 2140) Ten
<5 57”

uma vez que j > 1 e Ag > 12. Ou seja, para todo j > 1 vale

BT (Tj_l) C B;’_(w).

%
Logo, para todo j > 1,

M1, s, ) < W oo

27
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e, como g~ ! é crescente e vale (gl), teremos

r r\1-%
Ki} — = -1 (7) e .
T~ 2 Y 2 ”fHLq(Bt,(SCj—l))
27

1.'<1 (1—3)5_K+

Y
1 1+(1 E
-(3) K

Definindo o : =1+ ﬂ) 0, teremos, para qualquer j > 1,

1\/
Kt ._ <<) KT

27 HTi1 = \ 9o rfw

(4.28)

Além disso, sempre estaremos aptos a usar o L.O.F. e o R.D.H. propriamente,

e recuperar os passos dos casos anteriores. Com isso, também concluimos

u(zo) < u(zy)+ : K

C2_1 Qafvio
<u(rg)+ Co—1 'Kg,f,il + Cy—1 'K%,fio

47fa:c1 bR » L0

% + &’ + +
02_1 K%’f752+0 —1 (K47f7x1+K%7f750>

Cy + +
- U(aj?)) + CQ —1 ‘ (K87fax2 +K4a »Z1 +K%7f’io>

— u(zg) 4 =22 (K+ e )

<u(z3)+

< u(rm)+ O -<KJ? 4.+ K )

W7f7mm 1 2 ,Z0

Portanto, usando (4.28),

<t g (2 () e

Logo, juntando (4.15) com a informagao acima, obtemos

{1+ <t <t (L) 0 (1))
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e como o> 1, temos 1/2¢ < 1/2 e
1\™ 1 UGy
1=
Dai, para qualquer m > 1,

Cy

- <
Cy—1

a1 (u(€o) +K,,,) - (4.29)

M (u(&)+ K7 ,) < ulzm) Ky <ulem)

Agora, tomando m — oo, ainda preservando (4.27), como a sequéncia {x,,} é
de Cauchy e §(x,,) — 0, entdo x,, — y para algum y € 9QN B, (x(), conjunto onde u = 0.
Todavia, sendo u continua, e valendo u(y) =0, podemos concluir u(z,,) — 0. Segue entao

de (4.29) que
M (u(€0)+ Klp,,) < gy (60) + K p).

o que é um absurdo devido a escolha de M > a% > 02631.

Em resumo, dada a escolha M > max{ég%,Mo} = M(n,d,g0,q,Mq), se su-

pormos que a equagao (4.15) é valida, chegaremos a um absurdo tanto no caso em que

existe j tal que

,r,/

NP p——
0@ 2 5 i

quanto no caso em que

T,/

0(23) < o7

para todo j. Isso implica que (4.15) ndo pode ser vélida, e, portanto, a equagao correta é

(4.14) com cg := M. O
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5 APLICACOES

Neste capitulo, apresentaremos duas importantes aplicacoes da Estimativa de
Carleson. A primeira se concentra na analise do crescimento das solugoes de Aju = f em
certos dominios ilimitados, enquanto a segunda trata de um resultado do tipo Desigualdade
de Harnack na fronteira.

Continuaremos assumindo que G é um N-fungao e com g satisfazem (P.C.) e

(Q.C.).

5.1 Crescimento exponencial de solugdoes em dominios ilimitados

A primeira aplicacdo que apresentamos é uma estimativa de crescimento
exponencial para solucoes de Aju = f em dominios cilindricos nao limitados, cuja
base (ou segao transversal) é um dominio NTA. Em uma sequéncia de trabalhos, Henri
Berestycki, Luis Caffarelli e Louis Nirenberg investigaram propriedades de simetria e
monotonicidade de solugoes positivas de equacgoes elipticas sujeitas a condigoes de Dirichlet.
Sob certas hipodteses, eles demonstraram que tais solugoes ndo podem crescer mais que
exponencialmente ao longo das direcoes nao limitadas do dominio.

Em (Berestycki et al., 1996), os autores consideram dominios do tipo R" ™/ x w,
com w C RJ limitado, suave e dotado de simetrias especificas. Nesse contexto, mostram
que a estrutura geométrica do dominio, combinada com a Estimativa de Carleson, impoe
uma certa rigidez que impede o crescimento livre no infinito. Mais precisamente, provam

que existem constantes C,a > 0 tais que
u(z,y) < Cecle! para todo (z,y) € R % .

Nesta secao, apresentamos um resultado andlogo, porém local, em cilindros
do tipo F;‘: w, definidos a seguir. (Veja também a Figura 22). Utilizando a Estimativa
de Carleson, que provamos previamente, mostraremos que solugoes de (5.1) também
obedecem a uma controle exponencial em |y|, com y € R" % mesmo sob hipéteses mais
fracas de regularidade sobre a geometria da base do cilindro. Vamos entdo a apresentacao

dos conceitos e formalizacao dos resultados.

Sejam € C R* um dominio Mg,ro-NTA limitado e f € L9 (Q x R""¥) para
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g > n. Além disso, para r > 0 e w € 0f2, definimos os seguintes cilindros

L= Bk (w) x RV F

I, = BF(w) x R"F,

W

onde

B *(w) = BFw)nQ e B;’k(w) = BF(w)naQ,
e BE(w) é uma bola de R”.
Nesta secao vamos trabalhar com as fungoes u € M/&,’(;G(F:w) N C’O(f: w) que

satisfazem
_ +
Agu=fem '],

u>0em I}, (5.1)

— /
u=0eml .

Com a notacao devidamente esclarecida, podemos avancar para o enunciado

do teorema.

Teorema 5.1. Ezistem constantes Ag > 1,179 > 0, dependendo apenas do dominio ) tais
que, para quaisquer w € 02 e 0 < r < rg, se u satisfaz (5.1), entdo, para todo (x,y) €

B F(w) x R*F,
vl _ _n
u(z,y) < Ce”+ (u(€,0)+rg™" (' 41| f ]| Laarrnr)) ) (5.2)

onder’ =r/Ay e C,0 sio constantes que dependem apenas de n,k, Ao, 9, go,q. Veja a Figura
22 para melhor entendimento. Em particular, tomando r como um maltiplo especifico de

ro, por exemplo 1 :=9ry/10, concluimos

u(a.y) < CeM (u(0,0)+rg™ (1515l gosy) ) paratodo (z,y) € BY (w) xR

com o o dependendo também, possivelmente, de rg.

Demonstracao. Considere o conjunto I' := ) x Bgi;IIT{:I(Q) que é NTA, pelo Teorema 3.13, e

cujas constantes dependem apenas de ,n e k. Sejam, a priori, Ay e ro as constantes das

Estimativa de Carleson para o dominio I'. Tome w e r como no enunciado. Além disso,
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Figura 22 — Representacao do conjunto F;f w

Fonte: elaborada pelo autor.

considere em € um ponto de corkscrew &y associado a ' =1r/Ag e a w. Para simplificar a

notacao, vamos denotar por K o seguinte valor:

1 1-n
K o=rg ™ (P 1y sy )

e definir os seguintes conjuntos, para j > 1:

k —=n—k

=B w)xBj, " e Q=B w)xBj,

Para provar o teorema, vamos comecar mostrando que para todo j > 1 vale a

seguinte estimativa:

u(z,y) < jC9 (u(&,0)+ K) para todo (z,y) € Q;, (5.3)

onde Cy = Cy(n,k,9,90,q, Mr).

Vamos provar a estimativa acima. Primeiro, para um melhor entendimento da
demonstracdo, vamos considerar j = 1. Seja z = (z,y) € Q1 = B;’k(w) X Ef_k cOcT.
Considere agora o ponto zg := (w,y). Podemos concluir alguns fatos diante desse cendrio:

i. zp€dl.
De fato,
—n—k
20 €00 x B, "~ COl.

ii. z€ Bu(z0)NT.
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Ora, que z € I' ja sabemos. Agora, veja que
2= 20| = |(2,y) — (w,y)| = |z —w| <7r".

iti. fe LY(Br(z0)NT).
Veja que
By (zo)NI'cT'Cc Q xR",

conjunto no qual a norma de f em L7 é finita. Também, observe que B, (z9) NT" néao
é vazio, uma vez que contém o conjunto B:r/f (w) X Bf/;k(y)

iv. ue W'li’CG(BT(zO) NT)NC? (B, (20) NT) satisfaz

Agu= f em B,(z)NT
u>0em By(z)NT

u=0em By(z)NOl.

Isso é verdade pois, relembrando que r < ro < diam(€2)/2,

Br(20)NT C By (w) x By (y) N2 x By L ,(0)
= B, (w) x Bl (y)
C B F(w) x R"*,
entdao By(z9)NT C f:fw. Além disso, n6s teremos By(z0) NOT C T,
—k
ar=a(QxBik o)
—  —=n—k = —n—k
= 00 x Bdiam(Q) UL x aBdiam(Q)
e, para d := diam(2),
= —=n—-k = —n—k
B, (20) 0T C By(20) |00 x By " U@ x 9B, |
< (BE(w) x By *(y)) n |00 x By v xoB; |
— _ —n—k = _ —n—k
= [(BE@)no) x (Br(y)n By )| U | (BE(w)n®) x (B} *()n 9By ")

-~

=0

= B;M(w) x B 7F(y)

r
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Essas coisas s@o suficientes para que u venha a herdar para os conjuntos menores as
propriedades de (5.1).
Diante desses fatos, uma vez que I' é NTA, podemos aplicar a Estimativa de
Carleson para obter
u(z) < sup u<co(ulp)+K), (5.4)
B,/(20)"T
onde p é qualquer ponto de corkscrew associado a zg e r'.
Afirmamos que, se £ é um ponto de corkscrew de §2, associado a r e w, entao,
para qualquer y* € R" % e b e Ef_k(y*), (£,b) é um ponto de corkscrew de Q x BE*(y*)
associado a r e (w,b). (Veja a Figura 23). De fato, tomando r < rq, y* € R** e b€

B

:}_k (y*), nés temos

|(£,0) = (w,b)| = [ —w| <7

By (§0) C B, (&) x B"*(b) c Qx BE*(y*).

Mg Mq

Em particular, em (5.4) podemos tomar p da forma (£y,b), b € R" ¥ desde que

esse pertenca a B,/(zg) NT'. Precisamente, tome o ponto p:= (&, y).

Figura 23 — Cilindro em torno de um segmento
de pontos de corkscrew

Fonte: elaborada pelo autor.

Observemos, agora, que para qualquer b € E?_k, (€0,b) pode ser conectado a
(£0,0) por uma cadeia de bolas finitas, cujas bolas vizinhas possuem intersecgao e cujas bolas
de mesmo centro e raio dobrado ainda estao em I'. De fato, seja m o menor niimero natural
maior ou igual a 249 Mp. Com m+ 1 pontos equidistantes entre 0 e (§,7*b/|b|), estes
incluidos, podemos fazer tal cadeia de bolas, cada bola com raio r/2AgMr. Em particular,

o mesmo numero de bolas, naturalmente, serve para o segmento menor [(p,0), (€o,b)].
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Voltando a considerar o ponto (£p,y), montamos uma cadeia de bolas da forma
B' = B, agmy (i), centradas nos pontos x1 := (£0,0), 72, ..., Tmt1 := (§0,), onde podemos

usar a Desigualdade de Harnack em cada uma dessas bolas, de B! a B™, para obter

u(xm—kl) < CH(U(ZUm) + K)
< Cx (Cx(u@m_1)+K)+K) = Chu(xm_1)+CHK +CxK

< CH(CH(w(Em—2)+K))+CHK + CyK = Chu(zm—2) + Cy K + CHK + CyK

< CHu(r) + O K+ +CHK +CyK
< Chu(z1)+mCHK

<mCH(u(z)+ K),

ou seja,

u(&o,y) < mCr (u(éo,0) + K). (5.5)

Juntando as equagoes (5.4) e (5.5), obtemos
u(z) < Cy(u(&o,0)+ K), onde Ci:=2mcoCF.

. = —k 2
Agora, para o caso geral, considere z = (z,y) € Q; = B:C’k(w) X E?T cQ;. B
suficiente provar o caso z € Qj\ﬁj_l. De fato, no caso geral onde z € ﬁj, vai existir algum

1< J tal que z € Qi\ﬁi,l, nos permitindo concluir
u(z) <iC(u(éo,0) + K)

e, como iC% < jCﬁ, recuperamos (5.3).

Considere entao z € Qj\ﬁj_l. Defina zp := (w,y) e, para cada i < j, seja y o
ponto de aBka onde o segmento [(w,0), (w,y)] intersecta B:?’k(w) X OB;E_]“. Além disso,
defina Fy;« por

Ly =0 x Bgi;r];(m (7 )-

Exatamente como no caso j = 1, noés concluimos 4,144,471 e iv para I',» | em
i

vez de I'. Claramente, I'y ) ¢ NTA com as mesmas constantes de Iy« ,» € portanto, a
J— j—
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Estimativa de Carleson vale com as mesmas constantes Ag e 9. Entao, como (§p,y) é um

ponto de corkscrew interior de Iy L
p

u(z) < co(u(éo,y) + K),

para o mesmo cg do caso j = 1. Usando os mesmos argumentos de tal caso, concluimos

u(éo,y) <mCy (w(o,yj—1) + K).

Afirmamos que para todo 7 < 7,

u(&o,yp) < i(mCH) (u(éo,0) + K).

(5.6)

Aplicando a afirmagdo acima com ¢ = j — 1 e combinando com as duas equagoes

anteriores, nés completamos a prova de (5.3):

< co (mCY (w(€o,y5_1) + K) +K)
<o (mCi (7 =1) (mCH) ™ (u(€0,0) + K) + K) + K)
=co (= 1) (mCHY u(&,0)+(j — 1) (mCRH) K +mCHK +K)

Para provar (5.6), vamos usar indugdo. O caso i =1 ja foi discutido quando

consideramos os pontos (£p,b), com b € E?_k, resultando na equagao (5.5). Agora, suponha

que (5.6) vale para i = [. Para o caso i = [+ 1, podemos usar os mesmos argumentos do

caso i = 1 para comparar os valores de u(&o,¥;, 1) com u(&o,y;), desde que a distancia

entre (£0,y/q) € (§0,¥;) é 7. Obtemos assim

u(£07yzk+1) < mC?I’L (u(f()?yzk) +K) :

Combinando isso com a hipdtese de inducao,

w(€o,yis1) < mCy (u(6o,y7) + K)
<mC (1mCH) (u(&,0) + K)+ K)
= 1 (mCTY T u(€o,0) + L (mCTY T K + mOP K

< (14 1)(mC™YH (u(&,0) + K).
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Portanto, a equagao (5.6) esta provada.
Nos resta agora completar a demonstracao do teorema, ou mais precisamente

provar (5.2). Tome z = (z,y)) € B:?’k(w) x R"F. Nesse caso, existe j € N tal que
jr<lyl < (G +1r,
que implica z € §j+1\§j. Da equagao (5.3), obtemos entao
u(w,y) < (7 +1)CL (u(éo,0) + K).
Definindo & := log Cy, temos ¢® = C, daf

u(z,y) < (5 + 1) (u(éo,0) + K)
< (j+ 1)U (u(&,0) + K)

< It (4(£,0) + K)

T (4(,0) + K)
D@ 1I (y(&,0) + K)

s<””0“£(@m> K)

= e (u(&0,0) + K),

onde C:=¢el@tD) ¢ g =5 +1.

Para o caso especifico onde r = 07’0, é suficiente tomar o : 1907’00

5.2 Desigualdade de Harnack de fronteira para dominios C!!

Nesta sec¢ao, nosso objetivo principal é demonstrar um resultado relacionado a
Desigualdade de Harnack para funcoes definidas até a fronteira. Genericamente, considera-
mos a Desigualdade de Harnack de fronteira como o teorema que garante que, para
quaisquer duas fungoes harmonicas e nao negativas, definidas em uma regiao proxima a
fronteira e que se anulam na fronteira, essas fungdes decaem para zero com a mesma taxa.

Mais precisamente, dados {2 C R um dominio com certas propriedades geomé-
tricas, V' C R™ um aberto que satisfaz ) 2V NQ C Q, e K C V um compacto que também
satisfaz KNQ # () (Figura 24), se u >0 e v > 0 sdo fungoes harmédnicas em VN, e ambas

se anulam continuamente em V N JS2, entao existe uma constante C' > 1, que nao depende
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de u nem de v, tal que

1 u(y)

— u() < Cu(y) para quaisquer z,y € K.
Co(y)

v(z) v(y)

<

Figura 24 — Desigualdade de Harnack de
fronteira

Fonte: elaborada pelo autor.

Em particular, se fixamos y e permitimos que x se aproxime da fronteira,
verificamos que, embora u(z) e v(z) tendam a zero, nenhuma delas decai mais rapidamente
do que a outra, ji que a razao u/v estd controlada inferior e superiormente.

Esse resultado foi inicialmente proposto por (Kemper, 1972) e, posteriormente,
demonstrado de forma independente por (Dahlberg, 1977), (Ancona, 1978) e (Wu, 1978),
todos para dominios Lipschitz. Desde entao, diversas generalizagoes foram realizadas.
(Jerison; Kenig, 1982) introduziram os dominios NTA e provaram o resultado para esses
dominios. Em seguida, (Bass; Burdzy, 1991) e (Banuelos et al., 1991) estenderam a prova
para dominios Holder, usando técnicas de probabilidade em suas demonstragoes, enquanto
(Aikawa, 2001) a fez para dominios uniformes. Sob a ética da modificagdo do operador,
destacam-se as generalizagoes de (Caffarelli et al., 1981), que tratam de solugoes positivas
de equacgoes elipticas na forma divergente com coeficientes L°° em dominios Lipschitz,
(Aikawa et al., 2007), que abordaram o p-Laplaciano em dominios C™!, (Lewis; Nystrom,
2007), que estendeu o estudo ao p-Laplaciano em dominios Lipschitz, e (Braga; Moreira,
2021), que fez para o g-Laplaciano na semi-bola. Também na semi-bola, no artigo (Braga
et al., 2023), encontramos uma versao do resultado para solucoes da equacdo A, = f, onde
f e Ll para g >n.

No caso em que o resultado acima é vélido para V = B,(xg), uma bola centrada

em um ponto xg € 09, e K = ET/A(%), para A= A(Q2) > 1, alguns autores denominam o
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resultado como Desigualdade de Harnack uniforme de fronteira. Preferimos, entretanto,
chama-lo apenas de Desigualdade de Harnack de fronteira.

O nome Desigualdade de Harnack nao é uma mera coincidéncia. Na
verdade, ele vem da Desigualdade de Harnack classica. Sabemos bem que seria impossivel
obter um resultado dessa natureza envolvendo apenas uma funcao, pois, a medida que
permitimos que os pontos se aproximem da fronteira, a universalidade da constante precisa
ser ajustada, passando a depender da distancia do ponto até a fronteira, de maneira
inversamente proporcional, conforme é discutido no Refinamento da Desigualdade de
Harnack, no Teorema 4.2.

Entretanto, se na Desigualdade cldssica (no interior) tivermos duas fungoes

harmonicas u,v > 0 definidas em B, (w), podemos concluir que

u(z) <Culy) e wv(y) <Cv(z), para z,y€ B, j(w),

onde C' > 1 é uma constante que nao depende de u, v, x ou y. Dali, temos que v(lx < %,

~

o que implica

Trocando x com y, obtemos a desigualdade oposta:

1 u u(x U

De maneira equivalente, ao assumirmos a equac¢ao acima e tomando v = 1,
voltamos para a Desigualdade de Harnack classica. Essa é, portanto, a motivagao para o
nome do resultado.

Ao final do capitulo, provaremos a Desigualdade de Harnack de fronteira para
fungoes g-harmonicas. No caso das solugoes de Aju = f, entretanto, nao conseguimos
provar o mesmo resultado devido ao termo extra envolvendo || f||z¢, 0 que nos deixa na
metade do caminho, limitando-nos a comparar apenas os valores da funcao %, onde dp(x)
representa a distancia de x para a fronteira de D.

A partir deste ponto, trabalharemos com dominios C1''. Como discutido no
capitulo anterior, sobre dominios, um dominio C*! é ainda um dominio NTA e cujas
constantes da definicdo de NTA dependem exclusivamente do parametro R associado a

condicao da bola, propriedade que caracteriza os dominios C11.
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Em dominios C11, a estratégia de demonstracio é bastante simples: ela consiste
em uma combinacao da Estimativa de Carleson com a propriedade da bola exterior e
com o uso de barreiras, para obter uma Estimativa superior para u/dp. Enquanto isso,
utilizamos o Lema de Hopf com propriedades no interior para garantir a Estimativa inferior

para u/dp. Apoés isso, basta combinar as duas estimativas para obter o resultado desejado.
5.2.1 FEstimativa superior: uma aplicagcdo da FEstimativa de Carleson

Antes de avancarmos para a Estimativa superior, vamos apresentar a versao da

Estimativa de Carleson que é mais adequada para a nossa demonstracao.

Teorema 5.2 (Estimativa de Carleson para dominios C%'). Seja D C R™ um dominio
CYL, limitado, cuja propriedade da bola é vdlida com raio R. Existem constantes Ag>1 e
ro > 0, dependendo apenas de R, tais que, para quaisquer & € OS2 e 0 <r <1, se u € uma

fungao satisfazendo (4.1) para Q=D e B = B,(§), entdo

Sf(p)u <o (&) +ra ™ ("Nl ot ) (5.7)
B (¢

para ¢y = co(n,d,90,q,R) >0, 7 =1/Ag e onde & € [£,€] € o ponto que satisfaz

op(&) = & —¢l =T

Observe que a tinica mudanca significativa ao passar da versao NTA para C!
é que o ponto de corkscrew é tomado a uma distancia igual a 7, em vez de ser menor. No
entanto, isso nao representa um problema, pois a mesma demonstracao pode ser aplicada
também quando |§ —¢&| < 7. Além disso, o fato de podermos lidar com um ponto & que

satisfaca dp (&) = | — & =T é uma vantagem, e reflete a boa regularidade do dominio.

Proposicio 5.3. Seja D C R um dominio CY1, limitado, cuja propriedade da bola é
valida com raio R. Fxistem A>1 e Ry > 0, dependendo apenas de R, com a sequinte
propriedade: para & € 0D e r € (0,Ry) arbitrarios, se u é uma fung¢io satisfazendo (4.1)

para Q=D e B= B.(§), entdo existe C1 = C1(n,d,90,q,R) > 1 tal que

C _ _n
< 771 (u(é}f) +rg (7"1 q Hf|]Lq(BT+(£))>) para qualquer x € B(§)ND,

onde ' =1/A e & € [€,€7] é 0 ponto tal que 6p(&) = & — & =7,
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Demonstragio. Defina A :=5Ag e Ry:=min{rg, R/2} onde Ap,rp sdo da Estimativa de
Carleson para dominios C'!. Além disso, sendo &, ' e 2 como no enunciado, tome n € 9D
tal que op(z) = |z —n.

Pela propriedade da bola exterior, existe n° € D¢ satisfazendo Br(n®) C D¢ e

n € 0BRr(n°). Seja n% o ponto de [n,1°] que satisfaz
s —n| =",
Tal n¢, também satisfaz
[ = &1 < Infr —nl+In—al+ ]z =& <r'+0' 40" =30, (5.8)
Considerando o anel A := By,/(n%)\B,/(n), defina em A a seguinte funcao

? o f, c1m BQT'(U?) NnD

0, caso contrario,
e, ainda em A, defina B
. Mf]

r'Csg(M/r")’

para

(7“/)1n/quHLq(Br(f)mD))

M:=u ,q/+'~*1 =
(&) +1 g ( v

Aqui C3 e 0 sdo as mesmas constantes do Teorema 2.28.

O Teorema 2.28 garante uma tnica I' € W24(A) NCY(A) satisfazendo

) ~
M, (D7) = F. o A
I'=M em GB2T/(77$/)
I'=0em 0B,/(n).

Além disso, para obter as demais estimativas do mesmo teorema, precisamos primeiramente

checar que |m|Lq(A) < Oﬂ,)ﬂfifn/q No caso || flla(B,(e)np) = 0, é dbvio. Caso contrério, é

verdade pois, uma vez que

(r")L=n/a| f o, ©)n) _ g <g—1 <<T/>1_n/q”f a5, D) )) < g(M/r")
003 0'03
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e, por (5.8),
BQ’I"/(U'I?/) nDcC BST’(&) NnDC Br(g) nb,

teremos

Il = e M

r'Cs 9<M/T/)
M HfHLq(BQT/(nf,)ﬂD)
B 7“/63 g(M/r")

Mo I fllzaes,, me)np)
(r)2=/ || fll La(B,(e)nD)
< Mo
- (T/)2—n/q'

Portanto, sao validas as estimativas (2.13) e (2.14). Dessa tltima, para V := By,/(n%)ND C

A, como na Figura 25, podemos recuperar que

ar <G
ey M

T MY piCag(M )

=/l
==[fl (emV)
<f
= Agu.
Entao
A< fF < Agu.

Para concluir que u <T' em V, pelo Principio da Comparagao, Teorema 2.27,
s6 precisamos checar que u <I' em V. Em 0DNA, como u=0em 90D eI >0 em todo o
A, temos u <T'. J& em 0By, (1), temos I' = M, enquanto, pela Estimativa de Carleson,

a qual ¢ vélida de B,(§)N D para Bx(§)N D, onde 7 =51, temos
u(y) <co (u(&,r/) +K:f7€) para todo y € Bs(§)ND,
onde K:f,g =r.g 1 (Tlfn/q. ||f||Lq(Br(£)ﬂD)) . Em particular, para todo y € 0By, (%) N D,

u(y) < co (U(&w') +K;,rf,£> :
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Figura 25 — Cendrio da Estimativa superior e o conjunto V'

Fonte: elaborada pelo autor.

uma vez que, usando (5.8), vale
8327,/(7]73) N D C B57‘/(€) N D

Utilizando de um método anédlogo ao que obtivemos (5.5), como

diSt([ergw’] 78D) - 5(§T/) - %7

podemos cobrir [, &5,4] por m =m(A) € N bolas de raio r/2A, de modo que as bolas de
mesmo centro e raio dobrado também estejam dentro de B,.(§) N D (veja a Figura 26),
lugar onde u tem boas propriedades, e usar a Desigualdade de Harnack na cadeia de bolas

para obter

u(&p) <C (u(ﬁr/) + K:fé) 5
onde C > 1 aparece dependendo apenas de Cy e m, ou seja, de n,d,gg,q e R. Dai, para
todo y € 0By (n%) N D,
() < oo (C(u(6) + K lpe ) + K lpe) < C(u(s) + K
u y - CO u r! vaaé- Tafag - u r! T7f7§ ’

Agora, observe que

Kle= rog ! <7”1_E . HfHLQ(BT(E)mD))
=A-g? (Al—%(r/)l—% . ||f||Lf1(BT(§)mD))

< A-max {(A1_2>1/6, (Al‘z)l/go} g () e ©0m)

nNi—=%2
< A-max {(A1_2>1/5, (Al—Z)l/g(’} g (W ‘ ||fqu(Br<s)mD>> |
ol3
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Figura 26 — Cadeia de bolas ligando & a &g,

Fonte: elaborada pelo autor.
pois 06’3 < 1. Entao, como
Amax {(Alfn/q)l/{ (Alfn/q>1/go} > 1,
se (' absorve a constante acima, obtemos, para todo y € 9By, (%) N D,
u(y) <CM =C-T.
Como C' > 1, temos u < C-T"em 9V e
AJCT) = —CIf| < —If| < f=Agu em V.
dai, pelo Principio da comparacao,
u<C-T' em V.
Agora, como HfHLq(A) < Mo /(r")2~"/1, temos
u(y) <C-T'(y) < C’-CN’QJL{ dist(y,0B,(n5)) paratodo yeV.

Em particular, como o nosso z pertence ao conjunto V' e estd na continuacao do segmento

&, n), e {n} =0DNIB.(n%), teremos
dist (:L', aBT/(n;f/)) = diSt(l’, 8D) = 6D (;p)

Dai,
u(z) < c@% 5p(z)
r
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e, entao

u(x) 52 52 ;-1 (r/)lin/q“f”Lq(Br(&)ﬂD)
< - —_ /w = ¢ — / . = .
dp(x) ~ ¢ r! ¢ r! <u(£r J+r-g ( oCs

Como (3 < 1, temos 1/06’3 >1le

LNV g\ Yo L\
max <~> s (~> = <~> > ].,
{ oCs oCs oCs

e, assim,
-1 (T/)l_n/qHf”Lq(Br(ﬁ)ﬂD) < 1 )1/5 1 N1—n/
—~ < -~ nq .
g ( e? <(,a) ¢ ()" £l Lo, )
Dai, N
u() 02< 1 )1/5 L1 (e
<C-—|—= w(&)+r'- r) : .
o <0 o) e+ (6 s o))

N /

Tome C :=C-CYy <T> . Dai, como " < r,
oC3

C — -n

() + g (S o 9n)))-

<

5.2.2 Principio de Hopf - Estimativa inferior

A proposicao a seguir é um resultado do tipo Lema de Hopf, aplicado até a
fronteira. Denominamos este resultado de Principio de Hopf. No caso de dominios tao
regulares como o do C'!, o principal ingrediente para a demonstracio é o Lema de Hopf

na versao para bolas, conforme enunciado no Teorema 2.26.

Proposicio 5.4. Seja D um dominio C*' limitado, cuja propriedade da bola uniforme
vale com raio R. Para qualquer £ € 0D e 0 <r < R/8, se u € positiva e Agu= f em
B.(&)ND, para f € LY By (§)N D), com q > n, entdo

1 & — —n
e (M (N i enp)) V€ B@ND. 69

onde ' =1/6, Oy = Ca(n,d,90,q) > 1 e & € [£,€7] € tal que 6p(&) = & — & =7,

Demonstragio. Considere z € B,/(€) com 0 <r < R/8. Tome n € 0D tal que

6p(x) =|n—zl.
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Isto é possivel pois {x} é compacto e 9D ¢é fechado.
Sendo D dominio C11] existe n* € D tal que B(n',R) C D e n € S(n*, R). Tome
entdo 1%, € [n,n'] como o ponto que satisfaz dp(ns,,) = |ny,, —n| = 2r'. Naturalmente

Observe que Bzrz(nér,) C Br(§)ND. De fato, seja y € Bgrl(ngr/), ou seja,
ly —nb,/| < 2r'. Dai

ly—n'| < [y —nh|+ by —0'| <2’ + R—2r" = R.
Portanto, Boy,.(nb,..) C Br(n') C D. (Veja a Figura 27). Simultaneamente, temos

ly—&l = |y =y + by —m+n—z+ 13—

S|y—775r/|+|77§r’—77|+|77—9U|+|$—§|
—_——— ———— e —  N——

<2r' = 2r/ < |lz—¢| <r!

<6r' =r.

Desse modo, y € B,(£) e, por consequéncia, By, (n5,/) C Br(§)N D. (Essa foi a razdo pela

qual trabalhamos com 7’ =1/6.)

Figura 27 — Cenario da Estimativa inferior

Bay (7757«/

Fonte: elaborada pelo autor.

Pelo Lema de Hopf em sua versao nao homogénea, Teorema 2.26, aplicado
para xrg = 'r]ér,, valerd (2.12), isto é, existem constantes universais 51,6’2 > ( tais que, para
qualquer y € By, (nb.,), vale

dist (y,0Ba, (1,))

7"/7f777;T/ ,r/ ’

u(y) > | ¢ sup u—égKQ
BT/(W;,J)
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para K, f.,, representando r- g1 (rlfn/q||f||Lq(BT(w)mD)> ,onde r >0 e w € R". Em parti-

cular, pela configuracdo que se apresenta, para o nosso x, que esta em Bgrl(nér/), vale
dist (7,082 (13y1)) = |2 = 1| = 0p (2).

Dai, a ultima desigualdade nos leva a

/

u(z) > (élumgr,) — Ok, M;/)

Portanto, B

: ' u(z) Oy

: / < = TK / i . 510
u(n2r ) = (5D<$) + Ch 2r", f g, ( )

Para finalizar, precisamos comparar os valores de u em &,» e em nér,. Considere,
entao, o segmento [f,«/,ngr,]. A ideia é aplicar a Desigualdade de Harnack ao longo de uma
cadeia de bolas que conecta os pontos nesse segmento. Vamos garantir que o segmento
esteja suficientemente distante da fronteira, de modo que possamos assegurar a existéncia

de uma cadeia cuja a quantidade de bolas seja controlada por uma constante universal.
Afirmacao. Existem €, A € R, constantes positivas, independentes de qualquer parametro
especifico, tais que

dist < [&T,nér} ,8D) > er

para qualquer r < AR.

Prova da Afirmacao: A prova dessa afirmagao segue uma sequéncia andloga aquela apresen-

tada para provar a desigualdade (3.5), quando estdvamos demonstrando que um dominio
C11 é uniforme. Por essa razao, vamos omitir a demonstracdo. As constantes podem ser

tomadas e = A = 1/8. (Essa foi a razao pela qual escolhemos r < R/8.) |

Como

’7757"’ - fr” < |77§r’ - IL" + ’IL’ _gr" < 47J’

podemos usar a afirmagao acima, uma vez que 1’ < R/8, para garantir que existem m

bolas, com raios proporcionais a r’, que cobrem [&,, nér,], centradas em pontos de [grl,nér/],
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e cujas bolas de mesmo centro e raio dobrado ainda estejam contidas em B, ()N D. Tal
m nao depende de nenhum parametro especifico.

Agora, em um processo semelhante ao método que obtivemos (5.5), podemos
comparar o valor de u em quaisquer dois pontos do segmento [fr/,nér,] a menos de uma
constante multiplicativa C' > 1, que depende apenas de da constante de Harnack. Em

particular

u(ﬁr’) < é(u(ﬂéw) + K2r’,f,17i )
27/

Combinando a desigualdade acima com (5.10), obtemos

(@] 5D(~T) (@]

oy (L) (), Co) e,
Cy 0p(x) Cy r

K ;
u(z) 20! fnd
< Cor’ 2r

A uz)
u(§r) < C (~ = Ko i, T Ko i,

onde Cy := max{%,é(l—i—%)} > 1.

1
Assim, concluimos que

w(&r) <Gy ( u(r) N K2r’,fﬂ7§r/> <0, < u() n K:fﬁ) _

! dp(x) 7! dp(x) 7!
Dai,
o) o () ey )
5D(5L‘) - Cy nhE)”
como queriamos. O

5.2.3 A Desigualdade de Harnack até a Fronteira

Teorema 5.5 (Desigualdade de Harnack até a Fronteira). Seja D wm dominio C'!
limitado. Existem constantes A > 1, Rg > 0 tais que, para quaisquer £ € 0D, e 0 <1 < Ry,
se u € solugao de (4.1) para Q=D e B = (B,;(£)), entdo

u(z) uly)
Sp) =° (5D<y>

onde C' = C(n,d,90,q,R), onde R é o da condi¢io da bola, e ' =r/A.

1/ 1-n )
+¢7t (r q . ||f||Lq(BT(§)mD)>> ., para quaisquer x,y € B.(§)ND,
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Demonstracio. Comece tomando A := max {/16} onde A e Ry := min {E,R/S} , onde
Ae Rsio Ae R da Proposicao 5.3, respectivamente. Se quisermos ser mais precisos,
relembrando como sao as constantes da Proposi¢ao 5.3, podemos tomar A := max{5A4¢,6}
e Rp:=min{rg,R/8}, onde Ay e rg sao as constantes da Estimativa de Carleson para
dominios C1'1. Denotemos por || ||, o valor | f1l (B, (6)nD))- Nesse contexto, teremos, para
qualquer r < Ry e ' =1r/A,

) g (M)

T/

+ag (7 f ) paratodo € Ba(©)ND,

pela Proposicao 5.3, e

M) < (2047 (1)) paratodo g€ Be(e)nD

pela Proposicao 5.4.

Juntando ambas desigualdades, concluimos, para z,y € B.(§) N D,

<0 (Co (Gl Ag () )+ g (1))

<200GA (g (7 1))

Portanto, para C :=2C1C5A,

u(z) uly)
sp(@) =° <5D<y>

_n

U

7 (P o)) )

]

E interessante observar que, uma vez provado o resultado acima, facilmente
recuperamos a Estimativa de Carleson. Tomando y := &, com &, definido como no Teorema
5.2, por continuidade, ainda valerd, para qualquer z € B..(§) N D,

ue) (M) gt (-1 ,)).

r

Daf, como dp(x) <1/,

D) (ufe) 4+ (5 171)) < € () +rg™ (7711,

u(z) <C

recuperando, assim, a Estimativa de Carleson.
Essa proximidade entre os dois resultados leva a crer que, de fato, ambos

sao equivalentes, sem a necessidade de hipéteses adicionais, e com dominios bem mais
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gerais. Nesse sentido, em (Aikawa, 2008), o autor demonstra que, sim, sdo equivalentes,

pelo menos no cenario de operador linear, com f =0 e com dominios uniformes. Sua

demonstragao, entretanto, nao permite adaptagao para operadores nao lineares.
Finalmente, quando f =0, recuperamos a Desigualdade de Harnack de fronteira

em sua forma padrao, discutida no inicio do capitulo.

Teorema 5.6. Seja D um dominio CY! limitado. Existem constantes A>1, Ry >0 tais
que, para quaisquer £ € 0D, e 0 <r < Ry, se u,v satisfazem (4.1) para Q= D, B = (B(£))
e f =0, entao para quaisquer x,y € B..(§)N D,

Qz
=
N

[\

u(e) _ ~uly)
o@) = uly)

onde C = 5(n,5,go,q,R), onde R é o da condigio da bola, e r' =1r/A.

Demonstragio. Temos, para quaisquer x,y € B./(§)N D,

u(e) . uly)
5@ =) ¢ ol = on@)

dai,

Portanto, para C = C?,

Trocando x com y, concluimos a outra desigualdade, provando o desejado. O]
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, estabelecemos a Estimativa de Carleson em dominios do tipo
NTA para solu¢oes nao homogéneas do operador g-Laplaciano, considerando um termo do
lado direito com regularidade L9, para ¢ > n. A partir desse resultado central, obtivemos
duas aplicagoes significativas: uma estimativa de crescimento exponencial em cilindros
ilimitados com base NTA e a Desigualdade de Harnack de fronteira em um dominio do
tipo C1L.

Comecgamos com uma revisao dos principais resultados referentes ao operador
g-Laplaciano. Em seguida, apresentamos uma anélise detalhada dos tipos de dominios
considerados — uniformes, NTA e C1! — destacando propriedades relevantes para o
desenvolvimento dos resultados. Nessa etapa, demonstramos ou referenciamos resultados
classicos e folcléricos da literatura, oferecendo uma contribuicao adicional ao tratamento
desses dominios.

A prova da Estimativa de Carleson foi inspirada nas ideias de Caffarelli e
baseou-se em dois ingredientes fundamentais: um refinamento da Desigualdade de Harnack
em dominios uniformes e um resultado do tipo Lema da Oscilacao, de De Giorgi. Para
o primeiro, observamos que a estrutura do operador tem papel secundario, desde que
este satisfaga a Desigualdade de Harnack classica. Aqui, as propriedades geométricas do
dominio uniforme desempenham um papel central na argumentagao. Ja para o segundo
ingrediente, a natureza do operador torna-se essencial, enquanto as exigéncias sobre o
dominio restringem-se a alguma nocao de densidade do complementar proximo a fronteira
— 1o nosso caso, a condi¢ao de corkscrew exterior. A combinacao dessas ferramentas
permitiu a demonstracao completa da Estimativa de Carleson.

Em relagao as aplicacoes, utilizamos a Estimativa de Carleson em subconjuntos
limitados do cilindro para obter uma estimativa de crescimento que é controlada por uma
fungdo exponencial da varidvel nao limitada. Essa estimativa depende também do valor da
solucao em um ponto fixado e da norma de f. Para a Desigualdade de Harnack de fronteira,
assumimos maior regularidade do dominio, passando a C!, para garantir a existéncia de
barreiras adequadas, possibilitando a demonstracao dos principais ingredientes: o Principio
de Hopf e uma estimativa superior apropriada que decorre da Estimativa de Carleson.

Com a obtencao dos resultados propostos, concluimos que este trabalho oferece

ferramentas e ideias que podem ser titeis em diversos contextos, como em problemas de
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fronteira livre, teoria do potencial e areas correlatas da andlise nao linear e das equagoes

diferenciais parciais.
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