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RESUMO

Nesse trabalho, estudamos uma coloracao de digrafos. O ntmero cromético aciclico de
um digrafo G é o menor inteiro x,(G) tal que o conjunto de vértices de G pode ser parti-
cionado em X, (G) conjuntos os quais induzem um subdigrafo aciclico de G. Dois topicos
sao abordados sobre o niimero croméatico aciclico. No primeiro, investigamos o ntimero
cromatico aciclico dos produtos cartesiano, direto, forte e lexicografico de digrafos. De-
monstramos resultados em cada um desses produtos citados. Mostramos que o ntimero
cromético aciclico do produto cartesiano, G O H, é igual ao max{x.(G), xo(H)}. Mos-
tramos também que o produto direto de qualquer quantidade finita de ciclos orientados
possui numero cromético aciclico igual a 2. Ademais, ainda sobre ciclos damos valores
exatos para o produto forte de dois ciclos. Finalizando o tépico de produtos, damos
valores exatos também para C,[H], o produto lexicografico de um ciclo orientado em n
vértices por um digrafo arbitrario H que satisfaga n < y,(H), complementando o resul-
tado fornecido em (PLEANMANI; PANMA| 2016)). No segundo toépico, damos o limitante
superior [%} para o numero cromatico de um grafo orientado que tenha largura em
arvore limitada por tw e é fornecido um algoritmo FPT para calcular o niimero cromatico

aciclico de digrafos que possuem largura em arvore limitada.

Palavras-chave: digrafos; arvores(teoria dos grafos); produto de grafos; ntumero cromé-

tico aciclico.



ABSTRACT

In this work, a digraph coloring is studied. The acyclic chromatic number of a digraph
G is the least integer x,(G) such that the vertex set of G can be partitioned into x,(G)
sets each of which induces an acyclic subdigraph. Two topics are addressed on the acy-
clic chromatic number. In the first, we investigate the acyclic chromatic number of the
cartesian, direct, strong and lexicographic products. We prove some results for each of
these products. We show that que acyclic chromatic number of the cartesian product,
G O H, is equal to max{x.(G), xo(H)}. Also, we showed that the direct product of a
finite number of oriented cycles has acyclic chromatic number equals 2. Furthermore,
still about the cycles, we establish exact values for the acyclic chromatic number of the
strong product of two oriented cycles. And finishing the product topic, we establish exact
values for the lexicographic product C,[H] of a oriented cycle on n vertices by an ar-
bitray digraph H such that n < x,(H) completing the result given in (PLEANMANTI;
PANMA/ 2016). In the second topic, we prove that f%} is an upper bound for the
acyclic chromatic number of a oriented graph that has treewidth at most tw and give an

FPT algorithm to compute the chromatic number of bounded-treewidth digraphs is given.

Keywords: digraphs; trees(graph theory); graph product; acyclic chromatic number.
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1 INTRODUCAO

Muitas situacoes do mundo real podem ser convenientemente descritas em
termos de um diagrama consistindo de um conjunto de objetos relacionados entre si.
Por exemplo, os objetos poderiam representar pessoas em uma rede social, estando duas
delas relacionadas se uma faz parte dos contatos da outra e vice-versa. Ou ainda os
objetos podem ser centros de comunicacao, estando eles relacionados se existe uma rede
de comunicacao entre estes centros. Uma abstracao matemética para situacoes desse é
o conceito de um grafo (simples), que consiste de um par (V, F) onde V' é um conjunto
nao-vazio e finito, chamado de conjunto de vértices, e E ¢ uma familia de subconjuntos
de tamanho 2 de V', chamado de conjunto de arestas.

Uma vez que certa situagao da vida real é modelada com um grafo, passamos
também a modelar problemas da vida real como problemas sobre grafos. Em particular,
uma grande variedade de problemas da vida real se traduz em problemas de coloragao
de grafos. Por exemplo, se os vértices representam antenas de transmissao, podemos
relacionar dois vértices para sinalizar que havera interferéncia no sinal caso estas antenas
transmitam na mesma frequéncia. Se as cores representam frequéncias de radio, ao darmos
cores diferentes a esses vértices, resolvemos o problema de interferéncia, mais conhecido
como problema de alocac¢do de frequéncias (veja, por exemplo, (GAMST] |1986)). Um
outro exemplo simples, porém interessante, consiste em colorir um mapa de maneira que
duas regides que compartilham uma fronteira nao possuam a mesma cor. A investigagao
deste problema deu origem a um dos resultados mais famosos da Teoria dos Grafos, o
Teorema das 4 Cores (APPEL; HAKEN, 1977), que diz que 4 cores sao suficientes para
realizar tal tarefa. Apesar de sua formulagao simples, possui demonstracao extremamente
complexa, que ainda hoje depende da ajuda de computadores [[]

No contexto apresentado acima, uma colora¢ao propria de um grafo G é uma
atribuicao de cores aos vértices de G de maneira que vértices adjacentes (que se relacionam
entre si) ndo possuam a mesma cor. O nidmero cromdtico de um grafo G é entao definido
como o menor inteiro k para o qual G admite uma coloragao propria com k cores; ele é
denotado por x(G).

Além do ponto de vista pratico, existem motivacoes tedricas para se trabalhar
com coloracao de grafos, como, por exemplo, no estudo de métricas que, a primeira vista,
nao possuem relacionamento evidente com o ntimero croméatico. Um exemplo surpreen-
dente ¢ o Teorema de (ERDOS; Simonovits, 1965) que mostra que, para um grafo fixo
G, o namero maximo de arestas f(n,G) em um grafo com n vértices que nao contem G
depende do ntimero cromético de G:

f(n,G) _ x(G) -2

li = .
b 12 2x(G) — 2

'Para o leitor interessado, recomendamos a leitura do livro (FRITSCH et al., [1998)
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Uma vez que coloragao em grafos é interessante também para fins tedricos, a
investigacao de suas generalizacoes também se torna relevante. Uma destas é o estudo
do problema correspondente em digrafos, que sao uma generalizacao de grafos onde os
subconjuntos de V' agora sao tomados como pares ordenados ao invés conjuntos de dois
elementos. Formalmente, um digrafo consiste de um par (V, E) onde V' é um conjunto
nao-vazio e finito, chamado de conjunto de vértices, e E' € uma familia de pares ordenados
de elementos de V', chamado de conjunto de arestas direcionadas.

Existem diversas versoes de coloracao para digrafos, dentre elas a que sera
objeto deste trabalho. Uma colorag¢ao aciclica de um digrafos D é uma particao do
conjunto de vértices de D em subconjuntos que induzem subdigrafos aciclicos (como
exemplo, veja a Figura [I)). O menor inteiro k para o qual o digrafo D admite uma
coloracao aciclica com k cores é chamado nimero cromdtico aciclico e é denotado por
Xa(D). Observe que, dado um grafo nao-direcionado G = (V| E), podemos obter um
digrafo D = (V, E’) associado a G tal que, para cada aresta (u,v) € E, tem-se duas arestas
direcionadas (u,v) e (v,u) em E’. Sendo assim, cada aresta de G da origem a um ciclo de
tamanho 2 em D. Logo, uma coloragao aciclica de D equivale a uma coloracao propria de
G e vice-versa, ou seja, de fato o conceito de coloracao aciclica em digrafos generaliza o
conceito de colorag@o propria em grafos. Esta coloragao foi introduzida em (NEUMANN-
LARA|1982), e tem atraido bastante interesse nos ultimos anos (ver e.g. (FEDER; HELL;
MOHAR;, 2003; BERGER et al., [2013; /ANDRES; HOCHSTATTLER 2015; ABOULKER
et all 2016)).

Figura 1 — Exemplo de coloragao aciclica. Veja que os vértices de cada classe de cor
induzem um subdigrafo aciclico

Fonte: Elaborado pelo autor.

Muitos dos trabalhos sobre estas coloragoes propoem-se a investigar se elas sao
“a generalizacao correta” do problema de coloracao propria em grafos. Em outras pala-
vras, muitos autores estao interessados em saber se teoremas classicos acerca do niimero
cromatico de grafos possuem sua contraparte em coloragoes aciclicas de digrafos. Como
exemplo, considere o Teorema de Brooks que caracteriza os grafos com nimero cromatico
maior que o grau maximo do grafo. Em (MOHAR)] 2010), o autor prova um resultado
analogo ao de Brooks para digrafos. Outros artigos que generalizam resultados cléssicos,
por exemplo, sdo (HARUTYUNYAN; Mohar, 2012) e (BOKAL et al., 2004).

Este trabalho propoe-se a dar continuidade a este tipo de investigacao, ten-

tando generalizar resultados sobre coloracao propria de grafos para versoes em coloragao
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aciclica de digrafos. Em particular, investigamos resultados sobre produtos de digrafos
e a complexidade de achar uma coloracao aciclica de um digrafo com largura em arvore
limitada, onde a largura em arvore de um digrafo é dado pela largura em arvore de seu
grafo subjacente.

Um produto de dois grafos (digrafos) G e H é um grafo (digrafo) definido
sobre o produto cartesiano dos conjuntos de vértices de G e H. Os quatro produtos mais
estudados sao os produtos cartesiano, direto, forte e lexicogrdfico. Estes produtos sao
denotados por G O H, G x H, GKR H e G[H], respectivamente, e suas defini¢des formais
sdo feitas no Capitulo 2] A titulo de ilustragao, na Figura [2] exibimos uma representacao

dos quatro produtos citados acima.

Figura 2 — A figura apresenta os produtos estudados neste trabalho. Aqui consideramos
os produtos do ciclo com 3 vértices pelo caminho com caminho com 3 vértices. Da
esquerda para a direita temos: o produto cartesiano, o produto direto, o produto forte e
o produto lexicografico. Os vértices dos fatores estao destacados em preto.

AL (]
WAV Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nesse trabalho, generalizamos resultados em cada um dos produtos citados,
como discutido a seguir.

Em (SABIDUSSI, [1957), o autor mostra que o ntimero de cores necessarias
para colorir o produto cartesiano de dois grafos é o maximo entre o ntimero de cores
suficientes para colorir cada fator do produto. Mostramos aqui que o mesmo vale quando
se trata do produto de dois digrafos. Formalmente,

Teorema (Provado na segao . Sejam G, H digrafos. Entao,

Xo(GOH) = max{x.(G), xa(H)}.

Uma propriedade interessante do produto direto é dada no teorema abaixo. O
seu paralelo em grafos é conhecimento folclorico.
Teorema (Provado na se¢ao |[3.2). Sejam G e H digrafos. Entao,

Xa(G x H) <min{x,(G), xo(H)}.

Uma conjectura famosa acerca do nimero cromético do produto direto de

grafos é a Conjectura de (HEDETNIEMI| 1966), que afirmava que o limitante acima é
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apertado, isto ¢, que x(G x H) = min{x(G), x(H)}. Ela ¢ vélida para grafos com nimero
croméatico no méaximo 4 (EL-ZAHAR; Sauer, 1985), mas permaneceu 52 anos em aberto
até que, recentemente, foi provada falsa em geral (SHITOV] 2019).

Como coloracoes aciclicas em digrafos sao generalizagoes de coloracoes pro-
prias em grafos nao-direcionados, segue também do resultado em (SHITOV, 2019) que
a igualdade nao ¢é vélida para o nimero cromatico aciclico. Porém, como discutido an-
teriormente, sabemos que esta generalizacao implica na existéncia de ciclos de tamanho
2 nos contra-exemplos obtidos por [Shitov. Uma pergunta interessante, portanto, é se
a igualdade é valida no caso de grafos orientados (grafos direcionados que nao possuem
ciclos de tamanho 2). O resultado a seguir aponta na dire¢ao positiva.

Teorema (Provado na segao . Sejam C,,,...,C,, ciclos orientados com ny,...,ng

vértices, respectivamente. Entao,
Xa(Cny X ..o x Cp,) = 2.

No que concerne ao produto forte, até mesmo o problema de coloragao propria
de grafos se mostra desafiador ja em ciclos, o que pode ser comprovado pela escassez de
resultados sobre o tema. Até onde sabemos, o tnico resultado acerca do produto forte
de ciclos foi apresentado em (VESZTERGOMBI| 1979), e diz que x(Cokr1 X Copy1) = 5,
para todo k > 2 e n > 2. No que diz respeito a ciclos orientados, conseguimos fornecer
valores exatos para o produto forte de dois ciclos quaisquer.

Teorema (Provado na segao . Sejam C,,,C,, ciclos orientados com m,n vértices,
respectivamente.

1. Sem =n =2, entio x,(C,, XC,) =4,

2. Sem =3 en € {23}, entio x.(Cr, X C},) = 3,

3. Sen >3 em >4, entio x,(C,, X C),) = 2.

No que diz respeito ao produto lexicografico, em (GELLER; STAHL, 1975),
os autores demonstraram a equivaléncia entre colorir o produto lexicografico de G por
H e colorir o produto de G pelo grafo completo com x(H) vértices. Demonstramos o
resultado analogo.

Teorema (Provado na segao [3.3). Sejam G, H digrafos, com x,(H) = k. Entao

—

Xa(G[H]) = Xa(G[Kk])

Ainda no que diz respeito ao produto lexicografico, no trabalho seminal no
estudo de coloragao aciclica problema analogo a citagdes anteriores(NEUMANN-LARA/|
1982)), dentre outros resultados, o autor estabelece que um limitante inferior para o nmero
cromaético aciclico do produto lexicografico de dois digrafos G, H ¢ xo(G)+x.(H)—1. Em
(PLEANMANI; PANMA! 2016)), os autores provam que esse limitante é apertado quando

G é o ciclo orientado com n vértices e H é um digrafo arbitrario com n > x,(H); isto
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¢, eles provam que se n > x,(H), entdao xq(Cn[H]) = xa(H) + 1. Complementando este
resultado, fornecemos valores também exatos para quando n < x.(H).

Teorema (Provado na se¢ao 3.3). Seja n > 2 inteiro, e H um digrafo qualquer. Se
n < xa«(H), entao

2'Xa<H)7 sen =2;

Xo(H) + [X$D7 " caso contrdrio

Observe que [%1 s6 ¢ igual a x,(H) quando n = 2 e esse valor decresce
gradativamente. Logo o limitante superior trivial de 2 - x(H) s6 é atingido nos casos em

que n = 2.

Uma area de estudos que tem sido bastante explorada na tltima década é a da
complezidade parametrizada (ver e.g. (CYGAN et al.,2015))). Em tal contexto, buscamos
por solugbes exponenciais para problemas N P-completos que podem ser feitas em tempo
f(k)-p(n), onde p(n) é um polindémio quando tomado sobre o tamanho da solugao e f(k)
¢ uma funcao computavel sobre um valor k, chamado de pardmetro. A escolha de um
bom parametro pode impactar muito no tempo de execugao de um programa, portanto,
problemas desse tipo podem fazer uma diferenca crucial na pratica.

Existem algumas técnicas que sao utilizadas para a construcao de algoritmos
parametrizados e, certamente, uma das abordagens mais bem-sucedidas ¢ a do uso de
decomposigoes em arvore. O conceito de largura em arvore foi originalmente introduzido
por (BERTELE; Brioschi, [1973)) sob o nome de dimensao. Mais tarde foi redescoberto por
(ROBERTSON; SEYMOURJ, 1984)) e desde entao tem sido estudado por muitos outros au-
tores, além de ter tido uma grande influéncia no desenvolvimento de algoritmos FPT (ver,
por exemplo, o capitulo dedicado ao assunto em (CYGAN et al., 2015)). As principais
razoes para o sucesso dessa abordagem dentro da teoria da complexidade parametrizada
sao o famoso Teorema de Courcelle (COURCELLE; Mosbah, (1993), que caracteriza os
problemas que podem ser resolvidos em tempo FPT quando sao parametrizados pela lar-
gura em arvore, e a técnica conhecida como bidimensionalidade (DEMAINE; Hajiaghayi,
2008), que aplica o Excluded-Grid Theorem (ROBERTSON; SEYMOUR/ 1986) para asse-
gurar que certos problemas podem ser resolvidos de maineira eficiente ainda que se tenha
uma largura em arvore grande.

Neste contexto, investigamos o problema de encontrar o ntmero cromatico
aciclico de D quando o grafo subjacente a D possui largura em arvore limitada. Primei-
ramente, provamos o seguinte limitante superior para o caso de grafos orientados.
Teorema (Provado na secao . Seja G um grafo, e D uma orientagao de G. Entao
Xa(D) < [%-‘

No artigo seminal (NEUMANN-LARA| |[1982)), o autor conjectura que toda
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orientacao de um grafo planar pode ser colorida aciclicamente com no maximo duas cores.
Esta conjectura ficou conhecida como a Conjectura das Duas Cores. Mencionamos que,
como grafos periplanares e série-paralelos sao grafos planares com largura em arvore no
méaximo 2, o resultado acima nos diz que a Conjectura das Duas Cores vale para tais
grafos. Isso, na verdade, ja era conhecido, uma vez que estes grafos possuem grau minimo
no maximo 2 e essa propriedade ¢ monotonica (vemos uma prova disso no Capitulo [2)).
De qualquer maneira, nosso resultado da uma prova alternativa deste fato, além de prover
um limitante de 2 também para orientagoes de grafos Halin, que sao grafos que possuem
largura em arvore no maximo 3.

O problema de coloragao de um grafo G com n vértices e largura em arvore k
pode ser resolvido usando um algoritmo de programacao dindmica em uma decomposicao
em arvore de . Tal algoritmo roda em tempo O(k**°Mn), o que faz desse problema,
um problema FPT. Provamos que um resultado analogo também vale no contexto de
coloracgoes aciclicas.

Teorema (Provado na segao . Seja G um digrafo com largura em drvore no mdzrimo
tw. Entao existe um algoritmo que decide se G possui coloragao aciclica com k cores em
tempo O(k™™ - 27" . n).

Até onde sabemos, o tinico outro algoritmo FPT para o problema é o algo-
ritmo apresentado em (CORNEIL; Rotics, 2005). Este algoritmo é FPT quando parame-
trizado pela largura modular direcionada de G, denotada aqui por w, e tem complexidade
O(n? 4202 .n.log?n). E sabido que, sendo tw a largura em arvore de um digrafo cuja
largura modular é w, tem-se que tw < 2(logw + 1), (CORNEIL; Rotics, 2005; |(COUR-
CELLE; Olariu, 2000). Ou seja, a classe dos digrafos de largura em arvore limitada é
uma subclasse dos grafos de largura modular direcionada limitada. Vemos que, ao consi-
derar esta subclasse, a complexidade do nosso algoritmo sera de O(k?!°8« . 274 log®w . n),
uma complexidade claramente melhor do que a do algoritmo apresentado em (CORNEIL;
Rotics| 2005).

Essa dissertacao esta organizada como segue. No Capitulo [2], fornecemos as
definicoes necessarias. No Capitulo [3] mostramos resultados sobre o ntimero cromético
aciclico dos quatro produtos abordados. No Capitulo [4] mostramos os resultados referen-
tes a grafos com largura em arvore limitada. Finalmente, no Capitulo [5 apresentamos

nossas consideracoes finais.
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2 NOTACAO E DEFINICOES

2.1 Definicoes basicas

Um grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)) consistindo de um conjunto
V(G) de vértices e um conjunto E(G), disjunto de V(G), de arestas, juntos com uma
funcao de incidéncia g que associa a cada aresta de G um conjunto de vértices de
tamanho 2 de G. Quando nao ha ambiguidade, nos referimos aos conjuntos V(G), E(G)
como simplesmente V' e F, respectivamente. Se e é uma aresta e u e v sao vértices tais
que Yg(e) = {u,v}, entdo dizemos que e liga u e v, e os vértices u e v sao chamados
extremidades de e. Para simplificar a notacao escrevemos uv para denotar o par nao
ordenado {u,v}.

Os grafos sao assim denominados pois podem ser representados graficamente, e
é essa representacao grafica que ajuda-nos a entender muitas de suas propriedades. Cada
vértice é indicado por um ponto, e cada aresta é representada por uma linha que ligam
os pontos que representam as suas extremidades.

Observe que nao ha uma tnica maneira de desenhar um grafo, uma vez que as
posicoes relativas aos pontos que representam vértices e as formas das linhas que repre-
sentam arestas normalmente nao tém significancia. Um diagrama de um grafo meramente
descreve a relagao de incidéncia entre seus vértices e arestas. Por exemplo, a Figura
representa o grafo cujos conjuntos de vértices e arestas sao dados a seguir

G = (V(G), E(G))

onde

V(G) = {u,v,w,z,y}
E(G) ={a,b,c,d,e, f,g,h}

e Yg € definida por
Yg(a) =w Yg(b) =uu Pg(c) =vw Po(d) = wz
Ya(e) =vr Yo(f) =wr Ya(g) =ur Ya(h) =zy

Figura 3 — Uma das possiveis representacgoes graficas do grafo G.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Dois grafos G, H sao idénticos, e escrevemos G = H,se V(G) = V(H), E(G) =
E(H) e Yg = t¢y. Também, dois grafos G, H s@o isomorfos, e escrevemos G = H, se
existem bijegoes 0 : V(G) — V(H) e ¢ : E(G) — E(H) tais que ¢¢(e) = uv se, e somente
se, Yu(gp(e)) = O(u)f(v); tal par de fungdes é chamado um isomorfismo entre G e H.
Definimos a uniao de dois grafos G e H que possuem mesmo conjunto de vértices V,
como o grafo GU H = (V, E(G) U E(H)).

Dizemos que as extremidades de uma aresta sao incidentes a ela, e vice versa.
Dois vértices que sao incidentes a uma aresta comum sao chamados adjacentes. Da mesma
forma também chamamos duas arestas incidindo em um vértice comum de adjacentes.
Além disso, dois vértices adjacentes distintos sao ditos wvizinhos. O conjunto dos vizinhos
de um vértice v sera denotado por Ng(v). O grau de um vértice v no grafo G é definido
pelo tamanho do conjunto Ng(v), e é denotado por dg(v). Um conjunto de vértices onde
quaisquer dois vértices sao adjacentes é chamado de clique e um conjunto de vértices onde
quaisquer dois vértices sao nao-adjacentes é chamado de conjunto estdvel ou independente.

Uma aresta com extremidades idénticas é chamada laco. Duas ou mais arestas
com o mesmo par de extremidade sao chamadas arestas paralelas. Um grafo é dito simples
se nao possui lacos ou arestas paralelas. A maior parte do estudo em teoria dos grafos se
concentra em grafos simples.

O grafo tal que para qualquer par de vértices u, v, a aresta uv esta em E(G)
é chamado grafo completo. Denotamos por K, o grafo completo com n vértices.

Um subgrafo H de G é um grafo tal que V(H) C V(G), E(H) C E(G). Dado
um grafo GG, existem duas formas naturais de produzir subgrafos. Se e é uma aresta de
G, podemos obter um grafo com |E(G)| — 1 arestas deletando e do conjunto de arestas e
mantendo as demais intactas. O grafo resultante é denotado por G — e. Analogamente,
se v é um vértice de G, podemos obter um grafo com |V(G)| — 1 vértices deletando v
do conjunto de vértices, junto de todas as aresta que nele incidem. O grafo resultante é
denotado por G — v. Estas operacoes sao chamadas de delecio de arestas e delegcio de
vértices, respectivamente.

Um subgrafo obtido apenas por delecoes de arestas de G é chamado um grafo
gerador de GG, em outras palavras, tem mesmo conjunto de vértices que G. Se S é o
conjunto de arestas deletadas, tal subgrafo é denotado por G — S. Observe que todo
grafo simples é subgrafo gerador de um grafo completo. Um subgrafo obtido apenas por
delegoes de vértices de GG é chamado um subgrafo induzido de G. Se X é o conjunto dos
vértices deletados, o subgrafo resultante é denotado por G — X. Frequentemente é no
conjunto Y := V \ X de vértices restantes que estamos interessados. Em tais casos, o
subgrafo ¢ denotado por G[Y] e nos referimos como o subgrafo de G' induzido por Y.

Um passeio em G é uma sequéncia finita e nao vazia W : vy, eq,v1,..., €50,
cujos elementos sao alternadamente vértices e arestas do grafo G (ndo necessariamente

distintos) tais que e; = v;_1v;, para todo i € [{]. Se vy = u e v, = v, dizemos que W
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conecta u a v e nos referimos a W como um uv-passeio. Um caminho é um passeio que
nao repete vértices, mas também pode ser visto como um grafo simples cujos vértices
podem ser arranjados em sequéncia linear de forma que dois vértices sao adjacentes se
eles forem consecutivos na sequéncia e nao-adjacentes caso contrario. O tamanho maximo
de um menor caminho entre dois vértices de G é chamado didmetro de G e denotado por
diam(G) Analogamente, um ciclo é passeio que nao repete arestas nem vértices, com
excecao do primeiro e ultimo vértice que sao iguais, um ciclo com 3 ou mais vértices pode
ser visto também como um grafo simples cujos vértices podem ser arranjados em uma
sequéncia ciclica de forma que dois vértices sao adjacentes se eles forem consecutivos na
sequéncia e nao-adjacentes caso contrario; um ciclo de 1 vértice consiste de um tnico
vértice com um lago e um ciclo de 2 vértices consiste de dois vértices ligados por um
par de arestas paralelas. O tamanho de um caminho ou um ciclo é a quantidade de seus
vértices. O cumprimento de um caminho ou um ciclo é a quantidade de seus arestas. Um
caminho ou ciclo de tamanho k£ é chamado um k-caminho ou k-ciclo e denotam-se P, e
C}, respectivamente.

Apresentamos a seguinte proposicao que sera utilizada futuramente em nossos
resultados.
Proposicao 2.1. Seja G um grafo qualquer e u,v € V(G). Se existe um passeio de u

para v, entao existe um caminho de u para v.

Prova. Seja W : u = wvg,eq,v1,...,€,v, = v um uv-passeio. Se W nao possui vér-

tices repetidos, entao W é um caminho. Suponha, entao, que haja um vértice repe-

tido, digamos, u; = u; com 0 < 7 < j < (. Entao, podemos escrever W : u =
V0, - - -5 €is Uiy €ig1 - - -, €5, Vj, €41, . . ., €0, Vg. Veja que se removermos o trecho e; 41, ..., e;, v;,
entao obtemos W* : u = vy, ..., €;,v;,€j41,. .., €, v 0 que ainda é um uv-passeio valido.

Note que esse processo diminui a quantidade de vértices do passeio W em pelo menos
uma unidade. Se W% nao possui vértices repetidos, entao W* é o uv-caminho desejado,
caso contrario, repetimos esse mesmo processo até que nao haja mais vértices repetidos,
o que acontece pois todos os grafos abordados aqui sao finitos. Portanto, apos realizar

esse processo o quanto for necessario, teremos produzido um wuwv-caminho.

]

Um grafo G é dito conezo se, para cada u,v € V(G), existe um caminho entre
u e v. Um subgrafo maximal conexo F' de G é chamado componente conexa de G. Um
grafo que nao possui ciclos, é chamado floresta e uma floresta que é conexa é chamada
drvore. Note que cada componente conexa de uma floresta é uma arvore.

Um grafo ¢ dito planar, se pode ser desenhado no plano de tal maneira que
suas arestas apenas se intersectem as extremidades. Tal desenho é chamado uma imersao
planar do grafo. Um grafo plano (G, ) é definida como um grafo planar G junto a uma

funcao ¢ que associa cada vértice de G a um ponto do plano, e cada aresta de G a uma
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curva plana tal que os pontos de extremidade de cada curva seja imagem das extremidades
de cada aresta, e todas as curvas sao disjuntas, com excecao das suas extremidades.
Normalmente tratamos da imersao de forma implicita, nos referindo & imersao planar
(G, ) como o grafo planar G.

Embora muitos problemas se déem a formulacao da teoria dos grafos, o conceito
de um grafo as vezes nao é o mais adequado. Quando lidamos com problemas de fluxo de
trafego, por exemplo, é necessario saber quais vias sao de sentido tnico e em qual dire¢ao
¢é permitido locomover-se. Nesses casos, o conceito de grafos nao é o suficiente, precisamos
de um grafo em que cada aresta tenha uma orientacao associada. Chamamos um grafo
dessa forma de grafo direcionado, ou digrafo.

Formalmente, um digrafo consiste de um par (V, E) onde V' é um conjunto
nao-vazio e finito, chamado de conjunto de vértices, e E é uma relagao irreflexiva sobre
V', chamado de conjunto de arestas direcionadas. Um subdigrafo F de D é um digrafo
tal que V(F) C V(D) e A(F) C A(D). Se a é um arco e ¥p(a) = (u,v), dizemos que a
liga u a v ou ainda, que u domina v. Além disso, u e v sao chamados as extremidades de
a. O vértice u é chamado cauda de a e o vértice v é chamado cabega de a. Os vértices
de D que dominam um vértice v sao chamados seus vizinhos de entrada, enquanto que
os vértices de D que um vértice v domina sao chamados seus vizinhos de saida. Esses
conjuntos sdo denotados por N (v), N} (v), respectivamente. Definimos o grau de um
vértice v em um digrafo D como sendo o grau de v no grafo subjacente de D. O grau de
entrada d, de v é o tamanho do conjunto N (v) e o grau de saida df, é o tamanho do
conjunto Nj(v). Os graus de saida e entrada minimos de D sao denotado por §~(D) e
01 (D), respectivamente. Os graus de saida e entrada méaximos de D sdo denotados por
A~(D) e AT(D), respectivamente. Um digrafo D ¢ dito euleriano se para todo vértice
v € V(D) tivermos d~ (v) = d*(v).

No restante do texto nos referirmos a arestas direcionadas simplesmente como
arestas. Mencionamos que alguns autores preferem o termo da palavra arco no lugar de
aresta direcionada.

Podemos associar com um digrafo D um grafo G com mesmo conjunto de
vértices simplesmente substituindo cada arco por uma aresta com mesmas extremidades.
Este grafo é o grafo subjacente de D, um digrafo é dito conezo se seu digrafo subjacente é
conexo. Da mesma forma, um grafo G pode ser visto como um digrafo pela substituigao
de cada aresta por dois arcos de orientacoes opostas com mesmas extremidades; esse é o
digrafo associado de GG. Pode-se também, substituir cada aresta de G por apenas um dos
arcos possiveis com mesmas extremidades. O digrafo obtido é chamado uma orientagao
de G. Uma orientacao de um grafo simples é chamada grafo orientado. Um caso especial
bastante estudado de grafo orientado é uma orienta(;éo de um grafo completo, que recebe o
nome de torneio. O dzgmfo completo com k vértices K k€ o digrafo tal que para quaisquer

dois vértices u,v € V(Kk) tem-se que o arco (u,v) € E(Kk)
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Um caminho direcionado ou um ciclo direcionado € uma orientacao de um
caminho ou de um ciclo, respectivamente, onde cada vértice domina seu sucessor na
sequéncia. Assim como no caso nao-direcionado, nos referimos ao tamanho de um ca-
minho ou ciclo como seu numero de vértices e o comprimento de um caminho ou ciclo
como seu numero de arestas. Um caminho direcionado ou um ciclo direcionado de tama-
nho k é chamado k-caminho-direcionado ou k-ciclo-direcionado, denotados por ﬁk e C’:,
respectivamente. Um digrafo é dito aciclico se nao possui ciclos direcionados, também
nos referimos a um digrafo aciclico por DAG. Observe que os DAG’s estao para digrafos,
assim como florestas estao para grafos nao-direcionados. Um subdigrafo maximal F' de
D que é tal que para cada u,v € V(D) existe um caminho-direcionado de u para v e
um caminho-direcionado de v para v em F é chamado componente fortemente conexa,
ou simplesmente componente forte de D. Uma componente fracamente conexa ou com-
ponente fraca do digrafo D é simplesmente uma componente conexa do grafo subjacente
a D. Dizemos que um digrafo D ¢é transitivo quando, para u,v,w € V(D), temos que
wv,vw € E(D) implicam que a aresta vw € E(D). Chamamos vw de aresta transitiva. O
digrafo minimal transitivo que contém D é chamado fecho transitivo de D e é denotado
por ft(D).

Um conjunto de vértices A C V(D) é um conjunto aciclico se o subdigrafo
induzido D[A] é aciclico. Um homomorfismo aciclico de um digrafo D em um digrafo F'
¢ uma funcao ¢ : V(D) — V(F) tal que: (i) para cada arco uwv € E(D), ou ¢(u) = ¢(v)
ou ¢(u)p(v) é arco de F, e (it) para todo vértice v € V(F), o subgrafo de D induzido por
¢~ (v) ¢é aciclico.

Sejam a, b, c e m inteiros. Dizemos que a divide b se existe um inteiro ¢ tal que
b = a-q. Usamos a notagdo a|b para dizermos que a divide b. Dizemos que a é congruente
a b mddulo m se m|(a — b), e denotamos a = b(mod m). Se a + ¢ = b+ c¢(mod m), entao
a = b(mod m). Essa propriedade é conhecida como Regra do corte.

Dados X,Y conjuntos nao-vazios e A C X dizemos que uma funcao f : X —
Y, estende uma fungao g : A — Y se f(x) = g(z), qualquer que seja = € A. Além disso,
dizemos também que f é uma extensao de g. Definimos também a restricao de uma

fungao f: X — Y ao conjunto A como sendo a fungao f |4a: A — Y tal que f estende

fla

2.2 Coloracoes

Uma k-coloragdo de vértices de um grafo G = (V| E), ou simplesmente uma
k-coloracao, ¢ uma funcao f : V — S, onde S é um conjunto de k£ cores. Normalmente,
o conjunto S é tomado como sendo [k| = {1,...,k}. Uma coloragao f é dita propria se
nenhum par de vértices adjacentes possui mesma cor atribuida. Um grafo é k-colorivel se

possui uma k-coloragao propria.
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Alternativamente, uma k-coloracao propria pode ser vista como uma particao
{V1,...,Vik} de V', onde V; denota o conjunto de vértices assinalados com cor i, para cada
i € [k]. Os conjuntos V; sao chamados classes de cor da coloragdo. Uma k-coloragao
propria, portanto, é uma k-coloragao na qual cada classe de cor é um conjunto estavel. O
minimo inteiro k£ no qual um grafo G é k-colorivel é chamado seu numero cromdtico, e é
denotado por x(G).

Um homomorfismo de um grafo G em outro grafo H é dado por uma funcgao
f:V(G) = V(H) tal que f(u)f(v) € E(H), para qualquer wv € E(G). Observe que
quando H é o grafo completo K}, entao um homomorfismo de G em H é também uma
k-coloracao propria de (G, e vice-versa.

Uma extensao da coloracao usual de grafos, primeiramente introduzida em
(NEUMANN-LARA| 1982) é o conceito de coloragao aciclica. Uma k-k-coloragao aciclica
de D é uma fungao f : V(D) — [k] tal que o conjunto f~1(v) induz um DAG como
subdigrafo de D, para cada v € V(D). H4, entao, uma equivaléncia entre uma k coloragao
aciclica e um homomorfismo aciclico de D em F( k. O pardmetro x,(D), chamado nimero
dicromdtico de D (ou nimero cromatico aciclico), ¢ o menor valor de k tal que G' admite

uma k-coloracao aciclica.

2.3 Produtos de grafos

Dados dois grafos nao-direcionados G e H, definimos sobre o conjunto de
vértices V(G) x V(H) grafos chamados de produtos entre G e H, e chamamos G, H
de fatores do produto. Alguns desses produtos sao estudados na literatura e os mais
relevantes recebem os nomes de Produto Cartesiano, Produto Direto, Produto Forte e
Produto Lexicogrifico. Estes produtos, assim como a notacao relacionada, sao definidos
na abaixo, respectivamente. A notacao para os produtos é inspirada no grafo formado
pelo produto de duas arestas.
1. Produto Cartesiano (G O H): (u,z)(v,y) € E(G O H) se, e somente se,
u=vexy € E(H)ouuw € E(G) e x =y.
2. Produto Direto (G x H): (u,x)(v,y) € E(G x H) se, e somente se,
w € E(H) e zy € E(G).
3. Produto Forte (GXR H): (u,z)(v,y) € E(GX H) se,
e somente se, u = v exy € F(H), ouw € E(G) ex =y, ouuwv € E(H) e
zy € E(G).
4. Produto Lexicografico (G[H]): (u,z)(v,y) € E(G[H]) se, e somente se,
u=vexy € E(H)ouuv € E(G). A notagao ¢ a mesma de grafo induzido, mas
pelo contexto ficard claro de qual das duas defini¢oes estaremos tratando.

Veja nas Figuras {4 e [5] exemplos dos produtos definidos acima.
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Figura 4 — Essa figura ilustra os produtos cartesiano, direto e forte entre dois P’s. Os
vértices dos fatores estao destacados em preto. Da esquerda para a direira, temos
P2 DPQ,PQ XPQ,PQIXPQ.

u (% u v u (%
*—0 *—o *—0

JOD L UK

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 5 — Na figura vé-se C3, P e o produto lexicografico C3[Ps]. Os vértices dos
fatores estao destacados em preto.

Nl

,‘.«A%\,
VWW'

2
\ <7
t\w&

Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos falar em produtos de dois digrafos D, F', definidos sobre o conjunto de
vértices V(D) x V(F), recebendo também os nomes Produto Cartesiano, Produto Direto,
Produto Forte e Produto Lexicogrdfico. Estes produtos, assim como a notagao relacionada,
sao definidos na abaixo, respectivamente.

1. Produto Cartesiano (D O F): (u,z)(v,y) € A(D O F) se, e somente se, u = v e
zy € A(F) ouuwv € A(D) ez =y.

2. Produto Direto (D x F): (u,z)(v,y) € A(D x F) se, e somente se, uv € A(F) e
zy € A(D).

3. Produto Forte(DX F): (u,x)(v,y) € A(DXF) se, e somente se, u = v e xy € A(F),
ouuv € A(D) ex =y, ouuv € A(F) e zy € A(D).

4. Produto Lexicografico(D[F]): (u,z)(v,y) € A(D[F]) se, e somente se, u = v e
xy € A(F) ou uwv € A(D).

Veja nas Figuras [6] e [7] exemplos dos produtos definidos acima.
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Figura 6 — Essa figura ilustra os produtos cartesiano, direto e forte entre dois Pss
direcionados. Os vértices dos fatores estao destacados em preto. Da esquerda para a
direita, temos Py, [ Py, Py X Py, P, X P,.

o—eo *—e *—eo

LN TN

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 7 — Na figura vé-se C3, P e o produto lexicografico C3[Ps]. Os vértices dos
fatores estao destacados em preto.

R

o o o

Fonte: Elaborado pelo autor.

Demonstramos a seguir um lema que serda amplamente utilizado nas demons-

tragoes do préximo capitulo.

Lema 2.1. Sejam G e H digrafos tais que o produto lexicogrifico GIH| contém um ciclo
C = (wy,...,w). Entao, para cada © € [t] tal que w; = (uz,v;), U = {uy,...,us} e
V ={v,..., v}, tem-se que U nao é conjunto aciclico de G ou 'V nao é conjunto aciclico
de H. Ademais, como o produto lexicogrifico contém todos os outros produtos, um ciclo

contido em qualquer um dos produtos implica em um ciclo em algum dos fatores.

Prova. Primeiro veja que nao podemos ter simultaneamente |U| = 1 = |V, pois isso
implicaria que C' é um laco, que nao estamos considerado nesse trabalho. Suponha pri-
meiro que |U| > 2. Sejam uy,,...,u,, com t; € [t], para todo j € [r], os vértices que
nao se repetem consecutivamente em U enumerados na ordem em que aparecem em C'.
Pela definigdo de produto lexicografico, como wy,_jwy, € E(G[H]) e us—1 # s, temos
que w, _1uy, € E(G), para cada i € [r]. Logo, o subdigrafo de G induzido pelos vértices
Uy, ..., u, contém um ciclo. Assim, U nao ¢é aciclico. Suponha agora que U = {u} e
V| > 2. Sejam vy,,...,v,, com s € [t] os vértices que ndo se repetem em V' enume-

rados na ordem em que aparecem em C'. Pela definicao de produto lexicografico, como
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Wy, —1Wy,,,, € E(G[H]) e up = .... = uy, temos que v, vy, € E(H), para cada i € [s].
Logo, o subdigrafo de H induzido pelos vértices vy, ..., v, contém um ciclo. Assim, V
nao ¢ aciclico.

]

2.4 Complexidade

Sejam f,g: A C N — R, fungoes de valor real nao-negativo, definidas sobre
um conjunto de ntimeros naturais. Dizemos que f(n) é O(g(n)) se existem ny € A e uma
constante real ¢ > 0 tal que f(n) < c¢- g(n) para todo valor de n > ny.

Na teoria da complexidade computacional, P é uma classe fundamental de com-
plexidade. Ela contém todos os problemas de decisao que podem ser resolvidos por uma
méquina de Turing deterministica usando em tempo polinomial. Uma linguagem L C »x,
onde ¥ é um alfabeto fixo finito é dito estar em P se, e somente se, existe uma méquina
de Turing M tal que:

e )M roda em tempo polinomial para toda entrada,
e Para todo x € L, M retorna 1 e
e Para todo x ¢ L, M retorna 0.

Também temos que NP é uma classe fundamental de complexidade. Ela contém
todo problema de decisao para o qual uma instancias cuja reposta é "sim"tem prova
verificavel em tempo polinomial por uma méaquina de Turing deterministica.

Uma linguagem L C Y%, onde ¥ é um alfabeto fixo finito ¢ dito estar em P
se, e somente se, existem polindmios p e ¢ e uma maquina de Turing deterministica M,
tais que:

e Para todos x e y, a maquina M roda em tempo p(|z|) na entrada (z,y),
e Para todo x € L, existe um vetor y de tamanho ¢(|z|) tal que M(z,y) =1
e Para todo x ¢ L e todos os vetores y de tamanho q¢(|x|), M (z,y) = 0.

Temos que P C NP, pois se um problema é resolvido em tempo polinomial,
entao uma solugao é também verificivel em tempo polinomial, simplesmente resolvendo o
problema. Os problemas mais dificeis da classe NP sao chamados problemas NP-completos.
Uma linguagem L é NP-completo se L € NP e cada problema em NP é redutivel a L em
tempo polinomial.

Um problema parametrizado ¢ uma linguagem L C ¥* x N, onde ¥ é um
alfabeto finito fixo. Para uma instancia (z, k) € ¥*x N, o valor k é chamado de pardmetro.
Definimos o tamanho de uma instancia (x, k) de um problema parametrizado como |x|+k.

Um problema parametrizado L C ¥* x N é chamado tratdvel com pardmetro
fizo (FPT) se existem um algoritmo A (chamado algoritmo com pardmetro fizo), uma
funcao computavel f : N — N, e uma constante c tais que, dada instancia (z, k) € ¥* x N,

o algoritmo A decide corretamente se (z,k) € L em tempo limitado por f(k) - |(z, k)|°.
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A classe de complexidade contendo todos os problemas trataveis com parametro fixo é
chamada FPT.

Um problema parametrizado L C »* x N é chamado polinomial por partes
(XP) se existem um algoritmo A e duas fungoes computéaveis f, g : N — N tais que, dada
instancia (z,k) € X* x N, o algoritmo A decide corretamente se (z,k) € L em tempo
limitado por f(k) - |(x,k)[9®). A classe de complexidade contendo todos os problemas

polinomiais por partes é chamada XP.

2.5 Decomposicao em arvore

Uma decomposi¢cao em drvore de um grafo G ¢ um par T = (T, {X; }evr)),
onde T' é uma arvore cujo todo no ¢ é relacionado a um subconjunto X; € V(G), chamado
sacola, tal que as seguintes trés condi¢oes sao satisfeitas:

(T1) Uiy Xt = V(G). Em outras palavras, cada vértice de G estd em pelo menos
uma sacola.

(T2) Para cada uv € E(G), existe um noé ¢ de 7" tal que a sacola X; contém ambos u e v.

(T'3) Para cada u € V(G), o conjunto T,, = {t € V(T) | u € X;}, isto ¢, o conjunto dos
nos cujas sacolas correspondentes contém u, induzem uma subarvore conexa de 7T

Um exemplo de decomposi¢ao em arvore pode ser visto na Figura

Figura 8 — Um grafo e sua decomposigao em éarvore

Fonte: Elaborado pelo autor.

A largura de uma decomposicao T = (T, {X; }+ev (1)) € igual ao t]g‘l/z%}Tc)|Xt| -1,
ou seja, o tamanho da maior sacola menos 1. A largura em drvore de um grafo G,
denotada por tw(G), é a menor largura possivel de uma decomposigao em arvore de G.
A largura em arvore pode ser muito pequena, mas também pode ser muito grande para
classes particulares de grafos. Por exemplo, arvores e florestas tem largura em arvore no
méximo 1 e ciclos tem largura em &arvore 2, ja a largura em arvore do grafo K,, é n — 1.

Dada uma componente fracamente conexa F' de um digrafo G e um vértice

v € V(F), definimos o conjunto dos ancestrais de v em F' como o conjunto dos vértices
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{u € V(F) | 3 (u,v)-caminho em F'}. Analogamente, definimos o conjunto dos descen-
dentes de v em F' como conjunto dos vértices {w € V(F') | 3 (v, w)-caminho em F'}.

E conveniente pensar em decomposicdes em arvores enraizadas, isto é, dis-
tinguimos um vértice » € V(T') que serd a raiz de 7. Isso introduz uma rela¢do de
ancestral-descendente na arvore T'. Dizemos que uma decomposi¢ao em arvore enraizada
¢é boa se as seguinte condigoes sao satisfeitas:

* X, =0 e X, =0 para cada folha ¢ de T
* Cada no que nao é folha de T' é de um dos seguinte tipos:
- N6 de introdugao: um noé t com exatamente um filho ¢’ tal que X; = Xy U {v}

para algum v ¢ X/; dizemos que v é introduzido em t.

- N6 de abandono: um né t com exatamente um filho ¢’ tal que X; = Xy \ {w}

tal que w € X/; dizemos que w é abandonado em t.

- No de jun¢ao: um né t com exatamente dois filhos ¢1, ¢ tais que X; = Xy, =

Xy

Fixado um n6 t € V(T'), definimos o grafo G; como sendo o subgrafo de G

9

induzido pelos vértices das sacolas de todos os nés da subarvore de T enraizada em t.

O resultado a seguir, apresentado em (CYGAN et all [2015) nos garante a
existéncia de decomposi¢oes em arvore boas para um certo grafo G com largura limitada.
Lema 2.2. Se um grafo G admite uma decomposi¢cao em drvore com largura no mdzrimo
tw, entao G também admite uma decomposi¢ao em drvore boa com largura no mdximo tw.
Ademais, dada uwma decomposicao em drvore T = (T, (X¢)ev(ry) de G com largura no
maximo tw, pode-se obter uma decomposi¢ao em drvore boa de G com largura no mdrimo
tw que possui no mdzimo O(tw|V (G)|) nds em tempo O(tw? max(|V (T)|, |V (G)]).

Devido ao Lema acima, podemos assumir que toda decomposicao em arvore

boa usada em algoritmos tem O(tw|V(G)|) nos.
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3 PRODUTOS DE GRAFOS

Como ja comentado na introdugao, varios dos estudos acerca de variacoes
do problema de coloracgao sobre digrafos, se dedicam a comprovar que resultados validos
em coloragao de grafos nao-direcionados também valem em coloragao aciclica de digrafos.
Dando continuidade a este tipo de estudo, neste capitulo, demonstramos resultados em
coloracao aciclica de produtos de digrafos que tém resultados paralelos em coloracao usual

de produtos de grafos nao-direcionados.

3.1 Produto Cartesiano

(SABIDUSSI, 1957) demonstrou que, dados dois grafos G, H, para colorir
propriamente o produto cartesiano G [J H, é necessario e suficiente usar o maior dentre
o numero de cores utilizadas para colorir G e H. Formalmente, demonstrou-se o seguinte

teoremas:

Teorema 3.1. (SABIDUSSI, 1957) Sejam G, H grafos. Entao,

X(G O H) = max{x(G), x(H)}.

Tal resultado, adaptado a coloracao aciclica, se mantém verdadeiro, como pode

ser verificado no teorema a seguir.

Teorema 3.2. Sejam G, H digrafos. Entao,

Xo(G O H) = max{x.(G), xo(H)}.

Prova. Suponha max{x.(G), xa(H)} = Xa(G) = k. Como G C GO H, temos x,(GOH) >
k. Considere agora k-coloragoes aciclicas f; : V(G) — [k] e f.V(H) — [k] de G e H, res-
pectivamente. Defina f: V(G) x V(H) — {0,...,k—1} tal que f(u,v) = (fi(u)+ f2(v))
mod k. Suponha que f produz um ciclo monocromatico C' = (z1,...,2) de cor ¢ e
escreva z; = (u;,v;), com u; € V(G),v; € V(H). Sejam agora U = {uy,...,u},
V = {v1,...,v}. Pelo Lema 2.1 os conjuntos U e V sao tais que: [U| = 1e V
nao é um conjunto aciclico em H ou |U| > 2 e U nao é um conjunto aciclico em G.
Se o o primeiro caso acontece, digamos U = {u}, entdo temos que (fi(u) + fo(v;))
mod k = f(w;) = ¢ = f(w;) = (fi(u) + f2(v;)) mod k, para cada i,j € [t]. Pela
Regra do Corte, temos que f2(v;) = fo(v;) mod k para cada i,j € [t]. Como fa(v;) < k
e fa(vj) <k, para cada i, j € [t], temos que fo(v;) = fo(v;), para cada i,j € [t]. Assim, o
subdigrafo de H induzido pelo conjunto V' possui um ciclo monocromatico de cor fy(vy)

em H, contradizendo a escolha de f,. Suponha, agora que |U| > 2. Para uma aresta
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(Ui,,,%p)(ui(pm mod 7 Vigpi) mod ,) € E(C), pela definicdo de Produto Cartesiano, como
Ui, # Ui,,,, temos que v;, = Vigi1) mod v (i) mod v € E(G). Assim, temos a igual-
dade (fi(us,) + f2(vi,)) mod k= (fi(ui,, ) ,o00)+ fo(vi,)) mod k. Segue, pela Regra
do Corte, que fi(u;,) = fi(u mod k. Como fi(u;,) < ke fi( <k,

ui(p+1) mod t’) -
temos que fi(u;,) = fl(ui<p+ b mod ). Dai, como o argumento foi feito para um vértice

€ uz-puz-

i(p+1) mod t/)

arbitrario de U, segue que o subdigrafo de G induzido pelo conjunto U contém um ciclo
monocromatico de cor f(u;, ), contradizendo a escolha de f;. Logo, C' nao existe e, assim,
f € uma k-coloragao aciclica de G O H. Portanto x,(G O H) < k.

O

3.2 Produto Direto

Seja f : V(G) — [k] uma k-coloragao de um grafo nao-direcionado G e seja
H um grafo nao-direcionado arbitrario. E folclore que a funcdo g : V(G x H) — [k]
definida por g(a,x) = f(a) é uma k-coloragao do grafo nao-direcionado G x H. Como H
¢ arbritrario, temos que x(G x H) < min{x(G), x(H)}. A versdo para coloragao aciclica

desse resultado também ¢ valida, como demonstra-se no resultado a seguir.

Teorema 3.3. Sejam G e H digrafos. Entao,

Xa(G x H) <min{x.(G), xa(H)}.

Prova. Seja f : V(D) — [k] uma k-coloragao aciclica do digrafo D e seja F' um digrafo
qualquer. Seja g : V(D) x V(F) — [k] definida por g(a,z) = f(a). Suponha que
alguma classe de cor, digamos ¢, nao seja aciclica, e seja (wq,...w;) um ciclo de cor ¢
em D x F; escreva w; = (u;,v;) para todo j € [t|]. Entao, temos que f(u;) = g(w;) =
¢ = g(wj) = f(uj) para todo j,j5' € [t]. Assim, (u,...,u;) é um ciclo monocromatico
de cor ¢ em D, contradigdo. Logo, xo(D X F) < x.(D). Como D ¢ arbitréario, segue que
Xa(D x F) < min{x4(D), xa(F)}-

[

Hedetniemi conjecturou que a igualdade x(G x H) = min{x(G), x(H)} era
verdadeira para quaisquer grafos GG, H. Tal conjectura permaneceu em aberto até que
Shitoviexibiu um produto direto de dois grafos que tinha o nimero croméatico menor do que
cada um dos niimeros cromaticos de seus fatores. Uma vez que a coloracao aciclica é uma
generalizacao de coloragoes proprias em grafos nao-direcionados, temos que a igualdade
também nao é valida no caso do niimero cromatico aciclico. Porém, uma boa pergunta é
se ela poderia ser valida no caso de grafos orientados. O resultado a seguir mostra que a

Conjectura de Hedetniemi é valida para produtos de ciclos direcionados.
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Teorema 3.4. Sejam C,,, C,, ciclos orientados. Entao,
Xa(Cn X Cp) = 2.

Prova. Escreva V(C,) = [n] e V(C,,) = [m]. Pela defini¢ao de produto direto, todo
vértice (i,7) € V(C, x Cp,) tem grau de entrada igual ao de saida, iguais a 1. Logo,
C, x C,, é Euleriano em cada componente fortemente conexa. Mas, novamente, como
d~(i,j) e d(i,7) s@o iguais a 1, cada componente forte é um ciclo e essas componentes
sao disjuntas. Logo, C,, x C}, é um ciclo ou uniao disjunta de ciclos e, portanto, devemos
usar pelo menos duas cores. Assim, x,(C,, x C,,,) > 2. Como temos que x,(C,, x Cy,) < 2
pelo Teorema segue que xq(C, x Cy,) =2

L]

Observando que o mesmo argumento acima vale quando um dos fatores é uma

uniao disjunta de ciclos direcionados, obtemos que o seguinte corolério ¢ valido.

Corolario 3.1. Sejam C,,,,...,C,, ciclos orientados com nq,...,n; vértices, respectiva-

mente. Entao, xo(Cny X ... x Cp,) = 2.

3.3 Produto Lexicografico

Em (GELLER; STAHL) |1975), os autores demonstraram a seguinte equiva-
léncia entre colorir o produto lexicografico de G por H e colorir o produto de G pelo grafo

completo com y(H) vértices.

Teorema 3.5. (GELLER; STAHL, |1975) Sejam G e H grafos nao-drecionados, com
X(G) = k. Entao,
X(G[H]) = x(G[Ky]citet).

Verificamos que o resultado analogo ao Teorema também ¢é valido para

coloragao aciclica.

Teorema 3.6. Sejam G e H digrafos, com x.(H) = k. Entao

—

Xa(G[H]) = Xa(G[Kk])

Prova. Para demonstrar tal igualdade, prosseguimos mostrando que as duas desigualdades

acontecem simultaneamente, como segue:
(<) Como k = x,(H), existe um homomorfismo aciclico f : H — K k. Considere, entao,
g : G[H] — G[[?k] tal que g(a,z) = (a, f(x)). Queremos mostrar que g ¢ um

homomorfismo aciclico. Lembre-se que g é homomorfismo aciclico se, e somente se,
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para todo (a,2)(b,y) € E(G[H]) ou g(a,z) = g(b,y) ou g(a,z)g(b,y) € B(GIK L)
e além disso, para todo (a,v) € V(G[Ky]), o conjunto g~ '(a,v) ¢ um conjunto
aciclico em G[H]. Primeiro considere (a,x), (b,y) € V(G[H]) tais que (a,x)(b,y) €
E(G[H]). Se a = b, entdo vy € E(H), pela definigdo de produto lexicogréfico.
Além disso, como f é homomorfismo aciclico de H em K k, temos que f(z) = f(y)
ou f(z)f(y) € E(I_%k) No primeiro caso, temos g(a,z) = (a, f(z)) = (a, f(y)) =
g(a,y). No segundo, caso temos g(a,z)g(a,y) = (a, f(x))(a, f(y)) € E(G’[[—(}k])
Agora suponha a # b; entao, pela defini¢ao de produto lexicogréfico, temos que
ab € E(G) e (a,u)(b,v) € E(G[[_()’k]), para todo u,v € V([_()'k) Em particular,
(@, F@)(b, £3) = 9(a, 2)g(b,y) € E(GIK4]). Como queriamos.
Finalmente, considere agora (a,v) € V(G) x V(Kj). Queremos mostrar que o
conjunto g~ !(a,v) é aciclico. Note que o conjunto g~'(a,v) é igual ao conjunto
(a, f71(v)) = {(a,2) € V(G) x V(H)|f(x) = v}. Como f é um homomorfismo
aciclico, o subdigrafo de H induzido pelo conjunto f~!(v) é aciclico. Agora, veja
que o digrafo induzido por g~ '(a,v) ¢ uma copia do subdigrafo de H induzido por
f~Y(v), logo, temos que o conjunto g~ (a, v) é aciclico. Assim, g é um homomorfismo
aciclico e, portanto, x,(G[H]) < xa(G[Kk]).
Seja agora f : V(G[H]) — [¢] uma coloragao aciclica de G[H|. Sabemos que f
também pode ser vista como um homomorfismo aciclico de G[H] em [_(> ¢. Para cada
a € V(G) denote por H, a copia de H em relagao a a, isto ¢, o subdigrafo de G[H]
induzido por {a} x V(H). Queremos construir uma colorac¢ao aciclica de G[?( k)
usando a coloracao f. Suponha que as cores usadas em H, sejam {c{,...,cj } C [{].
Certamente, ¢, > k pois, caso contrario, conseguimos colorir H que é isomorfo a H,
com menos de k cores. Denotando o conjunto de vértices V(F(k) por {vy,..., vk},
considere ¢ : V(G[fﬁ( k]) — [¢] tal que g(a,v;) = ¢¢. Mostramos que g é coloragao
aciclica de G[IH( k]. Suponha, por contradi¢do, que C' = (wy, ..., w;) seja um ciclo
monocromatico de cor ¢ e escreva w; = (a;,v;) € V(G[I?k]), para cada j € [t]. Nao
podemos ter a; = a;, para todo j, j’ € [t], pois f|u, € aciclica para todo a € V(G).
Pelo Lema , o conjunto A = {ay,...,a;} ndo é aciclico. Agora, para cada a; com
j € [t], escolhemos um vértice x; € V(H) tal que f(b;) = ¢’ = ¢, onde b; = (a;, z;).
Temos, pela Prova do Lema entdo que o subdigrafo de G[H| induzido pelo
conjunto B = {by,...,b:} contém um ciclo monocromaético, contradizendo o fato de
f ser uma coloragao aciclica de G[H]. Logo, g é coloragao aciclica de G [[_% k] Isso
demonstra que se G'[H] pode ser colorido com ¢ cores, entao G [7( k] também o pode.
Logo, Xa(G[K%]) < xa(G[H]).

[

Observe que temos como consequéncia direta deste resultado o seguinte coro-
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Corolario 3.2. Se H é DAG, entio x.(G[H]) = xa(G), para todo digrafo G.

O resultado abaixo é um fato que serda usado em algumas demonstracoes a

seguir e foi demonstrado em (KLAVZAR] [1996]).

Teorema 3.7. (KLAVZAR, |1996) Sejam G, H digrafos. Entao x.(G[H]) < x.(G) -
Xa(H).

Como citado na introdugao, o trabalho pioneiro no estudos de coloragao aciclica
foi o (NEUMANN-LARA| [1982). Nele, além de muitos outros resultados, Neumann-Lara
estabeleceu um limite inferior para o niimero cromatico aciclico do produto lexicografico

de dois digrafos, enunciado a seguir.

Teorema 3.8. (NEUMANN-LARA, [1953) Sejam G, H digrafos. Entiio,
Xa(G[H]) > Xa(G) + xa(H) — 1.

O resultado a seguir fornece valores exatos para certos ciclos, além de dizer

que o limitante dado no Teorema (3.8 é apertado neste caso particular.

Teorema 3.9. (PLEANMANI; PANMA| 2016) Seja C,, o ciclo direcionado com n vér-
tices, n > 2, e H um digrafo arbitrdrio. Sen > x.(H), entao

Xa(Cn[H]) = xa(H) + 1.

Como corolario direto desse resultado, temos que o produto entre dois ciclos
tem ntmero croméatico aciclico 3, bastando que o ntimero de vértices do primeiro ciclo

seja pelo menos 3.
- =
Corolario 3.3. x,(C,,[C,]) = 3 para todo m > 3 e para todo n > 2.

Complementado o resultado acima, investigamos o produto lexicografico de
um ciclo com n vértices por um digrafo H qualquer quando temos n < y,(H). A seguir

damos valores exatos para esses casos.

Teorema 3.10. Seja n > 2 inteiro, e H um digrafo qualquer. Se n < x,(H), entdo

2 Xa(H), sen=2;
lCalH]) = y |
Xo(H) + [22=2],  caso contrdrio.

Prova. No que segue, dada um funcao f : V(G) — N e um subgrafo G’ C G, fazemos um
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abuso de notacao e escrevemos f(G’) para denotar a imagem f(V(G")).

Primeiro, suponha n = 2. Seja V(Cy) = {u,us} e seja V(H) = {v1,..., v},
onde n' = |V(H)|. Denote por w;; o vértice (u;,v;) € V(EQ[H]) com i € [2] ej € [n].
Como o digrafo induzido pelos vértices (w;1, ..., w;,) é uma copia de H, precisamos de
pelo menos x,(H) cores para colorir esses vértices. Ademais, como (wy;, wo;/) € um 2-ciclo,
para todo 7, j' € [n], esses vértices devem ter cores distintas. Dessa forma, a cor de wy;
deve ser diferente da cor de wsj, para todo j, 7" € [n/]. Assim, precisamos de pelo menos
2 - )g(H ) cores, para colorir tais Vél"tiCiS. Como além disso, pelo Teorema temos que
Xa(C2[H]) <2 xa(H), segue que xo(C2[H]) =2 xo(H).

Suponha, agora, n > 3. Escreva novamente V(C,,) = {uy,...,u,} e, para cada
i € [n], denote por H; a copia de H em relagdo ao vértice u;, em outras palavras, H; é o
subdigrafo de C,[H] induzido pelo conjunto {(u;,v) | v € V(H)}. Denote agora x,(H)
por k e o valor k + [-2-] por k’. Antes de mostrar que x,(C,[H]) = ¥/, iremos mostrar
um fato que nos sera util. Considere f : V(C,[H]) — [¢] uma ¢-coloragao de C,[H]| tal
que a restriaco fig, ¢ aciclica, para cada ¢ € [n]. Mostramos a seguir que:

() f éuma [-coloragao aciclica de C,,[H] se, e somente se, para caa ¢ € [{], existe ¢ € [n]
tal que ¢ ¢ f(H;).

Em outras palavras, nenhum cor ¢ € [¢] ¢ tal que ¢ aparece em H; para todo
i € [n]. Provamos primeiro que a condigao é necessaria.

Provamos primeiro que a condicao é necessaria. Por contra positiva, suponha
que exista alguma cor ¢ € [¢] tal que ¢ € f(H;), para cada i € [n]. Para cada i € [n], tome
algum vértice v* € V(H) tal que f(u;,v") = ¢. Pela definigdo de produto lexicografico,
tem-se que ((ug,v'), ..., (u,,v")) é um ciclo monocromatico de cor c. Para ver que essa
condicao é suficiente, novamente por contrapositiva, suponha que f produz um ciclo
monocroméatico C' de cor ¢ € [(] em C,,[H]. Seja C = (wy, ..., w;) e escreva w; = (u;,vj) €
V(Cy[H]), para cada j € [t]. Como [y, ¢ aciclica, para cada ¢ € [n], ndo podemos ter
u; = uj para todo j,j' € [t]. Seja, entdo U = {u € [n] | w; = (u, v;) para algum j € [t]}.
Pelo Lema [2.1], temos que U nao ¢ um conjunto aciclico em C,,. Como C,, é um ciclo, s6
podemos ter U = [n]. Dessa forma, para cada i € [n], existe um vértice v; € V(H), tal
que w; = (i,v;), para algum j € [t]. Em particular, f(i,v;) = c. Ou seja, ¢ € f(H;), para
cada i € [n].

Agora, para mostrar que x,(C,[H]) = k', denote por s o valor ¥’ — k. Primeiro
fornecemos uma coloragao aciclica de C,,[H| com k' cores. Para isso, escolhemos n sub-
conjuntos M, ..., M, de [K'], cada um com cardinalidade s, de forma que (J;_, M; = [¥/].
Note que, pelo Principio da Casa dos Pombos, para que isso seja possivel basta que

n > %l De fato temos (a ultima parte da desigualdade vale pois ao remover o teto no
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denominador, o valor obtido nao pode diminuir):

Kk k k k
g s 8 (75 ] P

Agora, para cada i € [n], seja f; uma coloracao de H; que usa as cores [k']\ M;,
e seja f a coloracao de C,[H] obtida pela unido dessas coloragoes. Como, para cada
c € [K'], existe i € [n] tal que ¢ € M; (O que implica que ¢ ¢ f(H;)), temos que f satisfaz
a propriedade (*) e, portanto, ¢ uma coloracao aciclica de C,[H].

Finalmente, resta mostrar que se fé uma coloragao aciclica de C,,[H] com k+/¢
cores, entdo ¢ > s (isto é, k+¢ > k'). Observe que, como f; = f|u, deve ser uma coloragao
aciclica de H;, para cada i € [n], temos que M; = [k + (] \ f(H;), o conjunto das cores
nao usadas em H;, tem cardinalidade no maximo ¢. Sendo assim, como por (x) vale que
UL, M; = [k + (], temos: k+ ¢ = |J_, M;| < ¢-n. Segue, portanto que £ > —£- e, como

k

¢ & um valor inteiro, tem-se { > s = [ 5] como desejado.

O

3.4 Produto Forte

Este produto é o que se sabe menos a respeito no que concerne a grafos direci-
onados. Provamos alguns resultados a respeito de ciclos, novamente, buscando generalizar
alguns resultados conhecidos em colorac¢ao de grafos nao-direcionados. Em (VESZTER-
GOMBI, [1979), o autor demonstra a seguinte igualdade para o produto de ciclos impares

de tamanho maior do que 3.

Teorema 3.11. (VESZTERGOMBI, 1979) Para todo k > 2 e para todo n > 2, tem-se
que X(C2k+1 X C2n+1) = 9.

Nos moldes do resultado acima, investigamos o nimero cromético aciclico do
produto forte de ciclos direcionados C),, X C,,, e fornecemos valores exatos para todos os

valores de n e m.

Denotamos o conjunto de vértices de um ciclo direcionado C,, pelo conjunto
[n]; sendo assim, tem-se ij € E(C,,) se, e somente se, j = (i + 1) mod n. Dessa forma,
se G = C,, K C,, entdo temos que V(G) = [m] x [n] e

(i=j Nk=({+1) modn)V
(i,k)(j,0) € BE(G) <= S (k=0 A i=(j+1) modm)V
(i=({+1) modm A k=({+1) modn)
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Para cada i € [m], denotamos por L’ o conjunto {(z,5) | j € [n]} e para cada
J € [n], denotamos por CY o conjunto {(i,7) | ¢ € [m]}. Dai, L’ representa a i-ésima
copia de C,, enquanto CV representa a j-ésima copia de C,,. Agora dada uma k-coloraciao
f de C,, ® C,,, e uma cor ¢ € [k], dizemos que f quebra ¢ horizontalmente em j se nao
existe aresta monocroméatica de cor ¢ entre vértices de C7 e vértices de C/!. Dizemos
também que f quebra ¢ horizontalmente se f quebra ¢ horizontalmente em j, para algum
j € [n]. De maneira analoga, dizemos que f quebra ¢ verticalmente em i se nao existe
aresta monocromatica de cor ¢ entre vértices de L! e vértices de L', Dizemos ainda
que f quebra c verticalmente se f quebra c¢ verticalmente em i, para algum i € [m]. O

seguinte lema é uma ferramenta util para as demonstragoes subsequentes.

Lema 3.1. Sejam G = C,, X C, e f : V(G) — [k]. Se f quebra ¢ horizontalmente e

verticalmente para todo c € [k], entao f € uma coloragao aciclica de G.

Prova. Suponha, por contradi¢ao, que f : V(G) — [k] gera um ciclo de cor ¢, para algum
¢ € [k]. Seja C = (wy,...,wy) tal ciclo. Defina C’ como o conjunto dos vértices de
Cn, aparecendo em C| isto ¢, C" = {i € [m] | para algum ¢t € [(] e para algum j € [n]
tem-se wy = (i,7)}. E defina C” = {j € [n] | para algum t € [{] e para algum i € [m)]
tem-se w; = (4,7)}. Escrevendo w; = (i, ), pela defini¢do de produto forte, como cada
um desses elementos ¢ distinto, devemos ter C' = {i,...,i + s}, para algum s € [{ — 1]
e, analogamente, devemos ter C” = {j,...,j + r}, para algum r € [¢ — 1]. Note que ao
menos um dentre os conjuntos C’ e C” deve ter cardinalidade maior do que 1 pois, caso
contrario, C' seria um lago, o que nao é permitido neste trabalho. Suponha, sem perda da
generalidade, que |C’| > 2, ou seja, s > 1. Novamente, pela defini¢ao de produto forte,
devemos ter (i + s)i € E(Cy,), isto é, i = (i + s+ 1) mod m. Pela Regra do Corte,
devemos ter (s +1) = 0 mod m. Ou seja, s + 1 é um multiplo (ndo-nulo, pois s > 1)
de m. Logo, |C’| > m. Portanto, C' passa por todas as linhas de C,,, X C,,. Como C ¢é
monocromético de cor ¢, existe uma aresta de cor ¢ entre a linha L’ e a linha L0+ modm
para todo i € [m], logo f ndo quebra ¢ horizontalmente.

[

Finalmente estamos prontos para provar o resultado principal desta subsecao.

Teorema 3.12. Sejam C,,, C, ciclos direcionados com m e n vértices, respectivamente.
Entao,

1. Sem =n =2, entio x,(C,, RC,) =4,

2. Sem =3 en € {2,3}, entio x.(C,, XC,,) =3, e

3. Sen>3em >4, entio x,(C,, X C,,) = 2.

<> <>
Prova. 1. Observe que Cy X Cy = Ky, logo x,(Cy K Cy) = xo(K4) = 4.
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2. No caso em que n = 2, primeiro mostramos que x,(C5 X Cy) > 3. Suponha, por
contradigao, que f : V(C3) x V(Cy) — [2] seja uma 2-coloragao aciclica de C3 X Cs.
Para acompanhar a prova, observe a Figura [9) Lembramos que V(C3 K Cp) =
{(4,4)|i € [3],5 € [2]}. Como ((1,1),(2,1),(3,1)) é um ciclo, devemos ter duas cores
aparecendo nestes vértices. Além disso, pelo Principio da Casa dos Pombos, alguma
cor aparece em exatamente dois vértices. Suponha, sem perda da generalidade, que
f(1,1) = f(1,2) = 1. Agora, como (7,7),((3 —i),7)) é um 2-ciclo, para todo
(1,7) € [3] x [2], temos que f(i,7) = 3 — f(3 —14,7). Dessa forma, pela suposi¢ao
acima, devemos ter f(2,1) = f(2,2) = 2. Como ((1,2),(2,2),(3,2)) é um ciclo,
devemos ter f(3,2) = 1. Obtemos entao que o ciclo ((1,1),(2,1),(3,2)) é um ciclo
monocromatico de cor 1. Logo, f nao é aciclica e, portanto, y.(Cs X Cy) > 3.
Agora, como x,(C3 X Cy) C C5]Cs] e x4(C5[Cs]) = 3 pelo Corolario 3.3] temos que
Xa(C3 X Cy) < 3. Logo, x.(Cr, X C,,) = 3.

No caso em que n = 3, temos que x,(C3XC3) < 3, pois x,(C3XC5) C C5[Cs] e, pelo
Corolério B.3] temos que x,(C5[C5]) = 3. Mostramos, agora, que x,(Cs X C5) >
2 testando todas as possibilidades de uma 2-coloragao de C3 X (5. Note que, a
menos de uma mudanca de rétulos, existe apenas uma coloracao possivel para C*.
Usaremos as cores cinza (C) e preto (P) nas coloragoes da Figura[L0] Fixaremos a
coloracao de C' em CCP. Com isso, a linha L! s6 pode ser colorida de duas formas:
CPP ou CCP. Exibimos as 16 possiveis coloracoes para o primeiro caso, o outro é
analogo. Veja que nenhuma dessas coloragoes é aciclica. Portanto, x,(C3XC3) > 2.

3. Temos que x,(G) > 2, pois G contém ciclos. Mostramos que x,(G) < 2, exibindo
uma 2-coloragao aciclica. Seja f : V(G) — [2] como segue (observe a Figura[l1] para
acompanhar a construgao):

Para (7,7) € [m] x [3], fazemos

o l,set=353=1,j=2e1>3, ouj=3e1 <3
fi,j) =

2, caso contrario.

Nos demais vértices, colorimos as copias C? com exatamente duas cores cada, de
maneira arbitraria, de forma que cada copia receba a mesma cor.

Veja que os tnicos vizinhos de (1,1) em C? sao (1,2) e (2,2), que estao coloridos
com a cor 2. Logo f quebra 1 horizontalmente. Veja também que a vizinhanca de
(1,2) e (2,2) em C? & (1,3),(2,3),(3,3) que estao coloridos com cor 1. Logo, f
quebra 2 horizontalmente e, como cada copia de C), esta colorida com 2 cores, f

quebra as cores 1 e 2 verticalmente e, assim, pelo Lema f & aciclica.

]
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Figura 9 — Prova passo a passo de que uma 2-coloragao de C3 X Cy nao pode ser aciclica

BEE®

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 10 — As 16 coloracoes de C3 X Cs, fixada a coloragao CCP da coluna C! e
coloracao C' PP da linha L' e as 16 coloracoes de C3 X Cj, fixada a coloracao CCP da
coluna C* e a coloracao CCP da linha L'. Em cada uma delas mostramos o ciclo
monocromatico formado pelas arestas em destaque

PN

S
W e\

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 11 — 2-coloragao de C, K C,,, comn >3 em >4

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4 GRAFOS COM LARGURA EM ARVORE LIMITADA

Neste capitulo, damos um limitante para o niimero cromético aciclico de um
grafo orientado em funcao de sua largura em arvore e um algoritmo FPT que decide em
tempo O(k™ - o7’ n) se um dado digrafo G com n vértices e largura limitada por tw

possui uma k-coloracao aciclica.

4.1 Limitante

Sabe-se que se um digrafo G possui largura em &arvore limitada por tw, entdao x(G) é
no maximo tw + 1. Como o nimero cromatico aciclico é uma generalizagao do niimero
cromatico, bastando ver um grafo G como um digrafo que possui os arcos uv e vu sempre
que a aresta uv € F(G), entao esse limitante se mantém valido para o nosso problema.

Porém, quando G é um grafo orientado, o limitante pode ser melhorado, como segue.

Teorema 4.1. Seja D uma orientacao do grafo simples G que possui largura em drvore

tata]

no mdzimo tw. Entdo, x.(D) < [
Prova. Por inducao no nimero de vértices n = |V(G)|. Sejam (T, {X;}iev(r)) uma de-
composicao em arvore boa de G e t € V(T') um no6 folha. Consideramos que os nos folhas
sdo conjuntos unitarios. Podemos supor que X; contém um vértice u € V(@) tal que u nao
estd em nenhum outro Xy, para todo t' € V(T —t). Considere o grafo G' = G \ u. Temos
que tw(G’) < tw. Por indugao, conseguimos uma coloracdo f : V(G') — {1,..., [22t]}.
Como no méaximo tw cores aparecem em X; \ u, temos que alguma classe de cor contém
no maximo um vizinho de u, digamos a cor i. Fazendo, entdo g : V(G) — {1,..., [%]}
tal que g(v) = f(v), para todo v € V(G — u) e g(u) = i, ndo produzimos um ciclo de cor
i, pois G é simples.

[

4.2 Algoritmo FPT

Nesta secao, apresentamos um algoritmo de programagao dindmica para o problema res-
trito a digrafos com largura em arvore limitada. Antes de definirmos como serao as
entradas da nossa tabela de programacao dinamica, precisamos de algumas notacoes e
defini¢oes adicionais.

Dado um grafo GG, definimos o didmetro de G, denotado por diam(G), como
sendo o tamanho do maior caminho minimo entre dois vértices de G.

Dada uma arvore enraizada T' = (V, F), existe uma parti¢ao dos nés de acordo
com a maior distancia até uma folha. Formalmente, seja h : V(T') — {0,1,...,m} tal que
h(t) = max {|E(P)| | P é um (¢,¢)-caminho e ¢ & folha}, e seja p = diam(T"). Podemos,
entao, escrever V(T') = {Vy, V4,...,V,} onde V; é constituido dos nos ¢ tais que h(t) = 1.
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Denote por n; a cardinalidade de cada V; para cada ¢ € [p]. Uma ordenagao bottom-up de
V(T) é uma ordem (vi1,...,Vips- .-, Upl,- .- Upy,) tal que Vi = {vj1,...,vin, }. A ordem
entre elementos do mesmo conjunto V; nao é importante. Chamamos ¢ de altura de v € V;
na ordenagao bottom-up. O algoritmo de programacao dindmica ira percorrer os nos da
arvore de decomposigao de acordo com a ordenacao bottom-up. Sendo assim, ao calcular
a tabela relacionada a um determinado noé, ja estaremos de posse das tabelas dos seus nos
filhos. A seguir, descrevemos do que consiste estas tabelas.

Dado um digrafo G, seja (T, { X }iev(r)) uma decomposigao em arvore boa do
grafo subjacente a (G, e considere um né ¢ da decomposicao. No problema de coloragao
de grafos nao direcionados, é suficiente guardar, para cada coloragao f possivel de X;, se
f pode ser estendida para G; uma vez que cada nd t é um separador de G e a coloracao
propria nao permite vértices adjacentes numa mesma cor. Porém, dada uma coloracao
acilica g : V(Gy) — [k], e dado S C V(G), pode ocorrer de, ao adicionar um vértice
novo numa cor, coloragoes que, quando restritas a X; sao idénticas, sejam tais que uma
podera ser estendida, enquanto outra ndo. Veja por exemplo as coloragoes da Figura [12]
Isto nos diz que nao é suficiente saber se uma coloracao f de X; pode ser estendida para
uma coloragao aciclica de G;. Devido a isso, dado um n6 t € V(7T') e uma k-coloracao g
de Gy, dizemos que H = (X, E') representa g em X, se para todo par u,v € X;, temos
que uv € E’ se, e somente se, existe um (u, v)-caminho monocromatico por g em G;. Ao
construir nossa tabela de programacao dindmica, precisamos guardar informacao nao so
da existéncia de uma funcao f que seja coloracao aciclica, mas, também, o digrafo H que

representa f. Tal digrafo é tinico como mostra a proposicao abaixo.

Proposicao 4.1. Sejam G um digrafo qualquer, S C V(G) e f uma k-coloracio de G.
Se ambos Hy = (S, E') e Hy = (S, E") representam f em S C V(G), entio E' = E".

Prova. De fato, sejam u,v € S tais que uwv € E’, entdo existe um (u, v)-caminho mono-
cromético por f em G. Mas, como H, representa f em S, temos que a aresta uv € E”.
Portanto, £ C E”. Analagomente, obtem-se a inclusao contraria. Assim, temos £’ = E".

[

Figura 12 — Duas 2-coloragoes distintas que coincidem em S = {vq, v3,v4}, destacado
nos quadros menores. A segunda coloragao é aciclica, enquanto a primeira nao é

B B
&8 |e—e

| |

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Considere uma Decomposigio em Arvore Boa (T, {X; }iev (1)) enraizada no no
r de G = (V, E) um digrafo com n vértices e largura em arvore no maximo tw. Para cada
t € V(T), definimos o conjunto de fungoes F; = {f : X; — [k]}. Para cada coloracao
f € Fi, definimos a familia H; de digrafos cujo conjunto de vértices é X; e todas as suas
arestas sao monocromaticas em f, isto é, H,(f) = {H = (X, E(H)) | wv € E(H) =
f(u) = f(v)}. Agora, para cada f € F; e para cada H € H,(f), definimos:

1, se existe uma k-coloracao aciclica f’' de G
alf, H] = que estende f e H representa f’;

0, caso contrario.

Sejam f € F, e H € H,(f). Definida a nossa tabela, a resposta que buscamos
é o valor de ¢.[f, H], pois G, = G.

Iremos apresentar como ¢ feito o célculo de ¢[f, H] para cada tipo de no t,
dedicando um lema para cada. Mas antes de mais nada, gostariamos de ja poder deixar de
lado os casos cujo valor de ¢[f, H] é trivialmente 0. E para isso que servem as defini¢oes
a seguir.

Dizemos que um digrafo H é transitivo quando para todo {u,v,w} C V(H),
se {uv,vw} C E(H), entdo uw € E(H). A aresta uvw ¢é chamada de aresta transitiva.
O digrafo obtido de H pela adicao de cada aresta transitiva que falta é chamado fecho

transitivo de H, e é denotado por ft(H).

Lema 4.1. Sejam f uma k-colora¢iao de X, e H € H(f). Se Gy possui um ciclo mo-
nocromdtico por f, ou se H nao é um digrafo transitivo e aciclico contendo toda aresta

monocromdtica de G[X3], entao ¢;[H, f] = 0.

Prova. Suponha que f possui ciclo C' monocromatico em G;. Seja V(C) = {vy,...,v,}.
Temos que f(v;) = ... = f(v,). Note que se uma coloracao f’ estende f, entdo deve-se
ter f'(v;) = f(v;), para cada i € [g]. Logo f’ nao ¢é aciclica. Portanto, ¢[f, H] = 0.
Veja que uma aresta monocromética uv € E(G[X;]) define um caminho monocromatico.
Portanto, se uwv € E(G[X;]) \ E(H), entdo H ndo pode representar qualquer extensao
de f, logo ¢[f, H] = 0. Suponha, agora, que H representa f' : V(G;) — [k] em X,
mas nao seja transitivo. Entao, existe {u,v,w} C V(H) tais que {uv,vw} C E(H), mas
ww ¢ E(H). Como H representa f’, existem um (u,v)-caminho monocromético e um
(v, w)-caminho monocromético em Gy. Concatenando tais caminhos, obtemos um (u,v)-
passeio monocromatico em Gy. Pela Proposigao[2.1] vista no Capitulo 2, tal passeio contém
um (u,w)-caminho monocromatico, mas vw ¢ E(H). Logo H nao pode representar f’.
Finalmente, suponha que H contenha um ciclo (vy,...,v;) e H representa uma coloragao
aciclica f. Pela definicao de (H);, f(v1) = f(ve) = ... = f(v;). Entao existem caminhos
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monocromaticos entre vy e vq, entre v, € v3 € assim sucessivamente. Ao concatenarmos tais
caminhos obtemos um passeio fechado, que produz um ciclo monocromatico de cor f(vy).

Logo f nao é aciclica, contradigdo. Portanto, se H nao é viavel, temos ¢[f, H = 0. O

Como nao queremos considerar digrafos em que o conjunto de vértices é vazio,
podemos assumir que as folhas sao conjuntos unitarios. O lema a seguir nos mostra o

caso mais simples, o dos noés folha.

Lema 4.2. Sejam G um digrafo, (T,{X;}iev(r)) wma decomposicao em drvore boa de G,
t um nd folha de T e f € F;. Entao, ¢;[f, (X, 0)] = 1.

Prova. Digamos que seja X; = {u}. Veja que f(u) = ¢, para cada i € [k] sdo as tnicas
coloragoes possiveis de X;. Um grafo vazio representa qualquer uma dessas coloragoes de

X, logo ¢ [f, ({u},0)] = 1.
O

Agora, seja t € V(T) um n6 de introdugdo, com filho ', e seja v € V(G) o
vértice que é introduzido por t. Observe que pares de vértices de Xy podem, agora, ser
ligados por um caminho passando por v. Por isso é preciso considerar que a entrada
¢l f, H] seja positiva devido a uma entrada (H’, f’) na tabela de ¢’ onde [’ = f\xt/’ mas
H' nao necessariamente ¢ igual a H — v. Queremos entao descrever que tipo de digrafo
H' é¢ um bom candidato.

Seja ¢ = f(v) e H, a componente fraca de H de cor ¢ contendo v. Sejam S~ o
conjunto dos ancestrais de v em H,. e ST o conjunto dos descendentes de v em H,. Suponha
que H é transitivo, aciclico e tal que toda aresta monocroméatica de G[X;] esta contida
em H. Dizemos que H ¢é vidvel se, adicionalmente, tem-se: para todo u € S~ \ Ng, (v),
existe w € N, (v) tal que uw € E(H); e, para todo u € ST\ N¢ (v), existe w € NZ, (v)
tal que wu € E(H). O seguinte lema também nos ajuda a ignorar os digrafos H em que

a entrada ¢[f, H| de um né de introdugao ¢ trivialmente 0.

Lema 4.3. Sejam G um digrafo, (T, { X }iev(r)) uma decomposi¢io em drvore boa de G
et um no de introdug¢io de T com filho t', onde X; = Xy U{v}. Sejam ainda f € F; e
H e H(f). Sec|f,H] =1, entao H € vidvel.

Prova. Seja g uma coloracao aciclica de G; que estende f e que é representada por H em
X, pelo Lema[d.1] H deve ser aciclico, transitivo e conter todas as arestas monocrométicas
de G;. Além disso, suponha que u seja um descendente de v, vu € F(H), mas u nao seja
vizinho de saida de v (isto &, u € S*\ N (v)). A tnica maneira de existir um caminho
monocromatico em g entre v e u em G € existir um caminho monocromatico entre algum
w € N (v) e u. Logo wu € E(H). O argumento para os ancestrais ¢ analogo.

]
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Agora, para definir exatamente que entradas da tabela de t', filho do n6 intro-
dugao t, devem ser verificadas, primeiro definimos um grafo base minimo H,,;, = (Xy, E’)
onde E’ é obtido de E(H) como segue. Sejam S~ o conjunto dos ancestrais de v em H e
ST o conjunto dos descendentes de v em H. Primeiro, remove-se todas as arestas entre S—
e ST. Em seguida, adiciona-se toda aresta monocromatica de G[Xy] que eventualmente

tenha sido removida. Mais formalmente, sendo ¢ = f(v), tem-se:

E'=(E(H - v)\[S7,5"]) U{uw € B(G[Xy]) | f(u) = f(v) = c}.

Agora, serd necessario investigar todo supergrafo adequado de H,,;, que seja
subgrafo de H. Para isso, definimos Z = {H! D H,;,, | I C [S™,5T] e Hl = ft(H i U
I)}. Um exemplo da defini¢do de H,,;, pode ser visto na Figura

Figura 13 — Aqui temos X; = {v, vy, va, v3,v4,v5} € 08 conjuntos S~ = {vy,v5} e
ST ={v3,v4}. A componente fraca de H. contendo v esta a esquerda. Tomando como
exemplo o conjunto I = {vy,v4}, o digrafo H' esta a direita

o6& b b0 06
(v) (v)

Fonte: Elaborado pelo autor.

A seguinte proposi¢ao nos mostra que, de fato, todo digrafo em Z é um subdi-
grafo de H.

Proposicao 4.2. Sejam t nd de introducao, f € F, e H € Hy(f) vidvel. Além disso,
seja I C[S™,S%] e H = ft(Hpin UI). Entio, H' C H. Ademais, E(H —v)\ E(H') C
[57,57].

Prova. Ja temos que V(H') = Xy C X; = V(H), resta mostrar que E(H!) C E(H).
Seja, entdo, uw € E(H!). Se uw € H,,, nada a fazer. Como H é transitivo, todas
as arestas entre ST e S™ estdo em H, em particular I C E(H). Suponha, por fim,
que uw foi adicionada ao tomar o fecho transitivo de H,,;, U I. Entao, existem u =
T1,...,T, = w tais que o caminho (zi,...,z,) esta contido em H,,; U I. Assim, para
cada i € [q — 1], x;x;1 é aresta de H,,;, ou de I. Em todo caso, ja que H é transitivo,
temos x;z; € E(H), para todo ¢ < j < ¢ — 1. Em particular, 21z, € E(H). Para o que
resta, observe que [S™, ST] C E(H —v). Além disso, pela construc¢ao de H,y,, temos que

E(H_U>\[S_7S+] gE(Hmm) L
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De posse das ferramentas previamente apresentadas, estamos prontos pra de-

monstrar o lema a seguir, que resolve o caso em que o n6 t € um noé de introdugao.

Lema 4.4. Sejam G um digrafo, (T, {X;}sev(r)) uma decomposi¢io em drvore boa de G,
t um no de introdugcao de T' com filho t', onde X; = Xy U{v}. Sejam ainda f € F; e
H € H(f). Entao ¢;[f, H] = 1 se, e somente se, eviste H' € T tal que cp[f', H] = 1,
onde f' = f|Xt/'

Prova. Suponha primeiro ¢[f, H] = 1; queremos mostrar que existe uma k-coloragao
aciclica g de Gy que estende f’ e é representada em X, por algum H! € Z. Pela definicao
de ¢[f, H], existe uma k-coloragao aciclica f” de G; que estende f e H representa f”
em X;. Seja g = fl’é T Temos que g estende f’ e é k-coloragao aciclica de Gy, portanto
resta mostrar que H', o digrafo que representa g, ¢ um digrafo em Z. Observe que como
Gy = Gy — v, temos que todo caminho de Gy, com exce¢ao daqueles que passam por v,
também existem em Gy. Isso nos diz que E(H[X¢])\E(H') C [S™, ST]. Sendo assim, para
que tenhamos H' = H! para algum [ C [S~,ST], ¢ suficiente mostrar que H,,;,, C H'.
Como V(Hyin) = V(H') = Xy, precisamos mostrar que E(H,,;,,) € E(H'). Suponha
uw € E(Hpn). Como Hym C E(H), existe um (u, w)-caminho P em Gy. Se v ¢ V(P),
entao segue que uw € F(H'). Caso contrario, observe que a existéncia de P e o fato de
H ser transitivo nos da que u € S~ e w € ST. Logo, se uw € E(H,;,), significa que
uw € E(Gy) ou uw foi introduzida quando foi tomado o fecho transitivo de (Xy, E”). Se
ocorre o primeiro, segue que vw € E(H') diretamente. Caso contrario, existem z € S~ e
y € ST tais que zy € F(Gy) e {ux,yw} € E(H), pois H é viavel. Se o (u, x)-caminho
Py e o (y,w)-caminho P, nao contém v, temos que {uzx,xy,yw} C FE(H') e portanto
ww € E(H'), ja que H' é transitivo. Além disso, observe que se v € V(P;) entdo x € ST
esev € V(P,), entao y € S~. Veja que nenhuma dessas situagoes pode acontecer, ja que
reS,yeSTeS NSt =0. Assim, H,,;, C H', como querfamos demonstrar.
Suponha agora que existe H! € T tal que cy[f’, H'] = 1, onde f' = fix,-
Pela definigao de cy[f’, H!], existe uma k-coloracao aciclica f” de Gy que estende f’ e é

f'(u), seu#w

f(v), seu=w
vez que g estende f, por construgao, resta mostrar que g é uma k-coloracao aciclica de

representada por H. Seja g : V(G;) — [k] definida por g(u) = Uma

G, representada por H. Por contradi¢ao, suponha que g produz um ciclo monocromatico
C = (v1,v9,...,v4). Devemos ter v € V(C), caso contrario, C' estaria contido em Gy,
contradizendo o fato de f” = 9, Ser coloracao aciclica de Gy. Suponha entao, sem
perda de generalidade, que v = v;. Como X, é separador, temos que v,v, € X¢; logo
VU9, Vv S0 arestas monocromaticas de G[X;], e portanto {vvy,v,0} C E(H). Sendo
assim, tem-se v, € S, vy € ST e, como H & transitivo, segue que v,v2 € E(H). Ademais,
porque o caminho (vs, . ..,v,) estd em Gy e H' representa f” tem-se que vyv, € E(H'),

absurdo, pois pela Proposicao , temos que vyv, € E(H), o que nos daria um 2-ciclo
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em H. Portanto, g é k-coloragao aciclica. Agora mostramos que H representa ¢, ou seja,

que cada par de vértices u,w € Xy, a aresta uw € FE(H) se, e somente se, existe um

(u, w)-caminho monocromatico em Gj.

(=) Se uw € E(H!), nada a fazer, pois H! representa f” em Gy. Suponha, entdo
uw € E(H)\ E(H'). Analisamos os casos:

(a) w=wv:seu€ N (v)entdo (u,v) ¢ o caminho que procuramos; logo suponha
u ¢ N~ (v). Como H é viavel, existe z € N~ (v) tal que uz € E(H). Como
{u,z} € 57, temos que uz € E(H!). Logo, existe um (u, z)-caminho P em
Gy. Tal caminho concatenado com a aresta zv nos da um (u, v)-caminho em
G.

(b) u = v: analogo ao item (a).

(¢) v & {u,w}: tem-se, entdo, que u € S~ e w € ST, ja que (E(H) \ E(H')) C
[S7,ST]. Observe que {uv,vw} C E(H), uma vez que H é transitivo, isto é,
S~ = Ny(v) e ST = Nj(v). Aplicando os itens (a) e (b), conseguimos um
(u,v)-caminho e um (v, w)-caminho que, concatenados, produzem o (u,w)-
caminho desejado.

(<) Seja P um (u,w)-caminho em Gy;. Se v ¢ V(P), entdo uw € E(H!) e estamos
satisfeitos ja que H! reprpesenta f” em Gy; logo suponha o contrario e escreva
P=(w=wv,...,v =uv,...,9 =w). Como (vy,...,v,_1) € (Vit1,...,7,) S&0
caminhos em Gy e H' representa f” em Xy, temos que {viv;_1,v;i11v,} € E(H").
Como v;_1 € N~ (v) e v;41 € NT(v), H contém as arestas monocromaticas de G[X/]
e ¢é transitivo, temos que {v1v,vv,} C E(H). Logo, v1v, € E(H), como querfamos.

[

Seguimos agora para o caso em que t ¢ um no de abandono. Antes de apresentar

como fazer o calculo, precisamos de mais algumas defini¢goes. Seja t € V(T') um no de
abandono, com filho ', e seja v € V(G) para o qual X; = X \v. Dada uma coloragao f de
X, e uma coloragao f’ de Xy que estende f tal que f'(v) = ¢, definimos as vizinhangas de
entrada e saida de v na cor ¢ como N, (v) = Nx,(v)N f'~!(c) e Nf (v) = N¥ (v) N f'~}e),
respectivamente. Definimos, também, d.(v) como o conjunto de arestas incidentes em v
e em algum u € N, (v) U NS (v). Para cada cor ¢ € [k], definimos Ex.(H) como sendo
a familia de digrafos H' tais que E(H) U d.(v) C E(H'), H' ¢é transitivo e H é subgrafo
induzido de H'.
Lema 4.5. Sejam G um digrafo, (T,{X;}iev(r)) wma decomposicao em drvore boa de G,
t um nd de abandono de T com filho t', onde X; = Xy \ {v}. Sejam ainda f € F; e
H € Hi(f). Entao, ¢[f, H] =1 se, e somente se, existem ¢ € [k] e H € Ex.(H) tais que
colf',H') =1, onde f" € coloragao de Xy que estende f e f'(v) = c.

Prova. Suponha primeiro que ¢[f, H] = 1; queremos mostrar que existem ¢ € [k] e
H' € Ex.(H) tais que cp[f’, H'] = 1, onde f’ & coloragao de Xy que estende f e f'(v) = c.
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Pela definigao de ¢;[f, H], temos que existe uma k-coloragao aciclica g de Gy que estende
f e H representa g em X;. Como G; = Gy, tem-se que g também é k-coloragao aciclica de
Gy. Seja entao ¢ = g(v) e considere H' o digrafo que representa g em X,/; por definigdo
sabemos que cy[f’, H'] =1, onde f’ = gx,. Resta entao mostra que H' € Ex.(H). Para
isso, pelo Lemal[4.1], ¢ suficiente mostrar que H é subgrafo induzido de H' e que H’ contem
as arestas de cor ¢ que incidem em v. Sejam, entao, u,w € X; C Xy tais que uw € F(H).
Como H representa g em X, existe um (u, w)-caminho monocromético P em G;. Temos
que P é caminho monocromatico também em Gy. Logo, uw € E(H'), pois H' representa
g em Xy. Da mesma forma, se uw € F(H') com {u,w} C X;, entdo uw € E(H) uma vez
que H representa g em X;. Logo H é subgrafo induzido de H'. Seja agora uv uma aresta
de é.. Note que uv € E(G[Xy]), e como H' representa g em Xy, temos que uv € E(H'),
como queriamos demonstrar.
Suponha agora que existem ¢ € [k] e H' € Ex.(H) tais que cy[f', H'] = 1,
onde f’ é coloragao de Xy que estende f e f'(v) = ¢. Queremos mostrar que ¢[f, H] = 1,
isto é, queremos encontrar uma coloracao aciclica g : V(Gy) — [k] tal que g|x, = feg
é representada por H em X;. Como cy[f’, H']| = 1, por defini¢ao temos que existe uma
coloragao aciclica f” : V(G;) — [k] de Gy que estende f’ e H' representa f” em X. Como
Gy = Gy, temos que f” &€ uma coloragao aciclica de G; que estende f. Resta mostrar que H
representa f” em X, isto é, que para cada par de vértices u,w € Xy, a aresta uw € E(H)
se, e somente se, existe um (u, w)-caminho monocromatico por f” em G,. Sejam, entao,
u,w € Xy tais que vw € E(H). Temos que uw € E(H') pois H é subgrafo induzido de H’,
por definigao. Como H' representa f” em X;», existe um (u, w)-caminho monocromético
por f” em Gy = Gy, e estamos feitos. Seja agora um (u,w)-caminho monocroméatico
P em Gy, com u,w € V(H). Temos que P C Gy novamente pois Gy = G;. Assim,
uw € E(H') pois H' representa f” em Xy. E como H ¢é subdigrafo induzido de H’, temos
que uw € F(H), como queriamos demonstrar.
]

Para o dltimo caso, em que t ¢ um no6 de juncgao, utilizamos a seguinte definicao.
Seja t um no6 de juncao, com filhos t; e to. Dados Hy € Hy, (f) e Hy € Hy,(f), dizemos
que Hy e Hy combinam em H se H = ft(H, U Hy).
Lema 4.6. Sejam G um digrafo, (T, {X;}icv(r)) uma decomposi¢ao em drvore boa de G e
t um nd de jung¢ao com filhos t1,ts. Sejam ainda f € F; e H € Hy(f). Entao ¢,[f, H] =1
se, e somente se, existem Hy € Hy (f) e Hy € Hy,(f) que combinam em H tais que
enlf, Hi) = e, |f, Ha] = 1.

Prova. Suponha primeiro que ¢;[f, H|] = 1; queremos mostrar que existem H; € Hy, (f) e
Hy € Hy,(f) que combinam em H e tais que ¢, [f, H1| = ¢, [f, Ha] = 1. Pela defini¢ao de
¢l f, H] temos que existe uma k-coloragao aciclica f’ de G; que estende f e H representa

f"em X;. Como, para cada i € [2], Gy, ¢ um subgrafo de G, temos que f; = f’ restrita
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a Gy, € também uma k-coloracao aciclica de Gy,. Desta forma, sendo H; o representante
de f; em X, = X;, temos que ¢, [f, H;] = 1, para cada i € [2]. Resta mostrar que Hy, Hy
combinam em H, ou seja, sendo H' o fecho transitivo de H; U H,, mostramos que H = H'.
Considere primeiro uv € E(H). Logo, existe um (u, v)-caminho monocromético P em Gy,
pois H representa f’ em X;. Se P C Gy, para algum i € [2], temos que wv € E(H;) para
algum i € [2] e, portanto, uv € E(H'). Suponha, entao, que P nao esteja contido em Gy,
para cada i € [2]. Como X, separa Gy, \ X; de Gy, \ Xy, devemos ter intersegoes entre
vértices de X; e vértices de P. Seja {u = wy,...,w, = v} o conjunto de tais intersecoes,
listadas na ordem em que aparecem no caminho. Seja ainda I C [¢ — 1] contendo i tal
que o subcaminho P; de P entre w; e w;;1, esteja contido em Gy,. Temos, entao, que
as arestas w;w; 11 € E(H)) NE(H) sei € I, e wyw;41 € E(Hy) N E(H) caso contrario.
Logo, wyw;11 € E(H;) U E(H;). Como H' é transitivo, temos que w;w; € E(H'), para
todo 1 < 4,5 < ¢ e, em particular, wyw, = ww € E(H'). Seja agora, uv € E(H').
Se uwv € F(H;), para algum ¢ € [2], entdo existe um (u,v)-caminho monocromatico em
G, € Gy. Como H representa f' em Xy, temos que uv € E(H). Suponha entao que uv
é uma aresta que surgiu ao tomarmos o fecho transitivo de H; U Hy. Entao, existe um
caminho (v = wy,...,w, = v) em H; U H, tal que a aresta w;w; 41 estd contida em H; ou
H,, para cada j € [¢—1]. Como H; representa f; em X;, para cada i € [2], temos que existe
um (w;, w;1)-caminho P; contido em Gy, ou em Gy,. A concatenacao dos caminhos P,
para j € [¢ — 1], nos d& um (u, v)-caminho monocromatico em G,. Portanto, uv € E(H)
e, assim, H; e Hy combinam em H, como queriamos demonstrar.

Agora suponha que existem Hy € Hy, (f) e Hy € Hy,(f) tais que ¢, [f, Hi] =
¢nlf, Ho) = 1. Queremos encontrar uma coloragao aciclica f' : V(G;) — [k] tal que
f'lx, = f e f' é representada por H em X;. Pela definigdo de ¢, [f, H;], para cada
i € [2], existem k-coloragoes aciclicas fi, fo de Gy, e Gy,, respectivamente, de forma que
fi estende f e H; representa f; em X;,, para cada i € [2]. Seja f': V(G;) — [k] tal que:

filv), seveV(Gy)

'"(v) = . Primeiro mostramos que f’ é uma coloragao aciclica
fa(v), caso contrario

de G; que estende f.

Como f'(v) = fi(v) = f(v) paratodo v € Xy, temos que f’ estende f. Suponha
que f’ nao seja aciclica e seja C' um ciclo monocromatico de G;. Pela escolha de f;, temos
que C nao pode estar contido em Gy, para cada i € [2]. Como X; separa Gy, \ X; de
Gy, \ Xi, devemos ter que C intersecta X;. Seja V(C)NX; = {wy,...,w,} e suponha
que tais vértices estejam enumerados de acordo com o sentido do ciclo. Sejam {P,;}1<;<,
os (w;, w;41)-caminhos que formam o ciclo C' (assumimos w; = wy4 por comodidade de
notagao). Para cada i € [g], ou V(P) C V(Gy,) ou V(P) C V(Gt,). Em ambos os
casos tem-se que w;w;+1 € E(Hy) ou wyw;y1 € E(H,), pois H; representa f;, para cada
i € [2]. Desta forma, o ciclo direcionado (wy, ..., w,) esta contido em Hy U Hy.Temos uma

contradicao, ja que Hy U Hy C H e H ¢ aciclico. Logo, f é aciclica.
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Mostramos, agora, que H representa f’ em X;. Primeiro, considere uv € E(H);
queremos mostrar que existe um (u, v)-caminho monocromético em G;. Se uv € E(H;),
para algum i € [2], como H; representa f; em X, existe um (u, v)-caminho monocromaético
em G;, C Gy, e estamos feitos. Suponha entao que uv é uma aresta de H que foi obtida
ao tomarmos o fecho transitivo de H; U Hs. Isso significa que existe um caminho P =
(u = wy,...,w, = v) contido em Hy; U Hy. Mas como H; representa f; em X, para
cada i € [2], tem-se que para todo j € [¢], existe um (w;, w;1)-caminho monocromaético
P; que esta contido em Gy, ou em Gy,. Concatenando os caminhos P;, para j € [q],
produzimos o (u,v)-caminho monocromatico desejado. Finalmente, seja P um (u,v)-
caminho monocromatico em Gy; queremos mostrar que wv € E(H). Se P C Gy, para
algum i € [2], entdo uv € FE(H;), jA que H; representa f; em X, ; e como H; C H, nao
héa o que fazer. Seja, entdao V(P) N X; = {u = wp,wy,...,w, = v} e suponha que tais
vértices estdo enumerados na ordem em que aparecem em P. Seja I C [¢ — 1] contendo j
tal que o (wj, w;41)-subcaminho monocromatico P; de P esta contido em Gy,. Como H;
representa f; em X;,, para cada i € [2], temos que as arestas wjw;; € E(Hy)sej€ e
wjw;y1 € E(Hy) caso contrario. Em particular, wjw;i1 € E(Hy) U E(H2) qualquer que
seja j € [¢ — 1]. Assim,w;w;y1 € E(H), para todo j € [¢ — 1]. Como H é transitivo,
wjw, € E(H) para todo 1 < j < £ < ¢g. Em particular, wyw, = uwv € E(H), como

queriamos demonstrar. O

Os lemas anteriores podem agora ser combinados para produzir o resultado

principal deste capitulo.

Teorema 4.2. Sejam G um digrafo com largura em drvore no mazximo tw e k um inteiro
positivo. Supondo que uma decomposi¢io em drvore boa (T, {Xihev(r)) de G de largura
tw € conhecida, € possivel decidir se G possui uma coloracao aciclica com k cores em
tempo O(k - 27" . ).

Prova. Para fazer o calculo da complexidade, utilizaremos a estratégia da ordenagao
bottom-up apresentada no comeco do capitulo, aplicando o lema adequado para cada
tipo de n6. Calculamos o tempo gasto em cada n6 e fazemos o produto pelo niimero de
no6s da arvore. O tempo gasto em um no6 ¢ é dado pelo tamanho da tabela de ¢ (que é igual
a quantidade de pares (f, H), onde f € F; e H € H,(f), multiplicado pelo tempo gasto
em cada entrada (f, H) da tabela ¢;. Primeiro observe que |F;| = k" uma vez que ha k
possibilidades para cada u € X;. Ja quanto a |H,(f)|, podemos considerar somente aque-
les digrafos que sao aciclicos, devido ao Lema [4.1] Sendo assim, para cada par u,v € Xj,
consideramos 3 possibilidades: somente a aresta uv esta em H; somente a aresta vu esta
em H; ou {uv,vu} N E(H) = §. Temos portanto um total de no maximo 3" digrafos a
serem considerados. Quanto ao tempo gasto em cada entrada, calculamos a seguir, para

cada tipo de noé.
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(a) t & um no6 folha: vé-se pelo Lemma 4.2 que leva tempo O(1);

(b) t é um no de introdugdo com filho ¢, onde X; = X U{v}: pelo Lema[1.4] sabe-se que
ci[f, H] = 1 se, e somente se, existe H! € Z tal que cy[f’, H] = 1, onde f’ = f‘th.
Logo, usando a notagao da prova do lema, basta verificar, para cada I C [S™,ST],
se cy[f’, H] = 1. Como [S~,S*] C E(H) e V(H) = X;, temos que a quantidade de
arestas nesse conjunto é limitada por tw?. Segue entio que |Z] < O(2"%%);

(¢) t é no de abandono com filho ¢/, onde X; = Xy \ {v}: pelo Lema [.5] temos que
ct[f, H] = 1 se, e somente se, existem ¢ € [k] e H' € Ex.(H) tais que ¢p[f', H'] =1,
onde f’ é coloragao de Xy que estende f e f'(v) = c¢. Considere ¢ € [k] e lembre-
se que Ex.(H) contem todo supergrafo H = (X, E’') de H tal que E’ contem ..
Como H', é aciclico, para cada u € X, temos 3 possibilidades: uwv € E',vu € E’, ou
{uv,vu} N E" = (). Segue entdo que |Ex.(H)| < 3"™. Como o ntumero de cores para v
é k, levamos tempo O(k - 3™).

(d) t énd de juncao com filhos ¢, to: pelo Lema ci|f, H] = 1 se, e somente se, existem
Hy € Hy, (f) e Hy € Hyy(f) tais que ¢, [f, Hi] = a,[f, H2] = 1. Sabemos, pelo o que
foi discutido anteriormente, que |H;,| = O(3'*), para cada i € [2]. Sendo assim,
precisamos testar um total de O((3%%)2) = O(9"*") pares.

Combinando tudo obtemos a complexidade anunciada, uma vez que a complexidade de

tempo nos noés é dominada pelo né do tipo jungao.
m

Devido a relacao conhecida entre o niimero cromatico aciclico e a largura em
arvore, obtemos o seguinte corolario.
Corolario 4.1. Seja G um digrafo com largura em drvore tw. Existe um algoritmo FPT

parametrizado pela largura em drvore de G que calcula o nimero cromdtico aciclico de G.

Prova. Podemos obter uma largura em arvore de G com tamanho no méximo 5tw + 4
(BODLAENDER et all 2016). Para cada k € {2,...,tw}, pelo Teorema podemos
calcular se G possui um coloracéo aciclica com k cores em tempo Q(k5wtd . 97(Gtw+4)>
n). Repetiremos o processo no maximo tw vezes, portanto, levamos tempo O(tw>*“*5 .
2706w+ L) — f(tw) - n pra apontar o nimero cromatico aciclico de G, satisfazendo a
condicao enunciada.

O
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, nés estudamos o nimero cromatico aciclico de digrafos, que
tem se mostrado como uma generalizagao natural do ntimero croméatico de grafos nao-
direcionados. A maior parte dos resultados aqui expostos se concentra no Capitulo
que trata sobre o produto de dois digrafos. Primeiro, provamos que o ntimero cromatico
aciclico do produto cartesiano de G por H é igual a max{y,.(G), x.(H)}, enquanto que,
no caso do produto direto, serd no maximo min{x,(G), x«(H)}. Em (HEDETNIEMI,
1966)) o autor conjecturou que a igualdade x,(G x H) = min{x.(G), xo(H)} era valida
para todos os grafos nao-direcionados, até que foi provada falsa em (SHITOV| |2019) e
como a coloragao aciclica de digrafos é uma generalizagao da coloragao de grafos, a versao
da conjectura para coloracao aciclica também é falsa no caso geral. Uma outra versao
do problema de coloragao em digrafos é simplesmente uma coloracao propria para o seu
grafo subjacente. Em (BESSY; THOMASSE, 2005) os autores provaram que a versao
nao-aciclica da Conjectura de Hedetnimei nao é verdadeira. Para isso, eles exibem dois
digrafos GG, H tais que o ntimero cromatico de seus grafos subjacentes sao exatamente 5
e o namero cromatico de G x H é 3. De toda forma, mencionamos que um dos digrafos
envolvidos é uma orientacao transitiva de um grafo completo. Assim, este nao é um
contra-exemplo para a versao aciclica de coloragao. Em contrapartida, mostramos que o
numero cromético aciclico do produto direto de uma quantidade finita qualquer de ciclos
orientados é igual a 2. Uma vez que tal produto é um grafo orientado, perguntamos:

Pergunta 5.1. Sendo G e H grafos orientados, € valido que
Xa(G X H) = min{xa(G), xa(H)}?

No que concerne ao produto forte, lembramos que, até mesmo os valores exatos
para o nimero cromético do produtos de dois ciclos permanece em aberto, tendo em vista
que, até onde conhecemos, sabe-se somente que x(Coxi1 X Cy,11) = 5, para todo k > 2
e n > 2 (VESZTERGOMBI, 1979). Neste trabalho, oferecemos valores exatos para o
produtos de quaisquer dois ciclos orientados, e perguntamos se nosso resultado pode ser
generalizado para o produto de uma quantidade qualquer de ciclos, como foi no caso do
produto direto.

Pergunta 5.2. E possivel fornecer valores exatos para Xa(Cny, B...C,,,), para inteiros
positivos ny, ..., ng?

Finalmente, mostramos que o ndimero cromético aciclico de G[H]| ¢ igual
ao ndimero cromatico aciclico de G’[I_(> k], onde k = x,(H), além de dar valores exa-
tos para x.(Cn[H]), quando n < x,(H), complementando um resultado apresentado
em (NEUMANN-LARA, |1982).

Dando continuidade ao estudo, no Capitulo [] damos um limitante superior

para o nimero cromético aciclico em termos da largura em arvore limitada e fornecemos
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um algoritmo FPT que decide se um digrafo D possui niimero cromético aciclico no
méximo k, contanto que D possua largura em arvore limitada.

Ao falar de largura em arvore, nos referimos a largura em arvore do grafo
subjacente. Em (JOHNSON et al., 2001), os autores definem a largura em drvore direci-
onada, que seria uma generalizacao da largura em arvore de grafos nao-direcionados. No
mesmo artigo, os autores fornecem também um meta-algoritmo para resolver problemas
em digrafos com largura em arvore direcionada limitada. Para a aplicagdo deste meta-
algoritmo, é necessario que certas condi¢oes sejam satisfeitas. Tais condi¢goes nao parecem
ser satisfeitas pelo problema aqui abordado, e por isso acreditamos que a técnica nao seja
promissora. De qualquer maneira, perguntamos:

Pergunta 5.3. FExiste um algoritmo FPT para o problema de colora¢do aciclica em di-

grafos, parametrizado pela largura em drvore direcionada?
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