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RESUMO

Nesta dissertagao propomos um estudo sobre regularidade de solugoes fracas de EDPs
na forma divergente e também sobre regularidade do tipo Holder para Q-minimizantes
de funcionais nao-lineares cujo integrando satisfaz determinada condicao de crescimento
polinomial. A primeira parte é dedicada ao estudo cldssico que consiste em obter regulari-
dade de solucoes fracas de EDPs na forma divergente com coeficientes de classe Ct. A
seguir, abordamos o método de De Giorgi que consiste em obter limitagao local e Holder
continuidade para solugoes fracas de EDPs da forma divergente com coeficientes apenas
mensuraveis satisfazendo uma condicao de elipticidade. Na terceira e iltima parte, apre-
sentamos os resultados cléssicos de Giusti e Gianquinta sobre a teoria de regularidade do
tipo Holder para (Q-minimizantes. Encerramos a exposicao da dissertacao com comentarios
destacando as diferencas entre as trés abordagens estudadas, bem como com a apresentagao

de alguns exemplos.

Palavras-chave: Sobolev; solucoes fracas; desigualdade de Caccioppoli; classe de De Giorgi;

g-minimizantes.



ABSTRACT

In this dissertation, we propose a study on the regularity of weak solutions of PDEs in
divergent form, as well as on Hélder regularity for ()-minimizers of nonlinear functionals
whose integrand satisfies a certain polynomial growth condition. The first part is dedicated
to the classical study of obtaining regularity of weak solutions of PDEs in divergent form
with coefficients of class C!. Next, we address the De Giorgi method, which consists of
obtaining local boundedness and Holder continuity for weak solutions of PDEs in divergent
form with merely measurable coefficients satisfying an ellipticity condition. In the third
and final part, we present the classical results of Giusti and Gianquinta on the Hoélder
regularity theory for ()-minimizers. We conclude the exposition of the dissertation with
comments highlighting the differences between the three approaches studied, as well as

with the presentation of some examples.

Keywords: Sobolev; weak solutions; Caccioppoli inequality; De Giorgi class; g-minimizers.



LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos niimeros naturais
R Conjunto dos ntimeros Reais

Dominio limitado do R"™

ou Bordo de U
By(x) Bola de raio r centrada no ponto z
VccU V estda compactamente contido em U

dist(V,U)  Distancia minima entre V e U

Supp u Suporte compacto da funcao u

Cck Espaco das funcdes de classe C*

Cc™> Espaco das funcoes suaves

cee Espaco das fungoes suaves com suporte compacto
Du Gradiente da funcao u

Lm Espago das fungoes mensuraveis com norma induzida limitada
esssup u Supremo essencial de u

essinfu Infimo essencial de u

| 2] 0o Norma infinito de u

Whm Espaco de Sobolev

Wéﬂ o Fecho de C§° em Whm

Ccoe Espaco das funcgoes a-Holder Continuas

Lu Operador L na forma divergente aplicado na fungao u
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1 INTRODUCAO

Estudar a regularidade de solugoes de Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) é
uma tarefa natural na andlise matemética. Em 1957 De Giorgi publicou o artigo [5], que
estudava a regularidade de solugoes de equagoes elipticas com coeficientes mensuraveis e
limitados. Além disso, De Giorgi conseguiu obter Holder continuidade para solucoes fracas
da equacao

div(D*F (Dw)Du) = 0,

onde u = J;w. Essa teoria foi desenvolvida para resolver o 19° problema de Hilbert, o
que trouxe grandes avancos para a area da teoria de regularidade para EDPs. Com essa

ferramenta foi possivel obter suavidade para minimizantes de funcionais do tipo

F(u,U) :/UF(DU) dx

para funcoes u contidas no espaco de Sobolev Wl’m(U ), que é o espaco das fungdes que
pertencem ao L"(U) com derivada fraca pertencendo ao L™(U).

A partir do estudo da regularidade de minimizantes de funcionais, Giust e
Gianquinta estabeleceu regularidade para solucoes (Q-minimizantes, isto é, solu¢oes minimas

u € WH™(U) de funcionais F tal que
F(u,U) <QF(v,U)

para algum Q > 1 e toda v € WL ™(U).

Esse trabalho é dividido em trés partes de fundamentacao tedrica. O capitulo
2 aborda um estudo preliminar que contém o necessario para os capitulos subsequentes
estarem bem alicer¢ados. Irao ser mostrados alguns teoremas e desigualdades classicas,
definido a noc¢ao de espacos de Holder, espacos de Sobolev, algumas propriedades impor-
tantes sobre quocientes diferenciais e, por fim, uma abordagem classica de regularidade
interior de solucbes fracas para equacoes da forma divergente com coeficientes C!. Para
esse capitulo inicial, serd acompanhado de perto os livros [4] e [12].

O capitulo 3 terd como principal objetivo dar uma motivagao para se obter
regularidade de minimizantes de funcionais junto a investigagao do método de De Giorgi
provando a limitagao local de solugoes de EDPs elipticas de segunda ordem e em seguida

estabelecendo Hélder continuidade para essas solugoes. Para escrever esse capitulo foram
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usados os livros [12] e [3] que dao abordagens diferentes do método, porém [3] deixa claro
o uso da classe de fungoes de De Giorgi e da desigualdade de Caccioppoli.

Para finalizar a teoria, o capitulo 4 terd como principal objetivo a obtenc¢ao
de regularidade para solugoes (Q-minimizantes de funcionais nao-lineares cujo integrando
satisfaz certas condigoes de crescimento polinomial. Usando os artigos [6] e [7] junto
ao livro [11] escritos por Giusti e Gianquinta, é demonstrado limita¢ao local e Holder
continuidade para essas solugoes.

Para finalizar o trabalho, serao feitos alguns comentarios acerca das similari-
dades e diferengas que existem entre o método de De Giorgi e os resultados obtidos no

Capitulo 4, concluindo assim o estudo proposto.
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2  PRELIMINARES

Este capitulo abordara conceitos que serao importantes para construir a teoria
de De Giorgi para a regularidade de solucoes fracas de EDPs.

Inicialmente, serd relembrado alguns Teoremas e Desigualdades classicas. Sera
revisto a teoria dos espacos de Holder e Sobolev e em seguida, para falar dos espagos
de Sobolev, sera introduzido o conceito de derivada fraca. Para finalizar, a iltima secao
desse capitulo terd como principal objetivo abordar as técnicas classicas para obtencao de

regularidade de solugoes fracas do problema
n
Lu:=— Y (ay(®)ug,)e; = f em UCR"
i,j=1
Doravante, U denotard um dominio aberto. O principal Teorema abordado aqui (veja
Teorema 27) mostra que se os coeficientes a;j(z) sdo de classe C, obtém-se mais regulari-
dade para suas solugoes fracas u € W1’2(U ). As técnicas envolvem os chamados quocientes

diferenciais de solugoes fracas e o uso adequado de fungoes testes. Como apontado acima,

esse tOpico é cldssico e indicamos ao leitor interessado a referéncia [4].

2.1 Teoremas e Desigualdades Classicas

A seguir, algumas defini¢oes, Teoremas e proposicoes elementares serao apre-

sentados para uso posterior e auxilio do leitor.
Defini¢ao 1 (Fungao Convexa). Uma funcgdo f:R™ — R é dita ser convera se
fz+(1—=t)y) <tf(z)+(1-1)f(y)
para todo xr,y € R" e todo 0 <t < 1.
Proposigao 2. Sejam a,b > 0 reais e p € N. Entao vale a desigualdade
(a+b)P <2271 (aP +bP).

Demonstracao. Seja f:R — R uma func¢ao convexa definida por f(z) = |z|P, para algum

p € R. Entéo, por f ser convexa, dados z,y € R e para todo ¢ € [0,1] tem-se que

F((1=tz+ty) < (1—1)f(2) +1/()
[(L=t)z+tyP < (1—1)|z[" +t[y[".
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Tomando t = %, obtém-se:
P _ Loty

-
- 2

2

O que nos fornece a desigualdade
[ +yP < 2P|z P + [y |P).

Em particular, tomando a,b > 0 reais e fazendo x = a e y = b na desigualdade anterior,
vale que

(a+b)P <2P~Y(aP +7), Va,b> 0.

]

A demonstracaos das desigualdades a seguir podem ser encontradas nos livros

(4], [15] ou [18].

Teorema 3 (Desigualdade de Jensen). Seja f: R — R ¢ uma fun¢do convera. Se U C R"

¢ um aberto limitado e u: U — R € uma funcao mensurdvel, entao

f(]{]udx)g]wdx.

Proposigao 4 (Desigualdade de Cauchy). Seja a,b € R quaisquer, entao
a® b

p< 2
W=t

Proposigao 5 (Desigualdade de Cauchy com ¢). Seja a,b >0 e € >0, entdo
b2
ab < ca’®+—.
de
Proposigao 6 (Desigualdade de Young). Sejam 1 <p e ¢ < oo tal que %—i—é = 1. Entao
al  b?
ab< —+ —
p q

para todo a,b > 0.

Proposigao 7 (Desigualdade de Young com ¢). Sejam 1 <p e g < oo tal que %4—% =1.
Entao
ab < ed? +C(e)b?

com C(g) = (ep)~9Pq~ 1.
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Proposigao 8 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam x,y € R"™ quaisquer. Entao
|-yl < x|yl

Definigao 9 (Espaco LP(U)). Considere 1 <p < oo. Dado um conjunto U C R™, definimos
o espago LP(U) por:
(i) LP(U) ={u:U = R; ||Jullppr) < o0} onde

1
p
[ull oy = (/U|U|p dﬂi) , 1<p<o

(i) L¥(U) ={u:U = R; |lul| oo (1r) < 00} onde
[ T—]
U

Proposicao 10 (Desigualdade de Hélder). Sejam 1 <p e ¢ < 0o tais que %+% = 1. Entao,
seuwe LP(U), ve LI(U), tem-se

/U fuv] dz < [[ull oo oL oo,

Definicao 11. Se 1 < m < n, o expoente critico de m € definido por

nm

n—m
Teorema 12 (Desigualdade de Sobolev). Seja 1 <m < n. Eziste uma constante C, depen-

dendo somente do m é n, tal que
[ul| o gy < CllDul| pm gy,
para toda u € CL(R™).
2.2 Espacos de Holder
Uma fungdo u: U — R é dita ser C-Lipschitz (C' > 0) quando
ju(z) —u(y)| <Clz—y| Va,yel.

E claro que a condic¢ao Lipschitz implica em continuidade uniforme. A partir da ideia de

fungoes Lipschitz podemos considerar a seguinte classe de fungoes.
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Definigao 13. Seja a € (0,1) uma constante real. Uma fungdo u:U — R € dita ser Holder

continua em U com expoente o se existe uma constate C' > 0 tal que
u(z) —u(y)| < Cle—y|* Vryel.

Com a nocao de funcoes Holder continuas podemos definir o espaco C%(U)

das fungoes Holder continua, assim como sua norma.

Defini¢ao 14. Sejam a € (0,1) uma constante real e u: U — R uma fungdo real.

(i) Se u é continua e limitada, definimos a norma || - HC por
ol = sup (o)l
zelU

(ii) A semi-norma o-Holder [-}CO’Q(U) de u € dada por
|u(z) = uly)]
U] H0,0(77y = SUp { ———————
[ ]007 ) x,yepU{ |£U—y’a

(i1i) A norma a-Holder || - ||COQ @) deu € dada por

[ull co.a @y = llu(@) | oy + [ul co.e iy

(i) Dizemos que u € C%*(TU) se

[[ul| co.0 @y < 00

Podemos generalizar a definicao acima a fim de contemplar as funcoes que sao
k-vezes continuamente diferenciaveis com k-ésima derivada parcial Holder continua. Mais

precisamente:

Definicao 15. Definimos o espaco de Hélder C’k’o‘(U) por
R (T) = {u € CHTY; ull g < o0,
onde
||u||k‘,a = ||u||Ck,a(ﬁ) = Z HDJU’HC(U) —+ Z[DJU]COM(U)

<k =k

E facil verificar que |- || crary € de fato, uma norma. Além disso, também ¢é

possivel provar que (Ck T, |- IIx a) é um espago de Banach (vide [9, cap. 5]).
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2.3 Espagos de Sobolev

Seja u € C1(U). Denotemos por C2°(U) o espaco das funcgoes reais em U que

sao infinitamente diferencidveis com suporte compacto. Tomando ¢ € C°(U), temos

(u¢)$z = Uz, @ + Uy,

/[](uszﬁ)xi:/[]uxiqb + /Uuebxi.

Por outro lado, aplicando o Teorema da Divergéncia (vide [15, Cap. VII, Sec. 8]) obtemos

0= [ twoeen) = [ Wi = [ wso + [ u,
/Uuqﬁxi:—/[]uxiab-

De modo geral, tome u € C*(U) e = (B1,...,8,) um multi-indice tal que

donde segue que:

|| =p1+:-+ Bn =k. E entdo, de modo andlogo, obtemos

wDPo— (—1)8 [ DBy '
AD¢<1>LD¢’ (2.1)

em que

51 /Bn
D%_a .0

oo o

Note que a igualdade (2.1) faz sentido desde que u € C*(U). Por outro lado, para que
o lado esquerdo de (2.1) faca sentido é necessdrio que u € Lj,.(U). Com isso em mente,

podemos considerar a seguinte nocao generalizada de derivada.

Definicao 16. Sejam u,v € Llloc(U) e B um multi-indice. Dizemos que v é a a-ésima

derivada parcial fraca de u, e escrevemos
Dy = v,
se vale a igualdade

/UuD%:(—Uﬁ'/Um (2.2)

para toda funcdo teste ¢ € C°(U).
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Lema 17. (Unicidade da derivada fraca) A B-ésima derivada parcial fraca de u, se existe,

¢ unica a menos de um conjunto de medida nula.

Demonstragdo. Tome vy, vy € L}, (U) satisfazendo

/UuDﬁgbdx:(—1)|ﬁ|/le¢d:E:(—1)ﬁ|/Uvggbdx

para toda ¢ € C2°(U). Entao,

/Ijvlgbdx:/IJUQQSd:c = /U(vl—vg)gbdwzo

para toda ¢ € C2°(U). Donde segue que v —v2 =0 em quase todo x € U. O

Definicao 18. Fize 1 < p < oo e tome k um inteiro nao negativo. Definimos
WkP(U) = {ue LP(U); D%uwe LP(U) com 0 < |o| <k},

onde DY ¢ a a-ésima derivada parcial fraca de u. Se w € WHP(U), definimos a norma
P
lullwrs@y ={ > [ [Duffdz| (1<p<oo)
la|<k”U

[wll oo oy == > ess supy | D%yl (p=00).
|| <K

Frequentemente, para p = 2, escreveremos o espaco de Sobolev como
wk2(U)=HMU), k=0,1,..
onde H*(U) é o espaco de Hilbert.

Proposicao 19. (Propriedades da derivada fraca) Suponha w,v € W*P(U), |31| < k. Entdo:
(i) DPru e WEIBILP(U) e DP2(DPru) = DPY(DP2u) = DP4P2y para todos os multi-
indices p1, P2 com |B1|+|B2| < k.

(ii) Para cada X\, p € R, Mu+pv € WFP(U) e DP(\u+ pv) = ADPu+ uDPv, || < k.
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Demonstragio. (i) Fixe ¢ € C2°(U). Note que ¢ € C°(U) implica que D?2¢ € C®(U).
Faca ¢ = D%2¢, e assim

/ D/Blqudx: (_1)|ﬁ1|/ uDﬁl(ﬁ dr — (_1)|ﬂ1|/ uDﬂl(DBQ(b) dx
U U U
— (_1)|ﬁ1|/ uDBlJFB?(b dx
U
— (_1)|51|(_1)|51+ﬂ2|/ D51+ﬁ2u¢ dx
U
— (_1>|52|/ Dﬁ1+52u¢ do.
U
Portanto, D%2(DP1y) = DP1+524 no sentido fraco. (ii) De fato,

/U(Au+uv)D51¢ dr = A/

uDP ¢ da:~|—u/ vDP ¢ da
U U

:)\.(_1)|51|/D51u¢ dx—i—,u-(—l)ﬁl'/DﬂlU(b dx
U U

:(_1)|ﬂ1/()\Dﬁlu+uDﬁlv)¢ d.
U

Donde segue que DA (\u+ pv) = ADP1u 4 Do no sentido fraco. O

2.4 Regularidade interior de solucoes fracas

Nesta secao recordaremos um resultado classico da teoria de regularidade.
Considere o seguinte problema:

Lu=femU (2.3)

onde U é um dominio aberto e limitado em R", u: U — R é uma funcao desconhecida
e f:U— R é uma funcao dada. Aqui L é um operador diferencial parcial de segunda

ordem definido por
n

Lu=— 3 (ai(v)ug,)a,
i.j=1
onde, em principio, os coeficientes a;;’s, sao funcoes mensuraveis a Lebesgue com i,j =
1,2,...,n. Além disso, assumamos que a matriz A = (a;;) seja uma matriz simétrica, i.e.,

a;j = aj; para todo ¢, j.
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Definicao 20. O operador L ¢é dito ser uniformemente eliptico se existe uma constante

A >0 tal que
3 ai(2)&€ > MNP

i,j=1
para todo £ € R" e quase todo ponto x € U.

Esta condicao de elipticidade significa que para cada x € U, a matriz simétrica
A = (ai;j(z)) é positiva definida, com o seu menor autovalor maior ou igual a A. Um
exemplo simples que podemos obter para o operador L é tomar L como sendo o Laplaciano

negativo, isto é, L = —A, onde a;; = d;;.

Definicao 21. (Solucdo fraca) Uma solucdo fraca da equacio (2.3) é uma funcdo u € HY(U)
tal que

[ aitatasdu= [ fodu, voe i),
U U

onde f € L*(U) e uy, € ai-ésima derivada fraca de u de primeira ordem.

Outra definicao que necessitamos é o de quociente diferencial, que, conforme
veremos a seguir, possui uma rela¢ao fina com solugoes fracas do Problema (2.3). Estes

quocientes serao importantes no estudo de regularidade de solucoes fracas.

Definicao 22. Sejam u € L}, (U), V. CCU e 0 < |h| <dist(V,0U). Para k=1,2,...,n, o
quociente diferencial de w em V', na k-ésima diregao € definido por:

Dhu(z) = u(x+he}/j) —u(m)7 reV.

Por convencao, denotemos

ul = u(x + hey).

A definigdo de quociente diferencial se assemelha bastante com a defini¢ao usual de
derivadas parciais de uma funcao u: U — R. A diferenca aqui é que estamos tomando
o quociente apenas localmente nos pontos de V' e h, pequeno o suficiente, de modo que

x + heg, pertenca a U, sem tomar o limite quando h tende a 0.
Lema 23. (Regra do produto) Sejam v,w € L}, .(U),V CC U, e 0 < |h| <dist(V,0U). Entdo,
Dl (v-w) =wf'-Div+v-Diw em V,

comk=1,2,....n.
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Demonstracao. De fato, dado z € V', temos

’U'U)h.f —(\v-w)\x

h
o) - wh(a) —v(x) - w(x)
h
_ vp(a) - wi(z) —v(z) -wp(z) +v(z) -wp(z) —v() - w(z)
h
_ wh(@)- (o) —v(@)) + (@) - (vh(x) — w(a))
h
:wZ-DZU—i-MDZw
para todo z € V. O

2
loc

/U-D,;hw dx:—/w-DZv dz
U U

Lema 24. Sejam v,w € L
dist(W, oU). Entado

(U) e suponhamos que W = suppw CC U. Seja 0 < |h| <

comk=1,2,...,n.

Demonstracao. De fato, tomando x € U, temos

/UU-D,;% dx:/Uv(x)~wk_h(x_);w(x) dx

:—;L</Uv(x)-w;h(x) dx—/Uv(x)-w(:z:) dx)
:—;(/Uv(m)-w(x—hek) dx—/Uv(x)~w(x) da:).

Veja que como w possui suporte compacto W em U vale que w(x) =0,V x € U\W, logo

teremos

/Uv(z)w(x) dx—/ v(x) - w(z)de.

W

Além disso, tomando o difeomorfismo ¢ : W — U dado por ¢(x) =z — hey, e aplicando
o Teorema de Mudanca de Varidveis (Vide [Cap. VI, Sec. 6, Teorema de Mudanga de
Varidveis.|[15]), obtemos

/Uv(x)~w(x—hek) da::/ v(x+heg) -w(z) dr.

w
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Assim, ficamos com

]

2

i.(U) para garantir, via Holder, que

Note que usamos a hipétese v,w € L
vow E Llloc(U ). Este lema nos ajudara futuramente a obter regularidade para uma solugao
fraca u do Problema (2.3). Com estas propriedades podemos relacionar estes quocientes

diferenciais com as derivadas fracas.

Teorema 25. Seja u € HY(U). Entdo, para cada V CC U, vale
||Dhu||L2(V) < c||[Dull 2y,
para algum ¢ >0 que depende apenas den e 0 < |h| < %dist(V, ov).

Demonstragao. Tomandoz € V, e 0 < |h| < %dist(V, 0U), temos pelo Teorema Fundamental
do Célculo (vide [14, Cap. IX, Teorema 9]) que

N 1
0

Logo, aplicando o moédulo dos dois lados da igualdade, obtemos
1 1
Dhu(a)] = ’ / Du(m+thei)dt‘ < / | Du(z + the:)|dt,
0 0
donde segue que

|Dlu(z)[? < (/01 |Du(x+thei)|dt)2.

Aplicando a desigualdade de Jenssen do lado direito dessa igualdade temos

1
Dhu(z)[2 < / | Du(z+thes)[2dt.
0
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Entao,

/|Dh |dx—z [ IDfu(o)Pda
g

// | Du(z + the;) |2dtdx

—Z |Du )|?dx
=n- / |Du(z)|*dx
onde |DMu(z)|? = | Diu(x)|? 4 - - - + | Diu(z)|?. Logo, segue que
1D ull 1, < V- || Dul| 2
[

Teorema 26. Seja V CC U eue L*(V). Suponha que exista ¢ > 0 tal que HDhUHL2(V) <c
para todo 0 < |h| < 3dist(V,0U). Entao u € HY(V) e | Dull g2y < c.

Y

Demonstragao. Por hipétese, temos que sup || D;” u||L2 y<¢ comi=12,..,n Como L?
¢ um espaco Banach reflexivo (vija [1, Teorema 6.6.6], existe uma sequeéncia {D; hku}i’il
com hy — 0, e um v; € L?(V), tal que D;h’“u —v; em Lo(V), com ||vj]| 2y < c. Seja
¢ € CX(V). Veja que

/ U, da = / Uy, dz = lim | uD*¢da
14 U U

hk—>0
= lim —/ d)Dih’“udx——/ pv;d.
hi—0 U vV
Isso significa que v; = u,,. Logo, |Du| € L*(V) e | Dul 2y < c. O

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 27. Considere a;j € C*(U) comi,j=1,...n ¢ f € L>(U). Suponha que u € H*(U)
¢ uma solucao fraca de

Lu=f emU.

Entdo, u € HZ (U) e para cada subconjunto aberto V.CC U vale

[ull mr2vy < CUS Nl 2y + lull L20),

onde C' € uma constante que depende somente do V, U e dos coeficientes de L.
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Demonstracao. Fixe um aberto qualquer V' CC U e tome um conjunto aberto W tal que

V cC W cc U. Escolha uma funcao corte ¢ € C*°(R™) tal que

(=lemV,
(=0em R"\W,
0<¢<1

Como u ¢ uma solugao fraca da EDP Lu = f em U temos

U U
Agora, dado |h| > 0 pequeno o suficiente, tome k € {1,...,n} e faca
¢ = —D;"((*Dyu).

Para facilitar a notagao, escrevamos

onde

A::/aijumi%jdx e B:= [ fodx.
U U

Estimando A, temos

A:/aijumigbmjd:v
U
— —/Uaijumi[D];h(CQDZu)]mjdx
:—/ aijuxiD,;h[(CQDZu)xj]dx
U
Z/UDZ(aiiji)(CQDZU)xjdw
- /U aij Dty (D), + (Dltasy) iz, Jp(C* Dlbu)
:/UaijDZumi[2CijDZu+SZD/'§uxj]+(Dﬁaij)(uxi)ﬁ[%(x]—DQU+C2DZ“xj]d9”

= A1+ Ao,

onde

Alz/aijDZUxilezumjg2dx
U
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Ay = / 2((ajaij Dita, Diu+ (Djtaij) (ua, )¢ [2¢Ce, DRu+ €2 DRy, |da.
U

Da elipticidade uniforme do operador L segue que
Ay > /\/U|DZDu]2(2dx.
Da condigao de a;; € CH(U) temos
42/ < C | CIDEDu|IDEu|+CIDEDul Dl +C| D Dulda 2.4

para alguma constante C'. Observe que, usando a Desigualdade de Cauchy com e nas

parcelas de (2.4), obtemos
c/ g|D’,;Du||D;;u|dx:/ (cpgDut) (CIDful )
U U
21 h 2 02 h, 12
< [ e1(*|DpDul*dx+ | —|Dyul*dzx,
U U4€1
C/ g|D,’gDu||Du\dx:/ (g\D,’;Duy) (C\Du])dm
U U
2
§/52<2|Dgpu|2dx+/ C—\Du|2da;,
U U 4e2

e para a ultima,

C’/UC|DZuHDu|dx:/UC(\/5|DZu]) (@ypm)

C
< / C(agC\D,@uF + \Du]2>.
U 4€3
Fazendo €1 = 9 teremos

C? C
| Ay §251/ QQIDZ’Du\QdaﬁL/ (\D,}gu]?—i-]Du\Q)—i-/ C(egC\DZuF—i—\DuF).
U 481 U U 483

Tomando 1 = % e ey = % obtemos

A<5 21 DM Du|?d e D2+ |Dul?)d gDhQQDQd
|2I_2 ¢*| Dy, Dul T+ | Diul|”+|Du|” )dx + C2|kU|+2|U| T
U U U
é 2 h 2 Cﬁ h 12 2 g h 12 2
< 5 ¢*| Dy Dul|“dx + Y |Dyul” + |Dul” |dx + 5 ¢l |Dyul® 4+ |Dul* | dz
U U U
)\ 2
g/ ¢2|D,’;Du\2dx+/ (\D,@u|2+|Du\2) <C+Cc)d:¢
2 Ju U A2

2
SA/C2|DZDU\2dx+<C+C>/ (|Dllgu|2+|Du|2)dx.
2/, X 2) )y
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Aplicando o Teorema 25 obtemos que

/ |D,}§u|2d:p§0/|Du|2da€
w U

para alguma constante C'. Dai, segue que

A
A> / g2|D,’;Du\2dx—C/ | Dul|?dz.
2 Ju U

Agora, estimemos a quantidade dada por B. Com efeito, usando a Desigualdade de Cauchy

1
B1=| [ ote] < [ Ifolie << [ oPaes [ 15

Usando o Teorema 25 e a proposicao 2 com p = 2 obtemos

[ 1k = [ 10D <€ [ 1D@EDf) s
U U U

C / 12¢ D¢ D+ ¢ DY Dul*da
U

com ¢, teremos

2
<c [ (241D¢]|Dkal+ *DEDu ) do
U
< 0/ 2C2| D¢ ?| D dx + ¢4 DY Dul?da
U
SC’/ | Dul? + ¢2| D} Duldx
w

< c/ \Du|2dx+0/ ¢\ D Dul?dz.
U U

[>

Entao, fazendo € = 4

1
Bl <<C [ [Dufds+eC [ PDEDuPds+ o [ |fPds
U U 4e U

A A 1
< O/ |Du|2dx—|—0/ ngD,QDu\?der/ | f|d.
4 Ju 4 Ju Ao
Voltando a igualdade inicial A = B, deduzimos que
A
;/g2|DgDu|2dx /|Du| dz < c/ |Dul?dz+ = C’/( | DI Du?dx + < /|f|2dm
U

donde segue que:

5—@ /g |DhDu|2dx< —+C /|Du\ d+ < /|f| dz. (2.5)
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Dai segue finalmente que:

/\D,’;Duy?dxg/gz\D’,;Dudegc/ |Dul? + | f|*d.
|4 U U

para k=1,...,n e h suficientemente pequeno e nao nulo. Por fim, usando o Teorema 26

podemos concluir que Du € HL (U;R™), e, portanto u € HZ (U), com a estimativa

lull g2y < CUf 2@y + lull mrwy)-
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3 0 METODO DE DE GIORGI

Considere agora o problema:

n
Lu= Z (aij(x)uﬂfj)a?i =0em U, (31)
t,5=1

onde U C R™ é um dominio aberto e limitado, a matriz A(z) = (a;;) é simétrica, com a;;’s

mensuraveis definidas em U, e
0 < A < (A(2)€,6) <AL, (3.2)

para todo £ € R™ e quase todo ponto z € U, com 0 < A < A < oo constantes. Perceba que
A(z) ser simétrica implica que a matriz A possui n autovalores reais \;, i = 1,...,n. Além

disso, perceba também que a condigao (3.2) é equivalente a
A< i) < A

para todo 2 =1,....,n e q.t.p. x € U. Nosso principal objetivo é mostrar que solugoes fracas

de (3.1) sdao Holder-Continuas.

Exemplo 28. Considerando A(x) a matriz identidade, a condi¢io (3.2) € vdlida com
A=A=1, e a equagio (3.1) se reduz a equagao de Laplace
n
Au = Z Oy, 0z;u = 0.
i=1
Exemplo 29. Considere o uma constante positiva tal que 0 < a < 1 e defina a matriz A(x)

em R2 como

2 2.2
Bt o
Alx) = 3.3
(z) a2z Va2 (3.3)
&) Ja? []?

com x = (x1, 2) € R?\{0,0}. Note que A(x) é uma matriz simétrica em R* e, portanto A

possui autovalores reais. Veja que tomando & = (&1, &2) entao temos que

:E%-‘razx% -fl + (1 . a2)l’11‘2 _52

2 2
aoyee | B Ve
(I-a!) T2 &+ &

Usando a Desigualdade de Young, por um lado temos

(A(0)E ) = -

|z

1
< (et +o%d)e + (1 -a))dg +adeh) + (0%t +43)8))

(@3 + %) +201 - aDrimti&o + (o2} +43)63 )

<[P



28

e, por outro lado,

(@66 = 1o (8- aad)e + 20— 0?)mimtito + (0% +13)6 )
> (e ) - (1— 0t + a3 + (0% +23)8)
> a’l¢f*.

Donde seque que
o’le* < (A(2)€,8) <[, Yo #(0,0) e £ ERY
Definindo a fung¢do u: B(0, 1) — R por
u(x) = |z|*tzy, e B0, 1)\{0,0} c R?

temos que u € uma solugao fraca da equagao (3.1) com A(x) definida acima.

3.1 Motivagao: Um problema variacional

No International Congress of Mathematics (ICM), em 1900, Hilbert apresentou
24 problemas. Dois deles, o 20° e o 192 problema de Hilbert, sao interessantes para
iniciarmos este capitulo. O 20° problema de Hilbert questiona se todo problema variacional,
com certas condigoes de contorno, possui solucao. J& o 19° indaga sobre a analiticidade de
solucoes regulares para problemas de cdlculo variacional. Em 1904, o ucraniano Sergei N.
Bernstein, deu uma solucao para o 19° problema de Hilbert. Em 1957, o italiano Ennio
De Giorgi encontrou uma nova solugao.

Esses problemas sao apresentados de maneira geral. Consideremos o seguinte
problema variacional especifico para ilustrar esses problemas e suas solugoes.

Considere U C R” um dominio limitado e F : R™ — R uma funcao suave.

Assumamos que F' satisfaz
MeP? < (D?F(n)g,€) < AE]%, VE€R™, neR” (3.4)
com constantes 0 < A < A < oco. Agora, definamos o funcional
mm_Amem. (3.5)
ao longo do conjunto admissivel
A ={v;veCYT) ev=¢em OU},

onde ¢ € C1(U) é uma funcio dada.
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Definicao 30. Dizemos que ug € A’ é um minimizante do funcional I ao longo da classe
A’ se I(ug) < I(v), para todo ve A

Nao podemos provar diretamente a existéncia de minimizantes em A’, por falta
de compacidade local fraca em C* (U). Precisaremos estender o problema para um espago
maior. Como sugere Hilbert, estendemos as derivadas classicas para derivada fraca e
solugoes classicas para solucoes fracas. Naturalmente, surge o espaco de Sobolev W12(U)

como espaco de reducao para este problema variacional. Agora considere
A={v;ve WH(U) ev—¢ e WH3(U)}.

Tomando o conjunto admissivel A desta forma, pode-se mostrar a existéncia de minimi-

zantes do funcional I em A apenas usando célculo variacional.

Teorema 31. Considere F € C®(R") satisfazendo (3.2) e ¢ € WL2(U) ¢ dada. Entdo,

existe uma unica ug € A tal que
I = inf I(u).
(UO) 1116144 <U>

Demonstragao. Primeiro note que pela condi¢ao (3.4) existem constantes ¢; >0e c3>0e

2, ¢4 dependendo de A\, A, F(0), DF(0), tal que
c1lnl* = e2 < F(n) < esln|*+ca, Y € R™

De fato, note que

Ld
Fn) = F(0) = (DF(O).0) = [ 5P () dt—(DF(O).2)

-/ (DF ()~ DF(0).1)
0

onde

1
DF(tn)—DF(0) = /0 CZDF(SU?) ds

1
= t/o D?F(stn)(n) ds.

E entdo, usando a condigao (3.4),

1 1
Fn) = FO) = (DFO).0) = [ ¢ [ (D*F(st)n) asar,

1 1 A
S/ t/ Aln|? ds dt = < |n|?
o Jo 2
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De modo analogo pode ser obter que
Ao
F(n) = F(0) = (DF(0),m) = 5[0l

donde segue a desigualdade com

c1 = ;\, co=—F(0)—(DF(0),n), c3 :/2\ e cy=F(0)+(DF(0),n).

Portanto, I é coercivo, i.e., I(u) = 400 se [lul[y12) — +00. Agora seja

m = Jg&[(u)

Note que —oo < m < +oo. Tome uma sequéncia minimizante {u; };eny C A, i.e., I(u;) = m
com i — +00. Por (3.4), segue que {u;};en é uma sequéncia limitada em W12(U). Entdo,
pela compacidade fraca, existe subsequéncia, o qual denotaremos por {u;};cn, tal que,

u; — ug em W12(U). Como cada u; € A, segue que ug € A. Afirmamos que

liminf/ F(Dui)de/F(DUO)dx. (3.6)
U

1—400 U

Antes observe que com esta desigualdade tem-se:

m = lim I(u;) = liminf/ F(Du;)dx > / F(Dug)dx > m.
U

1—00 1—00 U

Portanto m = I(ug). Agora, provando (3.6), observe que vale
A 2 n
F(n) 2 F(o) + (DF(no),n—1m0) + 5 n—mnol”,  Vn,mo € R™. (3.7)

De fato,

iF(t??-i- (L =t)no)dt — (DF(Dno),n—no)

F(n)—F(no) — (DF(Dno),n—mno) = dt

hh

(DE(tn+(1—t)no) — DF(no),n—mno) dt

onde

1
d
DF(tn+(1—1t)no) — DF(no) :/0 %DF(Stn—stnwno)dS

1
= t/ D?F (stn — stno +n0)(n —no)ds.
0
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Logo, temos

1 1
F(o) = F(m) — (DF(Dy).n =) = | t( / <D2F(St77—Stno+no)(77—no)m—no>d8) at

1 1
z/t /Mn—no\zds dt
0 0

1
A
2/ 75')\|77—770!2dt=§\77—770’2-
0
Provando (3.7). Agora, de (3.7), segue que

/ (F(Du;j) — F(Dug))dx > / (DF(Duyg), Duj — Dug) dx — 0,
U U

se 1 — 00, visto que u; — ug em W12(U). Portanto
liminf | F(Du;)dz > / F(Dug)dz.
1—+400 U U
Por fim, vamos mostrar a unicidade de ug. Suponha que ug, vg sao minimizantes para [ e

tome u = “0F% ¢ A. Entdo, por (3.6), temos

A
F(Dug) > F(Du) + (DF(Du), Dug — Du) + 5 | Du - Dug|?

A
F(Dvo) > F(Du) +(DF(Du), Dvo — Du) + | Du — Dug|%.

Somando as duas desigualdades, obtemos
A 2

F(Dug)+ F(Dvg) > 2F(Du) + Z|Du0 — Duyg”.

Integrando sobre U, obtemos
A 2 A 2
2m >2 | F(Du)dx+— [ |Dug— Dvg|*dx >2m+— | |Dug— Dug|“dzx.
U 4 Ju 4 Ju

O que implica que ug = vy. O

O Teorema 31 nos d4 uma solucao positiva para o 20° problema de Hilbert. O
lado bom de estudar minimizantes fracos é que é facil de provar sua existéncia. O problema
que pagamos por isso € a regularidade.

Agora, analisemos o 19° problema de Hilbert sobre a regularidade dos minimi-

zantes. Nosso objetivo é mostrar que o minimizante ug é suave. Para isso, vamos estudar a
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equagao de Euler-Lagrange para o funcional /. Primeiro, vamos mostrar que o minimizante
ug obtido no Teorema 31 é uma solucao fraca de Euler-Lagrange. Note que, agora, somente

sabemos que ug € WH2(U).

Teorema 32. Seja ug o minimizante dado no Teorema 31. Entao, ug € uma solucdo fraca

da equacgao de Fuler-Lagrange
div(DF(Dug)) =0 em U. (3.8)

Demonstragao. Para mostrar que o minimizante ug é uma solucao fraca de (3.8) devemos

mostrar que ug satisfaz

/U (DF(Dug), D) dz =0, Vo e C(U). (3.9)

Fixe ¢ € C§°(U) e defina g : R — R por

o) = I(ug+16) = /U F(Dug+tDg) da

Note que g € C1(R). De fato, derivando e usando a regra da cadeia, obtemos

gt)=—g(t)

dt

dd / F(Dug+tD¢) dx

_ / F(Dug+tD¢) dx
— / Duo—f—tdgb) (Du0+tD¢>)
_ / F(Dug+1D0) (=g +1-6) d

- %

:/ (DF(Dug+tD¢), Do) dx
U

F(Dug + thb)

Assim, ¢’ é continua em R e, portanto g € C'(R) com

gt = /U (DF(Dug+tDo), Do) da

Perceba que

J(0) = /U (DF(Dug), Dé) da



33

Como ug é um minimizante, entdo g atinge seu minimo em ¢ = 0, onde g(0) = I(ug) e

portanto ¢'(0) = 0. Segue que ug satisfaz

/U (DF(Dug), D) dz = 0.
]

Agora, vamos mostrar que ug € Wli’g (U) e que sua derivada fraca é uma
solugao fraca da equagao (3.1) para alguma matriz A(x) satisfazendo (3.2). Desta forma,
construiremos uma relagao entre o problema variacional e a equagao (3.1).

Na prova a seguir, serd usado o conceito de quocientes diferenciais. O ponto
principal da prova a seguir é o uso da Desigualdade de Caccioppoli. A grosso modo, a
estimativa Caccioppoli diz que a norma L? das derivadas de solugoes sdo controladas pela

norma das solugoes.

Teorema 33. Suponha que ug € o minimizante dado pelo Teorema 31. Entao ug € WZQOCQ (U)

e v; = Oz, up, 1 =1,2,...,n, € uma solugao fraca da equagao
div(A(x)Dv;)) =0 em U, (3.10)
onde A(x) = D*F(Dug(z)).

Demonstracao. Fixe a fungao corte n € C§°(U). Seja V um aberto tal que supp(n) C V CC
U, e defina ¢ = Di_h(UQDZhuo), onde i =1,2,...,n e 0 < || < dist(V,0U)/8. Perceba que, a
maneira como definimos ¢, com ug € W2(U), implica em ¢ € T/VO1 ’2(U ). Pelo Teorema 32,

up é uma solugao fraca de (3.8). Dali,

OZ/U(DF(DUO), Do) dx
_ /U<DF<Duo>, D(D; "(* D}uo)) ) da
_ /U<DF(Duo)a D;M(D(n* Ditug))) da

- /U (DI'DF(Dug), D(n*D}'ug)) dx.
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Veja que
DEDF(Dug) = DF(Dug(z+ hei})L) — DF(Dug(x))
1 [td
=— | —DF(tDug(x+he;)+ (1 —1t)Dug(x)) dt
hJo dt
1
_ / D2F(tDug(z + hes) + (1 — ) Duo(x)) dt D! Dug(x)
0
= B(z) D! Dug (),
Ccom

B(z) = /01 D?F (tDug(x + he;) 4 (1 —t) Dug(x)) dt,

D(n*D"ug) = n* D} Dug + 2nDn Dl ug.

Donde temos
0=— / <D£LDF(Duo), D(nQD{-luo)> dx
U

0= —/ <IB%(J:)D£LDUO($), n? D! Dug +27)D7]Dlhu0> dx
U

/ <]B%(:v)DZhDu0(x), 7]2D£LDU()> dx = —2/ <B(m)D?Duo(x),nDnD?uo> dx
U U

/U<]B($)D£LDU()(I), D?Du0>7]2 dx = —Q/U<B(m)DfDu0(x),Dn>nD£‘u0 dx, (3.11)

onde a matriz Hessiana em B(x) satisfaz (3.2). Vamos denotar (3.11) por
=1, (3.12)
em que
o = /U<B($)D?DU0($), D?Du0>n2 dr e V= _2/U <]B(x)DZhDu0(a:),D77> nDMug dx

Pela Desigualdade de Cauchy-Shwartz,

N =

' (B(x)D} Duy, Dn) ‘ < (B(2) D} Dug, D! Dug)* - (B(x) D, D)% .
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Estimando V¥ ficamos com

\IJ<2/’ (2) D! Dug(z), Dy ’|77HDhu0]dx
1 1
<2 [ (B@)D}Dun. D! Dug)* (B(x) D1, D)? | D] da
U

h h > 5 nh
<2 | ({(B)D}Duo D Duo)* 1n]) ( (B(x)Dn, Dn)* | Dl ) da
U
Usando a Desigualdade de Hélder e a condigao (3.2),

1 1
1 gz(/ <B(I)D?DUO,D§DUO>|U,2 dx>2 (/ (B(z) D, Dn) | Dug|* d:zc)z
U U

1

g@%.g(/ A|D77|2|Df‘u0|2dx>2.
U
Estimando ®, pela condicao (3.2) obtemos
©> [ DDyl
U

Voltando para a igualdade (3.12), temos

NI—=

d=T< P2 2</ A|D77|2|D2hu0|2 dx)
U

1
gz(/ A\Dn]2|DZhu0]2dx>2
U

1

([ pipuinR)” <2( [ ApuPIDfuf i)’
U U

4A
| 1DtDuinf da < 52 [ 1DwPiDl ol ds
U U

S

o

"

4\
[ 10" Dunliaf dz < 5 [ Do iDluof? e
U U

Por fim, usando o Teorema 25, ficamos com

4A 4A 4\
[ 10" DuPiuf e < 5 [ 1DaPiDt ol s < 520 [ Do de = 2Dl
U A Ju A Ju A
Portanto, pelo Teorema 26, Dug € Wllo’f(U ) e consequentemente ug € Wlif (U). O

Ap6s provar que ug € WZQO’CZ(U ) é natural se perguntar sobre a possibilidade de
mostrar que ug € VV;;CZ (U). A resposta para isso é nao. De maneira informal, podemos
diferenciar a equagao (3.10) e ver se podemos obter uma Desigualdade do tipo Caccioppoli

para controlar a norma L? das derivadas de terceira ordem de uq.
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Como dito no inicio, nosso principal objetivo neste capitulo é mostrar que as
solugbes fracas da equacao (3.1) sdo Holder continuas. Mais precisamente, provaremos o

seguinte teorema:

Teorema 34. Seja u € W2(U) uma solugdo fraca da equacdo (3.1). Entdo u € C%*(U),

onde 0 < a=a(n,\,A) <1.

Observe que combinando o Teorema 32 com o Teorema 34 obteremos que
ug € CH*(U) para algum a > 0. Entdo poderemos mostrar que, na verdade, ug € C*®(U),
por estimativa de Schauder. Como se pode ver, o ponto essencial para isso é a teoria de

De Giorgi-Moser.

3.2 Conjuntos de De Giorgi

Em seu principal trabalho sobre equagoes elipticas lineares [5] De Giorgi esta-
beleceu limitagao local e Holder continuidade para funcoes satisfazendo certas condigoes,

que chamamos de classe de funcoes de De Giorgi. Mais precisamente,

Definicao 35. Seja U C R™ um conjunto aberto e v > 0 uma constate. As classes de
fungoes de De Giorgt, DGi(U,’}/), consiste das fungoes u € WH2(U) tais que, para toda
bola B(y,R) C U, todo 0 <r < R e todo k € R, satisfazem a desigualdade de Caccioppoli
do tipo

/ D(u— k)£ da < 7/ (1 — k)E[? da, (3.13)

B(y,r) (R—?“) B(y,R)

onde (u—k)* =max{u—k,0} e (u—k)” =min{u—k,0}. Denotamos DG(U,~v) por
DG(U,7) = DG (U,7)NDG™ (U, 7).

Veja que definindo o conjunto A(k,y,R) = {z € B(y,R); u(z) > k} pode-se

estabelecer uma equivaléncia entre as desigualdades (3.13) e

Du2dx§ v / u—k)|? dz.
/A(k,y,r) [Dul (B=7) JA(ky.R) Gu= £

Basta notar que A(k,y,r) = B(y,r)N{u >k}, onde {u >k} ={x € U; u(z) > k} e que

Du se u >k,
D(u—k)" =
0seu<k.
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A menos que seja dito o contrario, iremos escrever A(k, R) ao invés de A(k,y, R) para
facilitar a notagao. Além disso, é facil ver que u € DG+(U,7) se, e somente se, —u €

DG~ (U,7). Para o que se segue vamos precisar da seguinte definicao.

Definicdo 36. Seja U C R" um aberto. Uma fungdo u € WI2(U) é uma subsolugio

(supersolugdo) fraca de (3.1) se satisfaz

| (a@pu.g) <0 z0)
U
para toda ¢ € W&’Q(U) nao negativa.

Com esta definigdo podemos relacionar as solugoes fracas da equagao (3.1) com

o conjunto DG(U,~).

Lema 37. Seja u € WH2(U) uma subsolucdo fraca da equacio (3.1). Entio u € DGT(U,7)

para alguma v = vy(\,A) > 0.

Demonstragdo. Vamos considerar y € U fixo tal que 0 <1/ < r < dist (y,0U). Tome n €

C5°(U) uma funcao de corte definida por

1 em B(y,r’)
0 em U\B(y,r)
n<L

o I 3
IA -l

com |Dn| <c¢/(r—r') e c uma constante real positiva. Como v € W12(U) é uma subsolucao

de (3.1), vale
/ (A(x)Du, Do) dz <0
U
para toda ¢ € W01’2(U) nio negativa. Tomando ¢ =n%v com v = (u— k)T, teremos
D¢ = D(n*v) = 2unDn + nDo.
Dai,

/ (A(z)Du, Do) dx:/ n? (A(z) Du, Dv) dx+2/ nv (A(x)Du, Dn) dz <0,
U U U
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e consequentemente, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a de Holder, temos
/Un2 (A(z)Du, Dv) dx < —2/ nv (A(x)Du, Dn) dx
<2 | Jnlll (A(e)Du D) do

<2 | [nlll o) D D) (4 (2) D, D i

2
<2 /|7]| x)Du, Du) dx /|v| (x)Dn, Dn) dx) .

Como v = (u— k)t implica que Du = Dv para u > k, temos

/ In|? (A(x)Dv, Dv) dx < 2 / In|? (A(x)Dv, Dv) d:L’)%(/U]v]Q(A(a:)Dn,Dm dx)é

/ In|? (A(x)Dv, Dv) dx) : < 2 / lv|? (A(x)Dn, Dn) dm)é

/ |77| x)Dv, Dv) dx < 4/ ]U A(z)Dn, Dn) dz.

Usando a condicao (3.2) temos
4A
[ mPioof s < 5E [ jolon? de
U Ao
Estimando a integral do lado direito temos

2
2 2 c 2
v|%|Dnl|” dz < / v|” dx,
/U ’ ’ ’ ‘ (T - T/)Q B(y,r) ‘ ’

e estimando a integral do lado esquerdo,

/|77]2|Dv|2d:c2/ Duf? da.
U B(y,r')

Donde segue a desigualdade (3.13) com vy = 4/\—0 O

Lema 38. Seja u € WH2(U) uma supersolucio fraca de (3.1). Entdo v € DG (U,7) para
alguma v = vy(\,A) > 0.

Demonstragio. Por hipétese, u € W2(U) é uma supersolucio fraca de (3.1), i.e., vale que

/ (A(z)Du,D¢) dz>0 Ype Wy (U).
U
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Logo, —u € W12(U) é uma subsolucio fraca de (3.1) pois vale que
/ (A(z)D(—u),D¢) dz <0 Yo WHAU).
U
Pelo Lema 37 —u € DGT(U,7) e consequentemente u € DG~ (U, 7). O

Teorema 39. Seja u € WH2(U) uma solugdo fraca da equagdo (3.1). Entdo u € DG(U,~)

para alguma v = y(\,A) > 0.

Demonstragdo. De fato, se u € WH2(U) é uma solucio fraca de (3.1), vale que

/ (A(z)Du, Do) dz =0,
U

e, portanto u é uma sub e supersolugao fraca de (3.1). Dai, pelos Lemas 37 e 38 temos

u € DGH(U,v) e u € DG~ (U,7), donde segue o resultado. O

Com a classe de funcoes de De Giorgi bem estabelecida, podemos obter a

seguinte propriedade.

Proposigao 40. Seja U C R" aberto e u € DG(U,7v). Entio Vk e R, Vye U eVr,R; 0 <
r < R <dist(y, OU) temos

ux_+2$L 0 w(z) — k)T |2dx
/B(y7r)!( () — k)" *d S(R_r)z\A(k,R)\ /B(y,R)K () — k)" 2d

onde C' = C(n) é uma constante positiva que depende somente de n.

Demonstragdo. Defina v = (u—k)t e 7= %. Assim, teremos r < 7 < R. Tome uma
funcao de corte i definida por

n=1 em B(y,r)

n=0 em U\B(y,7)

0<n<l1

com |Dn| < 5%, onde ¢ é uma constante positiva. Pela propriedade da derivada do

produto, tém-se
|D(vn)|? = [oDy+nDo|®

< (JvDn|+ |nDv|)*

< 2(JvDn[*+|nDv|?).
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Integrando ambos os lados da desigualdade acima sobre B(y,7) e usando a hipdtese de

u € DG(U,~) segue que

[ p@nds <2 / P dat [ Dol do)
B(yT) B(yT)
( / |v)? d:L‘—I—/ | Dvl? dm)
B(y,r)
v]? dz + i / deaz>
( /) )|| (R—r)? B@£J|

< v|* dx
(R—r)? B(y,R)| |

com C; = 2(c? +~). Entdo obtemos

C]_ 2
|D(vn)|? dx < / |v|* dz.
.L@m (R—=71)2 /By,
Veja que pela Desigualdade de Sobolev existe uma constante Co dependendo somente de n
2n_ e 2n_ o
</ |v|n=2 dm) = (/ |nu|n-2 dx)

B(y,r) B(y.r)

<G D@ s
B(y,r)

g@/ D(on) 2 da.
B(y,r)

Além disso, pela Desigualdade de Hélder com expoente ™ teremos

| /\

| /\

tal que

2

n—2

/ w[? da < (/ N=" dx) Ak )
B(y,r) B(y,r)

n—2

([ wiFde) "l
B(yr)

n—2

/ \u\zdxgm(k,r)\i(/ H= dx) "
B(y,r) B(y,r)
| p@nf i
B(y,r)

/ lv|? dx
B(y,R)
C

5| Ak, R)|

< —— v|? dz,
= /B<y,R>‘ |

com C' = (C1C9 dependendo somente de n. O

:\w

Dai, temos

SIS

< Col A(k, 7))

1
< Co—— Ak
_CQ(R_T)2| (k)]

S

S
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3.3 Limitacao local

A partir desta segao, caso nao seja dito o contrario, denotaremos DG(U, ) :=
DG(U) e B, := B(y,r) para algum v € R positivo e algum y € U, a fim de facilitar a
notagao. Agora, tomando u € DG(U), considere para todo h € R e para todo r > 0 tal que
B, ccU

= u\xr)— 2 €Z. .
u(h,r) = /A(m)y (x)—hf?d (3.14)

Defina também para todo h € R, e para todo r > 0 tal que B, CC U
o(h,r) :=|A(h,7)|"u(h,r),

o(h,r) :==|{u>h} ﬂE|”u(h,T)§,

com 7 e £ reais positivos. Veja que, como {u > h} N B, C {u > h}N B,, temos

¢(h,r) < ¢(h,T).

Lema 41. Sejam U C R™ um aberto e u € DG(U). Entao, para todo h >k, para todo x € U
e para todo r, R € R tais que 0 <r < R < dist(y,0U) temos

1

|A(h,7)| < WM

k. R) (3.15)

u(k,r) < (R_C’T)2|A(k,R)|rzzu(k,R). (3.16)

Demonstracao. Veja que para x € A(h,r) temos u(z) > h > k, entdo vale u(x) —k >h—k

e |u(z) — k|?> > |h — k|?. Portanto, integrando sobre A(h,r) temos

|A(h,7)||h—k|* = / \h—k|? da

h,r)

< / u(z) — k|2 da
A(h,r)

< / () — K2 de,
A(k,r)

que dividindo por (h—k)? e lembrando que A(k,7) C A(k, R) obtemos

1 1
A(h,r :/ h—Fk|?de < / u(z) — k|? dz,
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o que mostra a desigualdade 3.15. Agora, veja que (u(z) —h)t < (u(z) — k)T, integrando

sobre A(h,r), obtemos

— 2 _ u\xr)— 2 X
/AW)'“(” Bl —/BT!( ()~ h)* 2 d

< lu(x) — k|? dx
By

= [ fule) P e
A(k,r)

Dai, pela Proposicao 40 segue que

/ lu(x) — h? dxg/ lu(z) — k|? dz
A(h,r) A(k,r)

¢ / () — b d,
A(k,R)

< sl Ak R)|
provando a desigualdade (3.16). O

S

~(R—r)?

Considerando 7 e £ dois nimeros reais positivos e elevando (3.14) e (3.16),
respectivamente, a n e &,

1033

|A(h,7’)|nu(h,7‘)£ < (h _ k)Qn(R _ ,,a)

el A(k, B)| % u(k, R)EH. (3.17)

Podemos escrever o segundo membro de (3.17) como poténcia de ¢(k, R). Precisamos en-

contrar um 6 > 0 tal que % =16 e £ +n=E6. Daf temos 6% — 6 — % =0 e, consequentemente,

0= %—i— %;LS > 1. Dai, temos

1953
(h—k)*(R—r)

o(h,r) < ok R)’, 6>1. (3.18)

Lema 42. Sejam (kp)nen, (Tn)nen duas sequéncias tais que ky ko e ry Ny 0, >0,

entao
¢(knarn) — &(]%77“0) (3.19)
sempre que n — o0.

Demonstragao. Considere a,, = [{u > kp} N By, |. Assim,

kn ko = ({u > kn})nEN ¢ {u > kO}
Tn \( Ty = (Brn)neNﬂ \Biroa
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consequentemente ({u > kn} N By, Jnen N\ {u > ko} N By, e, portanto

o0
an — | (Y ({u> kn} 0 By nen| = |{n > ko} N By (3.20)
=1

Agora denotemos

i 1= /B () — k) [P dir = /B () — kn)* P, d

TN 1

onde B,,, C B, para todo n € N. Veja que
|(u(@) = kn) *1PxB, = |(u(x) = ka) " PxB,,

para quase todo ponto, sempre que n — 0o. Observe que a sequéncia f,, = |(u(x) — k,) T |?

é nao decrescente, entao segue que

[faxBe, | S Il < 1fil = [(u(z) = k1) ** € LY(Byy).

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [18] vale

hy, — |(u(z) — kn)+|2XBr0 dr = / \(u(z) — k) T|? da. (3.21)

Br, Br

Finalmente, por (3.20) e (3.21) teremos
G (kn,rn) = |{u > ko} N Bro|"u(ko,m0)* = (ko.70).
[

Lema 43. Sejam U C R"™ um aberto e Ry > 0 tal que Br, CC U. Entao para todo ko € R e

para todo o € (0,1), existe um d € R tal que
d(ko+d, Ry—oRy) =0. (3.22)

Em particular, d satisfaz a relacdao

926+2n_0_ £

2n_ -  60-1" 6-1
d*" = SRR d(ko, Ro)? L. (3.23)

Demonstracao. Considere as sequéncias

d
kn:k0+d—27/k0+d, (3.24)

R
- :Rg—aRovL% \, Ro— o Ro. (3.25)
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Mostraremos que para todo n > 1 natural vale

O(kn, ) < ¢(l;0)ifo), onde \

(3.26)

Com efeito, para n =1, ja que ky > kg e 11 < Rg temos

3

o(k1,m1) =¢(ko+ =, R
1,71 (0 0 02&)%(%)

2 2
¢ 9—1) 02642
— ((gb(k:o,Ro) >2 "Té(ko, Ro)

oRo)%d2n
= %22&2%(760,30) = %cb(/foﬂo)
o2+ 2050y e
_ P(ko, Ro)
=5

Agora, suponha que (3.26) é valida para algum n. Como kyy1 > ky € 41 < 1y, temos
s
(555)" ()
s

o-1

G(kn+1,mnt1) < 2n¢(kn7Rn)0

o(26+2n) (n+1)

¢(k0, R0>9_1 ¢(kna R’I’L)g

< 1 oGt (¢(/f0730)>0
= 9%+t P(ko, Ro)f—t\ 2\

L 20700 G(ko, Ro)”
- W(b(kO?RO)@*l A0

1 ¢(ko, Ro)
= @D ko o) = 55y

Dali, por indugao a desigualdade (3.26) é valida para todo n > 1 natural. Por fim, por

(3.26), pelo Lema 42 e fazendo n — oo obtemos
@(ko+d, Ry — o Rp) <0.
Entao, como ¢(h,r) < ¢(h,r), segue que
0 < ¢(ko+d, Ry —oRy) < (ko +d, Ry — o Ry) < 0.

]

Com estes resultados, podemos obter uma estimativa geral para o supremo

essencial de uma funcao da classe de De Giorgi.
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Teorema 44. Sejam U € R™ um aberto e u € DG(U) e r >0 tal que B, CC U. Entdo para
todo kg € R temos

6—1

1 _
1 2 (|A(k =
esssupu < /{:()—l—c(n/ |u — ko|? d:c) i (HO’T”> . (3.27)
" J Ako,r)

BT/2 r

Demonstracao. Fazendo o = % em (3.22), existe um d € R tal que
0=¢(ko+d,r/2)

:|{u>k0+d}ﬁB;|”</ |u—(k:0+d)|2da:>§

A(ko+d,r/2)
O que nos da

{u> ko+d}| N B, 5| =0,

isto é,

esssupu < kg+d
Br/2

ou
/ lu— (ko +d)|? dz = 0.
A(ko+d, r/2)
e, como |u—(ko+d)| >0 em A(ko+d, r/2), entdo
|A(ko+d, r/2)| = 0.

Dai, por (3.23), segue que

3

)2

3

_ (0—1
d= - Ak, r)|921(/ |u(:p)—k0|2dx)
re/m Alko,m)

Veja que, da igualdade % = n# obtemos % = ng = %—l—ne%l, e de £+ n = &0 obtemos
%(6’ —1) = 1 donde segue o resultado. O

Teorema 45. Sejam U C R"™ um aberto e uw € DG(U). Entao, para todo r > 0 tal que

5 \2
esssupugc( [ul dx)
B B

r/2 r

B, cc U temos
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Demonstracao. Pelo Teorema 44, fazendo kg = 0 obtemos
-1

1 /1A -1
esssupu§c<n/ \u|2 d$>2<|(07;r)|> 2
Byj2 A0, r) r

]

Teorema 46. Sejam U C R" um aberto e u € Wﬁ)f(U) uma solugao de (3.1). Entao,

ue L (U), isto é, para todo r > 0 tal que B, CC U temos

loc
%
HUHL‘X’(BT/Q)SC<][B \UIZdIU) . (3.28)

Demonstragao. Como u é solugao de (3.1), entao u é uma subsolugado e supersolucao de
(3.1). Dali, pelo Lema 27 e 28 u,—u € DG(U). Aplicando o Teorema anterior em —u

obtemos

Nl

esssup(—u) < c<][ | —ul? dm) :
B’I”/Q

T

donde segue que
1

2 2
esssupuZ—c( | —ul dx)
Br/2 T

3
ullgse s, ) < c(]g ? dx> .

e, portanto,

3.4 O Teorema de De Giorgi

Definigao 47. Seja U C R™ um aberto e w: U — R"™. Dado x € U, r >0 tal que By(x) CCU

definimos

M(r) :=esssupu, m(r):=esssupu, w(r):=M(r)—m(r),
BT(I) BT(‘I:)

onde w(r) é chamado de oscilagao essencial de u na bola By(x).
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E facil ver, que se v é uma funcgao limitada, entao sua oscilagao essencial

também é limitada.

Lema 48. Seja U C R™ um aberto e u € DG(U). Dado x € U, r > 0 tal que 2r < dist(z,0U),

Ky = w e ki=M(2r)— W. Se |A(Ko,r)|z < 3| By|, entdo para todo m >

mo
n

1\N
| Ak, )| < Cnrn(f) , onde N =
m

on—2°

Demonstracao. Consideremos h > k > Kj. Assim, temos

h—k, re{u>k}
() = min{u(e), b} = minfu(@), k) = u(e)—k, @ e (k<u<h)
0, x € {u<h}.

Ja que {u < Ko} C{u <k} temos por hipdtese que
1
|B,N{v =0} =|BN{u<k} >|B-N{u< Ko} > §]BT|.

Aplicando a desigualdade de Sobolev para v com p =1 e a desigualdade de Holder temos

n—1
</ |v|% dx) ! SC’n/ |Dv| dz
B, By
= Cn/ | Du| dx
A(k,r)—A(h,r)

< CalA(hr) - At ([

A(k,r)—A(h,r)

Dl

| D da:) :

Pela forma como definimos v, podemos escrever

n—1 n—1
(/ Bk d:p) . </ h— k| da:> T (h—k) AR
A(h,r) A(h,r)

Como A(h,r) C By, pelo que concluimos anteriormente, temos

1
(/ | D dx) 2,
A(k,r)—A(h,r)

Nl

(h— ) A(h,7)| "7 < ColAlk,r) — A(h,7)|

e consequentemente,

(h— k)2 A(h,r)| "5 < cn|A(k,r)—A(h,r)y/ | Du|? d.
A(k,r)—A(h,r)
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Note que A(k,r)— A(h,r) C A(k,r) e u € DG(U) nos da
(h— k2| A(h, 1) 52 < Col Ak, ) — (h,r)]/ Duf? da
k,r h,r)

gCn|A(k,r)—A(h,r)|/ \Dul? da
k.r

C;/ lu— k|? dz,
T JA(k,2r)

e ja que u—k < M(2r)—k, A(k,2r) < |Bay| = wnyr™ e |A(k,r) — A(h,7)| = |A(k,r)| —
|A(h,r)| temos

< CnlA(k,7) — A(h,7)]

C

Cal Ak, ) = Al 1) 5

/ lu—k|* de < 7114(1{ ) — A(h,r)||M(2r) — k|?|A(k,2r)|
A(k,2r)

C, n
< T—2|A(k,r) — A(h,r)||M(2r) — k]2wnr

< Cur" (| Ak, 7)| = [A(h, 7)) M (2r) — K[,
Assim, temos
(h— k:) |A(h, r)| < Cpr™™ 2(|A(k )| —[A(h,r)|)|M(2r) —k|2. (3.29)

Agora, vamos definir M := M (2r) e considerar k; =

M — Ko

ki —kii=—7;

(3.30)

M — Ky

M —ki—r = 9i—1

(3.31)

e, consequentemente, ja que k; > k;j_1, por (3.29) e (3.31), temos

(ki — k1) Ak, )| 55 < Cor™ (| Alhi—1,7) | — | A, 1) )M — ki

_ |M — kol?
= G (| Alki1,7)] ~ | A ) !

Usando (3.30), podemos escrever
M — ko |? 2n-2 _ M — ko2
A0 Atk 1 72 < =201 Ak 1, — Ak ) 2200

portanto

|A(l<;1,r)| < Crr™ 2(|Aki_1,7)| — | Ak, 7)) (3.32)



49

Veja que, tomando um m € N fixo, entao para todo i <m obtemos |A(k;,r)| > |A(km,7)],

e, portanto,
UL m 72 2n—2
> JA( kz,r Z > m|A(kp,r)| 7 .
i=1 i=1
Dai, usando (3.32) obtemos
2n m
m|A(km,r) W2 (A ki1, )| — | Ak, 7)) (3.33)
i=1
— Cur™ (| Alko.r) = Ak 1)]) < Cur™ 2| Alko,r)]. (3:34)

E entao podemos concluir que

)| < (Cur™ 2 AGko.r)) 7 (1)

m

< (Cnrn_zyBrD ) <7711) P

< (Cnr"_zwnr”)m 1 e '’ 1 m‘
m m
L]

Teorema 49. Seja U C R" e u,—u € DG(U). Entdo, para todo v > 0 tal que By, CC U

tem-se

w(g) < Aw(2r) (3.35)

onde A <1 € uma constante que nao depende de r.
Demonstracao. Observe que

Ko(u) = (esssupu+ essinfu)
B Br

1
= ——(essinf(—u) +esssup(—u)) = —Ko(—u),
2 By B

T

e entdo {u < Ko} = {—u > Ko}. Além disso, se |B, N{u > Ko}| < 5|B;|, temos
1
1B, 0 {u < Ko(u)}] =B, 0 {~u > Ko(-u)}| > 5| B

Entao podemos assumir que | B, N{u> Ky} > l , onde aqui estamos escrevendo Ko = Ko(u).

Pelo Teorema 44, com k; = M (2r) — w e Kog= M, temos
1
M() = esssupu
2 Br/2
6—1

1 ‘ 0-1
<ki+ C/’2</ \u(x)—klﬂdx>2<|’4<k“r)|> T
rh A(k;,r) r



Consequentemente, sobre A(k;,r) temos u(x) —k; < M(2r) — k; e, portanto,

/ () — ka2 da < (M (20) — ko) 2| A(ki, 7).
A(k;,r)

Dali, segue que

Pelo lema anterior temos
[ né
A ]f', 2 1 n— .
C’(l(;r)’)g SC’n(,>4 0 sempre que i — 00.
r 7

Dessa forma, existe um ig € N tal que

entao vale que

_Z <M(2r) - M(ng KO) + ;M(m)
) ME@n-m(r)
_ . <M(27“) M(2 ) 220 2 + ;M(QT)
1 1 2M (2r)— 1
= 5 —5( i ) M
M) - M(27"2)i0+2 (27")'

Subtraindo m(Z) e usando que m(Z) < m(2r) temos

w(r < M(T> —m<;> < M (2r) —m(r) — M<2T>‘_m(27q)

2 2 2 2i0+2
<M(2r)—m(2r)— M(2T;i;T(2T)
= () = m(20)) (1= 555 )

= Aw(2r),

onde A depende somente de ipe 0 < A=1-— 210% < 1.

50
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Os dois lemas que serao mostrados a seguir serao importantes para demostrar
que as fungoes da classe de De Giorgi sao Holder continuas.

Lema 50. Seja (an)nen uma sequéncia nao-decrescente tal que ap, — 0 com 0 <t < ay para

algum t € R. Entao, existe um k > 1 natural tal que ap <t < ap_q

Demonstracao. De fato, ja que a, — 0, entao existe um ng € N tal que a,, <t para todo
n > ng. Definindo

k:=min{n >ng; a, <t}

temos k > 1 e ja que a sequéncia é nao-decrescente temos ax <t < ap_1. O]

Lema 51. Seja R >0, ¢ : [0, co] — [0; oo] uma fun¢ao ndao-decrescente e 0 < C, A <1

constantes satisfanzendo a desigualdade

o(Ct) < Ap(t), VteR. (3.36)
Entao, existe um o > 0 tal que
1/t\@
B(t) < A(R) &(R), VteR. (3.37)

Demonstracao. De fato, veja que como C < 1, a sequéncia a, = C" é estritamente de-
crescente e a, — 0 sempre que n — oo. Entao, tomando ¢t < R teremos % <1 e usando o
lema anterior obtemos um ng tal que C™0+! < % < C"™. Por ¢ ser nao-decrescente e pela

desigualdade (3.36) segue que
¢(t) < ¢(C™R) < Ap(C™'R) < A%¢(C™2R) < --- < AM(R).

Veja que

t t
Ccrotl « — = o> —1+log —.
R 0 gcR

Dai, como A < 1 temos

A™G(R) < AL Al8c T g(R)
1

A
_1

t

(OlogcA)logc(§)¢(R)

t

(Closc(R))losc A g (R)

()

(%) o,

A
1
A
1
A
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onde a =logq A. O

Perceba que se tomarmos C' < A < 1 no lema anterior teremos « € (0,1), ja que

a=logq A.

Teorema 52 (De Giorgi). Seja U € R" um aberto e u,—u € DG(U). Entao existe um
a € (0,1) tal que u € CO*(U).

Demonstragao. Considere R > 0 tal que R < dist(z,0U). Pelo teorema 49 temos
w(Cr) < Aw(r), Vr>0;r <R,
comC=%1e0<A=1- 21% < 1. Aplicando o lema 51 obtemos

w(r) < 1(;>aw(R), Vr < R.

Vamos fazer ¢ grande o suficiente para que A =1— 21% > i. Considerando x,y € Bg tal

que |z —y| =r < R, pode-se concluir que

[u(z) —u(y)| < w(
= A(]Z’) (A ]gf))ra

(e oo

= L’l’—y‘a,

A
| —

onde L = ( Igc{j)) Entdo, u € C%*(Bg) onde R é tomado arbitrariamente. O

Perceba que nao foi necessario ter a hipétese de u ser solugao de (3.1) para
mostrar que uma fungao, sendo da classe DG, seria Holder continua. Voltando ao teorema
39 podemos concluir que se u € Wﬁ)cz (U) é uma solucao fraca da equagao (3.1) entao
u € DG(U) e, portanto, pelo teorema 52, vale que u € C%*(U). Entao, podemos formular

o seguinte coroldrio.

Corolario 53. Seja U C R™ um aberto. Se u € Wl}ﬁ(U) ¢ uma solugao de (3.1) entao existe
um a € (0,1) tal que u € C%*(U).
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4 REGULARIDADE DE Q-MINIMOS

4.1 Introdugao

Nosso 1dltimo e principal objetivo neste trabalho de dissertacao, é estender a

teoria de regularidade de De Giorgi para minimizantes de funcionais nao-lineares do tipo:

F(u,U) ::/Uf(x,u,Du)dx. (4.1)

Doravante U representarda um dominio limitado em R", u: U — R uma funcao real, e
(z,u,p) — f(x,u,p) uma fungao real de Carathéodory que satisfaz alguma condicao de

crescimento. Mais precisamente, estamos interessados no seguinte tipo de crescimento:
pI™ = blul” = g(x) < f(z,u,p) < plp[™ +blu" +g(), (4.2)

onde g é uma dada funcao nao negativa, e m,~,b, 4 sao constantes nao negativas que

satisfazem:

m = , m<n

+o00, m>n.

A teoria de regularidade que serd apresentada neste capitulo tem como base o artigo [7].
Nesse artigo, os autores Giaquinta e Giusti abordam a nogao de -minimizantes (nogao
introduzida por eles no artigo [6]) para o funcional .# e demostram varios resultados
interessantes que incluem naturalmente os resultados obtidos por De Giorgi. Nosso desafio
aqui serd discorrer sobre tais resultados. Doravante, usaremos a notacdo Q(z,r) para
representar o cubo (aberto) em R™, com lados paralelos aos eixos coordenados, centrado
em z e lado (aresta) r > 0, ou seja,

R n. ..
Q(z,r) = {yeR : lrgl_agnm il <r/2}.

Além disso, dado um conjunto B C U, a notagao osc(u, B) indicard a oscilagao de u em B,
isto é,
osc(u, B) = supu(z) — inf u(x).
xE€B z€eB
Como espdlio do que vem pela frente, podemos adiantar que o ponto-chave da

abordagem delineada nos artigos supracitados, consiste em mostrar que a oscilagao de
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()-minimizantes em bolas B, possui um decaimento controlado por uma poténcia do tipo
r® com « € (0,1). Conforme a proposi¢ao a seguir indica, esse é um dos caminhos para
provar o principal resultado deste capitulo, que consiste em provar que tais minimizantes

sao localmente Hélder continuos.
Proposigao 54. Seja o € (0,1). Suponha que u: U — R seja tal que
osc(u, Bp(x)) < Cor®  para todo By(x) C U. (4.3)

Entéo, u € CO*(U).

loc

Demonstracao. Queremos demonstrar que para todo xg € U existe uma vizinhanca V' de
xo tal que uly é Holder-continua. Fixe xg € U e seja rg = dist(zg,0U). Considere a bola
V = B(zg,r0/4) e sejam z,x € V quaisquer. Faga r = |z —z|. Um cdlculo diretor mostra

que By(z) := B(z,r) C B(xo,3r9/4) C U. Entao, por hipétese, temos

|u(z) —u(x)| <osc(u, By(x)) < Cor® = Colz — x|“.

4.2 A nogao de ()-minimizantes

Conforme apontado e testemunhado por muitos autores renomados, o problema
central no Calculo das Variacoes consiste em garantir a existéncia e regularidade de solugoes

para o problema de minimizacao:

gleiﬁ/[]f@’u(x)’l)u(x))dx’ (P)
onde A é uma determinada classe de fungoes e (z,u,p) — f(z,u,p) é uma funcao real
definida em U x R x R"™, U C R" sendo um dominio limitado aberto. Por exemplo, uma
das mais usuais classes é a que prescreve a condicao de Dirichlet u = ¢ em 9OU.
Interessante ressaltar que o problema de minimizacao acima contempla uma
vasta gama de Equagoes Diferenciais Parciais (EPDs). Além disso, como é bem conhecido,

ha uma conexao fina entre solugoes de (P) e certas EDPs. A titulo de ilustragao, suponha

que f(z,u,p) seja de classe C''. Agora, seja u um minimizante do problema (P). Defina

u— F(u,U) ::/f(:v,u,Du)dm.
U
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Seja p uma fungao teste tal que supp(p) C U, de modo que u+ ty coincide com u em QU

para valores de t em um intervalo I centrado em t = 0. Defina

g(t) = F(u+tp,U) ::/ljf(m,u+t<,0,D(u+t<,0))dx.

Entao, t — ¢(t) possui um minimo em ¢ = 0. Consequentemente, ¢'(0) = 0. Segue, portanto
que:

d
/f(x,u+tg0,Du+th0)dx:0.
dt J,

Diferenciando sob o sinal da integral e aplicando regra da cadeia, segue dai que:

= Of of
/U(;am(:r,U(w)yDU(w))-%ﬁm(m,u(:p),pu(x)).@)dmzo,

Agora, observemos que se f é de classe C2, entdo podemos integrar por partes (aplicar o

Teorema de Divergéncia — lembre que ¢|gy = 0) e concluir que:

/U<i ) af(x,u(:v),Du(x))—g;}:(aj,u(x),Du(az))> odz = 0.

i=1 axl 8pl
Como esta equagao é valida para qualquer ¢ € C5°(U), concluimos que uma solucao u de
(P) satisfaz a EDP:

"9 of
Zaxi@

i=1

(z,u(x), Du(xr)) = g(x), (4.4)

onde

g(x) = gi(az,u(m),Du(m))

Doravante, estaremos dedicados ao estudo da seguinte no¢ao generalizada de

minimos do Problema (P).

Definigao 55. Uma fun¢ao u € Wlf)’:l(U) é dita ser um Q-minimo (QQ > 1) para o funcional
F definido em (4.1) se para quaisquer conjunto aberto A CC U e v € I/Vlién(U) com
supp(v —u) C A tem-se que

F(u,4) < QF (v, A). (45)

4.3 Lemas técnicos

Os seguintes lemas terao papéis fundamentais no estudo da regularidade de

()-minimos.
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Lema 56. Dado f(t) uma funcao real limitada nao negativa definida para 0 < Ty <t <T).

Suponha que para Ty <t < s <1} tem-se
f) <A(s=t)""+B+Bf(s),

onde A, B, a, e [3 sao constantes nao negativas e 3 < 1. Entao existe uma constante c,

que depende somente de o e 8 tal que para todo r, R, Ty <r < R <T| tem-se:
f(r) <c[A(R—r)"*+B].
Demonstracao. Considere a sequéncia (t;);cy definida por
to=r e tig1—ti=1—-7)T"(R-7),

com 0 < 7 < 1. Perceba que a sequéncia (t;);en € crescente ja que tj11 —t; > 0. Por hipétese,

temos

ft)<A-(s=t)""+B+5f(s)

para todo Ty <t < s <Tj. Assim,

f(t()) <A- (tl —to)ia +B+4- f(tl)
A-

<A-(1-7) 7% (R—r)"*+ B+3- f(t1)
A
< (1_T)a-(R—r)—a+B+6-f(t1).
Por outro lado, temos
B-f(t) <B-[A-(ta—t) *+ B+ f(ta)]
<BJA-(L=7) T (R—r) £ B4 B f(t)]
< A (R—=7)"“-Br*+ BB+ % f(ta).
(1—7)c
Segue que:
1 1
fto)) < m——==-(R=7)"*- > 73"+ BY '+ f(t2).
(1—7) i=0 i=0
Dai, como

1 1
T>1= Y gy g

1=0 1=0
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vale que
A L o
f(to) < e (R—7) "+ B|- Y 778 + 52 f(t2).
i=0
Fazendo essa iteracao k vezes obtemos
A k—1 ) )
f(to) < BEf(ti) + = (R—7)"*+B|- Y 7p"
=0

Tomando 7748 < 1 e fazendo kK — oo, temos a série geométrica

> 1

Dai
A o] 1
F(to) < =T (R=r)"+B| =3
< _A(R—r)_a—FB(l—r)a_ =n=
- i | 1—7793"

Como (1—7)% < 1, obtemos

A prova dos seguintes lemas pode ser encontrada em [11, Lemma 7.1 e Lemma

7.3].

Lema 57. Sejam C,( >0 e B> 1. Suponha que (J;)i>0 seja uma sequéncia de nimeros
reais positivos tais que

Jip1 <CBJITC vixo.

Se Jy < C—1/¢ % B_l/CQ, entao
lim J; =0.

1—00

Lema 58. Seja p(t) uma fungdo positiva. Suponha que existam constantes ¢>0e0 <1 <1

tais que para todo R € (0, Ry),

o(TR) < %p(R) + BR”, (4.6)
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com (< [<9, e

o(t) <q-p(t*R) Ve (T*RTFR).

Entao, para todo § < R < Ry tem-se:

B
o(0) < C ((Z) o(R)+ Beﬁ> , (4.7)

onde C' € uma constante dependendo somente de q, 7,6 e [3.

4.4 Desigualdade de Caccioppoli para ()-minimos

A seguir ilustraremos o passo primeiro na dire¢ao de obtermos a regularidade

C® para (Q-minimos. A saber, o estabelecimento de uma desigualdade do tipo Caccioppoli.

Teorema 59. Seja u € VV&)Cm(U) um Q-minimo para o funcional

ﬁ(u,U):/Uf(x,u,Du)dx.

Suponha vdlidas as condi¢oes (4.2) e (4.5) e suponha que g € L{ (U) com o >n/m. Entdo

loc

para todo xg € U, existem constantes Ry € (0,1), H>0 e 0< (< m/n tais que:

H

/ Dul™ de < / w™ de+ H(K"R™ 4 gllo) [ Ap 757, (48)
Akﬁ Ak,R

(R—0)m

para todo 0 <0 < R< Ry e k>0, onde para k,r >0,
Apr = {IE ceU: u(z) > /{:}HQT
e @y € um cubo de aresta r, centrado em xg, estritamente contido em U.

Demonstracao. Fixe xog € U. Seja ro = dist(xg,0U) e faga By = BTO/2($0). Para r €
(0,70/2+/n], seja @, o cubo descrito no enunciado, contido em By. Por simplicidade de
notagao, fagamos ||gllo = |9l .0 z;)-

Defina w := max(u —k,0). Dados 0 <t < r, fixe uma fungao corte (suave) n em R" tal
que:

supp(n) C @r,

0<n<l,

n=1lem Q; (t<r),
|Dn| <2(r—t)~ 1,
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Considere agora a funcao teste v = u —nw. Segue da definicao de @)-minimo que:
f(x,u,Du)dng/ flz,u—nw,D(u—nw))dx.
Ak:,r Ak:,r
Combinando o lado esquerdo acima com o lado esquerdo de (4.2), obtemos

\u|7d:z:—|—/ g(x)dx.
k

T

/ | Du|"dx < Q f(a:,u—nw,D(u—nw))d:B—i—b/
Ag r Ag r k

Aplicando agora o lado direito de (4.2), obtemos

/ | Du|"dx < Q / (p]D(u—nw)]m+b|u—nw\7+g(x))dm+b/ |u|Tdx
Ak,r Ak,r

Ak,r

—I—/ g(x)dx.
Ag r

Podemos entao concluir que:

/ | Du|"dx < Q(/ ,u|Du—77Dw—wD7]|mdx+/ blu —nw|? dz
Ak,r Ak,r

Ak,r

+/ g(x) dx) —H)/ |u|7d1‘—i—/ g(z)dx
Ak,'r Ak,r Ak,r

< Q,u/ |(1—n)Du—an|mdx+Qb/ lu —nw|” dz
Ak,r

Ak,r

+Q g(x) daH—b/ \u|7dx+/ g(x)dx

Ak:,r Ak?,’(‘ Ak,r
Por um lado, temos
/ |(1—n)Du—an|mdx§2m</ (1—n)m|Du|m+wm|Dn|mdx>.
Ak,r Ak,r
Por outro lado, como em Ay, ,. ocorre a igualdade v = w+k que implica u —nw = (1 —n)w+k,

segue que

/ lu —nw|7 dz < 27(k7|Ak77,\+/ Uﬂdx).
Ak,r

Ak,r
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Combinando todas essas desigualdades, deduzimos que:

/ |Du|mdngM2m(/ (1—n)m|Du|m+wm|Dn|de)+Qb27(m|,4k,r\+/ wdz)

Ak,r Ak,r Akﬂ“

+Q g(ac)dx—i—b/ w7dx+bk7|Ak,,,«|+/ g(x)dx
Ak,r Ak‘,r Ak,r

< qum( / (1= )" Dl + ™ D" d

Ak,r

o—1
£0Q (B Ag [+ [ wde) + @+ DAk, gl

Ak:,r

<n| [ a-wripaprass [
Agr Ay

wm|Dn|mdx+/ wdx + k7| Ay, |

T k,r

o=1
v HgHa)

Note que supp(w) C {u >k} e w|s, € WL™(Ay ). De um modo geral, notemos

+ |Ak,r

onde y1 =71(Q,p,v,0,m,b).

que se w € WH™(V), com V C R" aberto e limitado e OV € C*, entdo pela desigualdade de
Sobolev (vide [4, Theorem 6, p. 270]) sabemos que existe uma constante ¢; = cj(n,m) >0

(dependendo apenas de n e m) tal que

(/ w™ d:v)m Scl/ | Dw|™ dzx.
Vv \%4

Portanto, neste caso, como m <y < m*, segue dai e da desigualdade de Holder que

_m_
/ wdr < \lw\|?n:m\V|1‘"7*</ w dx)
14 14

(4.9)
gcl||w||g;m|V|1—n%/ | Dw|™ da.
|4
A seguir, denotaremos [[ullm= = ||ul|pm=(p). Agora observe que podemos escolher um
Ry € (0,1), Ro = Ro(||wt|lm=*,7v,n,m), pequeno o suficiente tal que
erllul 1|, < 21% Y0 <1< Rp. (4.10)

Consequentemente, podemos aplicar (4.9) e (4.10) com V = B, (lembre que B, C @, C By)
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para deduzir

/ uﬂdxg/ \w\Vda;gcleHZﬁm\BrPnl/ | Dw|™dx
A Br Br

— _
= ol B [ sty B
rOu>

1
< — |Du|™ dx, Y0<r <Ry
271 J Ay,
Por outro lado, temos

| Ayl g/ ™ da < fJul™ (4.11)
Ay,

Entao, para t <r < Ry, temos

/ | Du|™ dx <y /
Ag,r Ay

(1—77)m|Du]mdx+/

Ak,r

w™|Dn|™ dx —|—/ wldx + K| A, |

Akw

1—-1
“Ilglla)

2m 1
<M / | Du|™ dx+m/ w" dr+ — | Du|™ dx
A\ Akt (r—t) Apr 21 Ap.r

_1
+ k’y’Ak,rl + ‘Ak,r’l i HgHU) )

\T

+ |Ak7r

donde segue que:

m

2
/ | Du|™ dx < 2y / | Du|™ dx + m/ w™ dx + k7| Ay |
Ag.r Ap o \Ag ¢ (r—1) Ag.r

_1
+|Ak7r|1 ”HQHU)-

Entao, em resumo temos que:

m
/ \Dul™ dm§271/ D™ dz+271 m/ W™ do+ k7| Ay gl
Apr A\ At (r—1) Ap R
1—1
+ Akl = lgllo |-

Note que como ¢ > n/m, podemos escrever 1/0 =m/n — e para algum € > 0. Portanto,

1—1/0 =1—m/n+ e donde conclui-se que

_1 _m
Akl "7 lgllo = [Akrl" " *lgllo-
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Por outro lado, seguindo [6, p. 35], e usando (4.11), vemos que:

m
. km’Ak’R‘li m*

K| Ak pl = (K™ | Ak gl)

—m 17ﬂ+ 1,%
< [lullf™ - K A g
Note que nao hé perda de generalidade em assumir que |A; r| < 1. Inserindo essas

informagoes na desigualdade anterior, obtemos:

2m
/ | Du|™ dx§2fyl/ | Du|™ dx +2v1 m/ w™ dz
Ag.r Ap o \Ag ¢ (r—1) Ak R

— _m _ _m
™ k™ A g R TR ] Ay gt n+f||g||0)

2m
< 271/ | Du|™ dx 4271 m/ w™ dx
Ap o \Ap ¢ (7” - t> Ap R

1—’n”+€) 7

onde ¢ = min (6,1 —(v/ m*)) Convém observar de passagem que um célculo direto

+ (Il k™ +llgllo )| Ax. 7

mostra que ¢ < m/n. Somando em ambos os lados da desigualdade acima o termo

271 / | Du|™ dz, obtemos
Ap s

/ | Du|™ dx+271/ | Du|™ dmﬁQ’yl/ | Du|™ dx+271/ | Du|™ dx
Ag r Ap Ag k

A ,T\Ak’,t

2m m y—mym 1- e
+2’Yl((r_t)m/AkR’w de+ ([[ull k™ +llgll ) | Ag,rl 5+ ).

que por sua vez (lembre que t < r) fornece

m 2m m 2m m
| Du|™ dx < |Du|™ dx + -—— w™ dx
Aps 14271 Ja,, (r=1)™ J 4, p

+ (Il 7" k™ + llgllo ) | Ak

1-m ¢

n

Aplicando o Lema 56 obtemos uma constante 2 > 0 tal que
| ipupde <o, (2m<R—e>-m [ o (Jul3z "+ gl rAk,Rwl—’H).
Aro Ap,Rr

Fazendo H = yomax(2™, ||ul|)}."™) e considerando que R < 1, concluimos que:

H m
| Du|™ dx < / w™ dre+ H(E™R™" +|glo )| Ap.r|* " .
/I;kﬂ (R_e)m Ak,R ( )
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Corolario 60. Considere as condicoes do Teorema 59. Entdo, para todo xg € U existem

constantes Ry € (0,1), H>0 e 0 < <m/n satisfazendo a sequinte desigualdade:

=5+ (4.12)

H
| Dul™dz < / (k—uy"da+ H (K" B + |lgll, ) | Be.n
/;k’g (R_Q)m Bk,R ( )

para todo 0 <0 < R< Ry e k<0, onde
By = {3: eU:u(r) < k}ﬁ@r (r>0).
Demonstracdao. Basta notar que a funcao —u é um (Q-minimizante do funcional

j(v,U):/Uf(ag—v,—Dv)dx,

e aplicar convenientemente o resultado anterior (troque k e kg por —k e —kg). O

4.5 Classe de De Giorgi

Agora que provamos a desigualdade de Caccioppoli, temos a motivagao correta

para considerar a seguinte defini¢ao:

Definigao 61. Seja u € T/V&)Cm(U) Dados x,H,(, Ry >0 e kg >0, dizemos que u pertence
a classe

DGjr_L = DG%(U; HJX?C7R07k0)

se para quaisquer cubos concéntricos Qy C Qr CC U, com 0 <0 < R< Ry, e para qualquer

k > ko vale a desigualdade:

H m
\Dufmdz < — / (u— k)™ da+ H (X" + k"R ) Ap g5 (4.13)
/1;11@,9 (R_e)m Ak,R ( )

Similarmente, definimos DG, como sendo a classe das fungoes u € WI})Cm(U) tais que

para quaisquer § < R em (0, Rg] e k < —kg, vale a sequinte desigualdade:

H m
Dup < i [ ke B () B R (01a)
\/%k,g (R_e)m Bk,R ( )

Finalmente, usaremos a notacao clissica DGy, para indicar a interse¢ao:

DG, = DG} N DG,
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Conforme veremos adiante, uma caracteristica surpreendente é que a classe
de fungoes De Giorgi, DGy, concentra na desigualdade (4.13) praticamente todas as
informacoes relativas ao comportamento continuo de ()-minimizantes. Convém lembrar
que nossa meta principal é verificar a continuidade Holder de tais fungoes. Agora que ja
demos o primeiro passo, vamos caminhar na direcao do segundo, que consiste em verificar

a limitacao local de (-minimizantes. Esse é o tema da préoxima secao.

4.6 Limitacao Local de ()-minimizantes

O principal objetivo desta secao é demostrar que fungoes na classe DG, sao
localmente limitadas. Recordemos que uma funcao real u: U — R é dita ser localmente
limitada se, para qualquer zg € U, existe uma vizinhanca V' de xg em U tal que a restrigao
uly é limitada. Preliminarmente, demonstraremos o seguinte resultado que desempenhara

papel crucial nessa tarefa.

Teorema 62. Sejam C,hg >0, 0<( <m/n ew € WL (U) uma funcdo tal que para algum
ro €U,
C m
Dw|"dx < / w— h)"dx 4+ Ch™| Ay |1~ n e 4.15
/Ah,(,‘ | (1—o)m Ah,T( ) [Anr! (4.15)

para todo % <o <71<1, h>hy, onde para todo s € [3,1], Aps={u>h}NQs e Qs = Qs(x0)
¢ o cubo centrado em xqg de aresta s estritamente contido em U. FEntao, para alguma

constante universal ¢ > 0, w satisfaz:

1+¢
m c 1 k™ . o M
/Ak’a(w—k) dzr < ) [(T—O)m+(k—h)m] (/A;M( h)™d ) . (4.16)

Em particular, para alguma constante D = D(m,n,() > 0 tem-se que:

1/m
supw < D / (w™)"dx . (4.17)
Q12 @1

Demonstragao. Fixe % <o<t<leseane C'(‘)’O(BUTJFT) uma funcao de corte tal que:

4
n=lem B,, 0<n<1 e |Dnl< :
T—0
Para k > ho, defina £ = n(w —k)*. Note que 1 — 2% = Entao, aplicando a desigualdade

de Sobolev ([4, Theorem 6, p. 270]) e usando o fato que

DE=Dn-(w—k)"+n-D(w—k)™,



65

temos

/ (w—k)"dx = / EMdr < ( ﬁm*dx) : ‘Ak’gyl_%
Ak,a Ak,a Ak,a

<c [ pgrde|a,E
Ak,a

1 m
<C / |Dw|mdx+/ (w—Fk)"dx | |Ag 7| ™
Apo (T—0)" Ja,,

1 m
Ak o+T1 (T U) Ak,UT—H—

Inserindo agora a desigualdade (4.15), vemos claramente que:

C’Ak T‘T;Z/ 1
w—k)"dr < —2— w—k)"dx +ck™| A +C 4.18
/Ak_ﬁ( ) (T—O')m Ak:,‘r( ) | 7T| ( )

Agora observemos que se h < k, entao:

/ (w—h)"dx = / (w—h)"dx+ / (w—h)"dx
A {w>k}NB; ({w>h\{w>k})NBr
> / (w—h)"dx
{w>k}ﬁBr

:/ (w—k+k—h)"dzx
{w>k}NB-

2/1 (k— h)™dz = (k— h)™| Ay
{w>k}NB-

Além disso, como h < k implica {w > h} D {w > k}, temos ainda que:

/ (w—k)"dr < / (w—h)"dx < / (w—h)"dx.
Ak,T Ak,‘r Ah,r

Consequentemente, ao introduzirmos essas ultimas desigualdades em (4.18) chegamos a

conclusao de que:

14¢
c ck™
—k)™d <U4Tmm:/ R I / —hY™d
Ak,a (w ) r= (7— - a)m | k’ | Ah,T (w ) ! + (k - h)m(l—’—g) ( Ahﬂ' (w ) x)

1+¢
c ck™
<AL [C S L N R — / —h)™d
= (r—o)m | Ak,r] /Ah (w—h) x+(k— )m(1+§)< 4, (w—nh) 33’)

)T )T

C 1 ck™ 1+¢
(T—dm'%—hV“+Kk—mmwa([;fw—h)da

14¢
c 1 E™ m
- (k —h)mS |:(7'—O')m + (/{?—h)m] . (/Ah}fw_h) dl‘) ’
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onde ¢ é uma constante universal. Note que usamos acima o fato que ( <m/n e |A; .| <

Q1] =1.

Em suma, até aqui provamos a seguinte desigualdade:

1+¢
" < ! e : w—h)"dx
/,4k70(w_k) dx < (o= h)e [(T—O)m+(k—h)m] (/Ah,f( h)™d ) . (4.19)

Agora, seja d > hg um nimero a ser escolhido a posteriori. Para i € N, defina as sequéncias:

ki =2d(1-27"71),
1

ot —i
o; = 5 (1 +2 )
Um célculo direto fornece a seguintes relagoes:
(ki1 — ki)™ (0 —oip)™ (K1 — ki)™e dme

Reescrevendo entao (4.19) com o = 041, T =04, k = ki1 e h=k;, e fazendo
J; = d_m/ (w — /{i)mdfl?,
Ak,

obtemos, apds a realizacao de uns calculos diretos, a seguinte desigualdade:
Jig1 < C-2m{CHD) gl+e (4.20)

onde C' = 2m(+2)+1e Agora observe que

1

1
= (w—d)"der < — [ (w)™dux.

Jo <
dam Q1

Ag1/2

Portanto, escolhendo d como sendo

) L 1/m
d = C'm< Bmc? / (wh)™dx ,
Q1

com B = 2"+ vemos claramente que
1 _ 1
Jo<C ¢.B ¢,

De acordo com o Lema 57 (Segao 4.3), podemos concluir entao que
1
— (w—2d)"dx = lim J; =0.

m
d Asd,1/2 1770
Consequentemente, tem-se que

sup w < 2d.
Q1/2
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Feitas as consideragoes preliminares acima, incorre estarmos aptos a enunciar e

demonstrar o principal resultado desta secao.

Corolério 63. Seja v € DG,!. Entdo, u é localmente limitada por cima em U. Mais

precisamente, existe constante ¢ > 0 tal que para todo xg € U e R < min(Ry,dist(zg,0U)),

1/m
sup u(z) <ec ][ ulf'dx +ro+ xR |. (4.21)
Qr/2 Qr

Demonstragdo. Recordemos que DG, = DG (U, H,x,(, Ro, ko). A ideia é mostrarmos

tem-se:

que a hipdtese u € DG, pode ser reduzida & condigao prescrita em (4.15). Neste sentido,

notemos primeiro que se fizermos
v=u+yR® & h=k+yR® (5:"Lgekzk;o), (4.22)
m

entdo {v > h} = {u > k}. Para h,r >0, seja Ap, = {v>h}NQ,. Portanto, para fixado

xo € U, segue da desigualdade (4.13) que

/ |Dv|mdx:/ |Dv|mdx:/ | Du|™dx
Ap o {v>h}NQo {u>k}NQr

0 / ) »
= w=opm (u—k)"dz+ H(X™ + k™R [{u> k} N Qg|' %+
(B =0)™ JuskynQo ( )
= oy [, (e (0 KR A gt
(R—o0) An R

para todo Ry/2 <o < R < Ry. Observemos ainda que;
Xm + ka—nC _ (XmRnC +km) . R—n(
_ ((X.R?;f)m+km) s
< ((k+X-R7§)m+ (k+X-R7n<)m) R

= 2R,
donde segue que:

2H m
Du|™dx < / v—h)"dx+2HRK™" R | A g|'~n TE. 4.23
[, s o [ e An (1.23)

Portanto,

v e DG, (U,2H,0,¢, Ro, ho)

em que hg = ko + xR"/™. Ou seja, chegamos a duas conclusdes:
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(i) E suficiente mostrar que v é localmente limitada por cima.

(ii) Podemos supor sem perda de generalidade que x = 0.

Agora, mostraremos que também nao ha perda nenhuma de generalidade em
assumir a priori que Ry = 1. Para isso, faremos uma homotetia do dominio U considerando
a seguinte mudanca de varidveis y = Ry 2. Fixe 0 <o <7 <1. Em seguida, defina
w: R(le — R pondo w(Ro_lx) = v(x), para quase todo x € U, onde v é a funcao definida
em (4.22). A seguir, considere y variando em Ry 'U. Note que w(y) = v(Roy) para todo
yE Ry 1U. Além disso, temos:

Dw(y) = RyDv(Roy), Yy € Ry'U.

Defina ¢: U — Ry 'U pondo ¢(z) = Ry 'z. Entdo, de (4.23) obtemos:

| pulmay= | Dufmdy = [ [Duwl™dy
Ap.o {w>h}NQq (Ry 'zo) e({v>h}NQsr,(z0))

(Dwo o) By ™da = | Do(a)"da

Av>h}mQaR0 (xO) {v>h}onRO (:B())

2H

< . — (U —h)"dx
RO (7- - U)m /{\’U>h}mQTRO (l‘()) )

+2HR™ T "Ry ™ |{v > h} N Qrry (o)) 7 +¢

2H

= mi— (w - h)mRmdy
Ry (Tt —o)™ /{w>h}ﬂQr(Rol-’EO) !

+2H R ™™ {w > b} N Qr(Ry tag)| R

H m
< M / (w— h)™da+ Hy ™| A 54
Ah,‘r

(t1—0o)m
Isso mostra que w € DG:;L(RalU, H1,0,(,1,hp). Além do mais, considerando 1/2 <o <
T < 1, vemos que w satisfaz a desigualdade (4.15) com RalU no lugar de U e yg = Ralxo
no lugar de zg. Em particular, a desigualdade (4.17) é vélida, e um célculo direto mostra

que esse fato implica na desigualdade (4.21). Isso conclui a prova do corolério. ]

Observacao 64. Observamos aqui que consideracées andlogas aplicadas a v=u— xR’ e

h=k—xR’ em ({.14), com B = %C, fornecem a desigualdade:
C m
| Do|™ dx < / (h—ov)™ dm+C|h|mR_”<|Bh’R|1_W+C (4.24)
/Bh,g (R - e)m Bh,R

Note que claramente, (4.24) vale para h < —hg = —ko — xR".
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4.7 Regularidade Holder

Nesta secao final, iremos mostrar que os resultados da secao anterior podem

ser usados para provarmos que ()-minimizantes do funcional

f(u,U):/Uf(:z:,u,Du)da:

sao localmente Holder continuos. Inicialmente, observamos que uma vez provado que
@-minimos de .# sao localmente limitados, entdo podemos, sem perda de generalidade,

supor que a funcao de densidade f satisfaca, de fato, o seguinte crescimento:

[p™ = a(e, M) < f(z,u,p) < LOM)|p|™ + alz, M), (4.25)
onde M >sup|u| e L(M) (ex. L(M)=pu+M) e a(x,M) (ex., a(x,M)=bM"+ g(z)) sao
funcoes crescentes de M.

A seguinte proposicao segue facilmente da prova do Teorema 59.

Proposigao 65. Seja u € I/Vllo’gn(U) um @Q-minimio para o funcional % . Suponha que f

satisfaz o crescimento (4.25) e, para todo M >0, a(-, M) € LY (U) com o >n/m. Entdo,

loc

existem constantes Rg € (0,1) e 0 < e <m/n tais que, para todo xoy € U,

H m
| Du|™dx < / (u—k)"dr+ HX™|Ag g| ~n (4.26)
/Ak,G (R_ e)m Ak,R

H m
\Dufmdy < — / (h—u)™de+ H" | By gl =%+, (427)
/Bk.ﬂ (R_ Q)m Bk,R

para todo k € R e 0 <0 < R< Ry, onde H e x sao funcoes de M.

Proposigao 66. Seja u € L°(U) uma funcgao satisfazendo (4.26) para qualquer k € R. Se
|ko| + supgr |u| < M, entdo para todo zo € U:

(6]

1 (1A "
sup (u—ko) <c n/ (u—ko)"dx ’LOT’LR’ +exRP, (4.28)
QRr/2 R Akg.R R

onde 0 < e<m/n, ne=mp e a é a solugio positiva da equacdo o’ +a = e.
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Demonstracao. Vamos supor inicialmente que kg = 0. Note que (4.26) corresponde a

desigualdade (4.15), com x no lugar de h. Portanto, reproduzindo os argumentos da prova

do Teorema 62, obtemos para todo o < r < R a estimativa:

C|Ak7ﬂ’7g / 1
u—Fk)"der < ——— u—Fk)"dx+cx™| A ‘.
/Ilk,a( ) (T ( )m llk,'r‘( ) | 7T|

Agora, para k€ R e t > 0, faga

Uk, 1) i / (= k)™ da.
Apt
Claramente, para cada h < k e o0 <r, temos:
A o| < (E=h)""U(h,r).
Lembre que ne = mf. Segue entao diretamente de (4.29) e (4.30) que

Uk, ) < elr — o)™ Ap | FU(hr) + ex™ (k= h)"™U (h,7)| Ay, |

An "7 X

oy T h-nym

m

U(h,7)|Apr|

re \™ XTB m
<
=¢ (T—O‘) +(k—h)

r " U (h,7)|Apr |

(4.29)

(4.30)

Agora, elevando & poténcia ov ambos os lados de (4.30) e em seguida multiplicando ambos

os lados da desigualdade acima por |Ay ,|*, obtemos:

U(k,0)|Ars|" <c

Defina
o) = U D Aggl® (k> 0, >0).

Portanto, para 0 <r < R e h < k, provamos até aqui a seguinte desigualdade:

R e N

Fixemos agora uma constante d > yR? (a ser escolhida a posteriori), e defina:

p(k,0) <c

ki=d(1-27%), ri= §(1+2i) (ieN).

Te m XTB m r—ne .
U(h +aA €
(7’—0’) +(k—h> ](k_h>ma ( ’T) | h,rl

(4.31)
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Defina
i = @(ki,o;), 1€N,

Aplicando agora (4.31) com o =141, 7 =7r;, k = kit1 e h = kj, obtemos:

gmo(l—€e)m . 2(1-28)gfm phm, m .
Yit1 < ¢ “Rm(i=g x 2™ + T 2m e X gma 0 T,

one Qmai .gma

donde segue que:
Qit1 < Edfma2mi(1+a)ane<pll+a.

Podemos agora aplicar o Lema 57 com d > C _%gpé/ " onde C' >0 é uma constante

escolhida convenientemente, e concluir que ¢(d, %) = 0. Note que podemos escolher

ne ]_/m

d= XRﬂ +coR™ma

Neste caso, chegamos a seguinte conclusao:

1/m
sup u(x) <d= C()R_%LA()’R 1/m / u"dx + xR’
QRr/2 Ao,r
] 1/m
= cgRm 13| A g|M/™ (R”/ umdz) +xR?
Ao,R

) 1/m | | o
< — d (O’ ) " + Rﬂ.
co( . /O)Ru“l x) Pn X

Isso prova a proposi¢ao para o caso kg = 0. No caso geral, basta aplicar o resultado ja

provado para u — kg em vez de wu. O

O préximo lema fornece uma estimativa de decaimento para a medida do

conjunto Ay p quando k estd préximo do maximo de wu.

Lema 67. Seja u € L*°(U) uma fungao satisfazendo (4.26) para todo k € R. Suponha que

para algum v € (0,1),

| Ako,rl <7IQr|  para todo R € (0, Ro/2),

onde 2kg = M(2R) +m(2R) := sup, ., u+infq,, u. Se, além disso, existir um inteiro v
tal que

osc(u,2R) > 2"\ R? (B =ne/m), (4.32)



72

entao

_n(m=1) osc(u,2R)
<c@pl-v ™D, k= MQR) - — g

| Ak, R (4.33)

Demonstracao. Para kg < h < k, defina para x € U:

k—hse u>k,
v(z):=u—hse h<u<k,
0se u<h.

Note que v =0 em Qg \ Agy,r, € como (por hipétese) a medida desse conjunto é maior do
que ou igual a (1 —~)|@r|, podemos aplicar a desigualdade de Sobolev com p=1 (vide

[11, Cap. 3, Sec. 6, Teorema 3.17, (3.35)]) para concluir que

(/QRvnnldx) o <c(n) <|QR|§2§,|CO7R )l_i/QR|DU|da:

<ctrn) [ [Doldz=e(n) [ Dulde,
A A

onde A = Ay, g\ Ax r. Segue dai que:

1-1 1/m
(k= h)| A g~ < (/ vn’ilda:) < oAl (/ ]Du\mdx) L (434)
Qr Ap.R

Por outro lado, usando (4.26) com 2R no lugar de R e R no lugar de 6, deduzimos a
seguinte:
-

Du|™dx <
/Ah,R | rm

< cR"™(M(2R)—h)" +ex™ R

(u—h)™dz+cx™| Agar|t 7t
Ap2r

Agora observe que se h < kv, entao

M2R)—h > M2R) — 5, > S025)

8
— v+l > XR :

Combinando estas duas ultimas desigualdades com (4.34), obtemos:

n—m

(= ) A !5 < ]! (R (M(2R) — ) xR

n—m

< | A" m RS (M(2R) — h).
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Caminhando para o final da demonstracao, apliquemos agora a desigualdade acima com
k=ki=M(2R)—2""osc(u,2R) e h="k;_1, comi=1,2,...,v, e em seguida elevemos a

poténcia m/(m — 1), para obtermos a estimativa:

m

osc(u,2R n—1 T osc(u,2R)\ m—1 m(n—1)
< ( >’AHV,R| " ) < <( >> |Akzi,1,R|"(m71)

2i+1 2i+1

m

§C|Ai|3n;m'm_1(

osc(u,2R)\ m-1
i
que, consequentemente, implica na seguinte estimativa:

m(n—1)

Ay, g| "D < cRWT|A,

onde A; := Ay

R\ Ay, r- Finalmente, somando em ¢ ambos os lados dessa desigualdade,

1—1;
de : =1 até i = v, obtemos:

m(n=1) n—m & e m(n—1)
Y| A, 5D < R S |A < cRAE | Ay gl < cR™WT
=1

donde segue claramente a desigualdade (4.33). Isso conclui a demonstragao do lema. [

Finalmente, chegamos ao principal resultado desse capitulo. Conforme veremos

a seguir, o lema anterior desempenhara um papel crucial em sua prova.

Teorema 68. Seja u uma fungdo limitada satisfazendo (4.26) e (4.27) comm >1 e k € R.

Entao u € localmente Holder-continua em U.

Demonstragao. Como na demonstracao anterior, faca 2kg = M(2R)+m(2R). Note que
podemos sem perda de generalidade supor que |Ag, r| < %|Q r|. De fato, caso contrario,

ou seja, se |Ag, r| > 3|Qr| entdo teremos

1
|BkO»R| - ’QRl - |Ak‘0,R| S §|QR|7

e nesse caso, sera suficiente escrever —u em vez de u ja que u é localmente Holder-continua

se, e 86 se, —u for.
osc(u,2R)

TZS Segue que

Facamos agora r, = M(2R) —
Rl/ > kO'

Portanto, podemos aplicar a desigualdade (4.28) com M = 2sup |u| e k, no lugar de kg

para concluir que:

1
Cc " ’AK R| %
— < | — — )" <V7> Rﬁ,
Sgi(u Ky) < (R” /AK%R(U Ky) a:) T +cx
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para alguma constante ¢ > 0 (que podemos supor ¢ > 2). A desigualdade acima claramente

implica
a1

A 3
sup (u— ky) < csup(u—/iy)(“‘;;}%‘> +exRP.
QRr/2 Qr R

Afirmacao. Vale que:

osc(u, R/2) < (1 )osc(u,2R) +2"xRP.

_-2V+2

De fato, para checar tal afirmacao temos dois casos a considerar:

(4.35)

(4.36)

Caso 1. osc(u,2R) > 2"T1yRP. Neste caso, podemos concluir a partir de (4.33) e (4.35)

que

M(R/2) =k, < ;(M(QR) — k) +ex R’

Subtraindo ambos os lados da desigualdade acima por m(R/2), obtemos

osc(u, R/2) < Ky + ;(M(2R) - :‘iy> —m(R/2) +cxR?

osc(u,2R)  osc(u,2R)
v+l ov+2

< M(2R)— —m(2R) 4 cxR?
1 8
= (1 — 2V+2>osc(u,2R) +cxR.

Caso 2. osc(u,2R) < 2"*1\YRP. Neste caso,

osc(u, R/2) < osc(u,2R) < 2"V RP < 2"y RP < (1 ~ v

Isso conclui a prova da Afirmacao.

>osc(u, 2R) + 2" xR,

Por fim, vejamos agora que nao ha perda de generalidade em supor que 3 < 9,

onde

1
5:10g1/4<1_21/+2>

De fato, caso tenhamos > entao podemos estimar
Rﬁ — R(S—E ‘R’B_6+e < R€_6+6R5_6.
Consequentemente, a desigualdade (4.36) se torna:

1 —d+e pi—
osc(u, R/2) < (1—W)osc(u,2R)+62VXRg te po—e

(4.37)
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Defina
©(R) = osc(u,2R).

Segue, portanto, de (4.37) que

@(ER) < (i)(Sw(R) +BR™,

onde

Bsef<6
Bo = e B:CQVXInaX(l,RgiéJFE).
0—ese >0

Como ¢ é nao-decrescente, podemos agora aplicar o Lema 58 com ¢ = 1 para concluir que
6\ Po
p0) <O () wm)+Bo™),
para todo 6 < R < min(Ry,dist(xg,0U)). Segue entao que
osc(u, By) < Co™

para todo By = By(xg) C U com 0 < min(Ry,dist(zg,0U)). Pela Proposicao 54 segue que

u € localmente [y-Holder continua. Isso conclui a prova do Teorema. O
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Uma pergunta natural a ser feita apds esse estudo é: a condigao de crescimento
(4.2) com mesmos expoentes é realmente necessiria para se obter Hélder continuidade
para minimizantes? A seguir ilustraremos um exemplo devido a Mariano Gianquinta [§]

que responde satisfatoriamente essa questao.

Exemplo 69. Suponha, por exemplo, que f(p) seja uma funcgao estritamente convera

satisfazendo a condi¢ao de crescimento

collpf* =1) < f(p) < er(lpl" +1). (5.1)

E possivel encontrar um minimizante u para o funcional (4.1) que seja ilimitada ou Hélder

continua? A resposta € sim. Considere a integral variacional

n—1 9 1 4
> uxi+§uxn dx (5.2)
B, | i=1

onde o integrando € estritamente convezo e satisfaz (5.1). Note que, para n > 6 a fun¢ao

u(x) =22 (n 4) (Zm) ’ (5.3)

faz com que (5.2) seja finita e uma solugao fraca para equagao de Euler-Lagrange de (5.2).

NH

Em outras palavras, u definida em (5.8) € ilimitada e solugdo fraca de (5.2).

Atualmente, estudos sobre regularidade de minimizantes para funcionais inte-
grais tem sido conduzidos por varios pesquisadores em diversas perspectivas.
Mais recentemente, o trabalho [17] publicado em 18 de marc¢o de 2024, estabelece

Hoélder continuidade global para minimizantes u do funcional

= —u\xr 2 T u
Tee=[f | Kl @l dydos (> 000

com U C R" sendo um dominio limitado e K (z,y) é um nicleo mensuravel satisfazendo a

condicao de elipticidade

< K(z,y) < A

< <1_8)7|x—y|d+25’ x,y € R",

(1—s) 2 — y[d+2s

para algum s € (0,1) e 0 < A < A e também satisfazendo a condicao e simetria

K(z,y) = K(y,z).
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No resultado principal do trabalho é provado que existe o € (0,1), C' >0, e r > 0, depen-

dendo somente de n, s, X\ e A tais que

1/2
||U||CQ(BT/2(:50)) < O((]@ ( )u2 dm) —|—Tail(u;x0,r/2)>, z € B, 5(20),
(L0

onde para algum R >0 e z¢p € R" se define

Tail(u; xg, R :RQS/ _—
( ) R™\Bp(z0) | — o[ 2

Em [16], publicado em 23 de novembro de 2023, é estabelecido regularidade

Lipschitz 6tima para (Q-minimizantes do funcional

Te(u,U) = /U (G(IDu]) + xqusoy) d.

onde U C R" é um dominio limitado e G : [0,00) — [0,00) é uma fungao de Young com

G’ = g satisfazendo a condicao cldssica de Lieberman, i.e.,

< go para alguma constante 1< 4§ < gg < 00.

O trabalho [10], publicado por Giuseppe Grimaldi em 29 de dezembro de 2023,
considera os minimizantes u : U — R™ do funcional integral
1 p
F(u) := —(|Du(:v)|7(x) — 1)} dx (5.4)
Up
para p > 1, onde U C R™ é um dominio limitado, com m > 2. Aqui, a norma |- [,(,) ¢
definida por |§|i(x) 1= (&) (z)» onde
n m . .
M) =D D Yapballp, VEnER™M.
1=laf=1

Além disso, os coeficientes v,5: U — R sao C ¢ satisfazem certas condicdes de simetria

e elipticidade. O resultado principal desse trabalho, mostra que tomando p>1 e u €

Wl%)’f(U JR™N I/Vli’coo(U ,R™) uma solugao fraca do sistema de Euler-Lagrange de (5.4) dado

por
m
> Da[h(|Duly)y,, Dpu'] =0 (5.5)
af=1
_1p-1
onde h(t) := %, para t > 0, entdo, K(z, Du) € C°(U) para qualquer funcio continua

K:UxR"™ — R se anulando no conjunto {(z,£) € R™";|¢|, ) < 1},
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Regularidade de minimizantes de funcionais nao-lineares, considerando con-
digoes semelhantes as abordadas nesse trabalho, vem sendo alvo de estudo por muitos
matematicos da atualidade. Nos trés trabalhos apresentados anteriormente, é possivel reco-
nhecer algumas similaridades entre o problema estudado por esses autores e essa dissertacao.

Vislumbramos para o futuro préximo continuar pesquisando sobre tais problemas.
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