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concretização deste sonho. Este trabalho é o resultado de um esforço coletivo, e cada
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RESUMO

Nesta dissertação propomos um estudo sobre regularidade de soluções fracas de EDPs

na forma divergente e também sobre regularidade do tipo Hölder para Q-minimizantes

de funcionais não-lineares cujo integrando satisfaz determinada condição de crescimento

polinomial. A primeira parte é dedicada ao estudo clássico que consiste em obter regulari-

dade de soluções fracas de EDPs na forma divergente com coeficientes de classe C1. A

seguir, abordamos o método de De Giorgi que consiste em obter limitação local e Hölder

continuidade para soluções fracas de EDPs da forma divergente com coeficientes apenas

mensuráveis satisfazendo uma condição de elipticidade. Na terceira e última parte, apre-

sentamos os resultados clássicos de Giusti e Gianquinta sobre a teoria de regularidade do

tipo Hölder para Q-minimizantes. Encerramos a exposição da dissertação com comentários

destacando as diferenças entre as três abordagens estudadas, bem como com a apresentação

de alguns exemplos.

Palavras-chave: Sobolev; soluções fracas; desigualdade de Caccioppoli; classe de De Giorgi;

q-minimizantes.



ABSTRACT

In this dissertation, we propose a study on the regularity of weak solutions of PDEs in

divergent form, as well as on Hölder regularity for Q-minimizers of nonlinear functionals

whose integrand satisfies a certain polynomial growth condition. The first part is dedicated

to the classical study of obtaining regularity of weak solutions of PDEs in divergent form

with coefficients of class C1. Next, we address the De Giorgi method, which consists of

obtaining local boundedness and Hölder continuity for weak solutions of PDEs in divergent

form with merely measurable coefficients satisfying an ellipticity condition. In the third

and final part, we present the classical results of Giusti and Gianquinta on the Hölder

regularity theory for Q-minimizers. We conclude the exposition of the dissertation with

comments highlighting the differences between the three approaches studied, as well as

with the presentation of some examples.

Keywords: Sobolev; weak solutions; Caccioppoli inequality; De Giorgi class; q-minimizers.
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Lm Espaço das funções mensuráveis com norma induzida limitada

esssupu Supremo essencial de u
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C0,α Espaço das funções α-Hölder Cont́ınuas
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3 O MÉTODO DE DE GIORGI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.1 Motivação: Um problema variacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.2 Conjuntos de De Giorgi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.3 Limitação local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.4 O Teorema de De Giorgi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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1 INTRODUÇÃO

Estudar a regularidade de soluções de Equações Diferenciais Parciais (EDPs) é

uma tarefa natural na análise matemática. Em 1957 De Giorgi publicou o artigo [5], que

estudava a regularidade de soluções de equações eĺıpticas com coeficientes mensuráveis e

limitados. Além disso, De Giorgi conseguiu obter Hölder continuidade para soluções fracas

da equação

div(D2F (Dw)Du) = 0,

onde u = ∂iw. Essa teoria foi desenvolvida para resolver o 19° problema de Hilbert, o

que trouxe grandes avanços para a área da teoria de regularidade para EDPs. Com essa

ferramenta foi posśıvel obter suavidade para minimizantes de funcionais do tipo

F(u,U) =

ˆ

U
F (Du) dx

para funções u contidas no espaço de Sobolev W 1,m(U), que é o espaço das funções que

pertencem ao Lm(U) com derivada fraca pertencendo ao Lm(U).

A partir do estudo da regularidade de minimizantes de funcionais, Giust e

Gianquinta estabeleceu regularidade para soluções Q-minimizantes, isto é, soluções mı́nimas

u ∈ W 1,m(U) de funcionais F tal que

F(u,U) ≤ QF(v,U)

para algum Q > 1 e toda v ∈ W 1,m(U).

Esse trabalho é dividido em três partes de fundamentação teórica. O caṕıtulo

2 aborda um estudo preliminar que contém o necessário para os caṕıtulos subsequentes

estarem bem alicerçados. Irão ser mostrados alguns teoremas e desigualdades clássicas,

definido a noção de espaços de Hölder, espaços de Sobolev, algumas propriedades impor-

tantes sobre quocientes diferenciais e, por fim, uma abordagem clássica de regularidade

interior de soluções fracas para equações da forma divergente com coeficientes C1. Para

esse caṕıtulo inicial, será acompanhado de perto os livros [4] e [12].

O caṕıtulo 3 terá como principal objetivo dar uma motivação para se obter

regularidade de minimizantes de funcionais junto à investigação do método de De Giorgi

provando a limitação local de soluções de EDPs eĺıpticas de segunda ordem e em seguida

estabelecendo Hölder continuidade para essas soluções. Para escrever esse caṕıtulo foram
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usados os livros [12] e [3] que dão abordagens diferentes do método, porém [3] deixa claro

o uso da classe de funções de De Giorgi e da desigualdade de Caccioppoli.

Para finalizar a teoria, o caṕıtulo 4 terá como principal objetivo a obtenção

de regularidade para soluções Q-minimizantes de funcionais não-lineares cujo integrando

satisfaz certas condições de crescimento polinomial. Usando os artigos [6] e [7] junto

ao livro [11] escritos por Giusti e Gianquinta, é demonstrado limitação local e Hölder

continuidade para essas soluções.

Para finalizar o trabalho, serão feitos alguns comentários acerca das similari-

dades e diferenças que existem entre o método de De Giorgi e os resultados obtidos no

Caṕıtulo 4, concluindo assim o estudo proposto.
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2 PRELIMINARES

Este caṕıtulo abordará conceitos que serão importantes para construir a teoria

de De Giorgi para a regularidade de soluções fracas de EDPs.

Inicialmente, será relembrado alguns Teoremas e Desigualdades clássicas. Será

revisto a teoria dos espaços de Hölder e Sobolev e em seguida, para falar dos espaços

de Sobolev, será introduzido o conceito de derivada fraca. Para finalizar, a última seção

desse capitulo terá como principal objetivo abordar as técnicas clássicas para obtenção de

regularidade de soluções fracas do problema

Lu := −
n
∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj = f em U ⊂ R
n.

Doravante, U denotará um domı́nio aberto. O principal Teorema abordado aqui (veja

Teorema 27) mostra que se os coeficientes aij(x) são de classe C1, obtém-se mais regulari-

dade para suas soluções fracas u ∈ W 1,2(U). As técnicas envolvem os chamados quocientes

diferenciais de soluções fracas e o uso adequado de funções testes. Como apontado acima,

esse tópico é clássico e indicamos ao leitor interessado a referência [4].

2.1 Teoremas e Desigualdades Clássicas

A seguir, algumas definições, Teoremas e proposições elementares serão apre-

sentados para uso posterior e aux́ılio do leitor.

Definição 1 (Função Convexa). Uma função f : Rn → R é dita ser convexa se

f(tx+(1− t)y) ≤ tf(x)+(1− t)f(y)

para todo x,y ∈ R
n e todo 0 ≤ t ≤ 1.

Proposição 2. Sejam a,b > 0 reais e p ∈ N. Então vale a desigualdade

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp).

Demonstração. Seja f : R → R uma função convexa definida por f(x) = |x|p, para algum

p ∈ R. Então, por f ser convexa, dados x,y ∈ R e para todo t ∈ [0,1] tem-se que

f
(

(1− t)x+ ty
)

≤ (1− t)f(x)+ tf(y)

|(1− t)x+ ty|p ≤ (1− t)|x|p + t|y|p.
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Tomando t = 1
2 , obtém-se:

∣

∣

∣

∣

x+y

2

∣

∣

∣

∣

p

≤ |x|p + |y|p
2

.

O que nos fornece a desigualdade

|x+y|p ≤ 2p−1(|x|p + |y|p).

Em particular, tomando a,b > 0 reais e fazendo x = a e y = b na desigualdade anterior,

vale que

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp), ∀a,b > 0.

A demonstraçãos das desigualdades a seguir podem ser encontradas nos livros

[4], [15] ou [18].

Teorema 3 (Desigualdade de Jensen). Seja f : R → R é uma função convexa. Se U ⊂ R
n

é um aberto limitado e u : U → R é uma função mensurável, então

f





ˆ

U
u dx



≤
ˆ

U
f(u) dx.

Proposição 4 (Desigualdade de Cauchy). Seja a,b ∈ R quaisquer, então

ab ≤ a2

2
+

b2

2
.

Proposição 5 (Desigualdade de Cauchy com ε). Seja a,b > 0 e ε > 0, então

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
.

Proposição 6 (Desigualdade de Young). Sejam 1 ≤ p e q ≤ ∞ tal que 1
p + 1

q = 1. Então

ab ≤ ap

p
+

bq

q

para todo a,b > 0.

Proposição 7 (Desigualdade de Young com ε). Sejam 1 ≤ p e q ≤ ∞ tal que 1
p + 1

q = 1.

Então

ab ≤ εap +C(ε)bq

com C(ε) = (εp)−q/pq−1.
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Proposição 8 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam x,y ∈ R
n quaisquer. Então

|x ·y| ≤ |x||y|.

Definição 9 (Espaço Lp(U)). Considere 1 ≤ p ≤ ∞. Dado um conjunto U ⊂ R
n, definimos

o espaço Lp(U) por:

(i) Lp(U) = {u : U → R; ∥u∥Lp(U) < ∞} onde

∥u∥Lp(U) =





ˆ

U
|u|p dx





1
p

, 1 ≤ p < ∞

(ii) L∞(U) = {u : U → R; ∥u∥L∞(U) < ∞} onde

∥u∥L∞(U) = esssup
U

|u|.

Proposição 10 (Desigualdade de Hölder). Sejam 1 ≤ p e q < ∞ tais que 1
p + 1

q = 1. Então,

se u ∈ Lp(U), v ∈ Lq(U), tem-se

ˆ

U
|uv| dx ≤ ∥u∥Lp(U)∥v∥Lq(U).

Definição 11. Se 1 ≤ m < n, o expoente cŕıtico de m é definido por

m∗ :=
nm

n−m
.

Teorema 12 (Desigualdade de Sobolev). Seja 1 ≤ m < n. Existe uma constante C, depen-

dendo somente do m é n, tal que

∥u∥Lm∗
(Rn) ≤ C∥Du∥Lm(Rn),

para toda u ∈ C1
C(Rn).

2.2 Espaços de Hölder

Uma função u : U → R é dita ser C-Lipschitz (C > 0) quando

|u(x)−u(y)| ≤ C|x−y| ∀x,y ∈ U.

É claro que a condição Lipschitz implica em continuidade uniforme. A partir da ideia de

funções Lipschitz podemos considerar a seguinte classe de funções.
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Definição 13. Seja α ∈ (0,1) uma constante real. Uma função u : U → R é dita ser Hölder

cont́ınua em U com expoente α se existe uma constate C > 0 tal que

|u(x)−u(y)| ≤ C|x−y|α ∀x,y ∈ U.

Com a noção de funções Hölder cont́ınuas podemos definir o espaço C0,α(U)

das funções Hölder cont́ınua, assim como sua norma.

Definição 14. Sejam α ∈ (0,1) uma constante real e u : U → R uma função real.

(i) Se u é cont́ınua e limitada, definimos a norma ∥ · ∥C(U) por

∥u∥C(U) := sup
x∈U

|u(x)|.

(ii) A semi-norma α-Hölder [·]C0,α(U) de u é dada por

[u]C0,α(U) := sup
x,y∈U
x̸=y







|u(x)−u(y)|
|x−y|α







(iii) A norma α-Hölder ∥ · ∥C0,α(U) de u é dada por

∥u∥C0,α(U) := ∥u(x)∥C(U) +[u]C0,α(U)

(iv) Dizemos que u ∈ C0,α(U) se

∥u∥C0,α(U) < ∞

Podemos generalizar a definição acima a fim de contemplar as funções que são

k-vezes continuamente diferenciáveis com k-ésima derivada parcial Hölder cont́ınua. Mais

precisamente:

Definição 15. Definimos o espaço de Hölder Ck,α(U) por

Ck,α(U) = {u ∈ Ck(U); ∥u∥Ck,α(U) < ∞},

onde

∥u∥k,α := ∥u∥Ck,α(U) :=
∑

j≤k

∥Dju∥C(U) +
∑

j=k

[Dju]C0,α(U).

É fácil verificar que ∥ · ∥Ck,α(U) é, de fato, uma norma. Além disso, também é

posśıvel provar que
(

Ck,α(U) , ∥ · ∥k,α

)

é um espaço de Banach (vide [9, cap. 5]).
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2.3 Espaços de Sobolev

Seja u ∈ C1(U). Denotemos por C∞
c (U) o espaço das funções reais em U que

são infinitamente diferenciáveis com suporte compacto. Tomando ϕ ∈ C∞
c (U), temos

(uϕ)xi = uxiϕ + uϕxi

ˆ

U
(uϕ)xi =

ˆ

U
uxiϕ +

ˆ

U
uϕxi .

Por outro lado, aplicando o Teorema da Divergência (vide [15, Cap. VII, Sec. 8]) obtemos

0 =

ˆ

∂U
⟨uϕei,η⟩ =

ˆ

U
(uϕ)xi =

ˆ

U
uxiϕ +

ˆ

U
uϕxi ,

donde segue que:
ˆ

U
uϕxi = −

ˆ

U
uxiϕ.

De modo geral, tome u ∈ Ck(U) e β = (β1, ...,βn) um multi-́ındice tal que

|β| = β1 + · · ·+βn = k. E então, de modo análogo, obtemos

ˆ

U
uDβϕ = (−1)|β|

ˆ

U
Dβuϕ, (2.1)

em que

Dαϕ =
∂β1 . . .∂βn

∂β1
x1 . . .∂βn

xn

ϕ.

Note que a igualdade (2.1) faz sentido desde que u ∈ Ck(U). Por outro lado, para que

o lado esquerdo de (2.1) faça sentido é necessário que u ∈ L1
loc(U). Com isso em mente,

podemos considerar a seguinte noção generalizada de derivada.

Definição 16. Sejam u,v ∈ L1
loc(U) e β um multi-́ındice. Dizemos que v é a α-ésima

derivada parcial fraca de u, e escrevemos

Dβu = v,

se vale a igualdade
ˆ

U
uDβϕ = (−1)|β|

ˆ

U
vϕ (2.2)

para toda função teste ϕ ∈ C∞
c (U).
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Lema 17. (Unicidade da derivada fraca) A β-ésima derivada parcial fraca de u, se existe,

é única a menos de um conjunto de medida nula.

Demonstração. Tome v1, v2 ∈ L1
loc(U) satisfazendo

ˆ

U
uDβϕdx = (−1)|β|

ˆ

U
v1ϕdx = (−1)|β|

ˆ

U
v2ϕdx

para toda ϕ ∈ C∞
c (U). Então,

ˆ

U
v1ϕdx =

ˆ

U
v2ϕdx ⇒

ˆ

U
(v1 −v2)ϕdx = 0

para toda ϕ ∈ C∞
c (U). Donde segue que v1 −v2 = 0 em quase todo x ∈ U.

Definição 18. Fixe 1 ≤ p ≤ ∞ e tome k um inteiro não negativo. Definimos

W k,p(U) = {u ∈ Lp(U); Dαu ∈ Lp(U) com 0 ≤ |α| ≤ k},

onde Dαu é a α-ésima derivada parcial fraca de u. Se u ∈ W k,p(U), definimos a norma

∥u∥W k,p(U) :=





∑

|α|≤k

ˆ

U
|Dαu|pdx





1
p

(1 ≤ p < ∞)

∥u∥W k,∞(U) :=
∑

|α|≤k

ess supU |Dαu| (p = ∞).

Frequentemente, para p = 2, escreveremos o espaço de Sobolev como

W k,2(U) = Hk(U), k = 0,1, ...

onde Hk(U) é o espaço de Hilbert.

Proposição 19. (Propriedades da derivada fraca) Suponha u,v ∈ W k,p(U), |β1| ≤ k. Então:

(i) Dβ1u ∈ W k−|β1|,p(U) e Dβ2(Dβ1u) = Dβ1(Dβ2u) = Dβ1+β2u para todos os multi-

ı́ndices β1,β2 com |β1|+ |β2| ≤ k.

(ii) Para cada λ, µ ∈ R, λu+µv ∈ W k,p(U) e Dβ(λu+µv) = λDβu+µDβv, |β| ≤ k.



18

Demonstração. (i) Fixe ϕ ∈ C∞
c (U). Note que ϕ ∈ C∞

c (U) implica que Dβ2ϕ ∈ C∞
c (U).

Faça ϕ̃ = Dβ2ϕ, e assim

ˆ

U
Dβ1uϕ̃dx = (−1)|β1|

ˆ

U
uDβ1ϕ̃ dx = (−1)|β1|

ˆ

U
uDβ1(Dβ2ϕ) dx

= (−1)|β1|

ˆ

U
uDβ1+β2ϕ dx

= (−1)|β1|(−1)|β1+β2|

ˆ

U
Dβ1+β2uϕ dx

= (−1)|β2|

ˆ

U
Dβ1+β2uϕ dx.

Portanto, Dβ2(Dβ1u) = Dβ1+β2u no sentido fraco. (ii) De fato,

ˆ

U
(λu+µv)Dβ1ϕ dx = λ

ˆ

U
uDβ1ϕ dx+µ

ˆ

U
vDβ1ϕ dx

= λ · (−1)|β1|

ˆ

U
Dβ1uϕ dx+µ · (−1)|β1|

ˆ

U
Dβ1vϕ dx

= (−1)|β1|

ˆ

U
(λDβ1u+µDβ1v)ϕ dx.

Donde segue que Dβ1(λu+µv) = λDβ1u+µDβ1v no sentido fraco.

2.4 Regularidade interior de soluções fracas

Nesta seção recordaremos um resultado clássico da teoria de regularidade.

Considere o seguinte problema:

Lu = f em U (2.3)

onde U é um domı́nio aberto e limitado em R
n, u : U → R é uma função desconhecida

e f : U → R é uma função dada. Aqui L é um operador diferencial parcial de segunda

ordem definido por

Lu = −
n
∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj

onde, em prinćıpio, os coeficientes aij ’s, são funções mensuráveis à Lebesgue com i, j =

1,2, ...,n. Além disso, assumamos que a matriz A = (aij) seja uma matriz simétrica, i.e.,

aij = aji para todo i, j.
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Definição 20. O operador L é dito ser uniformemente eĺıptico se existe uma constante

λ > 0 tal que
∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2

para todo ξ ∈ R
n e quase todo ponto x ∈ U.

Esta condição de elipticidade significa que para cada x ∈ U, a matriz simétrica

A = (aij(x)) é positiva definida, com o seu menor autovalor maior ou igual à λ. Um

exemplo simples que podemos obter para o operador L é tomar L como sendo o Laplaciano

negativo, isto é, L = −∆, onde aij = δij .

Definição 21. (Solução fraca) Uma solução fraca da equação (2.3) é uma função u ∈ H1(U)

tal que
ˆ

U
aijuxiϕxj du =

ˆ

U
fϕdu, ∀ϕ ∈ H1

0 (U),

onde f ∈ L2(U) e uxi é a i-ésima derivada fraca de u de primeira ordem.

Outra definição que necessitamos é o de quociente diferencial, que, conforme

veremos a seguir, possui uma relação fina com soluções fracas do Problema (2.3). Estes

quocientes serão importantes no estudo de regularidade de soluções fracas.

Definição 22. Sejam u ∈ L1
loc(U), V ⊂⊂ U e 0 < |h| < dist(V,∂U). Para k = 1,2, ...,n, o

quociente diferencial de u em V , na k-ésima direção é definido por:

Dh
ku(x) =

u(x+hek)−u(x)

h
, x ∈ V.

Por convenção, denotemos

uh
k := u(x+hek).

A definição de quociente diferencial se assemelha bastante com a definição usual de

derivadas parciais de uma função u : U → R. A diferença aqui é que estamos tomando

o quociente apenas localmente nos pontos de V e h, pequeno o suficiente, de modo que

x+hek pertença a U , sem tomar o limite quando h tende à 0.

Lema 23. (Regra do produto) Sejam v,w ∈ L1
loc(U),V ⊂⊂ U, e 0 < |h| < dist(V,∂U). Então,

Dh
k(v ·w) = wh

k ·Dh
kv +v ·Dh

kw em V ,

com k = 1,2, ...,n.



20

Demonstração. De fato, dado x ∈ V , temos

Dh
k(v ·w)(x) =

(v ·w)h
k(x)− (v ·w)(x)

h

=
vh

k (x) ·wh
k(x)−v(x) ·w(x)

h

=
vh

k (x) ·wh
k(x)−v(x) ·wh

k(x)+v(x) ·wh
k(x)−v(x) ·w(x)

h

=
wh

k(x) · (vh
k (x)−v(x))+v(x) · (vh

k (x)−w(x))

h

= wh
k ·Dh

kv +v ·Dh
kw

para todo x ∈ V.

Lema 24. Sejam v,w ∈ L2
loc(U) e suponhamos que W = suppw ⊂⊂ U. Seja 0 < |h| <

dist(W, ∂U). Então
ˆ

U
v ·D−h

k w dx = −
ˆ

U
w ·Dh

kv dx

com k = 1,2, ...,n.

Demonstração. De fato, tomando x ∈ U , temos

ˆ

U
v ·D−h

k w dx =

ˆ

U
v(x) · w−h

k (x)−w(x)

−h
dx

= −1

h

(

ˆ

U
v(x) ·w−h

k (x) dx−
ˆ

U
v(x) ·w(x) dx

)

= −1

h

(

ˆ

U
v(x) ·w(x−hek) dx−

ˆ

U
v(x) ·w(x) dx

)

.

Veja que como w possui suporte compacto W em U vale que w(x) = 0,∀ x ∈ U\W, logo

teremos
ˆ

U
v(x) ·w(x) dx =

ˆ

W
v(x) ·w(x)dx.

Além disso, tomando o difeomorfismo ϕ : W → U dado por ϕ(x) = x − hek, e aplicando

o Teorema de Mudança de Variáveis (Vide [Cap. VI, Sec. 6, Teorema de Mudança de

Variáveis.][15]), obtemos

ˆ

U
v(x) ·w(x−hek) dx =

ˆ

W
v(x+hek) ·w(x) dx.
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Assim, ficamos com

ˆ

U
v ·D−h

k w dx = −1

h

(

ˆ

W
v(x+hek) ·w(x) dx−

ˆ

W
v(x) ·w(x) dx

)

= −1

h

(

ˆ

W
(vh

k (x) ·w(x)−v(x) ·w(x) dx
)

= −
ˆ

W
w(x) · vh

k −v(x)

h
dx

= −
ˆ

U
w ·Dh

kv dx.

Note que usamos a hipótese v,w ∈ L2
loc(U) para garantir, via Hölder, que

v ·w ∈ L1
loc(U). Este lema nos ajudará futuramente a obter regularidade para uma solução

fraca u do Problema (2.3). Com estas propriedades podemos relacionar estes quocientes

diferenciais com as derivadas fracas.

Teorema 25. Seja u ∈ H1(U). Então, para cada V ⊂⊂ U, vale

∥Dhu∥L2(V ) ≤ c∥Du∥L2(V ),

para algum c > 0 que depende apenas de n e 0 < |h| < 1
2dist(V,∂U).

Demonstração. Tomando x ∈ V, e 0 < |h| < 1
2dist(V,∂U), temos pelo Teorema Fundamental

do Cálculo (vide [14, Cap. IX, Teorema 9]) que

Dh
i u(x) =

u(x+hei)−u(x)

h
=

ˆ 1

0
uxi(x+ thei)dt.

Logo, aplicando o módulo dos dois lados da igualdade, obtemos

|Dh
i u(x)| =

∣

∣

∣

∣

ˆ 1

0
Du(x+ thei)dt

∣

∣

∣

∣

≤
ˆ 1

0
|Du(x+ thei)|dt,

donde segue que

|Dh
i u(x)|2 ≤

(

ˆ 1

0
|Du(x+ thei)|dt

)2

.

Aplicando a desigualdade de Jenssen do lado direito dessa igualdade temos

|Dh
i u(x)|2 ≤

ˆ 1

0
|Du(x+ thei)|2dt.
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Então,
ˆ

V
|Dhu(x)|2dx =

n
∑

i=1

ˆ

V
|Dh

i u(x)|2dx

≤
n
∑

i=1

ˆ

V

ˆ 1

0
|Du(x+ thei)|2dtdx

=
n
∑

i=1

ˆ

V
|Du(x)|2dx

= n ·
ˆ

V
|Du(x)|2dx

onde |Dhu(x)|2 = |Dh
1 u(x)|2 + · · ·+ |Dh

nu(x)|2. Logo, segue que

∥Dhu∥L2 ≤
√

n · ∥Du∥L2 .

Teorema 26. Seja V ⊂⊂ U e u ∈ L2(V ). Suponha que exista c > 0 tal que ∥Dhu∥L2(V ) ≤ c,

para todo 0 < |h| < 1
2dist(V,∂U). Então u ∈ H1(V ) e ∥Du∥L2(V ) ≤ c.

Demonstração. Por hipótese, temos que sup∥D−h
i u∥L2(V ) ≤ c, com i = 1,2, ...,n. Como L2

é um espaço Banach reflexivo (vija [1, Teorema 6.6.6], existe uma sequência {D−hk
i u}∞

i=1

com hk → 0, e um vi ∈ L2(V ), tal que D−hk
i u ⇀ vi em L2(V ), com ∥vi∥L2(V ) ≤ c. Seja

ϕ ∈ C∞
c (V ). Veja que

ˆ

V
uϕxidx =

ˆ

U
uϕxidx = lim

hk→0

ˆ

U
uDhk

i ϕdx

= lim
hk→0

−
ˆ

U
ϕD−hk

i udx = −
ˆ

V
ϕvidx.

Isso significa que vi = uxi . Logo, |Du| ∈ L2(V ) e ∥Du∥L2(V ) ≤ c.

O principal resultado deste caṕıtulo é o seguinte:

Teorema 27. Considere aij ∈ C1(U) com i, j = 1, ...,n e f ∈ L2(U). Suponha que u ∈ H1(U)

é uma solução fraca de

Lu = f em U.

Então, u ∈ H2
loc(U) e para cada subconjunto aberto V ⊂⊂ U vale

∥u∥H2(V ) ≤ C(∥f∥L2(U) +∥u∥L2(U)),

onde C é uma constante que depende somente do V, U e dos coeficientes de L.
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Demonstração. Fixe um aberto qualquer V ⊂⊂ U e tome um conjunto aberto W tal que

V ⊂⊂ W ⊂⊂ U. Escolha uma função corte ζ ∈ C∞(Rn) tal que


























ζ ≡ 1 em V ,

ζ ≡ 0 em R
n\W,

0 ≤ ζ ≤ 1.

Como u é uma solução fraca da EDP Lu = f em U temos
ˆ

U
aijuxiϕxj dx =

ˆ

U
fϕdx, ∀ϕ ∈ H1

0 (U).

Agora, dado |h| > 0 pequeno o suficiente, tome k ∈ {1, ...,n} e faça

ϕ := −D−h
k (ζ2Dh

ku).

Para facilitar a notação, escrevamos

A = B

onde

A :=

ˆ

U
aijuxiϕxj dx e B :=

ˆ

U
fϕdx.

Estimando A, temos

A =

ˆ

U
aijuxiϕxj dx

= −
ˆ

U
aijuxi [D

−h
k (ζ2Dh

ku)]xj dx

= −
ˆ

U
aijuxiD

−h
k [(ζ2Dh

ku)xj ]dx

=

ˆ

U
Dh

k(aijuxi)(ζ
2Dh

ku)xj dx

=

ˆ

U
aijD

h
kuxi(ζ

2Dh
ku)xj +(Dh

kaij)(uxi)
h
k(ζ2Dh

ku)xj dx

=

ˆ

U
aijD

h
kuxi [2ζζxj Dh

ku+ ξ2Dh
kuxj ]+ (Dh

kaij)(uxi)
h
k [2ζζxj Dh

ku+ ζ2Dh
kuxj ]dx

= A1 +A2,

onde

A1 =

ˆ

U
aijD

h
kuxiD

h
kuxj ζ2dx



24

e

A2 =

ˆ

U
2ζζxjaijD

h
kuxiD

h
ku+(Dh

kaij)(uxi)
h
k [2ζζxj Dh

ku+ ξ2Dh
kuxj ]dx.

Da elipticidade uniforme do operador L segue que

A1 ≥ λ

ˆ

U
|Dh

kDu|2ζ2dx.

Da condição de aij ∈ C1(U) temos

|A2| ≤ C

ˆ

U
ζ|Dh

kDu||Dh
ku|+ ζ|Dh

kDu||Du|+ ζ|Dh
ku||Du|dx (2.4)

para alguma constante C. Observe que, usando a Desigualdade de Cauchy com ε nas

parcelas de (2.4), obtemos

C

ˆ

U
ζ|Dh

kDu||Dh
ku|dx =

ˆ

U

(

ζ|Dh
kDu|

)(

C|Dh
ku|

)

dx

≤
ˆ

U
ε1ζ2|Dh

kDu|2dx+

ˆ

U

C2

4ε1
|Dh

ku|2dx,

C

ˆ

U
ζ|Dh

kDu||Du|dx =

ˆ

U

(

ζ|Dh
kDu|

)(

C|Du|
)

dx

≤
ˆ

U
ε2ζ2|Dh

kDu|2dx+

ˆ

U

C2

4ε2
|Du|2dx,

e para a última,

C

ˆ

U
ζ|Dh

ku||Du|dx =

ˆ

U
ζ
(√

C|Dh
ku|

)(√
C|Du|

)

≤
ˆ

U
ζ
(

ε3C|Dh
ku|2 +

C

4ε3
|Du|2

)

.

Fazendo ε1 = ε2 teremos

|A2| ≤ 2ε1

ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx+
C2

4ε1

ˆ

U

(

|Dh
ku|2 + |Du|2

)

+

ˆ

U
ζ
(

ε3C|Dh
ku|2 +

C

4ε3
|Du|2

)

.

Tomando ε1 = λ
4 e ε3 = 1

2 obtemos

|A2| ≤ λ

2

ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx+
C2

λ

ˆ

U

(

|Dh
ku|2 + |Du|2

)

dx+

ˆ

U
ζ
(

C

2
|Dh

ku|2 +
C

2
|Du|2

)

dx

≤ λ

2

ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx+
C2

λ

ˆ

U

(

|Dh
ku|2 + |Du|2

)

dx+
C

2

ˆ

U
ζ
(

|Dh
ku|2 + |Du|2

)

dx

≤ λ

2

ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx+

ˆ

U

(

|Dh
ku|2 + |Du|2

)(

C2

λ
+

Cζ

2

)

dx

≤ λ

2

ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx+
(

C2

λ
+

C

2

)

ˆ

W

(

|Dh
ku|2 + |Du|2

)

dx.
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Aplicando o Teorema 25 obtemos que

ˆ

W
|Dh

ku|2dx ≤ C

ˆ

U
|Du|2dx

para alguma constante C. Dáı, segue que

A ≥ λ

2

ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx−C

ˆ

U
|Du|2dx.

Agora, estimemos a quantidade dada por B. Com efeito, usando a Desigualdade de Cauchy

com ε, teremos

|B| =
∣

∣

∣

∣

ˆ

U
fvdx

∣

∣

∣

∣

≤
ˆ

U
|f ||v|dx ≤ ε

ˆ

U
|v|2dx+

1

4ε

ˆ

U
|f |2dx.

Usando o Teorema 25 e a proposição 2 com p = 2 obtemos

ˆ

U
|v|2 =

ˆ

U
|D−h

k (ζ2Dh
ku)|2dx ≤ C

ˆ

U
|D(ζ2Dh

ku)|2dx

≤ C

ˆ

U
|2ζDζDh

ku+ ζ2Dh
kDu|2dx

≤ C

ˆ

U

(

2ζ|Dζ||Dh
ku|+ ζ2|Dh

kDu|
)2

dx

≤ C

ˆ

U
2ζ2|Dζ|2|Dh

ku|2dx+ ζ4|Dh
kDu|2dx

≤ C

ˆ

W
|Dh

ku|2 + ζ2|Dh
kDu|2dx

≤ C

ˆ

U
|Du|2dx+C

ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx.

Então, fazendo ε = λ
4

|B| ≤ εC

ˆ

U
|Du|2dx+ εC

ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx+
1

4ε

ˆ

U
|f |2dx

≤ λ

4
C

ˆ

U
|Du|2dx+

λ

4
C

ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx+
1

λ

ˆ

U
|f |2dx.

Voltando a igualdade inicial A = B, deduzimos que

λ

2

ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx−C

ˆ

U
|Du|2dx ≤ λ

4
C

ˆ

U
|Du|2dx+

λ

4
C

ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx+
1

λ

ˆ

U
|f |2dx,

donde segue que:

(

λ

2
− Cλ

4

)

ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx ≤
(

Cλ

4
+C

)

ˆ

U
|Du|2dx+

1

λ

ˆ

U
|f |2dx. (2.5)
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Dáı segue finalmente que:

ˆ

V
|Dh

kDu|2dx ≤
ˆ

U
ζ2|Dh

kDu|2dx ≤ C

ˆ

U
|Du|2 + |f |2dx.

para k = 1, ...,n e h suficientemente pequeno e não nulo. Por fim, usando o Teorema 26

podemos concluir que Du ∈ H1
loc(U ;Rn), e, portanto u ∈ H2

loc(U), com a estimativa

∥u∥H2(V ) ≤ C(∥f∥L2(U) +∥u∥H1(U)).
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3 O MÉTODO DE DE GIORGI

Considere agora o problema:

Lu =
n
∑

i,j=1

(aij(x)uxj )xi = 0 em U , (3.1)

onde U ⊂ R
n é um domı́nio aberto e limitado, a matriz A(x) = (aij) é simétrica, com aij ’s

mensuráveis definidas em U , e

0 < λ|ξ|2 ≤ ⟨A(x)ξ,ξ⟩ ≤ Λ|ξ|2, (3.2)

para todo ξ ∈ R
n e quase todo ponto x ∈ U, com 0 < λ < Λ < ∞ constantes. Perceba que

A(x) ser simétrica implica que a matriz A possui n autovalores reais λi, i = 1, ...,n. Além

disso, perceba também que a condição (3.2) é equivalente a

λ ≤ λi(x) ≤ Λ

para todo i = 1, ...,n e q.t.p. x ∈ U. Nosso principal objetivo é mostrar que soluções fracas

de (3.1) são Hölder-Cont́ınuas.

Exemplo 28. Considerando A(x) a matriz identidade, a condição (3.2) é válida com

λ = Λ = 1, e a equação (3.1) se reduz a equação de Laplace

∆u =
n
∑

i=1

∂xi∂xiu = 0.

Exemplo 29. Considere α uma constante positiva tal que 0 < α < 1 e defina a matriz A(x)

em R
2 como

A(x) =









x2
1+α2x2

2
|x|2

(1−α2)x1x2
|x|2

(1−α2)x1x2
|x|2

α2x2
1+x2

2
|x|2









(3.3)

com x = (x1, x2) ∈ R
2\{0,0}. Note que A(x) é uma matriz simétrica em R

4 e, portanto A

possui autovalores reais. Veja que tomando ξ = (ξ1, ξ2) então temos que

A(x) · ξ =









x2
1+α2x2

2
|x|2

· ξ1 +(1−α2)x1x2
|x|2

· ξ2

(1−α2)x1x2
|x|2

· ξ1 + α2x2
1+x2

2
|x|2

· ξ2









Usando a Desigualdade de Young, por um lado temos

⟨A(x)ξ,ξ⟩ =
1

|x|2
(

(x2
1 +α2x2

2)ξ2
1 +2(1−α2)x1x2ξ1ξ2 +(α2x2

1 +x2
2)ξ2

2

)

≤ 1

|x|2
(

(x2
1 +α2x2

2)ξ2
1 +(1−α2)(x2

1ξ2
2 +x2

2ξ2
1)+(α2x2

1 +x2
2)ξ2

2

)

≤ |ξ|2
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e, por outro lado,

⟨A(x)ξ,ξ⟩ =
1

|x|2
(

(x2
1 +α2x2

2)ξ2
1 +2(1−α2)x1x2ξ1ξ2 +(α2x2

1 +x2
2)ξ2

2

)

≥ 1

|x|2
(

(x2
1 +α2x2

2)ξ2
1 − (1−α2)(x2

1ξ2
2 +x2

2ξ2
1)+(α2x2

1 +x2
2)ξ2

2

)

≥ α2|ξ|2.

Donde segue que

α2|ξ|2 ≤ ⟨A(x)ξ,ξ⟩ ≤ |ξ|2, ∀ x ̸= (0,0) e ξ ∈ R
2.

Definindo a função u : B(0, 1) → R por

u(x) = |x|α−1x1, x ∈ B(0, 1)\{0,0} ⊂ R
2

temos que u é uma solução fraca da equação (3.1) com A(x) definida acima.

3.1 Motivação: Um problema variacional

No International Congress of Mathematics (ICM), em 1900, Hilbert apresentou

24 problemas. Dois deles, o 20º e o 19º problema de Hilbert, são interessantes para

iniciarmos este caṕıtulo. O 20º problema de Hilbert questiona se todo problema variacional,

com certas condições de contorno, possui solução. Já o 19º indaga sobre a analiticidade de

soluções regulares para problemas de cálculo variacional. Em 1904, o ucraniano Sergei N.

Bernstein, deu uma solução para o 19º problema de Hilbert. Em 1957, o italiano Ennio

De Giorgi encontrou uma nova solução.

Esses problemas são apresentados de maneira geral. Consideremos o seguinte

problema variacional espećıfico para ilustrar esses problemas e suas soluções.

Considere U ⊂ R
n um domı́nio limitado e F : Rn → R uma função suave.

Assumamos que F satisfaz

λ|ξ|2 ≤
〈

D2F (η)ξ,ξ
〉

≤ Λ|ξ|2, ∀ξ ∈ R
n, η ∈ R

n (3.4)

com constantes 0 ≤ λ ≤ Λ < ∞. Agora, definamos o funcional

I(v) :=

ˆ

U
F (Dv)dx. (3.5)

ao longo do conjunto admisśıvel

A′ = {v; v ∈ C1(U) e v = ϕ em ∂U},

onde ϕ ∈ C1(U) é uma função dada.
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Definição 30. Dizemos que u0 ∈ A′ é um minimizante do funcional I ao longo da classe

A′ se I(u0) ≤ I(v), para todo v ∈ A′.

Não podemos provar diretamente a existência de minimizantes em A′, por falta

de compacidade local fraca em C1(U). Precisaremos estender o problema para um espaço

maior. Como sugere Hilbert, estendemos as derivadas clássicas para derivada fraca e

soluções clássicas para soluções fracas. Naturalmente, surge o espaço de Sobolev W 1,2(U)

como espaço de redução para este problema variacional. Agora considere

A = {v; v ∈ W 1,2(U) e v −ϕ ∈ W 1,2(U)}.

Tomando o conjunto admisśıvel A desta forma, pode-se mostrar a existência de minimi-

zantes do funcional I em A apenas usando cálculo variacional.

Teorema 31. Considere F ∈ C∞(Rn) satisfazendo (3.2) e ϕ ∈ W 1,2(U) é dada. Então,

existe uma única u0 ∈ A tal que

I(u0) = inf
u∈A

I(u).

Demonstração. Primeiro note que pela condição (3.4) existem constantes c1 > 0 e c3 > 0 e

c2, c4 dependendo de λ, Λ, F (0), DF (0), tal que

c1|η|2 − c2 ≤ F (η) ≤ c3|η|2 + c4, ∀η ∈ R
n.

De fato, note que

F (η)−F (0)−⟨DF (0),η⟩ =

ˆ 1

0

d

dt
F (tη) dt−⟨DF (0),η⟩

=

ˆ 1

0
⟨DF (tη)−DF (0),η⟩ dt,

onde

DF (tη)−DF (0) =

ˆ 1

0

d

dt
DF (stη) ds

= t

ˆ 1

0
D2F (stη)(η) ds.

E então, usando a condição (3.4),

F (η)−F (0)−⟨DF (0),η⟩ =

ˆ 1

0
t

ˆ 1

0

〈

D2F (stη)(η),η
〉

ds dt,

≤
ˆ 1

0
t

ˆ 1

0
Λ|η|2 ds dt =

Λ

2
|η|2



30

De modo análogo pode ser obter que

F (η)−F (0)−⟨DF (0),η⟩ ≥ λ

2
|η|2,

donde segue a desigualdade com

c1 =
λ

2
, c2 = −F (0)−⟨DF (0),η⟩ , c3 =

Λ

2
e c4 = F (0)+ ⟨DF (0),η⟩ .

Portanto, I é coercivo, i.e., I(u) → +∞ se ∥u∥W 1,2(U) → +∞. Agora seja

m = inf
u∈A

I(u).

Note que −∞ < m < +∞. Tome uma sequência minimizante {ui}i∈N ⊂ A, i.e., I(ui) → m

com i → +∞. Por (3.4), segue que {ui}i∈N é uma sequência limitada em W 1,2(U). Então,

pela compacidade fraca, existe subsequência, o qual denotaremos por {ui}i∈N, tal que,

ui ⇀ u0 em W 1,2(U). Como cada ui ∈ A, segue que u0 ∈ A. Afirmamos que

liminf
i→+∞

ˆ

U
F (Dui)dx ≥

ˆ

U
F (Du0)dx. (3.6)

Antes observe que com esta desigualdade tem-se:

m = lim
i→∞

I(ui) = liminf
i→∞

ˆ

U
F (Dui)dx ≥

ˆ

U
F (Du0)dx ≥ m.

Portanto m = I(u0). Agora, provando (3.6), observe que vale

F (η) ≥ F (η0)+ ⟨DF (η0),η −η0⟩+
λ

2
|η −η0|2, ∀η,η0 ∈ R

n. (3.7)

De fato,

F (η)−F (η0)−⟨DF (Dη0),η −η0⟩ =

ˆ 1

0

d

dt
F (tη +(1− t)η0)dt−⟨DF (Dη0),η −η0⟩

=

ˆ 1

0
⟨DF (tη +(1− t)η0)−DF (η0),η −η0⟩dt

onde

DF (tη +(1− t)η0)−DF (η0) =

ˆ 1

0

d

ds
DF (stη − stη0 +η0)ds

= t

ˆ 1

0
D2F (stη − stη0 +η0)(η −η0)ds.
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Logo, temos

F (η)−F (η0)−⟨DF (Dη0),η −η0⟩ =

ˆ 1

0
t





ˆ 1

0

〈

D2F (stη − stη0 +η0)(η −η0),η −η0

〉

ds



dt

≥
ˆ 1

0
t





ˆ 1

0
λ|η −η0|2 ds



dt

≥
ˆ 1

0
t ·λ|η −η0|2dt =

λ

2
|η −η0|2.

Provando (3.7). Agora, de (3.7), segue que

ˆ

U
(F (Dui)−F (Du0))dx ≥

ˆ

U
⟨DF (Du0),Dui −Du0⟩dx → 0,

se i → ∞, visto que ui ⇀ u0 em W 1,2(U). Portanto

liminf
i→+∞

ˆ

U
F (Dui)dx ≥

ˆ

U
F (Du0)dx.

Por fim, vamos mostrar a unicidade de u0. Suponha que u0, v0 são minimizantes para I e

tome u = u0+v0
2 ∈ A. Então, por (3.6), temos

F (Du0) ≥ F (Du)+ ⟨DF (Du),Du0 −Du⟩+
λ

2
|Du−Du0|2

e

F (Dv0) ≥ F (Du)+ ⟨DF (Du),Dv0 −Du⟩+
λ

2
|Du−Dv0|2.

Somando as duas desigualdades, obtemos

F (Du0)+F (Dv0) ≥ 2F (Du)+
λ

4
|Du0 −Dv0|2.

Integrando sobre U, obtemos

2m ≥ 2

ˆ

U
F (Du)dx+

λ

4

ˆ

U
|Du0 −Dv0|2dx ≥ 2m+

λ

4

ˆ

U
|Du0 −Dv0|2dx.

O que implica que u0 = v0.

O Teorema 31 nos dá uma solução positiva para o 20º problema de Hilbert. O

lado bom de estudar minimizantes fracos é que é fácil de provar sua existência. O problema

que pagamos por isso é a regularidade.

Agora, analisemos o 19º problema de Hilbert sobre a regularidade dos minimi-

zantes. Nosso objetivo é mostrar que o minimizante u0 é suave. Para isso, vamos estudar a
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equação de Euler-Lagrange para o funcional I. Primeiro, vamos mostrar que o minimizante

u0 obtido no Teorema 31 é uma solução fraca de Euler-Lagrange. Note que, agora, somente

sabemos que u0 ∈ W 1,2(U).

Teorema 32. Seja u0 o minimizante dado no Teorema 31. Então, u0 é uma solução fraca

da equação de Euler-Lagrange

div(DF (Du0)) = 0 em U. (3.8)

Demonstração. Para mostrar que o minimizante u0 é uma solução fraca de (3.8) devemos

mostrar que u0 satisfaz

ˆ

U
⟨DF (Du0),Dϕ⟩ dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞

0 (U). (3.9)

Fixe ϕ ∈ C∞
0 (U) e defina g : R → R por

g(t) = I(u0 + tϕ) =

ˆ

U
F (Du0 + tDϕ) dx.

Note que g ∈ C1(R). De fato, derivando e usando a regra da cadeia, obtemos

g′(t) =
d

dt
g(t)

=
d

dt

ˆ

U
F (Du0 + tDϕ) dx

=

ˆ

U

d

dt
F (Du0 + tDϕ) dx

=

ˆ

U

n
∑

i=1

∂

∂xi
F (Du0 + tdϕ)

d

dt
(Du0 + tDϕ) dx

=

ˆ

U

n
∑

i=1

∂

∂xi
F (Du0 + tDϕ)

d

dt
(

∂

∂xi
u0 + t

∂

∂xi
ϕ) dx

=

ˆ

U

n
∑

i=1

∂

∂xi
F (Du0 + tDϕ)

∂

∂xi
ϕ dx

=

ˆ

U
⟨DF (Du0 + tDϕ),Dϕ⟩ dx.

Assim, g′ é cont́ınua em R e, portanto g ∈ C1(R) com

g′(t) =

ˆ

U
⟨DF (Du0 + tDϕ),Dϕ⟩dx.

Perceba que

g′(0) =

ˆ

U
⟨DF (Du0),Dϕ⟩ dx.
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Como u0 é um minimizante, então g atinge seu mı́nimo em t = 0, onde g(0) = I(u0) e

portanto g′(0) = 0. Segue que u0 satisfaz

ˆ

U
⟨DF (Du0),Dϕ⟩ dx = 0.

Agora, vamos mostrar que u0 ∈ W 2,2
loc (U) e que sua derivada fraca é uma

solução fraca da equação (3.1) para alguma matriz A(x) satisfazendo (3.2). Desta forma,

construiremos uma relação entre o problema variacional e a equação (3.1).

Na prova a seguir, será usado o conceito de quocientes diferenciais. O ponto

principal da prova a seguir é o uso da Desigualdade de Caccioppoli. A grosso modo, a

estimativa Caccioppoli diz que a norma L2 das derivadas de soluções são controladas pela

norma das soluções.

Teorema 33. Suponha que u0 é o minimizante dado pelo Teorema 31. Então u0 ∈ W 2,2
loc (U)

e vi = ∂xiu0, i = 1,2, ...,n, é uma solução fraca da equação

div(A(x)Dvi) = 0 em U, (3.10)

onde A(x) = D2F (Du0(x)).

Demonstração. Fixe a função corte η ∈ C∞
0 (U). Seja V um aberto tal que supp(η) ⊂ V ⊂⊂

U, e defina ϕ = D−h
i (η2Dh

i u0), onde i = 1,2, ...,n e 0 < |h| < dist(V,∂U)/8. Perceba que, a

maneira como definimos ϕ, com u0 ∈ W 1,2(U), implica em ϕ ∈ W 1,2
0 (U). Pelo Teorema 32,

u0 é uma solução fraca de (3.8). Dáı,

0 =

ˆ

U
⟨DF (Du0), Dϕ⟩ dx

=

ˆ

U

〈

DF (Du0), D(D−h
i (η2Dh

i u0))
〉

dx

=

ˆ

U

〈

DF (Du0), D−h
i (D(η2Dh

i u0))
〉

dx

= −
ˆ

U

〈

Dh
i DF (Du0), D(η2Dh

i u0)
〉

dx.
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Veja que

Dh
i DF (Du0) =

DF (Du0(x+hei))−DF (Du0(x))

h

=
1

h

ˆ 1

0

d

dt
DF (tDu0(x+hei)+(1− t)Du0(x)) dt

=

ˆ 1

0
D2F (tDu0(x+hei)+(1− t)Du0(x)) dt Dh

i Du0(x)

= B(x)Dh
i Du0(x),

com

B(x) =

ˆ 1

0
D2F (tDu0(x+hei)+(1− t)Du0(x)) dt,

e

D(η2Dh
i u0) = η2Dh

i Du0 +2ηDηDh
i u0.

Donde temos

0 = −
ˆ

U

〈

Dh
i DF (Du0), D(η2Dh

i u0)
〉

dx

0 = −
ˆ

U

〈

B(x)Dh
i Du0(x), η2Dh

i Du0 +2ηDηDh
i u0

〉

dx

ˆ

U

〈

B(x)Dh
i Du0(x), η2Dh

i Du0

〉

dx = −2

ˆ

U

〈

B(x)Dh
i Du0(x),ηDηDh

i u0

〉

dx

ˆ

U

〈

B(x)Dh
i Du0(x), Dh

i Du0

〉

η2 dx = −2

ˆ

U

〈

B(x)Dh
i Du0(x),Dη

〉

ηDh
i u0 dx, (3.11)

onde a matriz Hessiana em B(x) satisfaz (3.2). Vamos denotar (3.11) por

Φ = Ψ, (3.12)

em que

Φ =

ˆ

U

〈

B(x)Dh
i Du0(x), Dh

i Du0

〉

η2 dx e Ψ = −2

ˆ

U

〈

B(x)Dh
i Du0(x),Dη

〉

ηDh
i u0 dx

Pela Desigualdade de Cauchy-Shwartz,

∣

∣

∣

∣

〈

B(x)Dh
i Du0, Dη

〉

∣

∣

∣

∣

≤
〈

B(x)Dh
i Du0,Dh

i Du0

〉
1
2 · ⟨B(x)Dη,Dη⟩

1
2 .
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Estimando Ψ ficamos com

Ψ ≤ 2

ˆ

U

∣

∣

∣

∣

〈

B(x)Dh
i Du0(x),Dη

〉

∣

∣

∣

∣

|η||Dh
i u0| dx

≤ 2

ˆ

U

〈

B(x)Dh
i Du0,Dh

i Du0

〉
1
2 ⟨B(x)Dη,Dη⟩

1
2 |η||Dh

i u0| dx

≤ 2

ˆ

U

(

〈

B(x)Dh
i Du0,Dh

i Du0

〉
1
2 |η|

)(

⟨B(x)Dη,Dη⟩
1
2 |Dh

i u0|
)

dx.

Usando a Desigualdade de Hölder e a condição (3.2),

Ψ ≤ 2
(

ˆ

U

〈

B(x)Dh
i Du0,Dh

i Du0

〉

|η|2 dx
)

1
2
(

ˆ

U
⟨B(x)Dη,Dη⟩ |Dh

i u0|2 dx
)

1
2

≤ Φ
1
2 ·2

(

ˆ

U
Λ|Dη|2|Dh

i u0|2 dx
)

1
2

.

Estimando Φ, pela condição (3.2) obtemos

Φ ≥
ˆ

U
λ|Dh

i Du0|2|η|2.

Voltando para a igualdade (3.12), temos

Φ = Ψ ≤ Φ
1
2 ·2

(

ˆ

U
Λ|Dη|2|Dh

i u0|2 dx
)

1
2

Φ
1
2 ≤ 2

(

ˆ

U
Λ|Dη|2|Dh

i u0|2 dx
)

1
2

(

ˆ

U
λ|Dh

i Du0|2|η|2
)

1
2 ≤ 2

(

ˆ

U
Λ|Dη|2|Dh

i u0|2 dx
)

1
2

ˆ

U
|Dh

i Du0|2|η|2 dx ≤ 4Λ

λ

ˆ

U
|Dη|2|Dh

i u0|2 dx

ˆ

U
|DhDu0|2|η|2 dx ≤ 4Λ

λ

ˆ

U
|Dη|2|Dh

i u0|2 dx.

Por fim, usando o Teorema 25, ficamos com

ˆ

U
|DhDu0|2|η|2 dx ≤ 4Λ

λ

ˆ

U
|Dη|2|Dhu0|2 dx ≤ 4Λ

λ
C

ˆ

U
|Dη|2 dx =

4Λ

λ
C∥Dη∥2

L2(U).

Portanto, pelo Teorema 26, Du0 ∈ W 1,2
loc (U) e consequentemente u0 ∈ W 2,2

loc (U).

Após provar que u0 ∈ W 2,2
loc (U) é natural se perguntar sobre a possibilidade de

mostrar que u0 ∈ W 3,2
loc (U). A resposta para isso é não. De maneira informal, podemos

diferenciar a equação (3.10) e ver se podemos obter uma Desigualdade do tipo Caccioppoli

para controlar a norma L2 das derivadas de terceira ordem de u0.
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Como dito no ińıcio, nosso principal objetivo neste caṕıtulo é mostrar que as

soluções fracas da equação (3.1) são Hölder cont́ınuas. Mais precisamente, provaremos o

seguinte teorema:

Teorema 34. Seja u ∈ W 1,2(U) uma solução fraca da equação (3.1). Então u ∈ C0,α(U),

onde 0 < α = α(n,λ,Λ) ≤ 1.

Observe que combinando o Teorema 32 com o Teorema 34 obteremos que

u0 ∈ C1,α(U) para algum α > 0. Então poderemos mostrar que, na verdade, u0 ∈ C∞(U),

por estimativa de Schauder. Como se pode ver, o ponto essencial para isso é a teoria de

De Giorgi-Moser.

3.2 Conjuntos de De Giorgi

Em seu principal trabalho sobre equações eĺıpticas lineares [5] De Giorgi esta-

beleceu limitação local e Hölder continuidade para funções satisfazendo certas condições,

que chamamos de classe de funções de De Giorgi. Mais precisamente,

Definição 35. Seja U ⊂ R
n um conjunto aberto e γ > 0 uma constate. As classes de

funções de De Giorgi, DG±(U,γ), consiste das funções u ∈ W 1,2(U) tais que, para toda

bola B(y,R) ⊂ U , todo 0 < r < R e todo k ∈ R, satisfazem a desigualdade de Caccioppoli

do tipo
ˆ

B(y,r)
|D(u−k)±|2 dx ≤ γ

(R − r)

ˆ

B(y,R)
|(u−k)±|2 dx, (3.13)

onde (u−k)+ = max{u−k,0} e (u−k)− = min{u−k,0}. Denotamos DG(U,γ) por

DG(U,γ) = DG+(U,γ)∩DG−(U,γ).

Veja que definindo o conjunto A(k,y,R) = {x ∈ B(y,R); u(x) > k} pode-se

estabelecer uma equivalência entre as desigualdades (3.13) e

ˆ

A(k,y,r)
|Du|2 dx ≤ γ

(R − r)

ˆ

A(k,y,R)
|(u−k)|2 dx.

Basta notar que A(k,y,r) = B(y,r)∩{u > k}, onde {u > k} = {x ∈ U ; u(x) > k} e que

D(u−k)+ =











Du se u > k,

0 se u ≤ k.
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A menos que seja dito o contrário, iremos escrever A(k,R) ao invés de A(k,y,R) para

facilitar a notação. Além disso, é fácil ver que u ∈ DG+(U,γ) se, e somente se, −u ∈
DG−(U,γ). Para o que se segue vamos precisar da seguinte definição.

Definição 36. Seja U ⊂ R
n um aberto. Uma função u ∈ W 1,2(U) é uma subsolução

(supersolução) fraca de (3.1) se satisfaz

ˆ

U
⟨A(x)Du,Dϕ⟩ ≤ 0 (≥ 0).

para toda ϕ ∈ W 1,2
0 (U) não negativa.

Com esta definição podemos relacionar as soluções fracas da equação (3.1) com

o conjunto DG(U,γ).

Lema 37. Seja u ∈ W 1,2(U) uma subsolução fraca da equação (3.1). Então u ∈ DG+(U,γ)

para alguma γ = γ(λ,Λ) > 0.

Demonstração. Vamos considerar y ∈ U fixo tal que 0 < r′ < r < dist(y,∂U). Tome η ∈
C∞

0 (U) uma função de corte definida por



























η ≡ 1 em B(y,r′)

η ≡ 0 em U\B(y,r)

0 ≤ η ≤ 1.

com |Dη| ≤ c/(r−r′) e c uma constante real positiva. Como u ∈ W 1,2(U) é uma subsolução

de (3.1), vale
ˆ

U
⟨A(x)Du,Dϕ⟩ dx ≤ 0

para toda ϕ ∈ W 1,2
0 (U) não negativa. Tomando ϕ = η2v com v = (u−k)+, teremos

Dϕ = D(η2v) = 2vηDη + η2Dv.

Dáı,

ˆ

U
⟨A(x)Du,Dϕ⟩ dx =

ˆ

U
η2 ⟨A(x)Du,Dv⟩ dx+2

ˆ

U
ηv ⟨A(x)Du,Dη⟩ dx ≤ 0,
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e consequentemente, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a de Hölder, temos

ˆ

U
η2 ⟨A(x)Du,Dv⟩ dx ≤ −2

ˆ

U
ηv ⟨A(x)Du,Dη⟩ dx

≤ 2

ˆ

U
|η||v| ⟨A(x)Du,Dη⟩ dx

≤ 2

ˆ

U
|η||v| ⟨A(x)Du,Du⟩

1
2 ⟨A(x)Dη,Dη⟩

1
2 dx

≤ 2
(

ˆ

U
|η|2 ⟨A(x)Du,Du⟩ dx

)
1
2
(

ˆ

U
|v|2 ⟨A(x)Dη,Dη⟩ dx

)
1
2

.

Como v = (u−k)+ implica que Du = Dv para u > k, temos

ˆ

U
|η|2 ⟨A(x)Dv,Dv⟩ dx ≤ 2

(

ˆ

U
|η|2 ⟨A(x)Dv,Dv⟩ dx

)
1
2
(

ˆ

U
|v|2 ⟨A(x)Dη,Dη⟩ dx

)
1
2

.

(

ˆ

U
|η|2 ⟨A(x)Dv,Dv⟩ dx

)
1
2 ≤ 2

(

ˆ

U
|v|2 ⟨A(x)Dη,Dη⟩ dx

)
1
2

.

ˆ

U
|η|2 ⟨A(x)Dv,Dv⟩ dx ≤ 4

ˆ

U
|v|2 ⟨A(x)Dη,Dη⟩ dx.

Usando a condição (3.2) temos

ˆ

U
|η|2|Dv|2 dx ≤ 4Λ

λ

ˆ

U
|v|2|Dη|2 dx.

Estimando a integral do lado direito temos

ˆ

U
|v|2|Dη|2 dx ≤ c2

(r − r′)2

ˆ

B(y,r)
|v|2 dx,

e estimando a integral do lado esquerdo,

ˆ

U
|η|2|Dv|2 dx ≥

ˆ

B(y,r′)
|Dv|2 dx.

Donde segue a desigualdade (3.13) com γ = 4Λc2

λ .

Lema 38. Seja u ∈ W 1,2(U) uma supersolução fraca de (3.1). Então u ∈ DG−(U,γ) para

alguma γ = γ(λ,Λ) > 0.

Demonstração. Por hipótese, u ∈ W 1,2(U) é uma supersolução fraca de (3.1), i.e., vale que

ˆ

U
⟨A(x)Du,Dϕ⟩ dx ≥ 0 ∀ϕ ∈ W 1,2

0 (U).
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Logo, −u ∈ W 1,2(U) é uma subsolução fraca de (3.1) pois vale que

ˆ

U
⟨A(x)D(−u),Dϕ⟩ dx ≤ 0 ∀ϕ ∈ W 1,2(U).

Pelo Lema 37 −u ∈ DG+(U,γ) e consequentemente u ∈ DG−(U,γ).

Teorema 39. Seja u ∈ W 1,2(U) uma solução fraca da equação (3.1). Então u ∈ DG(U,γ)

para alguma γ = γ(λ,Λ) > 0.

Demonstração. De fato, se u ∈ W 1,2(U) é uma solução fraca de (3.1), vale que

ˆ

U
⟨A(x)Du,Dϕ⟩ dx = 0,

e, portanto u é uma sub e supersolução fraca de (3.1). Dáı, pelos Lemas 37 e 38 temos

u ∈ DG+(U,γ) e u ∈ DG−(U,γ), donde segue o resultado.

Com a classe de funções de De Giorgi bem estabelecida, podemos obter a

seguinte propriedade.

Proposição 40. Seja U ⊂ R
n aberto e u ∈ DG(U,γ). Então ∀k ∈ R, ∀y ∈ U e ∀r,R; 0 <

r < R < dist(y, ∂U) temos

ˆ

B(y,r)
|(u(x)−k)+|2dx ≤ C

(R − r)2
|A(k,R)| 2

n

ˆ

B(y,R)
|(u(x)−k)+|2dx

onde C = C(n) é uma constante positiva que depende somente de n.

Demonstração. Defina v = (u − k)+ e r̄ = R+r
2 . Assim, teremos r < r̄ < R. Tome uma

função de corte η definida por



























η ≡ 1 em B(y,r)

η ≡ 0 em U\B(y, r̄)

0 ≤ η ≤ 1

com |Dη| ≤ c
R−r , onde c é uma constante positiva. Pela propriedade da derivada do

produto, têm-se

|D(vη)|2 = |vDη +ηDv|2

≤ (|vDη|+ |ηDv|)2

≤ 2(|vDη|2 + |ηDv|2).



40

Integrando ambos os lados da desigualdade acima sobre B(y, r̄) e usando a hipótese de

u ∈ DG(U,γ) segue que
ˆ

B(y,r̄)
|D(vη)|2 dx ≤ 2

(

ˆ

B(y,r̄)
|v|2|Dη|2 dx+

ˆ

B(y,r̄)
|η|2|Dv|2 dx

)

≤ 2
(

c2

(R − r)2

ˆ

B(y,r̄)
|v|2 dx+

ˆ

B(y,r̄)
|Dv|2 dx

)

≤ 2
(

c2

(R − r)2

ˆ

B(y,R)
|v|2 dx+

γ

(R − r)2

ˆ

B(y,R)
|v|2 dx

)

≤ C1

(R − r)2

ˆ

B(y,R)
|v|2 dx

com C1 = 2(c2 +γ). Então obtemos
ˆ

B(y,r̄)
|D(vη)|2 dx ≤ C1

(R − r)2

ˆ

B(y,R)
|v|2 dx.

Veja que pela Desigualdade de Sobolev existe uma constante C2 dependendo somente de n

tal que
(

ˆ

B(y,r)
|v| 2n

n−2 dx
)

n−2
n

=
(

ˆ

B(y,r)
|ηv| 2n

n−2 dx
)

n−2
n

≤ C2

ˆ

B(y,r)
|D(vη)|2 dx

≤ C2

ˆ

B(y,r̄)
|D(vη)|2 dx.

Além disso, pela Desigualdade de Hölder com expoente n
n−2 teremos

ˆ

B(y,r)
|v|2 dx ≤

(

ˆ

B(y,r)
|v| 2n

n−2 dx
)

n−2
n |A(k,r)|1− n−2

n

=
(

ˆ

B(y,r)
|v| 2n

n−2 dx
)

n−2
n |A(k,r)| 2

n .

Dáı, temos
ˆ

B(y,r)
|v|2 dx ≤ |A(k,r)| 2

n

(

ˆ

B(y,r)
|v| 2n

n−2 dx
)

n−2
n

≤ C2|A(k,r)| 2
n

ˆ

B(y,r)
|D(vη)|2 dx

≤ C2
C1

(R − r)2
|A(k,r)| 2

n

ˆ

B(y,R)
|v|2 dx

≤ C

(R − r)2
|A(k,R)| 2

n

ˆ

B(y,R)
|v|2 dx,

com C = C1C2 dependendo somente de n.
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3.3 Limitação local

A partir desta seção, caso não seja dito o contrário, denotaremos DG(U,γ) :=

DG(U) e Br := B(y,r) para algum γ ∈ R positivo e algum y ∈ U , a fim de facilitar a

notação. Agora, tomando u ∈ DG(U), considere para todo h ∈ R e para todo r > 0 tal que

Br ⊂⊂ U

u(h,r) :=

ˆ

A(h,r)
|u(x)−h|2 dx. (3.14)

Defina também para todo h ∈ R, e para todo r > 0 tal que Br ⊂⊂ U

ϕ(h,r) := |A(h,r)|ηu(h,r)ξ,

ϕ(h,r) := |{u ≥ h}∩Br|ηu(h,r)ξ,

com η e ξ reais positivos. Veja que, como {u > h}∩Br ⊆ {u ≥ h}∩Br, temos

ϕ(h,r) ≤ ϕ(h,r).

Lema 41. Sejam U ⊂ R
n um aberto e u ∈ DG(U). Então, para todo h > k, para todo x ∈ U

e para todo r,R ∈ R tais que 0 < r < R < dist(y,∂U) temos

|A(h,r)| ≤ 1

((h−k)2
u(k,R) (3.15)

u(k,r) ≤ C

(R − r)2
|A(k,R)| 2

n u(k,R). (3.16)

Demonstração. Veja que para x ∈ A(h,r) temos u(x) > h > k, então vale u(x)−k > h−k

e |u(x)−k|2 > |h−k|2. Portanto, integrando sobre A(h,r) temos

|A(h,r)||h−k|2 =

ˆ

A(h,r)
|h−k|2 dx

≤
ˆ

A(h,r)
|u(x)−k|2 dx

≤
ˆ

A(k,r)
|u(x)−k|2 dx,

que dividindo por (h−k)2 e lembrando que A(k,r) ⊂ A(k,R) obtemos

|A(h,r)| =
1

(h−k)2

ˆ

A(h,r)
|h−k|2 dx ≤ 1

(h−k)2

ˆ

A(k,R)
|u(x)−k|2 dx,
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o que mostra a desigualdade 3.15. Agora, veja que (u(x)−h)+ ≤ (u(x)−k)+, integrando

sobre A(h,r), obtemos

ˆ

A(h,r)
|u(x)−h|2 =

ˆ

Br

|(u(x)−h)+|2 dx

≤
ˆ

Br

|u(x)−k|2 dx

=

ˆ

A(k,r)
|u(x)−k|2 dx,

Dáı, pela Proposição 40 segue que

ˆ

A(h,r)
|u(x)−h|2 dx ≤

ˆ

A(k,r)
|u(x)−k|2 dx

≤ C

(R − r)2
|A(k,R)| 2

n

ˆ

A(k,R)
|u(x)−k|2 dx,

provando a desigualdade (3.16).

Considerando η e ξ dois números reais positivos e elevando (3.14) e (3.16),

respectivamente, à η e ξ,

|A(h,r)|ηu(h,r)ξ ≤ Cξ

(h−k)2η(R − r)2ξ
|A(k,R)|

2ξ
n u(k,R)ξ+η. (3.17)

Podemos escrever o segundo membro de (3.17) como potência de ϕ(k,R). Precisamos en-

contrar um θ > 0 tal que 2ξ
n = ηθ e ξ +η = ξθ. Dáı temos θ2 −θ− 2

n = 0 e, consequentemente,

θ = 1
2 +

√

n+8
4n > 1. Dáı, temos

ϕ(h,r) ≤ Cξ

(h−k)2η(R − r)2ξ
|ϕ(k,R)|θ, θ > 1. (3.18)

Lema 42. Sejam (kn)n∈N, (rn)n∈N duas sequências tais que kn ↗ k0 e rn ↘ r0, rn > 0,

então

ϕ(kn, rn) → ϕ(k0, r0) (3.19)

sempre que n → ∞.

Demonstração. Considere an = |{u > kn}∩Brn |. Assim,

kn ↗ k0 ⇒ ({u > kn})n∈N ↘ {u ≥ k0}

rn ↘ r0 ⇒ (Brn)n∈N∩ ↘ Br0 ,
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consequentemente ({u > kn}∩Brn)n∈N ↘ {u ≥ k0}∩Br0 e, portanto

an → |
∞
⋂

i=1

({u > kn}∩Brn)n∈N| = |{n ≥ k0}∩Br0 |. (3.20)

Agora denotemos

hn :=

ˆ

Brn

|(u(x)−kn)+|2 dx =

ˆ

Br1

|(u(x)−kn)+|2χBr dx

onde Brn ⊆ Br1 para todo n ∈ N. Veja que

|(u(x)−kn)+|2χBr → |(u(x)−kn)+|2χBr0

para quase todo ponto, sempre que n → ∞. Observe que a sequência fn = |(u(x)−kn)+|2

é não decrescente, então segue que

|fnχBrn
| ≤ |fn| ≤ |f1| = |(u(x)−k1)+|2 ∈ L1(Br1).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue [18] vale

hn →
ˆ

Br1

|(u(x)−kn)+|2χBr0
dx =

ˆ

Br0

|(u(x)−kn)+|2 dx. (3.21)

Finalmente, por (3.20) e (3.21) teremos

ϕ(kn, rn) → |{u ≥ k0}∩Br0 |ηu(k0, r0)ξ = ϕ(k0, r0).

Lema 43. Sejam U ⊂ R
n um aberto e R0 > 0 tal que BR0 ⊂⊂ U. Então para todo k0 ∈ R e

para todo σ ∈ (0,1), existe um d ∈ R tal que

ϕ(k0 +d,R0 −σR0) = 0. (3.22)

Em particular, d satisfaz a relação

d2η =
22ξ+2η θ

θ−1cξ

σ2ξR2ξ
0

ϕ(k0,R0)θ−1. (3.23)

Demonstração. Considere as sequências

kn = k0 +d− d

2n
↗ k0 +d, (3.24)

rn = R0 −σR0 +
σR0

2n
↘ R0 −σR0. (3.25)
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Mostraremos que para todo n ≥ 1 natural vale

ϕ(kn, rn) ≤ ϕ(k0,R0)

2λn
, onde λ =

2ξ +2η

θ −1
. (3.26)

Com efeito, para n = 1, já que k1 > k0 e r1 < R0 temos

ϕ(k1, r1) = ϕ
(

k0 +
d

2
,R0 − σR0

2

)

≤ cξ

(

σR0
2

)2ξ(d
2

)2η
ϕ(k0,R0)θ

=
(

cξ

(σR0)2ξd2η
ϕ(k0,R0)θ−1

)

22ξ+2ηϕ(k0,R0)

=
1

22ξ+2η θ
θ−1

22ξ+2ηϕ(k0,R0) =
1

2
2ξ+2η

θ−1

ϕ(k0,R0)

=
ϕ(k0,R0)

2λ
.

Agora, suponha que (3.26) é válida para algum n. Como kn+1 > kn e rn+1 < rn, temos

ϕ(kn+1, rn+1) ≤ cξ

(

σR0
2n+1

)2ξ( d
2n+1

)2η
ϕ(kn,Rn)θ

=





cξ

(σR0)2ξd2η
ϕ(k0,R0)θ−1





2(2ξ+2η)(n+1)

ϕ(k0,R0)θ−1
ϕ(kn,Rn)θ

≤ 1

22ξ+2η θ
θ−1

2(2ξ+2η)(n+1)

ϕ(k0,R0)θ−1

(

ϕ(k0,R0)

2λn

)θ

=
1

2λθ

2λ(θ−1)(n+1)

ϕ(k0,R0)θ−1

ϕ(k0,R0)θ

2λθn

=
1

2λ[θ(1+n)−(θ−1)(n+1)]
ϕ(k0,R0) =

ϕ(k0,R0)

2λ(n+1)
.

Dáı, por indução a desigualdade (3.26) é válida para todo n ≥ 1 natural. Por fim, por

(3.26), pelo Lema 42 e fazendo n → ∞ obtemos

ϕ(k0 +d,R0 −σR0) ≤ 0.

Então, como ϕ(h,r) ≤ ϕ(h,r), segue que

0 ≤ ϕ(k0 +d,R0 −σR0) ≤ ϕ(k0 +d,R0 −σR0) ≤ 0.

Com estes resultados, podemos obter uma estimativa geral para o supremo

essencial de uma função da classe de De Giorgi.
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Teorema 44. Sejam U ∈ R
n um aberto e u ∈ DG(U) e r > 0 tal que Br ⊂⊂ U. Então para

todo k0 ∈ R temos

esssup
Br/2

u ≤ k0 + c
(

1

rn

ˆ

A(k0,r)
|u−k0|2 dx

)
1
2
( |A(k0, r)|

rn

)
θ−1

2

. (3.27)

Demonstração. Fazendo σ = 1
2 em (3.22), existe um d ∈ R tal que

0 = ϕ(k0 +d,r/2)

= |{u > k0 +d}∩B r
2
|η
(

ˆ

A(k0+d,r/2)
|u− (k0 +d)|2 dx

)ξ

O que nos dá

|{u > k0 +d}|∩Br/2| = 0,

isto é,

esssup
Br/2

u ≤ k0 +d

ou
ˆ

A(k0+d, r/2)
|u− (k0 +d)|2 dx = 0.

e, como |u− (k0 +d)| > 0 em A(k0 +d, r/2), então

|A(k0 +d, r/2)| = 0.

Dáı, por (3.23), segue que

d =
C

rξ/η
|A(k0, r)| θ−1

2

(

ˆ

A(k0, r)
|u(x)−k0|2 dx

)(θ−1) ξ
2η

.

Veja que, da igualdade 2ξ
η = nθ obtemos ξ

η = nθ
2 = n

2 + nθ−1
2 , e de ξ + η = ξθ obtemos

ξ
2η (θ −1) = 1

2 donde segue o resultado.

Teorema 45. Sejam U ⊂ R
n um aberto e u ∈ DG(U). Então, para todo r > 0 tal que

Br ⊂⊂ U temos

esssup
Br/2

u ≤ c
(

ˆ

Br

|u|2 dx
)

1
2
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Demonstração. Pelo Teorema 44, fazendo k0 = 0 obtemos

esssup
Br/2

u ≤ c
(

1

rn

ˆ

A(0, r)
|u|2 dx

)
1
2
( |A(0, r)|

rn

)
θ−1

2

≤ c
(

1

rn

ˆ

A(0, r)
|u|2 dx

)
1
2

ω
θ−1

2
n

≤ cω
θ
2
n

(

1

ωnrn

ˆ

A(0, r)
|u|2 dx

)
1
2

= c
(

ˆ

Br

|u|2 dx
)

1
2

.

Teorema 46. Sejam U ⊂ R
n um aberto e u ∈ W 1,2

loc (U) uma solução de (3.1). Então,

u ∈ L∞
loc(U), isto é, para todo r > 0 tal que Br ⊂⊂ U temos

∥u∥L∞(Br/2) ≤ c
(

ˆ

Br

|u|2 dx
)

1
2

. (3.28)

Demonstração. Como u é solução de (3.1), então u é uma subsolução e supersolução de

(3.1). Dáı, pelo Lema 27 e 28 u,−u ∈ DG(U). Aplicando o Teorema anterior em −u

obtemos

esssup
Br/2

(−u) ≤ c
(

ˆ

Br

|−u|2 dx
)

1
2

,

donde segue que

esssup
Br/2

u ≥ −c
(

ˆ

Br

|−u|2 dx
)

1
2

e, portanto,

∥u∥L∞(Br/2) ≤ c
(

ˆ

Br

|u|2 dx
)

1
2

.

3.4 O Teorema de De Giorgi

Definição 47. Seja U ⊂ R
n um aberto e u : U → R

n. Dado x ∈ U, r > 0 tal que Br(x) ⊂⊂ U

definimos

M(r) := esssup
Br(x)

u, m(r) := esssup
Br(x)

u, ω(r) := M(r)−m(r),

onde ω(r) é chamado de oscilação essencial de u na bola Br(x).
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É fácil ver, que se u é uma função limitada, então sua oscilação essencial

também é limitada.

Lema 48. Seja U ⊂ R
n um aberto e u ∈ DG(U). Dado x ∈ U, r > 0 tal que 2r < dist(x,∂U),

K0 = M(2r)+m(2r)
2 e ki = M(2r)− M(2r)−K0

2i . Se |A(K0, r)|z ≤ 1
2 |Br|, então para todo m ≥

m0

|A(km, r)| ≤ Cnrn
( 1

m

)N
, onde N =

n

2n−2
.

Demonstração. Consideremos h > k > K0. Assim, temos

v(x) := min{u(x),h} = min{u(x),k} =



























h−k, x ∈ {u ≥ k}
u(x)−k, x ∈ {k ≤ u ≤ h}
0, x ∈ {u ≤ h}.

Já que {u ≤ K0} ⊆ {u ≤ k} temos por hipótese que

|Br ∩{v = 0}| = |Br ∩{u ≤ k}| ≥ |Br ∩{u < K0}| ≥ 1

2
|Br|.

Aplicando a desigualdade de Sobolev para v com p = 1 e a desigualdade de Hölder temos

(

ˆ

Br

|v| n
n−1 dx

)
n−1

n ≤ Cn

ˆ

Br

|Dv| dx

= Cn

ˆ

A(k,r)−A(h,r)
|Du| dx

≤ Cn|A(k,r)−A(h,r)| 1
2

(

ˆ

A(k,r)−A(h,r)
|Du| dx

)
1
2

.

Pela forma como definimos v, podemos escrever

(

ˆ

A(h,r)
|v| n

n−1 dx
)

n−1
n

=
(

ˆ

A(h,r)
|h−k| n

n−1 dx
)

n−1
n

= (h−k)|A(h,r)|n−1
n .

Como A(h,r) ⊆ Br, pelo que conclúımos anteriormente, temos

(h−k)|A(h,r)|n−1
n ≤ Cn|A(k,r)−A(h,r)| 1

2

(

ˆ

A(k,r)−A(h,r)
|Du| dx

)
1
2

,

e consequentemente,

(h−k)2|A(h,r)| 2n−2
n ≤ Cn|A(k,r)−A(h,r)|

ˆ

A(k,r)−A(h,r)
|Du|2 dx.
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Note que A(k,r)−A(h,r) ⊆ A(k,r) e u ∈ DG(U) nos dá

(h−k)2|A(h,r)| 2n−2
2 ≤ Cn|A(k,r)−A(h,r)|

ˆ

A(k,r)−A(h,r)
|Du|2 dx

≤ Cn|A(k,r)−A(h,r)|
ˆ

A(k,r)
|Du|2 dx

≤ Cn|A(k,r)−A(h,r)| C

r2

ˆ

A(k,2r)
|u−k|2 dx,

e já que u − k ≤ M(2r) − k, A(k,2r) ≤ |B2r| = ωnrn e |A(k,r) − A(h,r)| = |A(k,r)| −
|A(h,r)| temos

Cn|A(k,r)−A(h,r)| C

r2

ˆ

A(k,2r)
|u−k|2 dx ≤ Cn

r2
|A(k,r)−A(h,r)||M(2r)−k|2|A(k,2r)|

≤ Cn

r2
|A(k,r)−A(h,r)||M(2r)−k|2ωnrn

≤ Cnrn−2(|A(k,r)|− |A(h,r)|)|M(2r)−k|2.

Assim, temos

(h−k)2|A(h,r)| 2n−2
2 ≤ Cnrn−2(|A(k,r)|− |A(h,r)|)|M(2r)−k|2. (3.29)

Agora, vamos definir M := M(2r) e considerar ki = M − M−K0
2i ↗ M , então

ki −ki−1 =
M −K0

2
(3.30)

e

M −ki−r =
M −K0

2i−1
(3.31)

e, consequentemente, já que ki > ki−1, por (3.29) e (3.31), temos

(ki −ki−1)2|A(k,r)| 2n−2
n ≤ Cnrn−2(|A(ki−1, r)|− |A(ki, r)|)|M −ki−1|2

= Cnrn−2(|A(ki−1, r)|− |A(ki, r)|) |M −k0|2
22i−2

.

Usando (3.30), podemos escrever

|M −k0|2
22i

|A(ki, r)| 2n−2
n ≤ Cnrn−2(|A(ki−1, r)|− |A(ki, r)|) |M −k0|2

22i−2
,

portanto

|A(ki, r)| 2n−2
n ≤ Cnrn−2(|A(ki−1, r)|− |A(ki, r)|). (3.32)
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Veja que, tomando um m ∈ N fixo, então para todo i ≤ m obtemos |A(ki, r)| ≥ |A(km, r)|,
e, portanto,

m
∑

i=1

|A(ki, r)| 2n−2
n ≥

m
∑

i=1

|A(km, r)| 2n−2
n ≥ m|A(km, r)| 2n−2

n .

Dáı, usando (3.32) obtemos

m|A(km, r)| 2n−2
n ≤ Cnrn−2

m
∑

i=1

(|A(ki−1, r)|− |A(ki, r)|) (3.33)

= Cnrn−2(|A(k0, r)|− |A(km, r)|) ≤ Cnrn−2|A(k0, r)|. (3.34)

E então podemos concluir que

|A(km, r)| ≤
(

Cnrn−2|A(k0, r)|
)

n
2n−2

(

1

m

)
n

2n−2

≤
(

Cnrn−2|Br|
)

n
2n−2

(

1

m

)
n

2n−2

≤
(

Cnrn−2ωnrn
)

n
2n−2

(

1

m

)
n

2n−2

= Cnrn
(

1

m

)
n

2n−2

.

Teorema 49. Seja U ⊂ R
n e u,−u ∈ DG(U). Então, para todo r > 0 tal que B2r ⊂⊂ U

tem-se

ω
(

r

2

)

≤ Aω(2r) (3.35)

onde A < 1 é uma constante que não depende de r.

Demonstração. Observe que

K0(u) = (esssup
Br

u+ess inf
Br

u)

= −1

2
(ess inf

Br

(−u)+esssup
Br

(−u)) = −K0(−u),

e então {u ≤ K0} = {−u ≥ K0}. Além disso, se |Br ∩{u ≥ K0}| ≤ 1
2 |Br|, temos

|Br ∩{u ≤ K0(u)}| = |Br ∩{−u ≥ K0(−u)}| >
1

2
|Br|.

Então podemos assumir que |Br ∩{u ≥ K0} > 1
2 , onde aqui estamos escrevendo K0 = K0(u).

Pelo Teorema 44, com ki = M(2r)− M(2r)−K0

2i e K0 = M(2r)+m(2r)
2 , temos

M
(

1

2

)

= esssup
Br/2

u

≤ ki +
C

rn/2

(

ˆ

A(ki,r)
|u(x)−ki|2 dx

)
1
2
( |A(ki, r)|

rn

)
θ−1

2

.
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Consequentemente, sobre A(ki, r) temos u(x)−ki ≤ M(2r)−ki e, portanto,

ˆ

A(ki,r)
|u(x)−ki|2 dx ≤ (M(2r)−ki)

2|A(ki, r)|.

Dáı, segue que

M
(

r

2

)

≤ ki +C
( |A(ki, r)|

rn

)
1
2

(M(2r)−ki)
( |A(ki, r)|

rn

)
θ−1

2

= ki +C(M(2r)−ki)
( |A(ki, r)|

rn

)
θ
2

.

Pelo lema anterior temos

C
( |A(ki, r)|

rn

)
θ
2 ≤ Cn

(

1

i

)
nθ

4n−4 → 0 sempre que i → ∞.

Dessa forma, existe um i0 ∈ N tal que

C
( |A(ki0 , r)|

rn

)
θ
2 ≤ 1

2
,

então vale que

M
(

r

2

)

≤ ki0 +
(M(2r)−ki0)

2

=
1

2
ki0 +

1

2
M(2r)

=
1

2

(

M(2r)− M(2r)−K0

2i0

)

+
1

2
M(2r)

=
1

2

(

M(2r)− M(2r)− M(2r)−m(2r)
2

2i0
+

1

2
M(2r)

=
1

2
M(2r)− 1

2

( 2M(2r)−M(2r)−m(2r)
2

2i0

)

+
1

2
M(2r)

= M(2r)− M(2r)−m(2r)

2i0+2
.

Subtraindo m
(

r
2

)

e usando que m
(

r
2

)

≤ m(2r) temos

ω
(

r

2
≤ M

(

r

2

)

−m
(

r

2

)

≤ M(2r)−m
(

r

2

)

− M(2r)−m(2r)

2i0+2

≤ M(2r)−m(2r)− M(2r)−m(2r)

2i0+2

= (M(2r)−m(2r))
(

1− 1

2i0+2

)

= Aω(2r),

onde A depende somente de i0 e 0 < A = 1− 1
2i0+2 < 1.
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Os dois lemas que serão mostrados a seguir serão importantes para demostrar

que as funções da classe de De Giorgi são Hölder continuas.

Lema 50. Seja (an)n∈N uma sequência não-decrescente tal que an → 0 com 0 < t < a1 para

algum t ∈ R. Então, existe um k > 1 natural tal que ak < t < ak−1

Demonstração. De fato, já que an → 0, então existe um n0 ∈ N tal que an < t para todo

n > n0. Definindo

k := min{n > n0; an < t}

temos k > 1 e já que a sequência é não-decrescente temos ak < t < ak−1.

Lema 51. Seja R > 0, ϕ : [0, ∞] → [0; ∞] uma função não-decrescente e 0 < C, A < 1

constantes satisfanzendo a desigualdade

ϕ(Ct) ≤ Aϕ(t), ∀t ∈ R. (3.36)

Então, existe um α > 0 tal que

ϕ(t) ≤ 1

A

(

t

R

)α

ϕ(R), ∀t ∈ R. (3.37)

Demonstração. De fato, veja que como C < 1, a sequência an = Cn é estritamente de-

crescente e an → 0 sempre que n → ∞. Então, tomando t < R teremos t
R < 1 e usando o

lema anterior obtemos um n0 tal que Cn0+1 < t
R < Cn0 . Por ϕ ser não-decrescente e pela

desigualdade (3.36) segue que

ϕ(t) ≤ ϕ(Cn0R) ≤ Aϕ(Cn0−1R) ≤ A2ϕ(Cn0−2R) ≤ ·· · ≤ An0ϕ(R).

Veja que

Cn0+1 <
t

R
⇒ n0 > −1+ logC

t

R
.

Dáı, como A < 1 temos

An0ϕ(R) ≤ A−1AlogC
t
R ϕ(R)

=
1

A
(C logC A)logC( t

R )ϕ(R)

=
1

A
(C logC( t

R ))logC Aϕ(R)

=
1

A

(

t

R

)logC A

ϕ(R)

=
1

A

(

r

R

)α

ϕ(R),
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onde α = logC A.

Perceba que se tomarmos C < A < 1 no lema anterior teremos α ∈ (0,1), já que

α = logC A.

Teorema 52 (De Giorgi). Seja U ∈ R
n um aberto e u,−u ∈ DG(U). Então existe um

α ∈ (0,1) tal que u ∈ C0,α(U).

Demonstração. Considere R > 0 tal que R < dist(x,∂U). Pelo teorema 49 temos

ω(Cr) ≤ Aω(r), ∀r > 0; r ≤ R,

com C = 1
4 e 0 < A = 1− 1

2i+2 < 1. Aplicando o lema 51 obtemos

ω(r) ≤ 1

A

(

r

R

)α

ω(R), ∀r < R.

Vamos fazer i grande o suficiente para que A = 1− 1
2i+2 > 1

4 . Considerando x,y ∈ BR tal

que |x−y| = r < R, pode-se concluir que

|u(x)−u(y)| ≤ ω(r)

≤ 1

A

(

r

R

)α

ω(R) =
(

1

A

ω(R)

Rα

)

rα

=
(

1

A

ω(R)

Rα

)

|x−y|α

= L|x−y|α,

onde L =
(

1
A

ω(R)
Rα

)

. Então, u ∈ C0,α(BR) onde R é tomado arbitrariamente.

Perceba que não foi necessário ter a hipótese de u ser solução de (3.1) para

mostrar que uma função, sendo da classe DG, seria Hölder cont́ınua. Voltando ao teorema

39 podemos concluir que se u ∈ W 1,2
loc (U) é uma solução fraca da equação (3.1) então

u ∈ DG(U) e, portanto, pelo teorema 52, vale que u ∈ C0,α(U). Então, podemos formular

o seguinte corolário.

Corolário 53. Seja U ⊂ R
n um aberto. Se u ∈ W 1,2

loc (U) é uma solução de (3.1) então existe

um α ∈ (0,1) tal que u ∈ C0,α(U).
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4 REGULARIDADE DE Q-MÍNIMOS

4.1 Introdução

Nosso último e principal objetivo neste trabalho de dissertação, é estender a

teoria de regularidade de De Giorgi para minimizantes de funcionais não-lineares do tipo:

F (u,U) :=

ˆ

U
f(x,u,Du)dx. (4.1)

Doravante U representará um domı́nio limitado em R
n, u : U → R uma função real, e

(x,u,p) 7→ f(x,u,p) uma função real de Carathéodory que satisfaz alguma condição de

crescimento. Mais precisamente, estamos interessados no seguinte tipo de crescimento:

|p|m − b|u|γ −g(x) ≤ f(x,u,p) ≤ µ|p|m + b|u|γ +g(x), (4.2)

onde g é uma dada função não negativa, e m,γ,b,µ são constantes não negativas que

satisfazem:

m > 1, 1 ≤ γ <



















m∗ :=
mn

n−m
, m < n

+∞, m ≥ n.

A teoria de regularidade que será apresentada neste caṕıtulo tem como base o artigo [7].

Nesse artigo, os autores Giaquinta e Giusti abordam a noção de Q-minimizantes (noção

introduzida por eles no artigo [6]) para o funcional F e demostram vários resultados

interessantes que incluem naturalmente os resultados obtidos por De Giorgi. Nosso desafio

aqui será discorrer sobre tais resultados. Doravante, usaremos a notação Q(x,r) para

representar o cubo (aberto) em R
n, com lados paralelos aos eixos coordenados, centrado

em x e lado (aresta) r > 0, ou seja,

Q(x,r) :=
{

y ∈ R
n : max

1≤i≤n
|yi −xi| < r/2

}

.

Além disso, dado um conjunto B ⊂ U , a notação osc(u,B) indicará a oscilação de u em B,

isto é,

osc(u,B) = sup
x∈B

u(x)− inf
x∈B

u(x).

Como espólio do que vem pela frente, podemos adiantar que o ponto-chave da

abordagem delineada nos artigos supracitados, consiste em mostrar que a oscilação de
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Q-minimizantes em bolas Br possui um decaimento controlado por uma potência do tipo

rα com α ∈ (0,1). Conforme a proposição a seguir indica, esse é um dos caminhos para

provar o principal resultado deste caṕıtulo, que consiste em provar que tais minimizantes

são localmente Hölder cont́ınuos.

Proposição 54. Seja α ∈ (0,1). Suponha que u : U → R seja tal que

osc(u,Br(x)) ≤ C0rα para todo Br(x) ⊂ U. (4.3)

Então, u ∈ C0,α
loc (U).

Demonstração. Queremos demonstrar que para todo x0 ∈ U existe uma vizinhança V de

x0 tal que u|V é Hölder-cont́ınua. Fixe x0 ∈ U e seja r0 = dist(x0,∂U). Considere a bola

V = B(x0, r0/4) e sejam z,x ∈ V quaisquer. Faça r = |z −x|. Um cálculo diretor mostra

que Br(x) := B(x,r) ⊂ B(x0,3r0/4) ⊂ U . Então, por hipótese, temos

|u(z)−u(x)| ≤ osc(u,Br(x)) ≤ C0rα = C0|z −x|α.

4.2 A noção de Q-minimizantes

Conforme apontado e testemunhado por muitos autores renomados, o problema

central no Cálculo das Variações consiste em garantir a existência e regularidade de soluções

para o problema de minimização:

min
u∈A

ˆ

U
f(x,u(x),Du(x))dx, (P)

onde A é uma determinada classe de funções e (x,u,p) 7→ f(x,u,p) é uma função real

definida em U ×R×R
n, U ⊂ R

n sendo um domı́nio limitado aberto. Por exemplo, uma

das mais usuais classes é a que prescreve a condição de Dirichlet u = ϕ em ∂U .

Interessante ressaltar que o problema de minimização acima contempla uma

vasta gama de Equações Diferenciais Parciais (EPDs). Além disso, como é bem conhecido,

há uma conexão fina entre soluções de (P) e certas EDPs. A t́ıtulo de ilustração, suponha

que f(x,u,p) seja de classe C1. Agora, seja u um minimizante do problema (P). Defina

u 7→ F (u,U) :=

ˆ

U
f(x,u,Du)dx.
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Seja φ uma função teste tal que supp(φ) ⊂ U , de modo que u+ tφ coincide com u em ∂U

para valores de t em um intervalo I centrado em t = 0. Defina

g(t) = F (u+ tφ,U) :=

ˆ

U
f(x,u+ tφ,D(u+ tφ))dx.

Então, t 7→ g(t) possui um mı́nimo em t = 0. Consequentemente, g′(0) = 0. Segue, portanto

que:
d

dt

ˆ

U
f(x,u+ tφ,Du+ tDφ)dx = 0.

Diferenciando sob o sinal da integral e aplicando regra da cadeia, segue dáı que:

ˆ

U





n
∑

i=1

∂f

∂pi
(x,u(x),Du(x)) ·φxi +

∂f

∂u
(x,u(x),Du(x)) ·φ



dx = 0.

Agora, observemos que se f é de classe C2, então podemos integrar por partes (aplicar o

Teorema de Divergência – lembre que φ|∂U ≡ 0) e concluir que:

ˆ

U





n
∑

i=1

∂

∂xi

∂f

∂pi
(x,u(x),Du(x))− ∂f

∂u
(x,u(x),Du(x))



φdx = 0.

Como esta equação é válida para qualquer φ ∈ C∞
0 (U), conclúımos que uma solução u de

(P) satisfaz a EDP:
n
∑

i=1

∂

∂xi

∂f

∂pi
(x,u(x),Du(x)) = g(x), (4.4)

onde

g(x) :=
∂f

∂u
(x,u(x),Du(x)).

Doravante, estaremos dedicados ao estudo da seguinte noção generalizada de

mı́nimos do Problema (P).

Definição 55. Uma função u ∈ W 1,m
loc (U) é dita ser um Q-mı́nimo (Q ≥ 1) para o funcional

F definido em (4.1) se para quaisquer conjunto aberto A ⊂⊂ U e v ∈ W 1,m
loc (U) com

supp(v −u) ⊂ A tem-se que

F (u,A) ≤ QF (v,A). (4.5)

4.3 Lemas técnicos

Os seguintes lemas terão papéis fundamentais no estudo da regularidade de

Q-mı́nimos.
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Lema 56. Dado f(t) uma função real limitada não negativa definida para 0 ≤ T0 ≤ t ≤ T1.

Suponha que para T0 ≤ t < s ≤ T1 tem-se

f(t) ≤ A(s− t)−α +B +βf(s),

onde A, B, α, e β são constantes não negativas e β < 1. Então existe uma constante c,

que depende somente de α e β tal que para todo r, R, T0 ≤ r < R ≤ T1 tem-se:

f(r) ≤ c
[

A(R − r)−α +B
]

.

Demonstração. Considere a sequência (ti)i∈N definida por

t0 = r e ti+1 − ti = (1− τ)τ i(R − r),

com 0 < τ < 1. Perceba que a sequência (ti)i∈N é crescente já que ti+1 − ti > 0. Por hipótese,

temos

f(t) ≤ A · (s− t)−α +B +βf(s)

para todo T0 ≤ t < s ≤ T1. Assim,

f(t0) ≤ A · (t1 − t0)−α +B +β ·f(t1)

≤ A · (1− τ)−α · τ−0·α · (R − r)−α +B +β ·f(t1)

≤ A

(1− τ)α
· (R − r)−α +B +β ·f(t1).

Por outro lado, temos

β ·f(t1) ≤ β ·
[

A · (t2 − t1)−α +B +β ·f(t2)
]

≤ β ·
[

A · (1− τ)−α · τ−1·α · (R − r)−α +B +β ·f(t2)
]

≤ A

(1− τ)α
· (R − r)−α ·βτα +βB +β2 ·f(t2).

Segue que:

f(t0) ≤ A

(1− τ)α
· (R − r)−α ·

1
∑

i=0

τ−iαβi +B
1
∑

i=0

βi +β2f(t2).

Dáı, como

τ−α > 1 ⇒
1
∑

i=0

βi ≤
1
∑

i=0

τ−iαβi
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vale que

f(t0) ≤




A

(1− τ)α
· (R − r)−α +B



 ·
1
∑

i=0

τ−iαβi +β2 ·f(t2).

Fazendo essa iteração k vezes obtemos

f(t0) ≤ βkf(tk)+





A

(1− τ)α
· (R − r)−α +B



 ·
k−1
∑

i=0

τ−iαβi.

Tomando τ−αβ < 1 e fazendo k −→ ∞, temos a série geométrica

∞
∑

i=0

τ−iαβi =
1

1− τ−αβ
e βkf(tk) −→ 0.

Dáı

f(t0) ≤




A

(1− τ)α
· (R − r)−α +B



 · 1

1− τ−αβ

≤


A(R − r)−α +B(1− τ)α



 · (1− τ)−α

1− τ−αβ
.

Como (1− τ)α < 1, obtemos

f(r) ≤ c
[

A(R − r)−α +B
]

com c = (1− τ)−α(1−βτ−α)−1.

A prova dos seguintes lemas pode ser encontrada em [11, Lemma 7.1 e Lemma

7.3].

Lema 57. Sejam C,ζ > 0 e B > 1. Suponha que (Ji)i≥0 seja uma sequência de números

reais positivos tais que

Ji+1 ≤ CBiJ1+ζ
i ∀i ≥ 0.

Se J0 ≤ C−1/ζ ×B−1/ζ2
, então

lim
i→∞

Ji = 0.

Lema 58. Seja φ(t) uma função positiva. Suponha que existam constantes q > 0 e 0 < τ < 1

tais que para todo R ∈ (0,R0),

φ(τR) ≤ τ δφ(R)+BRβ, (4.6)
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com 0 < β < δ, e

φ(t) ≤ q ·φ(tkR) ∀ t ∈ (τk+1R,τkR).

Então, para todo θ < R ≤ R0 tem-se:

φ(θ) ≤ C





(

θ

R

)β

φ(R)+Bθβ



, (4.7)

onde C é uma constante dependendo somente de q,τ,δ e β.

4.4 Desigualdade de Caccioppoli para Q-mı́nimos

A seguir ilustraremos o passo primeiro na direção de obtermos a regularidade

Cα para Q-mı́nimos. A saber, o estabelecimento de uma desigualdade do tipo Caccioppoli.

Teorema 59. Seja u ∈ W 1,m
loc (U) um Q-mı́nimo para o funcional

F (u,U) =

ˆ

U
f(x,u,Du)dx.

Suponha válidas as condições (4.2) e (4.5) e suponha que g ∈ Lσ
loc(U) com σ > n/m. Então

para todo x0 ∈ U , existem constantes R0 ∈ (0,1), H > 0 e 0 < ζ < m/n tais que:

ˆ

Ak,θ

|Du|m dx ≤ H

(R − θ)m

ˆ

Ak,R

wm dx+H
(

kmR−ζn +∥g∥σ

)

|Ak,R|1− m
n +ζ , (4.8)

para todo 0 < θ < R ≤ R0 e k ≥ 0, onde para k,r > 0,

Ak,r =
{

x ∈ U : u(x) > k
}

∩Qr

e Qr é um cubo de aresta r, centrado em x0, estritamente contido em U .

Demonstração. Fixe x0 ∈ U . Seja r0 = dist(x0,∂U) e faça B0 = Br0/2(x0). Para r ∈
(0, r0/2

√
n], seja Qr o cubo descrito no enunciado, contido em B0. Por simplicidade de

notação, façamos ∥g∥σ = ∥g∥Lσ(B0).

Defina w := max(u − k,0). Dados 0 < t < r, fixe uma função corte (suave) η em R
n tal

que:














































supp(η) ⊂ Qr,

0 ≤ η ≤ 1,

η ≡ 1 em Qt (t < r),

|Dη| ≤ 2(r − t)−1.
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Considere agora a função teste v = u−ηw. Segue da definição de Q-mı́nimo que:

ˆ

Ak,r

f(x,u,Du)dx ≤ Q

ˆ

Ak,r

f(x,u−ηw,D(u−ηw))dx.

Combinando o lado esquerdo acima com o lado esquerdo de (4.2), obtemos

ˆ

Ak,r

|Du|mdx ≤ Q

ˆ

Ak,r

f(x,u−ηw,D(u−ηw))dx+ b

ˆ

Ak,r

|u|γdx+

ˆ

Ak,r

g(x)dx.

Aplicando agora o lado direito de (4.2), obtemos

ˆ

Ak,r

|Du|mdx ≤ Q

ˆ

Ak,r

(

µ |D(u−ηw)|m + b|u−ηw|γ +g(x)
)

dx+ b

ˆ

Ak,r

|u|γdx

+

ˆ

Ak,r

g(x)dx.

Podemos então concluir que:

ˆ

Ak,r

|Du|mdx ≤ Q

(

ˆ

Ak,r

µ|Du−ηDw −wDη|m dx+

ˆ

Ak,r

b|u−ηw|γ dx

+

ˆ

Ak,r

g(x)dx

)

+ b

ˆ

Ak,r

|u|γ dx+

ˆ

Ak,r

g(x)dx

≤ Qµ

ˆ

Ak,r

|(1−η)Du−wDη|m dx+Qb

ˆ

Ak,r

|u−ηw|γ dx

+Q

ˆ

Ak,r

g(x)dx+ b

ˆ

Ak,r

|u|γ dx+

ˆ

Ak,r

g(x)dx

Por um lado, temos

ˆ

Ak,r

|(1−η)Du−wDη|m dx ≤ 2m
(

ˆ

Ak,r

(1−η)m|Du|m +wm|Dη|m dx
)

.

Por outro lado, como em Ak,r ocorre a igualdade u = w+k que implica u−ηw = (1−η)w+k,

segue que
ˆ

Ak,r

|u−ηw|γ dx ≤ 2γ
(

kγ |Ak,r|+
ˆ

Ak,r

wγdx
)

.
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Combinando todas essas desigualdades, deduzimos que:

ˆ

Ak,r

|Du|mdx ≤ Qµ2m
(

ˆ

Ak,r

(1−η)m|Du|m +wm|Dη|m dx
)

+Qb2γ
(

kγ |Ak,r|+
ˆ

Ak,r

wγdx
)

+Q

ˆ

Ak,r

g(x)dx+ b

ˆ

Ak,r

wγ dx+ bkγ |Ak,r|+
ˆ

Ak,r

g(x)dx

≤ Qµ2m
(

ˆ

Ak,r

(1−η)m|Du|m +wm|Dη|m dx
)

+ bQ2γ+1
(

kγ |Ak,r|+
ˆ

Ak,r

wγdx
)

+(Q+1)|Ak,r|σ−1
σ ∥g∥σ

≤ γ1





ˆ

Ak,r

(1−η)m|Du|mdx+

ˆ

Ak,r

wm|Dη|m dx+

ˆ

Ak,r

wγdx+kγ |Ak,r|

+ |Ak,r|σ−1
σ ∥g∥σ





onde γ1 = γ1(Q,µ,γ,σ,m,b).

Note que supp(w) ⊂ {u > k} e w|Ak,r
∈ W 1,m(Ak,r). De um modo geral, notemos

que se w ∈ W 1,m(V ), com V ⊂ R
n aberto e limitado e ∂V ∈ C1, então pela desigualdade de

Sobolev (vide [4, Theorem 6, p. 270]) sabemos que existe uma constante c1 = c1(n,m) > 0

(dependendo apenas de n e m) tal que

(

ˆ

V
wm∗

dx

)
m

m∗

≤ c1

ˆ

V
|Dw|m dx.

Portanto, neste caso, como m ≤ γ < m∗, segue dáı e da desigualdade de Hölder que

ˆ

V
wγ dx ≤ ∥w∥γ−m

m∗ |V |1− γ
m∗

(

ˆ

V
wm∗

dx

)
m

m∗

≤ c1∥w∥γ−m
m∗ |V |1− γ

m∗

ˆ

V
|Dw|m dx.

(4.9)

A seguir, denotaremos ∥u∥m∗ = ∥u∥Lm∗
(B0). Agora observe que podemos escolher um

R0 ∈ (0,1), R0 = R0(∥u∥m∗ ,γ,n,m), pequeno o suficiente tal que

c1∥u∥γ−m
m∗ |Qr|1− γ

m∗ ≤ 1

2γ1
∀0 < r ≤ R0. (4.10)

Consequentemente, podemos aplicar (4.9) e (4.10) com V = Br (lembre que Br ⊂ Qr ⊂ B0)
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para deduzir
ˆ

Ak,r

wγ dx ≤
ˆ

Br

|w|γdx ≤ c1∥w∥γ−m
m∗ |Br|1− γ

m∗

ˆ

Br

|Dw|mdx

= c1∥w∥γ−m
m∗ |Br|1− γ

m∗

ˆ

Br∩{u>k}
|Dw|mdx

≤ 1

2γ1

ˆ

Ak,r

|Du|m dx, ∀0 < r ≤ R0

Por outro lado, temos

km∗ |Ak| ≤
ˆ

Ak

|u|m∗

dx ≤ ∥u∥m∗

m∗ . (4.11)

Então, para t < r < R0, temos

ˆ

Ak,r

|Du|m dx ≤ γ1





ˆ

Ak,r

(1−η)m|Du|mdx+

ˆ

Ak,r

wm|Dη|m dx+

ˆ

Ak,r

wγdx+kγ |Ak,r|

+ |Ak,r|1− 1
σ ∥g∥σ





≤ γ1





ˆ

Ak,r\Ak,t

|Du|m dx+
2m

(r − t)m

ˆ

Ak,r

wm dx+
1

2γ1

ˆ

Ak,r

|Du|m dx

+kγ |Ak,r|+ |Ak,r|1− 1
σ ∥g∥σ



,

donde segue que:

ˆ

Ak,r

|Du|m dx ≤ 2γ1





ˆ

Ak,r\Ak,t

|Du|m dx+
2m

(r − t)m

ˆ

Ak,r

wm dx+kγ |Ak,r|

+ |Ak,r|1− 1
σ ∥g∥σ



.

Então, em resumo temos que:

ˆ

Ak,r

|Du|m dx ≤ 2γ1

ˆ

Ak,r\Ak,t

|Du|m dx+2γ1





2m

(r − t)m

ˆ

Ak,R

wm dx+kγ |Ak,R|

+ |Ak,R|1− 1
σ ∥g∥σ



.

Note que como σ > n/m, podemos escrever 1/σ = m/n − ϵ para algum ϵ > 0. Portanto,

1−1/σ = 1−m/n+ ϵ donde conclui-se que

|Ak,R|1− 1
σ ∥g∥σ = |Ak,R|1− m

n +ϵ∥g∥σ.
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Por outro lado, seguindo [6, p. 35], e usando (4.11), vemos que:

kγ |Ak,R| =
(

km∗ |Ak,R|
)

γ−m
m∗ ·km|Ak,R|1− γ−m

m∗

≤ ∥u∥γ−m
m∗ ·km|Ak,R|1− m

n +(1− γ
m∗ ) .

Note que não há perda de generalidade em assumir que |Ak,R| < 1. Inserindo essas

informações na desigualdade anterior, obtemos:
ˆ

Ak,r

|Du|m dx ≤ 2γ1

ˆ

Ak,r\Ak,t

|Du|m dx+2γ1





2m

(r − t)m

ˆ

Ak,R

wm dx

+∥u∥γ−m
m∗ ·km|Ak,R|1− m

n +(1− γ
m∗ ) + |Ak,R|1− m

n +ϵ∥g∥σ





≤ 2γ1

ˆ

Ak,r\Ak,t

|Du|m dx+2γ1





2m

(r − t)m

ˆ

Ak,R

wm dx

+
(

∥u∥γ−m
m∗ km +∥g∥σ

)

|Ak,R|1− m
n +ϵ̃



,

onde ζ = min
(

ϵ,1 − (γ/m∗)
)

. Convém observar de passagem que um cálculo direto

mostra que ζ < m/n. Somando em ambos os lados da desigualdade acima o termo

2γ1

ˆ

Ak,t

|Du|m dx, obtemos

ˆ

Ak,r

|Du|m dx+2γ1

ˆ

Ak,t

|Du|m dx ≤ 2γ1

ˆ

Ak,t

|Du|m dx+2γ1

ˆ

Ak,r\Ak,t

|Du|m dx

+2γ1





2m

(r − t)m

ˆ

Ak,R

wm dx+
(

∥u∥γ−m
m∗ km +∥g∥σ

)

|Ak,R|1− m
n +ϵ̃



,

que por sua vez (lembre que t < r) fornece
ˆ

Ak,t

|Du|m dx ≤ 2γ1

1+2γ1

ˆ

Ak,r

|Du|m dx+
2m

(r − t)m

ˆ

Ak,R

wm dx

+
(

∥u∥γ−m
m∗ km +∥g∥σ

)

|Ak,R|1− m
n +ϵ̃.

Aplicando o Lema 56 obtemos uma constante γ2 > 0 tal que
ˆ

Ak,θ

|Du|m dx ≤ γ2



2m(R − θ)−m

ˆ

Ak,R

wm dx+
(

∥u∥γ−m
m∗ km +∥g∥σ

)

|Ak,R|1− m
n +ζ



.

Fazendo H = γ2 max(2m,∥u∥γ−m
m∗ ) e considerando que R < 1, conclúımos que:

ˆ

Ak,θ

|Du|m dx ≤ H

(R − θ)m

ˆ

Ak,R

wm dx+H
(

kmR−ζn +∥g∥σ

)

|Ak,R|1− m
n +ζ .



63

Corolário 60. Considere as condições do Teorema 59. Então, para todo x0 ∈ U existem

constantes R0 ∈ (0,1), H > 0 e 0 < ζ < m/n satisfazendo a seguinte desigualdade:

ˆ

Bk,θ

|Du|mdx ≤ H

(R − θ)m

ˆ

Bk,R

(k −u)mdx+H
(

|k|mR−nζ +∥g∥σ

)

|Bk,R|1− m
n +ζ , (4.12)

para todo 0 < θ < R ≤ R0 e k ≤ 0, onde

Bk,r =
{

x ∈ U : u(x) < k
}

∩Qr (r > 0).

Demonstração. Basta notar que a função −u é um Q-minimizante do funcional

F̃ (v,U) =

ˆ

U
f(x,−v,−Dv)dx,

e aplicar convenientemente o resultado anterior (troque k e k0 por −k e −k0).

4.5 Classe de De Giorgi

Agora que provamos a desigualdade de Caccioppoli, temos a motivação correta

para considerar a seguinte definição:

Definição 61. Seja u ∈ W 1,m
loc (U). Dados χ,H,ζ,R0 > 0 e k0 ≥ 0, dizemos que u pertence

a classe

DG+
m = DG+

m(U,H,χ,ζ,R0,k0)

se para quaisquer cubos concêntricos Qθ ⊂ QR ⊂⊂ U , com 0 < θ < R ≤ R0, e para qualquer

k ≥ k0 vale a desigualdade:

ˆ

Ak,θ

|Du|mdx ≤ H

(R − θ)m

ˆ

Ak,R

(u−k)mdx+H
(

χm +kmR−nζ
)

|Ak,R|1− m
n +ζ (4.13)

Similarmente, definimos DG−
m como sendo a classe das funções u ∈ W 1,m

loc (U) tais que

para quaisquer θ < R em (0,R0] e k ≤ −k0, vale a seguinte desigualdade:

ˆ

Bk,θ

|Du|m ≤ H

(R − θ)m

ˆ

Bk,R

(k −u)mdx+H
(

χm + |k|mR−nζ
)

|Bk,R|1− m
n +ζ . (4.14)

Finalmente, usaremos a notação clássica DGm para indicar a interseção:

DGm := DG+
m ∩ DG−

m
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Conforme veremos adiante, uma caracteŕıstica surpreendente é que a classe

de funções De Giorgi, DGm, concentra na desigualdade (4.13) praticamente todas as

informações relativas ao comportamento cont́ınuo de Q-minimizantes. Convém lembrar

que nossa meta principal é verificar a continuidade Hölder de tais funções. Agora que já

demos o primeiro passo, vamos caminhar na direção do segundo, que consiste em verificar

a limitação local de Q-minimizantes. Esse é o tema da próxima seção.

4.6 Limitação Local de Q-minimizantes

O principal objetivo desta seção é demostrar que funções na classe DGm são

localmente limitadas. Recordemos que uma função real u : U → R é dita ser localmente

limitada se, para qualquer x0 ∈ U , existe uma vizinhança V de x0 em U tal que a restrição

u|V é limitada. Preliminarmente, demonstraremos o seguinte resultado que desempenhará

papel crucial nessa tarefa.

Teorema 62. Sejam C,h0 > 0, 0 < ζ ≤ m/n e w ∈ W 1,m(U) uma função tal que para algum

x0 ∈ U ,
ˆ

Ah,σ

|Dw|mdx ≤ C

(τ −σ)m

ˆ

Ah,τ

(w −h)mdx+Chm|Ah,τ |1− m
n +ζ (4.15)

para todo 1
2 ≤ σ < τ ≤ 1, h ≥ h0, onde para todo s ∈ [1

2 ,1], Ah,s = {u > h}∩Qs e Qs = Qs(x0)

é o cubo centrado em x0 de aresta s estritamente contido em U . Então, para alguma

constante universal c > 0, w satisfaz:

ˆ

Ak,σ

(w −k)mdx ≤ c

(k −h)mζ





1

(τ −σ)m
+

km

(k −h)m



 ·




ˆ

Ah,τ

(w −h)mdx





1+ζ

. (4.16)

Em particular, para alguma constante D = D(m,n,ζ) > 0 tem-se que:

sup
Q1/2

w ≤ D





ˆ

Q1

(w+)mdx





1/m

. (4.17)

Demonstração. Fixe 1
2 ≤ σ < τ ≤ 1 e seja η ∈ C∞

0 (Bσ+τ
2

) uma função de corte tal que:

η ≡ 1 em Bσ, 0 ≤ η ≤ 1 e |Dη| ≤ 4

τ −σ
.

Para k ≥ h0, defina ξ = η(w −k)+. Note que 1− m
m∗ = m

n . Então, aplicando a desigualdade

de Sobolev ([4, Theorem 6, p. 270]) e usando o fato que

Dξ = Dη · (w −k)+ +η ·D(w −k)+,
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temos
ˆ

Ak,σ

(w −k)mdx =

ˆ

Ak,σ

ξmdx ≤




ˆ

Ak,σ

ξm∗

dx





m
m∗

· |Ak,σ|1− m
m∗

≤ C

ˆ

Ak,σ

|Dξ|mdx · |Ak,τ |m
n

≤ C





ˆ

Ak,σ

|Dw|mdx+
1

(τ −σ)m

ˆ

Ak,σ

(w −k)mdx



|Ak,τ |m
n

≤ C





ˆ

A
k, σ+τ

2

|Dw|mdx+
1

(τ −σ)m

ˆ

A
k, σ+τ

2

(w −k)mdx



|Ak,τ |m
n .

Inserindo agora a desigualdade (4.15), vemos claramente que:
ˆ

Ak,σ

(w −k)mdx ≤ c|Ak,τ |m
n

(τ −σ)m

ˆ

Ak,τ

(w −k)mdx+ ckm|Ak,τ |1+ζ . (4.18)

Agora observemos que se h < k, então:
ˆ

Ah,τ

(w −h)mdx =

ˆ

{w>k}∩Bτ

(w −h)mdx+

ˆ

({w>h}\{w>k})∩Bτ

(w −h)mdx

≥
ˆ

{w>k}∩Bτ

(w −h)mdx

=

ˆ

{w>k}∩Bτ

(w −k +k −h)mdx

≥
ˆ

{w>k}∩Bτ

(k −h)mdx = (k −h)m|Ak,τ |.

Além disso, como h < k implica {w > h} ⊃ {w > k}, temos ainda que:
ˆ

Ak,τ

(w −k)mdx ≤
ˆ

Ak,τ

(w −h)mdx ≤
ˆ

Ah,τ

(w −h)mdx.

Consequentemente, ao introduzirmos essas últimas desigualdades em (4.18) chegamos a

conclusão de que:

ˆ

Ak,σ

(w −k)mdx ≤ c

(τ −σ)m
· |Ak,τ |m/n ·

ˆ

Ah,τ

(w −h)mdx+
ckm

(k −h)m(1+ζ)





ˆ

Ah,τ

(w −h)mdx





1+ζ

≤ c

(τ −σ)m
· |Ak,τ |ζ ·

ˆ

Ah,τ

(w −h)mdx+
ckm

(k −h)m(1+ζ)





ˆ

Ah,τ

(w −h)mdx





1+ζ

≤




c

(τ −σ)m
· 1

(k −h)mζ
+

ckm

(k −h)m(1+ζ)









ˆ

Ah,τ

(w −h)mdx





1+ζ

=
c

(k −h)mζ





1

(τ −σ)m
+

km

(k −h)m



 ·




ˆ

Ah,τ

(w −h)mdx





1+ζ

,
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onde c é uma constante universal. Note que usamos acima o fato que ζ ≤ m/n e |Ak,τ | ≤
|Q1| = 1.

Em suma, até aqui provamos a seguinte desigualdade:

ˆ

Ak,σ

(w −k)mdx ≤ c

(k −h)mζ





1

(τ −σ)m
+

km

(k −h)m



 ·




ˆ

Ah,τ

(w −h)mdx





1+ζ

. (4.19)

Agora, seja d ≥ h0 um número a ser escolhido a posteriori. Para i ∈ N, defina as sequências:

ki = 2d
(

1−2−i−1
)

,

σi =
1

2

(

1+2−i
)

.

Um cálculo direto fornece a seguintes relações:

km
i+1

(ki+1 −ki)m
≤ 22m ×2im &

1

(σi −σi+1)m
= 22m ×2im &

1

(ki+1 −ki)mζ
=

2mζ ×2imζ

dmζ
.

Reescrevendo então (4.19) com σ = σi+1, τ = σi, k = ki+1 e h = ki, e fazendo

Ji = d−m

ˆ

Aki,σi

(w −ki)
mdx,

obtemos, após a realização de uns cálculos diretos, a seguinte desigualdade:

Ji+1 ≤ C ·2im(ζ+1)J1+ζ
i (4.20)

onde C = 2m(ζ+2)+1c. Agora observe que

J0 =
1

dm

ˆ

Ad,1/2

(w −d)mdx ≤ 1

dm

ˆ

Q1

(w+)mdx.

Portanto, escolhendo d como sendo

d = C
1

mζ B
1

mζ2





ˆ

Q1

(w+)mdx





1/m

,

com B = 2m(ζ+1), vemos claramente que

J0 ≤ C− 1
ζ ·B− 1

ζ2 .

De acordo com o Lema 57 (Seção 4.3), podemos concluir então que

1

dm

ˆ

A2d,1/2

(w −2d)mdx = lim
i→∞

Ji = 0.

Consequentemente, tem-se que

sup
Q1/2

w ≤ 2d.
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Feitas as considerações preliminares acima, incorre estarmos aptos a enunciar e

demonstrar o principal resultado desta seção.

Corolário 63. Seja u ∈ DG+
m. Então, u é localmente limitada por cima em U . Mais

precisamente, existe constante c > 0 tal que para todo x0 ∈ U e R ≤ min(R0,dist(x0,∂U)),

tem-se:

sup
QR/2

u(x) ≤ c









 

QR

um
+dx





1/m

+κ0 +χRβ



. (4.21)

Demonstração. Recordemos que DG+
m = DG+

m(U,H,χ,ζ,R0,k0). A ideia é mostrarmos

que a hipótese u ∈ DG+
m pode ser reduzida à condição prescrita em (4.15). Neste sentido,

notemos primeiro que se fizermos

v = u+χRβ & h = k +χRβ
(

β =
nζ

m
e k ≥ k0

)

, (4.22)

então {v > h} = {u > k}. Para h,r > 0, seja Ah,r = {v > h} ∩ Qr. Portanto, para fixado

x0 ∈ U , segue da desigualdade (4.13) que
ˆ

Ah,σ

|Dv|mdx =

ˆ

{v>h}∩Qσ

|Dv|mdx =

ˆ

{u>k}∩QR

|Du|mdx

≤ H

(R −σ)m

ˆ

{u>k}∩Qσ

(u−k)mdx+H
(

χm +kmR−nζ
)

|{u > k}∩QR|1− m
n +ζ

=
H

(R −σ)m

ˆ

Ah,R

(v −h)mdx+H
(

χm +kmR−nζ
)

|Ah,R|1− m
n +ζ ,

para todo R0/2 ≤ σ < R ≤ R0. Observemos ainda que;

χm +kmR−nζ =
(

χmRnζ +km
)

·R−nζ

=
(

(

χ ·R
nζ
m

)m
+km

)

·R−nζ

≤
(

(

k +χ ·R
nζ
m

)m
+
(

k +χ ·R
nζ
m

)m
)

·R−nζ

= 2hmR−nζ ,

donde segue que:
ˆ

Ah,σ

|Dv|mdx ≤ 2H

(R −σ)m

ˆ

Ah,R

(v −h)mdx+2HhmR−nζ |Ah,R|1− m
n +ζ . (4.23)

Portanto,

v ∈ DG+
m(U,2H,0, ζ,R0,h0)

em que h0 = k0 +χRnζ/m. Ou seja, chegamos a duas conclusões:
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(i) É suficiente mostrar que v é localmente limitada por cima.

(ii) Podemos supor sem perda de generalidade que χ = 0.

Agora, mostraremos que também não há perda nenhuma de generalidade em

assumir a priori que R0 = 1. Para isso, faremos uma homotetia do domı́nio U considerando

a seguinte mudança de variáveis y = R−1
0 x. Fixe 0 < σ < τ ≤ 1. Em seguida, defina

w : R−1
0 U → R pondo w(R−1

0 x) = v(x), para quase todo x ∈ U , onde v é a função definida

em (4.22). A seguir, considere y variando em R−1
0 U . Note que w(y) = v(R0y) para todo

y ∈ R−1
0 U . Além disso, temos:

Dw(y) = R0Dv(R0y), ∀y ∈ R−1
0 U.

Defina φ : U → R−1
0 U pondo φ(x) = R−1

0 x. Então, de (4.23) obtemos:
ˆ

Ah,σ

|Dw|mdy =

ˆ

{w>h}∩Qσ(R−1
0 x0)

|Dw|mdy =

ˆ

φ({v>h}∩QσR0
(x0))

|Dw|mdy

=

ˆ

{v>h}∩QσR0
(x0)

|(Dw ◦φ)(x)|mR−m
0 dx =

ˆ

{v>h}∩QσR0
(x0)

|Dv(x)|mdx

≤ 2H

Rm
0 (τ −σ)m

ˆ

{v>h}∩QτR0
(x0)

(v −h)mdx

+2Hhmτ−nζR−nζ
0 |{v > h}∩QτR0(x0)|1− m

n +ζ

=
2H

Rm
0 (τ −σ)m

ˆ

{w>h}∩Qτ (R−1
0 x0)

(w −h)mRm
0 dy

+2HRn−m
0 hmτ−nζ |{w > h}∩Qτ (R−1

0 x0)|1− m
n +ζ

≤ H1

(τ −σ)m

ˆ

Ah,τ

(w −h)mdx+H1hmτ−nζ |Ah,τ |1− m
n +ζ .

Isso mostra que w ∈ DG+
m(R−1

0 U,H1,0, ζ,1,h0). Além do mais, considerando 1/2 ≤ σ <

τ < 1, vemos que w satisfaz a desigualdade (4.15) com R−1
0 U no lugar de U e y0 = R−1

0 x0

no lugar de x0. Em particular, a desigualdade (4.17) é válida, e um cálculo direto mostra

que esse fato implica na desigualdade (4.21). Isso conclui a prova do corolário.

Observação 64. Observamos aqui que considerações análogas aplicadas a v = u−χRβ e

h = k −χRβ em (4.14), com β = nζ
m , fornecem a desigualdade:

ˆ

Bh,θ

|Dv|m dx ≤ C

(R − θ)m

ˆ

Bh,R

(h−v)m dx+C|h|mR−nζ |Bh,R|1− m
n +ζ (4.24)

Note que claramente, (4.24) vale para h ≤ −h0 = −k0 −χRβ.
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4.7 Regularidade Hölder

Nesta seção final, iremos mostrar que os resultados da seção anterior podem

ser usados para provarmos que Q-minimizantes do funcional

F (u,U) =

ˆ

U
f(x,u,Du)dx

são localmente Hölder cont́ınuos. Inicialmente, observamos que uma vez provado que

Q-mı́nimos de F são localmente limitados, então podemos, sem perda de generalidade,

supor que a função de densidade f satisfaça, de fato, o seguinte crescimento:

|p|m −α(x,M) ≤ f(x,u,p) ≤ L(M)|p|m +α(x,M), (4.25)

onde M ≥ sup |u| e L(M) (ex. L(M) = µ+M) e α(x,M) (ex., α(x,M) = bMγ +g(x)) são

funções crescentes de M .

A seguinte proposição segue facilmente da prova do Teorema 59.

Proposição 65. Seja u ∈ W 1,m
loc (U) um Q-mı́nimio para o funcional F . Suponha que f

satisfaz o crescimento (4.25) e, para todo M > 0, α(·,M) ∈ Lσ
loc(U) com σ > n/m. Então,

existem constantes R0 ∈ (0,1) e 0 < ϵ < m/n tais que, para todo x0 ∈ U ,

ˆ

Ak,θ

|Du|mdx ≤ H

(R − θ)m

ˆ

Ak,R

(u−k)mdx+Hχm|Ak,R|1− m
n +ϵ (4.26)

e
ˆ

Bk,θ

|Du|mdx ≤ H

(R − θ)m

ˆ

Bk,R

(k −u)mdx+Hχm|Bk,R|1− m
n +ϵ, (4.27)

para todo k ∈ R e 0 < θ < R ≤ R0, onde H e χ são funções de M .

Proposição 66. Seja u ∈ L∞(U) uma função satisfazendo (4.26) para qualquer k ∈ R. Se

|k0|+supU |u| ≤ M , então para todo x0 ∈ U :

sup
QR/2

(u−k0) ≤ c





1

Rn

ˆ

Ak0,R

(u−k0)mdx





1
m




|Ak0,R|
Rn





α
m

+ cχRβ, (4.28)

onde 0 < ϵ < m/n, nϵ = mβ e α é a solução positiva da equação α2 +α = ϵ.
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Demonstração. Vamos supor inicialmente que k0 = 0. Note que (4.26) corresponde a

desigualdade (4.15), com χ no lugar de h. Portanto, reproduzindo os argumentos da prova

do Teorema 62, obtemos para todo σ < r ≤ R a estimativa:

ˆ

Ak,σ

(u−k)mdx ≤ c|Ak,r|m
n

(r −σ)m

ˆ

Ak,r

(u−k)mdx+ cχm|Ak,r|1+ϵ. (4.29)

Agora, para k ∈ R e t > 0, faça

U(k,t) :=

ˆ

Ak,t

(u−k)mdx.

Claramente, para cada h < k e σ ≤ r, temos:

|Ak,σ| ≤ (k −h)−mU(h,r). (4.30)

Lembre que nϵ = mβ. Segue então diretamente de (4.29) e (4.30) que

U(k,σ) ≤ c(r −σ)−m|Ah,r|m
n U(h,r)+ cχm(k −h)−mU(h,r)|Ah,r|ϵ

= c





|Ah,r|m
n −ϵ

(r −σ)m
+

χm

(k −h)m



U(h,r)|Ah,r|ϵ

≤ c





(

rϵ

r −σ

)m

+
(

χrβ

k −h

)m


r−nϵU(h,r)|Ah,r|ϵ.

Agora, elevando à potência α ambos os lados de (4.30) e em seguida multiplicando ambos

os lados da desigualdade acima por |Ak,σ|α, obtemos:

U(k,σ)|Ak,σ|α ≤ c





(

rϵ

r −σ

)m

+
(

χrβ

k −h

)m




r−nϵ

(k −h)mα
U(h,r)1+α|Ah,r|ϵ.

Defina

φ(h,t) = U(k, t)|Ak,t|α (k ≥ 0, t > 0).

Portanto, para σ < r ≤ R e h < k, provamos até aqui a seguinte desigualdade:

φ(k,σ) ≤ c





(

rϵ

r −σ

)m

+
(

χrβ

k −h

)m




r−nϵ

(k −h)mα
φ(h,r)1+α

(

α(1+α) = ϵ
)

. (4.31)

Fixemos agora uma constante d ≥ χRβ (a ser escolhida a posteriori), e defina:

ki = d(1−2−i), ri =
R

2
(1+2−i)

(

i ∈ N

)

.
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Defina

φi := φ(ki,σi), i ∈ N.

Aplicando agora (4.31) com σ = ri+1, r = ri, k = ki+1 e h = ki, obtemos:

φi+1 ≤ c





3m2(1−ϵ)m

Rm(1−ϵ)
×2mi +

2(1−2β)3βmRβmχm

dm
×2mi



 · 2nϵ

Rnϵ
× 2mαi ·2mα

dmα
φ1+α

i ,

donde segue que:

φi+1 ≤ c̃d−mα2mi(1+α)R−nϵφ1+α
i .

Podemos agora aplicar o Lema 57 com d ≥ CR− nϵ
mα φ

1/m
0 , onde C > 0 é uma constante

escolhida convenientemente, e concluir que φ(d, R
2 ) = 0. Note que podemos escolher

d = χRβ + c0R− nϵ
mα φ

1/m
0 .

Neste caso, chegamos à seguinte conclusão:

sup
QR/2

u(x) ≤ d = c0R− nϵ
mα |A0,R|1/m





ˆ

A0,R

umdx





1/m

+χRβ

= c0R
n
m (1− ϵ

α )|A0,R|1/m





1

Rn

ˆ

A0,R

umdx





1/m

+χRβ

≤ c0





1

Rn

ˆ

A0,R

umdx





1/m
( |A0,R|

Rn

)
α
m

+χRβ.

Isso prova a proposição para o caso k0 = 0. No caso geral, basta aplicar o resultado já

provado para u−k0 em vez de u.

O próximo lema fornece uma estimativa de decaimento para a medida do

conjunto Ak,R quando k está próximo do máximo de u.

Lema 67. Seja u ∈ L∞(U) uma função satisfazendo (4.26) para todo k ∈ R. Suponha que

para algum γ ∈ (0,1),

|Ak0,R| ≤ γ|QR| para todo R ∈ (0,R0/2),

onde 2k0 = M(2R) + m(2R) := supQ2R
u + infQ2R

u. Se, além disso, existir um inteiro ν

tal que

osc(u,2R) ≥ 2ν+1χRβ
(

β = nϵ/m
)

, (4.32)
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então

|Aκν ,R| ≤ c|QR| ·ν−
n(m−1)
m(n−1) , κν := M(2R)− osc(u,2R)

2ν+1
. (4.33)

Demonstração. Para k0 < h < k, defina para x ∈ U :

v(x) :=































k −h se u ≥ k,

u−h se h < u < k,

0 se u ≤ h.

Note que v ≡ 0 em QR \Ak0,R, e como (por hipótese) a medida desse conjunto é maior do

que ou igual a (1− γ)|QR|, podemos aplicar a desigualdade de Sobolev com p = 1 (vide

[11, Cap. 3, Sec. 6, Teorema 3.17, (3.35)]) para concluir que





ˆ

QR

v
n

n−1 dx





1− 1
n

≤ c(n)
( |QR|

|QR \Ak0,R|

)1− 1
n
ˆ

QR

|Dv|dx

≤ c(γ,n)

ˆ

∆
|Dv|dx = c(γ,n)

ˆ

∆
|Du|dx,

onde ∆ = Ah,R \Ak,R. Segue dáı que:

(k −h)|Ak,R|1− 1
n ≤





ˆ

QR

v
n

n−1 dx





1− 1
n

≤ c|∆|1− 1
m





ˆ

Ah,R

|Du|mdx





1/m

. (4.34)

Por outro lado, usando (4.26) com 2R no lugar de R e R no lugar de θ, deduzimos a

seguinte:

ˆ

Ah,R

|Du|mdx ≤ c

Rm

ˆ

Ah,2R

(u−h)mdx+ cχm|Ak,2R|1− m
n +ϵ

≤ cRn−m
(

M(2R)−h
)m

+ cχmRn−m+nϵ.

Agora observe que se h ≤ κν, então

M(2R)−h ≥ M(2R)−κν ≥ osc(u,2R)

2ν+1
≥ χRβ.

Combinando estas duas últimas desigualdades com (4.34), obtemos:

(k −h)|Ah,R|1− 1
n ≤ c|∆|1− 1

m

(

R
n−m

m

(

M(2R)−h
)

+χR
n−m+nϵ

m

)

≤ c|∆|1− 1
m R

n−m
m

(

M(2R)−h
)

.
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Caminhando para o final da demonstração, apliquemos agora a desigualdade acima com

k = ki = M(2R)−2−i−1osc(u,2R) e h = ki−1, com i = 1,2, . . . ,ν, e em seguida elevemos a

potência m/(m−1), para obtermos a estimativa:
(

osc(u,2R)

2i+1
|Aκν ,R|n−1

n

)
m

m−1 ≤
(

osc(u,2R)

2i+1

)
m

m−1 |Aki−1,R|
m(n−1)
n(m−1)

≤ c|∆i|R
n−m

m · m
m−1

(

osc(u,2R)

2i

)
m

m−1

,

que, consequentemente, implica na seguinte estimativa:

|Aκν ,R|
m(n−1)
n(m−1) ≤ cR

n−m
m−1 |∆i|,

onde ∆i := Aki−1,R \Aki,R. Finalmente, somando em i ambos os lados dessa desigualdade,

de i = 1 até i = ν, obtemos:

ν|Aκν ,R|
m(n−1)
n(m−1) ≤ cR

n−m
m−1

ν
∑

i=1

|∆i| ≤ cR
n−m
m−1 |Ak0,R| ≤ cR

m(n−1)
m−1 ,

donde segue claramente a desigualdade (4.33). Isso conclui a demonstração do lema.

Finalmente, chegamos ao principal resultado desse caṕıtulo. Conforme veremos

a seguir, o lema anterior desempenhará um papel crucial em sua prova.

Teorema 68. Seja u uma função limitada satisfazendo (4.26) e (4.27) com m > 1 e k ∈ R.

Então u é localmente Hölder-cont́ınua em U .

Demonstração. Como na demonstração anterior, faça 2k0 = M(2R) + m(2R). Note que

podemos sem perda de generalidade supor que |Ak0,R| ≤ 1
2 |QR|. De fato, caso contrário,

ou seja, se |Ak0,R| > 1
2 |QR| então teremos

|Bk0,R| = |QR|− |Ak0,R| ≤ 1

2
|QR|,

e nesse caso, será suficiente escrever −u em vez de u já que u é localmente Hölder-cont́ınua

se, e só se, −u for.

Façamos agora κν = M(2R)− osc(u,2R)

2ν+1
. Segue que

κν > k0.

Portanto, podemos aplicar a desigualdade (4.28) com M = 2sup |u| e κν no lugar de κ0

para concluir que:

sup
QR/2

(u−κν) ≤




c

Rn

ˆ

Aκν,R

(u−κν)mdx





1
m( |Aκν ,R|

Rn

)
α
m

+ cχRβ,
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para alguma constante c > 0 (que podemos supor c ≥ 2). A desigualdade acima claramente

implica

sup
QR/2

(u−κν) ≤ csup
QR

(u−κν)
( |Aκν ,R|

Rn

)
α+1

m

+ cχRβ. (4.35)

Afirmação. Vale que:

osc(u,R/2) ≤
(

1− 1

2ν+2

)

osc(u,2R)+ c2νχRβ. (4.36)

De fato, para checar tal afirmação temos dois casos a considerar:

Caso 1. osc(u,2R) ≥ 2ν+1χRβ. Neste caso, podemos concluir a partir de (4.33) e (4.35)

que

M(R/2)−κν ≤ 1

2

(

M(2R)−κν

)

+ cχRβ.

Subtraindo ambos os lados da desigualdade acima por m(R/2), obtemos

osc(u,R/2) ≤ κν +
1

2

(

M(2R)−κν

)

−m(R/2)+ cχRβ

≤ M(2R)− osc(u,2R)

2ν+1
+

osc(u,2R)

2ν+2
−m(2R)+ cχRβ

=
(

1− 1

2ν+2

)

osc(u,2R)+ cχRβ.

Caso 2. osc(u,2R) ≤ 2ν+1χRβ. Neste caso,

osc(u,R/2) ≤ osc(u,2R) ≤ 2ν+1χRβ ≤ c2νχRβ ≤
(

1− 1

2ν+2

)

osc(u,2R)+ c2νχRβ.

Isso conclui a prova da Afirmação.

Por fim, vejamos agora que não há perda de generalidade em supor que β < δ,

onde

δ = log1/4

(

1− 1

2ν+2

)

.

De fato, caso tenhamos β ≥ δ então podemos estimar

Rβ = Rδ−ϵ ·Rβ−δ+ϵ ≤ Rβ−δ+ϵ
0 Rδ−ϵ.

Consequentemente, a desigualdade (4.36) se torna:

osc(u,R/2) ≤
(

1− 1

2ν+2

)

osc(u,2R)+ c2νχRβ−δ+ϵ
0 Rδ−ϵ. (4.37)
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Defina

φ(R) = osc(u,2R).

Segue, portanto, de (4.37) que

φ
(1

4
R
)

≤
(

1

4

)δ

φ(R)+BRβ0 ,

onde

β0 =











β se β < δ

δ − ϵ se β ≥ δ
e B = c2νχmax(1,Rβ−δ+ϵ

0 ).

Como φ é não-decrescente, podemos agora aplicar o Lema 58 com q = 1 para concluir que

φ(θ) ≤ C





(

θ

R

)β0

φ(R)+Bθβ0



,

para todo θ < R ≤ min(R0,dist(x0,∂U)). Segue então que

osc(u,Bθ) ≤ C0θβ0

para todo Bθ = Bθ(x0) ⊂ U com θ < min(R0,dist(x0,∂U)). Pela Proposição 54 segue que

u é localmente β0-Hölder cont́ınua. Isso conclui a prova do Teorema.
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5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Uma pergunta natural a ser feita após esse estudo é: a condição de crescimento

(4.2) com mesmos expoentes é realmente necessária para se obter Hölder continuidade

para minimizantes? A seguir ilustraremos um exemplo devido a Mariano Gianquinta [8]

que responde satisfatoriamente essa questão.

Exemplo 69. Suponha, por exemplo, que f(p) seja uma função estritamente convexa

satisfazendo a condição de crescimento

c0(|p|2 −1) ≤ f(p) ≤ c1(|p|4 +1). (5.1)

É posśıvel encontrar um minimizante u para o funcional (4.1) que seja ilimitada ou Hölder

continua? A resposta é sim. Considere a integral variacional

ˆ

B(0,1)





n−1
∑

i=1

u2
xi

+
1

2
u4

xn



 dx (5.2)

onde o integrando é estritamente convexo e satisfaz (5.1). Note que, para n ≥ 6 a função

u(x) = x2
n





n−4

24





1
2




n−1
∑

i=1

x2
i





− 1
2

(5.3)

faz com que (5.2) seja finita e uma solução fraca para equação de Euler-Lagrange de (5.2).

Em outras palavras, u definida em (5.3) é ilimitada e solução fraca de (5.2).

Atualmente, estudos sobre regularidade de minimizantes para funcionais inte-

grais tem sido conduzidos por vários pesquisadores em diversas perspectivas.

Mais recentemente, o trabalho [17] publicado em 18 de março de 2024, estabelece

Hölder continuidade global para minimizantes u do funcional

JK(u) :=

¨

R2n\(Uc)2
K(x,y)|u(y)−u(x)|2 dydx+ |{u > 0}∩U |,

com U ⊂ R
n sendo um domı́nio limitado e K(x,y) é um núcleo mensurável satisfazendo a

condição de elipticidade

(1− s)
λ

|x−y|d+2s
≤ K(x,y) ≤ (1− s)

Λ

|x−y|d+2s
, x,y ∈ R

n,

para algum s ∈ (0,1) e 0 < λ < Λ e também satisfazendo a condição e simetria

K(x,y) = K(y,x).
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No resultado principal do trabalho é provado que existe α ∈ (0,1), C > 0, e r > 0, depen-

dendo somente de n, s, λ e Λ tais que

∥u∥Cα(Br/2(x0)) ≤ C

((

 

Br(x0)
u2 dx

)1/2

+Tail(u;x0, r/2)

)

, x ∈ Br/2(x0),

onde para algum R > 0 e x0 ∈ R
n se define

Tail(u;x0,R) = R2s

ˆ

Rn\BR(x0)

u(x)

|x−x0|n+2s
.

Em [16], publicado em 23 de novembro de 2023, é estabelecido regularidade

Lipschitz ótima para Q-minimizantes do funcional

JG(u,U) :=

ˆ

U
(G(|Du|)+χ{u>0}) dx,

onde U ⊂ R
n é um domı́nio limitado e G : [0,∞) → [0,∞) é uma função de Young com

G′ = g satisfazendo a condição clássica de Lieberman, i.e.,

δ ≤ tg′(t)

g(t)
≤ g0 para alguma constante 1 < δ ≤ g0 < ∞.

O trabalho [10], publicado por Giuseppe Grimaldi em 29 de dezembro de 2023,

considera os minimizantes u : U → R
n do funcional integral

F(u) :=

ˆ

U

1

p
(|Du(x)|γ(x) −1)p

+ dx (5.4)

para p > 1, onde U ⊂ R
m é um domı́nio limitado, com m ≥ 2. Aqui, a norma | · |γ(x) é

definida por |ξ|2γ(x) := ⟨ξ,ξ⟩γ(x) , onde

⟨ξ,η⟩γ(x) :=
n
∑

i=1

m
∑

αβ=1

γαβξi
αηi

β, ∀ξη ∈ R
nm.

Além disso, os coeficientes γαβ : U → R são C1 e satisfazem certas condições de simetria

e elipticidade. O resultado principal desse trabalho, mostra que tomando p > 1 e u ∈
W 1,p

loc (U,Rm)∩W 1,∞
loc (U,Rm) uma solução fraca do sistema de Euler-Lagrange de (5.4) dado

por
m
∑

αβ=1

Dα[h(|Du|γ)γαβ
Dβui] = 0 (5.5)

onde h(t) :=
(t−1)p−1

+
t , para t > 0, então, K(x,Du) ∈ C0(U) para qualquer função cont́ınua

K : U ×R
nm → R se anulando no conjunto {(x,ξ) ∈ R

mn; |ξ|γ(x) ≤ 1}.
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Regularidade de minimizantes de funcionais não-lineares, considerando con-

dições semelhantes às abordadas nesse trabalho, vem sendo alvo de estudo por muitos

matemáticos da atualidade. Nos três trabalhos apresentados anteriormente, é posśıvel reco-

nhecer algumas similaridades entre o problema estudado por esses autores e essa dissertação.

Vislumbramos para o futuro próximo continuar pesquisando sobre tais problemas.
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