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“How should yvou walk in that space and know

Nothing of the madness of space,

Nothing of its jocular procreations?”

Wallace Stevens

“As coisas que ndo existem sdo mais bonitas”.

Maunoel de Barros.
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INTRODUCAO

Pretendemos apresentar, nesta monografia, dois resultados em que se
estabelecem condi¢des suficientes para que uma variedade “herde” as simetrias do seu
bordo.

Para maior precisdo, enunciamos, abaixo, os teoremas supracitados.

O primeiro, que faz parte do paper [BE], é como segue:

Teorema 2.7: Seja xxM" M"" (c) uma imersdo com curvatura média
constante cuja fronteira ¢ uma subvariedade (11 — 1) -dimensional 1" de M. fechada e
mergulhada. Suponhamos que I' é invariante por {\V(t)} , subgrupo a um parametro de
isometrias de M. Entdo, se x € estavel, x(M) ¢ invariante sob agdo de {\V(t)}.

Aqui sdo empregados teoremas sobre estabilidade encontrados em [BdACE],
aplicados a situagiio particular em que o espago ambiente temn curvatura seccional

constante.

O teorema seguinte, valido em H “'”(— 1), ¢ incluido em [NR], afirma:

Teorema 3.2: Seja M" hipersuperficie compacta, mergulhada em H "“(— 1), de
curvatura média constante ndo-nula h. Suponhanmos que I[:=0M seja uma
subvariedade convexa de um hiperplano geodésico N e que M seja transversal a N ao
longo de I'. Entdo M ¢é simétrica em relagdo a todos os hiperplanos de simetria de T

Para a demonstragdo do teorema 3.2, sdo adaptados, para o espago hiperbolico, a
férmula do fluxo, bem como teoremas enunciados em [BMRS]. Além disso, fazemos
uso do principio de reflexdo de Alexandrov, como descrito em [Al].

Em seguida, demonstramos o seguinte corolario do teorema 3.2:

Corolario 3.4: Seja M uma hipersuperficie compacta, mergulthada em H" ‘(- 1)

tal que [:=0M € uma esfera de codimensdo 2 e raio hiperbdlico p. Se M tem

curvatura média constante h = cot gh(p) , entdio M esta contida em uma hipeiesfera de

raio p.

1



Em condicdes similares as do Teorema 3.2, mas em outra dire¢do. temos:
Teorema 4.1: Seja M uma hipersuperficie compacta, conexa, mergulhada em

H"“(- 1), de curvatura média constante ndo-nula h. Suponhamos que I:=0M ¢ uma

hipersuperficie de um hiperplano P de H“”(— 1), e que I limita, em P, um dominio

estritamente convexo D. Se M ¢ localmente o grafico de uma fungdo ndo-negativa
sobre uma vizinhanca U de I' em D, entdo M € um grafico sobre D.

Este teorema, enunciado em [BE], usa essencialmente, as mesmas técnicas do

anterior.
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1.  Preliminares

Seja M* ”(c) vma variedade riemanniana com curvatura seccional constante c,
onde ¢ e‘:—{—— 1, 0, l}. [dentificando M com uma subvariedade aberta, completa e

simplesmente conexa, podemos representa-la como segue:

a)se c =0, M ¢ subvariedade de onde U € vetor

de R" ? arbirariamente fixado:
b) se

¢) se onde

L"* ¢ o espago de Lorentz (n+2)-dimensional.

Para ¢>0, representa a métrica euchidiana. Quando ¢ = -1,
corresponde a métrica ds’ = -dx® +dx® +.. +dx’ .

Sejam, agora, M" uma variedade diferenciavel com boirdo oM, e xM— M
uma imersdo de M. Consideremos, doravante, M munida da métrica induzida por x, a
partir da métrica de M.

Da forma local das imersdes, sabemos ser possivel encontrar um conjunto aberto

V do espago ambiente, intersectando x(M), tal que Vi x(M) €é mergulhada em M,
e onde estejam definidos campos e, e,, e,,,, diferenciaveis, satisfazendo:

(@)

(ii) e,,.. ¢, tangentes a x(M), em cada ponto de Vx(M);

(iii) e, —x,sec Oee, - U quando ¢ =0.

Denominainos de referencial ortonormal local. Como definido
acima, €., € um campo normal a X(M) nos pomtos de V ix( M).

Denotamos por g; o nimero <€i, e i>, Vi de modo que £, = -1 quando ¢ = -1,



Se 6,6, 0, sdo as formas duais do referencial {(f:i } , Ou seja, se
satisfazem Gi(e J.) =3, em cada ponto de V, entdo podemos expressar a diferencial de
X por

(1.1)
uma vez que dx (TPM) = Tx(p)x(M), VpeM.

As diferenciais das aplicagdes e.:V < R" " — R" permitem-nos definir, em V,
as formas de conexéo 0, do seguinte modo:

(1.2)

E facil ver que as formas 0, sdo anti-simétricas, ou seja, 0. = —0

ne

E igualmente conhecido que as formas 0, sdo as Gnicas a satisfazer as equagdes
(1.3)

(1.4)
onde dO, simboliza a diferencial exterior de 0., Vi.

Doravante, tiataremos indistintamente as formas 0,,0, e as formas obtidas
sobre M pelo pull-back de x. Portanto, como 0, , =0 quando restrita a M, teremos
do, , =0. Entdo, aplicando o lema de Cartan a equagdo (1.3) parai =n + 1, temos,

para os pontos de M, a equagio

(1.5)

com

A segunda forma fundamental da imersao x ¢ dada por
(1.0)

Reunindo (1.5) e (1.6), podemos escrever



(1.7)
wma vez que h, =h

O trago de B em relacdo a base {el, e“}, quando multiplicado por
define a curvatura média de x; 1sto €,

(1.8)

E facil verificar que o campo definido pelo vetor curvatura média he
independe da escotha do referencial {ei;1<i<n_}, fornecendo, entdo, uin campo

normal a M, globalmente detinido. Seh 0 em M, entdo M ¢ orientavel.

Neste caso ——— da uma orientagdo a M.

Fixemos e, = N. Assim sendo, combinando as equagdes (1.2) e (1.5), temos

n+1

para os pontos de M.

Agora, sejam as fingdes g:M  Reg:M—> R dadas por g(p)=(x(p). V) e
g(p) = <N(p), V>, onde V € o transporte paralelo de um vetor arbitrariamente fixado

ot2 2 . o
em R" (ou L") para ¢ = -1). Os laplacianos destas fungdes, calculados com

relagdo a M, sdo dados por

Deduzamos a primeira destas expressdes: usando a equagdo (1.1), temos

A derivada covariante desta 1 - forma € dada pelas componentes

g



Usando a equagio (1.2), temos

Entretanto, como €,= x quando ¢ 0, temos 0, =0, ; por outro lado, para ¢ = 0,

0, =0, ja que eo=U = constante. Assim, lembrando que 0, =0, temos
Portanto,
Agora, utilizando a equagio (1.9), obtemos
Assim,

onde

Escrevemos, entdo

Assim



Entretanto, as equagdes de Codazzi para hipersuperficies de forinas espaciais

implicam h; = h,, . Portanto,

e, assim:

Agora, s escl1evernios

definiremos Logo, das formulas (1.11) e (1.12),

deduzimos

(1.13)
(1.14)



2.  Estabilidade e simetria em formas espaciais

Sejam M""' variedade Riemanniana orientada, ¢ M" variedade diferenciavel
com bordo &M, orientavel, compacta e conexa. Seja, ainda, uma imersao isométrica
x:M — M, de curvatura média constante h, levando &M, difeomorficamente, sobre a

variedade (n—1)- dimensional [ de M.

Se x, =x e a aplicagdo X:(-£,£)x M > M definida por X(t,p):=x,(p). Vt, Vp, for
diferenciavel, entdo X ¢ dita uma variagdo de x. Além disso, quando Xil(/—M:,\" , Vt,

dizemos que X deixa {ixo o bordo de M.
Em correspondéncia a uma variagdo X de x que deixa fixo o bordo de M,

definimos a fungéo area A:(-£,£) —> R como

A(t)=[dM,,
M

onde dM, ¢é o elemento de volume de M induzido pela imersao x, .

Definimos, também, a fun¢do volume R por

onde dM ¢ o elemento de volume de M.
E facil ver que At) e V(t) sdo fungdes diferenciaveis.
Dizemos que X preserva volume quando V(t) = V(0), Vt.

Sejam N o campo unitario normal a M, globalmente definido, correspondente a

orientacdo de M, e — o campo variacional da variagdo X; a

componente normal deste ultimo ¢ dada por fN, onde f ¢ a fungao

Com esta notagdo, temos

Estas formulas sdo demonstradas em [La] e [ BACE], respectivamente.
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Por fim se h, entdo definimos J{t):= A(t)+nh, V(t), Vt.

Em [BdCE], encontra-se a seguinte proposicio:
o
Proposicio 2.1: Seja x:M" — M" ' imersdo com curvatura média constante, e

X uma variacfo de x, fixando o bordo de M ¢ preservando volume. Entio J ”(O)

depende apenas de { = (W,N> e ¢ dada por

onde A ¢ o laplaciano na métrica de M,

B|| ¢ a norma da segunda forma fundamental

dex, e R(N) =" Ricc(N) , onde Ricc(N) ¢ a curvatura de Ricci de M na direcdo N.
A primeira parte desta proposi¢io nos permite definir wma forma quadratica I

sobre o conjunto F das fungdes f: M -— R, diferencidveis, tais que £ ‘ a=0¢€

por

Para f eF(M), ¢ assegurada, em [BACE], a existéncia de uma variacio de x,
preservando o volume, tal que W = {N .

Definimos, a seguir, estabilidade de imersoes.

Definiciio 2.2: Seja xx:M M uma imersdo de curvatura média constante h. A
imersdo x ¢ estvel quando A”(0)> 0 para toda variagdo de x que preserva volume.

A proxima proposi¢do, também enunciada em [BACE], relacionada o conceito
de estabilidade com a forma I definida acima.

Proposi¢io 2.3: A imersio xM->M ¢ estivel se e somente se
I(f) >0, Vf e F(M).

Exemplos de hipersuperficies estaveis sdo os discos geodésicos de hipersuperficies
umbilicas em variedades de curvatura seccional constante; a seguir, esbogamos uma

demonstragdo deste fato.



Sejam N hipersuperficic umbilica de M“”(c), M disco geodésico de N e

x = mclusdo: M—N. Como M é umbilica, temos HBHZ =nh’ e Ricc(N):c; além

disso, a curvatura seccional de M ¢ h’ +¢. Assim, para f € F(M), temos

Estudemos o caso em que h* +¢ <0,

Temos, pelo teorema da divergéncia, que

onde v € a conormal de M ao longo de &M . Como f ‘ =0, teremos

Assim, concluimos que
I(f)>o0.
Agora, se h’ +¢ >0, é facil ver que M esta contida numa esfera euclidiana S, de

codimensio 1, com curvatura seccional K =h’ +c¢.
Listamos, abaixo, alguns fatos cujas demonstra¢cdes podem ser encontradas em

[BGM], por exemplo.

O problema A f+Af =0 para f satisfazendo (neste caso, dS=)

tem como primeiro antovalor o nimero A,(S) = nK.
A mesma solugdo vale para o disco geodésico maximo S\{p}, onde p ¢ um
ponto qualquer de S, ou seja, X](S\{p}): nK (consideremos, aqui, as fungdes f

satisfazendo e f(p)=0.

Escolhendo p €S\ M, concluimos que o problema tem como

primeiro autovalor um nimero A, (M) satisfazendo 2, (M) > kl(S \ {p}) =nk.



Entdo, para { F(M), e A autovalor de (*) associado a f, teremos

Definicdo 2.4: Um campo normal W =1{N, f eF(M)a ¢ wm campo de Jacobi se
f eKerl.

Uma condicdo suficiente para que fN seja campo de Jacobi € dada pela seguinte
pProposigio:

Proposicao 2.5: Seja eF(M) Entdo fN é campo de Jacobi se e soinente se
= constante.

Doravante, M sera variedade de curvatura seccional constante ¢, com
ce{-10,1}

Seja, entfio, subgrupo a um parfmetro de isometrias de M™'(c) tal que
()T, vt. Para ¢ <0, {\p(t)} ¢ um conjunto de transformagdes lineares de R*?,

as quais podemos representar por matrizes que dependam diferenciavelmente de t.

Podemos afirmar que a correspondéncia t+> y(t) ¢ diferenciavel. I imediato
que y'(t) = w(t)oy'(0).

Quando ¢ = 1, as isometrias (t) sfo resirigdes, a $""'(1), de transformagdes
lineares ortogonais e, assim, t > \|r(t) ¢ também diferenciavel.

Suponhamos que x(M) ndo seja invariante sob acdo de {\u(t)}. Assim sendo, a
aplicagdo  X(t,p):=w(t)-x(p) ¢ uma variagio ndo-tiivial de x. De fato,
X, ~y(t}exxM— M é uma imersdo, ¢ x, =ldox =x. Além disso, por hipdtese,

existe (t, p) tal que y(t)-x(p) ndo pertence a x(M).

Temos que =a'(0), onde o(t) é a curva, em M, dada por



a(t) = y(t)-x(p). Portanto,

Nas igualdades acima, usamos o fato de que o € uma curva em R"*, bem como
a correspondéncia entie os elementos de {\u(t)} e matrizes reais de que ja falamos

antes.
Seja, agora, a fungdo f:M—R definida por f(p) onde N € o

campo normal a M.

Se pedM, acurva oc(t) como definida acima, esta inteiramente contida em I
e, portanto, em x(M). Logo -0, ou seja, =0, Vpel.
Verificamos, desta forma, que f|,,=0.

Como demonstrado em [BACE], temos que onde
N é o campo normal a x (M), dado por y(t)-N(p).

Entretanto,

Assim, V'(t)=0, Vt.

Devemos demonstiar que f satisfaz Af +|B["f+ncf=0. Como M tem

curvatura seccional constante ¢, isto equivale a mostrar que fN é campo de Jacobi.

Para fixar as idéias, tomemos ¢ = -1. Neste caso, cada \;/(t) ¢ uma 1sometria do
espago de Lorentz L'"”. Assim, se <> ¢ o produto interno deste espago, entdo
Derivando ambos os lados da expressio

acima com relagdo a t, obtemos, em t = 0, que
uma vez que \;1(0):1(1. Donde, se definirmos feremos

uma forma bilinear anti-simétrica em L',
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Por outro lado, podemos escrever
f (p) = Q(x( p)ﬁ N(p)), VpeM.
Dai, fazendo uso de um referencial adaptado a x(M), denotado por {e,},

encouframos

2.1)

Contudo, de acordo com as formulas (1.13) e (1.14), obtemos
(2.2)

(2.3)

E, devido as expressoes (1.1) e (1.9), temos

2.4)

Como h; ~h, e , ej) = —Q_(ej, ei), 0 somatorio e (2.4) ¢ nulo, ou seja,
(2.5)

Assim, substituindo (2.2), (2.3), (2.5) em (2.1), temos a equagio desejada

Os casos ¢ = 0 e ¢ = 1 sdo abordados analogamente; a mudanga essencial ¢

-2

apenas a do espaco ambiente, que passa a ser R .

Reunindo estas observagdes, temos a proposigao abaixo:

Proposi¢cdio 2.6: Sejam M. M, x e [ como definidos acima. Suponhamos que I
¢ invariante sob acgdo de {\p(t)}q subgrupo a um parametro de isometrias de M. Se
\(M) nio ¢ invariante por {\u(t)}, entdo o campo vaiiacional fN da variagao
X = y(t)ox é um campo de Jacobi.

A proposigdo acima, combinada com as proposigdes 2.3 e 2.5, fornece o
seguinte teorema:

Teorema 2.7: Seja x:M" - M"'(c) uma imersio com curvanwa média
constante cuja fronteira ¢ uma subvariedade (n- 1) -dimensional I de M, fechada e
mergulhada. Suponhamos que T € invariante por {\u (t) §» subgrupo a um parmetro de

isometrias de M. Entdo, se x é estavel, x(M) ¢ mvartante sob acio de { )}

11



O préximo corolario ¢ uma generalizagdo, para formas espaciais, de um

resultado valido em ¢ = 0, o qual foi provado em [BJ]

Coroldrio 2.8: Seja x:M’ — M’(c) uma imersdo isoméirica de curvatura média
constante ndo-nula h, cujo bordo € uma estera unitaria num hiperplano. Se x ¢ estavel,
entdo x(M) ¢ um disco geodésico de uma superficie umbilica em M.

Demonstracio: Para uma parametrizagdo local de x(M) por coordenadas
1sotérmicas z = u-+1v, definimos a forma onde e, f e g sfo

coeficientes da segunda forma fundamental. Como h = constante, as equagoes de
Codazzi implicam a analiticidade de ¢; ento, ja4 que os pontos umbilicos de x(M)
540 0s zeros de ¢, estes pontos s3o isolados ou x(M) ¢é totalmente umbilica.

Pelas hipdteses, temos que x(M) ¢ superficie rotacional (para ¢ =-1, por
exemplo, € supeificie de rotagdo esférica com eixo geodésico). Dai, as linhas de
curvatima de X(M) sdo os paralelos e meridianos. Logo, ou X(M) e totalmente

umbilica, ou seus tuicos pontos umbilicos sdo 0s pontos sobre o eixo de rotagio,
onde as velocidades das linhas de curvatura se anulam. Sabemos que o indice de um

ponto de \(M) pertencente ao eixo de rotagdo é nao-negativo. Entretanto, em [H], ¢
demonstrado que o indice de um ponto umbilico isolado é negativo. Portanto, x(M) ¢
totalmente umbilica.

Dai, se ¢ = 1, x(M) ¢ uma esfera S de codimensfio 1 em S (1). Se ¢ = -1, x(M)
esta contida em vma superficie umbilica de H’ (— l); supondo P horizontal (o que ¢

possivel por isometria de H*(—1)), concluimos que x(M) ¢ disco geodésico.

12



3. Simetria de hipersuperfcies com borde convexo.

Neste capitulo e no subsequente, usaremos o modelo >O}

para o espaco hiperbolico de curvatura seccional -1.

Antes de apresentarmos o teorema principal desta sec¢do, enunciaremos e
demonstraremos a férmula do fluxo no espago hiperbdlico, ferramenta de capital
importancia para o que segue.

A prova que exporemos abaixo se encontra, comn exce¢do de detalhes de menor
importancia, em [NR].

Proposi¢cao 3.1 (Formula do fluxe): Sejam M e D hipersuperficies compactas,

imersas em H“”(— 1) tais que oM = 0D ; suponhamos que M tem curvatura média
constante ndo-nula h. Seja, ainda, Y um campo de Killing em H"'(=1). Se MuD ¢é

um ciclo orientado 2., com M orientada pelo vetor curvatura média ny,, entdo vale a

igualdade

onde np ¢ 0 campo normal orientando D, e v € 0 campo conormal unitario de M ao
longo de dM, apontando para dentro.

Demonstracio: Sabemos, pelo teorema da dualidade de Alexander. que
>, = 0Q, onde Q2 é um dominio compacto, orientado, imerso em H""'(=1). Por oufro
lado, segue facilmente da equagdo de Killing que Div Y = 0 em H" ‘(— l). Assim,

pelo teorema da divergéncia

(3.1)

Para uma variacdo de M com campo variacional Y1 Mo S€ A(t) designar a

funcao area, teremos

(3.2)

13



Basta considerarmos, para uwma imersio xM-—>H ““(— 1), a variagio
x,(p):~ (p(t, x(p)), onde (p:(— E,'B) xM—> H“”(— 1) ¢ofluxode Y.
Agora, para X campo vetonal em M, ¢ Z campo vetorial em H“”(—« 1),

definimos

onde € aconexdo Riemanniana de H""(— 1).

Entdo, para um referencial geodésico (local) de M {e, yerns € } , temos

(3.3)

Podemos, eutdo, reescrever a formula da derivada da funcdo area, como

encontrada em [La], do seguinte modo

(3-4)

Reunindo (3.1), (3.3) e (3.4), obtemos
(3.5)

Aplicando o teorema da divergéncia ao ultimo termo, encontramos

(3.6)

Substituindo (3.6) em (3.5) e, em seguida utilizando 3.1, temos a igualdade
desejada. ™

Temos, agora, o resultado principal deste capitulo, como enunciado em [NR].

Teorema 3.2: Seja M" hipersuperficie compacta, mergulhada em H ““(—- 1), de
curvatura média constante ndo-nula h. Suponhamos que [:—JM seja uma
subvariedade convexa de um hiperplano geodésico N ¢ que M seja transversal a N ao
longo de I'. Entdo M ¢ simétrica em relacé@o a todos os hiperplanos de simetria de T,

Como uma das etapas da demonstracdo do teorema acima, usamos a proposi¢io
a seguir. que consiste numa adaptagdo, paia o espago hiperbolico, de um resultado

enunciado em [BMRS].



Proposi¢iio 3.3: Sejam M, N e I satistazendo as condigdes do teorema 3.2.
Entdo M esta inteiramente contida numa das componentes conexas determinadas por

Nem H™ (— 1).

Demonstragio: Por translacdo horizontal combinada com homotetia, podeios

fixar N = { }

Sejam, entdo, D < N o comjunto compacto, limitado por I', ¢ U a componente
ilimitada de H""'(~1)\N.
Suponhamos que M tem pontos em U, sem perda de generalidade, podemos

assumir que existe uma vizinhanga de I' em M totalmente contida em U.
Devemos, entdo, demonstrar que:
(i) MNAN=T;
(i) Mc U.
Suponhamos, ao contrario, que M NN temn outias componentes além de I'.
1* parte: consideremos, inicialmente, o caso em que MnD & e

M~ (N \ D) =¢J_ Dai, se M, denota a componente conexa de MU contendo T,
temos que a fronteira de M, "N consiste de variedades mergulhadas em H""(- 1),

de codimensao 2, que ndo se intersectain umas as outras. Denotemos, entdo, por D, 0
complementar, em D, da unido dos interiores destas variedades. Nestas circunstancias,

D, ¢ uma subvariedade propria de D, e oM, =3D,. Além disso, M, U D, constitut a
fronteira de um dominio compacto O, de H" l(— ]).

A fim de aphcarmos a férmula do fluxo, devemos orientar M, U D,
coerentemente.

O campo conormal de M ao longo de oM se estende de modo natural a oM,
podendo, eventualmente, ser tangente a N em pontos de cM \I'.

A curvatura média de M, por ser um ente definido localmente, ¢ a mesma de M:

assim, M, tem a orientagdo induzida de M. dada pela direcdo do vetor curvatura



média ny. E facil ver, usando o principio do maximo, que ny aponta para dentro de
Q, em M,.

Como D, «DeDcN concluimos, das observagdes acima sobte a orientagdo
de M, que o campo unitério normal a D (e, portanto, a Dy) ¢ dado por n,(x)=x, -x,
desde que x =(X,, X,.....X,).

Logo, para o campo Y(x)=x, que é campo de Killing em H"'(-1), temos
e, ja que D, esta propriamente contido ein D, segue que
(3.7)

Por outro lado, como M estd contida em U numa vizinhanga de I', temos

Jaque I' < OM,, segue que

(3.8)

donde, pela formula do fluxo,

(3.9)

o que contradiz (3.7).

Concluimos, portanto, que se (MNN)nD &, entho (MNANND .

2" parte: restiingimo-nos, agora, a provar que M NN ndo tem componentes
forade D.
Suponhamos que exista tal componente, e denotemo-lo por E. Suponhamos,

ainda, que E seja homotdpico a zero em N\D. Sendo assini, é possivel construir uma
geodésica y:[O, x)—> N 1al que y(O) =qeD,e y([O, oo)) N E continha pelo menos
dots pontos. Seja, entdo, y(to) o ponto comum ao trago deyea [

Consideremos, em seguida, para 0 < t < oo, o hiperplano geodésico F(-r)
contendo y(t) ¢ ortogonal a y’(t). Entdo, se R :H"'— H™' ¢ a reflexfo
(hiperbolica) relativa a F(t), ¢ p ¢ um ponto qualquer de N, temos que R,(p) é o
ponto sobre a geodésica passando por p e ortogonal a F(t) que esta a mesma distancia
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(hiperbolica) deste plano que o ponto p. Como tais geodésicas estdo contidas em N,
temos R (N)c N, Vt.

Agora, pela compacidade de M. é possivel deferminar t, €(0,  tal que

(i) MnFt)=9,vt t>t,;

(i) MNFt,)=D.

Sendo assim, temos que MmF(t]) ndo contém pontos de I'. De fato, pela
convexidade de I', e pela construgdo de vy, sabemos que I' esti contida no semi-
hiperplanc de N determinado por —y’(to). Logo, a fim de que y(tl) el deveriamos
ter E = .

Definindo M, como a parte de M compreendida entre F(t) ¢ F(t,), e
M, = Rt(Ml), e fazendo t decrescer a partir de t,, constatamos que ha um nstante
t,,0<t,<t, tal que

0

i) M,"nM=Q, vVt t>t,.

Ainda pela convexidade de M, devemos ter (M e M) NI'=0.

Entdo, ja que M™ n M consiste apenas de pontos interiores de M, segue, pelo
principio da reflexdio de Alexandrov, como descrito em [Al], que P, ¢ plano de
simetiia de M. Como t, > t,, temos, for¢cosamente, que oM = .

Desta contradigéo, concluimos que E ndo pode ser homotopico a zero em NAD.

3* parte: suponhamos, agora, que existam componentes de (MAN)\D ndo
homotopicos a zero em N\D. Sejam E e E, duas destas componentes Sem perda de
generalidade, podemos assumir que E, limita um dominio contendo E. Consideremnos,
portanto, uma geodésica y de comprimento infinito que intersecte E e [, Entao,
vtilizando o principio de reflexdio de Alexandrov de modo andlogo a como f{izemos
acima, encontramos um plano de simetiia de M que intersecta y na regifio anular entre

E e E,; teriamos. por conseguinte, oM = J.



Por meio desta contradi¢do, concluimos que existe, no maximo. uma

componente E de (MNN)\D homotopica a I' em N\D. E, desta forma, T e E

constituiriam o bordo de uma regido anular A em N. Aplicando o principio do
maximo, temos que o vetor curvatura média de M aponta para dentro do dominio

limitado por M e A. Deste modo, a orientagdo de D passa a ser np(x)=—x, -x. Dai,

pela férmula do fluxo, temos

Entretanto, (Y, v)>0, como tinhamos anteriormente. Concluimos, assim, que
E=0.

Fica, entdo, demonstrado que MNN=I" eque Mc U.R

Passamos, agora, a prova do teorema 3.2.

Demonstracio do teorema 3.2: Seja F = F(O) hiperplano de simetria de " em
N. Se v é uma geodésica em N, de comprimento infinifo, cortando F(0)
ortogonalmente, consideremos o hiperplano  F(t) passando por y(t) e ortogonal
v'(t), com 0<t<o. Expressamos isto dizendo ser F(t) o transladado de F(0) no

instante t. Entdo, pelo principio da reflexdo de Alexandrov, aplicado a M u D . existe

um transladado de F(O), digamos. F(t,), que é hiperplano de simetria de M.
Suponhamos que t, 0. Assim, como F(to) ¢, também, hiperplano de simetria
de I', e tanto F(O) quanto F(to) sdo ortogonais a v, teremos, para qualquer ponto p de
y([O, rfa))m I', dois pontos q, q’ sobre vy, distintos, tais que a distdncia de p a q ¢
igual a distancia de p a q'. Logo, F(t,)=F(0), ou seja, F ¢ hiperplano de simetria de
M, o que conclni a demonstragio B

Como corolario do teorema 3.2, apresentaremos uma caracterizacdo das

hiperesferas de H“"(— 1), (ue esta incluida em [NR].
Corolario 3.4: Seja M uma hipersuperficie compacta, mergulhada em H’”‘(— 1)

tal que ['=0M ¢ wma esfera de codimensdo 2 e raio hiperbdlico p. Se M tem
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curvatura média constante h = cot gh(p) , entdo M esta contida em uma hiperesfera de
1aio p.

Demonstragio: Apés uma isometria conveniente de podemos supor
[cP= {(xo, Xiee X, ); X, = 1} com centro euclideano em (0,0, ..., 1).

O campo Y(x):x ¢ campo de Killing em H""(- 1). De fato, o fluxo de Y
corresponde a homotetias centradas na origem (O, 0,.. 0) .

Como o raio hiperbolico de I é p, seu raio euclideano ¢ senhp, uma vez que

fixamos I' < P. Assim, ' <S=<(x,,....x,); > x; = l+senh’ p=cosh’ p}. Seja D
i=0

a regido compacta de S limitada por [". Orientemos, entdo, M D a partir do vetor

curvatura média de M, de modo a podermos aplicar a formula do fluxo como segue

Seja D’ o n-disco euclideano limitado por I' em P. Temos que D’ € orientado

por n|, =te = rt(O, 1) , Ja que a métrica induzida emn P ¢ a métrica euclideana.
Para (), a regido compacta de H"""(— 1) entre D e D', temos, do fato de que

Div Y =0, que

0 que implica

(3.11)

Renmnindo as equagdes (3.10) e (3.11), temos

(3.12)

Doravante, fixemos n,, =—e_ . Assim, calculamos
<Y, nD,> =~

e, dai,
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onde ® é o elemento de volume na métrica de P. Contudo o = dx,A...Adx,, ja que
{ei = (0, S 0); 0<i< n} ¢ base ortonormal do espaco tangente de D’ em cada

ponto.
Logo,

= volume euclideano de D’ =

= —1‘ai0(D’) . volume(F ) =—senh p Volume(F )

Entdo, combinando a expressdao acima com a equagao (3.12), temos

Y}Z =(Y,Y)=cosh" p e, portanto,

Entretanto, restringindo-nos a I, obtemos

Assim, de (3.13), concluimos que

Portanto, cos(Y, o) =1 em I', ou seja, Y € paralelo a v ao longo de &M, como

Y , :
n, = ao longo de I, temos que v ¢ paralelo a n, em I'. Isso equivale a dizer que

M corta P ortogonalmente ao longo de I

A mesma conclusio ¢ obtido, de modo similar. quando n,, =e¢,.

Aplicando o teorema 3.2 a M, concluimos que M € simétrica em relagdo a todos
os hiperplanos verticais passando pelo centro euclideano de I'. Entio M ¢&
hipersuperficie rotacional e, por [Go], ¢ umbilica. Como a sua curvatura média e

cotgh p> 1. entdo M esta contida numa hiperesfera.®
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4. Um teorema de unicidade

Estabelecemos, agora, uma caracterizagdo para graficos de curvatura média
constante no espaco hiperbdlico. Para tanto, tornaremos a empregai 4 proposi¢éo
(3.3), bem como o principio da reflexfio de Alexandiov, como descrito em [Al]. Este
teorema ¢ provado em [BE].

Teorema 4.1: Seja M uma hipersuperficie comnpacta, conexa, mergulhada em

H"'(- l), de curvatura média constante ndo-nula h. Suponhamos que 1= JM € nma

hipersuperficie de vm hiperplano P de H" '(— 'l_), e que ' limita, em P, um dominio

estritamente convexo D. Se M ¢é localinente o grafico de wmna fun¢do ndo-negativa f
sobre uma vizinhanga de U de [ em D, entdo M é um grafico sobre D.

Demoustra¢iio: Por meio de uma isometria de H" (~ 1), podemos fixar
P = {(XO X, xu); x, >0ex, = O} . Transladando P horizontalmente, se necessario,
podemnos assumir que M intersecta P transversalmente ao longo de T

As condi¢des sobre M implicam, pela proposicio 3.3, que M esta totalmente

contida num dos semi-espacos de determinados por P, uma vez que M ¢
transversal a P ao longo de I'. Consideremos, entdo, M < {(XO, Xpsees X, ); X, > O} :

Definamos, para cada t € R, os conjuntos

(i) P:= {(t Xy -ve xﬂ'); X, R, x, > 0} ;

(i) Pi={(xp0 X000 X, )%, > 1)

(i) M =MnP’,

(iv) M, := {(XO -2t,X,, ..., xu); (XO, Xserns Xu) eMt} :

Assim, definido, M, ¢ a reflex@o hiperbdlica (e euclideana) de M, comn relagiio
a0 hiperplano Py.

Pela compacidade de M. € possivel encontrar A > 0 tal que M" NP, =@ . Para
este numero, seja D AvXiyunns xu); (O, ) ST x,“) e D} a copia transladada de

DemP,;.
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Sejam, ainda, D, as copias transladadas de D em P, para te[— A, Oj, e

A regifio compacta limitada por M D, quando umda a C, forma um

solido (n-+ 1)~ dimensional V, topologicamente um disco de H"" (~ l).

Se denotarmos S:=dV, entdo S sera uma hipersuperficie fechada, mergulhada,
regular por partes (a regularidade pode talhar em pontos de I').

Suponhamos que M néo seja grafico sobre D. Empregaremos, entdo, 0 processo
de reflexdo de Alexandrov a fim de obter uma contradicio.

Sabemos existir win instante t, > O tal que

i PNV=Q, Vi, t>t,;

(i) P "V=dJ.

Basta, para tanto, tomarmos t,= ma,\'{x 0;(x0, X, \,) eV } Entdo, se
qeP. MV, esta assegurado, pela escolha de t,, que o espago tangenie de S em q
coincide com o hiperplano P .

Além disso, para t < t,, suficientemente proximo de t,, cada componente conexa
de M, é grafico sobre alguma parte de P,
Como M ndo é grafico, deve existir um instante t,, 0 <, < t,, para o qual uma

das condig¢des abaixo deixa de ser valida pela primerra vez:

(a) int(M t)cint(\/);

(b) as componentes de M, sdo graficos sobre subconjuntos de P, e nenhum
ponto de M, tem espago tangente horizontal, isto €, paralelo a {xn = O}

Para t, assun escolhido. temos:

(i) MTNnoV=G,Vt, t>t;

(i) M" noV=J;

({)M, < V.

Conjunto M" n oV nfo contém pontos de S\M. De fato, se q e M’ m(S \ M),
e q fosse orefletido de q eM , entdo T,M seria horizontal, ja que, pela escolha de

q , teriamos M, inteiramente contida abaixo de S\M em uma vizinhanga de q .
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Entretanto, se T,M fosse horizontal, haveria instante anterior a t, para o qual a

condigdo (b) deiraria de ser satisfeita, o que contradizia a defini¢do de t,.

Igualmente, temos M, NI'=. Se tivéssemos qeM, NI" entdo, como
acima, T,M seria horizontal. Contudo, M, esta localmente abaixo do grafico de f
numa vizinhanga de q e, portanto, T,M ndo poderia ser horizontal.

Concluimos, entdo, que M, oV consiste apenas de pontos interiores.

Aplicando o principio do maximo a qualquer um dos pontos desta intersec¢do, temos

que M ¢ uma hipersuperficie compacta mergulhada com plano de simetiia P, .

Teriamos, entdo IM &, uma contradi¢do. Logo, M ¢ grafico sobre D. W
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