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INTRODUCAO

0 objetivo deste trabalho ¢ estudar a topologia ¢ o com-
plcectamento de uw covrpo valurizado por uma +alorizacao de aull,
tendo como bhase o livro de Bourbaki, N., Coumutative Algebra, mais
especiviramente o pcvagrafo 5.3 do Capitulo VI ;3 ainda como subsi-
dio usanos v Tivio tewmbem de Boubaki, N., General Topoloqgy.

Dividimos este trabalho em quatro partes. HNa secao 0, te
mos as piincipais definicoes e resultados que seraov usados nas se-
goes subsequentes. Um dos resultados mais utilizados, esta em
0.63, que & uma condicao necessaria e suficiente para a extensao
de uma fun¢ao coniinua.

0 objetivo da secao 1 e a demonstracao de 1.7, que nos da
uma condicdo necessaria e suficiente para que a topologia definida
por uma valorizacao v, sobre o seu anel, coincida com a Llopologia
m-adica, onde m € o ideal maximal do anel de v.

Na secao 2, definimos a estrutura uniforme de um corpo va
lorizado (k,v) e damos uma condicao necessaria e suficiente para
que K seja localimente compacto com a topologia devinida por v.

Na segao 3, construimos o completamento de um corpe valo-

rizado em relacao a uma valorizacao de posto arbitrario e mostra-

mos que o completamento K e um corpo valorizado em relacao a uma
valorizagao v, que obtemos estendendo v a K. Revisitamos, final
mente, o caso de uma valorizacao de posto 1 e verificamos que )

completamento por meio de filtros de Cauchy, coincide com o comple

tamento por sequencias de Cauchy, como usualmente.



0. DLCFINICOES E RESULTANOS RASICOS

Nesta segao, temos a defini¢ao de valorizacgao; usamos re-
sultados e conceitos por demais conhccidos e para os quais damos
apenas a referencia bibliografica. Temos o conceitu do tilive, i
mite de uma aplicacao em relacaoc a um filtro e um Teorema scbre ox
tensao de funcgdo continua. Finalmente, temos resultado sohre espa
¢os uniformes e sistema fundamental de entourages de uma estrutura
uniforme; filtros de Cauchy, espaco completo e aplicacgao unitorue-
mente continua; Tiltro de Cauchy wminimal, que usamus na seccao 3,
para deifinir complctamento e mais um Teorema sobre extensao de fun
¢ao continua; topologia induzida por uma estrutura uniforme e um

exemplo de espaco topologico uniformizavel.

0.1. Definicao:
Diz-se que um grupo abeliano G e totalmente ordenado, se

existe um subconjunto P de G, tal que:

1 -0¢ P,
II1 - Se ae G, entao ou a e P oua - 0 ou -a ¢ P;
I11 - P e fechado para a operacao soma.

[BJ, Chap Vv, § 8.

0.2. Observacao:

Seja G um grupo abeliano totalmente ordenado e P nas con-
digoes de 0.1. Entao, definindo: a < b. se e sumente se, a=b
ou b-a e P, valem as seguintes condigoes:

J. (G,<) e um conjunto totalmente ordenado; isto e, valem as



0.3.

0.4.

propriedades:
Reflexiva: a < a.

Anti-simctrica: a < b e b<a - a - bh.

Transitiva: a < b e b < ¢ - a < c.

2. < e compativel com a operacao (+) de G; ista o,

by

a<Db o .¢c <d =% ai¢c < bud.

Reciprocamente, se < & uma relagac em um qgrupo abelianu &,
satisfazendo 1 ¢ 2 acima, entao definindo P—{acG, a0, a#O}
entao P satisfaz as condigoes I ¢ II de 0.1. Ouando a > 0 ¢

a # 0, dizemos que a > 0.

Definicao:
Um subgrupo H de um grupo totalmente ordenado G, e chama-

do subgrupo isotado de G, se as relacors: 0 <y < x e x ¢ f,

implicam que y ¢ H.

Exemplos:

1. Todo subhgrupo do grupo aditivo dos numeros reaic com a or-

dem usual & um grupo totalmente ordenado.

2. Seja Z o grupo aditivo dos numeros inteiros com a ordom
usual.
Considere o produto cartesiano Z x Z com a sequinte ordem
(a,b) < (a',b'"), se e somente se, a<a' ou(s a' e b b'). E
um facil exercicio mostrar que, com essa ordem, 7 x Z ¢ to
talmente ordenado.

Vamos mostrar que 0O,n)» e um subgrupo isolado de /x7.
1
nelZ



0.

.5.

.6.

7.

Seja (r,s) € Z x Z, tal que (0,0) < (r,s) < (0,n)
Da primeira desigualdade, temos 0 < r ou (r-0 e s<n)
Assim temos r = 0 e portanto. {r,s) e {(O,n)k , O ouug
[ \ _ ( she !
quer dizer que {(0,n)?} e um subgrupo isclado de /2 x Z.
, [ - . . ) ;
Claramente ﬁ(O,n)l e 0o unico subarupo isolade em 7 % Z,
L Jnez
Esta relacao de ordem e chamada ordem lexicoqrafica.

Este exemplo pode ser generalizado, tomando-se n copias

de um grupo totalmente ordenado em lugar de 7.

Observacao:

Pode-se mostrar que o conjunto dos subgrupos isolados de
um grupo totalmente oruenado e totalmente ordenado em relacdo

a inclusao (

Definigao:

Seja G um grupo totalmente ordenado. Se o numerv de sub-
grupos isolados de G, distintos de G, e finito e iguaol a n,
dizemos que G tem posto n. Caso contrario dizermos que G tem
posto infinito.

No exemplio 1 de 0.4. todos os grupos tem postn |, enquanto

que no exemplo 2, Z x Z tem posto 2.

Definicao:

Sejam K um corpo e G um grupo abeliano totalmente ordena-
do. Uma valorizacao de K com valores em G, e uma aplicacaon
Vi o —> G } tal que
I - v{xy) - v{x) + v(y), para x,y e K.

A

IT - v(x+ty) > inf{v(x), v(y)L. para x,y ¢ K.



IT1

0 ¢c v(0) = «, onde

cot+(1 —

v(i) =

todo o e G

w > (7
[

niara

0O oruno v(¥X*) e chamado grupo de

Nefinicao:

L poarva todo v Oy e c

vialug o, o vy

0 posto de una valorizacao v ¢ o posto de soun ortpn de
valores.| 1 ], Chap VI. § 4.4,
Exemplos:
1. Seja 2 o corpo dos nameros racionais.
1.
N ~ - . - =
Se x e 0, podemos cscrever, X - p Y. on'o {(p,r) - L, st
¢ » nao aparcce na deconposicao de v,  Scia oo arupo adi
tivo dos numeros inteiros com a ordenm usnald.
Deiinimos: V”:Q = 2y {e} tal quer v(xy)y - 1., Y-,
I facit wver que vcouma valori o ao o chanied oovalor czacan
i . =
4
p-adica de 0 ¢ que o posto de v, ¢ tovig] oot
3
o
2. Seja K um corpo e Kyx,y,;, o ancl Jos nod oios o daas va
riavels soora b
= - , T
S T T R SH A, f A0, temos S,y st A
b} - .~ AN Y P s n ", . + . \ _ + e e v - (\r . ("}
Podemos c¢-crever, £ -~ x"ja (y) ay (v N a. )y
onde & (v # 0 o 0ol .
O >0
Seja ao(y) - onde fl(o) # 0, nce Z ;

Intao f pode secr escrito na '"f

f=xvy fl(y) + X

(m,n), sc £ #

min {(i,j)

Definamos v({) =
Notemos que v({)

grafica); # 0}. Logo v(f)

Temos que v satisfaz as sceuln

Seja g ¢ K{x,yl, g # 0, entao

- -
onde gy € Kiy l

orma canonijica' sesuinte:
£.,(x,
, (XY

0 ¢ v(o) = .

€ 4 X 4 (com a orden lexico

esta bem definida,
tes propricdades:

T S
Xy

[t
¢a

o

i

ST

g Kox,y,.



. + !+: _+ + < l+ 7
Assim €. = XMTTyNIe ML S, r+1ynf1-sz+xm+r+“" ¢
(fl"zl)(o) # 0. Logo v(f.g) = (m+r,n+s) = v(£f) + v(g). Temos tan
bem: f+g = xmynfl+xry5gl+xm+lf7+xr+lﬂz.

Intao temos os sepguintes casos:

I. m = r, neste caso tenos:
I.1. m=r en < s .
teremos: min{(m,n); (r,s)} - (m,n),

entao, f+g = xmyn(f1+y” ng]) + xm+1(f?+g2) c | +v5—“31)(u)%0.

Logo v (f+g) = (m,n) = min {v(f), v(g)} .

I.2.. m=71r ¢ n>s . Aqui nin {(m,n);(r,s)) = (r,s)
entao: f+g = x“ys(yn Sf[ )+XM+l(f2+gz) € (ynﬁsfl+g')(o)#u.
Logo v(f+g) = (m,s) = (r,s) = min {v(£);v(g)} .

I.35. m=r e n=s. Aqui, nmin {(m,n);(r,s)} = (m,n)
entao f+g = xmy“(F]+g1)+xm+ (f2+”,). Temos dvis casos, +g -0

e neste caso v{(f+g) (m+1,t)>(m,n)=min {v(f);v{y)} ou F]+gl% n
e aqui se (f +g1)(0)—0, tenos

v(f+g) = (m,n+k) > (m,n) = min {v();v(gm} .

Sc (f1+g1)(o) 0, temos v(f+g) = (m,n) - min {v({),v(g)}.

IT. m < T

n A

- ] ]] 7 T
Podemos escrever: f+g - x v f +x h onde £ Kf x,v ]

entao v(£f+g) - (m,n) = min {(m.n);(r,s)} - wmin {v(€);v(s)}.

III. m > r .
De maneira analoca ao caso II, podemos escrever:

T S T+1]
frg - x'yTg +x Th

v

5, onde h, e K| x,y ]

entao v(f+p) - (r,s) = min {(n,n);(r,s)}- min {v(L);v(g)}
Finalmente, ¢ facil ver que cstendendo v ao corno de fracoces

K(x,y), pondo v( f/l ) = v(f) - v(e), temos que v € uma va

lorizacao de K(x,vy) ¢ por 0.6 ¢ 0.8, o nosto de v e ivual a

0.10. Proposicao:

Sejam v uma valorizacao de um corpo K, com grupo de valo-
res G e A= {x e K; v(x) > 0} que chamamos de anecl de v. In
tdo existe uma correspondencia biunivoca, invertendo  ordem,

entrce os ideals primos de A e os subgrupos isolados de G .



0.11.

0.12.

Assim, o posto de uma valorizag¢ao e igual aa numerc de jde-

ais primos, diferente de zero, do scu anel.

Demonstracao:

Veja [1] Chap. VI. § 4, proposigoes 1 e 4

Proposicao:

Seja v wwma valorizegao de um corpo K. Entao, uma condi-
¢au neccssuria ¢ suviciente para qua o posto de v seja igual
a 1, e que o grupo de valores de v, seja isomorfo a um sub-
grupo ordeuwado, diverente de zero, do grupo dos numeros rc-

ais.

Demonsiragao:

Veja [4] Chep 11, Théoreme 1.

Passamos ayora a alguns resultados de topologia qcral.

Proposicao:

Se para cada elemento x de um conjunto X, corresponde um

conjunto B (x) de subconjuntos de X, tal que:

I - Todo subconjunto de X que contem um elemento de 5 (x),
tambem pertence a B (x).

I - Toda intersecao finita de conjuntos de [ (x), pertence
a B(x).

IIT - 0 elemento x, pertence a todo conjunto de p ().

IV - Se V eB(x), existe W e (x), tal que cada yel, VelO(y)

Entao existe uma Unica topolugia em X, tal que, para cada

x € X, B(x) e o conjunto das vizinhancas de x, nesta topolo-
gia.



0.i3.

O.i4.

0.15.

0.16.

Demonstragao:
Veja | |, Chap I, § 1.2. Proposicao 2.
Proposicao:

Sejam f, g duas aplicogues coniinuas de uw especo Lopolo
gico X em um espago topolugico do Howsdov{f Y eA um subcon-

junto denso de X. Se f(x) = g{v) para tudo x ¢ A, entao f=gq.

Demonstragao:

{ .
0 resuttaud segue~se wo faio 2 {x ¢ X 1(x) = 7(x}l,ucr
L ;
Yechudo em X,
Definicao:
Um espago topoiocgico X, dii~-se cutorwmenite descnnoexo so
as Unicas componentes conexas dilcveniz do vazio, sac 50US

pontos.

Definigao:

Un espago topologico X e dito Reguiar, se e de Havsdorf:
e 0 conjunto das vizinhangas fechacas de quaiquer de SCUs
pontos, e um sistema fundamental de visinhangas do nponco, 1s
to € dada uma vizinhanga v de um punto xeX, existe umg vizi

s

nhanca fechada de x, contida em V. [;], Chap 1, § 3.4,

Um corpe topologico e um conjunto K que possui uma cstru
tura de corpo e uma topoloagia satisfazendo as sequintes can-

digoes:



0.1+s.

0.1

3.

- A aplicagao de K x K em K tal quo- (ct.v) -

continua.

- A aplicacao de K em K tal cue: X —-- -x 2 continua.

- A aplicacao de K x K em K btul que: {X,y; —— Xy, € COi

tinua.

- A aplicagao de K" em K, ist que:r % -— X,

Definigao:

P

1

Un filtro de um conjunto ¥, ¢ uwm conjunto F o de

juntos de X, tai que:
. v

- Tondc subconjunto de X que contem um elemento

teace tambenm a o .

I
L

- Tuda iatersecao finita de elemantos de U, p

F

Fill- 0 conjunto vazio, nao pevcence o F

Exemplos:

Il

- Seja X um espaco topologico. A colegao das

¢as de x e X em X e¢ um filtro.

- Seja X um conjunto infinito. 0Os complementous

conjuntos finitos de X, formam um filtro. ©[n

coniinya

subron -

de ¢, per

rtence  a

vizinhan

das sub-

particu-

lar, se X = N 0o <conjuntos dos inteiros positivos, es-

se filtro se chma filtro de Frechet. Se donoiasuvs 2s-

se filtro por F , temos: para cada F ¢ F, existe noeN

tal cue: n > n_ — ne b.

~

0.159. Definigao:

Dados dois filtros F e F do mesmo cenjunio X,

to mais fino do que F , se F (_ F'.


filf.ro

10

0.26. Proposigao:

Ume condicao necessaria e suficic o pds b ava ex. ia uy
Tiltro de wm conjunto X convoadd WM counilinds 4 Ge st . nin
tos de X, e que toda interwecao tipita o clvmeatos de
ja nao vazio. Heste caso. o ovondunto Ao gbeoruntos ol

Xque contem uma incersecao finita do cimuentos ¢2 A, @ 0

T.oitre mencs fino gue contem /4 . Diz-se oue 1 ¢ gersdn

Demenstragao:

Se um tal filtro existe, pela propricdade P10, ole  faw-
bem contem Al o conjuntoe das intivsegees Finitas de elomun-
tos de A e por FIII, todo elementce de A ¢ wifercnte do vz
ziv. Reciprocamente, supoihe que nenhume intersecao  §iniid
de elementos de A seja vazio. Scja o come detinido acima.
1 - Todo conjunto F que conterth?r unm elenento Jde 1, conio-

ra uma intersecao finita de elewcntos de 1
fogyo F e F .
1T - A dintersecav finita de elewcnios que conlem dama @ ie
secao finita de elementos Jdo A | coniem ntma  incovse-
cao finita de elementos de A e portanty porooener 7
IT1 - Como todo elementu de T, conten uma intersecas finita

de elementos de A, que por hipotese e diferente o va

zio, lLemos que F nao contem o conjunto vasio.

.21, Proposigao:

Seja B um conjunto de subconjuntos de um conjunte X. Ln

tao, o conjunto F de subconjuntos de X os quais conich  um



0.

™~
~
>

Ny
Lo

elemento de B e um fiitro, se e sowence se, satisfaz  as

sequintes propriedades:

BI -~ A interscc¢ao de dois elemenios de T, cortom uw  olo-
mente de B .

BI{I - Bi& g e @ & B,

Demons tracao:

Da deiinicao de fileru, 0.17.

Definicao:

Ui conjunto B de subconjuntos de um conjunto X qu» satis
J !

faz BI e BI1 € dito uma base de Tiltro

Proposigao:

[

Seja B utita base de filtro sobro um coajunto ¥ ¢ cousiue-
re uma aplicagao f:X —— X', Entan v({11) ¢ uwa base da {i1-

z ot

tro sobre o conjunto X

Demonsiracac:

Vamos verificar as propriedades Bl e RIL.
1 - SeMe p, M# P e temos f(M) 4 &
I1 - Se M e N pertencem a g , MON £ p e (1K) P

e mais: f(M)MNFf(N) ) F(MAN).

Definicuo:

Seja (x ) uma sequencia num conjunto X.

0 filtro elementar associado a (xn) e o Thliro gerado pe

Ta imagem do filtro de Frechet, pela aplicacae, de N ex

Xinp —> x .
n



O
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Isto_g: 0 filtro elementar associado a (x ) e 0 conjunto de

subconjuntos M X, tais que: X, € M, exceto para Uil numero

finito de valores de n.

Proposicao.

Considare f uma anlicacao de um conjunto X em um conjun-
. . . .
to X'. Seja gr' uma base de filtro de X', [ntao © (') e

\! ]

uma base de iltro de X, se ¢ sonente se, nara cada ' & B,

~

] 3 = H 3 r v
T (') » 8, isto e: todo elemento de p' intersecte T(A).

Demonstracan:

Segue diretamente das definicoes

Definigao:

Sejam A um subconjunto de um conjunto X e g um filtro

de X. Chamamos de trago de f sobre A a intersecao y 1 A.

Proposigao:

Sejam F um filtro de um conjunto X e A um suhconjunto

de X. Entao, o traco F,, de F sobre A, e um filtro, se e

A’

somente se, cada elemento de T 1intersecta A.

Demonstragao:

Se M,N ¢ g, temos:
(MANYOYA = (NOVA)Y Y (NAA) e se P (. A e tal que P ) MOYA
entao P = (MUP)NA.

Assim satisfaz FI e FII.

Fa
Portanto FA e um filtro, se e somente se, cada conjunto de

F intersecta A.
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.28. Definigao:

Sejam X um espac¢o topologico e F um filtro de X. Um pon

to x ¢ X e dito um ponto limite de F ,se F € mais firo quc

o filtro de vizinhancas de x. Em outras palavras, se dado
qualquer vizinhanga B(x), existe F ¢ F tal que F ( B(x).
.29. Definicao:

Sejam x um espaco topologico e uma hase de Tiltro de

X. Um ponto x € X e dito um ponto limite de g , se x e  um

ponto 1imite do filtro gerado por g

.30. Definicao:

Wum espago topologico X, um ponto x e um pontoe de acumu-
lagao de uma base de filtro de X, se ele pertence ao fecho
de todos os elementos de g5 . Em particular x e um ponto de
acumulacao do filtro gerado por g
Dai, temos que uma condi¢ao necessaria e suficiente para que
x seja um ponto de acumulacao de § e que todo conjunto de
um sistema fundamental de vizinhangas de x, intersecta todo
conjunto de g . Segue-se entao que a afirmagao: "x e um pon

to de acumulagao de um filtro F , e equivalente a existe
um filtro, mais fino que F , e do que o filtro de vizinhangas

de x". Em outras palavras:

.31. Observagao:

Um ponto x e um ponto de acumulacao de um filtro F , se
e somente se, existe um filtro mais fino que F o qual con-
verge para x. Em particular, todo ponto limite de um filtro

F e um ponto de acumulagao de F
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Definigao:
Sejam f uma aplicacao de um conjunto X em um espaco topo
logico Y e g um filtro de X. wum ponto y ¢ Y e dito um 1i-

mite (resp. ponto de acumulagac) de com relagao _aov  filtro
F, seyeum limite (resp. ponto de acumula¢do) da base de
filtro f( r ).

Denote-se: y = 1im f.

Definigig:

Sejam X,Y espagos topologicos, A um subconjunto de X e
a e X tal que a ¢ A, onde A e o fecho topologico de A em X.
Considere fF o trac¢o sobre A, do filtro de vizinhangas de a
em X. Seja f wuma aplicacao de A em Y; cntdo se y « Y & um
lTimite de f em relacao a F , isto e: y = lim,. f, dizemos tam

I_
bem que y e um limite de f em a, em relacao ao subespaco A e

escrevemos: y = Tim  f(x).
X-+a , XA
Definigao:
Sejam X,Y espacos topologicos, g:X —> Y uma aplicacgao

continua e A um subconjunto de X. Se f e a restricdu a A
da aplicagao g:X —> Y; dizemos que g tem um limite y em re-
lacao a A, no ponto a € A, se y e um limite de f em a, em re

lagao a A.

Teorema:

Sejam X um espaco topologico, A um subconjunto denso de
X e f:A —> Y uma aplicacao continua de A num espago regular

Y. Entdo f pode ser estendida a uma aplicagao continua
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f:X —> Y, f(x) = Tim f(y), se e somente se, para cada xeX,
Yy X ,.YEA

Tim f(y) existe em Y. A extensao f e entao Unica.
y>x,yehA
Demonstragao:

Veja I?] Chap 1. § 8.5, Tecorema I.

Definigao:

Sejam X um conjunto e V,W subconjuntos de X x X.
Definimos: VoN*{(x,y)eX x X3(x,z)eW e (z,y)«V, para alqum zeX
Denotamos tambem: VoW = VY

Se V = W, denotamos: VoV = b
n n-1
para n > 1, ¥V = V oV

Temos tambem: V - {(x,y) e X x X; (y,x) € V}.

Definigao:

Uma estrutura uniforme sobre um conjunto X, e dada por

um conjunto de subconjuntos de X x X, os quais satisfazem
FI e FII de 0.17 e mais:

Ul. Todo elemento de U, contem a diagonal A - {(x,x)cX X X}.
uz. Se Vv ¢ U, entEo—& e U-

U3. Para cada V ¢ (4, existe W ¢ (1, tal que ﬁ (— V.

A estrutura uniforme (¢ e um filtro de X x X e os elementos

de U, sao chamados entourages de X. |2l, Chap 2, § 1.

Definigao:

o

Um sistema fundamental de entourages (SFF) de uma estru-

tura uniforme, ¢ um conjunto 5 de entowrages tal que: toda

entourage contem um elemento de B
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Proposicao:

Um conjunto B de subconjuntos de X x X ¢ um SFE de
estrutura uniforme sobre X, se e somente se, T satisfaz

de 0.21 e mais:

Ul' - Todo elemento de B contem a diagonal A

uz2*' - Para cada V € B, existe V' ¢ B, tal que V' v
2

U3' - Para cada V ¢ B, existe W ¢ B, tal que W ¢( V.

Demonstracao:

Veja [2] Chap II, § 1.1.

Observacgao:

Por 0.22 e 0.39, um SFE de uma estrutura uniforme

X # ¢, € uma base de filtro que gera o filtro das entour
de X.

Exemplos:

I - Seja X = R o corpo ordenado dos numeros reais

Para cada & > 0, seja VF - {(x,y) e R x Ry |x-y| <«

Temos: U1' e claro pois |x-x]| < &

Como Vg r\VE - onde - m1n{£1 segue-sc BI.
Dado &£>0, tome § = g/2, entao se (x,y)eW , temos que
existe z ¢ R, tal que (x,z)el e (z,y)eW , isto ¢:

|x-2] < 8 e |z-y| < &

Logo |x-y| - |x-z+(z-y)|< |x-z|+|z-y]| < 28§

Portanto (x,y) ¢ e U3' e satisfeito.

De |x-y| = |y-x| e do que mostramos, temos U2'.
4 3

Assim ivgr e um SFE para uma estrutura de R.
L <)

16
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Observe que {VE} e um sistema fundamental de entowrages

simetricas, pois cada V e simetrica, isto e: V - V

II- Dado um numero primo p, seja wn:{(x,y) e / x Z;x=y(mod p”)
n > O} verificamos que 0s conjuntos Hn (pava p fixo),
formam um SFE para uma estrutura uniforme do conjunto

dos numeros inteiros 7. Usaremos 0.39 !

. f - -~ mi S -se T
Como wn \wm wr onde r min im,n} seque-se a proprie
dade BI.

« Como x = x (mod pn), seque-se Ul"'.

2
« Dado m>0, se (x,y) ¢ temos (x,7z) r Wm e (7,y) ¢ M.

para algqum z ¢ Z.

tl

isto 5: x = z (mod p") e z =y (wod p")

~N

Dal x y (mod pm) e (X,y) € wm; assim Hm =
Entao temos U3' e do fato da conygruencia ser simeirica,
temos U2'.

Esta estrutura e chamada, estrutura unitorme p-adica

de 7.
II11-De maneira mais geral que o exemplo I: Todo espaco me-
trico ¢ uniformizavel. Diz-se que a estrutura {, & gera

da pela metrica d.

Unm SFE para U e dado por Ve {(x,y)cX x X; d{x,y) < FL

>

onde £ > 0.

0.42. Definigao:

Uma entourage V de um espagco uniforme X ¢ dita simétrica,
-1
se V = V.
-1 -1 o
Claramente VM V e Vyy V sao entourages simetricas.



43,

.44,

18

As entourages simetricas de um espaco uniforme X, formam

um SFE para a estrutura uniforme de X.

Demonstragao:

A propriedade BI e consequencia de FII.
Se V e simetrica, V contém a diagonal, assim temos U1
A propriedade U2', vem de U2 e U3.

Finalmente, por U3, dada um entourage simctrica V, existe W

- - ?
(nao necessariamente simetrica), tal que: V¥ ( v
-1 _ .
Tome W' = WA W gue e simetrica e temos:

2 2
W' (W (_ V. Portanto temos U3' e por N.39, temos 0o re-

sultado.
Sejam X um espaco uniforme e V uma entourage do X.

)
Denotamos: V(x) = {y e X; (x,y) & V¥.

L
Proposicao:
Sejam X um espac¢o uniforme, x € X e (x) = {V(x); V e
uma entourage de X}. Entao existe uma unica topologia sobre

X tal que: para cada x € X, 7n(x) ¢ o filtro de vizinhangas

de x, nesta topologia.

Demonstracao:

Em virtude de 0.12. e bastante mostrar:
I - Seja A (X, tal que A ) V(x), para alguma entoura~
ge V de X. Entao A x A~ V, o que implica que A x A
e uma entouraqge de X, por 0.37.

Assim A = (A x A)(x) pertence a B(x).
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II - Se Vy e V, sao entourages de X, por 0.37, ¥V, NV, e uma

entourage de X. Assim VY (x)f\V?(x)~(V]f\V?)(x) e L(x).

ITI - x e V(x), para toda entourage V, pois V contem a diago
nal.
IV - Se V e uma cntourage de X, por 0.37, existe umd entou-
2

rage ¥ de X, tal que W ( ~ V.

Entao, para todo y e W{(x), se z & W(y), tcmos:
? ?

(x,y)e¥d e (y,z)e' e assim (x,z)el e ze@(x) ( V{x).

Logo W(y) ({ V(x). Portanto VY{x) eni(y), nare todo

y e Y(x).

Definicao:
A tonologia definida em 0.44, ¢ chamada tonologia induzi-

AY4

da pela estrubtura uniforme de X,

Hma estrutura uniforme sohre un espaco tonoloaico Y, o dita
cogpatfve] com a topologia de X, se esta topolonqia caincide

com a topologia induzida pela estrutura uniforme de X.

Proposicao:

v

Seja X um espaco uniforme. Para toda entourage simetri-

ca V de X e todo subconjunto !t de X x X, temos:

VMV = {(x,y) e X x X3 =1 (p,q) ¢ Me (x,p) ¢ V, (q,v) ¢ V} e

uma vizinhanca de M no espaco produto X x X. Ademais,

M - («1 VMY, onde U e o conjunto das entourages simeiricas
Vel

de X.

Demonstracao:

Seja V uma entourage de X.

Se (x,y) e VMV, J(p,q) e M, tal que (x,p) e V e (q,y) ¢ V
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. - { 3
isto e: x e V(p) = {y;(y,p) e Vi ey e V(g), o que significa

que (x,y) £ V(p) x V(q)

il

Como V(p) x V(q) e uma vizinhanga de (p.,q) em X x X e

V{p) x V(q) (_ V™V, segue-se que VMV e uma vizinhanca de M
no espaco produto X x X.

Agora, (x,p) ¢ V e (y,q) € V, se e somente se, p & V(x) e
qe V(y), se e somente se, (p,q) e V(x) x V(y).

Como V varia sobre U , os conjuntos V(x) x V(y) formam um
sistema fundamental de vizinhancas de (x,y) em X x X. Se U
e U' sao entourages, existe uma entourage simetrica V, tal
que V (_ UNU', isto por 0.40 e 0.43.

Assim, V(x) x V(y) ( U(x) x ' (y)

Logo, V(x) x V(v) intersecta um conjunto M de X x X, para ca
da V ¢ U , se e somente se, (x,y) ¢ M.

Portanto M = [ VMV,
Ve U

Proposigao:

0s interiores das entourages de X em X x X, forman um
sistema fundamental de enouraqges de X. 0 mesmo resultado e

valido para os fechos das entourages de X em X x X.

Demonstracao:

[ - Se V e uma entourage de X, por 0.43, existe uma eniou-
rage simetrica W', tal que 6 (V.

Por sua vez, existe uma entourage simctrica !,tal que:

% ( W' e assim ﬁ C ﬁ‘ ( V, pois se (x,y) e Y,

existe z € X tal que (x,z) € 5 ( W' e (z,y)ﬁﬁ ( W',

2 .2 I
donde (x,y) ¢ W' (T V. Assim, W ( W ( W v
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3 _ -
Por 0.46, W e uma vizinhanca de W e entao o interior

de V em X x X contem ¥. Portanto o interinr de V e
uma entourage de X e como o interior de V contem o in

terior de W, por 0.38, temos o resultado.

3 -
I - Temos W (~ W (_ V. Como o fecho de W contem W, ele

e uma entourage.

-~ 3 -
Por 0.46, o fecho de ¥ esta contido em W ¢ V.

Portanto obtemos o que queriamos.

Proposigdo:

Todo espaco uniforme de Hausdorff X e Reqular.

Demonstracao:

Dado uma enourage V, por 0.47, existe uma cntourage

W ( V, fechada em X x X.

Entdao se x € X, W(x) e fechado em X pois M(x) e homeomor
fo ao subespag¢o fechado {x} x W(x) de W e como ¥ ¢ fecchudo,
{x} x W(x) e fechado em X x X.

Finalmente vamos mostrar que os conjuntos W(x), Tormam tm
sistema fundamental de vizinhangas para x.

Dado uma entourage V, por 0.47, existe uma entourage fecnada
W, tal que M V. Portanto W(x) V(x).

Como X e de Hausdorff, por 0.15, X e regular.

Definicao:

Sejam X um espag¢o uniforme e V uma entourage de X.

Um subconjunto A X, e dito V-pequeno, se A x A ( V. No
caso de X ser um espaco metrico, por exemplio, um conjunto

F, € Centro de Ciéncles

Departsmento de Matemitien !
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A( Xe Vg-pequeno, se para todo par (x,y) de elementos de

A, tivermos: d(x,y) < £. Isto nos da que A e Y _-pegueno, se

o diametro de A for menor do que £.

Definicdo:

Un filtro F , de um espago uniforme X, e um filtro de

]

auchy se para cada entourage V de X, existe um suhbhconjunto

de X, pertencente a F , o qual ¢ V-pequeno.

Definigao:

Um espago completo & um espago uniforme no qual todo fil

tro de Cauchy converge.

Definigao:

Sejam X e X' espacgos uniformes. Uma aplicagao t:X — X'

¢ uniformemente continua, se para cada entourage V' de X' ,

existe uma entourage V de X, tal que: se (x,y) ¢ V implica
(f(x)y, fly)) € V'.

Observe que esta definicao nos da uma generalizacan da dcefi-
nigao de aplicacao uniformemente continua, no caso de espago

metrico.

Proposicao:

Seja f:X —= Y uma aplicacao uniformente continua de um
espaco uniforme X sobre um espaco uniforme Y, onde a estrutu
ra uniforme de X e dada pela imagem inversa por f, da estru-
tura uniforme de Y. Se F e um filtro de Cauchy de Y; entao

1

f "(F) e uma base de filtro de Cauchy de X.
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Demonstracao:

Seja M e f ), tal que f(M) & um conjunto V-pequeno
onde V e uma entourage de Y.
Para todo par de pontos x,y € M, temos: (f(x),f(y)) « V isto
por 0.52.

.Da7, (x,y) € U pois U (entourage de X) e um certo f ](V).

Portanto M e U-pequeno e f ](F ) e de Cauchy.

Proposicao:

Seja X um espaco uniforme. Se o traco de um filtro de
Cauchy de X, sobre um subconjunto A (X e um filtro entao

esse filtro ¢ de Cauchy sobre o espago uniforme A.

Demonstracao:

Sejam i:A — X a aplicacao inclusdao e F um filtro de
Cauchy de X. Temos: FA = i ](F ) -
Como i e uniformemente continua, por 0.53, Fa e um filtro

de Cauchy sobre A.

Proposigao:
Se f:X —> X' e uma aplicacao uniformemente continua, en
tao a imagem por f, de uma base de filtro de Cauchy T de X,

e uma base de filtro de Cauchy de X'.

Demonstracao:

Por 0.52, dado uma entourage V' de X', entao ¢ 1(V‘), on
de g = f x f, e uma entourage de X.
Seja M ¢ F , um conjunto g (V')-pequeno

isto e: tal que M x M g (V').
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Entao f(M) x f(M) (_ V' e assim (M) ¢ f(+r ) e V-pequeno.

Portanto f( F) e uma base de filtro de Cauchy de X', por 0.23.
Definigao:

Seja F um filtro de Cauchy de um cspaco uniforme X.

Diz-se que Fe um filtro de Cauchy minimal, se ele e um ele

mento minimal, com relagao a inclusao, no conjunto dos fil-

tros de Cauchy de X.

Proposicao:

Se X e um espaco uniforme, para cada filtro de Cauchy F

de X, existe um unico filtro de Cauchy minimal F , menos fi

no que F . Se B e uma base de F e U um SFE de X, entao os
conjuntos V(M) LJV e B e ¥V g U , formam uma base
xeM
de F _.
0

Demonstracao:

I - 0s conjuntos V(M}, Mep , V ey , formam uma bhase pa-
ra um filtro F , pois: se M,M' ¢ B e V,V' ¢ (4, e€xis-
tem, por 0.22 e 0.40, M" e B e V" ¢ u tais que:

MY (T MNAM' e V" (T VNV,

Assim, V"(M) (T V(M)NV'(M') e temos o que queriamos

ja que V(M) # ¢ . Por construcgao, F e menos fino que
F , ja que: se F, € Foo FO V(M)={V(x); xaM} M,
entao F, e F.

I - Agora, F_ e de Cauchy pois se M e V-pequeno, entao

0

um par qualquer de

®y

-3 —
V(M) e V-pequeno ja que se X, X
pontos de V(M), existem Y1:Yo € tais nque (x,y])cV e

(x',y,)eV
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Como M e V-pequeno, (y..y,) e V
Assim (x,y2) € 3 e (x,x') ¢ 3

ITT - Finalmente a unicidade.
Seja A um filtro de Cauchy menos fino que [
Para cada M e B e Ve U , como A ¢ de Cauchy, exis-
te um canjunto N ¢ A , V-pequeno.
Como A e menos fino que F , entao N e F o NMOM # g.
Assim N V(M) e V(M) e A
Portanto A e mais fino que F . Consequentemente F

0
e o Unico filtro de Cauchy minimal menos fino que T

0.58. Proposicao:

Para cada x ¢ X, onde X e um espac¢o uniforme, o filtro

de vizinhangas B(x) em X, e um filtro de Cauchy minimal.

Demonstracao:

Vamos mostrar que o0 unico filtro de Cacuhy menos fino que

F, o conjunto dos subconjuntos de X os quais contem x, eB(x)
I - FE claro que B(x) e menos fino que F
IT - Seja A um filtro de Cauchy menos fino que F

Para cada x e para cada V, como A e de Cauchy, existe

N e A tal que N e V-pequeno.

Como A e menos fino que F , temos N e F e N 3 x

Assim N (77 V(x) pois se yeN, como xeM, (x,y)eNxN ( V

donde y e V(x).

Dai, por 0.17, V(x) € A

Como os V(x) formam uma base de 5(x), secque~-se que A

e mais fino que n#(x). Portanto R(x) ¢ minimal.

0.59. Proposicao:

Seja X um espaco uniforme. Todo ponto de acumulacao
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de um filtro de Cauchy F , de X, & um ponto limite de F .

Demonstracao:

Se x e um ponto de acumulacao de F , todo sistema funda-
mental de vizinhangas de x, intersecta todo conjunto de T e

estas intersecoes formam um filtro A que & mais fino que F

Como F ¢ de Cauchy, A e de Cauchy.

Por 0.57, seja Fb o unico filtro de Cauchy minimal menos fi
no que F . Como F, © B(x) sao minimais menos fino que A
segue-se que Fo = B(x).

Assim, B(x) e menos fino que F , isto &: x e um ponto Timi

te de F

Observagoes:

Uma condicao necessaria e suficiente para que um espacn
topologico X, seja de Hausdorff, € que cada filtro de X te-
nha no maximo um ponto limite. Para demonstracdo, veja !2]

Chap I, § 8.1, proposicgao 1.

Proposicao:

Seja X um espaco uniforme. Se F & um filtro de Cauchy
minimal de X, entao todo elemento de F tem interior nao va-

zio e este interior tambem pertence a F

Demonstracao:

Seja V uma entourage de X, por 0.43 e 0.47, existe uma

entourage simetrica e aberta U ( V.



Temos eniac que para cada M subconjunito de X, H{H) ¢ olerto
¢ cantido em V(M).

Como T e wminimal, por 0.57, os conjuntos Y(M)Y {orman anms ba
se de 1 o por 0.22 tndo clemento de T contam U0 que o o
aberto diferente do vazio. Assim todo elemento de o tem dn
terior nao vazio.

Por 0.20, U(M) & F e assim o interior de cada clewrnto da f

tambem pertence a F .

b2, Proposigao:

[

Sejam X um espaco uniiforme e A um subconjunio wensn (
X, tal que teda base de filtro de Cauchy do A. coaverde en

X. Fntac X ¢ completo.

Demonstracao:

Yodemos considerar, sem perda de generalidade, oo oum fil
tirg de Cauchy minimal de X, pois se este converan, SRR ETIT
up mais fino, tambem converge.

Dai, por 0.61, todo elemento de F tem interior nwo vecio o
como A & denso em X, o trago de F sobre A ¢ um filtro do
Cauchy sobre A, {(isto por: 0.27 e 0.54.), que por hipoteso
converge para x g X

Como F © menos fino que o Filtro gerado pelo trico de | o
bre A, pois F @ minimal; entao x @ um ponto de acumulacao
de F e por 0.59, x & um ponto limite de T . Porieate X o

completo.

dood, Prenapasicao:

Sejaw A um subeonjunto denso de uwm espace tonclogico A o2
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f uma aplicagao de A num espa¢o uniforme de Hausdorfi comple
to X'. Entao f pode ser estendida por continuidade a ¥, se
e somente se, para cada x ¢ X, a imagem por f, do trago so-
bre A do filtro de vizinhancas de x em X, e uma base de fil-

tro de Cauchy em X'.

Demonstracao:

Por 0.48, X' e um espaco Regular, cntao, f pode ser
estendida por continuidade a X, por 0.35, se e somente se,
para cada x ¢ X, 1im f(y) existe em X', mas por 0.33 isto

y+X,yeh
quer dizer que ]imF f existe em X' e significa ainda por
N.32, se chamamos o traco sobre A do filtro de vizinhancas
de x em X de F , que a base de Tiltro 7( F ) convergc em X'

e como X' e completo, o que temos e equivalente a f(F ) ser

uma base de filtro de Cauchy em X'.
Definigan:
gia e dita uniformizavel, se existe uma estrutura uniforme

sobre X, a qual e compativel, no sentido de 0.45, com sua to

pologia.

Observagao:

Nem todo espacgo topoloygico e uniformizaveld.
Por exemplo, de 0.48 e 0.15 um espaco que nao scja de Haus-
dorff ou um espaco onde cxiste um ponto para o qual o conjun
to das vizinhangas fechadas deste ponto nao forma um sistema

fundamental de vizinhancas.
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Um exemplo de espaco topologico uniformizavel e dado a se-

guir em 1.66.

Proposigao:

Se X e um espaco topologico compacto, existe uma nica

estrutura uniforme compativel com a topologia de X.

Demunstracao:

I - lUnicidade: Mostraremos que se existe umua estrutura uni

forme sobre X compativel com a topologis de ¥, entao o
conjunto U das entourages de X e o conjuntuv de todas
as vizinhancas da diagonal A.

Dado uma entourage V de X, cxiste por 0.39 o demonstra
cao de 0.47, uma entourage simétrica ¥, tal que ﬁ( v,
mas ﬁ ) M A M oque por 0.46 e uma vizinhanca de A,
Assim V e uma vizinhanca de A.

Reciprocamente, mostraremos que toda vizinhanca de A,
esta em U

Suponha que existe uma vizinhanca U de A, tal que U¢ U
Entao os conjuntos VNUY, V ¢ ¢, forwam uma hase de
filtro A sobre o espaco compacto X x X, pois V(\HC#¢
NY,)NUS Ty v, neS, 53 que

? 1 Z 3
por 0.40, existe uma entourage tal que V,(\V? [

e (V;NUS)N(V,nU%) = (v
Dai, A tem um ponto de acumulacao pois X x ¥ e comparn -
to, (a,b) ¢ A, pois (VNOUSYNA - ¢

Comn U e um Tiltro menos fino que A , (a,bL) tambem e
unt ponto de acumulacao de U

Sendo a estrutura {{ de Hausdorff, pois X e compacin ¢



por hipotese, a topologia coincide com a topologia in-

duzida, a intersecao dos fechns dos conjuntos de U, e A
lLogo se (a,h) e poanto de acumulacao do (, temos que

(a,b) € A, o que e uma contradicav.

Portanio o conjunto das cntourages de X, coincide com

o conjunto das vizinhangas de A.

Existencia: Mostraremos yue o conjunto L das vizinhan
cas de A em X x X, @ o conjunto das entourages de  uma
estrutura uniforme compativel com a topologia do X. €
bastante mostrar que B ¢ o conjunto das entourages de
uma estrutura de Hausdorff sobre X e a7 a topologia in
duzida por esta estrutura uniforme serd menos fina que
a topologia de X, ja que os V(x) sao abertos em ¥ se V
e aberto em X x X.

Agora, considerando Xy o0 espago topologico com 4+ topo-
logia induzida pela estrutura uniforme de X. Como esta
topoleugia e menos fina que a topologia Jde X, temos que
a aplicacao identidade :X -—> X‘ e continua. Como X
e compacto e X4 de Hausdorff, i e fechada e a<sim util
homeomorfismo. Portanto as topoloqgian coincidem,
Finalmente, vamos mostrar que 1 ¢ o conjunto das  on-
tourages de uma estrutura de Hausdorfi.

As propriedades FI, FIT ¢ Ul, sao claras.

Vejamos U2, U3 e que a estrutura dada por e do Haus-
dorff, isto e, que A ¢ a intersccao dus coniuntos de B.
Em primeiro lugar, todo conjunto consistindo somente

de um ponto (x,y) & X x X e Fechado pois X e de Haus-

dorff. Assim, se x # y, o complemento de (x,y)em XxX
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e uma vizinhanca de A. A intersecao destas vizinhan-
cas © A pois A e fechado, ja que X e de¢ Hausdorff.

Agora, como a aplicacao: X x X =~ X x X e um hoeomor
(xey) — (¥,x)
fismo,se V e B , entao V e 13 e temos satisfeilo UZ.

Finalwcute, suponnamos que U3 nao ¢ valido.

9
tntao existe V ¢ B, tal que, para todo W . B MNOy©ig,
2
0s conjuntos wrwvc, We I , formam uma base de Filtro
Vd
sobre o espag¢o compacto X x X, pois HOve o g e
2 C 2 C ? 2 C C
(WYY W NAYT) = (WOWY)Y My ) WYy uma vez  que
2 2
por 0.40, existe W", tal que W" (Wi

Assim esse filtro tem um ponto de acumulacao (x,y)#A

Como X e compacto, X e regular ¢ existen vizinhancas
abertas disjuntas de x ¢ U, de y, e vizinhancas fe-
chadas V1 U. e V2 de x e y respectivamente.

. C . ..
Seja = (V]\)V )" e considere a vizinhanca

I
2

(U, x U.,) de A em X x X.
i=1, ! !

,3

Dai, se (u,v) € ¥ e por exemplo u ¢ V], entao teremos
v oe U] e assim, (u,v) ¢ U x U

Portanto, a vizinhanca V. X V2, de (x,y) em X x X, nao

3

intersecta ﬁ e isto significa que ﬁf\vc nao intersecta
uma vizinhang¢a de (x,y), no caso X VZ’ 0 que @ una
contradigao com o fato de (x,y) ser ponto de acumula-

cao da base de filtro formada pelos conjuntos AR

Portanto temos a propriedade U3

Proposicao:

Seja X um espaco compacto. FEntao X e um espaco uniforme



completo, com a estrutura compativel com a4 topologia de X

Demonstracao:

Como X e compacto, em particular, todo filtro de Cauchy
¥, possui um ponto de acumulacao em ¥, o quc nor 0.5%, ¢ um
ponto limite de F . Portanto F e converdenie en X o nor

0.51, X e completo.
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1. A TOPOLOGIA DEFINIDA POR UMA VALORIZACAO

Nesta secao, definimos uma topologia sobre um corpo K ,
a partir de uma valorizacao v de K, mostramos que essa topologia e
de Hausdorff, que torna K um corpo topologico, isto e, essa topolo
gia e compativel com a estrutura de corpo de K e mostramos que K @
totalmente desconexo com essa topologia.

Por outro lado, se v ¢ uma valorizacao discreta, isto &
seu grupo de valores e isomorfo a Z , mostramos que os ideais do
anel A de valorizagao de v, diferente de zero, sao da forma Au" .
n>0 e uum elemento uniformizante de v, ou seja u e tal aque sua
imagem por v e o elemento do grupo de valores que courresponde a
1 e Z

Finalmente, o Teorema desta secao nos da uma condicao ne
cessaria e suficiente para que a topologia de que falamos acima,
coincida com a topologia m-adica sobre o anel de valorizacan de v.

Sejam K um corpo, v uma valorizacao de K ¢ G o grupo to-
talmente ordenado v(K*) - o grupo de valores de v.

[
Para cada o € G, denotamos V(x - ﬁx e Ky vix) » u}.

1.1. Proposicao:
A famitia {V l , satisfaz as sequintes propriedades:
U % aet
I - Cada V e um subgrupo aditivo de K.
1 -mv;-{ol.
aeG @ )

IT] - Se a > B, entao VB V“

IV - Dados V_e V_, existe V_, tal que V_( = V NV
Q R Y Y Q. 3

v - Dado V. existe VV’ tal que V{ ( v

)

o
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VI - Dados Va, a ¢ Va e b e K. existe VB’ tal que:
VB +a ( Va € VBb (. Va
Demonstraclo:
I - Temos que 0 ¢ Va pois v(0) - « > a para todo o ¢« G, e
X=y € » pois v{x-y) > inf {v(x), v(y)} sow o, ja que
vix) > a e v(-y) - v(y) > a
Portanto cada e um subgrupo adilivo de K
IT - E c¢larn.
TIl - Se x ¢ Va entao, v(x) > o > B8 dai, x r VR
Portanto Va ( VB
Iv Dados V” e VL’ como G e totalmente ordenado, oxisle
vy £ LG, tal que v > » ¢ vy > [, conseyuentemeonte pelo
item anterior, V. (  V Ny,
Vv - Tome B > a e sejam x,y r V
entao v(x) > B e v(y) > PR
Temos ainda, v(xy) = vix) + v{(y) > 78 > o e assim
e assim xy & Vq 0o que nus da que Vﬁ (v,
VI - Tome R > a e x g V
entao, v(x+a) > inf {v(x), v(a)} > o
Loao x + a € Va e VG + a ( Vu
Se b ¢ K, como G e totalmente ordenado,
temos: v(b) > v(x) ou v(x) > v(b), para certo x K.
Assim, existe § tal que B + v(b) > u
Dai se x € V , temons: v(xh) = v(x) + v(h) > u
Portanto xb = VR e an V(1
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Lema:

. ( 3
Considere B - ix + V“; ac G, X & K}.

Para todo par de pontos distintos, a,b v K, exicste U ¢ B

tal que, a ¢ U e b ¢ U.

Demonstracao:

Sejam a,b pontos distintos de K

Como por 1.1, [ (v o= {O}, existe 0 v G, tal que bh-a ¢ V

donde b ¢ V + a.

Assim U = VB + a e uma tal vizinhancga.
Proposigao:

Fxiste uma unica topologia Ty sobre K, para o qual

1
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K

I

Al

e

um grupu topoloyico aditivo e {V } forma um sistema fun-
Tel

damental de vizinhancas pard o zero.

Demonstragav:

I - Se existe uma topologia r  sobre K, tal que ({V l for
]
v { S b

ma um sistema fundamental de vizinhanecos do zero, eti-

tao B - ix+vm; oe G, xak} e uma base parda esta  toupoln-

gia. Portanto se temos uma tal topologia, cla & unica.

[.1. Se temos a topologia, entao V' ¢ dherto ewn ¥ e

[0
portanto as vizinhangas da forma x+V , sao aber-

ol

tos em K com respeito a essa topoloaia.

[.2. Se W e um aberto em K com respeito 4 toponlogia da

da e a e W, por 1.2, para b g XK\ W, existe

Uel

2

tal que a ¢ U e b ¢ U, pois suponha que existe

b e KN W, tal que b g U para todo U e B
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Como vimos na demonstracao de 1.7, U - a+Vﬂ, para cer-
to R, entao temos b g a+V, parae todo K, o yue e uma
contradigao. Portanto, existe U ¢ B, tal que arU (M.
Concluimos assim que B & uma base pare a topoltoaia da-
da .

Seja t a topoloygia gerada por B em K, isto e: 1, &2
topologia wmenos fina em K que contem os elementos de p

como ahertos (veja '2" Chap 1, § 2.3). Assim os aber

tos de 1 sdu unioes de intersecoes finitas de elemen-

tos de 1, . Em outras palavras, B e uma sub-base de ¢
femos que cada noc ¢ alem disso, dado qualquer vi-
zinhanga W de zero com respeito o 1, exisie A ¢ 1 R
tal yue 0 ¢ A ( W. Pela definicao de + o A = YU
} v ven
m(Xx) o
onde U, - (K\ {X. + v y. Como 0 g A, existe
A ](A) . |
i(A)
A e A, tal que, 0 ¢ U - [} (X, + v . isto
A i()\):]\ 1()\) (11(*)}
e, 0 e X., . +V para cada i(x) = 1 «-+ m(rx), mas
*i(x)
por 1.1, V ¢ um subgrupo, logo X.. . « V , ou
i) T
m{ )
seja, X, 4 V{ -V , donde 0 ¢ U, - v
B NS LTI : i
Entao para o > max(a],... , temous que

v, ( UA (" A. Logyo B € um sistema fundamental de

vizinhangas do zero com respeito a T, -
Resta mostrar que a aplicagao K x ¥ —> K e continua

(X,y) —=> x-y
com respeito a topologia T,

Trabalharemos inicialmente com vizinhancas da forma
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X+ e . Seja z

de z, desta forma. Por

s X-y e w o+ V¥

37
ura vizinhanga aualquer

1.1, existe 5 ¢ G, tal que V (7 V ,
f -«

entao, z + V. w+ Vo, Ja que 2z & w + V
Assim, (x+VB)~(y+VP)=x-y+VB-VE = x-y+vﬂ f z+vﬁ (- w o+
Agora, dado uma vizinhanca qualguer A - fﬁwﬂ), de 7 = x-y
SN Aeh
A
Com respeito a r, > temos U. = ffw [w.,.. + vV
=1t RICSE
E claro que basta trabalharmos com U Ja obtemos que para
cada i(X), existe R ) tal que
(x + V, Y - (y + V ) (v +V
Ri(k) ()

t(A)

Como s0O temos um namero

B = maxiﬂ],...,ﬁm }.
(x + Vo) = (y + V)
nuidade.

Ohservacao:

Coma V aberto em

finito de i(x),i(A)-1,...,m(A), seja
Entao claramente por 1.1,

Uy e portanto esta mostrada a conti-

K e K e um yrupo topologico aditivo,

a translacan e um homeomorfismo e para y ¢ K, temous vy + V e

aberto em K. Entao

V“ em K, e aberto em K.

Lema:

Sejam x,y e K¥ e

Se v(x-y) > sup{a +2v(y), v(v)

\

Temos x| - y_l =

I

)

-

y +V ), que e o complementar de

Portanto Va e fechado em K

a e G

S
>
=
(+
o
o
<

——
>
1
~<
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entao v(x Ly = v(x )ev{y-x)rv(y ) = v{x-y)-v(x)-v(y)
ja que v({x = -v{x) e v{-x) - v(x).

Se v(x-y) > v(y), temos v(y) - inf {v(x~y), v(y)}

dai: v(x) = v[ﬂx—y)+y| > inf {v(x—y), v(y)} = v(y).
Suponhamos que v(x) = v[(x-y) + Y' > v(y).

Como y = (x-y) +y - (x-y),

viy) > inf {vl(x—y) + jJ, v(x-y)l > v(y), pois amhos
v[(x~y) + y] - v(x) > v(y) e v{x-y) > v{y), o que nos da uma
contradicao. Logo v(x) = v(y).

Se ademais, v(x-y) > a + 2v{y), temos:

V(X ey = v(key) v ()= () mv(xy) - 2v ()P (y) 2v(y) - a
Proposigao:

A topologia ¢ de Hausdorff e compativel com a c<trutu
ra de corpo de K. A aplicacao v:K* .- > G ¢ continua ¢ 0

tem a topologia discreta.

Demonstracao:

I - Basta verificar que podemos separar por dois abarios
disjuntos, a orinem e um outro vonlo diferente da ori-
gen, pois dados dnis pontos cuaisaner x.v ¢ L X # y,
nodemos traze-los para 4 origem, icto o, nodopos penca

Tos como a oriaem ¢ o ponto y-x%.

. . vk
Assin, seja x ¢« U e o vix).
Tewos aue x ¢V . Como ¥ o fechado ew I, frriag e
' " &
G ' - . .
V™ o akerto em V. lonog V o ¥V  <sao o abertos 1isiun
(X3 (4 ty

tos gue "senaram" o oriaem ¢ o ponto ¥ £ 0, reypectiva

mente.
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- Como Jja mostramos em 1.3, que K e um grupo topologico
aditivo, resta verificar a continuidade das aplicacoes:

k.3

K x K -——» K, tal que (x,y) — xy & K K, tal que,
-1

X e X

Da demonstragao de 1.3, vemos que basta trabalharmos

com vizinhancas da forma x + V““

Em primeiro lugar, seja z - xy e w + V” uma vizinhanga

qualquer de Z

Por 1.1, existem B , vy e § , tais que:

z + JB (T w o+ Va, v VB e Vd(x +y) (L VE

fome X = maxiy s 6\, entao V. ( AR

A Y
Assim, (x+V )(y+V ) = xy+v‘(x+y)+v? (" 7V (7 WY
e temos a continuidade do produto.

Agora, se x ¢ K*, dado a ¢ G e vy ¢ K*, 5 x-y ¢ V

1.
onde B = supso + 2v(x), v{x)}¥, isto ¢ sempre que
v{x-y) > sup + 2v{x), v(x)}, por 1.5, temus
- -1 _ - -1 -1 . .
vix -y ) > a, istn e, x -y £ V , 0 que wosrra a
o . - -1
continuidade da aplicacao, K™ — , tal que X -—-» X .

alias, mais do que isto, mostra que essa aplicacao e
uniformemente continua.

- Suponha que G ecsta munido da topolugia discrota. [ntao
um aberto contendo v(x), pode sor o proprioc vix), seja
v{x) a. Se x-y & V , 1sto e: v(x-y) - v(x), por par
te da demonstracgao de 1.5, temos v(x) - v{y).

Logo v(y) pertence ao aberto contendo v(x).

Portanto v ¢ continua.
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Proposicao:
Sejam K um corpo e v uma valorizagao de K, com grupo de

K, com grupuv de valores G. Entaoc:

I - A - x e K; ov(x) > 0} e um subanel de K, chamado o
anel de valorizacao de v.

Il - Para todo a e G, a > 0, V e V' - Ix ¢ K v(x) > ul

. a a \ T

sao ideais de A e todo ideal diferente de zero de A,

contem um dos V&

ITI - m(A) = {x ¢ Ay v(x) > 0} e 0 unico ideal mavimal de A.
U(A) = AN_ m(A) e o conjunto dos elemenins invertiveis
de A e k(A) = A/m(A) um corpo, chamado corpo de re-

siduos da valorizagao v.

Demonstracao:

I - Que A e um subanel de K, vem das propriedades da valo-

rizacao v.

IT - Que Va, V&, para o > 0, sao ideais de A, ¢ claro.
Considere b # {0} um ideal de A.
Dado x ¢ b , x # 0, para todo y ¢ onde n > v(x).
Podemos escrever vy = (yx 1)x
Como v(y) > a > v(x), temos v(yx ]) vly) - v () > 0.
Logo yx e A e assim y ¢ Ax (7 p , poic X & b

Portanto, V' (

ITT - Temos U(A) - AN m(A) = {x e Ksov(x) - 0}. Ausim se

x ¢ U{A), v(x ]) - =v(x) = 0 e entao x l ¢ U(AY, disto

¢, se x £ U(A), entao x ¢ invertivel.

Reciprocamente, se y r A e invertivel e A,

Entao v(y) > 0 e v(y ]) > 0, mas v(y) r v(y ) =0
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Logo v{y) = 0 e y e U(A)
Assim U(A) e o conjunto dos elementos invertiveis de A.
Portanto, por uma proposicao bem conhecida m(A) ¢ o dni

co ideal maximal de A e k{A) = Coum corpo.

Observagao:

Se § < a, temos que V )y V') Va' Assim, a familia

g o
forma um sistema fundamental de vizinhancas do zero com

respeito a topologia T .

Definicao:
Seja K um corpo. A unica valorizacao v de K, tal que
v(x) - 0, ¥ x ¢ K*, e chamada a valorizacao impropria ou tri-

vial de K.

Proposigao:

Uma valorizacao v € ijmpropria, se e somente se, e a

topnlogia discreta.

Se v e impropria, v(x) - 0 ¥ x # 0 e v(0) = «, entao pa
) .
ra cada a e G, Va = 10», ou seja 10} e aberto em K sequndo
: '
T, Como K e um grupo aditivo teopologico, segue--+c¢ quna cada

ponto de K & aberto em K, isto e, r e a topologia discreta.
Reciprocamente, se e a topologia discreota, o a aberto
em K e entav existe a ¢ G, tal que

Suponha que existe x # 0, tal que v{(x) # 0

Podemos supor v(x) - R > 0.

Tome vy > max{a,ﬂ}. Entao XEVY(;_ 0 que ¢ uma contradicao.
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Portanto v e uma valorizacao impropria.

Proposicao:

0 corpo topologico K, com a topologia r , e totalmente
desconexo, isto e, qualquer subconjunto de K com mais de um

ponto e desconexo.

Demonstracao:

Seja X(__ K um subconjunto de K, que podemos supor sem
perda de generalidade ser formado por dois pontos. Podemos
supor ainda que um desses pontos e a origem. Seija entao
x # 0 o outro ponto.

Assim por 1.2, existe a ¢ G, tal que x ¢ V . Couwo por 1.4,
Va e aberto e fechado em K, temos que me\x o abcrto o fecha
do em K e X \\(VafWX) e aberto em K.

Logo X = | X 0 (VanX)IU [Va XI e a uniao de dois abertos
disjuntos e diferentes do vazio.

Portanto X e desconexo e K e totalmente desconexo.

Proposi_

A topelogia quociente do corno e residuos da veloyiza-

cao v, o a topologia discreta.

Nemonstraceo:

Temos que m{A) =V que ¢ aberte o fechadn o, 1L Assin
os pontos de k(A) sao abertos e fcc: na Fobolodia quoct-
ente de k(A).

Portanto a topolouia do k(A) e a topologia discrota.
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Definigao,

Sejgam K um corpo e v uma valorizagan de K com qrupo

valores G. Diz-se que v e uma valorizacao discreta, se

te um isomorfismo de grupos ordenados de G sobre Z. Se te-

mos isso, seja y e G o elemento correspondente a 1 ¢ 7, pelo
isomorfismo. Todo u e K, tal que v(u) = y e chamado elemen-
to uniformizante de v.

A valorizagao discreta v, diz-se normalizada se 6 = 7.

Lema:

Sejam K um corpo e v uma valorizacao discreta de K. Con

sidere A o anel da valorizacao v e u um elemento uniformizan

te para v. Entao os ideais diferentes de zero, de A, sao da
, n s n no
forma Au , n > 0. Em particularm - Ay , n > 0.
Dewonstracao:
Seja r um isomorfismo de v(K*) sobre Z. Etntido w - ¢ o v
e uma valorizagao de K e um elemento uniformizante ¢ por
1.13, qualquer u e A tal que w(u) - 1.
. . tl
Para cada x ¢ K*, existe n e Z tal que w(x) - n = wlu ).
- n . - n U |
Dav, w(x) - w(u') = 0, isto e, w(xu ) = 0, donde z = Xxu e
i v . n
um elemento invertivel de A. Assim, x - 7u .
Considere b # 0 um ideal qualquer de A.
Seja x # 0, x € b , tal que w(x) = a e 0 menor valor positi

vo assumido por w sobre b
Entao, se y € b , temos v(y) > a - v(x) e entao yx c A,
donde y ¢ Ax.

Por outro lado, como x ¢ b , temos que Ax ( h
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lLoyo b = Ax.

n . n n . .
Mas x =2z u , n > 0, assim p = Azu = Au pois z e inver=-
tivel. Portanto terminamos a demonstragao.
Definigao:

Sejam A um anel local e m o seu ideal maximal. A topo-

logia m-adica de A e a topologia que tem como sistema funda-

. . [ n)
mental de vizinhancas do zero, {m *} , onde conven-

'n=0,1,2,...

cionamos A =m .

Teorema:

Sejam K um corpo, v uma valorizacao de K com qgrupo de va
Tores G, A o anel de valorizacao de v e m seu ideal maximal.
Entao, uma condicao necessaria e suficiente para que a topo-
logia definida por v sobre A, seja identica a topologia m-a-

dica, e que A seja um corpo ou v uma valorizacao discreta.

Demonstracao:

I1. Se A e um corpo, entao A = K.
Entao em t , um sistema fundamental de vizinhangas para
o zero e constituido somentc de Por outro lado, pa
ra a topologia m-adica um sistema fundamental de vizi-
nhancas do zero e dado por {mn}, mas m - Logo esse
sistema fundamental de vizinhancas c¢ constituido somente
de zero.
Portanto neste caso, as duas topologias coincidem.

I12. Suponha que v e uma valorizacao discreta. Vamos mostrar

que Vn = mn+l, n-0,1,2,.
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Temos V. =m = Au, isto por 1.14.

1
Temos ainda: Vn = {x e A; v(x) > n] e mn'| = Au”*]

Se x ¢ V , temos v(x) > n v(u) = v(un+])

- IH} - . -
Assim x ~ zu onde z e um elemento invertivel de A

n+1 n+41
e X e Au - m

. n+1 n+1
Reciprocamente, se X e m - Au ,

entio, v(x) - v(zu" !

Y-v(z) + (n+1) > n+1.

Logo x e Ve portanto concluimos.

Vamos mostrar que posto de v e igual a 1.

Suponha que posto seja maior do que 1. Por 0.10, exis

{
te um ideal primo p tal que, {0} (7j p (~ m. Assim,

mJ p para j=1,2,..., pois se a € m\p, temos que
ad e mI\p , j3a que p & primo.
L (W vj ~ - .y s : Y H
0go | {m op 10}, 0 que e uma contradicao pois a
J

topologia m-adica, por hipotese, coincide cum a topolo
gia v sobre A e por 1.6, 1 ¢ de Hausdorff. Portanto
posto de v e igual a 1 ou A = K.

Se A ndo e um corpo, entao posto de v ¢ iqual a | e
por 0.11, temos que G (7 ( R, < ).

Consideremos agora, G (__ ( R, < ). Vamos moslrar que
G ,o conjunto dos elementos positivos de G, tem um ele
mento minimo.

Dado o £ G*, existe n & N*, tal que m" _ VG, pois
por hipotese as duas topologias coincidem, assim para
todo x € m, e Va, o que nos da, nv(x) > a

(%)

Entao ou %/ ¢ G, e neste caso a/n e 0 elemento minimo

P , O o b d .
de G _ ou G+ ( ( /n’ ) e dal temos que:




ou G tem um elemento winimo, ou cxiste uma sequencia
(yn) em G+ convergindo para y e (a/ Como (yn) e
convergente, temos que (v ) e de¢ Cauchy e dai, oxiste

n e N tal que para m,n > Ny (podemos supor m > n)

Yo Y T 0 (com relagao ao valor absoluto usual de R
Entdo 0 <y -y < % .
Como G e um subgrupo, temos quc Yy T Yp F G , o que e
uma contradicao de ( ).

. . . x
Portanto existe um elemento minimal p emn G

Se G ( (R, <) e G: tem uma elemento minimo p, en-
tao G ( < p >, onde < p>e o subgrupv de ( R,i )
gerado por p, e portanto G - < p >, isto ¢, G e isomor
fo (como grupo abeliano ordenado) a um subarupo de /
Para todo a e G, existe n ¢ Z, tal que, no < o <(n+l)p
Suponhamos que np < a < (n+l)p entao, 0 < a - np < n,
mas a - np € Gk . Assim temos uma contradig¢ao da mini
malidade de p. Logo oo = np e G (7 < p >

Portanto v e uma valorizacao discreta.
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2. A ESTRUTURA UNIFORME DL UM CORPO VAIORIZAND (F,v)
E UMA CONMDICAO NECESGARIA E SUFICIENTE PARA QUE K

SEJA LOCALMENTE COMPACTO

Nesta secao definimos a estrutura uniforme de um Curpo
valoricado; mostramos que esta estrutura e compativel com a topolo
gia definida pela valorizacao de K, isto e, quando se induz a topo
logia da estrutura uniforme obtida, o que se faz e "recuperar” a
topologia dada pela valorizacao de K.

Nemonstramos dois resultados, o primeiro utilizando a es
trutura uniforme de K, da uma condicdo necessaria e suficiente pa-
ra K ser completo ¢ o segundo usando a nocgao de limite inverso, da
uma condigao nccessaria e suficiente para que K seja localmente

compacto.
2.1. Definigao:

Seja v uma valorizacao de K. Considere em K, a topolu-
91a T, Para cada o, definimos = {(x,y)cK x K y‘Xqu}

Denotamos por V a familia dos , o€ G.

N
Ny

Proposicao:
v forma um sistema fundamental de entourages pardg uma estru

tura uniforme U sobre K.

Demonstracao:

I - Como 0 ¢ VC, por 2.1, temos que a diagounal csta contj-
14
da em Vq, para cada o ¢ G.

IT - Por 1.1, dados wa.R ¢ G, existe v, tal que: VY(; ) IR

4}
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Se (X o !

e dai y-x e V_e y-x e Vas 0 que nos da: (x,y) e V e

(x,y) ¢ V e entao (x,y) ¢ VamVR

Portanto, existe v ¢ G, tal que VY (. VP/I v

II7T ~ S . ~X € subaqr
Se (x.y) € X“ y-X € Va e como V“ e um subgrupo

temos que x-y € V_ 0 que nos da que (y,x) + V- Portan

to, Va = Vo e assim da propriedade U3, Lemos nue existe
uma entourage W tal que W ( v o,
IV - Dado a, existe B tal que V2 (T VvV , dsto por 1.1.
2
Assim, se (x,y) e (V , temos: (x,z) ¢ V ¢ (7z,y) = VB
para algum z. Dai z-x e V e y-7 ¢ V!, entao,
N ]

Por 1.1, y-x e V. ~ v/ (7 v

Bo— R vt 9
Agora, por 2.1, (x,y) € e oassim, (V

¢}
Portanto por 0.39, temos o resultado.

Definicao:

A estrutura uniforme sohre um corpoe K, com uma valoriza-

cao v, € a estrutura uniforme U , para a qual um sistema
fundamental de entourages e dado pelos V de 2.1, isto ¢, as
entourages desta estrutura sdo os subconjuntus de K x K que

contem um dos Va.

Proposicao:

A estrutura uniforme ( de K e compativel com a topolo-
gia 1. de K
v
Demonstracao:

As vizinhangas de x, na topologia T, de ¥, <o0: x +

As vizinhangas de x, na topologia induzida de estrutura uni-
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forme de K sao, de acordo com 0,45,

{yEK, (x,y)eva } = {ng; yuxava}, por ?72.1.

Vamos imostrar que estas vizinhancas coinciden.

- Seg : , enta - > 1 ,
I ey & Vu(x) entao y-x ¢ Va e dai Y e X + Vm

Logo K“(X) C_ x + Vq .

I1 - Se vy e x + V,> entao y - x & Vu ¢y e Vd(X)

Proposicao:

Se em K existe uma vizinhanca Va, de zero a qual e com-
pleta com relacao a estrutura uniforme U , entao, ¥ e com-

pleto.

Demonstracan:
Sejamt VY uma vizinhanca do zero, o qual e comnleta ¢ F
[ -

um filtro de Cauchy om relacao a estrulura dadg.

Entao existe I e r, tal que M x M (W
gora, se x & M. entao 11 (7 x ¢V o, opois seovoe M,
Como x ¢ M, temos (x,yY o M x M (_ v, © Is5oim o poe 2L,
y - x ¥ , donde v & x + V

L (.

bai, x + V = F , por N.17, o que implics que a intersccao
de cada elemento de F com x + Vﬂ e diferente do vazio e as-
sim por 0.27, o traco de F sobre x + Va, e um filtro. Co-
mo f e de Cauchy, por 0.54, este traco e um filtro de Cau-
chy sobre x + V

Temos que x + V e completo, pois e a translacao dc . As-
sim o traco de F sobre x + V , converge para um ponto
xocx+VCL.

'D. F C.-Contro de Ciéncler
. de Metembliow
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Como x e um ponto de acumulacao de F, por 0.59, X, e um pon
to limite de F. Portanto K e completo.

Um grupo abeliano topologico G € um grupo aditivo com uma to
polagia, com relagao a qual, a aplicacao

G x G—>G, (x,y) — x -y & continua.

Proposicgao:
Seja G um grupo abeliano topologico de Hausdorff e sejam
Ha, o € I (onde I &€ um conjunto parcialmente ordenado) uma
familia de subgrupos de G tal que:
P1 - Ha ) HB’ sempre que a < R
P2 - Para cada a € I, Ha e completo e cada vizinhanga de ze
ro contem um dos Ha, em outras palavras: a base de
filtro formada pelos H , converge para zero.
Entao a aplicagao canonica f:G —» 1im e um iso-

morfismo de grupos topologicos.

Demonstracao:

I - A aplicagao f:G —» lim G/ tal que: x +——> (x+H ), e
a
P b < G
um homomorfismo continuo, pois cada aplicacao f:G—

tal que: x —>» x+H s e um homorfismo continuo.
[T - Temos f [‘xa+Ha)| = {xaG; f(x) = (x+Ha) = (Xa+Ha)] e
(x+H ) = (x _+H ) para todo a € I, se e somente se,
a a a

x-x € H , para todo a € I, se e somente se, X € x_+H
(63 o Qa o

para todo oo € I, se e somente se, x € (“] (x+H ).
ar ] R
Entio f [(x +H )J =1 Jdxen )
1

Em particular, H = Kerf= f " (0) = H
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1V

Por P2, cada H, e fechado em G, logo H € fechado em G.
Ainda por P2, cada vizinhanca do zero contem H , para
algum a ¢ I, e assim contem tambem H, o que nos da que
H e o fecho de {O}. Como G e de Hausdorff, temos en-

tao: H = 10}. Portanto f e biunivoca.

Para mostrar que f @ sobrejetiva e bastante mostrar que

toda familia (xa+Ha) e 1im N tem intersecao nao va

- <~ G -
zia, isto e, a imagem inversa por f e diferente do va-
zio.
Cada x +H_ e um subespaco completo de G, pois € uma
transtagao de H , como toda vizinhanga U do zero de G,
contem um Ha, por definicao da estrutura uniforme de
G, 0 correspondente xa+Ha é V-pequeno, onde V € a en-
tourage que corresponde a vizinhanga U.
Para simplificar, fixe Jientao o conjunto dos x +H

. - [ \

contidos em x,+H,_,, que e o trago de 1x +H } em X.+H_,
1 S P' , iy ) 1 a 0._; P [

2 4L o (CLeddn Lo Fy

Portanto, como os x +H sao fechados emG,} V{x +H_I i)

T

]

pois deve conter o ponto limite.

Finalmente, mostramos que a imagem de uma vizinhanga ,

—~ s .G
do zero em G e uma vizinhanga do zero em lim '/, e as
-1 - - . . a =
sim f e continua. Com isso terminamos a demonstracao

de 2.6. Seja V uma vizinhanga do zero em G, entao exis

te uma vizinhan¢a W do zero em G, tal que w2 (" V.

-

-or hipotese, existe a ¢ I, tal cue H_ W e dai

v o) WH, - Considere fn:G —> G/H a aplicacao cano-
‘ a
nica e v _: Tim G/, —> G/ , a restricao da projecao,
¢ e o o

entay temos: f =0 o f
[e 3 o
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f o v

Assim, V. ) WH ) f—]lf (W)' - ““

£ (w)' -
] ] - - »
f lwa fa(W)‘. Como wa 'fa(W)i e uma vizinhanca do

zero em lim © , segue-se que f(V) ) w_llfa(W)i e

uma vizinhanga do zero em 1im G/H .
I o

Teorema:

Sejam K um corpo, v uma valorizacao nao impropria de K ,
A o anel da valorizacao v e m o seu ideal. Entao K com a to
pologia T, e localmente compacto, se e somente se, satisfaz

as seguintes propriedades:

(°2)

I - K completo

discreta

[1°A

IT - v

IIT - 0 corpo de residuos k(A) e finito. Neste caso, A e

compacto.
Demonstracao:
I - Por 0.67 e 2.5, seque-se que K e completo. Da hipote-~

se de A ser localmente compacto, existe uma vizinhanca
compacta do zero. Por outro lado, existe a, tal que,

esta contido nessa vizinhanca compacta, isto pela
demonstragao de 1.3. Como e fechado num compacto ,
V& e compacto. Por 1.7, V& e um ideal de A, mostramos
na demonstracao de 1.14, que A e um anel principal, te
mos entao que existe a € K*, tal que Aa e compacto.
Portanto A = (Aa) a e compacto, pois a translacao e
um homeomorfismo.

IT - Mostraremos que se b # {O} e um ideal de A, entao
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e compacto e discreto e assim A e finito. Portanto,
em particular, kR(A) = A/m e finito, A e compacto
pois € a imagem de A pela aplicacao canonica, que e

continua pois a topologia e a topologia quociente.

As imagens inversas, pela aplicagao canonica, dos pon -
tos de A/b, sao da forma x+b, pois a imagem inversa do
zero é b . Entao, x+b e aberto, se e somente se, b e
aberto; Por 1.7, todo ideal de A, diferente de zero,
contem um V, e assim e aberto.

Logo os pontos de A sao abertos.

Portanto " & discreto

Do item II, sey # 0 em m, o anel A e finito.

Entao, por um resultado bem conhecido, existe somente
um numero finito de ideais de A, que contem Ay.
Mostraremos que P = {v(x); v(y) > v(x) > O} e finito.
Temos y € onde o = v(x).

Logo Ay (C_ V pois por 1.7, e um ideal de A.
Portanto so existe um numero finito de Voo jq9 que so
existe um numero finito de ideais de A que contem Ay
Isto quer dizer que so0 existe um namero finito de v(x)
tal que v(y) > v(x) > 0. Assim P e finito. Agora, co-
mo v(K*) e totalmente ordenado, P & totalmente ordenado
e sendo P finito, temos que P tem um menor elemento vy.
Entao, para todo x € A, tal que v(x) > 0, temos:

ou v(x) > v(y) > v, pois v(y) > vy, sempre;

ou v(x) < v(y) e neste caso, v(x) € P

Entao v(x) > v
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Assim v(x) > y e y € o menor elemento de v(K*). Como P e finito,
existe um maior inteiro m > 0, tal que my € P

Dai, my < v(y) < (m#l) y e 0 < v(y) - my < vy

Como y @€ o menor elemento de P, temos:

v(y) - my = 0, donde v(y) = my

Portanto, v(K*) = Z y e v e discreta.

Dy

Reciprocamente, podemos supor sem perda de generalidade que v
normaljzada pois a composta de uma valorizacao de K com um isomor-
fismo de grupos ordenados e ainda uma valorizagao de K, a qual de-

fine a mesma topologia que a definida por v.

Seja u um elemento uniformizante de v, por 1.14, R(A) = A/, e as
sim pela hipotese, A e finito.
. ~ Au” n n+l
Como a aplicacao, A —» o E > 0 tal que, x -— xu + Au
Au

- . - . A - .
e um homomorfismo de nucleo igual a Au, segue-se que / e isomor

n n
fo (como grupo) a _Au e assim ——Aﬂ—T— e finito. Por outro la
n+1 n+ -
Au Au
A,
A n+1 A _ ~ A -
do - =/, e entao seque-se por inducao que "/ . e fi-
Au / u Au?
Aun+l A
nito para todo j > 0. Logo A/ i e compacto e pelo Teorema de Ty-
Au
chonoff, I A/ . e compacto.
j>o0  Au
Como A & fechado em K e K € completo, entao A e completo. ( Veja

[2], Chap 11, § 3.4, Proposigao 8). Assim Aud e completo, pois a

aplicacdo translagao ( x —> x u") & uniformemente continua e por-

tanto por 0. , leva completo em completo.

Por 2.6, a aplicagao canonica f:A —»> lim A/A . e um isomorfismo
—_ u

de grupos topologicos, logo lim A/ . e completo e assim como
< Au?
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| / . e compacto, temos que lim [/ . e fechadoem T / .
>0 Au <~—  AuY j>o  AuY
(veja |21 Chap II, § 3.4, proposigao 8) o que nos da que Tlim A/ ;
< Au

e compacto.

Portanto, pelo isomorfismo, A € compacto e uma vizinhanca compacta
do zero, donde K e localmente compacto.

(bserve que na reciproca de 2.7, nao foi preciso usar toda a hipo-
tese. Em lugar de K ser completo, bastaria a condigcao A e comple-

to.



I 3. COMPLETAMENTO DE UM CORPO VALORIZADO

I Nesta secao construimos o completamento K de um corpo va-
Borizado em relacao a uma valorizacao de posto arbitrario. Mostra-
lros que R € um espaco uniforme de Hausdorff e a unicidade do comple
ltamento. Vemos que todo homomorfismo continuo de um corpo topologi
lco em outro, e uma aplicacao uniformemente continua, quando conside
lramos esses corpos topologicos como espaco uniforme. Depois, mos-
tramos que K e um corpo topologico; que podemos estender de mancira
hnica, a valorizagao v de K*¥, a uma valorizagao v de K* e que a to-
[pologia definida por v, coincide com a topologia de K. Baseados na
definicao de limite de uma aplicacao em relacao a um subespaco e na
proposicao 0.35, damos como observacao, a maneira de atuar de v, so
bre os elementos de R*.

Finalmente, revisitamos o caso em que temos uma valoriza-
¢ao de posto 1. Aqui, temos que o completamento por meio de fil-
tros de Cauchy, coincide com o completamento, por sequencias de Cau
chy, como usualmente.

Definamos K como o conjunto dos filtros de Cauchy mini-
mais de K. Consideremos a sequinte colecao de subconjuntos de KxK:
Seja Va 0 conjunto de todos os pares de filtros de Cauchy minimais,
0s quais tem em comum um conjunto Va-pequeno, no sentido de Nn.a9,
onde Va € uma entourage do espac¢o uniforme K.

Vejamos que o conjunto dos V forma um sistema fundamen-

tal de entourages para uma estrutura uniforme de K.

I.1 - Como cada H ¢ R e de Cauchy, por (0.50), (#,H) ¢ V, para toda

entourage V de K. Assim, Va contem a diagonal de K x K
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1.

1.2 - Se Vq’sao entourages de K, entao, por 0.37, V_= Variva,

e uma entourage de K e todo conjunto VB-pequeno e tam-

bem Va-pequeno. Assim, VB(—‘ Va Va.

I.3 - Segue-se imediatamente da definigao que cada e sime-

trico, isto e, V =1V
o a

[.4 - Dada um entourage V de K existe, por 0.37, uma entou-

— 2
. d , -
rage XP e K, tal que XP ( Ya
Considere filtros de Cauchy minimais: {{ , D e T, tais
2
que: (H,D) € e (D,E) € VB’ isto e: (H,E) ¢ Vg entao

existem dois conjuntos V_-pequenos, M e N, tais que:

R
MeltND e Ne DNE

Como M e N pertencem a D, por 0.17, MNN # 6 e assim
MUN @ Vﬁ-pequeno, o que implica que Ml e Xg-peqdeno,
Como MUN ) MAN € HNE, entio MUN € IINF

Entao, como MyuN e V -pequeno e pertence a !INE, temos

2
VB ( . Portanto, por 0.39, o conjunto dos , for
ma um sistema fundamental de entourages para uma estru-

tura uniforme de K.

Proposicao:

0 espaco uniforme K e de Hausdorff

Demonstracao:

Sejam /[ e D dois filtros de Cauchy minimais de ¥, tais
que (II,0) € ,» Para todo a, isto e: H & D conteom ca cortny uin
conjunto V -pcqueno para toda entouraae de K

Entao, por N.72, os ccnjuntos dyt, com M ¢ 1t e o D, Toroan

uma base de un filtro T, menos fino que If 2 0, nois M wllid ¢
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2.

e (MU )MM UN')Y ™) (MNM Yy (AN,

Mostraremos aqora que [ e de Cauchy.
« Para toda entoruage de K, existe por hipotese, um con-
junto Va-pequeno P, pertencendo a amhos H e U ¢ nortanto a L,
o que mostra que E e de Cauchy.

Entao, por 0.56, como E e um filtro de Cauchy menos fino que
H e D, temos que H = E =1

Dai, se H # D, existe a para quil, (1,0) ¢V,

Por 0.39, existe B para o qual . . Assim,(H,D) ¢ V. e
dai, H ¢ VB(D) e D¢ VB(H)'

Suponha que existe F ¢ VB(D)f\VB(H).

L}

Entao, (F,D) ¢ V_ e (F,H) € V_, e por 0.36, (H,0) e V, (— V ,

B R R

0 que e uma contradicao pois (#,D) ¢

Logo VB(D)f\VB(H) = ¢ e portanto K e de Hausdorff

Por 0.58, para cada x € K, o filtro de vizinhancas R(x) em kK,
e um filtro de Cauchy minimal.

Definimos entao, i:K —% K, tal que: 1i(x) = R(x). Temos que
i esta bem definida e que i € continua pois se x esta suficien

temente proximo de y, B(x) = B(y)

Lema:

Seja f = i x i, a imagem inversa por f, das entourages de
R, formam um sistema fundamental de entourages para a estrutu
ra uniforme definida pela imagem inversa atraves de i, da es-

trutura uniforme de K.

Demonstracao:

-1 -1

- £ v ny
¢

I - f (V. )Nf (v
de K.

para Va, V da estrutura

B) R

f. C. Centro de
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II - Todo f ](V ) contem a diagonal, pois vy, contem a diago-
nal em K x Ke f ](Va)=[(x,y) e K x K; i(x),i(y)‘ e V 1
) 2 i S
IIT - | pois, (x,y) €
se e somente se, (y,x) € f ), se e somente se,
i(y),i(x)|] € V , se e somente se, 'i(x),i(y) € , se
e somente se, (x,y) ¢ f ](V ).
- . 2 ~ -
IV - Se V, e tal que %3(:j Va para algum a . - a existencia
2
de V. vem de 0.39. Entdo [f )‘ _f (v)
B 2 B8 o
Se (x,y) € f_](vb) , para algum z, (x,z) € f_](V ) e
(z,y) € f-T(vB), donde, 1(x),i(z)]eVB e |1(2),1(y)|eV,
- 2 _ ’ - -
e dafd, [i(x),i(y) € VD —_ Va. Portanto (x,y) e f ](Va).

Portanto por 0.39, temos o que queriamos.

Llema:

n
0 conjunto dos V , forma um sistema fundamental de entoura

ges de K.

Demonstracao:

Por 0.37, dada uma entourage de K, existe uma entoura-
2e X“ de K, tal que Va ( . Y- e entao V“ — VB' [ claro que
V., n > 1y & uma entourage de K, isto por 0.40, ja que

Se (x,y) eV , V (x)L)Va(y) € uma vizinhanca de x e de y,

e mais: Va(x)L)Va(y) e Va-pequeno e assim |i(x),i(y)]| = V(l e
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3 - 3
-1
(x,y) € f (Va). Portanto V (_ f (V).

L

Demonstracao:

Como Va(x) e uma vizinhanca de x e Va(y) e uma vizinhanga
de y, segue-se que V (x)yV (y) e uma vizinhanca de x e de y.
Sejam y,y2 3 Va(x), entaoz(x,y) € Vm e (y',x) & Va, logo
(y,y') € Vu. Assim Wg)e Va-pequeno.
Agora, se z,z' e (x)LJVa(y). Podemos supor que z £ V (x) e
z' € Vu(y), isto e: (z,x) e V. e (z',y) S v, ,

Como (x,y) € por hipotese, temos: (z,y)eV , assim (z,7"')eV

Portanto, va(x)k;va(y) e V_ -pequeno.

Proposicao:

A aplicacao i:K —> K e uniformemente continua.

Demonstracao:

6.

Para mostrar que i e uniformemente continua, mostraremos
que a estrutura uniforme de K e a imagem inversa por i, da es

trutura uniforme de K.

Em vista de 3.2. 3.3, & bastante mostrar que:

-1,7 -1

) v, @ ).
] [ - ~

— Se (x,y) € f_ (Va), entao i(x),i(y)! e e assim existe

um conjunto V -pequeno M, o qual e uma vizinhanca de x e de
Como M x M (— V , seaue-se que (x,y) ¢ Vq. Logo

y
f-](va) ( V , a sequnda inclusao ja foi demonstrada em

3.4.

Proposigao:

i(K) & denso em K e K & completo em relacao a estrutura

que definimos no inicio desta segao.

{
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Demonstracao:

I

- Seja V(H) uma vizinhanca de um ponto H ¢ K

Temos = {i(x); xeK e (H,i(x))ev}

Como H e de Cauchy, considere M a uniao dos interiores
de todos os conjuntos -pequenos de H

Como H € minimal, por 0.61 e 0.17, M ¢ {f

Podemos dizer ainda que V(H)Mi(K) € o conjunto dos
i(x) = B(x), tais que existe uma vizinhanga de x, per-
tencente a H, que e V, -Pequeno; ou ainda:V(H)Ni(X) e o

B(x), tais que x e ponto interior

conjunto dos 1i(x)
de um conjunto Va-pequeno de H

Desta forma, V(H)Ni(K) = {i(x); XEM} = i(M) # 6, pois
M e H. Portanto i(K) e denso em K

Vimos em I, que M € H, logo i(M) e i(H),

isto e: V(H)Ni(K) e i(H).

Como i(H) e uma base de filtro, por 0.17, segue-se que

V() = V(H)Y(Vi(K) € i(Hl). Entao i(H) e mais fino que
B(H), o filtro de vizinhangas de

Portanto i(H) converge para H, em K

Seja F um filtro de Cauchy sobre i(K).

Por 3.5, a estrutura de K e a imagem inversa por i, da
estrutura de i(K) e por 0.53, i ](F) e uma base de um
filtro de Cauchy A , sobre K.

Seja H um filtro de Cauchy minimal, menos fino que A -a
existencia de H e de 0.57.

Entdo i(H) € uma base de filtro de Cauchy sobre i(K) ,

. . 0 - .
pois i e uniformemente continua, e F = 1’1 (F)| e mais
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fino que o filtro cuja base e i(H), pois {{ e menos fino que
i-](F), ja que H & minimal.

Como i(H) converge em K, assim converge o filtro que o tem
por base. Consequentemente F converge em K, pois e mais fino

que o filtro cuja base e i(H).

Portanto por 0.62, K e completo.

Proposigao:

Dada uma aplicacao uniformemente continua f:K — Y onde
Y e um espaco uniforme de Hausdorff completo, existe uma uni-
ca aplicacao uniformemente continua g¢g:K — Y, tal que f=g o
Ademais se (i,,K ) e outro par, constituido de um espaco uni-
forme de Hausdorff completo K] e de uma aplicacao uniformemen
te continua i]:K — K], com a propriedade acima, entao exis-

te um unico isomorfismo yY:K —> Ky tal que i] = ) o i.

Demonstracao:

I - Seja f uma aplicacao uniformemente continua de K num es
pa¢co de Hausdorff completo Y.
Mostraremos inicialmente que existc uma unica aplicacao
uniformemente continua gO:i(K) —> Y, tal que f=go o 1
Como f € continua, f(x) = lim f(B(x)) onde o limite @ de
f em relacao ao filtro B(x). Este limite existe e e
inico pois Y € de Hausdorff completo e f(R(x)) e uma ba
se de filtro de Cauchy.

i(x)

Temos entao: f = g_ o i

Tome 99> tal que 90 = 1im f(B(x)).

Resta mostrar que 95 e uniformemente continua em i(K).
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Seja U uma entourage do espac¢o uniforme Y. Pela conti-
nuidade de f, existe uma entourage V, de K, tal que a
relagao: (x,x') e V, implica (f(x), f(x') € U. Pela de
monstracao de 3.9, temos que i(x), i(x') e V, dimpli-

ca (x,x') € V e por sua vez a continuidade nos da:

gOL1(x)J , gol1[x e U. Entdo g e uniformemente
continua. Como 9, e uniformemente continua e i(K) e
denso em K, por 0.55 e 0.63, temos uma unica extensao

g, de g , satisfazendo a relagao f = g o i

I - Unicidade
Seja i:K —> K
Dado i]:K —> Kq» existe uma unica
g:K —> K}, uniformemente continua tal
que: 1. = g o i
Por outro lado, se considerarmos, i]:K — . vela pri

meira parte , dado i:K > K, existe uma unica aplica-

cao h:K1 —> K, uniformemente continua, tal que: i—hoH,
Assim temos: i =hogo i

i] - goho i]
Como 1, i] sao sobrejetivas, temos: hog = id- e qoh:idK
Portanto g e o Unico isomorfismo, que no enunciado cha-
mamos de 1y, tal que: i] = o i
Quando identificamos K com i(K), os filtros de Cauchy
minimais sobre K, sao os tragos sobre K, dos filtros de
vizinhancas dos pontos de K

lLema:

Todo homonmorfismo continuo { de um corno tonoloanico V, en



um corpo topologico K, e uniformemente continuo, quando consi
derado como aplicagao do espaco uniforme K, no esnaco unifor-

me K

Demonstracao:

Dado V' uma vizinhanca do zero no corpo tonolocico K', ne
la continuidade de f, existe uma vizinhanca V do zero, no
corpo topologico K, tal que f(V) V',

Por definicao das estruturas uniformes de K e K', temos asso-
ciados a V e V', as entourages U e U', respectivamente das es
truturas uniformes de K e K'.

Agora, se (x,y) € U, y-x ¢ V e pela continuidade de f,

f(y-x) e f(V) (C_ V'.

Como f € um homomorfismo, temos: f(y) - f(x) € V' , e dai:
(f(x), f(y)) e U'.

Portanto f e uniformemente continua.

Proposicao:

0 completamento K de um corpo topologico de Hausdorff K,
e um corpo topologico, se a imagem pela aplicacao: X -—> X ,
de todo filtro de Cauchy com respeito a estrutura aditiva ,
o qual nao tem o zero como ponto de acumulacao, ¢ um filtro

de Cauchy.

Demonstracao:

Em primeiro lugar vejamos que as aplicacoes: (X,Y)i-->x-y;
(x,y) —> xy e X r—> X ], respectivamente, de KxK ———> K ,
KxK —> K e K* — K, se estendm continuamente a aplica -

coes de: KxK —> K, KxK —> K e K* —> K, respectivamente



A aplicagao produto se extende continuamente a K. (Veja [2

Chap III, § 6.5 Teorema 1) a primeira e um homomorfismo conty
nuo em K, logo, por 3.3, uniformemente continua e por 0N.55 ,
leva base de filtro de Cauchy em base de filtro de Cauchy.
Observamos que toda vizinhanca de H em K, intersecta K, pois
K € denso em K. Entao por 0.27, o traco sobre K, do filtro
de vizinhancas de H em K, € um filtro. Como o filtro de vizi
nhancas de H em K, e de Cauchy, por 0.54, o0 seu traco sobre
K, e um filtro de Cauchy sobre K, e € claro, nao tem o zero
como ponto de acumulagao.
Entao temos que, em particular, as aplicacoes KxK — K, tal
que (x,y) +—> Xx-y e K* — K, tal que X > X ! Tevam o tra
¢o sobre K, do filtro de vizinhangas de H em K, num filtro de
Cauchy.
Assim, por 0.63, podemos estender a primeira aplicacao a KxK e
a Ultima aplicacao a K*
Falta agora verificar as propriedades da estrutura de corpo:
associatividade, comutatividade e distributividade. Estes re
sultados sequem-se de 0.18 '
Vejamos:
« Considere a aplicacao: K x K x K-——— K
(X, ¥y 2) ——> (x+y) + 2

e a aplicacdao: K x K x kK —3 5

(Xy ¥y 2) ——> x + (y+2z)
Sabemos que f(x,y,z) = g(x,y,z) para {(x,y,z) ¢ K x K x K, sub
conjunto denso de K x K x K, entao por 0.18, f=g em K x K x K

e temos a associatividade da soma em K
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- Considere a aplicacao: h:K x K ——> K e a aplicacao
(X,y) —> x+y
h':K x K ——> K
(x,y) ——— y+x, da mesma forma, por 0.18, temos h = h' em
K x K e temos que K e comutativo com a operacao soma.
« Sejam as aplicacoes: K x K x K—> K e K x K x K — K
(x,y,2) —> x(y+z), (x,y,Zz) —> xy+xz.
Claramente, por 0.18, temos a distributividade em K
0 caso para a operacao produto, e analogo, e assim termina-
mos a demonstracao.
Sejam K um corpo valorizado em relacao a uma valorizacao v e
G = v(K*) com a topologia discreta, entao temos os seguintes

resultados:

Proposicao:

K e um corpo topologico, e a aplicacao i:K —> K € um ho-

momorfismo.

Demonstracao:

I - Por 3.9, basta provar que: Se F e um filtro de Cauchy
de K*, para o qual o zero nao e um ponto de acumulacao.

Entao, a imagem de F pela aplicacao de K* —> K, tal

1

que, X —> X um filtro de Cauchy em K.

(2}

— Como o zero nao e um ponto de acumulacao de F, por 0.31,
o zero nao e um ponto limite de F e por 0.28, F nao e
mais fino que o filtro de vizinhangas do zero.

Logo existem M g F e B ¢ G, tais que: MNV = ¢, donde

v(x) < B, para todo x € M, isto e: B e uma cota superi-

or para V(M).
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Agora, dado a € G, se M' € F e tal que M' (T M e
X~y € , onde y = sup + ZB,B}, para x,y € M', entao
por 1.5, v(x_] -y ]) > o, isto é: x 1 - y—1 e V

Logo a aplicacao x —> x—], de K¥ —> K, € uniformemen-
te continua. Portanto por 0.55, como F e um filtro de
Cauchy de K*, temos que a imagem de F pela aplicacao ,
X —> X ], e um filtro de Cauchy de K.

II - Por construcao de estrutura de corpo de K, temos que i

e um homomorfismo.

Proposicao:

A valorizacgao v de K, pode ser estendida dc maneira unica

a valorizacao de v de K e v(K*) = v(K¥).

Demonstracao:

Por 1.6, V/K* e um homomorfismo continuo de K* em G, e as

sim por 3.8, V/K* e uma aplicacao uniformemente continua.
Para cada H € K, o traco sobre K do filtro de vizinhancas de
H em K, e uma base de filtro de Cauchy, pois K e denso em K
e por 0.27 e 0.54.
Entao por 0.55, a imagem por v, do referido traco, & uma hase
de filtro de Cauchy sobre G. Assim, por 0.63, v pode ser es-
tendida a uma aplicacao continua, v:K* — G. Da extensao de
v, temos: v(0) = v(1) = 0 e v(K*) = v(K¥).

Temos ainda, as aplicagoes: K x K —> G e K x K = G

(X,y) > v(xy) (x,y)—>v(x)+v(y)
sao continuas e coincidem no subconjunto denso K x K de K x K.
Entao por 0.18, elas coincidem em K x K

Assim, v(xy) = v(x) + v(y) em K.
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Finalmente, a relacao v(x+y) - { } > 0 e valida

e continua

(x,y) — inf {v(x), v(y)}
Logo v(x+y) - inf {v(x), v(y)} e continua. Dafi,

sobre K* x K* e a aplicagao: K* x K*

{(x,y) e K¥ x K*; v(x+y) - inf (v(x), v(y;);(% € fechado em
K™ x K* e como K*x K* & denso em K*x K*, seque-se que,

*

v(x+y) - inf {v(x), v(y)l > 0, para todo (x,y) ¢ K x K

*

Portanto, v(x+y) > inf{ v(x), v(y)}, para todo x,y ¢ kK*

Lema:

Para todo a, os fechos V. e V' de V_ e V' em K, respecti-
a o o a
vamente sao definidos pelas condigoes: v(x) > a e v(x) > o ,

respectivamente.

Demonstracao:

Seja a £ G e x ¢ V;
Para cada y ¢ Va, suficientemente proximo de x, tal que
v(x-y) > v(y). A demonstragao de 1.5 nos da que
v(x) = v(y = v >a - a Ultima iqualdade e do fato de yeK.
Assim, { vix) > a} e Va ("~ {x e Kj; v(x) > a}
Reciprocamente, seja x ¢ K* tal que, v(x) > «a

Para y suficientemente proximo de x, tal que v(x-y) > v(y).

Temos como acima, que o < v(x) = v(y) = v(y) e ail v ¢ V¥ e
X € V; Dai {x e K3 v(x) > a} — V- Conscquentemente,
= [ - - -
Va = 4x € K; v(x) > a}. De maneira analoga, ohtemos que
V' = {x e K; v(x) > a}.
a
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Proposicao:

A topologia induzida 1 pela estrutura uniforme de K ,

coincide com T~

Demonstracao:

E suficiente mostrar que os fechos em K dos V (v,), for
mam um sistema fundamental de vizinhangas do zero em K, uma
vez que por 3.12, esses fechos sao: Va = {x e K3 v(x) > a}
Por 3.1 e 0.48, K e regular e por 0.15, toda vizinhanca do
zero em K, segundo 1, contem o fecho V de uma vizinhanga U
do zero em K, sequndo t. Como K e denso em K e U e aberto
em K,V & tambem o fecho do trago de U sobre K em K, sequndo
1. Assim os fechos em K das vizinhancas do zero sequndo 1,
formam um sistema fundamental de vizinhancas do zero em K
Por construcao da estrutura uniforme de K, a topologia indu-

zida por T, sobre K, e a propria 1 . Portanto seque-se o re

sultado.

Proposicao:

0 anel de valorizacao de v & o completamento A do anel A
de valorizagao de v. 0 ideal de v e o completamento m do
ideal de v. Ademais, A = A+ m e o corpo de residuos da va-
lorizacao v € canonicamente identificado como o corpo de re-

siduos da valorizacao v.

Demonstracao:

I - 0 anel da valorizacao de v e {x e K; v(x) > O} = A’
Por 342, temos, A' = A = A.

Analogamente, por 3.43,0 ideal da valorizacao de v e m.



I1 - Seja x ¢ A, entao existe y € A, suficientemente proxi-
mo de x, tal que v(x-y) > v(y) > 0. Logo x-y € m
Assim x =y + (x-y) e A+ m e A A+ m .

Como A + m A, seque-se que A = A + m

-

~ A
Considere agora a aplicagao g:A — /- = —_

tal que: x — f(x) + m onde f:A —> A + m ¢ a aplica-
Gao X > X + m

Como f € sobrejetiva, temos que g tambem e sohrejetiva.
temos ainda que Kerg = {x e Ay f(x) ¢ ﬁ} = m
Portanto, pelo teorema fundamental dos homomorfismos ,

_ A
temos, m /ﬁ

3.15. Observacgao:

Por 0.33, 0.34, 0.35 e devido a unicidade, (3.31), para

cada H e K, v(H) = lim v(y), ou por 0.32 e 0.35, se
y+l,yeK

F = B(H)f\K*, onde B(H) ¢ o filtro de vizinhancas de H em E,
temos: v(ll) = 11'mF v, 0 que significa que para cada /[l ¢ K ,

v(H) @ o limite da base de filtro de Cauchy, v|A(Il) K"

3.16. Definigao:

Dizemos que f:(Ky,vqy) —> (Ky,v,) e um homomorfismo___de

corpos valorizados se f:K1 —_ e um homomorfismo e
v](x) = v2( f(x) ) para todo x € K].
Observe que todo homomorfismo de corpos valorizados ¢ conti-

nuo.

3.17. Definicao:

Dizemos que f:(K;,vq) —> e um _somorfismo de

corpos valorizados, se existe g:(KZ,vq)-_~> (K],v]) tal que

O, F. C. Centro de Cléncies
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gof = 1dK], f og = 1dK2, V, O f = Vi e vy 0g = v,
Teorema:
Sejam (k,v) um corpo valorizado e i:(K,v) -—> (K,v) 3

aplicagao: x —> B(x), temos entao:

I

II
ITI
Iv

K e completo em relagao a estrutura uniforme definida
por v

i(K) e denso em K relativamente a T~

A ap]icagﬁo{é um homomorfismo de corpos valorizados.

v(K*) = vli(K )

Dados um corpo valorizado completo (L,w) e

f:(K,v) —> (L,w) um homomorfismo de corpos valoriza -
dos, existe um unico homomorfismo de corpos valoriza -
dos g:(K,v) —> (L,w) tal que, f = g o i. NDecorre dai
que o completamento (K,v) e univocamente determinado a

menos de um isomorfismo de corpos valorizados.

Demonstracao:

I

- Denotamos [K , u' 0 espago uniforme cuja estrutura uni

forme e dada por U (isto €: a estrutura uniforme de ¥,

construida no inicio desta secgao) e |K,U 0 espago

uniforme cuja estrutura uniforme e dada por v.

Para mostrarmos que K,U*‘ e completn, e hastantc mos-

trar que todo filtro F que ¢ HV—Cauchy (istn ¢: F e de
Cauchy em relagao a estrutura uniforme dada por v) e
tambem U-Cauchy, pois como por 3.6 lK , Ul e completo,
temos que F t-converge para x € K e assim F Tg-converge

para x € K, pois por 3.13 1 coincide com t-

Portanto 'K , UV' e completo.
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Para terminar, mostrar que tedo filtro UG-Cauchy e tam-
bem U-Cauchy & mostrar que a aplicagao inclusao

f:[K s U;J—-—'P[é s U} e uniformemente continua.

Por 3.5, i:[K R ;IK , U]tal que X j—p B(x), e unifor
memente continua e por 3.6, identificamosZK s Uv]com um
subespago denso de[K, U}. Como 7 e Zycoincidem, podemos
identificar[K, UQ]com um subespago denso delK, U-Jentéo
i1 pode ser estendida alK, Ué} maneira Unica e a exten-
sdo € uniformemente continua.

Temos que i(K) é& denso em R relativamente a 7. como/{ e
coincidem, i(K) € denso em R relativamente a a?.

As demonstragoes de III e IV estdo em 3.10 e 3.11.

Por 3.7, existe uma Unica aplicagao uniformemente conti
nua g:R—>L, tal que f=goi. Resta provar: w g=v
Sabemos que v/i(K)[i(xﬂ——v(x) para cada x¢K.

Mas, v(x)=(wef)(x)= KWu(gu iﬁ-— (wo g)(i(x) )

LOgo Como v e wu g sao continuas e
i(K) & denso em R, segue-se v—won g.

No caso de valorizacao v de posto 1, podemos definir em
K, a metrica d: KxK—>R tal que d(x,y)- c X),Orcc-l
Tendo em vista isso, os. resultados seguintes nos darao

a relagao entre completamento por meio de filtros de Cau

Chy e o completamento por sequencias de Cauchy.

.19 Proposigao:

Um filtro elementar F, associado a uma sequencia (xy) de
elementos de K, & de Cauchy com relagdo a estrutura uni-

forme
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U de K, se ¢ somente se, dado U e U, existe n(U) « Z+ » tal

que, para inteiros m,n > n(U), temos (x[,x ) = U

N

Demonstracao:

Por 0.24, a existencia de F ¢ F e equivalente a existen-
cia de N, € Z+, tal que para n > n,» temos X, € F
Assim, se F e um filtro de Cauchy, dado U e U, existe n(U)
tal que se m,n > n(U), temos XpoXp € F e (xn,xm)eFxF .
Reciprocamente, da existencia de n(U), segue-se a existencia
de F ¢ F, tal que X, € F, para n > n(U).
Portanto, para m,n > n(U), temos (xn,x ) € U, por hipotese
Consequentemente, F x F Ue F e de Cauchy.
De 0.41, se U e gerada pela metrica d, temos: um filtro ele
mentar associado a uma sequencia (xn) de elementos de K, e
de Cauchy, se e somente se, dado £ > 0, existe n(£) tal que,
d(x ) < &, para m,n > n(g).

n’x

I n

Proposicao:

Se a estrutura uniforme U de K, e gerada pela metrica d,
entao, um filtro elementar F, associado a uma sequencia (xn),
converge para X e K, se e somente se, dado £ > 0 existe
n(£), tal que d(x ,x) < &, para n > n(g), isto &, se e somen

te se, (xn) converge para X.

Demonstracao:

Dado £ > 0, isto e, dado uma vizinhanga qualquer Vg(x) R
de x, por 0.28, existe F ¢ F, tal que F VC(X)’ isto ain-
da quer dizer que existe n(&) de maneira que para n > n(§) ,

temos x € F VE(X) e assim d(xn,x) < £
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Reciprocamente, dado uma vizinhanca VF(x), isto e: dado £>0,
existe n(g) e com ele F ¢ F, tal que para n > n(g) ( isto e:
X, € F), temos: d(xn,x) < & . Assim F (" Vg(x) e I conver-
ge para x g K.

Teorema:

Sejam (K,v) um corpn valorizado, v uma valorizacao de
posto 1 e d a métrica sobre K, d(x,y) = c X. ¢ e R,
0 < ¢c< 1. Considere sobre K a estrutura uniforme U gerada

pela metrica d. Entao, K € completo relativamente a U, se e

somente se, 0 espaco metrico (K,d) e completo.

Demonstracao:

Se K e completo, todo filtro de Cauchy relativamente a U,
& converqgente. Em particular, dada uma sequencia de Canchv
(x ), o filtro clementar associado, por 3.17%, e de Cauchy e
converge para X ¢ Entao por 3.20, a sequoncia (x ) con-

verge nara x g K

Peciprocamenta, seja F um filtro de Cauchy rclativamente a .

Entao por definicao de filtro de Cauchy, para todo n . 7,
T

existe um conjunto Fn e i tal que a(Fn) < — - opde arn e dia

n
metro de Fn. Podemos construir uma sequencia (xn) de elomen

tos de K, cscolhendo para cada n ¢ Zgs um pontn x , no con-

junto F]f\ ses NOFF 4, pois Fooe F Entao para todn m<n,

temos d(x ,xn) < — , pois ambos x_,x ¢ F

m m

Assim (x, ) e de Cauchy.
Por hipotese (xn) converge para x £ K. Mostraremos aqgora

que x € o ponto limite de F .

" —
Dado £ > 0, seja n tal que, — < %/?

n



Como x e um ponto Timite de (xn), podemos escolher n, de ma-

neira que x_ e B_ (x) onde B, (x) € a bola de centro x e raio
"oy b/
2 2
/2
Assim, G(F”) < — < /L e X € Fn, implicam que Fn(__ﬂg(x)

Portanto F converge para x € K e K e completo.
Concluimos portanto nu= no caso de valorizacao de pesto 1, o
completamento por meio de filtros de Cauchy, coincide com o

completamento por sequencias de Cauchy, como usualmente.
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