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Capitulo 1

Introducao

Sejam ¢ : M™ — S™"™ uma imersdo isométrica de uma variedade Riemannaina M" na
esfera S"™™ e Ay = A (M), o primeiro autovalor do Laplaciano A = Ay; em M na métrica
induzida por . T. Takahashi, [15], provou que Ay + np = 0 se, s6 se, ¢ é uma imersao
minima. Em particular, se ¢ é minima entao A; < n.

S. T. Yau, [16], conjecturou que se ¢ ¢ um mergulho minimo de uma hipersuperficie
compacta, orientdvel M™ em S™'! entdo o primeiro autovalor do Laplaciano (na métrica
induzida) é exatamente n. Em contraste, M. Obata, [12], provou que se uma variedade
Riemanniana compacta M"™ satisfaz Ric(M) > n — 1 e Ay = n entdo, M™ é isométrica
a esfera S™ Um outro resultado de rigidez relacionado com o primeiro autovalor A; do
Laplaciano é o teorema de S. Montiel e A. Ros, [9], que diz o seguinte: Se ¢ : T? — S% é um
mergulho minimo do toro 7?2 em S* e A\; = 2 entao, T? é o toro de Clifford.

Para algumas classes de variedades Riemannianas isoparamétrica a conjectura de Yau foi
provada por Muto, [10]. Entretanto, o primeiro resultado geral foi obtido por H. I Choi e A.
N. Wang, [3]. Usando as fémulas de Bochner e de Reilly, eles provaram que se M™ é uma
hipersuperficie compacta minimamente mergulhada em S™*! entdo A\, > A. Barros e
G. P. Bessa em [1] mostraram uma melhor estimativa que a obtida por H. I. Choi e A. N.
Wang. Mais precisamente, eles provaram que para uma hipersuperficie minima compacta
M™ mergulhada em S™*! o primeiro autovalor do Laplaciano satisfaz a seguinte desigualdade:

onde f é a extensdo harmodnica de uma primeira autofungao de M™ a uma das componentes
conexas de S™t1\ M™.

Nesta dissertacdo apresentaremos uma estimativa para o primeiro autovalor do Laplacia-
no de uma hipersuperficie minima compacta M™ da esfera S™*! obtida por Barros e Bessa,
calcularemos o Laplaciano do quadrado da norma da segunda forma fundamental de uma
imersdo com algumas aplicagoes a estimativas do primeiro valor préprio do Laplaciano de
imersdes minimas e mostraremos dois resultados devido a P. F. Leung, [7], que estimam
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a curvatura de Ricci de uma subvariedade minima da esfera em termos da segunda forma
fundamental da imersdo. Estes sao,

Teorema 5.0.4 [Leung] Seja ¢ : M™ — S™™ uma imersao minima. Entéo, para quaisquer
p€ MV, eveT,M, com |v|]| =1 tem-se,

- (1.1)

onde S é o quadrado da norma da segunda forma fundamental de ¢.
Usando o teorema de Obata mostraremos o seguinte teorema, também devido a P. F'. Leung:

Teorema 5.0.5 Seja M™ uma subvariedade minima fechada em Seja f uma autofuncao
em M correspondendo ao autovalor nao-nulo A, entao

(1.2)

onde dV é o elemento de volume em M™. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,
ou M™ é totalmente geodésica e A é o seu primeiro autovalor nao-nulo se n > 3, ou M™ é

isométrica a e A é o primeiro autovalor nao-nulo caso n=2.

Estes resultados permite-nos obter informacoes importantes acerca de M". Com efeito,
supondo no Teorema (5.0.4), que M™ é compacta e S < n, o Teorema de Bonnet-Myers
implica na compacidade do recobrimento universal M* de M™. Dali, segue-se que o grupo
fundamental m1(M) de M™ é finito. Subjacente ao Teorema (5.0.5), decorre que se S for
constante entdo S > n — A;.

Na demonstragido do Teorema (5.0.5) utilizamos o teorema de Obata, que diz:

Teorema de Obata: Uma variedade Riemanniana completa de dimensao n > 2 possui uma
funcao nao-constante f satisfazendo Hessf = —c%fI, se, e s6 se, a variedade é isométrica a
uma esfera S™(2) no espago Euclidiano.

A estrutura desta dissertacao é a seguinte: no Capitulo 2, sera desenvolvido todo material
inerente ao nosso trabalho, incluindo algumas identidades que relacionam o Laplaciano de
uma funcdo de classe C* em M™; no Capitulo 3, demonstraremos as férmulas de Bochner,
de Reilly e faremos também uma pequena exposi¢ao sobre as equagoes de estrutura em
uma variedade Riemannaiana, visando calcular o Laplaciano de um tensor simétrico que
formalmente satisfaz as equagoes de Codazzi; devido a importancia de se estimar o primeiro
autovalor de uma variedade Riemannaina, no Capitulo 4 faremos algumas aplicac¢oes destas
f6rmulas exibindo algumas estimativas para A\;(M). Além disso, demonstraremos o resultado
de A. Barros e G. P. Bessa; no Capitulo 5, demonstraremos os resultados de P. F. Leung
e por fim, no Capitulo 6, apresentaremos alguns exemplos de imersoes minimas da esfera
Euclidiana.



Capitulo 2

Preliminares

O principal objetivo deste capitulo é fixar as notagdes, rever algumas defini¢oes e
resultados basicos e, por fim, estabelecer determinadas relagoes que serao importantes nos
capitulos posteriores. Lembramos que evitaremos demonstracoes de resultados basicos as
quais poderao ser encontradas nas respectivas referéncias.

Desde ja ficard estabelecido que a notagdo M, ou se necessario M"™, representard uma
variedade Riemanniana de dimensdo n, com métrica (- , -) e conexdo Riemanniana V.
Indicaremos por x(M) o espaco dos campos de vetores de classe C* em M e por D(M) o
anel das fungdes de classe C® em M e, se p € M, entdo T,M denotard o espaco tangente
aMemp. Sef:M" N* ¢ uma aplicagdo diferencidvel, entdo df, : T,M — Ty N
denotara a derivada de f no ponto p.

Com relagao a conexdo Riemanniana de M o teorema fundamental da Geometria Rie-
manniana, teorema de Levi-Civita, [4], garante a existéncia e unicidade de uma conexao afim
em M.

Teorema 2.0.1 (Levi — Clivita). Dada uma variedade Riemanniana M, eziste uma inica
conezdo afim V em M, chamada conexdo Riemanniana de M, tal que VX,Y,Z € x(M) as
sequintes propriedades se verificam:

Portanto, a partir daqui todas as conexoes citadas serao Riemannianas.
Denotando por R a curvatura de M e por Ric a curvatura de Ricci num pontop € M, o
tensor curvatura e o tensor de Ricci de M sio definidos por:

onde {e;}"_; é uma base ortonormal de T,M e X,Y, Z,T € x(M).



2.1 Gradiente, Divergente e Laplaciano.

Nesta secao estabeleceremos alguns resultados envolvendo o gradiente e o Laplaciano de
funcgoes de classe C'™ e o divergente de campos de vetores em M.

Definigao. 2.1.1 Dada f € D(M) o gradiente de f é o campo de vetores definido por

com a propriedade de que

Salvo mencao explicita indicaremos grad(f) por Vf em todo texto sebsequente.
A partir da definicio de gradiente de uma fungdo em M, quaisquer que sejam f,g € D(M)
as seguintes propriedades se verificam:

Definicao. 2.1.2 Dado X € o divergente de X € a funcao

dada por divX(p)=traco da aplicacdo linear

Verificam-se também as seguintes afirmacoes relacionadas com o divergente de um campo:

para quaisquer X,Y € e toda f € D(M).



Nosso objetivo nos seguintes lemas é exibir uma expressao para V f e divX em um sistema
de coordenadas locais de M. Inicialmente, mostraremos o seguinte lema:

Lema 2.1.1 Sejam (xy,...,z,) um sistema de coordenadas locais em M definida em uma

vizinhanga U C M e f € D(M). Entao,

onde e é a inversa da matriz (g;;)-
Prova : Como forma uma base para TM em U podemos escrever,
Entao,
(2.1)
Considerando as matrizes, F' = — (ak)nx1 , € G — (9ij)nxn, @ igualdade

ey

2.1) nos diz que: F = GA. Como G é invertivel, obtemos A = G 'F. Logo, um elemento
q b) g 1
genérico de A se escreve como:

onde (¢9)nxn = G lef; = Portanto,



Observacao 2.1.1 No caso particular em que M = R" e € a métrica Fuclidiana
temos,

Usando a notacao em vez de yodemos escrever V f na forma:
Lema 2.1.2 Se (zy,...,z,) € um sistema de coordenadas locais em M entao, para o campo
temos:

onde Ffj representa o0s simbolos de Christoffel da métrica em M e a; € x(M).

Prova : Por defini¢do, divX = tr(Y  VyX). Usando as propriedades da conexao, obtemos

ou seja, o numero cntre parénteses ¢ precisamente um elemento genérico da matriz da
aplicacao Y — Vy X. Logo,



Lema 2.1.3 Sejam (E,, ..., FE,) um referencial ortonormal local em M e um

campo em x(M). Entdo as sequintes igualdades se verficam:

Prova: Como usando a definicdo de divergente con-
cluimos que:

Segue-se portanto a primeira igualdade do lema. Por outro lado, observando que =
, segue-se que 0 = E;(E;, E;). Donde conclui-se que:

(2.3)

Substituindo (2.3) na terceira igualdade anterior obtemos a parte 2 do lema. Com efeito,



Lema 2.1.4 Nas hipdteses do Lema (2.1.2) vale a seguinte igualdade para o divergente de

um campo diferencidvel em uma variedade Riemanniana:

onde g = det(gi;) -
Prova: Observemos inicialmente o fato elementar que,

Dai, temos

Logo, usando (2.4) e o Lema (2.1.2) obtemos;

Usando agora o fato que em (2.5) temos:

10

(2.4)



A identidade é uma consequéncia da férmula de Liouwville. De fato, dada

uma familia de matrizes invertiveis G(t) = (g;;(t)) , consideremos as matrizes

onde ¢ € R. Entao,

Fazendo g(t) = det(gi;), obtemos

Denotando por ¢*(t) a i-ésima coluna de G(t), temos

(2.6)
Considere agora a equacio diferencial G' = AG, onde A = G'G '. Entao,

(2.7)
Substituindo (2.7) em (2.6), obtemos:

(2.8)
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Definigao. 2.1.3 O operador linear definido por

¢ chamado o operador Laplaciano de M.

Observagao 2.1.2 Dada uma fungdo f € D(M), considere o campo X =V f. A partir da
definigao (3) e da igualdade (2) do Lema (2.1.3), seque-se imediatamente a igualdade,

Observacgao 2.1.3 O Lema (2.1.1) nos diz que as coordenadas do campo X = V f num
sistema de coordenadas $ao . Logo, a partir do Lema (2.1.4) obtemos,

Definicao. 2.1.4 Sejam f € ep € M. Defina o hessiano de f no ponto p como o
operador linear,

Considerando o tensor e observando que

temos que Hessf(X,Y) = Hessf(Y,X) , VX,Y € x(M). Com isto, se (z;, z,) é um
sistema de coordenadas locais em M e , entao:

(2.9)

Como podemos reescrever (2.9) da seguinte maneira:

As igualdades abaixo decorrem imediatamente das propriedades do gradiente e divergente
ja vistas anteriormente:



Lema 2.1.5 Sejam f € € um sistema de coordenadas locais em M.
Entao,

Prova: Seja {ey, ..., e, } um referencial ortonormal local em M. Entao,

Dai tem-se a igualdade de matrizes I = A*AG , ou seja, G ' = A*A. Logo um elemento
genérico da matriz G=! é dado por:

(2 10)
Por outro lado, temos

(2.11)
Usando as equacgoes (2.9) e (2.10) em (2.11), segue-se o lema. O
Usando as informacoes obtidas para o Laplaciano temos o seguinte corolério:
Corolario 2.1.1 Sejam M uma variedade Riemanniana e (zy,...,%,) um sistema de co-
ordenadas locais em M. Entao, para toda fungao f € x(M), pode ser erpresso por:

13



2.2 Imersoes Isométricas

Sejam M "™ o M™ variedades Riemannianas com conexdes V e V, respectivamente. A
seguir recordaremos as equacdoes de estruturas relacionadas com uma imersao isométrica de
M em M. Dada uma imersao isométrica : M — M ep € M, seja Y C M uma vizinhaga
de p em M™ tal que p(U) seja uma subvariedade de M. Para cada p € M a métrica de M
decompoe T,y M na soma direta,

Indicaremos por TM* o fibrado normal de ¢ e por x(M)* o conjunto das secgoes de

TM*. Dados X.Y € por defini¢do a conexdo Riemanniana de M™, induzida por ¢,
é dada por VY = (V;\;Y)T, onde X, Y sd0 extensoes locais de dpX e dpY a M.

Dado qualquer £ € x(U)* a segunda forma fundamental de ¢ em p, segundo o vetor
€, associada & aplicacdo bilinear e simétrica

tal que é definida por
Denotaremos por : T,M — T,M a aplicagdo auto-adjunta associada a segunda forma
fundamental de ¢ na diregao de € | i.e,

Considere agora ¢ C 7,M um subspaco bidimensional e v, w uma base de 0. A curva-
tura seccional de o em p é definida por:

onde

A partir daqui nos restringiremos a imersoes isométricas ¢ : M — M, , onde M, é uma
variedade Riemanniana de curvatura seccional constante igual a ¢. Entao para quaisquer
XY, Z, T € temos as seguintes relacoes basicas:

Equacao de Gauss:

Equacao de Codazzi:
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Se é uma base ortonormal de (T,M)*, o vetor curvatura média de p em p e
sua norma sao definidos, respectivamente, por:

O quadrado da norma da segunda forma fundamental de ¢ em p serd denotado
por:

Usaremos as seguintes convengoes, ja estabelecidas na literatura, para os indices:
i, 5,k lLrs,t=1...,n;

6,0=1,...,m.

Sejam p € M e v,w € T,M quaisquer. Se {ei,...,en,&1,...,&m} é um referencial
ortonormal local em M, entéao pela equacao de Gauss temos

(2.12)

Em particular, se || v ||[=1ew =v, em (2.12) temos

(2.13)

Posteriormente, usaremos a igualdade (2.13) para demonstrar um resultado devido a
Leung que d4 uma estimativa para a curvatura de Ricci de M. A seguir faremos uma
aplicagdo do Lema (2.1.5) demonstrando o teorema de T'akahashi que caracteriza as imersoes
minimas em uma esfera. Essencialmente este teorema afirma que se ¢ : M™ — S™* ¢ uma
imersao minima, entdao Ay + ny = 0, i.e, n é um autovalor para o Laplaciano A de M. Dai,
conclui-se que A (M) < n, onde é o primeiro autovalor de A.

15



Teorema 2.2.1 (T.Takahashi [15]) Seja ¢ : M™ — S™™ uma imersdo isométrica sobre a
esfera Euclidiana S™™™. Entdo,

onde H € o vetor curvatura média de @.

Prova: Pelo Lema (2.1.5), temos . Seja U uma vizinhancga

em M tal que (U) seja uma subvariedade de S**™. Considerando um referencial ortonormal
{Ni,...,N,} em x(U)*, observamos que {p, 819, ..., 0, N1,..., Ny} forma uma base de
R*+™+1 Logo, podemos escrever:

(2.14)
Observemos agora que: = —gi; , J4 que =1le
Por outro lado como,
segue-se que b¥ = ['*.. Portanto em (2.14) temos:
(2.15)

Corolario 2.2.1 Nas hipdteses do teorema anterior, seque-se que @ € minima se, e S0 se,
Ap+np =0. Em particular, \ (M) < n.
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Capitulo 3

Formulas de Bochner, de Reilly e
Equacoes de Estrutura

Neste capitulo demonstraremos as férmulas de Bochner e de Reilly e faremos também
uma breve exposicao sobre as equacgoes de estrutura em variedades Riemannianas, usando
o método do referencial mével, afim de calcular o Laplaciano de um tensor simétrico que
satisfaz formalmente a ”equacgao de Codazzi”.

Para maiores detalhes sobre o assunto indicamos as referéncias [2], [5], [6], [13] e [14].

3.1 Foérmula de Bochner.

Teorema 3.1.1 Seja f: M — R uma fungdo diferencidvel. Entao,

(3.1)
onde |Hessf|* =
Para demonstracao de tal férmula precisamos do seguinte lema:
Lema 3.1.1 Sejam f : M — R uma fungdo diferencidvel e {ey,...,e,} um referencial

geodésico em M. Se Ric denota o tensor de Ricci de M entao,

onde h; = e,(h) =

17



Prova do Lema 3.1.1: Inicialmente, observemos que as seguintes relagoes sao verificadas:

onde usamos o fato que Hessf(X,Y) =(VxVf,Y) = Hessf(Y,X) .
Usando agora a hipdtese que o referencial é geodésico, no item (3) obtemos,

Logo,

(3.2)
Por outro lado,
Consequentemente, temos

(33)

Finalmente, (3.2) e (3.3) nos dao:

18



Demonstremos agora a férmula de Bochner.

Note que: Logo,

Assim,

Pelo item 2, observado no inicio da prova do lema, temos

= |Hessf|* .

Como, obtemos:

+ |Hessf|* .

19



3.2 Foérmula de Reilly

Nesta se¢cdo consideraremos uma variedade Riemanniana compacta M com bordo
(OM)* =M e f: M -» R uma funcdo diferencidvel. Indiquemos por u = o = f |u,
onde v é a normal unitdria exterior ao bordo M, por B(X,Y) = —(a(X,Y),v) a segunda

forma fundamental de M em relagdo a v e por H o vetor curvatura média de M.

Com estas consideracoes vale o seguinte teorema:

Teorema 3.2.1 (R.Reilly) Sejam M uma variedade Riemanniana compacta com bordo
Mef:M — R uma funcao diferencidvel. Entao,

onde as quantidades com barra referem-se a M e as sem barra a M, e D 2f = Hessf.

Prova: Integrando a férmula de Bochner, temos

(3.4)
Por outro lado, o teorema de Stokes implica que:

(3.5)
Como obtemos, usando (3.5), que

(3.6)
Novamente, aplicando o teorema de Stokes, obtemos:

(3.7)

20



Substituindo (3.6) e (3.7) em (3.4) obtemos:

Consideremos agora {e, . .

Observemos que:
1,...,n. Logo,

. €n, enr1 = v} um referencial ortonormal em M. Entao,

21

(3.8)

Vi =

(3.9)



Agora, integrando (3.9) obtemos,

(3.10)
Por outro lado, temos:

(3.11)
Substituindo agora (3.11) em (3.10) obtem-se,

(3.12)

Em fim, de (3.12) e (3.8), temos a férmula de Reilly:
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3.3 Equacoes de Estrutura em uma Variedade
Riemanniana

Nosso objetivo nesta secdo é relembrar-mos alguns fatos relativos as formas de conexao
em uma variedade Riemanniana associado a um referencial ortonormal local {e;}" ;. Como
aplicacdo desta ferramenta calcularemos o Laplaciano da norma ao quadrado de um tensor
simétrico que satisfaz formalmente as equagoes de C'odazzi.

Ressaltamos que alguns resultados comuns no uso do método do referencial mével nao
serdo demonstrados. O leitor interessado poderd consultar as referéncias [6] e [14].

Teorema 3.3.1 Sejam M"™ uma variedade Reimanniana e {e;}"_; um referencial ortonor-

mal em uma vizinhanga U C M. Seja {w;} o coreferencial associado, i.e, wi(e;,) = d;;.
Entao, existem dnicas 1 — formas em M tais que:

As 1—formas w;; sdo as formas de conexdo de M no referencial {e, }.

Definigdo. 3.3.1 Dados X,Y € x(M), definimos a derivada covariante de Y em relagao a
X, por:

Observagao 3.3.1 E facil mostrar que o defini¢ao de DxY independe de {e;}, e satisfaz
as condigoes de Levi-Clivita, logo coincide com a conezxdo Riemanniana de M.

Note que

Definic¢ao. 3.3.2 Para cadai,j a ¢ chamada forma de
curvatura de M no referencial {e;}.

Observemos que a partir da defini¢do (3.3.1) e da definicdo de derivada covariante de
1—forma diferencial mostra-se que Q,,(ex, e;) = —%szkz , Ol seja, que:

(3.13)

onde Ry = e R é o tensor curvatura de M.
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Dada uma funcio f € D(M) vamos usar as notac¢des df para indicar a derivada covariante
de fe f,; = Hessf ,

Lema 3.3.1 Em termos das formas de conezdo df e Hessf se escrevem como:

Prova: A prova de 1 é imediata. Mostremos entao 2. Note que:

(3.14)

Agora, a afirmacéo 2 verifica-se pela unicidade dada no Teorema (3.3.1) O

A seguir definiremos a derivada covariante de um p-tensor em M.

Defini¢ao. 3.3.3 Para um tensor T de ordem p em M, e p—campos Xi,..., X,€
definimos a derivada covariante de T na direcao do campo Z como o (p + 1)—tensor dado
por:

Resumindo as equacgoes de estrutura em M sao:

(3.15)

(3.16)

onde,
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3.4 Laplaciano da Segunda Forma Fundamental

Seja um tensor simétrico em M", onde {w,} é o coreferencial
associado a {e;} como na secao (3.3). A seguir vamos usar as equacoes de estrutura para
calcular o Laplaciano de mais precisamente provaremos o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1 Se ¢ é um tensor simétrico de ordem 2 em M™ satisfezendo formalmente
as equagdes de Codazzi entao,

(3.17)

Definicao. 3.4.1 Definimos a primeira derivada covariante de ¢ como o tensor de ordem
3 dado por:

Em particular, se ¢, 's sdo as coordenadas de

Afirmacao 3.4.1 Considerando o tensor afirmamos que:
=D¢,

ou seja, as defini¢des (3.3.3) e (3.4.1) sao equivalentes para a derivada covariante de ¢.

Prova : Usando a defini¢do (3.3.3), temos:

(3.18)
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Defini¢do. 3.4.2 Definimos a sequnda derivada covariante de ¢ como o tensor de ordem 4

dado vor:

Afirmacao 3.4.2 Considerando agora o tensor , temos:

Prova: Usando agora a defini¢do (10) para o tensor v , temos:

E claro que entdo na verdade provamos que
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Afirmagao 3.4.3 Derivando exteriormente D¢;; e usando a definicdo de D¢;j,, obtemos:

(3.20)
Prova: Derivando exteriormente D¢;;, obtemos:
Usando as equacdes de D¢,; e Dd,j;, e distribuindo os somatérios tem-se:
Trocando convenientemente os indices, algumas parcelas anulam-se e obtemos
Dai segue-se a igualdade (3.20) . O
Como consequéncia imediata de (3.4.3) obtemos a seguinte expressao:

(3.21)
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Definicao. 3.4.3 Definimos o Laplaciano do tensor ¢ como o tensor, de mesma ordem,
dado por:

Observagao 3.4.1 Usaremos a seguinte notagao:

Prova do Teorema (3.4.1): No referencial {e;} temos que: Logo,

(3.22)

Usando (3.21) em (3.22) tem-se:

(3.23)
Para tensores satisfazendo a "equacao de Codazzi”, ¢ijx — Pirj, temos:
Logo, as duas primeiras parcelas de (3.23) anulam-se e,

(3.24)
Por outro lado temos que:

(3.25)
Sejam Usando (3.24), (3.25) implica
que:

(3.26)

O
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Coroldrio 3.4.1 Considerando um referencial ortonomal {e;} tal que ¢i; = Xidi; entdo,

(3.27)
Prova: Usando o fato que ¢;; = em (3.27) obtemos
(3.28)
Usando agora em (3.28) o fato que Rj;;; = R,y € Rijji = —Ryjij , temos
|

Como aplicacdo do teorema anterior podemos considerar a seguinte situagao:

Sejam  : M" S™! uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana M na
esfera unitaria S™** C R"2 e p € M qualquer. Seja £ um campo unitdrio normal ao longo
de e considere a aplicacao linear

onde A : T,M — T,M é a aplica¢do auto-adjunta associada a segunda forma fundamental
de ¢ . Seja {e,} uma base ortonormal de T,M tal que A -e; = \ie;. E fécil ver que tr¢ =0
e ¢e; = pse;, onde p; — A, — H | além disso, para, ¢,7 = 1,...,n temos

(3.29)

Na situagdo acima o coroldrio a seguir exprime o Laplaciano da norma ao quadrado de ¢.

29



Corolario 3.4.2 Considerando o tensor ¢ : TM x TM — R dado por ¢(X,Y) = (¢X,Y)
temos,

(3.30)
Prova: Escrevendo o tensor Logo pelo que vimos em
(3.27) temos,

(3.31)
Pela férmula de Gauss R,;,, =1+ — H(pi + py) + H?. Como tr¢ = 0 substituindo esta
tiltima igualdade na igualdade de K. Nomizu e B. Smyth, veja [11], dada por

(3.32)
obtemos,
Donde conclui-se que

(3.33)

Uma vez que tr¢ = 0, é facil ver que

Substituindo agora esta ultima igualdade e (3.33) em (3.31) segue-se a prova do corolario.

30



Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos algumas aplicagbes das féormulas de Bochner e de R. Reilly
objetivando estimar o primeiro autovalor do Laplaciano de uma subvariedade minima M"
da esfera Fuclidiana S™*?, dada por uma imersao ¢ : M"™ — S™P. Convém observar que
pelo Teorema (2.2.1), Ay + np = 0. Logo n estd no espectro de A e espera-se que, de fato,
n seja o primeiro autovalor de A. O primeiro resultado global nesta diregao ¢ devido a H.I
Choi e A.N Wang que afirma ser \; >  no caso de p =1, M™ compacta e ¢ um mergulho
minimo.

Inicialmente, considerando essa situ¢ao, demonstraremos o teorema de A. Barros e G.P
Bessa que melhora a estimativa dada por H.I Choi e A.N Wang. Sabemos que ¢(M) divide
S™*! em duas componentes conexas, digamos € e s, tais que:

Seja f € D(£;) uma solugao do seguinte Preblema de Dirichlet:

(4.1)

onde Af é o Laplaciano de f com respeito & métrica de {2; e ¢ uma primeira autofun¢ao
de M™, i.e, Ap; + Ap; = 0. Aqui, Agp; indica o Laplaciano de ¢; com relagao a métrica
Riemanniana induzida em ¢(M™). Sem perda nenhuma de generalidade podemos supor que:

onde B é a segunda forma fundamental do mergulho e Vi, é o gradiente de ¢; na métrica
induzida em M™, para isto invertemos a orientagcdo se necessario.
Com estas consideragoes temos o seguinte teorema:
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4.1 Estimativas do Primeiro Autovalor do Laplaciano

Teorema 4.1.1 Seja f a solugdo do problema de Dirichlet (4.1). Considere o sequinte
polinémio em t,

(4.2)

Entio P(t) >0 Vt€R, ondel| |2 ¢ a norma L* em €.

Como P(t) > 0, V t € R seu discriminante é ndo-positivo. Entao, obtemos o seguinte
corolario:

Corolario 4.1.1 Sejam M"™ uma hipersuperficie orientdvel mergulhada minimamente em
S™*1 e X, o primeiro autovalor ndo-nulo do Laplaciano de M™. Seja f a solugdo do problema
(4.1). Entio,

(4.3)
onde R(f) = 2 0 quociente de Rayleigh. E'm particular,
(4.4)

Prova do Teorema(4.1.1): Se t = 0 ndo hd o que fazer. Para ¢ 0, consideramos o
problema de Dirichlet:

(4.5)
Aplicando a férmula de G'reen obtemos:

(4.6)
Segue-se diretamente de (4.6) e da desigualdade de Cauchy — Schawarz que:

(4.7)



Agora aplicando a férmula de Reilly a g, usando o fato que e a hipdtese
que

temos:
(4.9)

Levando em conta que Ag = f em , g = typ; em M™ e usando as relagdes (4.7) e (4.8)
obtemos a partir de (4.6) a seguinte desigualdade:

(4.10)
Donde conclui-se que:

(4.11)
Mas isso é exatamente o que nés queriamos. [l

Prova do Coraldrio 3: Como P(t) > 0, segue-se que seu discriminante ¢ nao-positivo. E
facil ver que isso implica na designaldade (4.3). A outra desigualdade segue-se diretamente
de (4.3), considerando que > % e n > 2,



Teorema 4.1.2 Seja ¢ : M™ — S™™ wuma imersdo minima de uma variedade Rieman-
niana M™ compacta na esfera Euclidiana e f a primeira auto-fun¢do do Laplaciano de M™.

Se {e;}"™ ¢ um referencial ortonormal em S™™ tal que {e;} é tangente a M™ e {eg} ¢é

normal a M™, entdo,

ocorrendo a igualdade se, e somente, se Ay = n. Além disso, se

entdo \y > n— 1.

Antes precisamos demonstrar o seguinte lema:

Lema 4.1.1 Nas condi¢des do teorema vale a seguinte igualdade:

Prova: No referencial {ey, ..., e4p} a equagao de Gauss é dada por:

(4.12)
onde = (ales,e5),eg) V4,5 =1,....n e R é o tensor curvatura de M e as compo-
nentes de R neste referencial.

Usando a equagao (4.12) e a minimalidade de ¢ obtemos:
Donde conclui-se que:
(4.14)
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Aplicando o somatdrio na equagao (4.14) nos indices ¢ e j obtemos,

(4.15)

Substituindo (4.15) na férmula de Bochner e usando a hipétese que Af = —A; f obtem-se:

(4.16)

Integrando esta relagio e usando o Teorema de Stokes segue-se o lema. O

Para a prova do Teorema (4.1.2) usamos o teorema de T. T'akahashi que diz ser A\; < n.
Logo o lado esquerdo da igualdade do lema é nao-negativo. Portanto,

ocorrendo a igualdade se, e s6 se, A\ = n. Além disso, se

entdo Ay > n— 1. O

Corolario 4.1.2 Nas condigoes do Teorema (4.1.2) temos:
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Teorema 4.1.3 Sejam ¢ : M™ — S™ uma imersdo isométrica e um referencial
geodésico em uma vizinhancad C M. Seja N € x(p(U)) = x(U) tal que (N, N) = 1. Entao

(4.17)
Prova: Por hipétese {g, ey, ...,e,, N} forma uma base ortonormal para R*™? em o(U).
Portando, Vi = 1,...,n podemos escrever:
onde V denota a conexdo de S™*!. Observemos que:
Das observagdes acima concluimos que:
Pela observagéo (2.1.2), temos:

Portanto,
a
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Corolario 4.1.3 Se ¢ é minima entao, AN = —SN.

Corolério 4.1.4 Sejam Ny, ..., N, o as fun¢ées coordenadas de N. Entdo supondo ainda
© minima as sequintes afirmacdes se verificam,

ondet —1,...,n+2 e j=1, n.
Prova: Inicialmente temos que: Logo,

Pela férmula de Bochner temos,

Logo, Dai segue-se o item 1.

Quanto ao {tem 2, sabemos pela igualdade (3.31) que
(4.18)

Portanto o resultado segue-se subtraindo (4.18) da igualdade do item 1.



Capitulo 5

Estimativas da Curvatura de Ricci de
Subvariedades Minimas da Esfera

Neste capitulo dedicaremos nossa atencao para provarmos dois teoremas devido a P.F. Leung.

Teorema 5.0.4 Seja  : M™ — S™™ uma imersdo minima. Entdo para quaisquer p € M,
e todov € T,M, || v||=1 tem-se,

onde S € o quadrado da norma da sequnda forma fundamental de .

Para demonstracdo deste teorema precisamos do seguinte lema,

Lema 5.0.2 Seja V um espago vetorial de dimensdon > 2. Seja A:V — V um operador
linear simétrico tal que trA = 0. Se Ay < ... < )\, sdo os autovalores de A entdo, Vv € V
com |l v ||=1 temos,

Prova : Seia 1ma base ortonormal de V tal que Av; = . Entao
e . Tomando \; = maz{); i = temos pela desigualdade de
Cauchy — Schwarz que consequentemente temos,

e isto prova o lema.
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Prova do Teorema (5.0.4): Sejam p € M e v € T,M com || v |= 1. Da equagdo (2.13)
temos,

Mas, ¢ é minima, logo trA, = 0, Vo = 1,...,m. Portanto usando o lema acima para cada
aplicacao A, obtemos,

Como segue-se 0 teorema.

Coroldrio 5.0.5 Seja  : M™ — S™™ uma imersao minima. Se M™ é compacta e S < n,
entdo m (M) é finito.

Prova : Segue-se do Teorema (5.0.4) que se M é compacta e S < n, entdo Ric(M) > ¢ >
0. Logo, pelo teorema de Bonnet — Myers seu recobrimento universal M é compacto e,
portanto, o grupo fundamental 7, (M) é finito. O

Corolério 5.0.6 Seja M™ uma variedade Riemanniana, n > 2, com curvatura seccional
constante K(M) = a > 1. Entdo, M™ nao pode ser imersa minimamente numa esfera S™*P.

Prova : Com efeito, se isso fosse verdade entao pelo exemplo 5.3, veja apéndice, teriamos
S—(n—1n-aln—1n=n(n—-1)(1-a),

ja que nesse caso Ric(M) = (n — 1)a. Dai seguiria que,
Por outro lado, o Teorema (5.0.4) implicaria em

(n—1)a> (n=1)(1+(m-1)(a-1).

Donde concluiriamos que a < 1, contradizendo a hipétese.
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Teorema 5.0.5 Seja M™ uma subvariedade minima fechada em . Seja f uma autofuncgao
em M"™ associado ao autovalor ndo-nulo A, entao

onde dV € o elemento de volume em M. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente,
se, ou M ¢ totalmente geodésica e \ € o primeiro autovalor nao-nulo, sen > 3, ou M é

1sométrica a e A € o primeiro autovalor nao-nulo se n — 2.

Prova: Uma vez que

(5.1)
obtemos,

(5.2)
Integrando a férmula de Bochner sobre M™ e usando (5.2) junto com Af = —\f obtemos

(5.3)

Aplicando a estimativa dada no Teorema (5.0.4) para a curvatura de Ricci em (5.3) obtemos
a desigualdade procurada. Analisemos agora o caso em que a igualdade ocorre.

Obviamente se M é totalmente geodésica e A é o primeiro autovalor de M, i.e, S —0e A = Ay,
a igualdade ocorre. Reciprocamente, se ocorre a igualdade entdo, a partir da estimativa dada
em (5.2) concluimos que

onde I, é a matriz identidade n xn. Portanto pelo teorema de M.Obata [12], M é isométrica

a esfera, e portanto S é constante. Na realidade pela equacao de Gauss temos,

Logo, se a igualdade ocorre entao

(5.4)
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Sen >3, entao A =n e M =S™(1) ... M é totalmente geodésica e A é o primeiro autovalor

nao-nulo. Por outro lado, se n = 2 temos uma imersao minimade M = SQ(\/§) em Se
além disso, M nao é totalmente geodésica entao, S=2—-AeA+S—-n=A+2—-A—n=90
e, portanto, ocorre a igualdade. O

Corolério 5.0.7 Seja M™ uma subvariedade fechada minima em SY com S constante.
Entao,
S >n— /\1 s

onde A1 € o primeiro autovalor do Laplaciano em M™.
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Capitulo 6

Apeéendice

6.1 Exemplos

Exemplo 6.1.1 Se M™ ¢ uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante
K, =c, entao

Prova: Com efeito, dado p € M™ qualquer, tomamos v € T,M, ||v|]|=1e{er,...,e,—1} uma

base ortonormal do hiperplano ortogonal a v. Assim,

Mas, por hipdtese em cada secgao o; = span(v, e;) temos K, = ¢. Logo,

Dai, concluimos que Ric,(v) = (n — 1)c Vp € M", e portanto, Ric(M) = (n — 1)c. O

Exemplo 6.1.2 Sejam f € D(M) qualquer e X\ um autovalor para o Laplaciano de f.
Entao,

Prova: Por definicao Entao,

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos Logo,
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Exemplo 6.1.3 Considere a esfera Euclidiana M = S™(r) de raio r. FEntao, o tensor
curvatura de M™ é dado por,

onde X,Y,7Z € TM. Em particular tem-se,

Prova: Considere a imersdo ¢ : S*(r) — R**! dada por ¢(p) = p. Para cada ¢ € S™(r)
defina o campo unitdrio normal a S™(r), N : S*(r) — S™(1) ; N(¢) = ¢ . Sabemos que a
aplicacdo linear associada a segunda forma fundamental de  é dada por

VX € TM. Se o : I — S™(r) é uma curva diferencidvel tal que a(0) = g e '(0) = X, entao

Vg € M. Isto é, Ay(X) = ——. Agora usando a equagdo da Gauss e o fato que RRn+: = 0
chegaremos a

VX,Y,Z,T € TM. Donde segue-se o resultado. {J
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. n-+p . ~ .. . .
Exemplo 6.1.4 Seja ¢ : M™ — M, uma imersdo minima de uma variedade Rieman-
niana M™ em uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante igual o c. Se
S denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental de ¢ entdo,

onde {e;}™, € um referencial ortonormal em M™. Em partiacular, se a curvatura seccional
de M™ € constante iqual o k entao,

Prova: Sejam p € M e {ey, ..., en4,} uma base ortonormal de T, M. Sabe-se que,

Entao,

pois ¢ sendo minima,

Por outro lado, como S = e

obtemos

Em particular se a curvatura seccional de M™ for constante entao pelo exemplo 6.1.1 con-
cluimos a dltima igualdade. 0
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6.2 Exemplo de Imersao Minima

Exemplo 6.2.1 Seja P : R**' — R um polinémio harménico, homogéneo de grau s. Con-
siderando para cada t > 0 a fungdo f; : S™ — R dada por fi(z) = P(tz) = t*P(z), mostra-se
facilmente que

(6.1)

onde A = s(s+n—1). Isto é, as fungdes fi sdo autofungdes para A, onde A é o Laplaciano
induzido em S™, com autovalores A = s(s+n—1). Tais fungdes sdo denominadas esféricos
harmonicos.

Considerando agora, a aplicagio ¢ : S*(v/3) — R® dada por,

observamos que cada funcdo coordenada, vista como uma fungdo de R3 em R, é um polinémio
harménico, homogéneo de grau 2. Logo, a restri¢do de cada uma delas a esfera S? satisfaz
a equacdo (6.1). Assim,

(6.2)

com A = 2(2+ 2 —1) = 6. Por outro lado, por um cdlculo fdcil, verifica-se que ¢ € uma
imersio isométrica de S%(v/3) em R®. Como, a métrica g de S*(v/3) satisfaz, g = 3g, onde
g é a métrica de S?, concluimos que

Dai e de A = 6, a equagdo (6.2) nos da

Portanto, pelo teorema de T.Takahashi, ¢ é uma imersdo minima de S*(v/3) numa esfera
de raio i€ Q: Sz(\/3) — S ¢ uma imersao minima e é denominada superficie de

Veronese.
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