UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

ALEXANDRE CESAR GURGEL FERNANDES

SEMICOMPLEXOS DE HOLDER

FORTALEZA
1999



ALEXANDRE CESAR GURGEL FERNANDES

SEMICOMPLEXOS DE HOLDER

Dissertagao apresentada ao Programa de Pos-
Graduagdo em Matematica, da Universidade
Federal do Ceara, como requisito para a
obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Lev Birbrair.

FORTALEZA
1999



Dados Internacionais de Catal ogag&o na Publicacéo
Universidade Federal do Ceara
Sistema de Bibliotecas
Gerada automaticamente pelo médulo Catal og, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

F398s Fernandes, Alexandre César Gurgel.
Semicomplexos de Holder / Alexandre César Gurgel Fernandes. — 1999.
35f. il

Dissertacdo (mestrado) — Universidade Federa do Ceard, Centro de Ciéncias, Programa de Pos-Graduagdo
em Matemética, Fortaleza, 1999.
Orientagdo: Prof. Dr. Lev Birbrair .

1. Matemética. 2. Conjuntos semialgébricos. |. Titulo.
CDD 510




ALEXANDRE CESAR GURGEL FERNANDES

SEMICOMPLEXOS DE HOLDER

Dissertagdo apresentada ao Programa de Pos-
Graduacdo em Matematica, da Universidade
Federal do Ceara, como requisito para a
obtengao do titulo de Mestre em Matematica.

Orientador:; Prof. Lev Birbrair.

Aprovada em: 04/01/1999.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Lev Birbrair (Orientador)

Prof*. Maria Aparecida Soares Ruas

Prof. Placido Francisco de Assis Andrade

FORTALEZA
1999



Aleluia! Louvado seja o nome de Jesus.




Agradecimentos

Agradeco ao Professor L. Birbrair pelo excelente trabalho de orientagao,
agradeco também a C. Humberto e M. Ruas pela leitura final desse trabalho e
por sugestoes apresentadas e, finalmente, a P. César pelo total apoio técnico.



Semicomplexos de Holder
Alexandre César Gurgel Fernandes

UFC - Departamento de Matematica
Dissertacao de Mestrado

16 de Dezembro de 1999

Conteudo

1

Preliminares

Semicomplexos

Curvas semi-algébricas e semicomplexos
Classificagao

Realizagao geométrica de SCH.

Conexao com Mergulhos Normais

12

18

31

33



Nesta monografia, fazemos uma abordagem de conjuntos semi-algébricos
sob o ponto de vista métrico, mais especificamente, analisamos germes de
conjuntos semi-algébricos de dimensao 1 munidos da métrica euclidiana in-
duzida. Temos muitas informagoes a respeito da topologia local de conjuntos
semi-algébricos, por exemplo, o Teorema de Estrutura Conica Local. Es-
te teorema, dentre outras aplicacgGes, classifica germes de conjuntos semi-
algébricos, de dimensao 1, médulo uma relagao topoldgica, a saber:

dados A, B C R" (subespagos), a € A, b € B, os pares (4, a) e (B, b) sdo ditos
localmente homeomorfos se existem vizinhangas V deaem A, W debem B e
um homoeomorfismo F : (V,a) — (W,b). Relembrando, F : (V,a) = (W, )
significa que F': V — W é uma aplicagao tal que F' (a) = b.

Diante da classificagdo topolégica sugerida acima, é natural um ques-
tionamento a respeito de classificagdes mddulo relagoes mais fortes do que
homeomorfismo, por exemplo, podemos considerar tais conjuntos singula-
res munidos de uma métrica (natural), e considerar, além da topologia, os
”aspectos geométricos”. Podemos munir tais conjuntos de duas métricas na-
turais, a primeira é a métrica euclidiana induzida de R™ e a segunda é a
métrica geodésica relativa & métrica supracitada. A métrica geodésica nao
é, em geral, equivalente & métrica induzida, por exemplo, no caso de g¢-
tridngulos de Holder ! para ¢ > 1, nio temos tal equivaléncia, como veremos
nas consideragoes finais dessa monografia.

Consideramos C o conjunto dos pares (4,a) tal que A C R? é um con-
junto semi-algébrico de dimensdo 1 (curva semi-algébrica) e a € A. Em C,
consideramos a seguinte relacao:

dados (4, a) e (B,b) em C, dizemos que esses elementos sdo localmente Lips-
chitz equivalentes, e denotamos (A4, a) ~ (B, b), se existem vizinhancas V' de
aem A, W de b em B e uma aplicagéo bi-lipschitziana F': (V,a) — (W,b).

Pretendemos classificar os elementos de C segundo a relacao Obser-
vemos que a relacao depende de uma métrica. No caso em que a métrica,
fixada a priori, é a métrica geodésica, o problema de classificagdo nao é muito
interessante porque tal problema é equivalente ao de classificacao topoldgica.
"E como se a métrica geodésica nao fizesse distingdo entre as singularidades”.

1Conjunto definido no Capitulo 1 e denotado por 7.



Por exemplo, consideremos os seguintes tridngulos de Hoélder: T} e T, ¢ > 1.
Os elementos (T3, 0) e (T3, 0) sdo localmente Lipschitz equivalentes quando
a métrica considerada é a métrica geodésica, no entanto, nao sao localmente
Lipschitz equivalentes quando a métrica considerada é a métrica euclidiana
induzida.

Este fendmeno em que o problema de classificagdo (C,~), quando a
métrica considerada é a métrica geodésica, é equivalente ao problema de clas-
sificacdo topoldgica, citado no inicio, ndo é verdade em geral. Por exemplo,
no caso de conjuntos semi-algébricos de dimensdo 2, discutido em [Bi]. Por
outro lado, num certo sentido, a métrica geodésica ainda continua ignorando
singularidades, que a métrica induzida nao ignora.

Dando uma idéia de como subdividimos essa monografia, temos no Capitulo
1 alguns resultados que serdo bdsicos para a teoria que discutiremos, den-
tre eles temos o Teorema de Tarski-Seidenberg, a boa decomposicao de um
germe de curva semi-algébrica que é essencialmente o Teorema de Estrutura
Conica Local e a decomposigdo de Puiseux de uma fungdo semi-algébrica.

No Capitulo 2, introduzimos um objeto combinatorial que denominamos
Semicomplexo, mas ndo demoramos muito nesse assunto, pelo menos até
surgir uma conexdo entre tal objeto e curvas semi-algébricas.

J4 no Capitulo 3, mostramos como o conceito de semicomplexo apa-
rece quando resolvemos analisar curvas semi-algébricas sob seus aspectos
métricos.

O Capitulo 4 é destinado ao Teorema de Classificacao, e este é o capitulo
em que mais demoramos. Neste capitulo, calculamos alguns semicomplexos,
apresentamos um lema de comparagao das ordens de duas funcées importan-
tes no desenvovimento dessa teoria e findamos com uma demonstracdo do
Teorema de Classificagdo, do problema (C, ~), segundo a métrica induzida.

No Capitulo 5 demonstramos um Teorema de Realizagao, isto é, resolve-
mos o problema de prescrever o semicomplexo de um germe de curva semi-
algébrica.

Finalmente, destinamos o Capitulo 6 & conexdo dessa discussao com o
problema de mergulhos normais de germes de curvas semi-algébricas.



1 Preliminares

Dizemos que um subconjunto A C R* é semi-algébrico se existem polindémios
fiy» 9ij, em n varidveis, 1 =1,...,p, 7 =1,... ,q tais que

p
A:U{.’I)ER";fij(il?)zo,gij($)>0,j:1,_”,q}

1=1
Exemplo 1.1. Sejam g€ Q" e
T,={(z,y) ER;0<z<ley=z"ouy=0]}.

Temos que T, C R? ¢é semi-algébrico. Quando ¢ > 1, dizemos que T, é o
g-triangulo de Holder.

Exemplo 1.2. Sendo
St={(z,y) eR}; 2* +y* =1},

temos, claramente, que S' C R? é semialgébrico. Mais geralmente, se p :
R" — R é um polindémio, entdo A = p~!(0) C R™ é semi-algébrico, e neste
caso dizemos que A C R" é algébrico.

Observacao 1.1. A classe dos subconjuntos semi-algébricos de R™ é
estavel por unido finita, intersegao finita e complementacao, Vn € N.

Observacao 1.2. Um fato, que ndo é 6bvio, é que se A C R* é semi-
algébrico, entdo existem subvariedades Ay, ..., As, conexas, semi-algébricas,
de R" tais que A = U; A;. Entdo, definimos a dimensdo de A como o supremo
das dimensées (topolégicas) de A,, ..., A,. Em [BCR], nas Proposicoes 2.8.5
e 2.8.13, estd provado que o supremo supracitado é a dimensao de Krull do
anel quociente de R [X7,...,X;] pelo ideal T (A) formado pelos polindnios
que se anulam em todo o conjunto A, logo a definicdo acima nao depende
da decomposigio escolhida. Dizemos que A é uma curva semi-algébrica se a
dimensao de A é 1.



Boa decomposi¢do. Sejam A C R® ea € A. Dizemos que Ay, ... Ax C

R™ é uma boa decomposi¢do de (A, a) se:

1) A,,..., A, sdo semi-algébricos;
2) AiNA; — {a} sei#y;

3) Je > 0 tal que V0 < § < € as componentes conexas de A\ {a} N Bs (a)
sao A;\{a} N Bs(a) e jAiNSs(a) =1,Vi=1,...,n.

Observacao 1.3. Dados A C R" curva semi-algébrica e a € A, é um
fato que (A, a) sempre admite uma boa decomposigao, e isto decorre imedia-
tamente do Teorema de Estrutura Conica Local, veja [BCR] ou [BR].

Seja A C R semi-algébrico. Dizemos que uma aplicacio F : A — RF é
semi-algébrica se o seu grafico Gp C R*** ¢ semi-algébrico.

Exemplo 1.3. Seja m: S! — R a projec¢do 7 (z,y) = . Temos que
G, = {(x,y,z) ER; 24+y’=lex= z}
é um subconjunto semi-algébrico de R3. Logo, 7 é semi-algébrica. Obser-
vemos que 7 (S') C R é semi-algébrico, porém 7 (S') C R ndo é algébrico.
Entdo, esse é um contra-exemplo para a afirmagdo que a classe dos conjuntos
algébricos é estivel por projegoes. Por outro lado, temos

Teorema 1.1 (Tarski-Seidenberg). Sejam R* = R* x R** uma de-
composicio de R* em soma direta de espacos euclidianos e 7 : R* — RF
a projecdo 7 (z,y) = z. Se A C R" é semi-algébrico, entdo 7 (A) C R* ¢
semi-algébrico.

Coroldrio 1.1. Seja A C R® semi-algébrico. Se F' : A — RF é semi-
algébrica, entio F (A) C R* é semi-algébrico.

Prova. Admitindo F : A — R* semi-algébrica temos que
Gr={(z,F(z)) eR* xR;z€ A} CR* xR

é semi-algébrico. Agora, pelo Teorema 1.1 (T-S), temos que A = 7 (Gr) C R*
é semi-algébrico.

Para uma demonstragdo de T-S, veja [BR].
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Exemplo 1.4. Sejam A, B C R" semi-algébricose x — 0 € AN B. Seja
f :[0,7r] = R dada por

f (r) = dist (A\B, (z), B\B; (z))

(a métrica considerada é a euclidiana induzida). Suponhamos a boa defini¢ao
de f, isto é, VO < r < ry temos A\B, (z) ®e B\B,(z) 0. Afirmamos
que f é uma funcao semi-algébrica. De fato, sendo

G, = {(r,t)€R2;0<r<r0et>0}
Gy = {(rt) €R? Ja—b> >V (a,b) € Ax B; |af* = |b|* =r* }
Gy = {(r,t) eR*Ve>0,3(a,b) € AxB; |a’> = b]> =71 e

2

> 0])

temos

Gs =[G
1=1

Claramente, temos G; C R? semi-algébrico. Também, G C R? é semi-
algébrico, pois sendo

D = {(rtab) e RxRxR'xR"; (a,b) € AxB e
[la—b)* — 1> < 0 ou |a|* # 7% ou |b]* #1?]}.

T:RXRXxR"XR* >RxR
a proje¢do m (r,t,z,y) = (r,t), temos D C R?"*2 gemi-algébrico e
Gy = R*\7 (D).
Por Tarski-Seidenberg, Gy C R? é semi-algébrico.

Agora, sejam p um polinémio em n + m + 1 varidveis e S C R™ semi-
algébrico. Entao

A={zeR*;Ve>0 € 8S;pl(z,s,¢) a0}



em que o € {=,>}, é um subconjunto semi-algébrico de R*. De fato, Con-
sideremos as seguintes projecoes

7 : REXxR" xR R XR; 7 (z,y,t) — (,1)
r : R*RxR-RY« (z,t) = z.
Vendo que
A=R"\r [R* x R\7 [{(z,9,t) e R* x R" xR, y € S e [t <0 ou p(z,9,t) o 0]}]],
temos, por Tarski-Seidenberg, que A C R" é semi-algébrico. Decorre, dali,
que G3 C R? é semi-algébrico.
Exemplo 1.5. Com as mesmas notagoes do exemplo acima, temos que
g: [0, to] - R
dada por
g(r)=dist (AN S, (a),BN S, (a))
é semi-algébrica.
Decomposigao de Puiseux. Seja f : [0, %] — R semi-algébrica; f (0) =
0. Pelo Teorema de Puiseux, veja [Pal], temos que existem n € Ne e > 0
tais que ¢ : [0,¢] — R dada por g (r) = f (") é analitica. Supondo g néo
constante, seja m € N a (multiplicidade de g no ponto 0). Assim, existe
h : [0,€¢] — R analitica; h(0) # 0 tal que

g(r)=7"h(r, Vre€[0,¢.
Dai, temos
F)=r%h (r) Vrelo,e.
Fazendog= eh(r)=h , temos
f(ry=rih(r),Vre€[0,€"]. ()
Dizemos que (x) é a decomposi¢do de Puiseuz de f em 0.

Para finalizar este capitulo, descreveremos o angulo de Holder entre con-
juntos semi-algébricos.



Angulo de Holder. Sejam A, B C R* semi-algébricos, a € AN B, tais
que para um tg > 0 a fungao

f . [0, to] - R
semi-algébrica, dada por
f(r) = dist (A\B, (a) , B\B: (a))

estd bem definida. Seja f (r) = r?h (r) a decomp. de Puiseux de f no ponto
0. Entdo dizemos que q é o dngulo de Hélder, no ponto a, entre A e B. E
usamos a seguinte notagao

Ha (A’B) =g



2 Semicomplexos

Seja R a colegdo de todos os pares (R, ) em que R é um conjunto finito e
«: R x R— R é uma funcdo satisfazendo:

i) a(r,r)=0,Vr € R.

ii) a(r,s) =a(s,r),Vr,s € R.

Exemplo 2.1. Consideremos R C R um subconjunto finito e a : R %
R — R dada por «(r,s) = (r — s)*. Entio, (R,a) € R.

Exemplo 2.2. Consideremos R um conjunto finitoe ¢ : R x R - R
dada por
0 se r=s,
1 se r#s.

(métrica zero-um). Também, (R, ¢) € R.
Em R, consideremos a seguinte relagao:

dados (R,a) e (S,3) em R, temos (R, ) = (S5, ) se, e somente se, existe
uma bije¢do @ : R — S tal que 3(® (a),® (b)) = a(a,b) Va,b € R.

Nao é dificil verificar que ” =~ ” é uma relagdo de equivaléncia em R. De-
notaremos [R,a] = {(9,8) € ®; (R,a) ~ (5,8)} eR = {[R,o]; (R,a) € R}.
Um elemento de R serd chamado um semicomplezo.

Um semicomplexo I' é dito um semicomplezo de Holder(SCH) se V (R, o) €
I', temos:

iii) V r,s,t € R dois a dois distintos,

a(r,s) < a(s,t) < a(r,t)  alr,s) =aofs,

iv) V r, s € R distintos, a(r, s) é um racional maior do que ou igual a 1.

Proposi¢ao 2.1. Seja I' um semicomplexo. Se existe (R, ) € T satis-
fazendo as propriedades (iii) e (iv), acima, entdo I' é um SCH.



Exemplo 2.3. Seja I um semicomplexo tal que v (I') < 2. SeV (o, R) €
I', temos a (r,s) € QN [1,+00) se r # s. Entdo I' é um SCH.

Proposicdo 2.2. Sel éum SCH, entdof (e (R x R)) <v(I'),V (R,a) €
I.

Prova. Por indugdo sobre n = §R. Caso n = 1,2, claro que ndao ha
o que fazer. Podemos supor n > 3 e que para n — 1 o resultado desejado
seja verdadeiro. Sejam r € R, S = R\ {r} e : S xS — R dada por
B (s,t) = al(s,t). Verifica-se, facilmente que (S,3) € R e que [S, 5] é um
SCH. Entéo, por hipétese de inducgdo, §(6(S x S)) < §S = n — 1. Para
que ocorra #(a (R x R)) > n, é necessirio que existam s,t € S distintos
tais que a(r,s) < a(r,t) e a(r,s),a(r,t) B(S xS). Por outro lado, por
(iii), temos que a(r,s) < a(r,t) = a(r,s) = a(s,t) € B(S x S). Assim,
concluimos que § (@ (R X R)) < n. [

Consideremos um semicomplexo I'. Dado (R,a) € T'; R = {r1,...,ms}.
As vezes, usaremos a seguinte notagao

12 ... Ain

Qn—1n

para representar I'. Em que ay; := a(r;,r;). Vejamos a praticidade dessa
notacao, analisando a seguinte

Pergunta. Seja I' um SCH. Existe (R,a) € I satisfazendo a seguinte
propriedade de ordenagao:

a12<...<a1n§a23<...<a2n<...<an_1n?

Resposta. Nos casos v (I') = 2,3 ndo ¢ dificil verificar que a resposta é
positiva. Porém, no caso v (I') = 4, temos o seguinte exemplo:

et
W = =

10



Nao é dificil ver que I é um SCH. No entanto, a configuracio desejada

nao define um SCH em ®. Logo, (R,a) T.
Exemplo 2.4. Seja R={1,...,n}. Dados 1 <a; <... < a1 €Q,

existe (R,a) € R, tal que a (R X R) = {0, y,... ,an_1} € [R, @] é um SCH.
De fato, consideremos

11



3 Curvas semi-algébricas e semicomplexos

Neste capitulo, veremos como semicomplexos aparecem no estudo de cur-
vas semi-algébricas quando analisadas sob o ponto de vista métrico. Deno-
taremos por C o conjunto dos pares (4,a) em que A C R? é uma curva
semi-algébrica e a € A é um ponto nao isolado.

Seja (A, a) um elemento de C. Consideremos Aj,..., A, C R*uma boa
decomposi¢iao? de A em a. Definamos R = {A4;,... ,An} ea: Rx R — Q*
por

o (A,', A]) = Ha (Ai, AJ) ,

em que H, (A;, A;) e o dngulo de Holder?, no ponto a, entre A; e A;,sei # j
€ a(A,-,Ai) =0.

Definimos o semicomplezo de A, no ponto a, por  (a) = [R, ¢].

Exemplo 3.1. Dado ¢ € QN |[1,+00), seja

T, = {(z,y) €R} [y=atouy=0] e [0 <z <1]}.
o g-tridngulo de Holder. Consideremos

A ={(z,y) eR%; 0> y}NT,
Ay={(z,y) eR% y=0e0< z}NT,

Calculemos (0). Dado 0 < r < 1, sejam X, € A;\B,(0) e YV, €
Ay \ B; (0) tais que

dist (A1 \ B, (0), As\ B, (0)) = | X, — Y;|.

Consideremos P : R?*—R%m que P (z,y) = (z,0). Temos que VZ € R? e
VW = (w,0) € R,
Z-P(2)|<|Z-W]|.
20 conceito de boa decomposicio de um germe de curva semi-algébrica é apresentado
no Capitulo 1.

30 angulo de Hélder, no ponto a, entre 4; e A; é o racional associado & fungdo r —
dist (A;\B; (a) , Aj\B: (a)), definido no Capitulo 1.
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Em particular, sendo X, = (z,, z7), temos

Dai, pela minimalidade de | X, — Y,|, temos z, <.

Sendo Y, = (y,,0), temos y, > r. Se y, > r, entdo temos que o dngulo

X, P (R)Y, é maior do que ou igual a 90°, em que R = (r,79).
Dai, | X, — Y| > | X, — P (R)|, absurdo. Entao, y, = r.

Agora, consideremos g : I — R dada por
g(z)=(z— 7‘)2 + %,
em que I = {r € (0,1); 22 + 2% > r?}.

Temos que g (z,) < g(x), Vz € I, por hipdtese, e caso z% + 2 > r?,
teriamos ¢ (z,) = 0. Por outro lado,

g (z,) =2[(zr — 1) +qz*"] > 0.

Concluimos, com isso, que X, é o ponto na interse¢io A; NS, (0) e Y, é
o ponto na interse¢io A, N S, (0).

Agora, temos que r < To,. Pois, g, < 1 = 4r2 = | Xo, | = + Ty, <
2r2 = 2 < 1. Assim, 79 < | Xy — Y| < 2979 Assim concluimos que

'z, (0) : [q].

Exemplo 3.2. Sejam m € R, suporemos m > 0 para exemplificarmos
compativelmente com a figura abaixo, e

A={(z,y) ERyy=mzouy .- 0}

(r,y) eR%;y=mze0<z}NA

(r,y) eR®;y=0e0<z}NA
Ay={(z,9) eR;y=mzex<0}nNA

(z,y) eR*} y=0ez<0}NA

Calculemos  (0). Com argumentos anilogos aos utilizados no Exemplo
3.1, podemos mostrar que dist (A;\B; (0), A2\B, (0)) = | X, — Y,| em que
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X, é o ponto onde A, intersecta S, (0) e Y, é o ponto onde A, intersecta
Sy (0). Temos X, = (z,,mz,} e Y; = (r,0). Assim,

e, portanto,

Entdo, Hgy (A1, A2) = 1. Com o mesmo grau de dificuldade, calculamos
os outros angulos e concluimos que:

Exemplo 3.3. Sejam m < n nimeros reais positivos e:

K = {(z,y) € R%; mz <y < nzx}
L={(z,y) eR® y=0ez>0}

Observe que o bordo de K ¢é dado pela unido de duas semiretas, as
quais denotaremos por R; e R;. Dado r > 0 ndo é dificil mostrar que
dist (K\B, (0),L\B; (0)) = dist (0K\B, (0),Y;), em que Y; = (r,0). Seja
X, € 0K\B, (0) tal que |X, — Y;| realiza a distdncia acima. Afirmamos que
X, € R U R,. De fato, caso contrario, temos a seguinte configuracgio:

Em que B é o ponto de R, tal que |B| =r e A é o ponto de R; tal que
|A| = r. Temos que o quadrildtero AX, BY; estd inscrito na circunferéncia
Sy (0). Pela minimalidade de |X, — Y;|, temos BY, e AY; > X,Y,. Logo,
AX,B=AX,Y,+Y.X,B>Y,AX, + X,BY, = 180° . Entao, pelo Exemplo
3.2, existe uma constante ¢, que nao depende de r, tal que 2r > | X, — Y;| >
cr.
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Observacgao 3.1. Do Exemplo 3.3, podemos concluir que dois cones K,
e Ky, K, e K, se intersectam apenas no vértice a, se aproximam de forma li-
near. Isto é, existe uma constante c tal que 2r > dist (K;\B; (a) , K2 \B; (a)) >
cr.

O préximo resultado que discutiremos, classifica totalmente tridngulos de
Hélder segundo uma relacao de Lipschitz.

Proposigao 3.1. Sejam p e q elementos de Q N {1, +00). Entdo, existe
uma aplicacao bi-lipschitziana

F . (T,,0) = (T,,0)

se, e somente se, p = gq.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que exista uma aplica¢ado bi-lipschitziana
F:T, T,

tal que FF(0) =0ep > ¢ > 1. Sejam 0 < ¢; < ¢, constantes bi-Lipschitz de
F'. Denotemos

G, —{(z,y) eR%0<z<1ley=azar}
Gy={(z,y) e R 0<z<ley=2}
I={(z,y) eR%,0<z<ley-0}

Como F é um homeomorfismo, ocorre:
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a. F(Gp)=IeF(I)=G,ou
b. F(Gp,) =G,e F(I)=1.

Caso ocorra a), consideremos F'(z,0) = (f(z), f (z)?) e F(z,z?) =
(9(x),0). Temos:

E, portanto,

Por outro lado, temos:

Absurdo, pois p foi suposto maior do que ¢ e, x pode ser escolhido positivo
suficientemente préximo de 0.

Caso ocorra b), consideremos F (z,z?) = (f(z),f(z)?) e F(z,0) =
(¢(z),0). Temos:

E, portanto,

Por outro lado, temos:
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Absurdo, pois p foi suposto maior do que ¢ e x pode ser escolhido positivo
suficientemente préximo de 0.

O resultado acima é um caso particular de um teorema que serd de-
monstrado no capitulo seguinte. Apesar de repetitivo, resolvi apresenta-lo
antecipadamente e de forma distinguida, pois acredito que esse resultado é
um motivo para o proximo capitulo, que trata semicomplexos, justamente,
como um invariante segundo uma relagdo de Lipschitz.
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4 Classificacao

Neste capitulo, discutimos a classificagdo bi-Lipschitz local das curvas semi-
algébricas planas. Relembrando, estamos considerando R? munido da métrica
euclidiana e os seus subconjuntos, em particular as curvas supracitadas, mu-
nidos da métrica induzida. Aqui, C continua sendo o conjunto dos pares
(A,a) em que; A C R? ¢ curva semi-algébrica e a € A é ponto nio isolado.
Em C temos a seguinte relacdo de equivaléncia:

dados (A,a) e (B,b) em C, temos (A4,a) ~ (B,b) se, e somente se, existem
vizinhancas V de a em A, W de b em B e uma aplicacdo bi-lipschitziana
F:V > W; F(a)=b.

Exemplo 4.1. Sejam
A= {(z,9)eR [y=ze0<z<1oufy=0e0<z<1]}
B = {(z,9)eR5 [0<y<lez=0)ouly=0e0<z<l1]}

Temos que (A, 0) ~ (B,0), em que 0 = (0,0)
De fato, considere F' : R? — R?®dada por F (z,y) = (z — y,y). Temos
que F é uma aplicagdo bi-lipschitziana tal que F (0) =0 e F (A) = B.

Exemplo 4.2. Como exemplo interessante de dois elementos de C que
nao sdo equivalentes, segundo a relagdo temos (Tp, 0) e (T,,0) em que
p e q sdo elementos distintos de Q N [1,+00). Para provar essa afirmacao,
podemos recorrer & Proposicao 3.1, ou ao

Teorema 4.1 ( de Classificagio ). Sejam (A,a)e (B,b) € C. (A,a) ~
(B,b) se, e somente se, (a) =TI'p(b).

Prova. Sem perda de generalidade, podemos supor a = b = 0. Admi-
tindo que (A, 0) ~ (B,0), consideremos vizinhancas V' de 0 em A4, W de O
em B e uma aplicagdo bi-lipschitziana

F:(V,0) - (W,0).
Sejam 0 < ¢; < ¢y constantes de Lipschitz de F', isto é

alX -Y|<|F(X)-F(Y)|<c|X-Y|,VX,YeV.
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Consideremos Ajy,..., A e By,...,B; boas decomposi¢oes de A e B, res-
pectivamente. Usando apenas que F' é um homeomorfismo, temos que [ = k.
Agora, para cada i, seja ¢ (1) tal que F'(A; N B; (0)) C Byi), para um 6 > 0
suficientemente pequeno. Usando que F' é um homeomorfismo e que pa-
ra § > 0 suficientemente pequeno, A;\ {0} N B; (0) é componente conexa
de A\ {0} N B;(0), podemos garantir a boa definicio de ® (z). De fato, é
s6 observarmos que para € > 0 suficientemente pequeno, B;\ {0} N B, (0),
j—1,...,k, sdo as componentes conexas de B N B, (0).

Entdo, sendo R = {4y,... ,Ax} e S = {By,..., B}, temos ® : R — S,
dada por ® (A;) = By(;). Mostremos que ® satisfaz:

Por absurdo, suponhamos que m > n, em que
m = Hg (A;, Aj) e n= Hy (Bq)(i), Bq,(j)) .
Temos:
(X|>r) = |X—O|>r:>c—1|F(X)—F(O)| >r
= |F(X)-0|>cr=|F(X)|>car. (¥
Assim, dado r > 0 pequeno, existem X; € A;\B, (0) , X; € A;\B,(0)

tais que
Tmh(") = |Xi - XJ| > E|F(Xi) - F(X])l
> —(ar)"glar),

em que a ultima desigualdade decorre de ().
Aqui, r™h (1) é a decomposigao de Puiseux de

dist (Ai\Br (0) aAj\BT (0))
e r"g (r) é a decomposigdo de Puiseux de

dist (Ba()\B; (0), Ba()\B: (0)) -
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Assim,

Fazendo r — 0, temos 0 > g (0). Absurdo.

Entéo, fica demonstrada uma dire¢do do Teorema de classificagdo. A ou-
tra diregdo serd demonstrada em etapas e, antes de inicia-la, vejamos algumas
conseqiiéncias imediatas do resultado que provamos agora.

Coroldrio 4.1. Seja f : [0,0] — R semi-algébrica, ndo negativa tal que
f(0) = f (0) = 0 e com a seguinte decomposigio de Puiseux f (z) = z%h (z).
Seja A o grafico de f unido com o segmento [0,d] x {0}. Entdo,  (0) : [q].

Prova. Antes de qualquer coisa, observemos que
FO)=f0)=0=q¢>1

Consideremos F : [0,6] x R. € R* — R? dada por F (z,y) — (z,yh(x)).
Aqui, usaremos a métrica do maximo:

d(X,Y) =max{|z1 — y1|, |22 — vo|},

em que X — (z1,%2) e Y = (y1,y2). Afirmamos que F aplica uma vizinhanca
de 0 em T, semi-algebricamente, de forma bi-Lipschitz, sobre uma vizinhanca
de 0 em A. Entao, se isto acontece, temos pelo teorema anterior que  (0) :
[q]. Resta-nos provar tal afirmagao. Para tanto, consideremos

em que £ > 0 é tal que
qz?'h(z) + 2% (z) < 1, V0 <z < &.

Entdo, dados X = (z,29) e Y = (y,y?); 0 < y < 2 < e. Pela escolha de
€ < ==, temos
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Assim,
d(X,Y) = |z —y|.
Analogamente, temos
d(F(X),F(Y)) = |z —yl.
Nesse caso,
d(X,Y)=d(F(X),F()) .

Agora, caso tenhamos X = (z,29) e Y (y,0), sejam 0 < A < v € R tais
que

Consideremos, também

Entao,

Por outro lado,

Finalmente, como

segue-se o resultado.

Coroldrio 4.2. Sejam fy, fo . [0,6] — R semi-algébricas; f, (0) =
(0) = 0, com as seguintes decomposicdes de Puiseux:

fi(z) = z%h;(z),i=1,2.

Entdo o angulo de Hoélder, no ponto 0, entre os gréaficos de f; e fa é maior
do que ou igual a min{q;, ¢2} € se q; # ¢, entdo vale a igualdade.
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Prova. Chamemos de A; ao gréifico de f;, ¢ — 1,2, e consideremos
q = Hop (A1, A3). Observemos que

0)=0=¢>1
Em particular, se provarmos que ¢ > min {q, g2}, entdo teremos ¢ > 1.

Sem perda de generalidade, suponhamos que ¢; < ¢z. Seja F: [0,6] x R
— RR? dada por

F(z,y) = (z,y — fi(z)).

Temos que a jacobiana de F' num ponto (z,y) é dada por

Logo, F aplica A = A; U A, semi-algebricamente, de forma bi-lipschitziana,
sobre B = F (A). Sendo B; = F (4;), 1 — 1,2, temos que

B, = {(x,y)€R2;0<x<6ey=0};
By, = {(x,y)€R2;0<x<5ey=x‘“h3(x)},

em que h3(z) = %2 Nhy (x) — hy (z). Pelo teorema anterior, direcdo
provada, temos que o dngulo de Hélder, no ponto O, entre B, e By é gq.
Agora, caso  (0) # 0, temos pelo corolério 4.1 que ¢ = ¢;. Caso h3(0) =0,
vé-se facilmente que ¢ > ¢;. [ |

A partir de agora, discutiremos a outra dire¢do do teorema de classifi-
cagdo. Antes disso, vejamos um resultado que compara as ordens de duas
fungdes semi-algébricas que sdo de grande importancia na teoria a seguir.
Sendo mais claro, queremos provar que se (A,a) € C, R = {A4;,...,4,} é
uma boa decomposigao de (4, a) e temos que 7% h;; (r) é a decomposigao de
Puiseux de

dist (4; NS, (a),A; NS, (a)),

entao ﬁij = Ha (Ai, A])
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Lema 4.1. Sejam ha,hp : [0,6] = R semi-algébricas, de classe C*,
tais que  (0) = A, (0) = 0 e hp(0) = h3(0) = 0. Sejam A e B os
grificos de hy e hp, respectivamente, e suponhamos que AN B = {0} e
0 ha(z)>hp(z) 0Vze(0,6. Consideremos

F (r) = dist (A\ B, (0), B\ B, (0)), L (r) = dist (AN S, (0), BN S, (0))

as decomposicoes de Puiseux de F' e L, respectivamente. Entdo, a = g.

Prova. Como F (r) < L(r) Vr, temos que § < a. Entdo, suporemos
por absurdo que # < a. Para r > 0 suficientemente pequeno, F () se realiza
em X, ou em Y;, em que X, é o ponto na intersegdo AN S, (0) e Y; o ponto
em B NS, (0). De fato, usando o Coroldrio 4.1, temos que a > 1. Logo,
36 > 0 tal que F' (r) > 0V0 <r <§. Sabemos que F é crescente, e como
F' é semi-algébrica ndo constante, e > 0 tal que F' cresce estritamente em
[0, €], pois F' (r) > 0 para r > 0 suficientemente pequeno visto que

possui um numero finito de componentes conexas e como nao existe n > 0
tal que F seja constante em [0, 7] temos que a componente de 0 é I = {0},
assim existe € > 0 tal que F' (r) > 0V0 <r <e.

Sejam ZA € A\ B,(0) e Z, € B\ B, (0) tais que F (r) = |Z? — ZE|.
Entao, para todo € > 0 suficientemente pequeno, temos que ocorre uma das
alternativas:

Caso ocorra (1), temos que
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Caso ocorra (2), temos que

Também, existe £ > 0 tal que F (r) se realiza exclusivamente em X,
VO<r<€E&ouem Y, VO <r <. Pois caso contrario, existe uma seqiiéncia
(rn) tal que r, = 0 e F (r,) = L(ry,). Absurdo, pois § < a. Suponhamos
que F () se realize em X, V0 < r < § e definamos

em que Z, é o ponto de B\ B, (0) tal que F(r) = | X, - Z,| e S(r) =
|Zr - Yr|
Temos, X, = @) Y — e W), Zo = (2r (a)). Assim,

e, sendo

temos, pelo Teorema do Valor Médio, que

Entao,

Como

24



temos que

Afirmamos que lir%V,- = e, Com efeito, sendo c(r) = (V;, W,), temos
r—
que

F(r)Y?=L{r)+SE)?—2L(r)S(r)c(r).

Assim,

E, portanto,
Agora, sejam

E facil ver que lirré U, = —e; Assim,
T

limd(r) = (—e;,e;) = —1

r—0

Por outro lado, sejam

! Xr '

Ur - _T € 6(7‘) - <Ur,—‘/1‘>

Como 10X,| = r = |0Y,], temos que e(r) = d(r). E facil ver que
. Assim,

O que é, notoriamente, um absurdo.

Agora, o caso em que F'(r) se realiza em Y, é estudado de maneira
andloga. |
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Lema 4.2 ( de Comparagio das Ordens ). Sejam (A4,a) € C. R =
{A,...,A,} uma boa decomposi¢io de (A,a) e consideremos a seguinte
decomposi¢ao de Puiseux

dist (A; N S, (@), A; N S, (a)) = rPihy (r).

Entao ,Hij = Ha (Ai, AJ)

Prova. No caso em que os vetores tangentes a A; e A;, em a, "apontam
na mesma dire¢do”, temos que A; e A; sdo graficos como nas hipéteses do
Lema anterior, porém esse caso ja estd estudado. Suponhamos que ocorra o
contrario. Nesse caso, podemos construir cones K; e K; com vértices em a,
tais que K; N K; = {a} e para § > 0, suficientemente pequeno, A; N B; (a) C
K;e Aj N B (a) C Kj.

Sendo

d(r) = dist (K;\ Br (a), K; \ B; (a)),

sabemos que

dai

,Bij = 1 = Ha (Az, AJ) .

Lema 4.3. Sejaf : [0,5] — R semi-algébrica, de classe C*, positiva em
(0,4], tal que f(0) = f (0) = 0 e seja A o grifico de f. Entdo, existem
d, > 6; > 0 tais que P : ([0,6] x R) R dada por p(X) = |X|, é bi-
lipschitziana.
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Prova. Seja f(z) = zh(z) a decomposi¢ac de Puiseux de f. Como
f (0) — 0, temos a > 1. Agora, como h(0) > 0 e podemos

escolher 4, tal que

Logo,

Portanto,

é estritamente crescente em [0,4;]. Como conseqiiéncia desse fato, temos a
seguinte propriedade de convexidade: Vz € [0,4;] a curva v (t) = (¢, f (¢))
com 0 < t < z, est4 abaixo do segmento 0X, em que X = (z, f (z)) .

De volta ao nosso problema, trivialmente, temos que:

Sendo &6, > 0 tal que P(AN([0,0;]xR)) = [0,6] e : R”2 - R a
proje¢do m (z,y) = z, temos que:

De fato, sem perda de generalidade, suponhamos que s < t, e conside-
remos E = (e}, ez) o ponto na intersegio OP~1(t) N S, (0). Como t — s
é a medida da hipotenusa de um tridngulo tal que um dos catetos mede
7w (P71 (t)) — €, temos que t — s > w (P~ (t)) — e;. Agora, pela pro-
priedade de convexidade discutida no inicio da demonstracao, temos que
P~1(s) = (by,by) com by < ey. Agora, como b% + b2 = s? = €% + €%, temos
que 7 (P~ (s)) = by > e;. Dal,

Para finalizar, seja m € R tal que f (t)| < m, V0 <t < §. Entio,
dados 0 <y <z <é, X =(z,f(z))eY =(y, f(y)), temos:
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Entdo, sendo X =P '(t) e Y = P !(s), temos:

em que a ultima desigualdade decorre de ().
Dai, temos que P~! também é de Lipschitz.

0)eC,R={Ay,..., A}, S={Bi,...,By}

Lema 4.4. Sejam (A4,0), (B,
e (B,0), respectivamente. Se

boas decomposigoes de (A4, 0)
HO (Ai7 A7) = HO (Bi7 BJ) ’ Vi)jv

entdo (A,0) e (B, 0) sdo localmente equivalentes bi-Lipschitz.

B.(0),2 =1,...,nsejam as componentes conexas de ANB, (0), fANS, (

0)
le B;NB.(0),7=1,...,n sejam as componentes conexas de B N B, (0),
BN S (0)=1V0<e<d.

Prova. Consideremos § > 0 suficientemente pequeno, tal que A; N
e

Sejam A" = ANB;(0), B =BNB;(0)e¢: A — B tal que ¢ (X) éo
ponto na interse¢do B; N S|x| (0) em que i é tal que X € A;. Como R e S sdo
boas decomposictes de (4, 0) e (B, 0), respectivamente, temos que ¢ é uma
bijecdo. Dado : € {1,...,n}, temos que A, é grifico sobre sua tangente, no
ponto 0, do tipo discutido no Lema 4.3. Logo, existem 0 < 4} < 05 € R tais
que

dada por ¢4. (X) = | X]|, é bi-Lipschitz.

Seja § — min{d%}. Analogamente, temos que para cada ¢ € {1,...,n}

existem 0 < €} < ¢, € R tais que

dada por ¢p, (Y) = |Y| é bi-Lipschitz. Sejam e = min {€4}, £ = min {4, €},
V= (0)nAeW =B (0)NB.
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Afirmamos que ¢y := ¢y : V — W é bi-Lipschitz. Com efeito, claramen-
te @y estd bem definida, ¢y € injetiva porque ¢ é injetiva, ¢y é sobrejetiva
pois R e S sdo boas decomposi¢oes. Agora temos que ¢; := ¢;3‘_1 oy €
bi-Lipschitz, Vi € {1,...,n}. Entdo, seja A > 0 uma constante de Lips-
chitz, que atue como tal, para cada Também, para cada i # j seja
f€.10,£] - R dada por

¢ (r) = dist (C;n S, (0),C; N S, (0))

1

e g;; : [0, R dada por

C = A, B. Consideremos as decomposicoes de Puiseux

Por hipétese, — Ho(Ai, A;) = Ho(B;, Bj) = Bij. Pelo Lema 4.2,
temos v;; = e Gy = Seja

l |

Entdo, dados X € A; e Y € Aj, suponhamos r = |X| < |Y] < £ e seja
Z € A;N S, (0), temos:

Como

——— me X é uma constante de Lipschitz de ¢4,,

temos
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5 Realizacao geométrica de SCH.

Usando o Lema de Comparagao das Ordens, nao ¢ dificil verificar que se I' é
o semicomplexo de A no ponto a para algum elemento (A,a) € C, entdao I" é
um SCH. Diante desse resultado, surge uma pergunta natural, a saber:

Dado um SCH T, existe (A4, a) € C tal que I' é o semicomplexo de A no
ponto a?

O teorema que discutiremos a seguir, d4 uma resposta positiva a pergunta
acima.

Teorema 5.1. Dado (R,a) € R; [R,a] é SCH (e R = {1,...,n}),
existem graficos

A ={(z,fi(2)) € R*; 0 <z <},

tais que f; é uma fungédo semi-algébrica diferenciavel e f; (0) ,i=1,...,n.

=0
n
Além disso, Aj,...,A, é uma boa decomposido de A = |J A; no ponto

1
0 =(0,0) e, finalmente, a,; = Ho (A;, 4;).

Demonstragdo. Essa demonstracao sera feita por inducio sobre §R.
No Caso R = 1, nada temos a fazer. No caso §R = 2 os tridngulos de Holder
resolvem o nosso problema. Entdo, por, hipétese de indugao, suponhamos
que o teorema seja vdlido para todo (R,a) € R; [R,a] é SCH e {R = n.
Consideremos (R, ) € R; [R,a] é SCH e R = n+1. Seja ayyj, = max {a;}.
Entédo, considerando (R, @) modificado por uma permutagdo ¢ : R — R tal
que @ (ig) =1 e P (3) = 2. Temos que (R,a) € R; [R,a] ¢ SCH, fR=n+1
e ajp = max{w;;}. Denotemos ¢ = a;2 . Entdo, sejam S — {2,...,n+1}
e B = ajgxs. Temos que [S, 3] é um SCH de n vértices. Logo, por hipétese
de indugio, existem fungdes semi-algébricas g, ... , gnt1 diferencidveis num
intervalo [0, §] tais que g5 (0) =0, k=2,...,n+1, e 6;; = Ho (B;, B;j), em
que

n+1
nos dd uma boa decomposi¢do de B = |J B; no ponto 0=(0,0). Ob-
1 =2
servemos que existem racionais qs, ... ,qny1 < ¢ tais que g; (z) = z%h; (x)
(decomposi¢ao de Puiseux), i = 2,... ,n+ 1.
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Dai,

Como

temos
(X)—o () <(m+A+Im)|X -Y].

Assim, concluimos que ¢y é de Lipcshitz. Analogamente, podemos mostrar
que ¢, é de Lipschitz. [ |

Entao, fica demonstrado o teorema de classificacao. [ |
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Sejam £ >0 e
91(z) = g2 (z) + £
tais que ¢, (z) # ¢; () para todo i = 2,...n+ 1 e todo z € [0,5]. Seja
n+l
B, o grifico de ¢,. Entdo, sendo B = U Bi, claramente oy; = Hog (B;, B;)

i=1
para quaisquer 2 < i < j < n+ 1. E, pelos Corolarios 4.1 e 4.2, temos que
= Ho (B1,B;) parai=2,... ,n+ 1. Entdo, definindo

A; = Bsiy e fi (%) = gy (x) parai=1,...,n+1

n+1
e sendo A = |J A, obtemos o desejado. |

1=1
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6 Conexao com Mergulhos Normais

Dado um subconjunto A C R" semi-algébrico conexo, podemos considerar
duas métricas naturais em A, a primeira é a métrica euclidiana induzida
(met. ind.) e a segunda é a que definiremos a seguir:

dados z,y € A, seja

Seja

em que

Temos que d define uma métrica em A, veja [Yo]. Dizemos que d é a
métrica geodésica relativa @ métrica induzida (met. geod.).

Sejam A C R e a € A. Dizemos que (4, a) ¢é localmente normalmente
mergulhado (l.n.m.) se existem 0 < ¢; < ¢; e uma vizinhan¢a V de a em A
tal que

Isto é, as métricas ind. e geod. quando restritas a V' sdo equivalentes.
Observagao 6.1. A condigdo de ser l.n.m. é um invariante local de

Lipschitz, melhor dizendo, dados (A, a), (B,b) € C tais que (A,a) ~ (B. ),
entdo (4, a) é lLn.m. se, e s6 se, (B,b) é Ln.m.
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Exemplo 6.1. Sejam m € R e
A={(z,y) eR% [y=0e0<z <1 ou [y=mz e0<z<1]}

Afirmamos que (4,0) é localmente normalmente mergulhado. De fato,
dados X,Y € A, sendo

temos

Portanto,

Como queriamos mostrar.

Dizemos que o semicomplexo I' é trivial quando V (R,a) € T, a(r,s) =1
Vr,s € R distintos.

Exemplo 6.2. Consideremos a curva semi-algébrica A, definida no Exem-
plo 6.1. Pelo Exemplo 3.2, temos que I'4 (0) é trivial. Em geral, temos

Teorema 6.1. Seja (A,a) € C. (A,a) é Ln.m. se, e s6 se, ['4(a) é
trivial.

Prova. Suponhamos que (A, a) seja localmente normalmente mergulha-
do. Entao existem constantes 0 < ¢; < ¢, e uma vizinhangca V de a em A
tais que

Seja Aj,..., A, uma boa decomposi¢do de (A,a). Dados ¢ j, para
r > 0, suficientemente pequeno, sejam X, e Y, os pontos que constituem as
intersegdes Sy (a) N A; e S, (a) N A;, respectivamente. Temos,
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Pelo Lema de Comparagdo das Ordens, H, (4;, 4;) = 1.

Reciprocamente, suponhamos que I'4 (a) seja trivial. Pelo Teorema de
Classificacao temos que

(A,a) ~ (B,b)
emqueb=0e
B={(z,y) eR*0<z<le[(y=0) ou (y=1.x) ou ... ou (y = n.z)]}

em que n = v (I'4 (a)). Por outro lado, pelo Exemplo 6.1, temos que (B, b) é
l.n.m. Finalmente, pela Observagio 6.1, temos que (A4, a) é lL.n.m. ||
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