UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
MESTRADO ACADEMICO EM MATEMATICA

SAMUEL BELO SOBREIRA NETTO

SOLITONS DE RICCI GRADIENTE SHRINKING
DE DIMENSAO QUATRO

FORTALEZA
2022



SAMUEL BELO SOBREIRA NETTO

SOLITONS DE RICCI GRADIENTE SHRINKING
DE DIMENSAO QUATRO

Dissertacao apresentada ao Curso de
Mestrado Académico em Matematica do
Programa de Pés-Graduagdo em Matematica
do Centro de Ciéncias da Universidade
Federal do Ceara, como requisito parcial a
obtencao do titulo de mestre em Matematica.
Area de Concentracao: Geometria.

Orientador: Prof. Dr. Ernani de Sousa
Ribeiro Junior.

FORTALEZA
2022



Dados Internacionais de Catalogacdo na Publicacio
Universidade Federal do Ceard
Sistema de Bibliotecas
Gerada automaticamente pelo médulo Catalog, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

S659s Sobreira Netto, Samuel Belo.
Sélitons de Ricci gradiente shrinking de dimenso quatro / Samuel Belo Sobreira Netto. — 2022.
47 f.

Dissertacdo (mestrado) — Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias, Programa de Pds-Graduagao
em Matematica, Fortaleza, 2022.
Orientagdo: Prof. Dr. Ernani de Sousa Ribeiro Junior.

1. Sélitons de Ricci. 2. Fluxo de Ricci. 3. Variedades Einstein. 1. Titulo.
CDD 510




SAMUEL BELO SOBREIRA NETTO

SOLITONS DE RICCI GRADIENTE SHRINKING
DE DIMENSAO QUATRO

Dissertagao apresentada ao Curso de
Mestrado Académico em Matemética do
Programa de Pés-Graduagao em Matematica
do Centro de Ciéncias da Universidade
Federal do Ceara, como requisito parcial a
obtencao do titulo de mestre em Matematica.
Area de Concentracao: Geometria.

Aprovada em: 03/08/2022.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Ernani de Sousa Ribeiro Junior.
(Orientador)
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. Abdénago Alves de Barros
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Rafael Jorge Pontes Diogenes
Universidade da Integracao Internacional da
Lusofonia Afro-Brasileira (UNILAB)



A todos que um dia precisem das informagoes

contidas nesse trabalho.



AGRADECIMENTOS

Agradeco aos meus pais Simone e Romildo, ao meu avdé Samuel, a minha tia
Aparecida e aos meus primos Nathanael e Nathaniel e todos da minha familia que me
apoiaram e insentivaram ao longo da minha jornada.

Ao professor Ernani Ribeiro que esteve sempre presente me ajudando e me
orientando durante meu mestrado.

Ao professor Abdénago Barros, que me ensinou muito durante as disciplinas
na faculdade e por ter aceitado o convite de participar da minha banca de mestrado.

Ao professor Rafael Diogenes pelas dicas e por ter aceitado participar da minha
banca.

Mesmo apos a conclusao da graduacao, gostaria de expressar minha gratidao ao
professor Marcos Melo pela ajuda e paciéncia ao responder meus e-mails no final daquele
periodo.

Também quero agradecer a todos os outros professores da UFC que comparti-
lharam comigo seus ensinamentos.

Gostaria também de agradecer a Andréa Costa, a secretaria mais atenciosa da
UFC, por sempre ser atenciosa tirando minhas dividas e me ajudando muito durante meu
mestrado.

A minha namorada, Giovana, que foi um grande pilar para me manter forte,
principalmente durante esse momento dificil que o mundo vem passando, sua companhia
foi essencial.

Aos meus amigos que estiveram comigo ao longo dessa caminhada, a amizade
de vocés, junto com aquele cafezinho da tarde, foi fundamental para me manter firme
nessa caminhada.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagao de Aperfeicoamento

de Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Cédigo de Financiamento 001.



“Se eu pude ver mais longe, foi porque estava
sobre ombros de gigantes.”

(Isaac Newton)



RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar a prova de um resultado de classificacdo para
solitons de Ricci de dimensao quatro obtido por H.-D. Cao, E. Ribeiro e D. Zhou em 2021.
O resultado afirma que, sob uma condicao pontual envolvendo a parte self-dual do tensor
de Weyl, todo séliton de Ricci gradiente shrinking de dimensao quatro é Einstein, ou o

quociente finito de R*, S3 xR ou S? x R2.

Palavras-chave: solitons de Ricci; fluxo de Ricci; variedades de Einstein.



ABSTRACT

The aim of this work is to present a proof of a classification result for four-dimensional
Ricci solitons obtained by H.-D. Cao, E. Ribeiro and D.Zhou in 2021. The result asserts
that, under a pointwise condition envolving the self-dual part of the Weyl tensor, every
four-dimentional gradient shrinking Ricci soliton is either Einstein, or the finite quotient

of R, S3 xR or S? x R2.

Keywords: Ricci solitons; Ricci flow; Einstein manifolds.
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1 INTRODUCAO

Nos tltimos anos muitos matematicos tém estudado os sélitons de Ricci gradi-
ente, eles sdo objetos muito importantes no entendimento do fluxo de Ricci de Hamilton
[18]. Uma variedade M™ munida de uma métrica Riemanniana completa g ¢ chamada
soliton de Ricci gradiente se existe uma fungao potencial f: M™ — R tal que a seguinte
equacgao ¢ satisfeita

Ric+Hessf = Ag,

onde A\ é uma constante real. No caso em que A > 0, o séliton de Ricci gradiente é
chamado de shrinking. Os soélitons de Ricci gradiente sao generalizacoes naturais das
variedades Einstein. Além disso, os solitons de Ricci possuem um papel fundamental na
teoria do fluxo de Ricci, que foi introduzido por Hamilton em 1982 e que foi utilizado
para solucionar diversos problemas importantes na geometria Riemanniana, em particular,
Grigori Perelman utilizou o fluxo de Ricci para provar a conjectura de Thurston e, como
consequéncia, provar um dos 7 problemas do milénio, a conjectura de Poincaré.
O fluxo de Ricci é um sistema de equagoes dada por

£ 0(t) = ~2Ric(g(1),

9(0) = go,

onde ¢(t) é uma familia de métrica em uma dada variedade. A ideia do fluxo é variar a
métrica inicial ao longo do tempo em busca de obter uma nova métrica com curvatura
constante na variedade fixada.

Partindo disso, uma das motivacoes para se estudar os sélitons de Ricci é que
eles sao solugoes auto-similares do fluxo de Ricci (confira o Teorema 3.1) e além disso os
solitons de Ricci muitas vezes surgem como modelos de singularidades do fluxo de Ricci.

Nas ultimas duas décadas, muitos trabalhos foram sendo desenvolvidos na
tentativa de classificar os solitons de Ricci gradiente shrinking. Em dimensao n = 2,
Hamilton mostrou que qualquer soliton de Ricci gradiente shrinking é isométrico ao plano
R? ou ao quociente finito da esfera S?. Para n = 3, pelos trabalho de Ivey [19], Perelman
[27], Naber [25], Ni-Wallach [26] e Cao-Chen-Zhu [3], qualquer séliton de Ricci gradiente

shrinking completo de dimensio 3 é o quociente finito da esfera canénica S?, ou o séliton
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Gaussiano shrinking R?, ou o cilindro S? x R. Nos tltimos anos houve muito progresso
no intuito de entender os solitons de Ricci de dimensoes maiores, em particular os de
dimensao quatro.

Os séliton de Ricci gradiente shrinking de dimensao quatro, até a data desse
trabalho, ainda nao foram totalmente classificados, porém ja existem varios resultados que
classificam solitons de dimensao 4 sob condi¢oes especiais. Por exemplo, pelos trabalhos
de [26, 16, 24, 28, 7, 32], sabemos que sélitons de Ricci gradiente shrinking de dimensao
4 com tensor de Weyl nulo sio isométricos ao quociente finito de R*, ou S* ou S? x R.
Chen e Wang [13] provaram que sélitons de Ricci gradiente shrinking half-conformally
flat sdo isométricos ao quociente finito de S*, ou CP?, ou R*, ou S? x R. Cao e Chen [6]
provaram que sélitons de Ricci gradiente shrinking de dimensao quatro do tipo Bach-flat
sao Einstein ou o quociente finito de R* ou S3 x R. Fernandez-Lépes e Garcia-Rio [23]
junto com Munteanu-Sesum [24] mostraram que todo séliton de Ricci gradiente Shrinking
com tensor de Weyl harmonico (ou seja, 6W = 0) sdo Einstein ou o quociente finito de
R4, S? x R? ou S3 x R. Um resultado mais recente, por Wu-Wu-Wylie [31], afirma que a
mesma condicao é satisfeita sobre a condi¢do mais fraca com tensor de Weyl self-dual
harmonico (ou seja, W™ =0).

Catino em [11] provou que todo séliton de Ricci gradiente shrinking completo

de dimensao quatro com curvatura de Ricci ndo negativa e satisfazendo

2
|W\R§x/§<]R2cy—2\/1§R> (1.1)

é o quociente finito de R*, S? x R, ou S*. Depois, Wu, Wu e Wylie [31] mostraram que a
curvatura de Ricci nao negativa na hipdtese do resultado de Catino pode ser removida.
Recentemente, Zhang [33] mostrou que todo séliton de Ricci gradiente shrinking completo
de dimensao quatro e curvatura de Ricci nao negativa e limitada 0 < Ric < K satisfazendo

a estimativa

W[ <co

8 1
Ric| ——=R 1.2
il 12
para alguma constante ¢ < 14 /3, é flat ou tem curvatura de Ricci 2-positivo. No entanto,

as condigoes (1.1) e (1.2) nao recuperam o séliton de Ricci gradiente shrinking completo

em S? x RZ.
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Partindo da ideia de classificar solitons, o objetivo desse trabalho é demonstrar

o seguinte teorema, que foi provado por por H.-D. Cao, E. Ribeiro Jr. e D. Zhou no artigo
[5].
Teorema 1.1 Seja (M*,g, f) um sdliton de Ricci gradiente shrinking de dimensdo quatro
satisfazendo
W = VEIWP > (Rieo Rie)*, W),
ou
W= e > ;«R‘%c@ Ric)~, W-).
Entio (M*,g,f) é ou
i) Einstein, ou

i) o quociente finito do séliton Gaussiano R*, ou S3 x R, ou S? x R?.

Observagao 1.1 Nesse teorema, nenhuma limitacao para a curvatura de Ricci foi assu-
mida. Além disso, a iqualdade para W ¢ satisfeita para o sdliton S x R?, considerado
como um soliton de Ricci-Kahler gradiente com respeito a orientacao natural da
estrutura complexa CP' x C. Portanto, o Teorema (1.1) pode ser considerado como um

teorema gap para S* x R2.

Observacao 1.2 No Teorema 1 o sequinte termo aparece no lado direito da estimativa
((Ric® Ric)™, W),

porém, seria interessante estimar esse valor de modo a se obter uma nova condicao
dependendo da norma do Ric em vez do produto Kulkarni-Nomizu. De fato, podemos

provar que

((Ric® Ric), W) <6|Ric|?|WH],

como consequéncia da Proposicao (3.3). Porém, a igualdade acima nao € satisfeita para
S? x R, mostraremos no Ezemplo (4) que

V6

((Ric® Ric),W*) = ?|R%c|2|w+|,

para o caso do S* x R2,
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e alguns teoremas basicos
que serao utilizados ao longo deste trabalho. Faremos uma revisao superficial de algumas

defini¢des e resultados basicos de geometrica Riemanniana, para mais detalhes veja

([10, 18]).
2.1 Conexoes

Ao longo do trabalho, indicaremos como X(M) o conjunto dos campos de
vetores diferenciais em uma variedade diferencidvel M™ de dimensao n e por C*(M) o

anel das fungoes reais diferencidveis, confira [10] para mais detalhes.

Definicao 2.1 Uma conexdo afim em uma variedade diferencidvel M € uma aplicagdo
V:X(M)xX(M)— X(M)

que denotamos por (X,Y) — VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
i) VixigvZ = [VxZ+gVyZ;
i) Vx(Y+2)=VxY+VxZ;
i) Vx(fY)=fVxY+X(f)Y,
onde X,)Y,Z € X(M) e f,g€ C®(M).

A proposicao a seguir estabelece uma nog¢do de derivada de campos vetoriais

ao longo de curvas em uma variedade diferencidvel, confira [10].

Proposicao 2.1 Seja M" uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entao
eriste uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo da curva
diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial i longo de ¢, denominado derivada
covariante de V' ao longo de ¢, tal que:
- D DV | DW.
i) g(V+W) =T+
i) Q(fV)—ﬁV%—fﬂ onde f é uma fungao di Jdvel I;
7 = T cao diferencidvel em I,
iii) Se V' é induzido por um campo de vetores X € X(M), ou seja, V (t) = X(¢(t)), entdo

DV _

As préximas defini¢oes dizem respeito a paralelismo de campos vetoriais ao

longo de uma curva em uma variedade.
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Definicao 2.2 Seja M™ uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Um campo
vetorial X ao longo de uma curva ¢ : 1 — M é chamado paralelo quando % =0, para

todoteI.

A compatibilidade da métrica é estabelecida pela seguinte definicao.

Definigao 2.3 Seja M"™ uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma
métrica Riemanniana g. A conexdo é dita compativel com a métrica g, quando para toda
curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos X e X' ao longo de

o, tivermos g(X,X') = ¢, onde ¢ é uma constante.

A defini¢do anterior fica melhor entendida com a préxima proposicao, que nos
d4 uma equivaléncia entre a compatibilidade de uma conexao V com a métrica e a derivada

da métrica.

Proposicao 2.2 Seja M" uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M"™ é
compativel com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao

longo da curva ¢ : I — M tem-se

d DV DW
a0V =9 (G W)+ (V)

para todo t € 1.

Como consequéncia, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.1 Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana M™ é compativel com a

métrica se, e somente se,
X(9(Y,2)) =9(VxY,Z) +g(Y,VxZ)
para todo X,Y,7Z € X(M).

Definigao 2.4 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M"™ é dita simétrica

quando

VxY —VyX =[X,Y]

para todo X,Y € X(M).
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Com isso, podemos enunciar o seguinte teorema, também conhecido como
teorema fundamental da geometria Riemanniana, ele sera de grande importancia e estara

presente ao longo de todo o trabalho.

Teorema 2.3 (Levi-Civita) Seja (M",g) uma variedade Riemanniana, entdo existe
uma unica conexao V em M™ satisfazendo as sequintes condigoes:
i) V € simétrica;

it) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Durante todo o restante do trabalho, (M, g) serda uma variedade Riemanniana

com métrica g e conexao de Levi-Civita.

2.2 Tensores

Seja V' um espago vetorial real de dimensao n, o espago dual de V| denotado
por V*, é o espago de aplicagoes lineares de V' para R e também é um espago vetorial. Os
elementos do espaco dual sao chamados de covetores.

Dado um espacgo vetorial V' de dimensao finita, um [-tensor covariante em V' é
uma aplicacdo multilinear

F:Vx---xV —=R.
————

l-vezes
Analogamente, um k-tensor contravariante em V* é uma aplicagdo multilinear

F:V*x.-.xV* =R
—_———
k-vezes

J4 um tensor da forma

F: V% xV**xXVx---xV =R

k-vezes [-vezes

é chamado de k-contravariante e [-covariante tensor, e denotamos por (k,l)-tensor. O
lema a seguir nos mostra uma maneira de relacionar um tensor e o espago de aplicagoes

multilineares.

Lema 2.1 Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Ezxiste um isomorfismo entre o

(k+1,0)-tensor TEHLD (V) e o espago das aplicagdes multilineares

F: V%o xV*xXVx---xV =V

k-vezes l-vezes
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Dada uma variedade Riemanniana (M",g), podemos fazer a mesma construcao
para qualquer espaco vetorial em cada espago tangente 7,,M, produzindo tensores em p. A
uniao disjunta de espacos vetoriais em todos os pontos da variedade produz um fibrado

vetorial, chamado fibrado tensorial. Definimos o fibrado de (k,[)-tensores por

T®DTM = T 7®D(T,M).
peM

Em particular, existem identificacbes naturais, dada por
TOOTNM = TM = X(M)
TOOTNM = T*M = T(M)
TOOTM = C®°(M).

Definig¢ao 2.5 Um (k,l)-tensor em M™ é uma aplicagiao continua F : M — TEDTM tal
que F(p) € T,M para todo p € M.

O préximo lema mostra que toda aplicacao que é multilinear sobre C'°°(M)

define um campo tensorial.
Lema 2.2 (Caracterizagao de tensores) Uma aplicacio

FoT(M)x - x T(M)x X(M)x - x X(M) — C*(M)

k-vezes l-vezes

¢ induzida por um (k,l)-tensor suave como acima se, e somente se, é multilinear sobre

C>(M). Analogamente, uma aplicagao

F:T(M)x---xXT(M)xX(M)x---xX(M)—X(M)

k-vezes l-vezes

¢ induzido por um (k4 1,1)-tensor suave como no Lema 2.1 se, e somente se, € uma

aplicagao multilinear sobre C>°(M).

E possivel levar a no¢ao de derivada covariante aos tensores. A proxima

definicao mostrara o que é a derivada covariante de um tensor.

Definigao 2.6 Seja T um (1,k)-tensor. A derivada covariante de T' é o (1,k+1)-tensor
VT : X(M)* — X(M) dado por

VI(XYi,...Y) = (VxT)(i.....Yi)
k
= Vx(T(Vi.... YD) =Y T(V1,.... VxYi,.. ., Yy).
=1
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Temos ainda o seguinte caso particular.
Definicao 2.7 Dizemos que um tensor T" é paralelo quando VT = 0.

Nao é dificil mostrar que a métrica Riemanniana g é um 2-tensor paralelo.

2.3 Operadores diferenciais

Nessa secao apresentaremos alguns operadores diferenciais importantes; para

mais detalhes, veja [21].

Definicao 2.8 Seja f: M"™ — R uma func¢do diferencidvel em uma variedade Riemanniana
(M™, g), o gradiente de f é o campo vetorial grad(f) =V f € X(M), onde para cada
X € X(M) vale

Xf=Vx[f=(V[f,X)g

O operador gradiente também satisfaz algumas propriedades dadas nas seguintes proposi-
coes.

Proposicao 2.4 Sejam f,g € C*°(M), entao
1. V(f+g)=Vf+Vy,
2. V(fg)=gVf+fVyg.

Proposicao 2.5 Sejam f: M" =R, pe M" eveT,M. Sey:(—e,e) = M" € uma curva

em M™ tal que ¥(0) =p e v/ (0) = v, entio

(V5.,0)(p) = 5 7)o

Em particular, se p for um ponto de maximo ou de minimo local de f, entao V f(p) = 0.

Temos entdao o seguinte corolario.

Corolario 2.2 Sobre as condicoes da proposicio anterior, se ¢ : R — R € uma func¢do

diferenciavel, entao

Vigo f)=¢(fIVS.
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Definigao 2.9 Seja f: M™ — R uma fungao diferencidvel, se p e M™ é tal que V f(p) =0,
entdo dizemos que p € um ponto critico de f. Em particular, todo ponto de mdzrimo ou

minimo local de f é um ponto critico.
O préximo corolério diz quando uma fungao f € C°°(M) é constante.

Corolario 2.3 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana conexa e f: M™ — R uma

fungdo diferenciavel tal que V f =0, entao f é constante em M™.

A préxima proposigdo nos garante, em coordenadas locais, uma expressao do

gradiente de uma fungao f € C°(M).

Proposicao 2.6 Se f € C®°(M) e U é uma vizinhanga coordenada, com campos coorde-

nados 8%1”'% em U, entao o gradiente de f € dado por

af o

vf:g“a?,ca?l'

Definig¢ao 2.10 Seja X € X(M). O divergente de X ¢é uma fung¢ao div(X) : M — R
definida, para cada p € M, por

divX(p) =tr{v— V,X(p)},
onde v € T, M.
Analogamente, podemos definir o divergente de um um tensor.
Definicao 2.11 Seja T' um (1,1)-tensor. O divergente de T' € o (0,l)-tensor definido por

(div T)(v1,---v;) = tr{w— (VuT)(v1---vp)}

= g((Vx,T)(v1---u), Xi),
onde {X;}i—, € uma base ortonormal de T,M e p um ponto fixo em M.

Seguimos agora para a definicao do operador laplaciano.

Definicao 2.12 Seja f: M"™ — R uma funcao diferencidvel. Chamamos de laplaciano de

f a funcio Af: M™ — R definida por

Af =div(Vf).
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O proximo operador que iremos apresentar serd o operador Hessiana de uma

funcao diferenciavel.

Definicao 2.13 Seja f: M™ — R uma funcao diferenciavel e p € M"™. Chamamos de

Hessiana de f o campo de operadores lineares (Hessf), : T,M — T,M definido por
(Hessf),(v) =V, V{,
onde v € T, M.

Note que se v € T,M e X ¢é qualquer extensao de v a uma vizinhanca de p de
M, entao
(Hessf),(X)=VxVf.

Proposicao 2.7 Seja f: M"™ — R uma fun¢ao diferencidvel e p € M™. Entdo (Hessf)p,

Tp,M — T,M ¢é um operador linear auto-adjunto.

Agora uma proposicao que relaciona a hessiana e o laplaciano de uma funcao

diferenciavel.
Proposicao 2.8 Seja f: M™ — R uma funcao diferencidvel, entdo
Af =tr(Hessf).

Observe que podemos definir a Hessiana como uma (1,1)-tensor V(V f) = V2f

dado por
V2f(X)=VxV/,

onde X € X(M). Além disso, ele também pode ser visto como um (0,2)-tensor, que é
simétrico, definido por

Hessf(X,Y)=g(VxVfY).

2.4 Curvaturas

Nesta secao apresentaremos os conceitos de curvatura Riemanniana em alguma

variedade e algumas propriedades envolvendo essa curvatura, confira [30, 21, 10].
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Definigio 2.14 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana. A curvatura Riemanniana R

de M € o (1,3)-tensor R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M) definido por

R(X,Y)Z =VxVyZ-VyVxZ -V xyZ,
para todo XY, 7 € X(M).

Definimos o tensor curvatura Riemanniana, obtido a partir do (1,3)-tensor R,

para ser o (0,4)-tensor Rm : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*°(M) definido por
Rm(X,Y,Z, W)= (R(X,Y)Z,W),.
Em termos de coordenadas locais, com respeito a qualquer base, podemos escrever
Rm(0;,05,0,0;) = Rijn-

A préxima proposicao trata das simetrias que o tensor curvatura possui em

uma variedade Riemanniana.

Proposicao 2.9 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana. Dados X,Y,Z,W € X(M), o
(0,4)-tensor curvatura possui as sequintes propriedades
i) Rm(W,X,Y,Z) = —Rm(X,W,Y, Z);
it) Rm(W, XY, Z)=—-Rm(W,X,Z)Y);
iii) Rm(W, XY, Z)=—Rm(Y,Z,W,X);
w) Rm(W, XY, Z)+ Rm(X,Y,W,Z)+ Rm(Y,W, X, Z) = 0.
Em coordenadas locais, temos
a) Rijr = —Rjip;
b) Rijri = — Rijuk;
¢) Rijri = Rpij;
d) Rijkr+ Riiji + Rjgi = 0.

A identidade do item iv) é conhecida como a primeira identidade de Bianchi.
Existe mais uma identidade que é satisfeita a partir da derivada covariante do tensor
curvatura, ela é conhecida como a segunda identidade de Bianchi (ou a identidade de

Bianchi diferencial). Temos entao a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.10 (Segunda identidade de Bianchi) Seja (M",g) uma variedade Ri-

emanniana, entao vale a sequinte identidade
VwRm(Z,V,X,Y)+VzRm(V.W, X, Y)+VyRm(W,Z, X,Y)=0.
Em coordenadas, temos
Vi Rimij + ViRmnkij + Vi R = 0.

O proximo teorema nos da uma identidade que ¢é obtida a partir da segunda

derivada covariante de um campo.

Teorema 2.11 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana. Em coordenadas, valem as
sequintes identidades:

i) Se Z é um campo, entdo
ViV;Z, —V;iViZy = RijtmZm.
it) Se B € um (0,l)-tensor, entao

l
vpquil,"'7il - qupBi17"'7il = Z quijkBi17"'7ij7"'7il :
J=1

Muitas vezes é 1til construir tensores mais simples relacionados ao tensor
curvatura. Um desses tensores, e talvez o mais importante, é o tensor de Ricci ou a

curvatura de Ricci.

Definigao 2.15 O tensor de Ricci é um (0,2)-tensor simétrico definido como o trago da

curvatura Riemanniana, ou seja, dados dois campos X,Y € X(M) entao
Ric(X,Y)=tr(Z+— R(Z,X)Y).
Geralmente denotamos o tensor de Ricci em coordenadas como R;;, onde
Rij = Rikjk = JkmRikjm-

Agora se aplicarmos o trago no tensor de Ricci, obtemos a fungao curvatura

escalar R de M™, ou seja,

R = Ry = gijRij.
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Definimos o tensor de Ricci sem trago como o (0,2)-tensor simétrico
°. 1
Ric = Ric— —Rg.
n

Em particular, se Ric =0, entdao (M", g) é uma variedade Einstein. Mais precisamente, uma
variedade Riemanniana (M"™,g) é dita ser uma variedade Einstein (ou métrica Einstein)

se o tensor de Ricci é um multiplo da métrica, ou seja,
Ric=M\g
para alguma constante .

Proposicao 2.12 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana. A derivada covariante do

tensor de Ricci e da curvatura escalar satisfaz a sequinte iqualdade
, 1
tr(V Ric) = §VR,
onde em coordenadas temos

1
ViR = §V1R.

O préximo tensor que sera definido é o tensor de Weyl, mas antes precisamos

definir o produto de Kulkarni-Nomizu.

Definicao 2.16 Sejam « e 5 (0,2)-tensores simétricos. Definimos o (0,4)-tensor a®
por
A X,Y)OB(ZW) = alX,Z2)B(Y,W)+alY,W)3(X, 2)
—a(X,W)B(Y, Z) —a(Y, Z)B(X,W). (2.1)

Definimos o tensor de Schouten P como o (0,2)-tensor simétrico

1 , R

O tensor curvatura de Weyl [21] é o (0,4)-tensor dado por

W = Rm—PGog

1 ) R

A seguir, definiremos o operador estrela de hodge, que tem grande importancia,
principalmente, em variedades de dimensao 4, pois produz uma decomposicido no fibrado

das 2-formas correspondendo ao +1-auto-espaco do operador.
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Definigao 2.17 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n. O operador
estrela de Hodge « € um operador sobre a dlgebra exterior de M™, onde x : A¥(M) —

A"R(M), com 0 <k <n, satisfazendo

aA(xf) = (a,f)dV,
onde o, B € A¥(M) e dV = \/Edatl/\.../\da:n.

Partindo da definicio acima, vamos considerar (M*,g) uma variedade Rieman-

niana de dimensao 4 e k = 2. Segue que o espacgo das 2-formas se decompoe como
A2(M) = A% (M) & A2 (M),

onde Aﬁ_(M ) e A2 (M) sio os autoespacos dos autovalores 4+1 e —1, respectivamente (veja
[30]). Note que dim(A?) =6 e dim(A%) = 3. Os elementos de A% sdo chamados de espago
das 2-formas self-dual e A2 é o espaco das 2-formas anti-self-dual.

Fixando uma base ortonormal orientada {ej,e2,e3,e4} onde denotaremos por

{el,e?,e3,e?} a base dual, considere

wf[ = AP+ Aed,
in = elnedtetne?
w?jf = 61/\64:i:62/\e3,
Loy 2
onde —=w;" é uma base ortonormal de A%.

\/§ 1

Em dimensao 4 existe uma relacao interessante onde o operador curvatura age
no espaco das 2-formas. Podemos ver o tensor curvatura como um operador no espaco das

2-formas do seguinte modo
R:AYT*M) — A (T*M),

onde dada uma base ortonormal orientada {e1,e2,e3,e4} com a base dual {e!,e?,e3,e},
temos
|
R(e"Ael) =5 > Rijue® ne,
k.l

além disso, o tensor curvatura pode ser visto como

Riji = <R(ei /\ej)7 (ek /\el)>.
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Considere
wf:i(el/\62+e3/\e4), wf:i(el/\eQ—eS/\e‘l),
V2 V2
w;:\/lg(el/\e?’+e4/\ez), Wy :\}5(61/\63—64/\62), (2.2)
wgr:\/lé(el/\e4+62/\e3), w?’_:\}ﬁ( Iaet —e2 ned),

onde {w;,wy w3} é base ortonormal de A% e {wj,w; ,w; } é base ortonormal de A?.
Podemos entao decompor o tensor curvatura em uma matriz 6 x 6 dividida em blocos da

seguinte forma

Wt +21d Ric
Rm = 12 (2.3)
Ric* W=+ £1d
Observacao 2.1 Se P € um (0,4)-tensor satisfazendo
P(l',y,Z,t) = —P(y,x,z,t) = —P(fl?,y,t,Z),
P(z,y,z,t) = P(z,t,2,y), (2.4)

podemos vé-lo como uma aplicagio simétrica P : A2(T*M) — A*(T*M) definido por

1

Pw) = 1

> Rijriwgie’ ANel,
/[:’j7k7l

onde

1 S
w= waije’/\e]
255
¢ uma 2-forma. Tomando a base (2.2), a matriz de P pode ser escreita da sequinte forma

(Pi)wf) | (PE)wp)

g

P
(P@)wf) | (Pp)wy)

(2.5)

Para mais detalhes, confira [30].
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3 FLUXO E SOLITONS DE RICCI

Este capitulo seréa dedicado a apresentar o principal objeto de estudo desse
trabalho, os sélitons de Ricci gradiente. Além disso, mostraremos como eles se relacionam

com o fluxo de Ricci, para mais detalhes veja, por exemplo, [2, 18].

3.1 Solitons de Ricci gradiente

Definicao 3.1 Dizemos que uma tripla (M",g, f), onde M"™ é uma variedade, g é uma
métrica Riemanniana em M"™ e f: M™ — R é uma funcao potencial, é um soliton de Ricci
gradiente se satisfaz

Ric+ Hessf = \g, (3.1)

onde A € R. A depender do valor de A\, os sdlitons de Ricci se diferenciam por 3 tipos:
e expanding se A < 0;
o steady se A =0;

e shrinking se A > 0.

Observagao 3.1 Seja (M",g) uma variedade Finstein, ou seja,
Ric = \g,

entao a equagcao do séliton € sempre satisfeita quando tomamos f(x) = c¢ uma fungdio
constante, pois Hessf = 0. Entdo podemos dizer que os sélitons de Ricci gradiente sao

generalizagoes das métricas Finstein. Esses sao chamados de solitons triviais.
Seja (M™, g, f) um sdliton de Ricci gradiente, se g = A\g, onde A € R, entao
Ric(g) = Ric(g).

Entao, a menos de scaling da métrica, ainda obtemos a equagao (3.1). Assim, ao longo do
trabalho vamos sempre fazer o scaling da métrica g de tal forma que obteremos \ = %,

/\:Oou/\:—%.

3.2 Fluxo de Ricci

O fluxo de Ricci é um objeto de pesquisa muito importante no estudo das

variedades. Ele pode ser descrito como um processo de uniformizacao da métrica em uma
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variedade. Os sélitons de Ricci sao solugoes auto-similares do fluxo de Ricci e também

modelos de singularidades do fluxo, como veremos nessa se¢ao.

Defini¢ao 3.2 Dada uma familia a 1-parametro de métricas Riemannianas g(t) em uma

variedade suave M"™, definida em uma intervalo I C R o fluxo de Ricci é dado pela equagdio
0 .
5.9(t) = —2Ric(g(1)) (32)
com uma condigao inicial dada g(0) = go, para mais detalher, veja [14, 27, 18].

O préximo resultado mostra a relagao direta dos solitons de Ricci com o fluxo

de Ricci. Mostraremos que eles sdo solugoes auto-similares do fluxo de Ricci (veja [18]).

Teorema 3.1 Se (M",g, f,\), é um soliton de Ricci gradiente completo, entao existe uma
solugao g(t) do fluzo de Ricci com g(0) = go, difeomorfismos o(t) com ¢(0) =idpsn, fungoes
f(t) com f(0) = fo definido para todo t com

T(t) =At+1>0,

tal que:
e p(x): M™ — M™ é uma familia a um parametro de difeomorfismos gerados pelos

campos X (t) = T(lt)(vgofo)(ga(t)(x)), ou seja,
2 6(0)(w) = = (V% fo) (1) 1)

o f(t) € o pull back por o(t) de fo

f(t) = foowu(t) =w(t)*(fo);

e além disso,

Ric(g(t)) + VIO vI®) 4

Demonstracio: Defina 7(t) = At + 1. Como V% fy é completo, existe uma familia a

1
V9 fy definido

1-parametro de difeomorfismos ¢(t) : M — M gerados pelos campos 0
-

para todo 7(t) > 0. Defina f(t) = foop(t) e g(t) = 7(t) - p(t)*go. Dai,
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Usando a Observacao 1.22 em [18], deduzimos

o . .
7(to) 5 (D) g0)le=te = T(t0)L(15)-1), 21, (P (t0) 90

,C(gradg(to)f(to))g(t()) .

Ja que

B0~ 5 50

obtemos

Note agora que

—2Ric(g(t)) = —2Ric(r(t)p(t)"go)
= —2Ric(p(t)*g)
= —2p(t)"Ric(go)
= ()" (—2Ric(go))

= ©(t)*(Ago+ Lvso f,90)
A
(1)

9(t) + L)+ (w90 £0)P(t) g0)
A
g

\]

) () + Ly f(1))90)

\]

isto é,

Ric(g(t))+VIOTI £ (1) +

Isto conclui a demonstragao do teorema.

3.3 Exemplos de sélitons gradiente shrinking

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos importantes de solitons de Ricci.

Exemplo 1 Considere a variedade Riemanniana (R",g) onde g=d;; é a métrica candnica
2
de R™. Dado X\ € R e a fungdo potencial f(x)= /\%, observe que

V=M
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e portanto,

Hessf = A\dj;. (3.3)

Observacgao 3.2 Como Ric(g) =0, entio (R",g) é uma variedade Finstein. Porém, por
(3.3), (R™, g) satisfaz a equagao do soliton e nao € trivial, ou seja, esse exemplo mostra que
existem variedades Finstein que ndo sao solitons de Ricci triviais. Este soliton é conhecido

como soliton Gaussiano.

Exemplo 2 Paran>1 considere o cilindro generalizado S™ x R™ e defina, para t € (0,00)
a familia de métricas

g=2(n—1)tg+0,

onde g, € a métrica padrao de S™ e § a métrica canonica do R™. Agora considere a fungao

_ P

ft(eax) - At )
onde 0 € S,x € R,t > 0. O tensor de Ricci € dado por
Ricg, = Ric(2(n—1)tg,) + Ricgr = (n—1)go.

Seque que
1 1

Ricg, = —g1— —06
T
Temos entao que
1
Ricg, +Hessf(t) = 59t
Portanto (S™ x R™, g, f(t)) é um soliton de Ricci gradiente shrinking. Em particular,

solitons cilindricos (S™ xR, g¢, f(t)) sao exemplos importante de sdlitons de Ricci gradiente

shrinking, pois modelam singularidades do tipo "pescogco” no fluro de Ricci.

Exemplo 3 O sdliton charuto € a variedade Riemanniana completa (RQ,gg,f), onde

dz? + dy?

9e = [

¢ a métrica e f(x,y) = —log(1+2%+12) ¢ a funcio potencial. Seque dai que
Ric(gs) +Hessf =0

e portanto o soliton charuto é um soliton do tipo steady.
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Outros exemplos de solitons de Ricci gradiente shrinking podem ser encontrados

em [18, 3]
3.4 Sélitons de dimensao 4

Nesta se¢ao serao apresentadas algumas propriedades importantes que utiliza-
remos na demonstragao do teorema principal. Além disso serd apresentado os detalhes
referentes ao exemplo do séliton de Ricci em S? x R2.

Antes de apresentarmos os resultados, vamos esclarecer algumas caracteristicas
do tensor de Weyl. Utilizando a decomposicio A% = Ai @ A2, podemos decompor o tensor
de Weyl como

W=wtrew-,

onde W+ : Ay (M) — A_(M) é a chamada a parte self-dual e W~ : A_(M) — A (M)
é chamada a parte anti-self-dual do tensor de Weyl. Assim, podemos fixar um ponto
p € M* e diagonalizar W7 tal que wz-i, 1=1,2,3, sao seus respectivos autovalores. Esses

autovalores satisfazem, confira [8],
wli ngi gwgt e w1i+w2i+w§t =0.
Com isso em maos, podemos provar a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2 Seja (M4,g) uma variedade Riemanniana de dimensao 4. Entao valem
as sequintes estimativas:

Q) 5(wi)? < [WHP

ii) det W+ < Lw)| W2 < Yo w3,

Além disso, a igualdade é satisfeita em qualquer um dos casos se, e somente se, wf’ = w;.

Demonstracio: Primeiro, como W+ foi diagonalizado com auto-valores wi ,wy w3 tais

que wfr +w2+ —|—w§f =0, temos que

WHP = (wi)?+ (wf)* + (wf)?
2 2 2
= () + (i) +wfef —wiwg +(wy)
1 1
= Sl )+ S (ol —wf) + (wy)”
1

> L (-uf P () = S ()R
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Na desigualdade acima utilizamos o fato de que (w{ —w3)? > 0. Além disso, a igualdade
é satisfeita se, e somente se, wf = w; .

Para ii), note que

(wPH|WH2—6det W = wq {(wf’)z—l— 2} 6w w3 wi

= w;[<w2+w3> + (wf)? + (wi)?] = 6w wy wy

= 2wf [(wf)?+ (w)? + wiwg | — 6w wy wy

= 2wy [(w§)2+(w2 +ws )wz} Gwy wy wy

usando novamente que wy” +wy +wj = 0, obtemos

(wH|WT2—6det WH = 2wg {(wf,f)? —wfwﬂ 6w wy wy
= 2(wd)? - Swiwy wy
2
= o [(w)? — dufud]
2 2
= 2wy [(wf) + 2w wy + (w3) —4wfwﬂ.
Agora, como wi = —w5 —wgr, tem-se que
2 2 2
(w)WHP=6det W = 2uf [(wy)? - 2wiwg + (wg)?]

> 0
Dai,
0 < (w)|WT?—6det W,
e portanto,
det W+ < é(@)\wﬂ? (3.4)
Agora, de i), obtemos
Ly < L (35)

Entao de (3.4) e (3.5) deduzimos

1 6
det W' < o (wy ) [W]* < £|W+|3,
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o que prova 7). E facil ver que a igualdade segue se, e somente se, wf =wy . Isto finaliza

a prova da Proposicao 3.2.

O

O préximo teorema nos garante uma estimativa para (Ric® Ric)™ em uma

variedade Riemanniana de dimensao quatro orientada.

Proposicao 3.3 Seja (M*,g) uma variedade Riemanniana de dimensio 4 orientada.
Entao vale as sequintes estimativas:
i) |(Ric® Ric)|? < 6|Ric|*. Além disso, a igualdade é satisfeita se, e somente se,
4|Ric®|?> = |Ric|*, onde (Ricy,)? —R%CipR}ckp;
ii) |(Ric® Ric)T|? < 6|Ric|*. Além disso, a igualdade ¢ satisfeita se, e somente se,
|(Ric® Ric)~| = 0.

Demonstracao: Pelo produto de Kulkarni-Nomizu, obtemos
(ROZC © ch)ijkl = R%Cik,R}le + R}CﬂR}Cik — ROZ'CZ'ZR%CJ']C — ROZ'Cij%CZ‘l
= Q(R%CikRoile — ROZ'C“ROZ'Cjk).
Diagonalizando Ric podemos supor R%cij = \i0;j, entdo, para cada i # j,

(RicORic)iji = 2(NidirAids — NidaA;ojn)
= 2XAj (0051 — dudjn).-

Dai,
(RicoRic))> = S 4NAX (G651 — 6:65)2

igkl

- %4)&)@ [(5ik5jl)2 —20;:0516;10 3 + (51153'1@)2}
ij

_ ZMWV[ Zkéki)@jl(slj)—25ik5;€j§il5lj+(5ilf5li)(5jk5k:j)}
ij

= 24)\2)\2 ) 261j51j+(611)(5jj)]

= 28)\2)\2.
i#£]
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Portanto, obtemos

(Rico Ric)]> = 8 A2\

Agora, como

temos que

B 4 2 . 4 2
(RicoRic)2 < 8 (ZA?) 4(2@)]
i=1 j

4 2
- o[5)
=1

o on 2 .
= 6(|R@c|2) = 6| Ric|*,
o que prova 7). Logo, a estimativa em i) se torna uma igualdade se, e somente se,

i=1

] 4 \* 4
[Ricl" = | 20A7 ) =422N,
i=1

mas note que

(Ric*)ix = (Ric)ip(Ric)ry
= )\zazp)\kékp
= NiAgOik,

segue dai que
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[Ric*? = SN0,
ik

4
= Y AL

i

Portanto, a igualdade em 7) é satisfeita se, e somente se,
|Ric|* = 4|Ric*|>.
Para provar i), tomando a decomposigao
Ric® Ric = (Ric® Ric)T @ (Ric® Ric)~,
obtemos que
|(Ric® Ric)T|? < |Ric® Ric|> < 6|Ric|*,

ou seja,

|(Ric® Ric)T| < V/6|Ric|?,

como queriamos demonstrar.
OJ
Na sequéncia, apresentaremos os detalhes ao exemplo do séliton cilindrico

S? x R? (Bubble Sheet).

Exemplo 4 Seja (S*(v/2) xR2, g, f) o sdliton de Ricci gradiente shrinking, o cilindro
P

SQ(\/ﬁ) x R2, com a métrica produto g e a funcio potencial dada por flz,y) = 1 +1,

para (x,y) € S?(v/2) x R2. Escolhendo a base {e1,e2,e3,e4} tal que {e1,es} seja tangente

a S?(V2) e {es,eq} seja tangente a R? temos que a matriz do Ric é dada por

- ;
3 000
, 0200
Ric=
0 00O
100 0 0|
Dai, a curvatura escalar é dada por
. 1 1
R=¢g"R;;=-+=-=1
g = Ty T
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e a curvatura de Ricci sem trago(trago nulo) é

1
10 0 0
. oL 0 o0
Ric = 4 .
00 -1 0
1
(00 0 =1 ]

Usando a decomposicio N> = AT @A™, podemos entdo definir, como visto no Capitulo 1, o

operador curvatura R : A2(M) — A%(M) por
ine) = LS Rkl
R(@ Ne )— QZR’LJMB Ne'.
k,l

Entdo a matriz do tensor curvatura fica

1 1
700 700
0 00O0O0O O
000O0O0O
Rm = . .
700 5700
000 O0O0O
0000 0 0]
Seque de (2.5) que
1
P 7 00
WE+ —Id=
+12 0 00
0 00
Logo,
1
5 0 0
+ 1
W==10 -5 0 |,
0 0 -4

=

2

ou seja, W* possui dois autovalores distintos. Mostraremos agora que S(v/2) x R? satisfaz

. . 1
((Ric® Ric)™, W) = 5
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Ja vimos que para, Roicij = \idij, temos
(Roic © R}C)ijkl = RoicikRoZ'Cﬂ + R(;L'leRoZ'Cik - RQZ'CZ‘ZR%CJ';C — ROZ'C]‘/{ROiCil
= Q(R%CikRoile — R%CilRoiCjk)
= 2)‘i)\j(6ik5jl — 6il6jlc)~ (3.6)

Como o produto Kulkarni-Nomizu é um j-tensor satisfazendo (2.4), podemos definir o

operador curvatura de tal forma que (Roz'c@Rcic)Jr ¢ dado pela submatriz

((Ric® Ric)(w)t,w) ((Ric® Ric)(w)T,wi) ((Ric® Ric)(wi)t,wd)
((Ric® Ric)(w2)T,wi) ((Ric® Ric)(w2)",wf) ((Ric® Ric)(ws)t,wi) |
((Ric® Ric)(w3)t,w) ((Ric® Ric)(ws)t,wd) ((Ric® Ric)(ws)T,wi)
da matriz de (Ric® Ric). Segue de (3.6) que
1

((Ric® Ric)(w),w) = : ((Ric® Ric)1212 + (Ric® Ric)1234

+(Ric® Ric)za12 + (Ric® Ric)3434)

)

co| =

(ROZ'C © ROZ'C) 1313 + (Roic © ROZ'C)1342

DO | —
YanS

((Ric® Ric)(wp)t,wyf) =

Ric® Ric)s913 + (Ric® Ric)4242)

+

Y

ool —

(R}c ® Roz'c)1414 + (R%c ® Roic) 1493

DN | —
—~

((Ric® Ric)(ws)*,w3) =

Ric® Ric)az14 + (Ric® Ric)2323).

+

ol =

As outras entradas da matriz sao todas iguais a 0, tem-se entdo que a matriz é dada por
1
8

(RicoRic)t =0 —= 0 |,
0

o . 1
Portanto, ((Ric® Ric)™, W) = YR
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O seguinte lema apresenta alguns resultados classicos sobre sélitons de Ricci

gradinete shrinking de dimensao quatro (veja [18]).

Lema 3.1 Seja (M4, g, f) um sdliton de Ricci gradiente shrinking de dimensdo 4. Entdo
vale:
i) R+ Af =2
i) ;VR = Ric(Vf);
i) ViRij = ViR, — ViR, = Riji Vi f.
w) AfR = R—2|Ric|%
v) R+|Vf2—f=0 (com f normalizado);
vi) AyRij = Rij — 2R Ry;
vii) AyRm = Rm+ Rmx* Rm.

Demonstracao: i) Tome o trago da equacao do séliton de Ricci gradiente Shrinking
, 1
Ric+Hessf = 29
ou seja, escrevendo em coordenadas, R;; +V;V; f = % gij, temos
1
9ij (Rz‘j +ViV;f= 29z’j> :
portanto,

R+Af=2.

i1) Considere a segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes
ViR=2V;Rj;,

segue que

ViR = 2V,(Ry)
= 2Vj @9@' - Vz'ij)
= OV(ViVSf)
— 2V, V.V, f.

agora, usando a identidade de Ricci, obtemos



ViR = —2V;V,V;f
= —2(V;V,;V;f+RisVsf)
= —2V;V,;V;f—2R;iV.f
= 2V;R—2R;sV,f,

onde usamos a equagao ¢) na ultima igualdade. Tem-se entdao que

2Ric(Vf)=VR.

i71) Consideremos a equacao R;; +V;V,f = %gij, ou seja, R;; = %gij —V;V,f. Dai

1 1
ViR, —ViR;, = V; (29ik - Vika) -V (2gjk - Vjka>
= —VjVNkarVNijf

= RijuVif.
Agora, tomando o trago na segunda identidade de Bianchi, obtemos
0 = gmi(VimRijki + ViRjmki + ViRmikl)
= ViRijui+ ViR + VR
= ViRiju+ViRj, — VR

Logo,
ViRiji = VjRip, — ViRjj.

Portanto,

ViRijki = VR, —ViRj, = RV, f.
iv) Primeiramente, note que
AR = g;;ViViR = g V(2R Vi f).

Agora observe que

AR =gk Vi 2Ri;Vif) = 29x[(ViRij)Vif + RjViVif]
= 29 (ViRij)Vif +29:Ri;(ViVif)
= 2V,;R;;Vif +2R;;j(V;V;f).
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Usando a equagao fundamental dos sélitons de Ricci e o item i7), obtemos

1 1
AR = 2(§V¢RVz'f)+2Rij(_Rij+§gij>
= (VR,Vf)+R—2|Ric|.

Portanto,
AR = R—2|Ric|*.
v) Basta mostrar que V(R+ |V f|>— f) = 0. Entao
ViB+|VIP=f) = ViR+VilV/?=Vif
= 2R;(Vif)+ ViV = V.f.
Agora observe que, dado X € X(M) arbitrério, vale
X|Vf[?= (X, VIVIP) = VIVIP(X),
e também

X|Vf? = 2(VxVfVf)
= 2Hessf(X,V[)
= 2Hessf(V[,X)
= 2AVysVfX)
— 2Hessf(V/)X.

Pela arbitrariedade de X, deduzimos que
V|Vf]> =2Hessf(Vf).
Dai,

VilR+|VIP=f) = 2Ru(Vif)+ VIV =V
= 2R;(Vif)+2Hessf(Vif) = V,f
= 0.

Portanto R+ |V f|? — f = C. Em particular, normalizando a funcéo f, obtemos

R+|VfP—f=0.
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vi) Pela segunda identidade de Bianchi
ARy, =V;VRiy, = V;ViRj +Vi(RijuVif).
Logo,

AR, = ViViRjk +V iRV f + RijuViVif.

Pela identidade de Ricci e pela identidade de Bianchi, obtemos
ARy, = ViViRjp+ RjmRj+ Rjiji R — (ViRjrij + Vi Rijij)Vif + RijuViVif
= ViVRjp+ Rjir Rj + Ry Ry, + (Vi Ry — Vi Rig) Vi f + Rijia Vi Vi f.

Da relagao fundamental e utilizando o item 7i7), a equagdo acima fica

1 1
ARy, = V; <2VkR> + Ry Ry + Ry Ry + (Vi Ry — Vi Ry ) Vi f + Rijig (29jz - le)
1 1
= (VRy,V[f)+ iRik + Ry Ry + §VkViR = ViRV f = 2R R (3.7)
Na tltima igualdade fizemos uma mudanga nos indices. Pelo item i) temos entao
1
Vi <2V¢R> = Vi(2RyVif),
e portanto,

1
EVkViR —ViRyVif =Ry VV,f.

Substituindo em (3.7), ficamos com

1
ARjp =(VRy, V) + §Rik + Ry Ry, + Ry ViVif — 2R Rj.

Usando mais uma vez a equacao fundamental dos sélitons, obtemos que

1 1
ARy, = (VRy,Vf)+ §R¢k + Ry Ry + Ry (2%1 - Rkl> — 2R Ry
1 1
= (VRy,V[f)+ §Rik + Ry Ry + iRikz — Ry Ry — 2R Ry
= (VRuy,Vf)+ Ry, —2Riju R

Trocando o indice k por j, concluimos que

A¢Rij = Rij — 2R Ryy.
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Como queriamos demonstrar.

vii) Pela segunda identidade de Bianchi temos
ARt = VpVpRij = —VpViRpu — Vp ViR
Agora, usando a identidade de Ricci nessa expressao, concluimos que
ARjjri = —ViVypRip — RpijmBompki — Rpipm Bjmki — Rpikm jpmi — Rpitm Rjpkm
=V VpRyikt = Bpjpm Bmikt — Bpjim Bpmit — Bpjkm Bpimi — Bpjim Rpikm.-
Denotemos
(Bm*Rm)1 = —RpijmBmpkt — Bpipm R jmit — Rpitem Rjpmi — Rpitm Rjpkm
—Bpjpm ikl = Rpjim Bpmkt = Rpjkm Rpimi — pjim Rpikm-
Com essa notagao, obtemos
ARijkl = _vivajpkl — vjvapik’l + (Rm * Rm)l.
Usando mais uma vez a identidade de Bianchi

ARijk:l = ViViRukjp+ ViV Rypip + ViV Ripyi + Vi Vi Rprpi + (Rm* Rm)y
= —ViVlej + Vinle — VijRh- + VleRki + (Rm * Rm)l. (3.8)

Pelo item iii) a expressao (3.8) fica

ARijw = —ViViRy—ViRjiem Vi f — Rjym ViV f
ViViRp +ViRjpim NV f + Rijkim ViV f
—V;ViRy = VjRikimVm [ — RikimV iV f
ViViRik + ViRigm Vo f + Ritkm Vi Vi [ + (Rmx Rm);.

Reorganizando os termos, deduzimos que

ARyt = (ViRjkim — ViRjigm + ViRikm — ViRigim) Vi f
+(Rjkim — Rjiem) ViV f + (Rigkm — Rikim) ViV f + (Rmx Rm)1.
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Usando novamente a equacgao fundamental na expressao acima, obtemos

ARijrr = (ViRjkim — ViRjikm + ViRikm — ViRigim) Vi f
+(Rjkim — Rjikm) (;gim - Rim> + (Ritkm — Rikim) ngm —R; )
+(Rm* Rm);
= (ViRjkim — ViRjikm + ViRikm — ViRigim) Vi f
+Rjkii — Rjiki + (Rm o« Rm)1 4+ (Rmx Rm)a, (3.9)
onde

(Rm* Rm)2 = RjigmRim — RikimRim — RitkmRjm + Rikim Rjm.

Agora, usando a primeira e segunda identidade de Bianchi, podemos concluir que

ARt = (Vi(Rjgim + Rijim) + Vi(Rikm + Riitm) ) Vi f + Rijig + (Rm* Rm)
= (ViRmjk + VjRimk1)Vin f + Rijgi + (Rm o+ Rm)
= ViRV f+ Rijr + (Rmx Rm)
= (VRiju,V )+ Riju+ (Rmx Rm),

onde (Rm* Rm) = (Rm* Rm)1 + (Rm* Rm)s, isto finaliza a prova do lema.
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4 SOLITONS DE RICCI GRADIENTE SHRINKING DE DIMENSAO
QUATRO

Neste capitulo enunciaremos mais uma vez o Teorema 1 e apresentaremos sua
demonstracao. Antes disso, vamos relembrar algumas caracteristicas dos sélitons de Ricci
gradiente shrinking.

Em [12], Chen mostrou que todo séliton de Ricci gradiente shrinking completo
tem curvatura escalar ndo negativa R > 0. Em relacao a fungao potencial f, Cao e Zhou
[4] provaram que

(r(z) =) < f(z) < 7 (r(@) +¢)?

N
o | =

onde r(x) = d(zg,z) ¢ a funcao distancia para um ponto fixo xg em M e ¢ é uma constante
positiva que s6 depende da dimensao e da geometria da bola unitaria centrada em x.
Além disso, eles mostraram que todo soéliton de Ricci gradiente shrinking completo nao
compacto tem, no maximo, o crescimento de volume Euclidiano (veja [4, Teorema 1.2]).
Relembremos também a férmula de Weitzenbock obtida por Cao e Tran em [8],

que sera essencial na demonstracao do teorema principal.

Proposicio 4.1 Seja (M*,g, f) um séliton de Ricci gradiente shrinking de dimensdo 4.
Entao

Ap[WE? =2/ VIWE 2 4 2]W* |2 =36 det W* — ((Ric® Ric)*, W),

Veja [8] para sua demonstra¢ao. Agora, enunciaremos novamente o Teorema 1.1.

Teorema 4.2 Seja (M4,g,f) um soliton de Ricci gradiente shrinking de dimensao 4

satisfazendo

(W2 —V6|W T[> > Z((Ric® Ric) ", W)

N —

ou

W 12=vV6|W~|? > Z((Ric® Ric)~,W™).

DN | —

Entio (M*,g,f) é
i) Einstein, ou

i) o quociente finito de um sdliton gaussiano shrinking R*, ou S xR, ou S? x R2.
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Demonstracao: A Proposicao 4.1 garante que
Ap|WEP =2 VIWEPR 22 = 36det W — ((Ric® Ric)t, W), (4.1)
Note que

ApWE? = AW —2[WE|(Vf, VIWE|)
= 2V|WE|V[WE|+2WH|A[W=| = 2WE|(V f, VIWE|)
= 2|V|WE|>+2[WE| AW (4.2)

Combinando (4.1) com (4.2) obtemos

2(WE|Af|WE| = 2] VWE? 2| V|WE |2 +-2|W*|2 — 36 det W* — ((Ric® Ric)*, W),

(4.3)
Pela desigualdade de Kato [20], vale
2AVWEP 2 2]V W2
Entéo, de (4.3), temos que
2AWE|AHWE] = 2]VIWEP —2|V[WH|2 +2)W*|? - 36 det W* — ((Ric® Ric)*,W¥)
> 2|WH12 —36det WF — ((Ric® Ric)™, W),
segue, da Proposicao 3.2 (item 2), que
1 o °
WEAHWE] > [WE2— VW] — §<(R@'c®Ric)i,Wi>. (4.4)
Por hipotese,
1 o o
W2 = V6w > 5 ((Ric® Ric)™, W), (4.5)

Concluimos entéo que [WT[A;[WT| > 0. Antes de prosseguirmos, precisamos mostrar que

[W+| € L2(e=/dV}). Por (4.5), da desigualdade de Schwarz e da Proposicao 3.3 temos
1, - o
VOIWHP < (W= {(Ric® Rie) ", W)

1 o o
< |W+\2+§\(Ric®Rz'c)+HWﬂ

IA

W+ R

IN

6
W+ Y0 R+,
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de modo que

1
?\Ricp < ?]WJFIQ%—%—\/E\R@'C\Z.

6lWTI2<|WT|+
VEIW T2 < W 25 2

Entao

1
W < et |Ric|?.

Integrando sobre M obtemos
1
2 _ — .2 —
/M]Wﬂ e fd%gé/Me deg—i—/M\ch\ e~1dv,.
Pelo Corolario 1.1 de [4], tem-se que
/ e ! dVy < oo,
M

ou seja, M™ tem f-volume finito. Além disso, Munteanu e Sesum provaram em [24]
(Teorema 1.1) que
/M |Ric>edV, < co.

Segue entao que [W*| € L2(e=/dV}).

Prosseguindo, de (4.4) e da hip6tese do teorema, obtemos
(WHAW] > 0.

Defina ¢ : M* — R uma fungdo cut-off tal que ¢ =1 em B,(r) (uma bola geodésica de
raio r e centrada em um ponto fixo p € M), ¢ =0 fora de By(2r) e |Vy| < E, onde ¢ é
r

uma constante. Portanto, pela identidade de Green, temos que

0 > _/M¢2|W+|Af|w+|e—fdvg
= [ W), VW el ay,
= /M¢2|V|W+||2e*fdvg+2/M¢|W+y<ww+|,w>e*fd%
- /MIWIVWH|W+|V90|2e*fdvg—/M\W+|2|V<p\2€*fdvg_

Consequentemente

J VWPt av, < [ W veRefay,
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Logo

Js

P

VIRV, < [ VGt ay,

IN

WH2Vel2e Tav,
/Bp@r)\Bp(r)’ FIVel g

C2

S 3
7% JBp(2r)\Bp(r)

W ey,
¢’ +2 —f
< 5[ Wt av,

Como |[WT]| é L?c—integréwel, concluimos que o lado direito tende a 0 quando r — oc.
Portanto |WW ™| deve ser constante em M. Temos entdo dois casos para serem analizados,
a saber, [WT|=0e |[WT|#£0.

Para o primeiro caso, se |W ™| =0, usamos [13, Teorema 1.2] que diz que todo
s6liton de Ricci gradiente shrinking de dimensdo 4 com W+ =0 é o quociente finito de R,

S3 xR, S* ou CP2. J4 para o segundo caso, se |[IW*+| # 0, entdo por (4.1), assumindo
1 o o
WP = VOIW P > S((Ric® Rie) ", W),
e pela Proposicao 3.2, temos VIV = 0. De fato, Af|W*| =0, entdo

0 oAV +2|W |2 —36det W — ((Ric® Ric)™,W™)

Vv

AVIW T2+ 2/WH12—36det W —2]WW T2 +2v6|W T

v

2/VIWT|? —36det W +36det W
2/VIV T2,

Portanto VW' = 0. Além disso,
0 = 2WH2=36det W+ —((Ric® Ric)t, W)
= 2AWH 2 —2v6|W TP — ((Ric® Ric)",W).
Segue entao que 36det W+ =2v/6|W 7|3, a igualdade da Proposicio 3.2, item 2, é satisfeita.
Em particular W™ possui dois autovalores distintos. Como VW™ =0, entdo éW™* =0
(half harmonic Weyl curvature). Além disso, por [15, Proposicao 5], (M*,g) é Kéhler.
Em qualquer caso, podemos aplicar [31, Teorema 1.1] para concluir que M é Einstein ou

quociente finito de S? x R2. Portanto obtemos a classificacdo desejada. O prova para o

caso W™ é analoga. Isto finaliza a prova do teorema.
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