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“Se eu pude ver mais longe, foi porque estava

sobre ombros de gigantes.”

(Isaac Newton)



RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar a prova de um resultado de classificação para

sólitons de Ricci de dimensão quatro obtido por H.-D. Cao, E. Ribeiro e D. Zhou em 2021.

O resultado afirma que, sob uma condição pontual envolvendo a parte self-dual do tensor

de Weyl, todo sóliton de Ricci gradiente shrinking de dimensão quatro é Einstein, ou o

quociente finito de R
4, S3 ×R ou S

2 ×R
2.

Palavras-chave: sólitons de Ricci; fluxo de Ricci; variedades de Einstein.



ABSTRACT

The aim of this work is to present a proof of a classification result for four-dimensional

Ricci solitons obtained by H.-D. Cao, E. Ribeiro and D.Zhou in 2021. The result asserts

that, under a pointwise condition envolving the self-dual part of the Weyl tensor, every

four-dimentional gradient shrinking Ricci soliton is either Einstein, or the finite quotient

of R4, S3 ×R or S
2 ×R

2.

Keywords: Ricci solitons; Ricci flow; Einstein manifolds.
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1 INTRODUÇÃO

Nos últimos anos muitos matemáticos têm estudado os sólitons de Ricci gradi-

ente, eles são objetos muito importantes no entendimento do fluxo de Ricci de Hamilton

[18]. Uma variedade Mn munida de uma métrica Riemanniana completa g é chamada

sóliton de Ricci gradiente se existe uma função potencial f : Mn → R tal que a seguinte

equação é satisfeita

Ric +Hessf = λg,

onde λ é uma constante real. No caso em que λ > 0, o sóliton de Ricci gradiente é

chamado de shrinking. Os sólitons de Ricci gradiente são generalizações naturais das

variedades Einstein. Além disso, os sólitons de Ricci possuem um papel fundamental na

teoria do fluxo de Ricci, que foi introduzido por Hamilton em 1982 e que foi utilizado

para solucionar diversos problemas importantes na geometria Riemanniana, em particular,

Grigori Perelman utilizou o fluxo de Ricci para provar a conjectura de Thurston e, como

consequência, provar um dos 7 problemas do milênio, a conjectura de Poincaré.

O fluxo de Ricci é um sistema de equações dada por







∂

∂t
g(t) = −2Ric(g(t)),

g(0) = g0,

onde g(t) é uma família de métrica em uma dada variedade. A ideia do fluxo é variar a

métrica inicial ao longo do tempo em busca de obter uma nova métrica com curvatura

constante na variedade fixada.

Partindo disso, uma das motivações para se estudar os sólitons de Ricci é que

eles são soluções auto-similares do fluxo de Ricci (confira o Teorema 3.1) e além disso os

sólitons de Ricci muitas vezes surgem como modelos de singularidades do fluxo de Ricci.

Nas últimas duas décadas, muitos trabalhos foram sendo desenvolvidos na

tentativa de classificar os solitons de Ricci gradiente shrinking. Em dimensão n = 2,

Hamilton mostrou que qualquer sóliton de Ricci gradiente shrinking é isométrico ao plano

R
2 ou ao quociente finito da esfera S

2. Para n = 3, pelos trabalho de Ivey [19], Perelman

[27], Naber [25], Ni-Wallach [26] e Cao-Chen-Zhu [3], qualquer sóliton de Ricci gradiente

shrinking completo de dimensão 3 é o quociente finito da esfera canônica S
3, ou o sóliton
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Gaussiano shrinking R
3, ou o cilindro S

2 ×R. Nos últimos anos houve muito progresso

no intuito de entender os sólitons de Ricci de dimensões maiores, em particular os de

dimensão quatro.

Os sóliton de Ricci gradiente shrinking de dimensão quatro, até a data desse

trabalho, ainda não foram totalmente classificados, porém já existem vários resultados que

classificam sólitons de dimensão 4 sob condições especiais. Por exemplo, pelos trabalhos

de [26, 16, 24, 28, 7, 32], sabemos que sólitons de Ricci gradiente shrinking de dimensão

4 com tensor de Weyl nulo são isométricos ao quociente finito de R
4, ou S

4 ou S
3 ×R.

Chen e Wang [13] provaram que sólitons de Ricci gradiente shrinking half-conformally

flat são isométricos ao quociente finito de S
4, ou CP

2, ou R
4, ou S

3 ×R. Cao e Chen [6]

provaram que sólitons de Ricci gradiente shrinking de dimensão quatro do tipo Bach-flat

são Einstein ou o quociente finito de R
4 ou S

3 ×R. Fernández-Lópes e García-Río [23]

junto com Munteanu-Sesum [24] mostraram que todo sóliton de Ricci gradiente Shrinking

com tensor de Weyl harmônico (ou seja, δW = 0) são Einstein ou o quociente finito de

R
4, S2 ×R

2 ou S
3 ×R. Um resultado mais recente, por Wu-Wu-Wylie [31], afirma que a

mesma condição é satisfeita sobre a condição mais fraca com tensor de Weyl self-dual

harmonico (ou seja, δW + = 0).

Catino em [11] provou que todo sóliton de Ricci gradiente shrinking completo

de dimensão quatro com curvatura de Ricci não negativa e satisfazendo

|W |R ≤
√

3

(

|R̊ic|− 1

2
√

3R

)2

(1.1)

é o quociente finito de R
4, S3 ×R, ou S

4. Depois, Wu, Wu e Wylie [31] mostraram que a

curvatura de Ricci não negativa na hipótese do resultado de Catino pode ser removida.

Recentemente, Zhang [33] mostrou que todo sóliton de Ricci gradiente shrinking completo

de dimensão quatro e curvatura de Ricci não negativa e limitada 0 ≤ Ric ≤ K satisfazendo

a estimativa

|W | ≤ c0

∣
∣
∣
∣
∣
|R̊ic|− 1

2
√

3
R

∣
∣
∣
∣
∣

(1.2)

para alguma constante c0 ≤ 1+
√

3, é flat ou tem curvatura de Ricci 2-positivo. No entanto,

as condições (1.1) e (1.2) não recuperam o sóliton de Ricci gradiente shrinking completo

em S
2 ×R

2.
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Partindo da ideia de classificar sólitons, o objetivo desse trabalho é demonstrar

o seguinte teorema, que foi provado por por H.-D. Cao, E. Ribeiro Jr. e D. Zhou no artigo

[5].

Teorema 1.1 Seja (M4,g,f) um sóliton de Ricci gradiente shrinking de dimensão quatro

satisfazendo

|W +|2 −
√

6|W +|3 ≥ 1

2
⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)+,W +⟩,

ou

|W −|2 −
√

6|W −|3 ≥ 1

2
⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)−,W −⟩.

Então (M4,g,f) é ou

i) Einstein, ou

ii) o quociente finito do sóliton Gaussiano R
4, ou S

3 ×R, ou S
2 ×R

2.

Observação 1.1 Nesse teorema, nenhuma limitação para a curvatura de Ricci foi assu-

mida. Além disso, a igualdade para W + é satisfeita para o sóliton S
2 ×R

2, considerado

como um sóliton de Ricci-Kahler gradiente com respeito a orientação natural da

estrutura complexa CP
1 ×C. Portanto, o Teorema (1.1) pode ser considerado como um

teorema gap para S
2 ×R

2.

Observação 1.2 No Teorema 1 o seguinte termo aparece no lado direito da estimativa

⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)+,W +⟩,

porém, seria interessante estimar esse valor de modo a se obter uma nova condição

dependendo da norma do R̊ic em vez do produto Kulkarni-Nomizu. De fato, podemos

provar que

⟨(R̊ic ⊙ R̊ic),W +⟩ ≤
√

6|R̊ic|2|W +|,

como consequência da Proposição (3.3). Porém, a igualdade acima não é satisfeita para

S
2 ×R

2, mostraremos no Exemplo (4) que

⟨(R̊ic ⊙ R̊ic),W +⟩ =

√
6

3
|R̊ic|2|W +|,

para o caso do S
2 ×R

2.
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2 PRELIMINARES

Neste capítulo apresentaremos algumas definições e alguns teoremas básicos

que serão utilizados ao longo deste trabalho. Faremos uma revisão superficial de algumas

definições e resultados básicos de geometrica Riemanniana, para mais detalhes veja

([10, 18]).

2.1 Conexões

Ao longo do trabalho, indicaremos como X(M) o conjunto dos campos de

vetores diferenciais em uma variedade diferenciável Mn de dimensão n e por C∞(M) o

anel das funções reais diferenciáveis, confira [10] para mais detalhes.

Definição 2.1 Uma conexão afim em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X(M)×X(M) → X(M)

que denotamos por (X,Y ) 7→ ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

i) ∇fX+gY Z = f∇XZ +g∇Y Z;

ii) ∇X(Y +Z) = ∇XY +∇XZ;

iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y,

onde X,Y,Z ∈ X(M) e f,g ∈ C∞(M).

A proposição a seguir estabelece uma noção de derivada de campos vetoriais

ao longo de curvas em uma variedade diferenciável, confira [10].

Proposição 2.1 Seja Mn uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Então

existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

diferenciável ϕ : I → M um outro campo vetorial
DV

dt
ao longo de ϕ, denominado derivada

covariante de V ao longo de ϕ, tal que:

i) D
dt(V +W ) = DV

dt + DW
dt ;

ii) D
dt(fV ) = df

dt V +f DV
dt , onde f é uma função diferenciável em I;

iii) Se V é induzido por um campo de vetores X ∈ X(M), ou seja, V (t) = X(ϕ(t)), então

DV
dt = ∇dϕ

dt

X.

As próximas definições dizem respeito a paralelismo de campos vetoriais ao

longo de uma curva em uma variedade.
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Definição 2.2 Seja Mn uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Um campo

vetorial X ao longo de uma curva ϕ : I → M é chamado paralelo quando DV
dt = 0, para

todo t ∈ I.

A compatibilidade da métrica é estabelecida pela seguinte definição.

Definição 2.3 Seja Mn uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇ e uma

métrica Riemanniana g. A conexão é dita compatível com a métrica g, quando para toda

curva diferenciável ϕ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos X e X ′ ao longo de

ϕ, tivermos g(X,X ′) = c, onde c é uma constante.

A definição anterior fica melhor entendida com a próxima proposição, que nos

dá uma equivalência entre a compatibilidade de uma conexão ∇ com a métrica e a derivada

da métrica.

Proposição 2.2 Seja Mn uma variedade Riemanniana. Uma conexão ∇ em Mn é

compatível com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao

longo da curva ϕ : I → M tem-se

d

dt
g(V,W ) = g

(
DV

dt
,W

)

+g

(

V,
DW

dt

)

para todo t ∈ I.

Como consequência, temos o seguinte corolário.

Corolário 2.1 Uma conexão ∇ em uma variedade Riemanniana Mn é compatível com a

métrica se, e somente se,

X(g(Y,Z)) = g(∇XY,Z)+g(Y,∇XZ)

para todo X,Y,Z ∈ X(M).

Definição 2.4 Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável Mn é dita simétrica

quando

∇XY −∇Y X = [X,Y ]

para todo X,Y ∈ X(M).
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Com isso, podemos enunciar o seguinte teorema, também conhecido como

teorema fundamental da geometria Riemanniana, ele será de grande importância e estará

presente ao longo de todo o trabalho.

Teorema 2.3 (Levi-Civita) Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana, então existe

uma única conexão ∇ em Mn satisfazendo as seguintes condições:

i) ∇ é simétrica;

ii) ∇ é compatível com a métrica Riemanniana.

Durante todo o restante do trabalho, (M,g) será uma variedade Riemanniana

com métrica g e conexão de Levi-Civita.

2.2 Tensores

Seja V um espaço vetorial real de dimensão n, o espaço dual de V , denotado

por V ∗, é o espaço de aplicações lineares de V para R e também é um espaço vetorial. Os

elementos do espaço dual são chamados de covetores.

Dado um espaço vetorial V de dimensão finita, um l-tensor covariante em V é

uma aplicação multilinear

F : V ×·· ·×V
︸ ︷︷ ︸

l-vezes

→ R.

Analogamente, um k-tensor contravariante em V ∗ é uma aplicação multilinear

F : V ∗ ×·· ·×V ∗
︸ ︷︷ ︸

k-vezes

→ R.

Já um tensor da forma

F : V ∗ ×·· ·×V ∗
︸ ︷︷ ︸

k-vezes

×V ×·· ·×V
︸ ︷︷ ︸

l-vezes

→ R

é chamado de k-contravariante e l-covariante tensor, e denotamos por (k, l)-tensor. O

lema a seguir nos mostra uma maneira de relacionar um tensor e o espaço de aplicações

multilineares.

Lema 2.1 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Existe um isomorfismo entre o

(k +1, l)-tensor T (k+1,l)(V ) e o espaço das aplicações multilineares

F : V ∗ ×·· ·×V ∗
︸ ︷︷ ︸

k-vezes

×V ×·· ·×V
︸ ︷︷ ︸

l-vezes

→ V.
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Dada uma variedade Riemanniana (Mn,g), podemos fazer a mesma construção

para qualquer espaço vetorial em cada espaço tangente TpM , produzindo tensores em p. A

união disjunta de espaços vetoriais em todos os pontos da variedade produz um fibrado

vetorial, chamado fibrado tensorial. Definimos o fibrado de (k, l)-tensores por

T (k,l)TM =
a

p∈M

T (k,l)(TpM).

Em particular, existem identificações naturais, dada por

T (1,0)TM = TM = X(M)

T (0,1)TM = T ∗M = T (M)

T (0,0)TM = C∞(M).

Definição 2.5 Um (k, l)-tensor em Mn é uma aplicação contínua F : M → T (k,l)TM tal

que F (p) ∈ TpM para todo p ∈ M.

O próximo lema mostra que toda aplicação que é multilinear sobre C∞(M)

define um campo tensorial.

Lema 2.2 (Caracterização de tensores) Uma aplicação

F : T (M)×·· ·×T (M)
︸ ︷︷ ︸

k-vezes

×X(M)×·· ·×X(M)
︸ ︷︷ ︸

l-vezes

→ C∞(M)

é induzida por um (k, l)-tensor suave como acima se, e somente se, é multilinear sobre

C∞(M). Analogamente, uma aplicação

F : T (M)×·· ·×T (M)
︸ ︷︷ ︸

k-vezes

×X(M)×·· ·×X(M)
︸ ︷︷ ︸

l-vezes

→ X(M)

é induzido por um (k + 1, l)-tensor suave como no Lema 2.1 se, e somente se, é uma

aplicação multilinear sobre C∞(M).

É possível levar a noção de derivada covariante aos tensores. A próxima

definição mostrará o que é a derivada covariante de um tensor.

Definição 2.6 Seja T um (1,k)-tensor. A derivada covariante de T é o (1,k + 1)-tensor

∇T : X(M)k+1 → X(M) dado por

∇T (X,Y1, . . . ,Yk) = (∇XT )(Y1, . . . ,Yk)

= ∇X(T (Y1, . . . ,Yk))−
k∑

i=1

T (Y1, . . . ,∇XYi, . . . ,Yk).
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Temos ainda o seguinte caso particular.

Definição 2.7 Dizemos que um tensor T é paralelo quando ∇T = 0.

Não é difícil mostrar que a métrica Riemanniana g é um 2-tensor paralelo.

2.3 Operadores diferenciais

Nessa seção apresentaremos alguns operadores diferenciais importantes; para

mais detalhes, veja [21].

Definição 2.8 Seja f : Mn →R uma função diferenciável em uma variedade Riemanniana

(Mn,g), o gradiente de f é o campo vetorial grad(f) = ∇f ∈ X(M), onde para cada

X ∈ X(M) vale

Xf = ∇Xf = ⟨∇f,X⟩g.

O operador gradiente também satisfaz algumas propriedades dadas nas seguintes proposi-

ções.

Proposição 2.4 Sejam f,g ∈ C∞(M), então

1. ∇(f +g) = ∇f +∇g,

2. ∇(fg) = g∇f +f∇g.

Proposição 2.5 Sejam f : Mn →R, p ∈ Mn e v ∈ TpM. Se γ : (−ε,ε) → Mn é uma curva

em Mn tal que γ(0) = p e γ′(0) = v, então

⟨∇f,v⟩g(p) =
d

dt
(f ◦γ)(t)|t=0.

Em particular, se p for um ponto de máximo ou de mínimo local de f , então ∇f(p) = 0.

Temos então o seguinte corolário.

Corolário 2.2 Sobre as condições da proposição anterior, se φ : R → R é uma função

diferenciável, então

∇(φ◦f) = φ′(f)∇f.
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Definição 2.9 Seja f : Mn → R uma função diferenciável, se p ∈ Mn é tal que ∇f(p) = 0,

então dizemos que p é um ponto crítico de f . Em particular, todo ponto de máximo ou

mínimo local de f é um ponto crítico.

O próximo corolário diz quando uma função f ∈ C∞(M) é constante.

Corolário 2.3 Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana conexa e f : Mn → R uma

função diferenciável tal que ∇f = 0, então f é constante em Mn.

A próxima proposição nos garante, em coordenadas locais, uma expressão do

gradiente de uma função f ∈ C∞(M).

Proposição 2.6 Se f ∈ C∞(M) e U é uma vizinhança coordenada, com campos coorde-

nados ∂
∂x1

· · · ∂
∂xn

em U, então o gradiente de f é dado por

∇f = gkl
∂f

∂xk

∂

∂xl
.

Definição 2.10 Seja X ∈ X(M). O divergente de X é uma função div(X) : M → R

definida, para cada p ∈ M , por

divX(p) = tr{v 7→ ∇vX(p)},

onde v ∈ TpM.

Analogamente, podemos definir o divergente de um um tensor.

Definição 2.11 Seja T um (1, l)-tensor. O divergente de T é o (0, l)-tensor definido por

(div T )(v1, · · ·vl) = tr{w 7→ (∇wT )(v1 · · ·vl)}

= g((∇Xi
T )(v1 · · ·vl),Xi),

onde {Xi}n
i=1 é uma base ortonormal de TpM e p um ponto fixo em M.

Seguimos agora para a definição do operador laplaciano.

Definição 2.12 Seja f : Mn → R uma função diferenciável. Chamamos de laplaciano de

f a função ∆f : Mn → R definida por

∆f = div(∇f).
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O próximo operador que iremos apresentar será o operador Hessiana de uma

função diferenciável.

Definição 2.13 Seja f : Mn → R uma função diferenciável e p ∈ Mn. Chamamos de

Hessiana de f o campo de operadores lineares (Hessf)p : TpM → TpM definido por

(Hessf)p(v) = ∇v∇f,

onde v ∈ TpM.

Note que se v ∈ TpM e X é qualquer extensão de v a uma vizinhança de p de

M , então

(Hessf)p(X) = ∇X∇f.

Proposição 2.7 Seja f : Mn → R uma função diferenciável e p ∈ Mn. Então (Hessf)p :

TpM → TpM é um operador linear auto-adjunto.

Agora uma proposição que relaciona a hessiana e o laplaciano de uma função

diferenciável.

Proposição 2.8 Seja f : Mn → R uma função diferenciável, então

∆f = tr(Hessf).

Observe que podemos definir a Hessiana como uma (1,1)-tensor ∇(∇f) = ∇2f

dado por

∇2f(X) = ∇X∇f,

onde X ∈ X(M). Além disso, ele também pode ser visto como um (0,2)-tensor, que é

simétrico, definido por

Hessf(X,Y ) = g(∇X∇f,Y ).

2.4 Curvaturas

Nesta seção apresentaremos os conceitos de curvatura Riemanniana em alguma

variedade e algumas propriedades envolvendo essa curvatura, confira [30, 21, 10].
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Definição 2.14 Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana. A curvatura Riemanniana R̄

de M é o (1,3)-tensor R̄ : X(M)×X(M)×X(M) → X(M) definido por

R̄(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para todo X,Y,Z ∈ X(M).

Definimos o tensor curvatura Riemanniana, obtido a partir do (1,3)-tensor R̄,

para ser o (0,4)-tensor Rm : X(M)×X(M)×X(M)×X(M) → C∞(M) definido por

Rm(X,Y,Z,W ) = ⟨R(X,Y )Z,W ⟩g.

Em termos de coordenadas locais, com respeito a qualquer base, podemos escrever

Rm(∂i,∂j ,∂k,∂l) = Rijkl.

A próxima proposição trata das simetrias que o tensor curvatura possui em

uma variedade Riemanniana.

Proposição 2.9 Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana. Dados X,Y,Z,W ∈ X(M), o

(0,4)-tensor curvatura possui as seguintes propriedades

i) Rm(W,X,Y,Z) = −Rm(X,W,Y,Z);

ii) Rm(W,X,Y,Z) = −Rm(W,X,Z,Y );

iii) Rm(W,X,Y,Z) = −Rm(Y,Z,W,X);

iv) Rm(W,X,Y,Z)+Rm(X,Y,W,Z)+Rm(Y,W,X,Z) = 0.

Em coordenadas locais, temos

a) Rijkl = −Rjikl;

b) Rijkl = −Rijlk;

c) Rijkl = Rklij ;

d) Rijkl +Rkijl +Rjkil = 0.

A identidade do item iv) é conhecida como a primeira identidade de Bianchi.

Existe mais uma identidade que é satisfeita a partir da derivada covariante do tensor

curvatura, ela é conhecida como a segunda identidade de Bianchi (ou a identidade de

Bianchi diferencial). Temos então a seguinte proposição.
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Proposição 2.10 (Segunda identidade de Bianchi) Seja (Mn,g) uma variedade Ri-

emanniana, então vale a seguinte identidade

∇W Rm(Z,V,X,Y )+∇ZRm(V,W,X,Y )+∇V Rm(W,Z,X,Y ) = 0.

Em coordenadas, temos

∇kRlmij +∇lRmkij +∇mRklij = 0.

O próximo teorema nos dá uma identidade que é obtida a partir da segunda

derivada covariante de um campo.

Teorema 2.11 Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana. Em coordenadas, valem as

seguintes identidades:

i) Se Z é um campo, então

∇i∇jZk −∇j∇iZk = RijkmZm.

ii) Se B é um (0, l)-tensor, então

∇p∇qBi1,...,il
−∇q∇pBi1,...,il

=
l∑

j=1

RpqijkBi1,...,ij ,...,il
.

Muitas vezes é útil construir tensores mais simples relacionados ao tensor

curvatura. Um desses tensores, e talvez o mais importante, é o tensor de Ricci ou a

curvatura de Ricci.

Definição 2.15 O tensor de Ricci é um (0,2)-tensor simétrico definido como o traço da

curvatura Riemanniana, ou seja, dados dois campos X,Y ∈ X(M) então

Ric(X,Y ) = tr(Z 7→ R(Z,X)Y ).

Geralmente denotamos o tensor de Ricci em coordenadas como Rij , onde

Rij = Rikjk = gkmRikjm.

Agora se aplicarmos o traço no tensor de Ricci, obtemos a função curvatura

escalar R de Mn, ou seja,

R = Rii = gijRij .
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Definimos o tensor de Ricci sem traço como o (0,2)-tensor simétrico

R̊ic = Ric − 1

n
Rg.

Em particular, se R̊ic = 0, então (Mn,g) é uma variedade Einstein. Mais precisamente, uma

variedade Riemanniana (Mn,g) é dita ser uma variedade Einstein (ou métrica Einstein)

se o tensor de Ricci é um múltiplo da métrica, ou seja,

Ric = λg

para alguma constante λ.

Proposição 2.12 Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana. A derivada covariante do

tensor de Ricci e da curvatura escalar satisfaz a seguinte igualdade

tr(∇Ric) =
1

2
∇R,

onde em coordenadas temos

∇iRil =
1

2
∇lR.

O próximo tensor que será definido é o tensor de Weyl, mas antes precisamos

definir o produto de Kulkarni-Nomizu.

Definição 2.16 Sejam α e β (0,2)-tensores simétricos. Definimos o (0,4)-tensor α ⊙β

por

α(X,Y )⊙β(Z,W ) = α(X,Z)β(Y,W )+α(Y,W )β(X,Z)

−α(X,W )β(Y,Z)−α(Y,Z)β(X,W ). (2.1)

Definimos o tensor de Schouten P como o (0,2)-tensor simétrico

P =
1

n−2

(

Ric − R

2(n−1)
g

)

.

O tensor curvatura de Weyl [21] é o (0,4)-tensor dado por

W = Rm −P ⊙g

= Rm − 1

n−2
Ric ⊙g +

R

2(n−1)(n−2)
g ⊙g.

A seguir, definiremos o operador estrela de hodge, que tem grande importância,

principalmente, em variedades de dimensão 4, pois produz uma decomposição no fibrado

das 2-formas correspondendo ao ±1-auto-espaço do operador.



22

Definição 2.17 Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana de dimensão n. O operador

estrela de Hodge ⋆ é um operador sobre a álgebra exterior de Mn, onde ⋆ : Λk(M) →
Λn−k(M), com 0 ≤ k ≤ n, satisfazendo

α ∧ (⋆β) = ⟨α,β⟩dV,

onde α,β ∈ Λk(M) e dV =
√

|g|dx1 ∧ . . .∧dxn.

Partindo da definição acima, vamos considerar (M4,g) uma variedade Rieman-

niana de dimensão 4 e k = 2. Segue que o espaço das 2-formas se decompõe como

Λ2(M) = Λ2
+(M)⊕Λ2

−(M),

onde Λ2
+(M) e Λ2

−(M) são os autoespaços dos autovalores +1 e −1, respectivamente (veja

[30]). Note que dim(Λ2) = 6 e dim(Λ2
±) = 3. Os elementos de Λ2

+ são chamados de espaço

das 2-formas self-dual e Λ2
− é o espaço das 2-formas anti-self-dual.

Fixando uma base ortonormal orientada {e1, e2, e3, e4} onde denotaremos por

{e1, e2, e3, e4} a base dual, considere

ω±
1 = e1 ∧ e2 ± e3 ∧ e4,

ω±
2 = e1 ∧ e3 ± e4 ∧ e2,

ω±
3 = e1 ∧ e4 ± e2 ∧ e3,

onde
1√
2

ω±
i é uma base ortonormal de Λ2

±.

Em dimensão 4 existe uma relação interessante onde o operador curvatura age

no espaço das 2-formas. Podemos ver o tensor curvatura como um operador no espaço das

2-formas do seguinte modo

R : Λ2(T ∗M) → Λ2(T ∗M),

onde dada uma base ortonormal orientada {e1, e2, e3, e4} com a base dual {e1, e2, e3, e4},

temos

R(ei ∧ ej) =
1

2

∑

k,l

Rijkle
k ∧ el,

além disso, o tensor curvatura pode ser visto como

Rijkl = ⟨R(ei ∧ ej),(ek ∧ el)⟩.
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Considere

ω+
1 =

1√
2

(e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4), ω−
1 =

1√
2

(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4),

ω+
2 =

1√
2

(e1 ∧ e3 + e4 ∧ e2), ω−
2 =

1√
2

(e1 ∧ e3 − e4 ∧ e2), (2.2)

ω+
3 =

1√
2

(e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3), ω−
3 =

1√
2

(e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3),

onde {ω+
1 ,ω+

2 ,ω+
3 } é base ortonormal de Λ2

+ e {ω−
1 ,ω−

2 ,ω−
3 } é base ortonormal de Λ2

−.

Podemos então decompor o tensor curvatura em uma matriz 6×6 dividida em blocos da

seguinte forma

Rm =






W + + S
12Id R̊ic

R̊ic∗
W − + S

12Id




 . (2.3)

Observação 2.1 Se P é um (0,4)-tensor satisfazendo

P (x,y,z, t) = −P (y,x,z, t) = −P (x,y, t,z),

P (x,y,z, t) = P (z, t,x,y), (2.4)

podemos vê-lo como uma aplicação simétrica P : Λ2(T ∗M) → Λ2(T ∗M) definido por

P(ω) =
1

4

∑

i,j,k,l

Rijklωkle
i ∧ ej ,

onde

ω =
1

2

∑

i,j

ωije
i ∧ ej

é uma 2-forma. Tomando a base (2.2), a matriz de P pode ser escreita da seguinte forma

P =






⟨P(ω+
i ),ω+

j ⟩ ⟨P(ω+
i ),ω−

j ⟩

⟨P(ω−
i ),ω+

j ⟩ ⟨P(ω−
i ),ω−

j ⟩




 . (2.5)

Para mais detalhes, confira [30].
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3 FLUXO E SÓLITONS DE RICCI

Este capítulo será dedicado a apresentar o principal objeto de estudo desse

trabalho, os sólitons de Ricci gradiente. Além disso, mostraremos como eles se relacionam

com o fluxo de Ricci, para mais detalhes veja, por exemplo, [2, 18].

3.1 Sólitons de Ricci gradiente

Definição 3.1 Dizemos que uma tripla (Mn,g,f), onde Mn é uma variedade, g é uma

métrica Riemanniana em Mn e f : Mn → R é uma função potencial, é um sóliton de Ricci

gradiente se satisfaz

Ric +Hessf = λg, (3.1)

onde λ ∈ R. A depender do valor de λ, os sólitons de Ricci se diferenciam por 3 tipos:

• expanding se λ < 0;

• steady se λ = 0;

• shrinking se λ > 0.

Observação 3.1 Seja (Mn,g) uma variedade Einstein, ou seja,

Ric = λg,

então a equação do sóliton é sempre satisfeita quando tomamos f(x) = c uma função

constante, pois Hessf = 0. Então podemos dizer que os sólitons de Ricci gradiente são

generalizações das métricas Einstein. Esses são chamados de sólitons triviais.

Seja (Mn,g,f) um sóliton de Ricci gradiente, se ḡ = λg, onde λ ∈ R, então

Ric(g) = Ric(ḡ).

Então, a menos de scaling da métrica, ainda obtemos a equação (3.1). Assim, ao longo do

trabalho vamos sempre fazer o scaling da métrica g de tal forma que obteremos λ = 1
2 ,

λ = 0 ou λ = −1
2 .

3.2 Fluxo de Ricci

O fluxo de Ricci é um objeto de pesquisa muito importante no estudo das

variedades. Ele pode ser descrito como um processo de uniformização da métrica em uma
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variedade. Os sólitons de Ricci são soluções auto-similares do fluxo de Ricci e também

modelos de singularidades do fluxo, como veremos nessa seção.

Definição 3.2 Dada uma família a 1-parâmetro de métricas Riemannianas g(t) em uma

variedade suave Mn, definida em uma intervalo I ⊂ R o fluxo de Ricci é dado pela equação

∂

∂t
g(t) = −2Ric(g(t)) (3.2)

com uma condição inicial dada g(0) = g0, para mais detalher, veja [14, 27, 18].

O próximo resultado mostra a relação direta dos sólitons de Ricci com o fluxo

de Ricci. Mostraremos que eles são soluções auto-similares do fluxo de Ricci (veja [18]).

Teorema 3.1 Se (Mn,g,f,λ), é um soliton de Ricci gradiente completo, então existe uma

solução g(t) do fluxo de Ricci com g(0) = g0, difeomorfismos φ(t) com ϕ(0) = idMn , funções

f(t) com f(0) = f0 definido para todo t com

τ(t) = λt+1 > 0,

tal que:

• φ(x) : Mn → Mn é uma família a um parâmetro de difeomorfismos gerados pelos

campos X(t) =
1

τ(t)
(∇g0f0)(φ(t)(x)), ou seja,

∂

∂t
φ(t)(x) =

1

τ(t)
(∇g0f0)(φ(t)(x));

• g(t) é o pull back por φ(t) de g0 sobre τ(t),

g(t) = τ(t) ·φ(t)∗g0;

• f(t) é o pull back por φ(t) de f0

f(t) = f0 ◦φ(t) = φ(t)∗(f0);

• além disso,

Ric(g(t))+∇g(t)∇g(t) +
λ

2τ(t)
g(t) = 0.

Demonstracão: Defina τ(t) = λt + 1. Como ∇g0f0 é completo, existe uma família a

1-parâmetro de difeomorfismos φ(t) : M → M gerados pelos campos
1

τ(t)
∇g0f0 definido

para todo τ(t) > 0. Defina f(t) = f0 ◦φ(t) e g(t) = τ(t) ·φ(t)∗g0. Daí,

∂g(t)

∂t
|t=t0 =

λ

τ(t0)
g(t0)+ τ(t0)

∂(φ(t)∗g0)

∂t
|t=t0 .
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Usando a Observação 1.22 em [18], deduzimos

τ(t0)
∂

∂t
(φ(t)∗g0)|t=t0 = τ(t0)L(φ(t0)−1)∗

∂
∂t |t=t0φ(t)φ(t0)∗g0

= L(gradg(t0)f(t0))g(t0).

Já que
∂φ(t)

∂t
|t=t0 =

1

τ(t0)
∇g0f0 = φ(t)∗(∇g(t0)f(t0),

obtemos
∂g(t)

∂t
=

λ

τ(t)
g(t)+L∇g(t)f(t)g(t).

Note agora que

−2Ric(g(t)) = −2Ric(τ(t)ϕ(t)∗g0)

= −2Ric(φ(t)∗g0)

= −2φ(t)∗Ric(g0)

= φ(t)∗(−2Ric(g0))

= φ(t)∗(λg0 +L∇g0f0
g0)

=
λ

τ(t)
g(t)+Lφ(t)∗(∇g0f0)φ(t)∗g0)

=
λ

τ(t)
g(t)+L(∇g(t)f(t))g0)

isto é,

Ric(g(t))+∇g(t)∇g(t)f(t)+
λ

2τ(t)
g(t) = 0.

Isto conclui a demonstração do teorema.

□

3.3 Exemplos de sólitons gradiente shrinking

Nesta seção apresentaremos alguns exemplos importantes de sólitons de Ricci.

Exemplo 1 Considere a variedade Riemanniana (Rn,g) onde g = δij é a métrica canônica

de R
n. Dado λ ∈ R e a função potencial f(x) = λ

|x|2
2 , observe que

∇f = λx
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e portanto,

Hessf = λδij . (3.3)

Observação 3.2 Como Ric(g) = 0, então (Rn,g) é uma variedade Einstein. Porém, por

(3.3), (Rn,g) satisfaz a equação do soliton e não é trivial, ou seja, esse exemplo mostra que

existem variedades Einstein que não são sólitons de Ricci triviais. Este sóliton é conhecido

como sóliton Gaussiano.

Exemplo 2 Para n > 1 considere o cilindro generalizado S
n ×R

m e defina, para t ∈ (0,∞)

a família de métricas

g = 2(n−1)tg + δ,

onde go é a métrica padrão de S
n e δ a métrica canônica do R

m. Agora considere a função

ft(θ,x) =
|x|2
4t

,

onde θ ∈ S,x ∈ R, t > 0. O tensor de Ricci é dado por

Ricgt = Ric(2(n−1)tgo)+Ric
Rk = (n−1)go.

Segue que

Ricgt =
1

2t
gt − 1

2t
δ

Temos então que

Ricgt +Hessf(t) =
1

2t
gt.

Portanto (Sn ×R
m,gt,f(t)) é um sóliton de Ricci gradiente shrinking. Em particular,

solitons cilindricos (Sn ×R,gt,f(t)) são exemplos importante de sólitons de Ricci gradiente

shrinking, pois modelam singularidades do tipo "pescoço" no fluxo de Ricci.

Exemplo 3 O sóliton charuto é a variedade Riemanniana completa (R2,gΣ,f), onde

gΣ =
dx2 +dy2

1+x2 +y2

é a métrica e f(x,y) = − log(1+x2 +y2) é a função potencial. Segue daí que

Ric(gΣ)+Hessf = 0

e portanto o sóliton charuto é um sóliton do tipo steady.



28

Outros exemplos de sólitons de Ricci gradiente shrinking podem ser encontrados

em [18, 3]

3.4 Sólitons de dimensão 4

Nesta seção serão apresentadas algumas propriedades importantes que utiliza-

remos na demonstração do teorema principal. Além disso será apresentado os detalhes

referentes ao exemplo do sóliton de Ricci em S
2 ×R

2.

Antes de apresentarmos os resultados, vamos esclarecer algumas características

do tensor de Weyl. Utilizando a decomposição Λ2 = Λ2
+ ⊕Λ2

−, podemos decompor o tensor

de Weyl como

W = W + ⊕W −,

onde W + : Λ+(M) → Λ−(M) é a chamada a parte self-dual e W − : Λ−(M) → Λ+(M)

é chamada a parte anti-self-dual do tensor de Weyl. Assim, podemos fixar um ponto

p ∈ M4 e diagonalizar W ± tal que w±
i , i = 1,2,3, são seus respectivos autovalores. Esses

autovalores satisfazem, confira [8],

w±
1 ≤ w±

2 ≤ w±
3 e w±

1 +w±
2 +w±

3 = 0.

Com isso em mãos, podemos provar a seguinte proposição.

Proposição 3.2 Seja (M4,g) uma variedade Riemanniana de dimensão 4. Então valem

as seguintes estimativas:

i) 3
2(w+

3 )2 ≤ |W +|2;

ii) detW + ≤ 1
6(w+

3 )|W +|2 ≤
√

6
18 |W +|3.

Além disso, a igualdade é satisfeita em qualquer um dos casos se, e somente se, w+
1 = w+

2 .

Demonstracão: Primeiro, como W + foi diagonalizado com auto-valores w+
1 ,w+

2 ,w+
3 tais

que w+
1 +w+

2 +w+
3 = 0, temos que

|W +|2 = (w+
1 )2 +(w+

2 )2 +(w+
3 )2

= (w+
1 )2 +(w+

2 )2 +w+
1 w+

2 −w+
1 w+

2 +(w+
3 )2

=
1

2
(w+

1 +w+
2 )2 +

1

2
(w+

1 −w+
2 )2 +(w+

3 )2

≥ 1

2
(−w+

3 )2 +(w+
3 )2 =

3

2
(w+

3 )2.
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Na desigualdade acima utilizamos o fato de que (w+
1 −w+

2 )2 ≥ 0. Além disso, a igualdade

é satisfeita se, e somente se, w+
1 = w+

2 .

Para ii), note que

(w+
3 )|W +|2 −6detW + = w+

3

[

(w+
1 )2 +(w+

2 )2 +(w+
3 )2

]

−6w+
1 w+

2 w+
3

= w+
3

[

(w+
2 +w+

3 )2 +(w+
2 )2 +(w+

3 )2
]

−6w+
1 w+

2 w+
3

= 2w+
3

[

(w+
2 )2 +(w+

3 )2 +w+
2 w+

3

]

−6w+
1 w+

2 w+
3

= 2w+
3

[

(w+
3 )2 +(w+

2 +w+
3 )w+

2

]

−6w+
1 w+

2 w+
3 ,

usando novamente que w+
1 +w+

2 +w+
3 = 0, obtemos

(w+
3 )|W +|2 −6detW + = 2w+

3

[

(w+
3 )2 −w+

1 w+
2

]

−6w+
1 w+

2 w+
3

= 2(w+
3 )3 −8w+

1 w+
2 w+

3

= 2w+
3

[

(w+
3 )2 −4w+

1 w+
2

]

= 2w+
3

[

(w+
1 )2 +2w+

1 w+
2 +(w+

2 )2 −4w+
1 w+

2

]

.

Agora, como w+
1 = −w+

2 −w+
3 , tem-se que

(w+
3 )|W +|2 −6detW + = 2w+

3

[

(w+
1 )2 −2w+

1 w+
2 +(w+

2 )2
]

= 2(w+
3 )(w+

1 −w+
2 )2.

≥ 0.

Daí,

0 ≤ (w+
3 )|W +|2 −6detW +,

e portanto,

detW + ≤ 1

6
(w+

3 )|W +|2. (3.4)

Agora, de i), obtemos

1

6
(w+

3 )|W +|2 ≤
√

6

18
|W +|3. (3.5)

Então de (3.4) e (3.5) deduzimos

detW + ≤ 1

6
(w+

3 )|W +|2 ≤
√

6

18
|W +|3,
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o que prova ii). É fácil ver que a igualdade segue se, e somente se, w+
1 = w+

2 . Isto finaliza

a prova da Proposição 3.2.

□

O próximo teorema nos garante uma estimativa para (R̊ic ⊙ R̊ic)+ em uma

variedade Riemanniana de dimensão quatro orientada.

Proposição 3.3 Seja (M4,g) uma variedade Riemanniana de dimensão 4 orientada.

Então vale as seguintes estimativas:

i) |(R̊ic ⊙ R̊ic)|2 ≤ 6|R̊ic|4. Além disso, a igualdade é satisfeita se, e somente se,

4|R̊ic2|2 = |R̊ic|4, onde (R̊icik)2 = R̊icipR̊ickp;

ii) |(R̊ic ⊙ R̊ic)+|2 ≤ 6|R̊ic|4. Além disso, a igualdade é satisfeita se, e somente se,

|(R̊ic ⊙ R̊ic)−| = 0.

Demonstracão: Pelo produto de Kulkarni-Nomizu, obtemos

(R̊ic ⊙ R̊ic)ijkl = R̊icikR̊icjl + R̊icjlR̊icik − R̊icilR̊icjk − R̊icjkR̊icil

= 2(R̊icikR̊icjl − R̊icilR̊icjk).

Diagonalizando R̊ic podemos supor R̊icij = λiδij , então, para cada i ̸= j,

(R̊ic ⊙ R̊ic)ijkl = 2(λiδikλjδjl −λiδilλjδjk)

= 2λiλj(δikδjl − δilδjk).

Daí,

|(R̊ic ⊙ R̊ic)|2 =
∑

ijkl

4λ2
i λ2

j(δikδjl − δilδjk)2

=
∑

ijkl

4λ2
i λ2

j

[

(δikδjl)
2 −2δikδjlδilδjk +(δilδjk)2

]

=
∑

ijkl

4λ2
i λ2

j

[

(δikδki)(δjlδlj)−2δikδkjδilδlj +(δilδli)(δjkδkj)
]

=
∑

ij

4λ2
i λ2

j [(δii)(δjj)−2δijδij +(δii)(δjj)]

=
∑

i̸=j

8λ2
i λ2

j .
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Portanto, obtemos

|(R̊ic ⊙ R̊ic)|2 = 8
∑

i̸=j

λ2
i λ2

j

= 8
4∑

i=1




∑

j ̸=i

λ2
i λ2

j





= 8
4∑

i=1

λ2
i









4∑

j=1

λ2
j



−λ2
i





= 8










4∑

i=1

λ2
i





2

−
4∑

i=1

λ4
i






Agora, como

1

4





4∑

i=1

λ2
i





2

≤
4∑

i=1

λ4
i ,

temos que

|(R̊ic ⊙ R̊ic)|2 ≤ 8










4∑

i=1

λ2
i





2

− 1

4





4∑

i=1

λ2
i





2





= 6





4∑

i=1

λ2
i





2

= 6
(

|R̊ic|2
)2

= 6|R̊ic|4,

o que prova i). Logo, a estimativa em i) se torna uma igualdade se, e somente se,

|R̊ic|4 =





4∑

i=1

λ2
i





2

= 4
4∑

i=1

λ4
i ,

mas note que

(R̊ic2)ik = (R̊ic)ip(R̊ic)kp

= λiδipλkδkp

= λiλkδik,

segue daí que
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|R̊ic2|2 =
∑

ik

λ2
i λ2

kδ2
ik

=
4∑

i

λ4
i .

Portanto, a igualdade em i) é satisfeita se, e somente se,

|R̊ic|4 = 4|R̊ic2|2.

Para provar ii), tomando a decomposição

R̊ic ⊙ R̊ic = (R̊ic ⊙ R̊ic)+ ⊕ (R̊ic ⊙ R̊ic)−,

obtemos que

|(R̊ic ⊙ R̊ic)+|2 ≤ |R̊ic ⊙ R̊ic|2 ≤ 6|R̊ic|4,

ou seja,

|(R̊ic ⊙ R̊ic)+| ≤
√

6|R̊ic|2,

como queríamos demonstrar.

□

Na sequência, apresentaremos os detalhes ao exemplo do sóliton cilíndrico

S
2 ×R

2 (Bubble Sheet).

Exemplo 4 Seja (S2(
√

2) ×R
2,g,f) o sóliton de Ricci gradiente shrinking, o cilindro

S
2(

√
2) ×R

2, com a métrica produto g e a função potencial dada por f(x,y) =
|y|2
4

+ 1,

para (x,y) ∈ S
2(

√
2)×R

2. Escolhendo a base {e1, e2, e3, e4} tal que {e1, e2} seja tangente

a S
2(

√
2) e {e3, e4} seja tangente a R

2 temos que a matriz do Ric é dada por

Ric =













1
2 0 0 0

0 1
2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0













.

Daí, a curvatura escalar é dada por

R = gijRij =
1

2
+

1

2
= 1,
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e a curvatura de Ricci sem traço(traço nulo) é

R̊ic =













1
4 0 0 0

0 1
4 0 0

0 0 −1
4 0

0 0 0 −1
4













.

Usando a decomposição Λ2 = Λ+ ⊕Λ−, podemos então definir, como visto no Capítulo 1, o

operador curvatura R : Λ2(M) → Λ2(M) por

R(ei ∧ ej) =
1

2

∑

k,l

Rijkle
k ∧ el.

Então a matriz do tensor curvatura fica

Rm =




















1
4 0 0 1

4 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1
4 0 0 1

4 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




















.

Segue de (2.5) que

W ± +
R

12
Id =










1
4 0 0

0 0 0

0 0 0










.

Logo,

W ± =










1
6 0 0

0 − 1
12 0

0 0 − 1
12










,

ou seja, W ± possui dois autovalores distintos. Mostraremos agora que S(
√

2)×R
2 satisfaz

⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)+,W +⟩ =
1

24
.
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Já vimos que para, R̊icij = λiδij , temos

(R̊ic ⊙ R̊ic)ijkl = R̊icikR̊icjl + R̊icjlR̊icik − R̊icilR̊icjk − R̊icjkR̊icil

= 2(R̊icikR̊icjl − R̊icilR̊icjk)

= 2(λiδikλjδjl −λiδilλjδjk)

= 2λiλj(δikδjl − δilδjk). (3.6)

Como o produto Kulkarni-Nomizu é um 4-tensor satisfazendo (2.4), podemos definir o

operador curvatura de tal forma que (R̊ic ⊙ R̊ic)+ é dado pela submatriz










⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)(ω1)+,ω+
1 ⟩ ⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)(ω1)+,ω+

2 ⟩ ⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)(ω1)+,ω+
3 ⟩

⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)(ω2)+,ω+
1 ⟩ ⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)(ω2)+,ω+

2 ⟩ ⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)(ω2)+,ω+
3 ⟩

⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)(ω3)+,ω+
1 ⟩ ⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)(ω3)+,ω+

2 ⟩ ⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)(ω3)+,ω+
3 ⟩










,

da matriz de (R̊ic ⊙ R̊ic). Segue de (3.6) que

⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)(ω1)+,ω+
1 ⟩ =

1

2
((R̊ic ⊙ R̊ic)1212 +(R̊ic ⊙ R̊ic)1234

+(R̊ic ⊙ R̊ic)3412 +(R̊ic ⊙ R̊ic)3434)

=
1

8
,

⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)(ω2)+,ω+
2 ⟩ =

1

2
((R̊ic ⊙ R̊ic)1313 +(R̊ic ⊙ R̊ic)1342

+(R̊ic ⊙ R̊ic)4213 +(R̊ic ⊙ R̊ic)4242)

= −1

8
,

⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)(ω3)+,ω+
3 ⟩ =

1

2
((R̊ic ⊙ R̊ic)1414 +(R̊ic ⊙ R̊ic)1423

+(R̊ic ⊙ R̊ic)2314 +(R̊ic ⊙ R̊ic)2323).

= −1

8

As outras entradas da matriz são todas iguais a 0, tem-se então que a matriz é dada por

(R̊ic ⊙ R̊ic)+ =











1

8
0 0

0 −1

8
0

0 0 −1

8











,

Portanto, ⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)+,W +⟩ =
1

24
.
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O seguinte lema apresenta alguns resultados clássicos sobre sólitons de Ricci

gradinete shrinking de dimensão quatro (veja [18]).

Lema 3.1 Seja (M4,g,f) um sóliton de Ricci gradiente shrinking de dimensão 4. Então

vale:

i) R +∆f = 2;

ii)
1

2
∇R = Ric(∇f);

iii) ∇lRijkl = ∇jRik −∇iRjk = Rijkl∇lf.

iv) ∆f R = R −2|Ric|2;

v) R + |∇f |2 −f = 0 (com f normalizado);

vi) ∆f Rij = Rij −2RikjlRkl;

vii) ∆f Rm = Rm +Rm ∗Rm.

Demonstracão: i) Tome o traço da equação do sóliton de Ricci gradiente Shrinking

Ric +Hessf =
1

2
g,

ou seja, escrevendo em coordenadas, Rij +∇i∇jf = 1
2gij , temos

gij

(

Rij +∇i∇jf =
1

2
gij

)

,

portanto,

R +∆f = 2.

ii) Considere a segunda identidade de Bianchi contraída duas vezes

∇iR = 2∇jRji,

segue que

∇iR = 2∇j(Rij)

= 2∇j

(
1

2
gij −∇i∇jf

)

= −2∇j(∇i∇jf)

= −2∇j∇i∇jf,

agora, usando a identidade de Ricci, obtemos
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∇iR = −2∇j∇i∇jf

= −2(∇i∇j∇jf +Ris∇sf)

= −2∇i∇j∇jf −2Ris∇sf

= 2∇iR −2Ris∇sf,

onde usamos a equação i) na última igualdade. Tem-se então que

2Ric(∇f) = ∇R.

iii) Consideremos a equação Rij +∇i∇jf = 1
2gij , ou seja, Rij = 1

2gij −∇i∇jf. Daí

∇jRik −∇iRjk = ∇j

(
1

2
gik −∇i∇kf

)

−∇i

(
1

2
gjk −∇j∇kf

)

= −∇j∇i∇kf +∇i∇j∇kf

= Rijkl∇lf.

Agora, tomando o traço na segunda identidade de Bianchi, obtemos

0 = gml(∇mRijkl +∇iRjmkl +∇jRmikl)

= ∇lRijkl +∇iRjlkl +∇jRlikl

= ∇lRijkl +∇iRjk −∇jRik.

Logo,

∇lRijkl = ∇jRik −∇iRjk.

Portanto,

∇lRijkl = ∇jRik −∇iRjk = Rijkl∇lf.

iv) Primeiramente, note que

∆R = gjk∇k∇jR = gjk∇k(2Rij∇if).

Agora observe que

∆R = gjk∇k(2Rij∇if) = 2gjk[(∇kRij)∇if +Rjk∇k∇if ]

= 2gjk(∇kRij)∇if +2gjkRij(∇k∇if)

= 2∇jRij∇if +2Rij(∇j∇if).
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Usando a equação fundamental dos sólitons de Ricci e o item ii), obtemos

∆R = 2(
1

2
∇iR∇if)+2Rij(−Rij +

1

2
gij)

= ⟨∇R,∇f⟩+R −2|Ric|2.

Portanto,

∆f R = R −2|Ric|2.

v) Basta mostrar que ∇(R + |∇f |2 −f) = 0. Então

∇i(R + |∇f |2 −f) = ∇iR +∇i|∇f |2 −∇if

= 2Rji(∇if)+∇i|∇f |2 −∇if.

Agora observe que, dado X ∈ X(M) arbitrário, vale

X|∇f |2 = ⟨X,∇|∇f |2⟩ = ∇|∇f |2(X),

e também

X|∇f |2 = 2⟨∇X∇f,∇f⟩

= 2Hessf(X,∇f)

= 2Hessf(∇f,X)

= 2⟨∇∇f ∇f,X⟩

= 2Hessf(∇f)X.

Pela arbitrariedade de X, deduzimos que

∇|∇f |2 = 2Hessf(∇f).

Daí,

∇i(R + |∇f |2 −f) = 2Rji(∇if)+∇|∇f |2 −∇f

= 2Rji(∇if)+2Hessf(∇if)−∇if

= 0.

Portanto R + |∇f |2 −f = C. Em particular, normalizando a função f, obtemos

R + |∇f |2 −f = 0.
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vi) Pela segunda identidade de Bianchi

∆Rik = ∇j∇jRik = ∇j∇iRjk +∇j(Rijkl∇lf).

Logo,

∆Rik = ∇j∇iRjk +∇jRijkl∇lf +Rijkl∇j∇lf.

Pela identidade de Ricci e pela identidade de Bianchi, obtemos

∆Rik = ∇i∇jRjk +RjiklRjl +RjijlRlk − (∇lRjkij +∇kRljij)∇lf +Rijkl∇j∇lf

= ∇i∇jRjk +RjiklRjl +RilRlk +(∇lRki −∇kRli)∇lf +Rijkl∇j∇lf.

Da relação fundamental e utilizando o item iii), a equação acima fica

∆Rik = ∇i

(
1

2
∇kR

)

+RjiklRjl +RilRlk +(∇lRki −∇kRli)∇lf +Rijkl

(
1

2
gjl −Rjl

)

= ⟨∇Rki,∇f⟩+
1

2
Rik +RilRlk +

1

2
∇k∇iR −∇kRli∇lf −2RijklRjl. (3.7)

Na última igualdade fizemos uma mudança nos índices. Pelo item ii) temos então

∇k

(
1

2
∇iR

)

= ∇k(2Ril∇lf),

e portanto,
1

2
∇k∇iR −∇kRil∇lf = Ril∇k∇lf.

Substituindo em (3.7), ficamos com

∆Rik = ⟨∇Rik,∇f⟩+
1

2
Rik +RilRlk +Ril∇k∇lf −2RijklRjl.

Usando mais uma vez a equação fundamental dos sólitons, obtemos que

∆Rik = ⟨∇Rik,∇f⟩+
1

2
Rik +RilRlk +Ril

(
1

2
gkl −Rkl

)

−2RijklRjl

= ⟨∇Rik,∇f⟩+
1

2
Rik +RilRlk +

1

2
Rik −RilRkl −2RijklRjl

= ⟨∇Rik,∇f⟩+Rik −2RijklRjl.

Trocando o índice k por j, concluímos que

∆f Rij = Rij −2RikjlRkl.
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Como queríamos demonstrar.

vii) Pela segunda identidade de Bianchi temos

∆Rijkl = ∇p∇pRijkl = −∇p∇iRjpkl −∇p∇jRpikl.

Agora, usando a identidade de Ricci nessa expressão, concluímos que

∆Rijkl = −∇i∇pRjpkl −RpijmRmpkl −RpipmRjmkl −RpikmRjpml −RpilmRjpkm

−∇j∇pRpikl −RpjpmRmikl −RpjimRpmkl −RpjkmRpiml −RpjlmRpikm.

Denotemos

(Rm ∗Rm)1 = −RpijmRmpkl −RpipmRjmkl −RpikmRjpml −RpilmRjpkm

−RpjpmRmikl −RpjimRpmkl −RpjkmRpiml −RpjlmRpikm.

Com essa notação, obtemos

∆Rijkl = −∇i∇pRjpkl −∇j∇pRpikl +(Rm ∗Rm)1.

Usando mais uma vez a identidade de Bianchi

∆Rijkl = ∇i∇lRpkjp +∇i∇kRlpjp +∇j∇kRlppi +∇j∇lRpkpi +(Rm ∗Rm)1

= −∇i∇lRkj +∇i∇kRlj −∇j∇kRli +∇j∇lRki +(Rm ∗Rm)1. (3.8)

Pelo item iii) a expressão (3.8) fica

∆Rijkl = −∇i∇jRlk −∇iRjlkm∇mf −Rjlkm∇j∇mf

∇i∇jRkl +∇iRjklm∇mf +Rjklm∇i∇mf

−∇j∇iRkl −∇jRiklm∇mf −Riklm∇j∇mf

∇j∇iRlk +∇jRilkm∇mf +Rilkm∇j∇mf +(Rm ∗Rm)1.

Reorganizando os termos, deduzimos que

∆Rijkl = (∇iRjklm −∇iRjlkm +∇jRilkm −∇jRiklm)∇mf

+(Rjklm −Rjlkm)∇i∇mf +(Rilkm −Riklm)∇j∇mf +(Rm ∗Rm)1.
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Usando novamente a equação fundamental na expressão acima, obtemos

∆Rijkl = (∇iRjklm −∇iRjlkm +∇jRilkm −∇jRiklm)∇mf

+(Rjklm −Rjlkm)
(

1

2
gim −Rim

)

+(Rilkm −Riklm)
(

1

2
gjm −Rjm

)

+(Rm ∗Rm)1

= (∇iRjklm −∇iRjlkm +∇jRilkm −∇jRiklm)∇mf

+Rjkli −Rjlki +(Rm ∗Rm)1 +(Rm ∗Rm)2, (3.9)

onde

(Rm ∗Rm)2 = RjlkmRim −RjklmRim −RilkmRjm +RiklmRjm.

Agora, usando a primeira e segunda identidade de Bianchi, podemos concluir que

∆Rijkl = (∇i(Rjklm +Rljkm)+∇j(Rilkm +Rkilm))∇mf +Rijkl +(Rm ∗Rm)

= (∇iRmjkl +∇jRimkl)∇mf +Rijkl +(Rm ∗Rm)

= ∇mRijkl∇mf +Rijkl +(Rm ∗Rm)

= ⟨∇Rijkl,∇f⟩+Rijkl +(Rm ∗Rm),

onde (Rm ∗Rm) = (Rm ∗Rm)1 +(Rm ∗Rm)2, isto finaliza a prova do lema.

□
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4 SÓLITONS DE RICCI GRADIENTE SHRINKING DE DIMENSÃO

QUATRO

Neste capítulo enunciaremos mais uma vez o Teorema 1 e apresentaremos sua

demonstração. Antes disso, vamos relembrar algumas características dos sólitons de Ricci

gradiente shrinking.

Em [12], Chen mostrou que todo sóliton de Ricci gradiente shrinking completo

tem curvatura escalar não negativa R ≥ 0. Em relação a função potencial f, Cao e Zhou

[4] provaram que
1

4
(r(x)− c)2 ≤ f(x) ≤ 1

4
(r(x)+ c)2

onde r(x) = d(x0,x) é a função distância para um ponto fixo x0 em M e c é uma constante

positiva que só depende da dimensão e da geometria da bola unitária centrada em x0.

Além disso, eles mostraram que todo sóliton de Ricci gradiente shrinking completo não

compacto tem, no máximo, o crescimento de volume Euclidiano (veja [4, Teorema 1.2]).

Relembremos também a fórmula de Weitzenböck obtida por Cao e Tran em [8],

que será essencial na demonstração do teorema principal.

Proposição 4.1 Seja (M4,g,f) um sóliton de Ricci gradiente shrinking de dimensão 4.

Então

∆f |W ±|2 = 2|∇W ±|2 +2|W ±|2 −36detW ± −⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)±,W ±⟩.

Veja [8] para sua demonstração. Agora, enunciaremos novamente o Teorema 1.1.

Teorema 4.2 Seja (M4,g,f) um sóliton de Ricci gradiente shrinking de dimensão 4

satisfazendo

|W +|2 −
√

6|W +|3 ≥ 1

2
⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)+,W +⟩

ou

|W −|2 −
√

6|W −|3 ≥ 1

2
⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)−,W −⟩.

Então (M4,g,f) é

i) Einstein, ou

ii) o quociente finito de um sóliton gaussiano shrinking R
4, ou S

3 ×R, ou S
2 ×R

2.
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Demonstracão: A Proposição 4.1 garante que

∆f |W ±|2 = 2|∇W ±|2 +2|W ±|2 −36detW ± −⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)±,W ±⟩. (4.1)

Note que

∆f |W ±|2 = ∆|W ±|2 −2|W ±|⟨∇f,∇|W ±|⟩

= 2∇|W ±|∇|W ±|+2|W ±|∆|W ±|−2|W ±|⟨∇f,∇|W ±|⟩

= 2|∇|W ±||2 +2|W ±|∆f |W ±|. (4.2)

Combinando (4.1) com (4.2) obtemos

2|W ±|∆f |W ±| = 2|∇W ±|2 −2|∇|W ±||2 +2|W ±|2 −36detW ± −⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)±,W ±⟩.
(4.3)

Pela desigualdade de Kato [20], vale

2|∇W ±|2 ≥ 2|∇|W ±||2.

Então, de (4.3), temos que

2|W ±|∆f |W ±| = 2|∇W ±|2 −2|∇|W ±||2 +2|W ±|2 −36detW ± −⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)±,W ±⟩

≥ 2|W ±|2 −36detW ± −⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)±,W ±⟩,

segue, da Proposição 3.2 (item 2), que

|W ±|∆f |W ±| ≥ |W ±|2 −
√

6|W ±|3 − 1

2
⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)±,W ±⟩. (4.4)

Por hipótese,

|W +|2 −
√

6|W +|3 ≥ 1

2
⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)+,W +⟩. (4.5)

Concluímos então que |W +|∆f |W +| ≥ 0. Antes de prosseguirmos, precisamos mostrar que

|W +| ∈ L2(e−f dVg). Por (4.5), da desigualdade de Schwarz e da Proposição 3.3 temos

√
6|W +|3 ≤ |W +|2 − 1

2
⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)+,W +⟩

≤ |W +|2 +
1

2
|(R̊ic ⊙ R̊ic)+||W +|

≤ |W +|2 +

√
6

2
|R̊ic|2|W +|

≤ |W +|2 +

√
6

2
|Ric|2|W +|,
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de modo que

√
6|W +|2 ≤ |W +|+

√
6

2
|Ric|2 ≤

√
6

2
|W +|2 +

1

2
√

6
+

√
6

2
|Ric|2.

Então

|W +|2 ≤ 1

6
+ |Ric|2.

Integrando sobre M obtemos

∫

M
|W +|2e−f dVg ≤ 1

6

∫

M
e−f dVg +

∫

M
|Ric|2e−f dVg.

Pelo Corolário 1.1 de [4], tem-se que

∫

M
e−f dVg < ∞,

ou seja, Mn tem f -volume finito. Além disso, Munteanu e Sesum provaram em [24]

(Teorema 1.1) que
∫

M
|Ric|2e−f dVg < ∞.

Segue então que |W +| ∈ L2(e−f dVg).

Prosseguindo, de (4.4) e da hipótese do teorema, obtemos

|W +|∆f |W +| ≥ 0.

Defina φ : M4 → R uma função cut-off tal que φ = 1 em Bp(r) (uma bola geodésica de

raio r e centrada em um ponto fixo p ∈ M), φ = 0 fora de Bp(2r) e |∇φ| ≤ c

r
, onde c é

uma constante. Portanto, pela identidade de Green, temos que

0 ≥ −
∫

M
φ2|W +|∆f |W +|e−f dVg

=
∫

M
⟨∇(φ2|W +|),∇|W +|⟩e−f dVg

=
∫

M
φ2|∇|W +||2e−f dVg +2

∫

M
φ|W +|⟨∇|W +|,∇φ⟩e−f dVg

=
∫

M
|φ∇|W +|+ |W +|∇φ|2e−f dVg −

∫

M
|W +|2|∇φ|2e−f dVg.

Consequentemente

∫

M
|∇(φ|W +|)|2e−f dVg ≤

∫

M
|W +|2|∇φ|2e−f dVg.
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Logo
∫

Bp(r)
|∇|W +||2e−f dVg ≤

∫

M
|∇(φ|W +|)|2e−f dVg

≤
∫

Bp(2r)\Bp(r)
|W +|2|∇φ|2e−f dVg

≤ c2

r2

∫

Bp(2r)\Bp(r)
|W +|2e−f dVg

≤ c2

r2

∫

M
|W +|2e−f dVg.

Como |W +| é L2
f -integrável, concluímos que o lado direito tende a 0 quando r → ∞.

Portanto |W +| deve ser constante em M . Temos então dois casos para serem analizados,

a saber, |W +| = 0 e |W +| ≠ 0.

Para o primeiro caso, se |W +| = 0, usamos [13, Teorema 1.2] que diz que todo

sóliton de Ricci gradiente shrinking de dimensão 4 com W + = 0 é o quociente finito de R
4,

S
3 ×R, S4 ou CP

2. Já para o segundo caso, se |W +| ≠ 0, então por (4.1), assumindo

|W +|2 −
√

6|W +|3 ≥ 1

2
⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)+,W +⟩,

e pela Proposição 3.2, temos ∇W + = 0. De fato, ∆f |W +| = 0, então

0 = 2|∇W +|2 +2|W +|2 −36detW + −⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)+,W +⟩

≥ 2|∇W +|2 +2|W +|2 −36detW + −2|W +|2 +2
√

6|W +|3

≥ 2|∇W +|2 −36detW + +36detW +

= 2|∇W +|2.

Portanto ∇W + = 0. Além disso,

0 = 2|W +|2 −36detW + −⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)+,W +⟩

= 2|W +|2 −2
√

6|W +|3 −⟨(R̊ic ⊙ R̊ic)+,W +⟩.

Segue então que 36detW + = 2
√

6|W +|3, a igualdade da Proposição 3.2, item 2, é satisfeita.

Em particular W + possui dois autovalores distintos. Como ∇W + = 0, então δW + = 0

(half harmonic Weyl curvature). Além disso, por [15, Proposição 5], (M4,g) é Kähler.

Em qualquer caso, podemos aplicar [31, Teorema 1.1] para concluir que M é Einstein ou

quociente finito de S
2 ×R

2. Portanto obtemos a classificação desejada. O prova para o

caso W − é análoga. Isto finaliza a prova do teorema.

□
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