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“I recognize the lion by its claw”

Para Newton, de Bernoulli.



RESUMO

Esse trabalho tem como objetivo definir uma abordagem para o uso do principio de agdo
estaciondria no ensino médio. A metodologia proposta tanto ¢ capaz de introduzir, quanto
consolidar conceitos a depender do nivel da turma em que se aplica, a0 mesmo tempo em que
cria uma visdo unificada de diferentes areas da fisica. Seguindo o extenso desenvolvimento
histérico acerca do principio de agdo estacionaria, esse trabalho guia o leitor durante cada
desdobramento que ocasionou ao principio como se conhece hoje. Também se explora o
principio de acdo estaciondria de forma quantitativa, analisando e desenvolvendo todos os
calculos necessarios para a melhor compreensdo de cada passo. A metodologia adotada na
sequéncia didatica consiste em aulas praticas, tendo, em todas as etapas, experimentos e
simulagdes com objetivos e instrugdes claras que garantem a fluidez da aplicacdao da sequéncia
didatica proposta. A sequéncia didatica possui linguajar simples e ndo se utiliza de qualquer

tipo de célculo que alunos de primeiro ano de ensino médio nao teriam familiaridade.

Palavras-chave: principio de a¢do estacionaria; visdo unificada; ensino médio.



ABSTRACT

This work aims to define an approach for the use of the principle of stationary action in high
school education. The proposed methodology is capable of both introducing and consolidating
concepts, depending on the level of the class in which it is applied, while also creating a unified
view of different areas of physics. This work follows the extensive historical development of
the principle of stationary action, guiding the reader through each unfolding that led to the
principle as it is known today. It also explores the principle in a quantitative way, analyzing and
developing all the necessary calculations to enhance understanding of each step. The
methodology adopted in the didactic sequence consists of practical lessons, including
experiments and simulations in all stages, with clear objectives and instructions that ensure the
smooth implementation of the proposed teaching sequence. The didactic sequence uses simple
language and does not involve any type of calculation unfamiliar to first-year high school

students.

Keywords: principle of stationary action; unified view; high school education.
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1 INTRODUCAO

Gostaria de comegar o estudo da mecanica newtoniana usando NENHUM
vetor ¢ NENHUM F = ma? Que tal comegar a mecanica quantica sem
NENHUM namero complexo e NENHUMA equacdo de Schrodinger? Vocé
e seus alunos gostariam de explorar a relatividade geral de forma profunda e
ampla sem NENHUM tensor e NENHUMA equa¢do de campo? (Taylor,
2003).

E assim que Edwin Taylor inicia seu editorial de convidado ‘‘A Call to Action’’ na
American Journal of Physics publicado em 2003. Na publicagdo, Taylor incita a uma
abordagem diferente do tradicional quanto ao ensino de fisica, onde o principio de minima acao
seria ensinado de forma introdutoria, antes mesmo da mecanica newtoniana. Taylor argumenta
que os movimentos das particulas descritos pela mecanica newtoniana, mecanica quantica e
relatividade geral podem ser unificados em ‘‘trés breves comandos da Natureza que acabam
sendo variagdes do mesmo comando’” (Taylor, 2003). Em seguida ele apresenta os trés

comandos, que devem ser verdadeiros da pedra ao elétron:

Para a pedra que se move com velocidade ndo relativistica em uma regido de
pequena curvatura do espago-tempo, a Natureza grita: Siga o caminho de
menor acao!

Para a pedra que se move com qualquer velocidade possivel em uma regido
de qualquer curvatura finita do espago-tempo, a Natureza grita: Siga o
caminho do envelhecimento maximo!

Para o elétron, a Natureza grita: Explore todos os caminhos (Taylor, 2003).

A partir de entdo ele passa a examinar cada comando individualmente, citando
nomes como Feynman, Max Jammer, Thomas A. Moore, Freeman J. Dyson ¢ William Rowan
Hamilton. Ele entdo conclui questionando o quanto o principio de minima ac¢do poderia ser mais
explorado entre o primeiro e segundo ano do curso de graduacao. Ele cita alguns livros didaticos
que ja continham abordagens semelhantes ao que estava propondo e argumenta: ‘‘Esses
tratamentos fornecem provas de existéncia para nos guiar enquanto desenvolvemos nossa
propria narrativa para o primeiro ano da graduagao em fisica’’.

Taylor finaliza seu editorial dizendo: ‘‘O Principio da Minima Acgdo ¢ simples,
potente e fundamental. Ele abrange a fisica classica e contemporanea e introduz conceitos
profundos e centrais para a pesquisa atual. Agora ¢ a hora de agir!”’.

Lachlan P. McGinness e Craig M. Savage na Universidade Nacional da Australia
aplicaram o modelo sugerido por Taylor. No artigo Action Physics publicado em 2016 os

autores mostram os resultados obtidos da implementacdao desse método. O curso ‘‘Action
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Physics’’ (fisica da agdo, em portugués) foi denominado dessa forma por ser uma unificagdo do
ensino da fisica quantica, cldssica e relativistica em torno do principio da agdo estacionaria.

Na Universidade Nacional da Australia o curso foi implementado pela primeira vez
em 2006 e 2007 junto da disciplina de Fisica 2, tendo sido ensinado novamente em 2013 como
disciplina optativa para uma turma reduzida (27 alunos). E em 2014 para uma turma de 110
alunos, que a turma proveniente aos resultados mostrados no artigo. Dos 110 alunos da turma
de 2014, 93 responderam a um formulédrio de pesquisa de opinido ao final do curso, cujo
principal objetivo era avaliar a percepcao dos estudantes em relagao a dificuldade, necessidade
e aproveitamento pessoal deste novo modulo. Em suma, a pesquisa apontou que 96% dos
estudantes concordam que o modulo deveria ser incluido na disciplina de Fisica 2 nos anos
seguintes, € 69% dos estudantes responderam positivamente quando perguntado se estudar a
fisica da acdo melhorou sua compreensao sobre fisica.

Em seu editorial, Taylor também menciona a relevancia da ‘teoria quantica de soma
sobre caminhos’ de Feynman no desenvolvimento do seu modelo de ensino (Taylor, 2003).
Taylor chegou a publicar alguns anos antes, em 1997, o artigo ‘‘Teaching Feynman’s sum-
over-paths quantum theory’ (‘‘Ensinando a teoria quantica da soma de caminhos de
Feynman’’, em portugués). Nessa mesma linha de ensino, em 2017, Massimiliano Malgieri
publica ‘‘Test on the effectiveness of the sum over paths approach in favoring the construction
of an integrated knowledge of quantum physics in high school’’!, onde num extenso e
metodoldgico artigo ele compartilha os resultados e desafios ao implementar uma introducao
fisica quantica introdutéria, baseada na abordagem de soma de caminhos de Feynman, numa
escola de ensino médio na Italia. Recomendo fortemente a leitura completa do artigo, mas em
intuito de nao me estender demais no assunto, posso dizer de forma resumida que apesar dos
desafios, o resultado geral da pesquisa de Malgieri foi extremamente positiva.

E ¢ com base nos artigos e estudos acima que questiono: e se pudemos desenvolver
o Principio de Agdo Estaciondria no ensino médio? Até onde conseguiriamos expandir ou
introduzir a partir do principio? Quais seriam os desafios, e quais seriam as vantagens? Bem,
para tanto, antes de tudo, eu gostaria de percorrer toda a historia acerca do principio de agdo
estacionaria, como séculos e mais séculos de pesquisas e brilhantes cientistas transformam
fagulhas em fogueiras pelas maos de Maupertuis e depois, pelas maos de Euler e Lagrange. E

¢ 1sso que faremos nos proéximos capitulos.

! Traducdo: teste sobre a eficicia da abordagem da soma de caminhos em favorecer a construgdo de
um conhecimento integrado de fisica quantica no ensino médio
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2 ANTECEDENTES E HISTORIA: O PRINCIPIO DE MINIMA ACAO

Em grandes descobertas cientificas ha sempre um rastro do raciocinio que levou
aquele resultado, ha uma trilha que aquele autor seguiu que o guiou até aquele. As vezes, além
disso, conseguimos determinar quais outros trabalhos e cientistas influenciaram de alguma
forma em determinada culminancia. No caso do principio de agdo estacionaria podemos
navegar por séculos e mais séculos de pesquisas e cientistas que exploraram um pouco a pouco
os topicos que nos levariam a visdo que temos hoje.

Muito antes de nos referirmos a esse principio como "principio de ag¢do
estacionaria" esse principio era referido como "principio de minima agdo" e tudo comegou a
partir de questionamentos sobre maximos € minimos € como eles se comportam ou nao na

natureza.

2.1 Rainha Dido e o problema isoperimétrico

Eles navegaram até o local onde hoje vocé vera

muros de pedra cada vez mais altos e a cidadela

de Cartago, a nova cidade. Compraram a terra,
chamada Drumskin, com o acordo feito

um terreno que puderam cercar com a pele de um touro.

O poeta romano Virgilio traz na sutileza de seu poema ‘A Eneida’ (Virgilio, 19
a.C.), um problema. Considere um lago de linha qualquer, como se pode distorcer esse laco de
forma a envolver o maximo de area possivel?

Os versos citados acima contam a lenda da Rainha Dido e como ela precisou fugir
de casa apds seu irmao Pigmalido matar seu marido e tramar contra ela. Na historia, ela
consegue chegar a salvo na costa norte da Africa, supostamente em Birsa, onde é bem recebida
e ¢ permitida a governar qualquer area, desde que conseguisse cerca-la usando somente a pele
de um touro. Ela entdo aceita o desafio € comega o macigo trabalho de cortar o couro nas tiras
mais finas que suas maos permitissem, sempre atando uma fita a outra. Sua estratégia foi sabia,
e ela conseguiu com o que tinha e podia cercar a maior area que era possivel, formando um
semicirculo com seu lago.

A lenda da Rainha Dido torna-se entdo a partir desse ponto o emblema do problema
isoperimétrico: dado um perimetro fixo, determine a forma da curva fechada e plana que

envolva o maximo de area possivel. A resposta desse problema ¢ simples: um circulo.
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Aristoteles em seu livro De Caelo intuitivamente explora esse assunto (Aristoteles, 350

a.C./1922, Livro II):

Novamente, se 0 movimento dos céus ¢ a medida de todo movimento... € 0
movimento minimo é o mais rapido, entdo, claramente, o movimento dos céus
deve ser o mais rapido de todos os movimentos. Ora, das linhas que retornam
sobre si mesmas, a linha que delimita o circulo ¢ a mais curta; e 0 movimento
mais rapido € aquele que segue a linha mais curta.

Porém, se supunha até entdo que a area de uma figura era determinada inteiramente
por seu perimetro (Gandz, 1940). Tucidides que era um grande historiador estimou o tamanho
da Sicilia a partir do tempo de sua circunavegacao, proporcional ao perimetro (Tucidides, 431

a.C., Livro VI):

Pois a viagem ao redor da Sicilia em um navio mercante ndo dura muito menos
que oito dias; e, ainda assim, por maior que seja a ilha, ha apenas duas milhas
de mar para impedi-la de ser continente.

Ao que Galileu, muito tempo depois, respondeu a confusdo afirmando (Galilei,
1638/1974, p. 61):

Pessoas que nao tém conhecimento de geometria... cometem o erro de falar de
superficies; pois ao determinar o tamanho de diferentes cidades, muitas vezes
imaginam que tudo é conhecido quando os comprimentos [quantitd] dos
limites da cidade sdo dados, sem saber que um limite pode ser igual ao outro,
enquanto a area contida em um pode ser muito maior do que a do outro.

O problema isoperimétrico foi resolvido pelo matematico grego Zenodoro (ca. 200
a.C.—ca. 140 a.C.). Embora seu trabalho tenha sido perdido, conhecemos sua demonstracao por
meio de Pappus e Tedo de Alexandria (Pappus, 1888; Heath, 1921). Zenodoro comega
moldando o lago da Rainha Dido em linhas retas de diferentes comprimentos para formar um
poligono irregular arbitrario. E entdo ele mostra que se pode aumentar a area delimitada por
esse poligono alterando os comprimentos dos lados — sem alterar seu perimetro ou o nimero de
lados — até que todos sejam iguais.

Em outras palavras, ele mostra que, de todos os poligonos de um dado perimetro e
um dado ntiimero de lados, o poligono equilatero encerra a maior area. No entanto, mesmo se
fixarmos o perimetro e o numero de lados, ainda ha um ntimero infinito de poligonos equilateros
possiveis. Zenodoro mostra que, desse conjunto infinito de equildteros, o equildtero encerra a
maior area. E para a parte final da prova: se comegarmos com um poligono regular e
aumentarmos seu numero de lados (mantendo o perimetro fixo), o novo poligono abrange uma
area maior. E isso nos leva naturalmente ao circulo, que podemos considerar um poligono

regular com um nimero infinito de lados.
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O matematico grego Zenodoro (c. 200 a.C. — c. 140 a.C.) foi o responsavel pela
solucdo do problema isoperimétrico. Para fazé-lo, Zenodoro comegou moldando o lago usado
pela rainha de Dido em linhas retas com comprimentos diversos entre si, formando um poligono
irregular arbitrario. Dessa forma ele demonstra que € possivel aumentar a area obtida alterando
os comprimentos dos lados desse poligono, sem que o perimetro ou o niimero de lados sofra
qualquer alteragdo. Ou seja, Zenodoro demonstrou que todos os poligonos de um dado
perimetro € um dado numero de lados, o poligono equilatero ¢ o que engloba a maior area. Note
que mesmo fixando o perimetro e o numero de lados, ainda existe uma quantidade proxima do
infinito de poligonos equilateros possiveis.

Para isso, Zenodoro mostra que desse conjunto de infinitos equilateros, o que
engloba a maior area ¢ o equiangular. Finalmente, a partir de um poligono regular se pode
gradualmente aumentar a quantidade de lados (mantendo o perimetro fixo) e esse novo poligono
abrangera entdo a maior area. Naturalmente, se aumentarmos a quantidade de lados o suficiente,
essa forma geométrica sera agora um circulo.

Embora o trabalho de Zenodoro tenha lamentavelmente sido perdido ao longo dos
séculos, ¢ possivel obter mengdes de suas demonstragdes através de Pappus e Téon de

Alexandria (Pappus, 1888; Heath, 1921).

2.2 Heron de Alexandria e a lei da reflexao

Muitos anos apos Zenodoro, fisica e principios de minimiza¢do finalmente se
encontram pela primeira vez gracas a Heron de Alexandria (c. 10 d.C. —c. 70 d.C.). Em seu
trabalho Catoptrics, Heron apresenta provas de que a lei da reflexdo dos raios de luz em um

espelho plano decorre da minimizagao do tempo de percurso (Heronis, 1976). Em suas palavras:

O que se move com velocidade constante segue uma linha reta. Um exemplo
¢ uma flecha que vemos disparada do arco. Pois, devido a for¢a de movimento
para a frente, o corpo em movimento se esforga para seguir o caminho mais
curto, visto que ndo pode se dar ao luxo de um movimento mais lento, ou seja,
um caminho mais longo. A forga em movimento nao permite tal atraso. Assim,
0 corpo tenta seguir o caminho mais curto devido a sua velocidade, mas entre
0s mesmos pontos finais a mais curta de todas as linhas ¢ a reta.’

Muitos gregos antes de Heron ja tinham sélido dominio das leis da reflexdo.
Euclides, por exemplo, em sua publica¢io Optica, afirma que a luz se propaga em linhas retas
e que o angulo de incidéncia ¢ igual ao angulo de reflexdo. O que destaca Heron entre seus

pares ¢ que Heron foi o primeiro a derivar a lei da reflexdo a partir de um principio de

2 Traduzido originalmente para inglés por Pedersen (1993).
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minimizag¢do, buscando o caminho mais curto entre dois pontos e sujeitando-se a condigao de
tocar um ponto intermediario no plano.

O modelo de Heron considerava a trajetoria de um raio conectando os pontos d e g
no plano ek (ver Figura 2.1). O modelo optico dos gregos foi fundamentado a partir da analogia
entre o sol e o olho humano: onde os raios de luz sdo ‘‘raios visuais’’ que originam no olho, e
a sensacdo da visdo ¢ produzida quando esses fios lineares tocam o objeto. Sabemos hoje o
quao errdneo € esse modelo, porém, a geometria desses raios se mantém, desde que a dire¢ao

de propagacao seja invertida, assim se mantendo valido o tratamento de Heron.

Figura 2.1 - Prova original da lei da reflexao feita por Heron de Alexandria.

Z & g
‘%:-'\““\_RK ’/,-""
/
-\_\M it
"
\\ \.._,__';A--‘-
\,i/j-——-_"_:‘ d
b
h

Fonte: Rojo; Bloch, 2018.

Gragas ao engenhoso trabalho de Zenodoro (ROJO; BLOCH, 2018), Heron traca
entdo uma linha perpendicular no plano e/ que passa por g e considera um ponto simétrico z tal
que ze = eg. Assim, qualquer que seja o ponto de reflexdo b obtemos zb = bg e os angulos zeb
e sdo iguais aos angulos de ebg. Essas igualdades nos levam de forma simples a resposta sobre
qual seria o caminho mais curto entre o ponto inicial d e o ponto auxiliar refletido z. A resposta
¢ simples: a linha reta dz que ¢ interceptada pelo plano a. Como os angulos had e zae sdo iguais

a constru¢do simétrica dos angulos £zae = Zeag nos leva a:
zhad = zeag
Ou seja, o angulo de incidéncia ¢ igual ao de reflexdo.

2.3 Galileo e a curva de descida mais rapida

Os primeiros problemas de minimizacao a ser relacionado diretamente a dindmica

foram trazidos por Galileu em sua obra prima duas novas ciéncias. No escolio a preposi¢ao 36,
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Galileu afirma que, para particulas caindo entre dois pontos em um plano vertical, "o
movimento mais rapido de todos, de um ponto a outro, ndo ¢ através da linha mais curta de
todas, que seria a reta AC. Mas através do arco circular " (Figura 2.2), (Galilei, 1638/1974, p.
212). O classico ‘problema da braquistocrona’ ¢ descendente da preposicdo 36 de Galileu. A
braquistocrona ¢ uma cicloide, diferente do arco de um circulo estudado por Galileu e ¢
considerada a curva de descida mais rapida entre todas as curvas possiveis conectando dois
pontos. Em estudos, Galileu compara o tempo de queda entre a reta AC (Figura 2.2) e a curva
do arco de um circulo, seus estudos ndo abrangem todas as curvas possiveis e ndo ha inten¢ao
de fazé-lo (em Duas Novas Ciéncias), (ROJO; BLOCH, 2018.). Galileu encontra essa curva por
meio de uma sequéncia de lemas oriundos da geometria euclidiana e seu postulado da
aceleracdo uniforme. Galileu justifica seu postulado no que seria o principio da minimizacao

num estdgio ainda especulatorio.

Figura 2.2 - A descida de uma particula de A a C € mais rapida através do arco do

circulo do que através da linha reta.

B A

C

Fonte: Rojo; Bloch, 2018.

Galileu apresenta também ser em seu Duas Novas Ciéncias uma ideia sobre os
corpos com aceleracao uniforme. Claro, ja se sabia antes de Galileu que "a natureza emprega
um certo tipo de aceleracdo para fazer objetos pesados descerem" (Galileu, 1638/1974, p. 197),
mas nao se tinha clareza em relagdo a qual tipo de aceleragdo isso se relacionava. Galileu diz
entdo que através de experimentos conclui-se que "a intensificacdo da velocidade se faz em
funcdo da extensdo do tempo", e que a distancia percorrida aumenta com o quadrado do tempo.
Galileu ndo se utiliza do termo ‘‘uniforme’’, ao invés disso ele fala sobre aceleragdo ‘‘natural’’

e justifica sua escolha através da metafisica:

Fomos levados pela mao a investigagdo do movimento naturalmente acelerado
pela consideracdo do costume e procedimento da propria Natureza em todas
as suas outras obras, na execuc¢do das quais ela habitualmente emprega os



17

primeiros, mais simples e mais faceis meios. Assim, quando considero que
uma pedra, caindo do repouso a alguma altura, adquire sucessivamente novos
incrementos de velocidade, por que ndo deveria acreditar que essas adigoes
sdo feitas pela regra mais simples e mais evidente? (Galileu, 1638/1974, pp.
153-154).

Em seus estudos sobre aceleragdo uniforme em planos inclinados, Galileu em um
de seus primeiros postulados diz que "os graus de velocidade adquiridos pelo mesmo mével
sobre diferentes inclinagdes de planos sdo iguais sempre que as alturas desses planos forem
iguais". Ou seja, a velocidade adquirida ao deslizar sob o plano inclinado varia com o angulo
de inclinagdo deste plano. Galileu ainda acrescenta uma se¢do expansdo a este postulado,
escrito durante os anos 1633 e 1635, e publicado em 1638, quando Galileu ja estava cego e em
prisdo domiciliar desde 1633 devido a Inquisicao. Nesta secdo Galileu acrescenta o que hoje
chamamos de elemento de aceleragdo ao longo de um plano. Galileu ndo aborda o assunto em
termos algébricos, mas podemos fazé-lo, e dessa forma a distancia d percorrida ao longo de um

plano inclinado ¢

- o<

Onde g X (H/D) é a componente de aceleragdo ao longo do plano (ver Figura 2.3).
A Unica alteragdo ‘‘moderna’’ feita aqui ao trabalho de Galileu ¢ a adi¢do do termo
g e o fator %. Galileu diz que d « t? e esta constante de proporcionalidade é também

proporcional a H/D.

Figura 2.3 - A velocidade final de uma particula caindo do repouso em um plano

inclinado é proporcional a D /vH

Fonte: Rojo; Bloch, 2018.

O tempo necessario para percorrer a o plano inclinado ¢
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’ 2 D
total g \/ﬁ

Sendo assim, a velocidade final Vg = gtiorar €

H
Vfinal = (g X 5) X teotal

Vrinat = +/ 29H (2.3)

Nota-se que Vrinq; € completamente independente de D.

A equagdo 2.3 sumariza o segundo postulado de Galileu sobre o movimento
acelerado. Na Preposic¢ao I, Teorema I, Galileu afirma que o tempo 7 preciso para percorrer uma
dada distancia D em movimento uniformemente acelerado ¢ igual ao tempo preciso para
percorrer a mesma distancia, mas mantendo uma velocidade constante tal qual a velocidade

média obtida entre a velocidade inicial v; e a final vy. Para demonstrar isso Galileu o faz

geometricamente, partindo do repouso (v; = 0), no entanto, mesmo que a velocidade inicial

nao fosse igual a zero o resultado se manteria:
t=— (2.4)

onde Vyeq = (v + v5)/2.

Voltando agora a equagdo 2.2, a relagio geométrica D/vH = constante aparece
novamente em cordas de circulos (Figura 2.4) o que guia Galileu a sua ‘leis das cordas’’: para
um arco de circulo “os tempos de descida através de todas as cordas dos terminais P e R” (ver
o arranjo a direita da Figura 2.4) “sdo iguais”.

A partir disso Galileu entdo compara diferentes trajetorias: uma sendo um caminho
direto e um caminho sofrendo uma interrup¢do. Uma particula saindo do ponto D em repouso
ir4 levar o mesmo tempo para atingir o ponto F ou B (pela lei das cordas). Agora, a particula
em B move-se mais rapido que a particula em F (pela equacao 2.3). A velocidade final em C ¢

a mesma para ambos os caminhos *, mas a velocidade média para o caminho BC é maior do

3 Galileu demonstra isso estendendo a trajetoria CB até C A. Particulas partindo de D e A em repouso
chegam a B com a mesma velocidade (elas caem da mesma altura). A velocidade em C a partir das trajetorias DBC
e AC ¢, portanto, a mesma. E como os planos AC e DC caem da mesma altura, as velocidades finais em C sdo
independentes das trajetorias percorridas.
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que a velocidade média para o caminho FC. Além disso*, o tempo de viagem necessario para
percorrer o trajeto FC ¢ maior do que para BC. Ou seja, ao comparar as diferencgas entre os
caminhos, sendo um caminho direto e outro caminho "interrompido", o caminho interrompido

¢ o mais rapido.

Figura 2.4 - 2 Lei das cordas de Galileu. Esquerda: Teorema de Tales: Se 4, Be P
sao pontos em um circulo, e 4B seu diametro, o angulo APB (igual a o + f) € um
angulo reto. Centro: Por semelhanga dos tridngulos ABP e PBQ, PB/BQ = AB/PB:
(PB)’/BQ ¢ constante para um circulo, e igual ao didmetro 4B. Esta relagdo
geométrica ¢ a mesma que aparece no tempo de queda em um plano inclinado:
Equacdo 2.3. Direita: Lei das cordas de Galileu: Para todos os pontos no arco do
circulo, D/VH ¢ constante, e o tempo de descida a partir do repouso é o mesmo

para todos os planos inclinados.

A A

Fonte: Rojo; Bloch, 2018.

A partir dos resultados anteriores, Galileu considera entdo a queda de uma particula
ao longo de um caminho poligonal de cinco lados e considera adicionar ainda mais lados deste
poligono. E assim Galileu se aproxima do arco de um circulo que fard o tempo de descida
diminuir em relacdo aos outros caminhos. Curiosamente, Galileu foi provavelmente inspirado
pelo problema isoperimétrico, em certas passagens do Primeiro Dia De Duas Novas Ciéncias
ele debate a prova de Zenodoro e teria visto ‘‘a prova disso com particular satisfacao" (Galilei,
1638/1974, p. 62). Apesar disso, Galileu ndo mostra nenhuma prova de que uma trajetoria
poligonal com mais lados resulta em uma trajetdria mais rapida do que o arco de um circulo

"parece que se pode deduzir que o movimento mais rapido ¢ [...] ao longo do arco circular".

* Galileu mostra essa desigualdade com um argumento detalhado no [Terceiro] Lema da Proposi¢do
35. Galileu ndo numerou os lemas, mas seguimos a ordem de Drake.
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Figura 2.5 - Adaptada de "Duas Novas Ciéncias" de Galileu. O ponto B estd no arco
de circulo CBD. Uma particula partindo de D em repouso cai mais rapido pela

trajetoria interrompida DB + BC do que pela trajetoria direta e mais curta DC.

B
& Circle of equal time

Cv

Fonte: Rojo; Bloch, 2018.

E entdo adicionado mais planos, como mostra a Figura 2.5, e argumenta usando a
lei das cordas para decompor o plano DC na trajetdria mais rapida DE + EC. Porém a particula
nao parte do repouso em D (ja que ela viria do ponto A, saindo de 14 em repouso) logo, a lei das
cordas nao se aplica (Erlichson, 1998). Para provar de forma completa e precisa esse problema
Galileu necessitaria de técnicas que estavam além das ferramentas matematicas disponiveis a

seu dispor, mas que foram aperfeigoadas nas décadas seguintes.

Figura 2.6 - Descida em um circulo, das Duas Novas Ciéncias de Galileu.

B A

c G

Fonte: Rojo; Bloch, 2018.
2.4 A curvatura dos raios de luz e o principio da minimiza¢io de Fermat
Existem algumas formas diferentes de um raio de luz se distorcer em relagdo a uma

linha reta perfeita. Sabemos que a reflexdo em um espelho faz um raio de luz curvar-se, mas,

ao entrar em um meio como agua ou vidro, o caminho desse raio de luz também se curva. A
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refracdo da luz foi estudada também pelos gregos antigos. O astronomo Ptolomeu (c. 100 d.C.
—c¢. 170 d.C.)., por exemplo, dizia que os raios de luz visiveis ‘‘podem ser alterados de duas
maneiras: (1) por reflexdo, ou seja, o rebote de objetos, chamados espelhos, que nao permitem
a penetracgdo, e (2) por curvatura no caso de meios que permitem a penetragdao” (Cohen, 1965).
Ptolomeu incluiu em seu trabalho tabelas da mudanca de angulo de um raio de luz passando de
um meio a outro, como do ar para o vidro e do ar para a 4gua (Mark Smith, 1982), entretanto,
Ptolomeu partia da pressuposicao erronea de que o angulo de refragdo era proporcional ao
angulo de incidéncia. Somente no século XVII, com as publicagdes de Willebrord Snell em
1621 e por Descartes (1637) em seu Dioptrique, que a lei da refragdo foi corrigida para sua

verdadeira forma.

Figura 2.7 - Derivagdo da lei da refracdo de Descartes.

Fonte: Reproduzido de Descartes (1637).

Nao sdo os angulos de refragdo e incidéncia que sdo iguais, mas sim 0s senos desses
angulos medidos em relacdo a normal ao plano de incidéncia que sdo proporcionais. Descartes
mostra que € a partir de um modelo mecanico, tratando a luz como uma particula que muda de
velocidade ao tramitar de um meio a outro, que surgiu essa lei. Ele usa como analogia a inflexao
de uma bola de ténis ao entrar na adgua (Figura 2.7). A partir de um modelo de particulas o
problema da refracdo se torna algo como o salto de uma bola sob uma superficie: a parede
inverte a direcao da velocidade perpendicular em relagdo a parede enquanto que a componente
paralela permanece igual. Descartes entdo assume que o mesmo aconteceria para refracao, na
sua analogia com a bola de ténis, conforme a bola penetra a superficie, a componente da
velocidade paralela ao plano da agua ndo muda. Imagine que a bola de ténis muda sua

velocidade de v, para v4g4,, @ medida que ela muda de um meio para outro, ultrapassando o
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plano BE (Figura 2.7). Os planos Bl e AB possuem o mesmo comprimento entdo o tempo dos

PETCUrsos tgy € tygyq Para esses percursos sdo diferentes e devem satisfazer a equagao:
Vigua X tagua = Bl = Vgr X tqr = AB (2.5)

Se a projegdo das velocidades paralelas a superficie da agua, Vpgrgeiq, fOr

constante, temos

AH = Vparateta X tar (2.6a)

HF = Uparatela X tagua (2.6b)

Assim, Descartes obtém a lei “correta”:

AH  sinZABH  tsr  Vagua

HF ~ SinZGBl  tigua  Var 2.7)
que ¢ equivalente a:
Vigua SiNOsguq = Vgr SIN O, (2.8)

Descartes chega a defini¢do correta da lei da refragdo a partir de que a razdo entre
os senos dos angulos ¢ constante. Porém, experimentos mostram que ao ir de um meio a outro
os raios de luz curvam-se em dire¢do a normal, ndo para longe dela como a Figura 2.7 sugere,
areta AH deve ser maior que a reta HF. Da forma como esta, o exemplo sugere que a particula
estudada na Figura 2.7 ganha velocidade ao atravessar o plano BE. Para estar em conformidade
com o0s experimentos realizados, Descartes precisa entdo assumir que assim como o som, a luz
se propagaria mais rapido na agua (ou qualquer outro meio denso), o que ndo leva em
considera¢do o comportamento da luz em diferentes densidades do meio de propagagao.

Indo numa dire¢do completamente oposta a de Descartes, Pierre de Fermat se opoe
ao argumento de Descartes de que a luz viajaria mais rapido em meios densos. Enquanto
Descares tratava oOtica como um problema mecanico, Fermat tinha outras visdes, que se
assemelhavam as solugdes de Heron de Alexandria e tinham a filosofia de Aristoteles de que a
natureza nao faz nada em vao.

Sete anos apos a morte de Descartes, em 1657, Fermat recebe em seu correio
matinal a tese La lumiere de Marin Cureau de la Chambre (que hoje ¢ conhecido por sua atuagao
na medicina). Marin discute a leis da refracdo e logo apds diz: “Vemos, portanto, por todo esse

raciocinio que a igualdade dos angulos na reflexao se faz ao longo das linhas mais curtas, e que
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isso ndo ¢ algo particular da Luz, visto que a natureza observa a mesma ordem em todos os
movimentos que ela causa” (De la Chambre, 1662). Nao muito depois ele ainda acrescenta: “se
a natureza faz seus movimentos pelas linhas mais curtas, seria necessario que eles também
fossem feitos em refragdo”. A isso, Fermat concorda dizendo “O principio da fisica ¢ que a
Natureza realiza seus movimentos pelos caminhos mais simples’’ (Fermat, 1657/1894). Alguns

anos depois, em 1662 Fermat acrescenta:

Nao ha nada tdo provavel ou aparente quanto a suposi¢ao de que a Natureza
sempre age pelos meios mais faceis, ou seja, ao longo das linhas mais curtas
quando o tempo ndo ¢ uma considera¢do, ou em qualquer caso, no menor
tempo possivel.

Em sua publicacdo de 1970, Roshdi Rashed aponta que o astronomo Ibn al-
Haytham j4 utilizava o principio da ‘‘maneira mais simples’’ para explicar a refracdo (Rashed,
1970). Ibn al-Haytham imaginava a luz como pequenas esferas rigidas que se movem em linha
reta e se propagam em diferentes meios de acordo com sua densidade. Quanto mais denso o
meio, maior a resisténcia a penetragdo da luz (Mark Smith, 2009). Dito isso, ha evidéncias de
que La Chambre conhecia o Livro de Optica de Ibn al-Haytham na edig¢io Risner ou na versio
Witelos (ROJO; BLOCH, 2018).

Fermat entdo deduz a lei da refragdo minimizando o tempo de viagem do raio de
luz desde seu ponto inicial ao final. E ele faz isso usando suas proprias recém criadas

ferramentas matematicas, o ‘‘pré calculo’’, ou método de maximos e minimos.

1.4.1 Meétodo de maximos e minimos de Fermat

Em seus estudos sobre maximos e minimos, Fermat explica seu método usando um

exemplo simples: dada uma reta AC, encontre um E tal que AE x EC seja um méximo.

A E C

Analogamente, Fermat esta resolvendo o ‘‘problema da isoperimétrico’’ para um
retangulo com metade do perimetro AC. Denotando AC = b € AE = a, onde o ponto a ¢ o ponto
a ser encontrado. O produto entre os dois segmentos de reta ¢ a(b —a) = ab — a?. Nesse
ponto, Fermat altera o ponto a em uma pequena quantidade e fazendo com que o primeiro
segmento seja agora a + e, € 0 segundo b — a — e. O produto desses dois novos segmentos fica:

b — a®? + eb — 2ae — e?. A partir desse ponto Fermat introduz um conceito que ele emprestou
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de Diophantus de Alexandria, cuja interpretagdo do mesmo foi topico de questionamentos
(Breger, 1994; Giusti, 2009).

Fermat iguala aproximadamente, ou torna adequado, os dois produtos:
eb — 2ae — e? ~0 (2.9)
e agora isso ¢ divido por e
b—2ae—e~0 (2.10)

Agora ele assume que variacao e € tdo pequena que se pode tomar como zero
b
a=§,ouAE=EC (2.11)

esse resultado expde que o retangulo com a maior area por dado perimetro, ¢ um quadrado.

O método de Fermat para encontrar o0 maximo de uma fungdo f(a) consiste em
encontrar a tangente de uma funcao e identificar o ponto a, onde essa tangente se iguala a zero
(veja Figura 2.8). O método criado por Fermat ¢ muito préximo ao desenvolvido
posteriormente por Newton e Leibniz. Inclusive, em correspondéncias enviadas por Newton,
ele reconhece ter tomado como inspiragdo para seu proprio método ‘‘do modo como Fermat
desenhava tangentes’’ e que ele apenas generalizou os resultados. Em termos mais

contemporaneos de matematica, o método de Fermat se torna:

fla+e)—f(a)

e

2.12)

Sobre e tornar-se o termo constante: Fermat primeiro determina f'(a) e depois
iguala isso a zero para determinar o extremo da funcdo. Embora Fermat nunca tenha falado
diretamente como e sendo algo infinitesimal, ele conhecia esse conceito a partir de Galileo
(Galilei, 1638/1974, p. 54), mas acreditasse que houvesses questdes politicas e religiosas

envolvendo a auséncia de ditos ermos (ROJO; BLOCH, 2018, p. 22).

Figura 2.8 - Método das tangentes de Fermat. Esquerda: A tangente a uma curva,
ou a inclinacao da curva, ¢ dada por [f(a + e) — f(a)]/e quando e ¢ definido como
zero. Em um méaximo M, a tangente ¢ zero. Direita: A tangente a uma curva € zero
para pontos "estacionarios": maximos como 4 ou C, minimos como B, ou pontos

como D que ndo sao maximos nem minimos.
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f(a)

A a B
Fonte: Rojo; Bloch, 2018.

Varios exemplos sao exibidos por Fermat para demonstrar seu método, um destes

inclui fun¢des com raizes quadradas. Vamos agora aplicar o método de tangentes de Fermat
para uma funcio f(a) = va. Comecando com o seguimento va + e — +/a, multiplicamos e
dividimos por va + e — +/a para obter:

JaFe-Va

Vaxe—va= (Vate-Va)xmmmr

e

~ Vate- va (2.13)

Novamente dividindo por e em seguida fazendo e = 0, temos uma tangente igual a
1/2+/a ou uma curva Va.

Em trocas de cartas entre Fermat e Cureau de la Chambre durante 1662, Fermat diz
que sua derivagdo da lei da refragdo seria ‘‘longa e tediosa’’ e ‘‘envolve quatro retas por suas
raizes quadradas’® (ROJO; BLOCH, 2018, p. 22). Em sua publicagdo Analyse pour les
réfractions Fermat indica de onde surgem tais raizes quadradas. Ele usa para isto uma figura
muito semelhante a da analogia da bola de ténis de Descartes (Figura 2.7). Fermat coloca seus
pontos inicial C e final / num circulo (Figura 2.9). E assim como na deriva¢ao de Descartes, o
menor caminho passa pelo centro D do circulo, e que se desconhece ¢ a relagdo entre os
segmentos DH e FD. Para simplificagdo podemos tomar o raio do circulo CD = DI = I, e
usamos a notacdo de Fermat para DH = a, DF = b. Podemos denotar v; ¢ v, como as
velocidades nos meios acima e abaixo do plano FD, assim, o tempo gasto no menor percurso ¢

CD DI 1 1
— + 2 =

Tonin = — —+ — 2.14
min vl 172 v1+ 172 ( )
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Figura 2.9 — De Analyse pour les réfractions de Fermat (3 esquerda). A direita,

indicamos os angulos de incidéncia (6;) e refracao (6,).

Fonte: Rojo; Bloch, 2018.

Fermat entdo considera a partir daqui algo que sumariamente faltou no trabalho de

Descartes, a resisténcia em cada meio de propagagdo. Fermat faz isso de forma simples, ele
inverte as velocidades para 1/171 e 1/172- Em termos atuais, o que Fermat considera como

resisténcia, seria o que definimos como ‘indice de refracdo de cada meio’. Para aplicar seu
método de méximos e minimos, Fermat considera um caminho qualquer proximo ao verdadeiro

COI, onde OD = e. O tempo de viagem desse outro percurso ¢

co O0I
T, = —+ —
%1 %)

(2.15)

B V1 —2eb + ez+\/1—Zeb+ e?
B %1 VU,

Aqui se segue com a aplicagdo usual do método: igualamos Ty, = T, dividimos
por e, fazemos e = 0. Lamentavelmente, Fermat talvez realmente acreditasse que esse trabalho
fosse tedioso, ja que ndo disponibilizou nenhum de seus proprios calculos em detalhes. Porém,
gracas a relativa simplicidade necessaria, ¢ possivel tomar certas conclusdes quanto a que
caminho Fermat deve ter tomado.

A diferenca entre os tempos de viagem ¢é:

B V1 —2eb + ez—1+\/1—2eb+ e2—1

Te - Tmin -

(2.16)
%1 (%)

o que ¢ equivalente a
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1 —2eb + e? 1 2eb + e?
Te = Tmin = — + — (2.17)
ViVvli—2eb+ e2 +1 V2 \J1+2eb+ e? +1

novamente, dividindo por e podemos depois fazer e = 0 e obter

T, — Thi b a

L L (2.18)
e (20

pela Figura2.9: b/a = sin Hl/sin 92.Assim, temos:

L 0, = L 0 2.19

vlsln 1—vzsm2 (2.19)

A Equagdo 2.18 traz a mesma forma e a mesma dependéncia dos angulos de
incidéncia e refragdo que o resultado obtido por Descartes, mas no resultado de Fermat as
velocidades se invertem. Se o método de Fermat for correto, implica que a velocidade da luz
deve diminuir ao percorrer meios mais densos.

A metodologia de Fermat foi duramente criticada por Claude Clerselier, que era
expert em Otica e inclusive editava os trabalhos de Descartes. Para Clerselier, o principio que
guiou Fermat “¢ meramente moral, e ndo fisica, que ndo ¢ nem pode ser a causa de qualquer
efeito natural” (Fermat, 1657/1894, p. 465). As objecdes feitas por ele até eram plausiveis, ndo
se tinha como saber em detalhes como ou por que a natureza escolheria um unico caminho
dentre infinitos outros entre um ponto inicial e final. E por que ela escolheria o tempo a ser
minimizado dentre tantas outras varidveis? Clerselier defendia seu ponto de vista, assim como
Descartes, mecanicista e cartesiano: a partir de uma dire¢do inicial, um raio de luz continuaria
se movendo em linha reta até que atinja uma superficie refrataria, e ai, mudaria de direcao. Para
todas as calorosas criticas que recebeu, Fermat escreve uma carta um tanto zombeteira em 21

de maio de 1662 para Clerselier, em suas palavras (Sabra, 1981, p. 154):

Nao pretendo, nem jamais pretendi, estar na confianca intima da Natureza. Ela
tem caminhos obscuros e ocultos que nunca me propus a penetrar. Eu apenas
lhe teria oferecido um pouco de auxilio geométrico sobre o tema da refragao,
caso ela precisasse. Mas, ja que o senhor me assegura, senhor, que ela pode
administrar seus negdcios sem isso € que se contenta em seguir o caminho que
lhe foi prescrito pelo Sr. Descartes, entrego-lhe de bom grado minha suposta
conquista da fisica; e estou satisfeito que o senhor me permita manter meu
problema geométrico — puro e in abstracto, por meio do qual se pode encontrar
o caminho de uma coisa se movendo através de dois meios diferentes e
buscando completar seu movimento o mais rapido possivel.
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2.5 O desafio de Bernoulli

Dentre tantos questionamentos e estudos acerca de méaximos e minimos, uma
conversa entre dois amigos que se tornou um desafio ganhou grande notoriedade ao final do
século XVII. Em uma carta enviada a Gottfried Leibniz em junho de 1696, seu amigo John
Bernoulli o provoca com o seguinte problema: ‘‘Dados dois pontos A ¢ B em um plano vertical,
encontre o caminho AMB pelo qual um ponto mével M deve, em virtude de seu peso, cair de
A para B no menor tempo possivel’’ (Leibniz, 1962; Orio, 2009). Ao que Leibniz responde,
cerca de uma semana depois, meio contrariado, meio fascinado. A solugdo enviada a Bernoulli
¢ feita em forma de uma equacdo diferencial e de imediato propde nomeé-la tachystoptota
(curva de descida mais rapida). De forma nada surpreendente, Bernoulli responde a Leibniz que
sua solug¢do corresponde, na verdade, a cicloide, e propde nomed-la braquistocrona. Como
vimos na se¢do 2.3 deste capitulo, a cicloide também foi objeto de estudos de Galileu que a via
‘‘como uma curva muito graciosa para ser adaptada aos arcos de uma ponte’’ (Drake, 1978, p.
406), e logo mais em 1673 foi provada por Huygens como correspondente ao péndulo isdcrono
(Huygens, 1673).

Nao bastando a aprovagao de somente Leibniz, Bernoulli envia seu desafio a Rudolf
Christian von Bodenhausen, para seu proprio irmdo Jacob Bernoulli e Pierre Varignon. Ainda
em suas respostas a Leibniz, John Bernoulli menciona duas solu¢des para esse problema. A
primeira delas sendo similar a resposta de Leibniz. A segunda utiliza um mapeamento do
caminho mais rapido para o problema de determinar a trajetoria de um raio de luz propagando-
se com um indice de refracdo continuamente varidvel em meio. Esse mesmo mapeamento foi
usado em XIX por William Rowan Hamilton, e no século XX por Louis de Broglie e Erwin
Schrodinger na formulagdo da mecanica ondulatoria.

Bernoulli leva seu desafio um passo mais além e o publica na Acta Eruditorum na
edicdo de dezembro de 1696, acrescido de que publicaria sua propria solu¢do em junho do ano
seguinte. Na edi¢do de maio de 1697 da Acta Eruditorum havia sido publicado um artigo com
a introducdo historica sobre a braquistocrona escrita por Leibniz. Leibniz omite sua propria
solu¢do porque, segundo ele, ela era semelhante as outras solugdes. Ao todo, cinco solucdes
foram enviadas por John, Jacob Bernoulli, 0 Marqués de I'Hospital, Ehrenfried Walther von
Tschirn-haus e Isaac Newton. Newton ndo assinou sua resposta, talvez ndo queria ser
identificado, mas isso ndo impediu que Bernoulli reconhecesse o autor daquela resposta.

Bernoulli teria dito ‘‘eu reconheco o ledo por sua garra’’.
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2.6 O principio de minima ac¢ido de Maupertuis

Cerca de 77 anos apds o desafio de Bernoulli ser publicado, um de seus promissores
alunos e o primeiro francés a ser adepto as ideias de Newton, Maupertuis propde algo que ele
considerava ser de aplicagdo universal: o principio de minima agdo. Sua proposta trazia pontos
de vista metafisicos e religiosos (Jourdain, 1912), mas também continha as mesmas nogdes que
guiaram Fermat e Galileu: ‘‘A natureza, na producao de seus efeitos, o faz sempre pelos meios
mais simples’’ (Maupertuis, 1744). De forma mais especifica, ele acrescenta: ‘“Na Natureza, a
quantidade de agao (la quantité d’action) necessaria para a mudanga ¢ a menor possivel. A¢ao
¢ o produto da massa de um corpo pela sua velocidade multiplicada pela distancia que ele

percorre.”” (Maupertuis, 1746).

Figura 2.10 - Derivacao da lei da refragdo usando um processo de minimizagao de

Maupertuis.
B
A
. Vv |
r D
= :
%% W
F 8

Fonte: Reproducao de Maupertuis (1744).

Em seu artigo publicado em 1744, Maupertuis deriva a lei da refracdo a partir do
uso de um processo de minimizagdo. Ele o faz usando célculo, tal qual Fermat fez. Porém, ao
contrario de minimizar o tempo como Fermat, Maupertuis escolhe minimizar a agdo V x AR +
W x RB (Figura 2.10), onde V e W sdo as velocidades da luz nos diferentes meios. Maupertuis
minimiza a agdo tratando o seguimento CR como uma varidvel, assim como Leibniz o fez.
Desta forma, seus resultados sdo basicamente a lei de Snell, mas numa versdo de Descartes

onde a razdo entre os senos dos angulos ¢ igual ao inverso da razdo das velocidades:
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sinZARE W
—_— = — (2.20)
sin 2FRB |4

Embora com o que sabemos hoje o resultado ndo seja verdadeiro para a luz,
Maupertuis utilizou uma abordagem baseada na ideia de que a luz ¢ composta por particulas, e

dentro desse modelo, os resultados dele faziam sentido e estavam coerentes. Assim como vimos

na se¢do 2.4, a conservagdo do momento paralela ao plano da a Equacao 2.19 a reformulacao:
Vsin £ARE = W sin £FRB (2.21)

assim como o resultado de Descartes na Equagao 2.8.

O que Maupertuis traz de novo ¢ demonstrar que, para o caso de uma unica
interface, a curvatura da trajetoria de uma particula pode ser obtida a partir de um principio de
minimizagdo, apesar de a premissa usada por ele estar errada. Em seu artigo publicado 2 anos
depois intitulado ‘‘Derivagao das leis do movimento e do equilibrio a partir de um principio
metafisico’” (Maupertuis, 1746), Maupertuis aplica seu principio de minima agdo a dois
problemas simples: colisdo de corpos num plano e o equilibrio de dois corpos numa alavanca.

Para o problema de dois corpos presos a uma alavanca, ele determina o ponto de
equilibrio fazendo com que, para pequenos movimentos da alavanca, a a¢do seja a menor
possivel. Sendo L o comprimento da alavanca, m; e m, as massas desses corpos, onde cada
uma estd em uma extremidade, e z a distdncia da massa m; até o ponto de equilibrio. Se a
alavanca rotacionar levemente, por um angulo 6 em torno do ponto de equilibrio, as massas 1 e
2 terdo seus comprimentos descritos por z6 e (L — z )8, respectivamente. Segundo Maupertuis,
esses arcos serdo proporcionais a velocidade de cada particula, e quantidade de acdo
proporcional a (m;z% + m,(L — z)?)8. Minimizando a a¢do em relagio a z resulta em z =
m,L/(my + m;), a condi¢@o de equilibrio correta.

Em seu artigo Maupertuis mostra que seu principio se aplicava a corpos em repouso
e a luz. Seu artigo era fundamento em metafisica e ele acreditava com toda certeza que seu
principio era universal. Religioso como era, Maupertuis acreditava que seu principio
demonstrava a atuagdo de Deus na propria constru¢ao do universo, na visao dele, Deus agia de
forma ‘‘a gastar a menor quantidade possivel do misterioso combustivel mv/’’ (Ekeland, 2006).

As ideias de Maupertuis estavam longe de ser aceitas e bem recebidas por seus
colegas na época. Ele foi duramente criticado, ridicularizado e até acusado de plagio. As criticas

vinham das falhas que seus artigos apresentavam e da falta de explicacdes claras em certos
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pontos. A ridicularizag¢do veio de ex-colegas cuja motivagdo era mais causar um certo tipo de
linchamento publico do que sobre ao trabalho em si de Maupertuis.

Felizmente para Maupertuis, nem tudo estava perdido. Leonhard Euler foi um
grande apoiador de suas ideias, tendo estudado e ampliado o principio de minima agdo de

Maupertuis, em termos de requisitos e rigor matematico.

2.7 Euler e 0o método de maximos e minimos

Em 1744, Leonhard Euler publica um livro intitulado ‘Um Método Para Encontrar
Linhas Curvas Com Algumas Propriedades De Mdximo E Minimo [...] . Nesse livro Euler
estabelece um método generalista para encontrar curvas que maximizam ou minimizam uma
dada quantidade. Ao fim desse livro, na secdo Additamentum II ele deriva os caminhos que
minimizam a a¢do de Maupertuis.

Comecando pelo método de maximos e minimos de Euler, ele mostra a curva AZ
da Figura 2.11, chamando-a de y(x). Vamos dizer que se queira encontrar a curva com a descida
mais rapida de a a z (ou z a q, tanto faz). O método de Euler ¢ dissecar o eixo horizontal em
pequenos segmentos iguais (HI = IJ] = JK = -+ = QR = RS = dx), e avaliar y(x) em
pontos isolados (H, 1, J, ...). Dessa forma, a curva AZ agora ¢ uma sequéncia de pequenos
segmentos retangulares. Agora podemos convenientemente enumerar os pontos de forma que
L= x;_1,M = x;, N = Xj,,€assimpor diante. Seguindo a mesma logica, Ll = y;_,, Mm =
Yj» Nn = yj;q1, € assim por diante também. Agora Euler supde que a velocidade v(y) €
constante em cada segmento discriminado nesta curva. Sendo assim, o tempo de viagem de um
ponto a outro, de m a n, por exemplo, sera mn/v(yj), de n a o sera no/v(yj+1), e assim por

diante. Usando o teorema de Pitadgoras, temos:

mn = \/(dx)z + (yj - yj_1)2 (2.22a)

no = J(@0? + (s - ) (2.22)

E para todos os outros segmentos, o resultado sera semelhante. O tempo de viagem

total passa a ser a soma de todos os tempos individuais de viagem:

T = -n(y;) J(dx)z +(y - }’j—1)2 +n(yj_1) \/(dx)z + (Vo1 — yj)z t o (2.23)
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Figura 2.11 - Para determinar a curva y = y(x), com 4 <x < Z , que minimiza (ou
maximiza) a integral definida fAZ F(x,y,y)dx, Euler divide o intervalo 4Z em
muitos pequenos subintervalos, cada um de largura Ax. Ele entdo substitui a integral
por uma soma Y,; F(x;,v;, y;{)Ax. Em cada termo dessa soma, ele aproxima a
derivada y; pela inclina¢do da reta entre os pontos inicial e final do subintervalo.
Ele entdao pega a variagdo em um unico ponto (N na figura), mudando y de n para
v, € pergunta se a variacdo na integral (a soma na versao discretizada) ¢é zero.
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Fonte: Reproducao de Leonhard Euler, Um Método Para Encontrar Linhas Curvas Com Algumas

Propriedades De Maximo E Minimo

Onde podemos, para simplificar, chamar n(y) = 1/v(y). Euler designa p; como

a inclina¢do, ou derivada da curva, como:

Vi — Vj-1
p; = # (2.24)
assim o tempo de viagem se torna:
T = { n(y;) [1+ p? + n(yjs1) |1+ Py + } dx (2.25)

Agora sim comega o processo de minimizagao. O tempo de viagem T ¢ uma fungdo

de uma grande quantidade de variaveis y;. A minimiza¢do (ou maximizagdo) deve ser um
extremo em relagdo as variaveis de y; individualmente. Euler representa essas mudangas como

nv na Figura 2.11:
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ar _ 0 (2.26)

A variavel y; aparece duas vezes, tanto em p; como em p;,. Assim a derivada de
T em relagdo a y; envolvera trés termos. Como, dp;/dy; = 1/dx, e dpj,,/dy; = —1/dx:
ar dn(yj)

1+ p?+

Pj+1
dv. _ dv Pj n(y] = (Y1) —
Vj Yj
1+ pj 1+ p]+1

observe que o segundo termo da equagdo 2.27, no limite onde dx ¢ infinitesimal, torna-se

2.27)

1 N d d
- Bist l ~ = {nm%m} (2.28)

dx (yj n(y]+1)
fl + pj 1+ p]+1)

usando finalmente derivadas parciais, encontramos a equagao diferencial para a particula mais

rapida movendo-se com uma velocidade inversa a n(y):

o ONTF 93} = - 2 (i) TH 7} = 0 (229

seguindo os mesmos passos de Euler, repetimos o mesmo procedimento de discretizagdo para

uma integral geral com a forma:

fZ (y(x),p(x)) dx (2.30)

Dessa forma somos guiados a seguinte equacao diferencial, aquela de fato tornara

a integral acima num extremo:
) (2.31)

Com esse método de minimizagdo em maos, Euler o aplica a varios exemplos.
Veremos agora como Euler deriva as orbitas de Kepler do principio de minima agdo de

Maupertuis.
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2.7.1 Derivagao de Euler das orbitas de Kepler a partir do principio da menor acdo

Como ja mencionei ha pouco, na secao Additamentum II (Adendo 11, traduzindo do
latim) de seu livro, Euler aplica seu método de maximos ¢ minimos a uma particula movendo-
se sob efeito de uma forga central descrevendo uma orbita plana. Uma das formas que ele o fez,
foi usando coordenadas polares. Euler mostra que sua equacao diferencial (Equacdo 2.31) ¢ a
mesma obtida a partir do ‘‘método direto’’. Primeiro precisamos comecar com coordenadas
cartesianas. Um movimento que acontece em duas dimensdes pode ser decomposto para cada
eixo. Euler determina com X e Y as decomposigdes da for¢ca desse movimento nas componentes

x ey, respectivamente. De acordo com as Leis de Newton, sendo v, € v, as componentes da

velocidade, temos:

dv,
X = —
M dt
(2.32)
dv
Y =m—=
L
entdo Euler considera:
m muv?
Xdx + Ydy = m(vydv, + vydvy) = ?d(vf +v?) =d — (2.33)

Para uma atragdo gravitacional direta no ponto (x,y) = (0, 0), os componentes da

forga F sdo:
X = F() 9 GmM X Jd emM
=F(r)cosf = — =
x?+ ¥y [x2 4 y2  0x [x2 4 y2 (2.34a)
_ GmM y d GemM
Y=F(r)sinf = — (2.34b)

x*+ y? [x2 4 y2 - oy Jx2+ y?

onde 0 ¢ o angulo polar. Substituindo as Equa¢des 2.34 na Equagdo 2.33, temos

d (GTM) —d (m: 2) (2.35)

que € equivalente a
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mv? GmM

= — —— = constante (2.36)
2 r

Como sabemos, E é a energia total do sistema, mv?/2 é a energia cinética e
GmM /r ¢é a energia potencial. Euler apesar de estar lidando com a ideia de energia potencial,
ndo a chama assim (Yurkina, 1985). O termo energia potencial s6 foi ser usado ao final do
século XIX por Rankine (Lanczos, 1962).

Além de a energia total £ ser constante, ha outra constante que se associa a areas
iguais percorridas em tempos iguais (0 momento angular, em linguagem contemporanea). Em
coordenadas polares, as componentes da velocidade sdo v, na direcdo radial e vy na direcao

tangencial. As areas serem iguais em tempos iguais implica:

dée
mrvg = mr? o= L = constante (2.37a)

p = & drdé_dr L (2:37b)
" dt dodt dOmr?

Podemos substituir as Equacdes 2.37 na Equagdo 2.36 para obter a equacao

diferencial para a trajetoria r = r(8), que é independente do tempo:

12 dr\* 1>  GmM
E= +(_) - (2.38)
2mr? do) 2mr* r
na notacao de Euler:
dr r
— = — [r2(4 — 2.39
- \/E\/r (A+v()-cC (2.39)

onde, V(r) =GmM/r, C =1?/2m e A=E. E assim Euler mostra que essa equacio

diferencial ¢ resultado do principio de minima agdo de Maupertuis,
J mvdl (2.40)

em coordenadas polares, d/ ¢ dado por:

dl = /dr2 +r2dg? (2.41)

Podemos usar a Equagdo 2.36 para escrever
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v(r) = \/%\/A +V(r) (2.42)

assim obtendo:

2

mvdl = {\V2m A+ V(r) \/1 + 12 (ﬁ) dr (2.43)

dr

Euler denomina x como coordenada radial. A fung¢do y(x) que deveriamos encontrar

se torna entdo a 6(r), para Euler p = d@/dr. Ou seja, a funcdo Z ¢ dada por

Z (y(x),p(x)) = V2mJA+ V(x)y/1 + x2p? (2.44)

e como Z na Equagao 2.44 nao estd em fungdo de y, a Equagdo 2.31 de Euler resultara em

dZ/dy = 0, ou, de forma equivalente

dz px?
— = constante — JA+V(x) ———= VC 2.45
dp J1+ x2p2 (24

onde mantemos a constate como v/C para aproximarmo-nos da nota¢io de Euler. A Equagdo

2.45 pode ser reescrita com um jogo simples de algebra, da seguinte forma:

dx

5= Te x2(A+V(x)-C (2.46)

que o exato mesmo resulta que o da Equacao 2.39, obtida pelo método direto.

Euler explica que seus calculos sdo apenas validos desde que ndo haja forma alguma
de resisténcia ao movimento (ele usa o termo no sentido de atrito ou outras forcas nao-
conservativas). Ou seja, ¢ necessario que a energia total £ seja conservada e a mesma para
qualquer caminho considerado. Tais restricdes, ndo foram mencionadas por Maupertuis em sua
formulacao do principio de minima agdo, mas sdo requisitos obrigatdrios.

Euler ainda saiu em defesa de Maupertuis mais uma vez em 1751, quando ele
publicou um artigo intitulado ‘‘Dissertacdo sobre o principio de minima a¢do, com analise das
objec¢des feitas pelo Professor Konig’” (Euler, 1751), Professor Konig que acusou duramente
Maupertuis de plagio e outras coisas (Konig, 1751). Nesse artigo, Euler enaltece Maupertuis
pela descoberta do principio de minima agdo, também citando a Aristoteles: ‘‘a natureza nao

faz nada em vao’’.
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Euler mostra em seus estudos, que 6rbitas em potencial central sdo extremos do
principio de Maupertuis, ndo necessariamente minimos. No entanto, ndo ¢ possivel que as
trajetdrias sejam maximas, uma vez que ao adicionar novas pequenas modificagdes ao caminho
aumentaria a energia cinética da trajetéria, fazendo com que a energia total desse novo caminho
aumente também, o que vai contra as novas restri¢des estabelecidas por Euler. Euler ainda em
seu artigo de 1751 comenta que "ndo descobriu esta bela propriedade a priori, mas a posteriori,
deduzindo ap6s muitas tentativas a formula que deve se tornar um minimo" (Euler, 1751). As
ideias e céalculos de Euler foram bem recebidos dentre a comunidade académica. Ernst Mach
em seu livro de 1960 elogia a modéstia e as realizagdes de Euler e acrescenta: “Euler
magnanimamente deixou o principio como seu nome, Maupertuis com a gldria da invencao, e
o converteu em algo novo e realmente util” (Mach, 1960, p. 550).

Euler consegue com sucesso elevar o rigor matematico necessario para o principio
de minima acdo de Maupertuis, incluindo duas novas restricdes: a energia total £ deve ser
conservada e a mesma para qualquer caminho considerado. E como vimos, ele demonstra um
exemplo claro de como o principio de minima agao funciona. No entanto, Euler ainda nao estava
proximo de uma prova geral do principio, isso ficou a cargo de outro brilhante matematico,
Joseph-Louis Lagrange. Lagrange, assim como Euler, era grande aliado da teoria do principio
de minima a¢do de Maupertuis. Lagrange estudou o método de maximos € minimos de Euler,
e em 1755 o enviou uma carta contendo o novo método que havia desenvolvido, a sua propria
maneira de lidar com maximos e minimos a partir do método de Euler. Euler entdo responde
cheio de entusiasmo que Lagrange ‘‘exaltou a teoria ao mais alto 4pice da perfei¢do’’ (Sylvia
Serfaty, 2014).

Em uma carta enviada a Euler em 1760, Lagrange desenvolve uma solugao geral
para o problema isoperimétrico, incluindo o principio de minima acao. Tais resultados s6 foram
publicados dois anos depois, no primeiro volume da Miscellanea Taurinensi sob o titulo de
“Essai sur le Probleme des Isopérimetres’’ (Sylvia Serfaty, 2014). Infelizmente, Maupertuis

nunca chegou a ver a prova geral de Lagrange, tendo falecido em 1759.
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3 A EQUACAO DE EULER-LAGRANGE

Resolver problemas a partir da Segunda Lei de Newton quando suas coordenadas
sdo ndo-cartesianas pode ser realmente um desafio extra. De coordenadas cilindricas em
problemas com simetria axial a coordenadas esféricas em problemas com simetria esférica,
determinar corretamente os componentes da aceleragdo nesses casos pode ser bem complicado.
Faz-se necessario entdo uma abordagem alternativa, tdo eficiente quanto a Segunda Lei de
Newton, porém mais maleavel em termos de aplicabilidade em diferentes sistemas de
coordenadas, e € ai que entram as equagdes de Lagrange.

E em seu livro Mécanique Analytique (Mecénica Analitica) publicado em 1788, que
Joseph-Louis Lagrange determina seu método generalizado para solugdo de todos problemas
de mecanica. A vasta amplitude das equagdes de Lagrange pode ser demonstrada através do
principio variacional. Principio esse que usamos de forma consistente na formulagdao de
diferentes problemas em diversas areas da fisica, como mecanica classica, mecanica quantica,
otica e eletromagnetismo.

O objetivo do célculo das variagdes consiste na determinagdo de maximos e
minimos de uma fung¢do expressa como uma integral. Determinemos uma fun¢ado f (y(x), y’(x),
x) definida por uma trajetéria y = y(x) que passa pelos pontos (x;,y;) e (x2,y,) como mostra
a Figura 3.1, onde y’(x) ¢ a derivada de y em relacdo a x. Queremos encontrar o caminho y(x)

que faca com que a integral S em Equacdo (3.1) seja um extremo, ou seja, um maximo ou

minimo.
s= [ Fu6,y(0,% dx 3.1)

A funcdo f que definimos como f(y(x), y’(x), x) € uma fungao de trés variaveis /' =
f(,y’, x), porém, a integral S se da em funcao apenas da varidvel x, visto que a integral segue
o caminho y = y(x).

Podemos definir que o caminho y = y(x) € o caminho correto para minimizar a
integral S, e que qualquer outro caminho vizinho, independentemente do quado proximo seja do
caminho correto y = y(x), fard S aumentar, mesmo que infinitesimalmente.

Os caminhos vizinhos a y podem ser representados por y(x, a), de modo que,
quando a = 0, y = y(x, 0) = y(x) que ¢ o caminho correto. Assim, podemos formular o caminho

errado como



39

yx o) = yx) + an(x), (3-2)

onde n(x) ¢ uma fungdo continua de x com primeira e segunda derivada continua e 7(xy) =

n(x,) = 0. Agora, S na Equacao 3.1, também se torna em funcdo de a:

Figura 3.1 — Diferentes caminhos entre dois pontos 1 e 2, onde apenas um ¢

considerado ‘‘certo’’

— y(x) (correto)
-—= ¥Y(x) = y(x) + n(x) (errado)

Y11

Y27

Fonte: Elaborado pela autora

S@ = [ 16w, vy ds,

X1
X2

= f fy+ an, y' + an’,x)dx. (3.3)
X

1

Para que a integral em Equagdo 3.3 tenha um valor extremo, ou, valor estacionario, é
necessario que S seja independente de o em primeira ordem ao longo de todo o caminho que

resultaria em seu extremo (a = (). Ou seja,

(j—i)azo = 0. (3.4)

Agora, para derivarmos a Equac¢ao 3.3 em relagdo a a, precisamos determinar of/0o.

Utilizando a regra da cadeia, temos
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of(y+an, y' +an', x)_ of Of
oa "ay 77 '

Como dS/da deve ser igual a zero:

ds (X1 of X 9f of
d_a_f ad"‘fx (ay nay)dx—O, (3.5)

X1

essa condigao ¢ verdadeira para qualquer escolha do caminho ‘‘errado’’ na fun¢ao y(x, @) = y(x)

+ an(x), satisfazendo a condigdo #(x,) = n(x,) = 0.

A partir da integracdo por partes conseguimos escrever o segundo termo na Equagao

(3.5) como:
no o of of > [ of
n'(x) = ,] - f n(x ) ( )dx. (3.6)
fxl dy ay'l, ay’
Como estabelecemos que #(x1) = n(x,) = 0, o primeiro termo a direita ¢ zero, logo
*1 of *1 d (0f
0L ac= - [“r0 2 (L) y
jxl %y X1 ¢ )ay dy 3-7)
Substituindo a Equacao (3.7) na Equacao (3.5), temos
] d df ) p 0. (3.8)
_ — — L )dx = _
X dx 0y’

Agora a integral na Equagao 3.8 parece ser independente de a, porém, as funcdes y
e y’ onde as derivadas de f sdo tomadas ainda sdo fungdes de a. Ja sabemos que
(dS/da)y—o = 0 para um valor extremo ¢ n(x) é uma funcdo arbitraria que se sujeita as

condi¢des que impusemos a ela. Portanto a integral em 3.8 desaparece para a = 0,

ay  dxay (3.9

onde y e y ' sdo as nossas fungdes originais que nao dependem de a. A Equacao 3.9 conhecemos

como equacio de Euler-Lagrange®.

Um exemplo: o0 menor caminho entre dois pontos

5 Derivada primeiro por Euler em 1744. Quando aplicada a sistemas mecanicos, é conhecida como
equacdo de Euler-Lagrange.
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Trago agora um exemplo simples ja muito visto e discutido de forma elementar:
dados dois pontos num plano, qual ¢ o menor caminho entre eles? A resposta para esse
problema, igualmente simples, ¢ que ¢ uma reta. Mas por que € uma reta, talvez seja o
verdadeiro questionamento aqui. Vamos ilustrar o problema a partir da Figura 3.2, nela vemos
dois pontos (x1,y1) € (x2,y,) € um caminho que liga eles y = y(x). Vamos entdo determinar

qual caminho y(x) € 0 menor em comprimento € mostrar que este ¢ a reta.

Figura 3.2 Um caminho conectando os dois pontos 1 ¢ 3. O comprimento de um
pequeno segmento ¢ ds = /dx? + dy? o comprimento total do caminho é L =
J 12 ds.

¥ =yix)

Fonte: Elaborado pela autora

Uma pequena se¢do do caminho ¢ ds = /dx? + dy? sendo que dy pode ser

. d
escrito como dy = d—z dx = y'(x)dx. Podemos reescrever ds como:

ds = Jdx? + dy? = \J1+ y'(x)? dx. (3.10)
Sendo assim, o comprimento total do caminho entre os pontos 1 e 2 pode ser

calculado a partir da integral:

2 2
L= f ds = f V14 y'(x)?dx (3.11)
1 1

A Equagdo 3.11 mostra que a incdgnita € a propria fungdo y = y(x), que € a fungido
que define qual caminho estd sendo tomado entre os pontos 1 e 2, e nosso trabalho ¢ justamente

definir qual fungdo y(x) que faga a integral 3.11 seja minima.
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A integral 3.11 segue a forma a forma padrao que vimos na Equagdo 3.1, onde a

fungdo f ¢ dadapor f(y, y',x) = (1 + y’z)l/ 2, Para usarmos a Equacdo 3.9 precisamos agora

calcular as devidas derivadas parciais:

% _0 (3.12)
d of (3.13)

dx ay' (1+ y,2)1/2

o que torna a Equacao 3.9:
d df

dx 3y’

Ou seja, a derivada parcial df /0y’ deve ser constante, C, ao longo de todo percurso
do ponto 1 ao 3. Sabendo disso, podemos voltar a Equagdo 3.13 e reescreve-la como y'? =
C? (1 + y'z). Reorganizando e isolando y'? conseguimos ver que y'? resulta em uma constante,
logo, y'(x) também é uma constante, que chamaremos de c.

Ao integral a equacdo y'(x) = ¢ temos como resultado:
y(x)=cx+b

Que nada mais € que a equacdo de uma reta. E assim, a partir da Equacgao de Euler
vimos o porqué de o menor caminho entre dois pontos ¢ uma reta. A proxima pergunta a se

fazer agora ¢: 0 menor caminho entre dois pontos, poderia também ser o mais rapido?

3.1 Hamilton e o principio de acio estacionaria

O principio da acdo estacionaria, comumente denotada como Principio de Hamilton
na literatura atual, ¢ uma ideia que se levou, como vimos no Capitulo 2, bons séculos para seu
aperfeicoamento na forma como se vé hoje. A ideia principal era a de que a natureza sempre
seguiria caminhos otimizados, minimos, ao decorrer de um processo fisico.

A primeira descricdo clara de principio de minima acdo veio quando, apds um
desafio lancado por Bernoulli, Maupertuis respondeu, afirmando que a dindmica do movimento
ocorre com a minima agdo. A abordagem proposta por Maupertuis trazia ao mesmo tempo
ousadia e incerteza. Era uma teoria ‘‘nova’’ e diferente do que se especulava na época, mas nao
era robusta ou elegante o suficiente para convencer a comunidade cientifica da época. Por sorte
ou destino, em 1760, Lagrange deu uma nova percep¢ao as ideias de Maupertuis, trazendo-lhe
pontos chaves que lhe faltavam até entdo. Com um fundamento matematico muito mais rigoroso

e solido, Lagrange elevou a teoria de Maupertuis a sua propria exceléncia.
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William Rowan Hamilton aprofundou a ideia de agdo proposta por seus
predecessores e reformulou a mecanica classica a partir de uma perspectiva ainda mais geral e
ambiciosa. Observando que a agdo podia ser usada para descrever completamente a evolucao
de um sistema fisico, Hamilton introduziu uma nova fun¢do, a Hamiltoniana, que em muitos
casos representa a energia total do sistema, sendo a soma da energia cinética e potencial. A
partir disso, foi proposto uma nova abordagem para descrever a dinamica como se via. Diferente
das equagoes de segunda ordem da mecanica Lagrangeana, Hamilton formulou um conjunto de
equacdes diferenciais de primeira ordem que governam a evolugdo temporal dessas varidveis.

Em 1834 e 1835, Hamilton publica dois artigos anunciando o principio dindmico
sobre qual ele € a possivel base para toda a mecanica e, além disso, para toda a fisica classica.

O Principio de Hamilton pode ser declarado como segue:

Para todas as possiveis trajetorias ao longo das quais o sistema dinamico pode
se mover de um ponto para outro dentro de um intervalo de tempo especifico
(compativel com algum vinculo), a real trajetéria seguida é a que minimiza a
integral de tempo da diferenga entre as energias cinética ¢ potencial.

Traduzindo para o céalculo de variagdes, o Principio de Hamilton se torna (T e U

representam energia cinética e energia potencial, respectivamente)

ta
o) (T-U)dt=0 (3.14)

%1
Esse calculo se baseia apenas em que a integral T — U seja um extremo, nao
necessariamente um minimo.
A energia cinética de uma particula é fun¢do somente de x; e se assumirmos que

essa particula se move num campo de forg¢as conservativas, a energia potencial sera fungdo x;,

ou seja,
T =T(x),
U= U(xl-).
E a diferenca destas quantidades se torna
Consequentemente, a Equagao 3.14
ta
5f L(x;,x,)dt =0, (3.16)
t1

A fungdo L possui a mesma forma da funcdo f da integral do principio variacional,

como na Equagdo 3.1:
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[
6| fE{yi(x),yi(x); x} dx
51
Agora, precisamos fazer algumas transformagdes para melhor adequagao, e temos:
x —t;

yi(x) = x;(2);
yi(x) = x;(t);
f{yi(x)r yl,(x)' X} - L{xi)xi}'

A relagdo entre a equagdo de Euler-Lagrange e a Equacao 3.16 ¢
—— ——=0 (3.17)

Essas sdo as equacoes de movimento de Lagrange para uma particula, e L ¢ o que
chamamos de fun¢do de Lagrange, ou, Lagrangeana.

Que tal um exemplo agora? Vamos obter a equagdo de Lagrange do movimento
para o oscilador harménico unidimensional. Escrevendo nossas expressdes para energia

cinética e potencial temos:
1 o2 1 2
L=T-U-= me - Ekx
As derivadas parciais sdo:

oL

e —kx
L .
a =mx
d (0L .
ai(57) =
Substituindo esses resultados na Equagao 3.17
mX+k=0

Esse resultado ¢ idéntico a equacdo de encontrariamos se buscassemos as equagdes
do movimento através da mecanica newtoniana. Vamos entdo um passo além e repetir esse
processo, mas agora para um péndulo plano. As equagdes para T e U sdo:

1 .
T = —ml?0?,
2
U =mgl(1 — cosB).

A Lagrangeana ¢

1 .
L= Emlzez —mgl(1 — cos9). (3.18)
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Trataremos 6 como se fosse uma coordenada retangular e seguir normalmente com

as derivadas parciais:

oL Ising

59— ~mglsing;

dL .

—_— = leB;

a0

d (c’iL) Y

at\ag) ~ ™ (3.19)
Substituindo na Equacdo 3.17, temos

i+ Zsino =o.

l

Que novamente ¢ um resultado idéntico ao que teriamos a partir da mecanica
newtoniana: § + w3 sin@ = 0. Chegamos nesse resultado calculando as energias cinética e
potencial em relagdo 8 ao invés de x e a partir da aplicacdo de operagdes para serem usadas em
coordenadas retangulares ao contrario de coordenadas angulares. Vemos aqui entdo que além
de resultados notaveis, as equagdes de Lagrange podem ser bem mais gerais do que se
mostraram a principio. Outro ponto a ser ressaltado ¢ que em ambos os exemplos vistos, em
momento algum precisamos escrever qualquer equacdo relativa a forgca atuante nessas
particulas. O principio de Hamilton nos permite determinar todas as equagdes do movimento

de forma completa, e, sem precisarmos em momento algum recorrer a mecanica newtoniana.



46

4 METODOLOGIA

Neste capitulo, minha pretensao ¢ formar uma sequéncia didatica ladica e eficaz
para o ensino de acdo estaciondria, evitando o uso de célculos e conceitos avangados. Para isto,
irei usar de experimentos laboratoriais e simulagdes em software apropriado, partindo do
pressuposto da ampla disponibilidade das ferramentas em escola.

Irei dividir minha metodologia em etapas, ao contrario de divisdes em aulas, visto
que a carga horaria da disciplina de fisica varia de acordo com o modelo de ensino adotado na
escola (regular, integral e técnico). Recomendo também fortemente que a abordagem historica

vista no Capitulo 2 deste trabalho seja desenvolvida junto as etapas que se seguem.

4.1 Etapa 1: o experimento da curva de descida mais rapida

Para a execugdo do experimento da curva de descida mais rapida, ha duas formas
de se fazer. A primeira € confeccionando curvas a partir de MDF (ou outro material equivalente)
e bolinhas de gude. A segunda, caso a confeccdo ndo seja possivel, o professor pode usar
simulagdes em plataformas como o GeoGebra, como o modelo desenvolvido SORIA (2018),
mas de forma adaptada a ndo entregar todas as respostas de uma vez. O experimento sendo feito
de forma manual trard mais engajamento, dindmica e lucidez.

O objetivo desse experimento ¢ que os alunos investiguem as diferentes curvas
fornecidas para determinar qual fard que o tempo de descida entre o ponto A e B seja o mais
rapido. O professor deve fornecer obrigatoriamente uma reta e a cicloide, as outras curvas
podem ser hipérboles e pardbolas quaisquer. Faz-se necessario que as curvas sejam apoiadas
lado a lado, e que haja um mecanismo para que as bolinhas de gude larguem do ponto inicial
ao mesmo tempo. Um oOtimo exemplo desse experimento na pratica e modelo do aparato
experimental podem ser vistos no canal do YouTube Manual do Mundo, video ‘O caminho
mais rapido nao ¢ o que parece!’ (DO MUNDO, [s.d.]).

O professor deve iniciar a pratica questionando ‘qual € o caminho mais rapido para
irmos de um ponto a outro?’’, incitando que os alunos participem e discutam suas opinides. Em
seguida, com o aparato montado instruir os alunos a investigarem as diferentes possibilidades,
cronometrando e anotando os tempos de descida para cada curva (nesse momento a turma pode
ser dividas em grupos caso haja mais de um aparato disponivel, ou que haja tempo para que
cada equipe tire as proprias medidas). Ao final da coleta de dados ¢ interessante que os alunos

discutam em conjunto os resultados obtidos. Dadas as diversas possibilidades, o professor deve
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questionar os alunos entdo, sobre qual seria a curva ‘‘mais rapida de todas’’, a braquistocrona,
e introduzir a resposta de Galileu, o arco de uma circunferéncia. Mostrar entdo aos alunos o
experimento sendo feito em diferentes arcos de circunferéncia, e ressaltar que os resultados
variam de acordo com o didmetro de cada circunferéncia. A partir do resultado inconclusivo de
Galileu, o professor deve introduzir a cicloide, vista que esta ¢ de fato a resposta definitiva a
este problema (a defini¢do de cicloide pode ser mostrada por DACO ¢ ALARCON (2020)).
Agora, o professor deve demonstrar o experimento mais uma vez, comparando as outras curvas
a cicloide.

E imprescindivel que durante toda a execugdo desse experimento, o professor
aborde as relacdes de aceleracdo e velocidade relacionadas a cada curva, visto que € a partir
destas demonstragdes que poderemos desenvolver os conceitos de energia cinética e energia
potencial em breve.

Para finalizar esta aula pratica, o professor ainda pode demonstrar outra propriedade
da cicloide. A cicloide além de ser a curva que otimiza o tempo de viagem de um ponto a outro,
essa curva também permite que se consiga chegar ao ponto mais baixo dela levando o mesmo
tempo independentemente de qual altura a bolinha de gude seja largada. Para demonstrar isso
o professor pode colocar varias cicloides lado a lado, com bolinhas de gude sendo largadas de
diferentes alturas, e mostrar aos alunos que todas as bolinhas chegam ao mesmo tempo no ponto
mais baixo da curva. Ou seja, a0 mesmo tempo em que a cicloide € a braquistocrona (do grego:
brakhisto = menor e chronos = tempo) ela também ¢ denominada tautocrona (do grego: tauto =

mesmo e chronos = tempo).

4.2 Etapa 2: Energia cinética, energia potencial e conservacio de energia

Para essa etapa, ¢ importante que os alunos ja tenham familiaridade com os
conceitos de velocidade e aceleragdo a partir do experimento da etapa anterior. Serd necessario
o uso do laboratério de informatica, os alunos podem ser separados em trios ou duplas.

Usaremos a plataforma PhET (“PhET Interactive Simulations”, [s.d.]), mais
especificamente a simulacao ‘‘Parque de Skate Energético’” (“Energy Skate Park™, [s.d.]), que
originalmente esta em inglés, mas a plataforma fornece suporte de traducdo. Essa simulagao
possui quatro interfaces distintas, usarei apenas duas, mas se o professor sentir a necessidade
pode ampliar a aplicagao.

O objetivo deste experimento ¢ demonstrar aos alunos a relagao entre as energias

cinética e potencial, como também a conservacdo de energia. Na primeira interface, a
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‘introdugdo’, o professor deve introduzir o experimento e incentivar os alunos a explorar as

opgdes de configuragdo que a plataforma fornece (Figura 4.1, canto superior direito).

Figura 4.1 — Interface de Parque de Skate Energético

(O orafico de setores
D Grafico de barras
(O Mostrar grade
(O velocidade

Massa
Pequena Grande

==

Fonte: Reprodugdo de “Energy Skate Park”, [s.d.]

O professor deve entdo instruir aos alunos que mantenham as visualizagdes dos
graficos de setores e barras ativos, e explorem o que acontece com cada energia em diferentes
pontos, em que momento a energia cinética e potencial se tornam maximas ou nulas, e se em
algum momento a energia total muda. Os alunos devem anotar seus resultados no caderno. Com
isso, os alunos devem ser capazes de, com um pouco de orientacdo, visualizar como a energia
cinética se relaciona com a velocidade e a energia potencial com a altura.

O professor pode entdo, com auxilio de um projetor para ser visivel a todos, exibir
algumas situagdes e fazer questionamentos a turma. Como por exemplo (este questiondrio foi
inspirado e adaptado de LOEBLEIN (2024)):

1* pergunta: A parte pontilhada do grafico abaixo mostra a energia da skatista.

Onde ela poderia estar na pista?

Figura 4.2 — Imagem de apoio ao questiondrio.
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Fonte: Reproducdo de “Energy Skate Park”, [s.d.]

Resposta correta: C
22 pergunta: O grafico de barras mostra a energia da skatista. Onde ela poderia

estar na pista?

Figura 4.3 — Imagem de apoio ao questionario.

Energia

Cinética
Potencial

\E%J' Térmica
o Total

Fonte: Reproducdo de “Energy Skate Park”, [s.d.]

Resposta correta: D
3?2 pergunta: O grafico de setores mostra a energia da skatista. Onde ela poderia

estar na pista?
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Figura 4.4 — Imagem de apoio ao questiondrio.

Energia

Fonte: Reprodugdo de “Energy Skate Park”, [s.d.]

Resposta correta: B

4* pergunta: Se skatista estiver no ponto 4, qual grafico de setores pode

corresponder a sua energia?

Figura 4.5 — Imagem de apoio ao questiondrio.
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Fonte: Reproducdo de “Energy Skate Park”, [s.d.]

Resposta correta: C

52 pergunta: O grafico de barras da energia da skatista esta assim:

Figura 4.6 — Imagem de apoio ao questionario.

Energia " . . .
d Como vocé descreveria a velocidade da skatista?
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b) esta indo devagar
c) esta parada
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Fonte: Reprodugéo de “Energy Skate Park”, [s.d.]

Resposta correta: A

51
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Com a conclusdo dessa etapa, os alunos devem ter sido capazes de compreender as
relagdes entre a energia cinética, energia potencial, conservagdo de energia e as relagoes de

velocidade e aceleragao.

4.3 Etapa 3: Acio de forma qualitativa

O objetivo desta etapa € que os alunos sejam introduzidos ao conceito de agdo como
uma medida da diferenga entre energia cinética e energia potencial em relagdo ao tempo, de
forma qualitativa. Para isso, iremos utilizar novamente a simulacdo ‘‘Parque de Skate
Energético’” (“Energy Skate Park”, [s.d.]), na interface de graficos, essa interface ndo possui
suporte de tradugdo para portugués.

O professor deve iniciar a aula introduzindo a agdo através de analogias simples,
que os alunos compreendam. Por exemplo: questionar aos alunos sobre o caminho que eles
fazem de suas casas até a escola, ou qual caminho eles fariam se precisassem sair da escola e ir
até um dado ponto de referéncia (proximo da escola). O objetivo € que eles discutam entre si
sobre qual seria o melhor caminho, qual seria o rdpido ou qual seria o mais curto. Desta forma
ressaltamos o conceito de otimiza¢do com os alunos, facilitando que eles compreendam a ideia
de minimizagado da agao.

Na interface grafica do Parque de Skate o professor deve instruir os alunos a
analisarem as relagdes de energia ao longo do tempo para diferentes trajetorias. A interface
permite no maximo trés pontos moveis ao longo da trajetdria, mantendo sempre os pontos
inicial e final fixos.

Os alunos devem definir trés trajetérias diferentes, variando os pontos A, Be C, e
anotar as coordenadas de cada um dos pontos (Tabela 1). Em seguida, com o grafico mostrando
a energia em relagdo ao tempo, os alunos devem analisar e anotar os valores estimados de cada
energia, a ‘‘quantidade de agdo’’ L = EC — EP (Tabela 2), e o tempo total gasto para ir do ponto

inicial ao final para cada trajetoria.
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Tabela 1 — Exemplo de tabela para registrar as coordenadas nos pontos moveis dos

pontos A, Be C.

S y

Fonte: Desenvolvido pela autora

Tabela 2 — Exemplo de tabela para registrar as variagdes de energia com o tempo,

t1 e ts referem-se aos pontos inicial e final, respectivamente.

Tempo (s) EC(J) EP (J) L=EC-EP

t

t

t3

t

ts

Fonte: Desenvolvido pela autora

Apos a finalizagdo do experimento e coleta de dados, os alunos devem fazer a soma
total da quantidade L, para cada trajetoria. O professor entdo os questiona qual trajeto teve a
menor soma de L, qual teve o menor tempo de percurso e por que eles acham que essas
diferencas aconteceram.

O professor pode entdo encerrar a aula explicando aos alunos, que, assim como eles
provavelmente escolhem o caminho que minimiza o tempo de trajeto ou a distancia até a escola,

a natureza otimiza a ag¢do, dai vem o principio de agdo estacionaria.

4.4 Etapa 4: O principio de Fermat

Agora, para dar continuidade ao entendimento do principio de a¢do estaciondria, os
alunos devem ser introduzidos ao principio de Fermat. O objetivo dessa etapa ¢ que os alunos

vejam o principio de agdo estaciondria sendo aplicado em outras areas da fisica.
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Para esta etapa o professor inicia a aula explicando brevemente o principio de
Fermat e sua defini¢do: na refragdo da luz o caminho percorrido pela luz entre dois pontos
situados em meios diferentes serd aquele para o qual o tempo de percurso ¢ minimo.

O experimento dessa etapa sera feito em duas plataformas diferentes. A primeira ¢
de autoria da Doutora Giselle dos Santos Castro e do Prof. Dr. Nildo Loiola Dias, e esta
disponivel no Laboratorio Virtual de Fisica da UFC (“Principio de Fermat: Refragdo”, [s.d.]).
A segunda plataforma ¢ novamente o PhET (“Bending Light”, [s.d.]).

Figura 4.7 — Simulador “Principio de Fermat: Refragao”
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vidro [ Distincia AP 4+ PB = 15.62 m

o [ Tempo de percurse AP + PB = 60,702 ns

Glicerina ||
B: (12, -5)

Fonte: Reproduzido de Principio de Fermat: Refracdo”, [s.d.]

Na simulacdo “Principio de Fermat: Refracdo” no Laboratdrio Virtual de Fisica da
UFC os alunos irdo verificar o tempo de percurso da luz ao se propagar entre meios diferentes,
de um ponto A ao B. Para isso, os alunos devem selecionar quais serdo os meios que usarao (ar
e agua, por exemplo), posicionar os pontos A e B em qualquer lugar em seus respectivos meios
e encontrar o ponto P na interface dos dois meios que minimize o tempo de percurso. No painel
a direita do simulador (Figura 4.7), € possivel verificar o comprimento dos segmentos AP e PB.
a distancia AP + PB, tempo de percursos e os indices de refracdo de cada meio, bem como
ferramentas adicionais, como os prolongamentos das retas, a normal e um transferidor. Para
melhor ajuste de precisdo ao mover o ponto P, o simulador também conta com setas a direita e
esquerda que movem o ponto P alterando o tempo de percurso com precisio de 1 X 1073 ms.

Encontrado o ponto P que torna o tempo de percurso o menos possivel entre os dois
pontos A e B, os alunos devem usar o transferidor disponibilizado no simulador para determinar
os angulos de incidéncia e refragdo. Com esses angulos em maos, os alunos passam agora para

o simulador do PhET (“Bending Light”, [s.d.]). O objeto deste simulador ¢ demonstrar como a
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luz se curva em diferentes casos. No PhET, na interface de “mais ferramentas”, os alunos devem
ajustar o laser com auxilio do transferidor para que o angulo de incidéncia seja 0 mesmo obtido
na simulagdo anterior. Dessa forma, os alunos irdo verificar que a luz esté refletindo exatamente
como previram no simulador anterior, ou seja, a luz de fato escolhe o caminho que minimiza o
tempo de viagem.

Ainda ha duas consideragdes que podem ser feitas com o auxilio do simulador da

Dra Giselle Castro. O professor pode incentivar que os alunos determinem qual seria a distancia
em linha reta entre os dois pontos (d = /(AP?+ PB 2)), verificando que o trajeto que a luz

faz € maior que a distancia em linha reta, porém claro, mais rapido. Também ¢ possivel verificar
que uma vez que o tempo de percurso minimo tenha sido determinado, pequenas varia¢des na
posic¢ao do ponto P ndo alteram o tempo de percurso. Trata-se de um célculo que devido a sua
complexidade nao foi incluso em detalhes nesse plano didatico, mas sabemos que essas
pequenas variagdes em relacdo a fungdo original, ¢ o que chamamos de n (Figura 3.1), e como
vimos ao longo dos Capitulos 2 e 3 deste trabalho, essas pequenas varia¢des 1(x), em primeira
ordem, ndo sdo suficientes para alterar a funcdo original y(x). Sendo y(x) o trajeto minimiza a
acdo, pequenas variagdes nesta funcdo também ndo alteram a acdo. No caso dos raios de luz o
que esta sendo minimizado € o tempo, € como vemos na simulagdo, pequenas variagdes 1 de

fato ndo alteram o tempo de viagem.

4.5 Etapa 5: Orbitas planetarias

Utilizando o simulador “Gravity and Orbits” no PhET (“Gravity and Orbits”, [s.d.]),
o professor pode mostrar aos alunos a 6rbita da Terra ao redor do Sol em escala. A simulacao
permite que diversas alteragdes sejam feitas ao conjunto, como aumentar a velocidade inicial,
aproximar ou afastar os corpos celestes (Figura 4.8). Dessa forma, o professor pode desafiar os
alunos a encontrar outras Orbitas possiveis para a Terra, e determinar o que acontece quando se
tem energia cinética ou energia potencial demais ou de menos. O objetivo é que os alunos
percebam que para que haja uma possivel orbita, € necessario que haja um equilibrio entre as
energias cinética e potencial.

O professor deve incentivar que os alunos busquem agora diferentes orbitas para a
Terra, mas desta vez que ela continue dando uma volta completa ao redor do Sol em 365 dias.
Com essas “novas Orbitas” encontradas a turma deve discutir as relagdes de energia entre elas:
qual 6rbita tem maior € menor energia cinética? e potencial? E o mais importante, qual orbita

balanceia a troca de energia da forma mais suave? Entdo o professor explica para a turma que
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apesar de nesse caso ndo estarmos minimizando nem distancia, nem tempo, a orbita celeste

escolhida pela Natureza ¢ aquela onde o balango entre energia cinética e energia potencial se

da da maneira mais suave e harmonica possivel, o que torna a agao estacionaria.

Figura 4.8 — Simulador “Gravity and Orbits”.
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Fonte: “Gravity and Orbits”, [s.d.].

4.6 Etapa 6: Conclusao

O objetivo dessa sequéncia didatica € que através de experimentos e simulagdes o

aluno compreenda o principio de agdo estaciondria, mesmo que de forma qualitativa, e que

possa perceber que esse principio ¢ capaz de trazer uma visdo unificada a diversas areas da

fisica. Também tive a intensdo, de que, com essa sequéncia, os conceitos de energia cinética,

energia potencial, conservagdo e variacdo de energia pudessem se tornar mais palpaveis no

imaginario do aluno de ensino médio.

Espero que esse trabalho guie o professor a atingir tais objetivos com éxito, e que

alunos possam aprender um pouco mais a cada aula.

“Quando eu estava no ensino médio, meu professor de fisica — cujo nome era
Sr. Bader — me chamou um dia depois da aula de fisica e disse: "Vocé parece
entediado; quero te contar uma coisa interessante”". Entdo ele me disse algo
que achei absolutamente fascinante e, desde entdo, sempre achei. Toda vez
que o assunto surge, eu trabalho nele. Alids, quando comecei a preparar esta
palestra, me vi fazendo mais andlises sobre o assunto. Em vez de me preocupar
com a palestra, me envolvi em um novo problema. O assunto ¢ este: o
principio da menor agdo.” (“The Feynman lectures on physics vol. II ch. 19:
The principle of least action”, [s.d.])
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5 CONCLUSAO

O objetivo desse trabalho era formular uma metodologia acessivel e coesa para a
abordagem do principio de acdo estacionaria no ensino médio e, a partir dele, construir
gradualmente uma visao unificada de conceitos fisicos. O maior desafio a ser enfrentado era
em como construir essa metodologia de forma que ndo incluisse o rebuscado célculo que
envolve as dedugdes desse principio. A solucdo encontrada foi através de experimentos e
simulacdes, que por si sO j& sdo ferramentas que tornam o ensino mais acessivel, didatico e
dinamico. Esse trabalho também conta com um extenso e¢ detalhado acompanhamento do
desenvolvimento histérico do principio de agdo estacionaria.

Como a abordagem proposta por Taylor em 4 Call to Action, a metodologia
proposta neste trabalho pode ser aplicada antes mesmo que os alunos tenham qualquer contato
com a mecanica newtoniana (Taylor, 2003). Vemos também que uma abordagem por meio do
principio de minima acao permite conectar diferentes areas da fisica, facilitando a compreensao
e unifica¢do de conceitos que de inicio ndo parecem ter qualquer conexao entre si. Tornando a
metodologia proposta muito proxima aos objetos de Taylor em seu editorial.

A metodologia desenvolvida por este trabalho, além de tudo, também ¢ de facil
aplicag¢do e desenvolvimento. Sendo o Unico requerimento que a escola possua laboratorio de
informatica, para aplicacdo das simulacdes, que ja € um espaco muito comum nas escolas
publicas de ensino médio. As simulagdes utilizadas ao longo das etapas da sequéncia didatica
foram todas desenvolvidas tendo como publico alvo justamente alunos de ensino médio, sendo
assim, as interfaces sdo bem intuitivas e de facil compreensdo, tornando o processo de aplicagao
dessas simulagdes um momento dindmico e cativante.

A partir do principio de agdo estaciondria, foi possivel abordar problemas de
diferentes areas da fisica e conecté-las a partir de um unico principio, a sequéncia didatica
proposta aborda 4reas como mecanica classica, Otica e mecanica celeste, mas ainda € possivel
expandir muito mais esse assunto caso o professor deseje. Dessa forma, conseguimos satisfazer
os objetivos iniciais e superar os desafios enfrentados neste trabalho. Conseguimos reimaginar
a forma como introduzimos conceitos fisicos no ensino médio de forma a favorecer uma

metodologia significativa e mais integrada.
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