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RESUMO

A difração é um fenômeno ondulatório que acontece quando uma onda passa por um obstáculo

ou fenda e espalha-se em várias direções. A situação em que tanto o anteparo quanto a fonte se

encontram a uma grande distância em relação ao obstáculo chama-se difração de Fraunhofer.

Motivados pela (i) grande variedade de materiais bidimensionais que apresentam propriedades

eletrônicas e de transporte anisotrópicas, tal como o fósforo negro, e pela (ii) influência da

anisotropia no transporte balístico nestes sistemas e em fenômenos ondulatórios como a difração

e a interferência, investigaremos a difração de Fraunhofer para elétrons em meios bidimensionais

anisotrópicos, comparando os resultados obtidos com aqueles usuais do caso isotrópico, avaliando

o sistema composto por fenda única e múltiplas fendas. Uma abordagem semiclássica será

empregada com a anisotropia sendo introduzida através das massas efetivas diferentes nas

direções x e y. Resultados para a densidade de probabilidade para diferentes ângulos de rotação

entre os sistemas de coordenadas e os eixos cristalográficos do sistema anisotrópico bidimensional

serão investigados e comparados com os recém-reportados resultados publicados por F. R. V.

Araújo et al. no artigo “Single- and double-slit electron diffraction in an anisotropic two-

dimensional medium”. (Araújo et al., 2024)

Palavras-chave: materiais bidimensionais; difração de elétrons; difração de Fraunhofer; única

fenda e multifendas; isotropia e anisotropia.



RESUMO

Diffraction is a wave phenomenon that occurs when a wave passes through an obstacle or slit

and spreads out in multiple directions. The scenario where both the screen and the source are

at a large distance relative to the obstacle is called Fraunhofer diffraction. Motivated by (i)

the wide variety of two-dimensional materials that exhibit anisotropic electronic and transport

properties, such as black phosphorus, and (ii) the influence of anisotropy on ballistic transport

in these systems and on wave phenomena, like diffraction and interference, we will investigate

Fraunhofer diffraction for electrons in anisotropic two-dimensional media, comparing the results

with those obtained in the usual isotropic case. The study will evaluate systems composed of

single and multiple slits. A semiclassical approach will be employed, with anisotropy introduced

through different effective masses along the x and y directions. Results for the probability density

at different rotation angles between the coordinate systems and the crystallographic axes of

the two-dimensional anisotropic system will be investigated and compared with the recently

reported findings published by F. R. V. Araújo et al. in the paper “Single- and double-slit electron

diffraction in an anisotropic two-dimensional medium”. (Araújo et al., 2024)

Keywords: two-dimensional materials; electron diffraction; Fraunhofer diffraction; single slit

and multiple slits; isotropy and anisotropy.
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1 INTRODUÇÃO

Os materiais bidimensionais (2D) têm ganhado grande destaque devido às suas

propriedades e aplicações em diversas áreas de desenvolvimento, por exemplo, na área de

nanotecnologia. Esses materiais, essencialmente cristalinos, são ditos 2D devido à disposição de

seus átomos, que estão arranjados em camadas únicas, de forma que se faz relevante apenas duas

dimensões. O estudo acerca desses recursos, ganhou destaque em 2004, quando o grafeno foi

isolado pela primeira vez, resultando no prêmio Nobel de Física, para os cientistas Andre Geim

e Konstantin Novoselov, em 2010 (FAPEMIG, 2024).

O grafeno é um material cristalino constituído por uma monocamada de grafite,

cujos átomos de carbono estão arranjados em uma estrutura do tipo favo de mel. O tipo de

ligação química e o arranjo dos átomos de carbono nesse material fazem com que ele seja

extremamente forte, superando o aço. Além disso, o grafeno possui diversas outras propriedades,

tais como excelência em condução de calor e eletricidade, além de ser um material leve e

aproximadamente um milhão de vezes mais fino que um fio de cabelo humano (FAPEMIG,

2024). O grafeno é um material de gap nulo, onde seus portadores de carga, a baixas energias,

se comportam como partículas relativísticas sem massa e com uma velocidade característica de

106 m/s. Dessa forma, sua estrutura de bandas é composta por uma banda de valência e outra

de condução, que se tocam formando o que chamamos de pontos de Dirac (Novoselov et al.,

2005). Uma característica interessante do grafeno é que, à baixas energias, suas isoenergias são

circulares. Consequentemente, suas propriedades eletrônicas e de transporte são isotrópicas, isto

é, independem da direção.

Os materiais 2D têm ficado famosos graças às propriedades que eles possuem. Um

desses materiais que tem ganhado relevância no meio científico é o fosforeno. Isolado pela

primeira vez em 2014, o fosforeno é um material 2D constituído por uma monocamada de fósforo

negro (Liu et al., 2014; Chaudhary et al., 2022). Diferentemente do grafeno, à baixa energia,

as isoenergias do fosforeno possuem formato elíptico. Como consequência, as propriedades

eletrônicas e de transporte do fosforeno dependem da direção e, por tanto, são anisotrópicas (de

Sousa et al., 2017; Pereira; Katsnelson, 2015).

Como mencionado anteriormente, alguns materiais, como o grafeno, possuem as

mesmas propriedades em todas as direções. Isso é uma característica de sistemas isotrópicos. Há

também materias cujas propriedades dependem da direção, como o fosforeno. Esses tipos de

materiais são chamados de anisotrópicos. A anisotropia é bastante interessante e seu estudo se faz
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muito importante em diversas áreas. Na óptica, por exemplo, faz-se o uso de cristais anisotrópicos

em dispositivos ópticos devido às suas propriedades de absorção de luz e por apresentarem índices

de refração diferentes dependendo da direção de propagação da luz. (Ignatovich; Ignatovich,

2012; Liu; Li, 2015; Balakin; Zimdahl, 2005; Ranganath, 1994). No que diz respeito à difração

de elétrons, a anisotropia pode afetar o direcionamento do feixe e levar a variações na intensidade

de picos e nos padrões de difração, além de autocolimação do feixe (Daloi et al., 2022; Eritsyan,

2005; Sluijter et al., 2009; Fleck; Feit, 1983; Martinez. Herrero et al., 2001). Ademais, estuda-se

sua possível influência no transporte balístico em materiais 2D, levando em consideração que

o livre caminho médio dos portadores nesses materiais pode atingir proporções maiores que a

dimensão do meio, na ordem de micrômetro, (10−6) m(Rudenko; Katsnelson, 2024; Zhao et al.,

2020; Li et al., 2019; Yang et al., 2023; Araújo et al., 2024).

O fenômeno da difração consiste na capacidade das ondas de contornar obstáculos e

se espalhar ao passar por fendas. Essas fendas se comportam como novas fontes de propagação

da onda, seguindo o princípio de Huygens, segundo o qual cada ponto de uma frente de onda se

comporta como uma fonte pontual de ondas secundárias. Esse fenômeno é caracterizado pela

teoria ondulatória e seus efeitos são mais fortes quando o comprimento de onda (λ ) é muito

maior em comparação ao tamanho da fenda ou obstáculo (Nussenzveig, 2014).

O físico neerlandês Christiaan Huygens propôs a teoria ondulatória da luz como

contraponto à teoria corpuscular proposta por Isaac Newton. Newton acreditava que a luz

se propagava como um fluxo de partículas, as quais ele chamava de corpúsculos. A teoria

corpuscular da luz foi desenvolvida para explicar fenômenos como refração e reflexão, porém,

falhava ao tentar explicar o fenômeno da difração. Dessa forma, surgiu a teoria ondulatória da luz,

que explica alguns fenômenos como a difração e interferência, indicando que esses fenômenos

resultam da perturbação ou propagação de ondas, e não pelo deslocamento de partículas de um

ponto a outro. Essa teoria foi, posteriormente, comprovada pelos experimentos de dupla fenda

realizados por Thomas Young e pela teoria de difração de Fresnel, submetida em 1819 a uma

competição patrocinada pela Academia Francesa de Ciências. Inicialmente a teoria de Fresnel

foi ridicularizada, uma vez que previa um ponto brilhante no centro da sombra de um objeto

opaco. Porém, logo foi comprovada experimentalmente (Halliday et al., 2016).

A difração é classificada de duas maneiras: difração de Fresnel, onde a distância Z

entre a fenda e o anteparo não é muito grande, e difração de Fraunhofer, onde o anteparo está

muito distante da fenda, de forma que Z é muito maior que o tamanho da fenda. Nesse segundo
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caso, os raios podem ser considerados aproximadamente paralelos, de forma que podemos

considerar uma onda plana (Halliday et al., 2016). Quando uma onda passa pela fenda, ela se

propaga até encontrar um anteparo e criará, por meio do princípio da superposição das ondas,

um padrão de difração marcado por regiões mais escuras intercaladas por regiões mais claras,

indicando áreas com maior incidência e áreas com menor incidência. Essas franjas são o que

chamamos de padrões de interferência. Esses padrões modificam-se dependendo do tipo de meio

onde ocorre a difração.

Interferência é o fenômeno onde ondas distintas e de mesmas características, prove-

nientes de fontes diferentes, se sobrepõem em um determinado ponto no espaço, de forma que a

intensidade da onda resultante pode ser maior (interferência construtiva) ou menor (interferência

destrutiva) que as intensidades individuais das ondas anteriores. O fator que determinará se a

interferência é construtiva ou destrutiva é a fase relativa entre as ondas. Se a diferença de fase é

dada por nπ , com n = 0,2,4, ..., com n par, então temos interferência construtiva. Se for dada

por nπ , com n = 1,3,5, ..., com n ímpar, então temos interferência destrutiva (Halliday et al.,

2016).

Quando ocorre interferência, o que se vê na tela, onde as ondas se combinam em um

ponto P, é um conjunto de bandas claras e escuras alternadamente, as quais chamamos de franjas

de interferência. A franjas claras correspondem a intensidade máxima e as escuras à intensidade

mínima. Os máximos e mínimos de intensidade ocorrem, respectivamente, quando:

φ = 2nπ,com n = 0,±1,±2, ..., (1.1)

e

φ = 2

(

n+
1
2

)

π,com n = 0,±1,±2, . . . (1.2)

As figuras de interferência são uma característica dos fenômenos ondulatórios. Em

1924, Louis de Broglie, físico francês, propôs que o dualismo onda-partícula também era uma

propriedade da matéria e isso foi demonstrado pelas figuras de interferência de um experimento

de difração de feixes de elétrons (Tipler; Llewellyn, 2014). Sua hipótese foi matematicamente

representada pelo o que hoje conhecemos como relações de de Broglie, dadas por:

λ =
h

p
, (1.3)

e

f =
E

h
, (1.4)
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onde λ corresponde ao comprimento de onda das ondas de matéria, conhecido como compri-

mento de onda de de Broglie, f corresponde à frequência, p o momento, E é a energia total,

e h a constante de Planck. Esses conceitos propostos por de Broglie foram, posteriormente,

desenvolvidos pelo físico austríaco, Erwin Schrödinger.

Na mecânica clássica aprendemos a determinar a posição x(t) de uma partícula assim

como sua velocidade, momento, energia cinética, entre outras variáveis dinâmicas. Na mecânica

quântica, em princípio, também pretende-se determinar essas mesmas variáveis, mas a forma

como se aborda esse problema é diferente do que já se conhece da mecânica clássica. Por sua

vez, o que se determina é o que se chama de função de onda, Ψ(x, t), da partícula. Por meio dela,

que conseguiremos entender mais sobre o sistema de estudo. (Griffiths, 2011).

A solução da função de onda é encontrada através da equação diferencial parcial

dada por

ih̄
∂

∂ t
Ψ(x, t) =

[

− h̄2

2m

∂ 2

∂x2 +V (x, t)

]

Ψ(x, t), (1.5)

chamada de equação de Schrödinger. Ela recebe esse nome devido a Erwin Schrödinger, que

a propôs no ano de 1925. Essa equação é análoga à equação de onda clássica; ela relaciona

as derivadas parciais da função de onda em relação ao tempo e ao espaço. Diferentemente

da equação de onda clássica, a equação de Schrödinger apresenta explicitamente o número

complexo (i). Isso quer dizer que as funções de onda que satisfazem a equação de Schrödinger

não são necessariamente reais, de forma que a torna uma função difícil de mensurar diretamente

(Tipler; Llewellyn, 2014).

A função de onda está distribuída pelo espaço, diferente do que estamos acostumados

na mecânica clássica, onde a partícula está bem localizada em um ponto do espaço. Dessa forma,

no âmbito da mecânica quântica, o que temos é uma interpretação estatística sobre essa função

de onda. Essa interpretação probabilística foi proposta por Max Born (Griffiths,2011):
∫ b

a
|Ψ(x, t)|2dx = probabilidade de encontrar a partícula entre a e b em um instante t, (1.6)

onde |Ψ(x, t)|2 é a densidade de probabilidade de encontrar a partícula em determinada posição.

Esse conceito será utilizado neste trabalho ao tratarmos da difração em meios anisotrópicos.

Este trabalho baseia-se no artigo de (Araújo et al., 2024), intitulado Single- and

double-slit electron diffraction in an anisotropic two-dimensional medium. O autor realiza um

estudo sobre os efeitos da anisotropia na difração de elétrons, analisando as condições para

interferências construtivas e destrutivas em um sistema de dupla fenda. A investigação foi
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desenvolvida por meio de duas abordagens: (i) abordagem semiclássica, utilizando um modelo

de massa efetiva para introduzir a anisotropia ao sistema; (ii) abordagem em nível atômico,

utilizando o modelo tight-binding. O estudo da isotropia baseou-se no desenvolvimento, tomando

o caso da difração de Fraunhofer, presente no Capítulo 27 do livro “Teoria do Eletromagnetismo”

de Kleber Daum Machado (Machado, 2004). Nesse capítulo, o autor apresenta expressões para

difração em uma, duas e N fendas para o caso de meios isotrópicos.

Este trabalho foi organizado de forma a desenvolver progressivamente o raciocínio

acerca do tema em estudo. Inicialmente, no Capítulo 2, realizou-se um estudo sobre difração

em sistemas isotrópicos, tomando os casos de fenda única, dupla e multifendas. Ao final deste

capítulo, obteve-se uma expressão geral para a difração em N fendas. No Capítulo 3, adotou-se

a abordagem semiclássica apresentada no referido artigo (Araújo et al., 2024), utilizando um

modelo de massa efetiva para introduzir anisotropia ao sistema. Nessa etapa, foram desenvolvidas

expressões para (i) a difração em uma fenda; (ii) interferência; e (iii) a combinação dos efeitos

de interferência e difração para sistema de duas fendas. No Capítulo 4, apresentam-se resultados

observados através da plotagem de gráficos para ambos os casos: isotrópico e anisotrópico. No

Capítulo 5, algumas discussões finais e perspectivas para pesquisas futuras foram apresentadas.
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2 DIFRAÇÃO DE ELÉTRONS EM MEIOS BIDIMENSIONAIS ISOTRÓPICOS

Neste capítulo, vamos estudar a difração em uma, duas e N fendas. Este estudo foi

baseado na linha de raciocínio desenvolvida no livro “Teoria do Eletromagnetismo”, de Kleber

Daum Machado. (Machado, 2004). Ao longo do capítulo, foram detalhadamente desenvolvidas

expressões para amplitude e intensidade de difração, tomando a condição de Fraunhofer para a

difração.

2.1 Difração em uma fenda

Tome um feixe de luz que incide sobre uma fenda de tamanho a e que encontra um

anteparo a uma distância D da fenda. Observe o esquema ilustrado na Fig. 1.

Figura 1 – Ilustração esquemática da difração em uma única fenda. Uma onda plana ao incidir
sobre uma fenda de tamanho a, forma um ângulo α com o eixo x.

Fonte: Elaborada pela autora, 2024.

Imagine, agora, uma onda plana que incide sobre essa fenda e se espalha formando, 

de acordo com o princípio de Huygens, várias faixas, frentes de ondas secundárias, que se 

encontram no ponto P do anteparo. Para sabermos as contribuições de todas essas faixas, 

devemos sobrepô-las utilizando o método de fasores. Tomando um fasor, que representa algum 

dos campos (elétrico E⃗ ou magnético B⃗), de forma que o módulo da soma desses fasores em 

cada ponto P corresponde a amplitude. Essa amplitude, para o caso da fenda única, pode ser
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obtida a partir da seguinte expressão

N (⃗r) = A

∫ + a
2

− a
2

e−ikbydy, (2.1)

onde b = sinα e y descreve a direção em que a fenda está limitada. Resolvendo-a, obtemos

N (⃗r) =−A
e−ikby

ikb

∣

∣

∣

∣

+ a
2

− a
2

=
−A

ikb

[

e−ikb a
2 − eikb a

2

]

. (2.2)

Sabendo que a fórmula de Euler para sin(x) é

sin(x) =
eix − e−ix

2i
, (2.3)

podemos reescrever a Eq. (2.2), como

N (⃗r) =
A

ikb

[

2isin
(

kb
a

2

)]

= 2A
a

2

sin
(

kba
2

)

kba
2

. (2.4)

Tomando β = kba
2 na Eq. (2.4), temos que

N (⃗r) = 2A
a

2
sin(β )

β
. (2.5)

A intensidade em cada ponto do anteparo é proporcional ao quadrado do módulo da

amplitude (N ), de forma que temos

I = B|N |2 = |A|2a2B

[

sinβ

β

]2

, (2.6)

onde B é uma constante de proporcionalidade I é a intensidade da radiação. Quando tomamos o

limite de β tendendo a zero, temos que a expressão para a intensidade se reduz a

I(0) = I0 = |A|2a2B. (2.7)

De forma, podemos reescrever a Eq. (2.6) da intensidade para o caso da difração em

uma única fenda em termos de I0, resultando em

I = I0

[

sinβ

β

]2

. (2.8)

2.2 Difração em Duas Fendas

Imagine, agora, uma onda plana que incide sobre duas fendas de tamanho a e se

espalha formando frentes de ondas secundárias, que se encontram no ponto P em um anteparo
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Figura 2 – Ilustração esquemática da difração em duas fendas. Uma onda plana ao incidir sobre
duas fendas de tamanho a, separadas por uma distância d forma um ângulo α com o eixo x.

Fonte: Elaborada pela autora, 2024.

a uma distância D das fendas. A distância entre as duas fendas é igual a d, como mostra a 

ilustração deste experimento na Fig. 2.

A amplitude para o caso da fenda dupla pode ser obtida a partir da expressão

N (⃗r) = A

∫ − d
2

− d
2−a

e−ikbydy+A

∫ d
2+a

d
2

e−ikbydy. (2.9)

Resolvendo as duas integrais da Eq. (2.9), obtemos

N (⃗r) =−A

[

e−ikby

ikb

∣

∣

∣

∣

− d
2

− d
2−a

+
e−ikby

ikb

∣

∣

∣

∣

d
2+a

d
2

]

=
−A

ikb

[

eikb d
2 − eikb( d

2+a) + e−ikb( d
2+a)− e−ikb d

2

]

=
−A

ikb

[

eikb d
2 eikb a

2

(

e−ikb a
2 − eikb a

2

)

+ e−ikb d
2 e−ikb a

2

(

−eikb a
2 + e−ikb a

2

)]

. (2.10)

Utilizando a fórmula de Euler, a expressão de N (⃗r) se reduz à

N =
4A

kb
sin

[

kb
a

2

]

cos

[

kb

(

d

2
+

a

2

)]

. (2.11)

Tomando β = kba
2 e S = kb

(

d
2 +

a
2

)

, a expressão acima torna-se

N (⃗r) = 2Aa
sin(β )

β
cos(S). (2.12)

Como visto anteriormente, a intensidade em cada ponto do anteparo (I) é proporcio-

nal ao quadrado do módulo da amplitude (N ). Dessa maneira, temos que

I = B|N |2 = 4|A|2a2B

[

sinβ

β

]2

cos2(S). (2.13)
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Tomando o limite de β e S tendendo a zero, teremos que a expressão para a intensi-

dade se reduz à

I(0) = I0 = 4|A|2a2B. (2.14)

Reescrevendo a Eq. (2.13) para a intensidade para o caso da difração em dupla fenda

em termo de I0, obtemos

I = I0

[

sinβ

β

]2

cos2(S). (2.15)

2.3 Difração em Múltiplas Fendas

2.3.1 Número Par de Fendas

Agora vamos estender o caso da difração para múltiplas fendas. Tome uma tela com

N fendas de tamanho a e igualmente espaçadas, como apresentado na Fig. 3.

Figura 3 – Ilustração esquemática da difração em multiplas fendas com número N par de fendas.
Uma onda plana ao incidir sobre N fendas de tamanho a, separadas uma da outra por uma
distância d, forma um ângulo α com o eixo x.

Fonte: Elaborada pela autora, 2024

Para calcular a amplitude, usaremos o método utilizado nas seções anteriores, mas 

antes devemos atentar-nos aos limites corretos a serem utilizados. Observe que, para N igual a 

um número par, a origem estará no meio da tela, como é possível ver na Fig. 3. Porém, se N for
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ímpar, a origem estará no meio de uma fenda. Tomando como referência um sistema com N par

de fendas, o intervalo para a j-ésima fenda situada no lado positivo da tela, levando em conta o

sistema de coordenadas, é

[

d

2
+(d +a) j,

d

2
+d j+a( j+1)

]

, para j = 0,1,2, ...,
N

2
−1. (2.16)

Para a l-ésima fenda situada no lado negativo, temos que

[

−
(

d

2
+dl +a(l +1)

)

,−
(

d

2
+(d +a)l

)]

, para l = 0,1,2, ...,
N

2
−1. (2.17)

Dessa forma, a expressão para a amplitude é expressa como

N (⃗r) = A

N
2 −1

∑
j=0

∫ d
2+d j+a( j+1)

d
2+(d+a) j

e−ikbydy+A

N
2 −1

∑
l=0

∫ −( d
2+(d+a)l)

−( d
2+dl+a(l+1))

e−ikbydy. (2.18)

Resenvolvendo as integrais na Eq. (2.18), chegamos ao seguinte resultado

N (⃗r) =
[

1− e−2ikb a
2

] Ae−ikb d
2

ikb

N
2 −1

∑
j=0

e−ikb(d+a) j +
[

e2ikb a
2 −1

] Aeikb d
2

ikb

N
2 −1

∑
l=0

eikb(d+a)l. (2.19)

Note que os termos na Eq. (2.19) são séries geométricas, cuja as somas são dada por

Sn =
a0(1− rn)

1− r
, (2.20)

onde n corresponde ao número de termos.

Para ambas as séries na Eq. (2.19), o a0 é 1 e o número de termos é N/2, de forma

que podemos escrever as somas como:

– Para o primeiro termo

N
2 −1

∑
j=0

e−ikb(d+a) j =
1−

[

e−ikb(d+a)
]

N
2

1− e−ikb(d+a)
=

1− e−ikbN( d
2+

a
2)

1− e−ikb(d+a)
. (2.21)

– Para o segundo termo

N
2 −1

∑
l=0

eikb(d+a)l =
1−

[

eikb(d+a)
]

N
2

1− eikb(d+a)
=

1− eikbN( d
2+

a
2)

1− eikb(d+a)
. (2.22)

Dessa forma, a Eq. (2.19) pode ser reescrita como

N (⃗r) =
[

1− e−2ikb a
2

] Ae−ikb d
2

ikb

[

1− e−ikbN( d
2+

a
2)

1− e−ikb(d+a)

]

+
[

e2ikb a
2 −1

] Aeikb d
2

ikb

[

1− eikbN( d
2+

a
2)

1− eikb(d+a)

]

.

(2.23)
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Desenvolvendo a expressão acima, chegamos a seguinte equação:

N (⃗r) = 2A
a

2

[

sin
(

kba
2

)

kba
2

][

sin
[

kbN
(

d
2 +

a
2

)]

sin
[

kb
(

d
2 +

a
2

)]

]

. (2.24)

Tomando β = kba
2 e S = kb

(

d
2 +

a
2

)

, a expressão acima torna-se

N (⃗r) = Aa

[

sin(β )
β

][

sin(NS)

sin(S)

]

. (2.25)

Multiplicando em cima e embaixo por N, temos que

N (⃗r) = NAa

[

sin(β )
β

][

sin(NS)

N sin(S)

]

. (2.26)

Sabemos que a intensidade em cada ponto do anteparo é proporcional ao quadrado

do módulo da amplitude (N ), isto é, I ∝ |N |2, logo, em posse de N pela Eq. (2.26), temos

que

I = N2|A|2a2B

[

sin(β )
β

]2[ sin(NS)

N sin(S)

]2

. (2.27)

Vamos analisar agora a situação de pequenas aberturas na intensidade I, isto é, o

caso limite de I para α pequeno. Para tal, vamos verificar o limite de α tendendo a zero nos

dois termos, sinβ/β e sin(NS)/[N sin(S)], da Eq. (2.27). É importante notar que S ≡ S(α) e

β ≡ β (α), tal como

β = kb
a

2
=

2π

λ

a

2
sinθ ≈ πa

λ

x

D
, (2.28a)

S = kb

(

d

2
+

a

2

)

= k

(

d

2
+

a

2

)

sinα. (2.28b)

Daí, para α pequeno, temos que β e S podem ser aproximados. Assim, para S muito pequeno

temos que sin(NS)≈ NS e sin(S)≈ S. Dessa forma, os dois termos mencionados da Eq. (2.26)

no limite de S → 0 e β → 0, tornam-se respectivamente

lim
S→0

sin(NS)

sin(S)
= lim

S→0

NS

S
= N, (2.29a)

lim
β→0

sin(β )
β

= 1. (2.29b)

Portando, a intesidade para α = 0 é

I(0) = I0 = N2|A|2a2B. (2.30)

Podemos assim reescrever a intensidade [Eq. (2.27)] para o caso da difração em N

fendas em termo de I0 da seguinte forma:

I = I0

[

sin(β )
β

]2[ sin(NS)

N sin(S)

]2

. (2.31)
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2.3.2 Número Ímpar de Fendas

Vamos considerar agora como referência um sistema com um número ímpar de

fendas, como ilustra a Fig. 4.

 Figura 4 – Ilustração esquemática da difração em múltiplas fendas para o     
caso de N ímpar. Uma onda plana ao incidir sobre N fendas de tamanho a, separadas uma da 
outra por uma distância d, forma um ângulo α com o eixo x.

Fonte: Elaborada pela autora, 2024

O intervalo para a j-ésima fenda situada no lado positivo da tela, levando em conta o

sistema de coordenadas, é

[

(d +a) j−
a

2
,(d +a) j+

a

2

]

, para j = 0,1,2, ...,
N −1

2
. (2.32)

Para a l-ésima fenda situada no lado negativo, temos que

[

−

(

(d +a)l +
a

2

)

,−
(

(d +a)l −
a

2

)]

, para l = 1,2, ...,
N −1

2
. (2.33)

Dessa forma, a expressão para a amplitude é expressa como

N (⃗r) = A

∫ a
2

−

a
2

e−ikbydy+A

N−1
2

∑
j=1

∫ (d+a) j+ a
2

(d+a) j− a
2

e−ikbydy+A

N−1
2

∑
l=1

∫

−((d+a)l− a
2)

−((d+a)l+ a
2)

e−ikbydy. (2.34)

Resolvendo as integrais da Eq. (2.34), obtem-se o seguinte resultado

N (⃗r) =
2A

kb
sin

(

kb
a

2

)

+
2A

kb
sin

(

kb
a

2

)

N−1
2

∑
j=1

e−ikb(d+a) j +
2A

kb
sin

(

kb
a

2

)

N−1
2

∑
l=1

eikb(d+a)l. (2.35)
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Note na Eq. (2.35) as séries geométricas, cuja soma é dada pela Eq. (2.20), onde o número de

termos é N −1/2. Dessa forma, podemos escrever as somas como:

– Para a primeira soma

N−1
2

∑
j=1

e−ikb(d+a) j =

e−ikb(d+a)

{

1−
[

e−ikb(d+a)
]

N−1
2

}

1− e−ikb(d+a)
,

=
e−ikb( d

2+
a
2)− e−ikbN( d

2+
a
2)

2isin
[

kb
(

d
2 +

a
2

)] . (2.36)

– Para a segunda soma

N−1
2

∑
l=1

eikb(d+a)l =

eikb(d+a)

{

1−
[

eikb(d+a)
]

N−1
2

}

1− eikb(d+a)
,

=
eikbN( d

2+
a
2)− eikb( d

2+
a
2)

2isin
[

kb
(

d
2 +

a
2

)] . (2.37)

Dessa forma, a Eq. (2.35) pode ser reescrita como

N (⃗r) =
2A

kb
sin

(

kb
a

2

)

{

1+
e−ikb( d

2+
a
2)− e−ikbN( d

2+
a
2)

2isin
[

kb
(

d
2 +

a
2

)] +
eikbN( d

2+
a
2)− eikb( d

2+
a
2)

2isin
[

kb
(

d
2 +

a
2

)]

}

. (2.38)

Simplificando a expressão acima, chegamos a

N (⃗r) = 2NA
a

2

[

sin
(

kba
2

)

kba
2

][

sin
[

kbN
(

d
2 +

a
2

)]

N sin
[

kb
(

d
2 +

a
2

)]

]

. (2.39)

Substituindo as definições β = kba
2 e S = kb

(

d
2 +

a
2

)

, a expressão acima fica

N (⃗r) = NAa

[

sin(β )
β

][

sin(NS)

N sin(S)

]

. (2.40)

Sabemos que a intensidade em cada ponto do anteparo é proporcional ao quadrado

do módulo da amplitude, isto é, I ∝ |N |2. Substituindo N , encontramos que

I = N2|A|2a2B

[

sin(β )
β

]2[ sin(NS)

N sin(S)

]2

. (2.41)

Escrevendo a equação acima em termos de I0, repetindo passos similares aqueles feitos na seção

anterior, chegamos na seguinte expressão para a intensidade

I = I0

[

sin(β )
β

]2[ sin(NS)

N sin(S)

]2

. (2.42)

Note que a expressão para a intensidade para o caso da difração em múltiplas fendas

é a mesma quando se considera um número par ou ímpar de fendas. Dessa forma, a expressão

(2.41) é uma expressão geral. Além disso, observe que o termo [(sinβ )/β ]2 refere-se à difração

em uma fenda e o termo [(sin(NS))/(N sin(S))]2 está relacionado a interferência para N fendas.
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3 DIFRAÇÃO DE ELÉTRONS EM MEIOS BIDIMENSIONAIS ANISOTRÓPICOS

3.1 Modelo da Massa Efetiva

Como já discutido neste trabalho, a anisotropia em um sistema implica propriedades

diferentes para direções diferentes. Nos fenômenos ópticos (Ignatovich; Ignatovich, 2012;

Liu; Li, 2015; Balakin; Zimdahl, 2005; Ranganath, 1994; Daloi et al., 2022; Eritsyan, 2005;

Sluijter et al., 2009; Fleck; Feit, 1983; Martinez. Herrero et al., 2001) e quânticos (Rudenko;

Katsnelson, 2024; Zhao et al., 2020; Li et al., 2019; Yang et al., 2023; Araújo et al., 2024),

salientamos no Cap. 1 brevemente algumas das influências na propagação de feixes e nos padrões

de difração. No Cap. 2, fizemos o estudo clássico do padrão de difração, tendo em vista as

diferenças de posição das fendas e do número de fendas. Agora iremos abordar, dentro de um

modelo analítico semi-clássico, a anisotropia no sistema de múltiplas fendas. Introduziremos a

anisotropia ao sistema através do modelo de massa efetiva. Assim, podemos escrever energia

total (Hamiltoniana) como

H =
p2

x

2mx
+

p2
y

2my
, (3.1)

onde mx e my são massas efetivas ao longo das direções x e y, respectivamente, e px e py são

as componentes do momento referentes ao sistema de coordenadas S, não-rotacionado, como

mostrado na Fig. 5. Se rotacionarmos os eixos dos momentos em um sentido anti-horário,

formando um ângulo θ em relação ao sistema de coordenadas anterior, obteremos um novo

sistema de coordenadas, que chamaremos de S. Ao fazer isso, conseguimos escrever px e py em

termos das novas componentes obtidas através da rotação (px e py), dadas por

px = px cosθ − py sinθ , (3.2a)

py = px sinθ + py cosθ . (3.2b)

De tal forma que, podemos reescrever o Hamiltoniano (3.1) no novo sistema de

coordenadas rotacionados, substituindo px e py pelas expressões (3.2a) e (3.2b), resultando em

H =
1

2mx
[px cosθ − py sinθ ]2 +

1
2my

[px sinθ + py cosθ ]2

=
p2

x

2

(

cos2 θ

mx
+

sin2 θ

my

)

+
p2

y

2

(

sin2 θ

mx
+

cos2 θ

my

)

+ px py sinθ cosθ

(

1
my

− 1
mx

)

=
p2

x

2µx
+

p2
y

2µy
+

px py

µ
, (3.3)
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Figura 5 – Sistema de coordenadas no espaço dos momentos. A figura apresenta, em preto,
os eixos dos momentos no sistema de coordenadas S e em laranja os eixos dos momentos no
sistema de coordenadas S, rotacionado por um ângulo θ em relação a S.

Fonte: Elaborada pela autora 2024

onde

1
µx

=
cos2 θ

mx
+

sin2 θ

my
, (3.4a)

1
µy

=
sin2 θ

mx
+

cos2 θ

my
, (3.4b)

1
µ
= sinθ cosθ

(

1
my

− 1
mx

)

. (3.4c)

Partindo da nova expressão (3.3) para o Hamiltoniano, vamos encontrar uma relação

entre as componentes do momento e da velocidade. Para isso, lembre que a velocidade é

v(x,y) =
∂H

∂ p(x,y)
. (3.5)

Substituindo a Eq. (3.3) na Eq. (3.5), obtemos que as componentes da velocidade são

vx =
px

µx
+

py

µ
, (3.6a)

vy =
px

µ
+

py

µy
. (3.6b)

O vetor velocidade v = v(cosα,sinα) é perpendicular a isoenergia, com componen-

tes vq =
∂H
∂ pq

. Dessa forma, temos uma relação entre a velocidade e os momentos da seguinte

maneira

px =
v

ρ

[

µx cosα − µxµy sinα

µ

]

, (3.7a)

py =
v

ρ

[

µy sinα − µxµy cosα

µ

]

, (3.7b)
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onde ρ = 1− µxµy/µ2. Os termos entre colchetes nas Eqs. (3.7a) e (3.7b) correspondem a

funções dependentes do ângulo α , dadas por

fx(α) = µx cosα − µxµy

µ
sinα, (3.8a)

fy(α) = µy sinα − µxµy

µ
cosα. (3.8b)

Assim, podemos reescrever os momentos como

px(y) =
v

ρ
fx(y)(α). (3.9)

Perceba que o Hamiltoniano, Eq. (3.1), ou equivalentemente Eq. (3.3), envolve

apenas o termo de energia cinética. Assim, comparando a Eq. (3.3), após substituir os termos

das Eqs. (3.7a) e (3.7b), com o termo de energia cinética E = mv2/2, temos que

E =
v2

2

[

µx cos2 α

ρ
+

µy sin2 α

ρ
− 2µxµy

ρµ
sinα cosα

]

,

=
1
2

Mαv2, (3.10)

onde

Mα =
µx cos2 α

ρ
+

µy sin2 α

ρ
− 2µxµy

ρµ
sinα cosα. (3.11)

Dessa forma, vemos que a Eq. (3.10) descreve o termo de energia cinética com uma massa

diferente Mα , carregando a anisotropia e rotação do sistema em relação ao sistema cristalino,

isto é, Mα ≡ Mα(α,θ). Daí, vemos que a velocidade pode ser expressa em função dessa nova

massa e da energia, tal como

v =

√

2E

Mα
. (3.12)

Substituindo a expressão da velocidade [Eq. (3.12)] na Eq. (3.9), obtemos os momentos em

termos dessa massa modificada, tal como

px(y) =

√

2E

Mα

fx(y)(α)

ρ
. (3.13)

3.2 Difração em Uma Fenda

Para o estudo da difração em uma fenda no caso anisotrópico, adotaremos a condição

de Fraunhofer, de forma que a distância entre a fenda e o anteparo D é muito maior que o

tamanho da fenda a, isto é, D >> a. A Figura 6 apresenta um sistema de uma fenda.
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Figura 6 – Ilustração esquemática da difração em uma única fenda. Uma onda plana ao incidir
sobre a fenda de tamanho a, forma um ângulo α com o eixo x̄ e encontra um anteparo no ponto
P, a uma distãncia D da tela.

Fonte: Elaborada pela autora, 2024

Podemos escrever a função de onda como

Ψsl =
∫ +a/2

−a/2
CeiKxDeiKy(y−y′)dy′, (3.14)

onde C é a amplitude da onda incidente e y é a direção na qual a fenda está limitada no sistema

de coordenadas S. Resolvendo a integral da Eq. (3.14), temos que a função de onda passa a ser

descrita como

Ψsl =CeiKxDeiKyy 2
Ky

sin
(a

2
Ky

)

. (3.15)

Assim, a densidade de probabilidade para o caso de uma única fenda é

|Ψsl|2 =C2e−iKxDe−iKyy 2
Ky

sin
(a

2
Ky

)

e+iKxDe+iKyy 2
Ky

sin
(a

2
Ky

)

,

=C2 4
K2

y

sin2
(a

2
Ky

)

. (3.16)

Definindo γ = aKy/2, temos que a densidade de probabilidade fica

|Ψsl|2 =C2a2 sin2 γ

γ2 . (3.17)
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3.3 Difração em Duas Fendas

O esquemático apresentado na Figura 7 ilustra o sistema para duas fendas. A tela

apresenta duas fendas de tamanho a, que distam uma da outra em um valor d. Ainda utilizando

a condição de Fraunhofer, a tela onde as fendas estão posicionadas está a uma distância muito

grande, D, do anteparo.

Figura 7 – Ilustração esquemática da difração em duas fendas. Uma onda plana ao incidir sobre
as fendas de tamanho a e distância entre as fendas d , forma um ângulo α com o eixo x̄ e encontra
um anteparo no ponto P, a uma distância D da tela.

Fonte: Elaborada pela autora, 2024

A função de onda pode ser escrita como a soma das ondas planas originadas de cada 

fenda, tal como

Ψin
ds|1 = AeiK1xDeiK1y(y−d/2), (3.18a)

Ψin
ds|2 = AeiK2xDeiK2y(y+d/2). (3.18b)

Logo, a função de onda do sistema é

Ψin
ds = AeiK1xDeiK1y(y−d/2)+AeiK2xDeiK2y(y+d/2), (3.19)

onde (K1x,K1y) e (K2x,K2y) são os vetores de momento para as fendas 1 e 2, A é uma constante

e representa a amplitude das ondas incidentes, d é a distância entre as fendas e y é a direção, no
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sistema de coordenadas S, onde as fendas estão limitadas. Cada uma das ondas planas, Ψin
ds|1 e

Ψin
ds|2, formam um ângulo, α1 e α2, respectivamente, com o eixo x̄, dados por

α1 = tan− 1

(

y−d/2
D

)

, (3.20a)

α2 = tan− 1

(

y+d/2
D

)

. (3.20b)

Partindo da expressão encontrada para a função de onda, obtem-se a densidade de

probabilidade, dada por

|Ψin
ds|2=A2

(

eiK1xDeiK1y(y−d/2)+ eiK2xDeiK2y(y+d/2)
)(

e−iK1xDe−iK1y(y−d/2)+ e−iK2xDe−iK2y(y+d/2)
)

= 2A2
{

1+ cos

[

(K1x −K2x)D+(K1y −K2y)y− (K1y +K2y)
d

2

]}

. (3.21)

Os máximos de interferência ocorrem quando o cosseno é igual a 1, indicando uma

interferência construtiva. Dessa forma, o argumento dentro do cosseno da Eq. (3.21) deve ser

(K1x −K2x)D+(K1y −K2y)y− (K1y +K2y)
d

2
= 2nπ , com n = 0,1,2,3... (3.22)

Já os mínimos de interferência ocorrem quando o cosseno é igual a −1, indicando uma interfe-

rência destrutiva. Dessa forma, o argumento dentro do cosseno da Eq. (3.21) deve ser

(K1x −K2x)D+(K1y −K2y)y− (K1y +K2y)
d

2
= 2

(

n+
1
2

)

π , com n = 0,1,2,3... (3.23)

Como dito anteriormente, (K1x,K1y) e (K2x,K2y) são os vetores de momento para

as fendas 1 e 2, respectivamente. Pela relação de de Broglie, pi = h̄ki, então h̄(K1x −K2x) =

p1x − p2x, h̄(K1y −K2y) = p1y − p2y e h̄(K1y +K2y) = p1y + p2y. Substituindo a Eq. (3.13) nas

Eqs. (3.22) e (3.23), obtemos expressões generalizadas para as condições de ocorrência da

interferência em sistemas anisotrópicos, dadas por:

[

f1x(α1)√
Mα1

− f2x(α2)√
Mα2

]

D+

[

f1y(α1)√
Mα1

− f2y(α2)√
Mα2

]

y−
[

f1y(α1)√
Mα1

+
f2y(α2)√

Mα2

]

d

2
=

2nπ h̄ρ√
2E

,

(3.24a)
[

f1x(α1)√
Mα1

− f2x(α2)√
Mα2

]

D+

[

f1y(α1)√
Mα1

− f2y(α2)√
Mα2

]

y−
[

f1y(α1)√
Mα1

+
f2y(α2)√

Mα2

]

d

2
=

2(n+1/2)π h̄ρ√
2E

.

(3.24b)

A densidade de probabilidade resultante da combinação dos efeitos de interferência

e difração em um sistema de dupla fenda anisotrópico é dada pelo produto das densidades de
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probabilidade de difração para o caso de uma fenda e de interferência para o caso de dupla fenda,

isto é:

|Ψin,di
ds |2 = |Ψsl|2|Ψin

ds|2, (3.25)

onde |Ψsl|2 e |Ψin
ds|2 são dados nas Eqs. (3.17) e (3.21), respectivamente. Substituindo cada uma

das contribuições, obtemos

|Ψin,di
ds |2 =C2a2 sin2 γ

γ2 2A2 [1+ cos(φ)] , (3.26)

onde φ = (K1x −K2x)D+(K1y −K2y)y− (K1y −K2y)
d
2 corresponde à diferença de fase. Da

relação trigonométrica

1+ cos(φ) = 2cos2
(

φ

2

)

, (3.27)

e chamando β = φ
2 e I0 = 4A2C2a2, temos que a Eq. (3.26) pode ser reescrita como

|Ψin,di
ds |2 = I0 cos2 β

sin2 γ

γ2 . (3.28)

O resultado da Eq. (3.28) corresponde à intensidade de difração para o caso da dupla fenda. Note

que toda a anisotropia do sistema se encontra no parâmetro γ , que por sua vez depende de ky, e

este por fim, dependem de θ e α .
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4 RESULTADOS

4.1 Isotropia

Ao estudar a difração em múltiplas fendas para um sistema isotrópico, vimos que

a expressão para a intensidade no caso de múltiplas fendas é a mesma para um número par ou

ímpar de fendas. Se o número de fendas N for igual a 1, a Eq. (2.41) se reduz a

I = I0

[

sin(β )
β

]2

. (4.1)

Se tomarmos N = 2, veremos que o resultado será o mesmo obtido para a difração em dupla

fenda, isto é:

I = I0

[

sin(β )
β

]2

cos2(S). (4.2)

Esses resultados demonstram que a Eq. (2.42) é a expressão geral para a intensidade de difração

em um meio isotrópico.

É interessante observar o que acontece com a intensidade e a amplitude quando

saímos de um sistema com uma única fenda para um sistema com duas fendas. Observe as

Eqs. (2.7) e (2.14). Note que a intensidade para a difração em dupla fenda é quatro vezes a

intensidade para uma única fenda. Isso ocorre porque as novas frentes de ondas formadas após a

onda inicial passar pelas fendas são irradiadas em fase. Dessa forma, a amplitude total será a

soma das amplitudes correspondentes a cada fenda, que será o dobro em relação ao sistema de

uma fenda. Já a intensidade, que corresponde ao módulo quadrado da amplitude, equivalerá ao

quádruplo da intensidade do sistema de uma fenda. Observe que a expressão Eq. (2.30) prevê

essa relação de proporcionalidade das intensidades com o número de fendas N através da relação

N2.

4.1.1 Análise do parâmetro β

As intensidades de difração para um sistema isotrópico para os casos de N = 1,2,3,4

fendas estão ilustradas na Fig. 8. Vimos que a intensidade é dada por

I = 4N2|A|2D2B

(

sinβ

β

)2

. (4.3)

Nota-se pela Fig. 8 que os pontos máximos de intensidade ocorrem em β = 0. Para entender esta

questão, vamos analisar o caso limite de β → 0. Já discutimos anteriormente que no limite de



33

Figura 8 – Intensidade como função da diferença de fase para diferentes números de fendas.
Esses resultados foram obtidos definindo os seguintes parâmetros: a/2 = 2, d = a e k = 10, onde
a/2 é o tamanho da fenda dividido por dois, b é a distância entre as fendas, e k é o vetor de onda.

Fonte: Elaborada pela autora, 2024

β tendendo a zero, temos que limβ→0 
sin

β
β = 1. Tomando as constantes A = B = a/2 = N = 1 

apenas como um exemplo simples para uma rápida compreensão, vemos que o máximo de 

intensidade é I = 4 em β = 0. Além disso, da definição de β  = kasin(α)/2, temos que para que 

β seja igual a zero, sendo k e a diferentes de zero, então o próprio seno deve ser igual a zero. 

Portanto:

sin(α) = 0 ⇒ α = nπ , n = 1,2,3, ... (4.4)

Ao fazer a análise do sistema, tomamos o limite paraxial, com α → 0, de forma a

limitar a intensidade a essa região. Dessa forma, como estamos lidando com ângulos muito

pequenos, podemos assumir que sin(α)≈ α . O que se pode observar através da Fig. 8 é que,

dentro dessa região de α pequeno, a intensidade é mais proeminente e, à medida que nos

afastamos desse limite, a intensidade se dispersa. Observa-se que, com o aumento do módulo de

β , os picos secundários diminuem rapidamente tanto à esquerda quanto à direita do pico central.

Os mínimos de intensidade são, portanto, obtidos para β =±nπ , n = 1,2,3..., de forma que

I = 0.
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Figura 9 – Dependência do padrão de difração para uma fenda com o ângulo da difração α ,
obtido pela densidade de probabilidade. Fixou-se os seguintes valores de θ : (a) θ = 0, (b)
θ =−0.8 e (c) θ = 0.8. Também foram definidos os seguintes valores para as constantes: h̄ = 1,
a = 4, ρ = 1 , C = 1, E = 1 e mx = 1. As curvas ciano pontilhada, magenta tracejada e amarela
sólida representam, respectivamente, my = mx, my = 2mx e my = 10mx.

Fonte: Elaborada pela autora, 2025.

4.2 Anisotropia

4.2.1 Uma fenda

A Fig. 9 apresenta a dependência da densidade de probabilidade em relação ao

ângulo α para diferentes valores θ . As curvas ciano pontilhada, magenta tracejada e amarela

sólida representam, respectivamente, my = mx, my = 2mx e my = 10mx. Para my = mx, temos

um sistema isotrópico. Assim, as curvas em ciano pontilhada associadas aos resultados para

my = mx não são afetadas pela escolha de θ , como era de se esperar, apresentando assim o

mesmo comportamento nos painéis (a) a (c) da Fig. 9.

Para θ = 0 [Fig. 9(a)], todas as curvas possuem máximo central em α = 0. Para

θ =−0.8 e θ = 0.8, os máximos centrais para as curvas magenta e amarela são deslocados à

direita em θ =−0.8 e à esquerda em θ = 0.8, apresentando a dependência desses sistemas com

a escolha do θ , mostrando assim que θ dita a direção da difração.

As curvas apresentadas nesses gráficos exibem comportamento típico do padrão

de difração em fenda única. Ao introduzir a anisotropia ao sistema, observamos mudanças na

largura do pico central, uma vez que a densidade de probabilidade se concentra em uma direção
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específica. Veja que quanto mais aumentamos a anisotropia do sistema, mais estreito fica o pico

central. Além disso, observamos, também, o deslocamento desses picos, que ocorre devido a

rotação do eixo de anisotropia em relação ao eixo do sistema.

4.2.2 Dupla fenda

A Fig. 10 apresenta gráficos que ilustram o padrão de interferência para dupla fenda

em função de α para vários valores de θ e razões my/mx. As curvas em ciano representam os

resultados para o valor fixo θ =−0.8, curvas em amarelo representam os resultados para o valor

fixo θ = 0 e curvas em magenta representam os resultados para o valor fixo θ = 0.8. Os pontos

de máximos correspondem às franjas claras do padrão de interferência. Para θ = 0, tem-se 5

franjas claras para my = mx, 7 franjas claras para my = 2mx e 17 franjas claras para my = 10mx.

Para θ =−0.8, tem-se 5 franjas claras para my = mx, 7 franjas claras para my = 2mx e 7 franjas

claras para my = 10mx. Para θ = 0.8, tem-se 5 franjas claras para my = mx, 7 franjas claras para

my = 2mx e 7 franjas claras para my = 10mx.

Assim como observado para o caso de uma única fenda, o ângulo θ influencia na

direção da intensidade da interferência no caso da anisotropia, porém, para o sistema isotrópico,

não há influência alguma, de forma que os máximos permanecem igualmente espaçados. Quando

θ = 0, os máximos, franjas claras, ficam concentrados no centro do gráfico, dentro do intervalo

[−0.5,+0.5] de α . Isso fica mais evidente no caso em que a anisotropia é mais intensa, my =

10mx. Quando θ = −0.8, há um deslocamento à direita dessa concentração de máximos e

quando θ = 0.8, há um deslocamento à esquerda.

A Fig. 11 apresenta gráficos que mostram os padrões de interferência e difração para

dupla fenda em função de α para vários valores de θ e razões my/mx. Como visto nos outros

gráficos, para o efeito combinado de interferência e difração em um sistema de dupla fenda, o

ângulo θ influencia na direção dos picos, para o caso anisotrópico. Quanto maior a anisotropia

do sistema, isto é, a razão my/mx, mais estreitos se tornam os picos e maior é a concentração

desse picos em um determinado ponto do gráfico.



36

Figura 10 – Dependência do padrão de interferência para dupla fenda, obtido pela densidade de
probabilidade, em função do ângulo α para: (a) θ = 0, (b) θ =−0.8 e (c) θ = 0.8. Definiu-se os
seguintes valores para as constantes: h̄ = 1, a = 4, ρ = 1, C = 1, E = 1, A = 1, D = 20, y = 10,
d = 12 e mx = 1.

Fonte: Elaborada pela autora, 2025.

Figura 11 – Dependência do padrão de interferência e difração, obtido pela densidade de
probabilidade, em função do ângulo α para: (a) θ = 0, (b) θ =−0.8 e (c) θ = 0.8. Definiu-se os
seguintes valores para as constantes: h̄ = 1, a = 4, ρ = 1 , C = 1, E = 1, A = 1, D = 20, y = 10,
d = 12 e mx = 1.

Fonte: Elaborada pela autora, 2025.
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5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho estudamos a difração em sistemas isotrópicos e os efeitos da aniso-

tropia na difração. No primeiro caso, derivamos matematicamente expressões para amplitude e

intensidade de difração, tomando os casos particulares de uma e duas fendas. Posteriormente,

estendemos o caso para multifendas e chegamos a uma expressão geral para a intensidade de

difração. No segundo caso, o estudo foi feito para uma e duas fendas, utilizando o modelo

semiclássico de massa efetiva, introduzindo a anisotropia do sistema nas suas massas efetivas

dependentes das direções. As expressões obtidas foram fundamentadas pelas definições de

função de onda e densidade de probabilidade.

Além da derivação matemática das expressões, foram também produzidos gráficos

que (i) relacionam a intensidade com a diferença de fase sobre dois (β = φ/2) para o caso

isotrópico; (ii) relacionam a densidade de probabilidade com o ângulo de rotação dos eixos dos

momentos e o ângulo da difração, para o caso anisotrópico, tomando os seguintes graus de aniso-

tropia: my/mx = 1, my/mx = 2 e my/mx = 10. A análise do comportamento da difração através

da plotagem de gráficos permitiu observar como a anisotropia afeta o padrão de interferência e

difração do sistema. O aumento da anisotropia ocasionou no estreitamento e concentração de

máximos e mínimos em determinadas regiões, tendo sua direção e deslocamento influenciados

pelo ângulo de rotação θ .

Este estudo se faz importante devido à sua aplicação em áreas da física no que diz

respeito à física da matéria condensada e à física de semicondutores. O controle da anisotropia

através desses parâmetros, θ e my/mx, permite a manipulação das propriedades de transporte

das partículas em sistemas semicondutores anisotrópicos, como, por exemplo, materiais 2D e

gás de elétrons 2D.

Como continuidade deste trabalho, pretendemos: (i) explorar os resultados do

sistema anisotrópico para o caso de multifendas; (ii) investigar os efeitos da difração em meios

anisotrópicos sob a influência de um campo externo, analisando as implicações físicas e as

possíveis modificações nos padrões de difração; (iii) aprofundar o estudo de análogos ópticos

em materiais 2D anisotrópicos, utilizando por exemplo os parâmetros do fosforeno.
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