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RESUMO

Em um sistema de muitos bésons em baixas temperaturas, as particulas podem todas ocupar
o mesmo estado fundamental do sistema, formando assim um condensado de Bose-Einstein.
Neste caso, todos os bdsons compartilham uma mesma fun¢@o de onda para descrever o estado
do sistema. Uma maneira de se estudar este sistema € através da equacao de Gross-Pitaevskii
(EGP), que tem a forma de uma equagdo de Schrodinger ndo-linear, cuja solu¢io € uma fungao
cujo médulo quadrado representa uma densidade de particulas ao longo do espaco em cada
instante de tempo. Para o caso em que o potencial de interacdo entre particulas € uma interagao
de contato, uma funcio constante é solugao da EGP. Para o caso de intera¢gdes dipolo-dipolo
em condensados de bosons dipolares, a equagdo adquire uma forma mais complicada, com
um potencial ndo-local, mas a solu¢@o constante continua vélida dependendo das condi¢des
de contorno. Porém, uma situag@o curiosa ocorre quando consideramos um potencial do tipo
soft-core, ou seja, um potencial de interacdo com um valor finito V dentro de um intervalo de
distancias particula-particula de 0 a R; note que, fazendo V — o e R — 0, este potencial recai
na da interagdo de contato. No potencial soft-core, encontra-se uma modulagdo periddica na
densidade de particulas: neste caso, o condensado possui propriedades de superfluido, como de
costume, mas também uma modulacdo periddica que traz caracteristicas de um sélido, o que
justifica chamar este estado de "supersélido”. Neste trabalho, usamos um método de evolucdo
em tempo imagindrio para resolver a EGP de forma numérica para um condensado de bésons
interagindo com potencial soft-core. Com isso, investigamos as condi¢des necessarias no sistema
para se obter estados supersélidos e discutimos a possibilidade de se observar este tipo de estado

em sistemas reais futuramente.

Palavras-chave: superfluidos; supersélidos; condensados de Bose-Einstein; equacao de Gross-

Pitaevskii.



ABSTRACT

In a system of many bosons at low temperatures, the particles can all occupy the same ground
state, thus forming a Bose-Einstein condensate. In this case, all bosons share a single wave
function to describe the system’s state. One way to study this system is through the Gross-
Pitaevskii equation (GPE), which has the form of a nonlinear Schrodinger equation, whose
solution is a function whose squared modulus represents a particle density throughout space at
each instant of time. For the case where the interaction potential between particles is a contact
interaction, a constant function is the solution to the GPE. For dipole-dipole interactions in dipolar
boson condensates, the equation takes on a more complicated form, with a nonlocal potential, but
the constant solution remains valid depending on the boundary conditions. However, a curious
situation arises when we consider a soft-core potential, that is, an interaction potential with a
finite value V within a range of particle-particle distances from O to R; note that, setting V — oo
and R — 0, this potential falls within the contact interaction potential. In the soft-core potential,
a periodic modulation in the particle density is found: in this case, the condensate possesses
superfluid properties, as usual, but also a periodic modulation that brings characteristics of a
solid, justifying the term "supersolid."In this work, we use an imaginary time evolution method
to solve the GPE numerically for a condensate of interacting bosons with a soft-core potential.
Thus, we investigate the conditions necessary in the system to obtain supersolid states and discuss

the possibility of observing this type of state in real systems in the future.

Keywords: superfluids; supersolids; Bose-Einstein condensates; Gross-Pitaevskii equation.
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1 INTRODUCAO

As fases da matéria referem-se as diferentes formas em que sistemas macroscopicos
podem ser encontrados. Classicamente, a matéria se apresenta em trés fases: s6lida, liquida e
gasosa. Do ponto de vista macroscopico, a matéria € homogénea, porém, microscopicamente, ¢
composta por um conjunto muito grande de particulas e a dindmica determina em qual fase um
COrpo vai se encontrar.

As transicdes de fase sdo observadas constantemente em nosso cotidiano. Um
exemplo emblemadtico ocorre no ciclo das chuvas: as dguas dos rios aquecem e formam vapor
que, pela baixa densidade, tende a subir. Em alta altitude, devido a baixa temperatura, o vapor se
condensa novamente na forma liquida, caracterizando transi¢des entre as fases liquida e gasosa
da dgua. Ainda usando a d4gua como exemplo, se um cubo de gelo for retirado de um congelador,
em poucos minutos ele se encontra na forma liquida. Observando esses exemplos e outros
inimeros casos de mudanca de fase, € possivel notar intuitivamente que existe uma relacao direta
entre transi¢des de fase e temperatura.

Um dos primeiros e mais importantes modelos a estabelecer a relacdo entre a dina-
mica do ponto de vista microscopico e a temperatura foi a teoria cinética dos gases. Esse modelo
parte de algumas suposi¢des: a primeira delas € que cada particula € livre para se movimentar,
podendo ter uma velocidade determinada de forma aleatdria. A segunda suposi¢c@o € que essas
particulas estao sofrendo constantes colisdes perfeitamente eldsticas entre si e com as paredes do
recipiente. Além disso, considera-se que o tamanho dos constituintes € muito menor do que a
distancia média entre eles e, com isso, a interacao entre as particulas do gas se limita a colisdes.
Utilizando Mecanica Newtoniana para obter uma equacao que descreve a pressao a partir de
um ponto de vista microscopico e comparando com a Lei dos Gases, obtida empiricamente,

conclui-se que:

3
<Ecin> = EkBT- (1.1)

Assim, conforme a temperatura tende a zero, a energia cinética das particulas deveria
ter 0 mesmo comportamento; Entretanto, a energia cinética é dada por p?/2m, e uma energia
cinética nula implica em um momento nulo. Porém, esse ndo ¢ um comportamento possivel para

o momento das particulas devido a relagdo de incerteza de Heisenberg,

h
Ax-Ap > 7, (1.2)
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ou seja, no limite de T = 0, ndo temos movimento devido a temperatura, mas ainda temos
flutuacdes de origem quantica. Essas flutuacdes estao associadas a transicoes de fase quanticas.
Essas flutuagoes influenciam no balanco de energia do sistema, contribuindo para o aparecimento

de fases exdticas da matéria, como a superfluidez e supercondutividade.

1.1 Superfluidez, Supersolidez e Condensados de Bose-Einstein: historico e motivacao

No inicio do século XX, o desenvolvimento de novas técnicas experimentais permitiu,
pela primeira vez, a investigacdo das propriedades da matéria em temperaturas criogénicas. Nesse
contexto, Heike Kamerlingh Onnes se prop0s a estudar as propriedades do hélio nessas condicoes,
tornando-se assim a primeira pessoa a conseguir que o hélio transicionasse para a fase liquida
em 1908 (Delft; Kes, 2010). Esse evento marcou o inicio de uma série de descobertas sobre a
matéria em condi¢des extremas.

Seguindo os estudos das propriedades do hélio, no ano de 1927, M. Wolfke, em
colaboracao com o ex-aluno de Kamerlingh Onnes, Willem H. Keesom, mediu a constante
dielétrica do hélio liquido em func¢do da temperatura e encontrou uma descontinuidade em
seu comportamento a 2,2 K. Esse ponto foi chamado de ponto A e foi interpretado como uma
transi¢ao entre dois estados distintos do hélio liquido: o hélio I, acima do ponto A e o hélio II,
dele (WARSAW UNIVERSITY OF TECHNOLOGY. FACULTY OF PHYSICS, 2021).

Anos depois, Willem H. Keesom, juntamente com sua filha A.P. Keesom, demonstrou
que o hélio II tem uma condutividade térmica extremamente elevada (Keesom; Keesom, 1932).
Com base nisso, Kapitza suspeitou que esse fenomeno poderia estar relacionado ao movimento
do préprio fluido, que seria extremamente eficiente se o hélio tivesse uma viscosidade muito
baixa. Em seu artigo, mostrou que a viscosidade do hélio II € pelo menos 1.500 vezes menor que

a do hélio I em pressdo normal (Kapitza, 1938). Com esses resultados, ele concluiu que:

O limite atual talvez seja suficiente para sugerir, por analogia com os supercon-
dutores, que o hélio abaixo do ponto A entra em um estado especial que poderia
ser chamado de ‘superfluido’. (Kapitza, 1938)

Albert Einstein, utilizando o método desenvolvido pelo Satyendra Nath Bose, propds

que, ao resfriar &tomos bosdnicos nao interagentes abaixo de uma temperatura critica
h2n2 /3
Mkg ’

onde n e M sdo a densidade de 4&tomos e a sua massa, respectivamente, ¢ C € uma constante

T.=C

(1.3)

multiplicativa, uma fragdo macroscépica dessas particulas se condensaria no estado quantico
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mais baixo, levando o sistema a um fend6meno conhecido como condensacdo de Bose-Einstein
(Einstein, 2005).

Fritz W. London foi o primeiro a propor uma conexdo entre os fendmenos de
superfluidez e condensacdo de Bose-Einstein. Seguindo os calculos desenvolvidos por Einstein,
ele demonstrou que, para um gés de Bose ideal com a densidade do hélio liquido, o valor de 7
obtido era proximo de 7j,.

Lev Landau, no entanto, criticava a proposta de London, argumentando que o hélio
ndo poderia ser tratado como um gés de bésons ndo interagentes devido as suas fortes interagdes
de curto alcance. Por essa razao, Landau desenvolveu sua teoria da quantizacdo do movimento
dos fluidos sem levar em conta a condensa¢ao de Bose-Einstein (Landau, 2018).

A abordagem de Landau consistia em separar o hélio II como uma mistura de dois
liquidos: um superfluido e outro normal. Essa separac¢do pode ser entendida ao imaginarmos um
liquido contido em um recipiente que se move com velocidade v. Se o liquido for superfluido,
este ndo tem viscosidade e, portanto, nao € arrastado pela parede. Ja se for um liquido normal,
este se move de acordo com a dinamica cléssica de fluidos. Em seu artigo, Landau mostrou que
ndo ha transicdo continua entre a fase superfluida (V x v # 0) e a fase normal (V x v =0), de
modo que a menor energia para a transicao entre essas duas fases deveria ser um certo intervalo
A.

Landau também afirma que todo estado do sistema com baixa energia pode ser
considerado como um conjunto de excitacdes elementares individuais, que ele divide em duas
categorias distintas: quanta de som, conhecidos como fonons, e que possuem uma relacdo de

dispersao linear,

E=cp (1.4)
e vortices elementares, que ele chama de rétons, e para os quais ele propde a relacdo,
E=A+—. (1.5)

O grande avanco para a descri¢do do fendmeno da superfluidez feito por Landau é
bem resumido na sua frase:
A suposicdo de que o nivel normal de movimentos potenciais estd abaixo do co-

mego do espectro de movimentos de vdrtices leva ao fendmeno da superfluidez.
(Landau, 2018)
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Fisicamente, essa frase de Landau nos diz que o gap energético A atua como uma
barreira contra a destrui¢do do estado superfluido. Ou seja, em baixas velocidades, o fluido ndo
possui energia suficiente para criar excitagdes rotacionais, permanecendo no estado irrotacional,
superfluido.

Confirmando a proposta de London, Penrose e Onsager publicaram um artigo no qual
argumentaram, baseado em primeiros principios, que um critério unificado para a condensacao
seria aplicavel tanto a liquidos quanto a gases, critério este que era satisfeito no hélio II. Contudo,
utilizaram o0 mesmo argumento para sustentar que um sélido nao poderia sofrer condensacdo de
Bose-Einstein. Esta ultima afirmagdo gerou amplo debate nos anos seguintes a publica¢ao do
artigo de Penrose e Onsager, com inumeros trabalhos subsequentes contestando essa conclusao
(Chester, 1970; Leggett, 1970; Gross, 1957).

A supersolidez € uma fase da matéria que combina tanto propriedades tipicas de
s6lidos como propriedades de superfluidos. A primeira mengao desse estado foi feita por E.P.
Gross, em sua teoria unificada de bdsons interagentes, onde ele previu a possibilidade de uma
fase superfluida com densidade modulada de bésons fracamente interagentes, descrita por um
campo cléssico (Gross, 1957).

O aparecimento dessa fase estd relacionado a presenca de um minimo local no grafico
do espectro de excitacdes do sistema em um vetor de onda finito k # 0 (Ancilotto et al., 2013).
Para um liquido uniforme de bdsons interagentes, as excitagdes elementares sao descritas pela

dispersao de Bogoliubov:

2712 2712
& = <h k ) (M—l—ZpU). (1.6)

2m 2m

Quando a transformada de Fourier do potencial de interagdo, U, assume valores
negativos em certos valores de k, sua contribui¢io negativa leva ao aparecimento de um minimo
de roton. Comparando isso com a teoria de Landau, nota-se que essa diminui¢cdo no gap favorece
a destrui¢do do estado superfluido.

Apesar dos imensos esforcos tedricos e experimentais no estudo da superfluidez,
supersolidez e condensacdo de Bose-Einstein, uma teoria completa dos mecanismos que levam a
formacao de fases cristalizadas ainda ndo é completamente compreendida. Com isso, 0 tema se
mantém como uma drea relevante, com numerosos estudos sendo publicados recentemente na
literatura cientifica(Xu et al., 2025; Platt et al., 2025; Liebster et al., 2025).

Recentemente, fases supersdlidas foram previstas para bésons sem spin confinados e
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condensados em duas dimensdes, que interagem através de potenciais de curto alcance que nao
se tornam arbitrariamente grandes em distancias pequenas, uma classe de potenciais chamada de
soft-core (Henkel et al., 2010; Cinti et al., 2010).

Neste trabalho, iremos revisar os estudos que levam a previsdo de fases supersolidas
em condensados de Bose-Einstein, como na abordagem de Bogoliubov que leva a Eq. (1.6),
e estudaremos o comportamento de um fluido com um potencial soft-core através um método
numérico, com o objetivo de encontrar uma tendéncia de cristaliza¢do na densidade de particulas
no estado fundamental a medida que o gap do estado de roton diminui. O método implementado

em um codigo computacional construido em Python.

1.2 Escopo do trabalho

O restante desta monografia serd organizado da seguinte forma:

No capitulo 2, desenvolvemos a descrigdo tedrica de sistemas quanticos de muitos
corpos, comecando pela primeira quantiza¢ao, onde introduzimos os postulados fundamentais
da mecanica quantica. Na segunda quantiza¢do, definimos os estados e reescrevemos a Hamil-
toniana em termos de operadores de campo. Apresentamos a transformac¢do de Bogoliubov
para diagonalizar Hamiltonianas de muitos corpos, aplicando-a a um gés de bésons fracamente
interagentes para obter o espectro de excitagdo. Por fim, discutimos o critério de Landau para
superfluidez e a equacdo de Gross-Pitaevskii.

No capitulo 3, apresentaremos a discretiza¢do da equacdo de Schrodinger indepen-
dente do tempo via método das diferencas finitas (MDF), obtendo representacdes matriciais
dos operadores de energia cinética e energia potencial. Aplicaremos este método ao caso de
uma Equacdo de Gross-Pitaevskii, que tem uma forma matematica similar a de uma equacao
de Schrodinger com um termo de potencial ndo-linear. Além disso, apresentamos o método de
evolugdo com o operador de evolugdo temporal no tempo imagindrio e, para lidar com a ndo
comutatividade entre os operadores que compdem o Hamiltoniano, aplicamos a decomposi¢ao
de Suzuki-Trotter de segunda ordem, que aproxima a evolugdo temporal simetricamente através
de produtos de exponenciais. Mostraremos que, ao evoluir uma fungao arbitraria no tempo
imagindrio, esta funcdo acaba convergindo para o estado fundamental do sistema.

No capitulo 4, com o objetivo de reproduzir o critério da formacao de uma fase
supersdlida, implementaremos um modelo numérico em Python para um potencial que inclui um

termo de interacdo entre particulas do tipo soft-core. Com isso, obtemos o estado fundamental de
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um sistema de particulas com interacdes desse tipo, obedecendo a equacio de Gross-Pitaevskii,
o qual apresenta a formacao de um padrao de densidade cristalina, permeada por regides onde o

parametro de ordem ndo € nulo, ou seja, onde ele ainda é superfluido.
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2  FUNDAMENTACAO TEORICA

Esta secdo foi baseada nas seguintes referéncias: no livro (Cohen-tannoud;ji et
al., 1986), no livro (Bruus; Flensberg, 2004), no livro (Griffiths; Schroeter, 2018), no artigo

(Bogolubov, 1947), nas notas de aulas (Simon, 2019) e nas referéncias citadas ao longo da secio.

2.1 Mecanica quantica de muitos corpos
2.1.1 Descrigao em primeira quantizacdo

A descricdo de um sistema cldssico baseia-se na determinagdo do estado do sistema
em todos os pontos de sua trajetéria, dadas suas condi¢des iniciais, por meio de uma equacao
de movimento. No formalismo hamiltoniano, o estado de uma particula em um instante ¢ €
completamente determinado pelo conjunto de coordenadas generalizadas e momentos generali-
zados {q;(t), pi(t) }, ou seja, dado esse conjunto, todas as grandezas fisicas associadas ao sistema

podem ser obtidas. A evolugao temporal do estado € descrita pelas equagdes de Hamilton,
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Quando se trata de um sistema quantico, o ato de medir uma grandeza altera o estado

2.1)

do sistema. Por exemplo, se medimos a posi¢do de uma particula, o estado da particula serad
alterado, gerando uma incerteza na medida do momento. Essa alteracdo € descrita pela Eq. (1.2).

Portanto, nao é possivel determinar os estado de uma particula quantica em termos
do conjunto de posicdes e momentos. Entretanto, medindo vérios sistemas quanticos nas mesmas
condi¢des, podemos categorizar quais sao os possiveis valores de momento e de posi¢do que
uma particula quantica pode assumir. Com isso, faz-se necessaria uma descri¢do probabilistica

dos estados. Para essa descri¢dao, vamos apresentar como ponto de partida seis postulados.

Postulado 2.1.1 O estado de um sistema quantico isolado em um instante t é representado por

V).

um vetor unitdrio pertencente a um espago de Hilbert complexo €,

O primeiro postulado exige que o vetor de estado seja unitario, isso se deve ao fato
de os estados quanticos estarem associados a probabilidades e, por constru¢do, a soma ou, no
caso continuo, a integral, de todas as probabilidades deve ser igual a um. De forma equivalente,

podemos enunciar isso pela condi¢do de normalizagdo,

(wilyr) = 1. (2.2)
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Postulado 2.1.2 Toda quantidade fisica mensurdvel A é descrita por um operador Hermitiano

A agindo no espaco de Hilbert 7.

Uma das consequéncias mais importantes do Postulado 2.1.2 € que, dado que um
certo operador A é Hermitiano, é possivel construir uma base ortonormal do espago de estados

do sistema a partir dos autoestados de A,
<Vl”Vj> = 5,']'. (23)

Com isso, pode-se expressar qualquer vetor de estado |y) como uma série em termos

dos autoestados do operador A,
lv) =) cilvi). (2.4)
i

Postulado 2.1.3 O resultado da medida de quantidade fisica A so6 pode ser um dos autovalores

do operador A.

Postulado 2.1.4 Quando a quantidade fisica A é medida em um sistema em um estado normali-
zado |y), a probabilidade de medir um dos autovalores Ay é o médulo ao quadrado da projecio

do autovetor correspondente ao autovalor Ay no estado |y).

Se A; é o autovalor associado ao autoestado v; do observavel A, a condi¢do de normalizagio tem

como consequéncia a seguinte condi¢do para os coeficientes:

Z|c,-yz =1. (2.5)

Os coeficientes ¢; possuem uma interpretacdo fundamental na nossa descri¢ao probabilistica,
uma vez que estdo associados a amplitude de probabilidade de medir um determinado autovalor
correspondente aos autoestados. Entretanto, as amplitudes de probabilidade ndo podem ser
medidas diretamente, limitando as caracteristicas fisicas as probabilidades em si.

Se acrescentarmos uma fase ¢'?

ao estado inicial, a probabilidade de medir aquele
estado permanecerd a mesma. Ou seja, podemos dizer que W e ¢y representam o mesmo

estado fisico.

Postulado 2.1.5 Se a medida da quantidade fisica A em um sistema em um estado |y) tiver
como resultado o autovalor Ay, o estado do sistema imediatamente apds a medicdo é a projecdo

normalizada do estado W no subespago gerado pelos autovetores com autovalor Ay.
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Postulado 2.1.6 A evolugdo temporal de um estado qudntico | ;) € descrita pela equagdo de

Schrodinger, onde H é um operador Hermitiano associado a energia total do sistema .
.0 n
i |v) = Hlw) (2.6)

Esta € uma equacdo diferencial de primeira ordem, cuja solucdo € uma exponencial

do operador Hamiltoniano:

yi) = e i |y 2.7)

Dado que existe uma descricao tedrica robusta para os estados de uma particula
quantica, surge naturalmente a pergunta: Podemos construir uma teoria quantica andloga para
um sistema de muitas particulas?. A resposta para essa pergunta € sim; entretanto, temos que
impor algumas condi¢des adicionais.

Para isso, € preciso construir o estado do sistema de muitas particulas. Podemos
fazer isso expandindo a fun¢do de onda de muitos corpos em termos de um conjunto completo

de funcdes de onda de uma particula, incorporando, assim, mais um postulado.

Postulado 2.1.7 O espaco vetorial do sistema de muitas particulas é o produto tensorial dos

espagos de estados de particula unica.

H(muitosfcorpos) =H QH,®---QHy. (2.8)

A escolha do postulado 2.1.7 para esse caso justifica-se principalmente porque a
dimensdo do espago gerado pelo produto tensorial é o produto das dimensdes dos espacos
individuais. Por exemplo, considere uma particula quintica que tem 2 estados possiveis, |Vv;)
e |v2). Entdo, o espago de Hilbert desse sistema tem dimensdo 2, e o estado quantico é uma

superposicao desses estados:

ly) =ci|vi) +c2|va). (2.9)

Agora, considere duas particulas idénticas onde cada uma tem 2 estados possiveis,
|vi) e |v2). Os estados compostos possiveis sdo {(vi, Vi), (V2, Vi), (Vi, V2), (V2, V2)} e a
dimensao do espaco de Hilbert é 4. Ou seja, se um sistema € composto por S subsistemas, cada

um dos quais com R resultados possiveis para uma medi¢do, entdo o sistema composto € descrito



23

por RS resultados possiveis. No estado composto das duas particulas, precisamos considerar

todas as combinacdes possiveis de estados:
W) = Ay v [V 1@ [VI)2 Ay v [V2) 1 @ V)2 +Av v, [VI) 1@ [V2)2 +Av, v, [V2) 1 @ V2)2. (2.10)

Usando a ortonormalidade e a relacdo de completeza, também € possivel escrever a
funcdo de onda muitas particulas da seguinte forma (Altland; Simons, 2010):
V(X1,X,...,%) = Z Ay, vo,v Wy (1) W, (X2) -y, (7). (2.11)
Vi1,V2,--, Vi

Ao permutarmos duas particulas, a condi¢ao de normalizagdo para o estado de muitas

particulas garante que esse dois estados devem diferir em apenas uma fase,
A - = ~ ~ — i0 - - ~ ~ —
ij(xl,xz,...,Xi,...,xj,...,xN):e l//(xl,xz,...,xj,...,xi...,xN). (2.12)

Em um sistema quantico, as particulas sdo indistinguiveis, e portanto a norma da
fun¢do de onda deve continuar a mesma apds a troca de posicdes, ou seja, existem apenas dois
valores permitidos para ¢'?. A forma como o estado muda quando trocamos as posi¢des de duas

particulas define duas categorias de particulas idénticas: quando ¢?® = +1, trata-se de um estado

bosonico, e quando ¢'® = —1, 0 estado é fermidnico. Em outras palavras,
Pijl//()?l,)_c'z, o X, ,)~(j,.. . ,)?N) =+41- W(fl,fz,.. . ,)~(j,...,3~(i. .. ,fN) (Bésons)
Pijl//(xl,xz,...,f(i,...,ij,...,)_c’N) =—1- l//(xl,xz,...,ij,...,ii...,xN), (Férmions)

onde P j € 0 operador permuta¢do entre uma particula de cordenadas x; e uma particula com
coordenada x;.

Analogamente, podemos dizer que o espago vetorial dos estados de N particulas
possui dois subespacos: um para estados fermidnicos e outro para bosdnicos. Assim, precisamos
construir um operador que projete o estado geral no subespaco que corresponde a represen-
tacdo desejada, isso € feito através do operador de simetrizacdo para bosons e operador de

antisimetrizagdo para fermions,

. 1

S, =— VY P (2.13)
N

G | Y sgn(P)P. (2.14)

VNS, ’ .
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em que sgn(P) representa o sinal da permutac@o, sendo igual a +1 se P for uma permutag@o par
e —1 se P for uma permutacdo impar.

Como o foco deste trabalho € realizar um estudo apenas para bésons omitirei o
desenvolvimento para o caso antissimétrico daqui em diante.

A aplicacdo do operador de simetrizacdo a funcdo de onda de N particulas pode ser

representada de forma simplificada em termos do permanente ( |.|),

Yy, (fl) IVVz(fl) lI/V[\/()_C)l)
Wy, (—»2) l/]\/z(_’z) T II/VN<_’2)

X B 1
S—%—\Pv(muitosfcorpos) (xi) = W (2.15)

Vo (X)W (En) - Wy (Xv) N

Conhecendo os estados e levando em conta os postulados mencionados aqui, temos
uma descri¢do completa para o sistema de N particulas. Entretanto, para um sistema com
um numero de particulas muito grande, o cdlculo da funcdo de onda de muito corpos em
primeira quantizacdo se torna inconveniente, pois geralmente ndo estamos interessados na
posic¢do particular de cada particula, ja que se trata de um sistema de particulas indistinguiveis,
mas sim no nimero de particulas que ocupa cada um dos estados. Essa redundancia € superada

quando usamos a representacdo em segunda quantizagao.
2.1.2 Descricdo em segunda quantizagc@o
2.1.2.1 Operadores de criagcdo e aniquilacdo

Dentre as solugdes analiticas da equagdo de Schrodinger, talvez a mais importante
seja para o potencial harmonico. Sua relevancia estd no fato de que quase qualquer potencial
suave pode ser aproximado por um oscilador harmdnico préximo a um ponto de minimo local.
Além disso, outra razdo que refor¢a sua importancia € o fato de que ao resolver o problema
do oscilador harménico quantico pelo método algébrico, podemos definir dois operadores ndao
hermitianos, normalmente chamados de operadores de abaixamento e levantamento, os quais
possuem caracteristicas muito similares aos operadores de criacdo e aniquilagdo que serao
essenciais para a construcao do formalismo de muitos corpos em segunda quantizacdo, tema da

préxima sessao.
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O Hamiltoniano para um potencial harmonico é

2 2 2

p mw=q
H="— .

2m+ 2

(2.16)

Como definido pelo Postulado 2.1.2, os observéveis quanticos sdo representados por operadores.

Nesse caso, as varidveis p e q sao substituidas pelos operadores p e X, definidos respectivamente

como

d
p=ih—: 2.17
p=inas (2.17)
£=x (2.18)

Assim, a equagdo de Schrodinger independente do tempo, para o oscilador harmonico quantico é

HIV _ (152 sz)’C\z

R )l//:El//. (2.19)

Por simplicidade, reescrevemos o Hamiltoniano em termos de operadores que o

tornam adimensional,

) 1
5 52, 2.20
2wt (2.20)
g m? o 2.21)
= 2hwx . .

Para um dado nimero complexo z = & + if3, seu médulo ao quadrado é escrito em

termos do quadrado de seu coeficientes reais a e f3,

P=7z=(a—iB)(a+iB)=a*+p>—i[B,q (2.22)

sendo o produto de niimero reais comutativo, entdo [, a] = 0.
A partir disso, surge a ideia de tentar escrever o Hamiltoniano em termos de um

operador e seu conjugado transposto. Para fazer isso com os operadores definirei um operador

N=a'a (2.23)
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a partir dos operadores P e X,
N=(P+iX)(P—iX)=P*+X>+i[X,P]. (2.24)

A diferenca desse caso para o caso do médulo quadrado de um nimero complexo € que operadores
nem sempre comutam entre si. Pela definicao das Egs. (2.17) e (2.18), ou simplesmente pelo

principio da incerteza, temos

1 mw? i
X,P| = x,pl=—=. 2.25
X7l V2mhw V 2hw bx:p) 2 (2.25)
Portanto, o Hamiltoniano, em termos dos operadores de criagdo e aniquilagdo é
1
H = hw (&d* + 5) : (2.26)

Tendo definido os operadores de abaixamento d e levantamento @' e conhecendo a

relagdo de comutacdo [X,P| = %, podemos calcular as relagdes de comutagdo entre os operadores
[a,a" =1, (2.27)
[a%,a") = [a,a4] = 0. (2.28)

Usando as as relagdes de comutagdo entre os operadores de criacdo e aniquilagdo, podemos

calcular as relacdes de comutagdo com o Hamiltoniano

1 . .
H,d] = {hw (&&T - 5) ,a] = hw (&[&* d]+ [a,a]aﬂ) = _hwa (2.29)
1
H,a'] = [hw (ddT - 5) ,aﬂ — hw (a[&T,&T] + [d,cﬂd) = hwa' (2.30)

Expandindo o comutador do Hamiltoniano com o operador de abaixamento, obtemos

Hay, = —hway, + akE,y, = (E, —hw)ay,, (2.31)

ou seja, a aplicacdo do operador @ em um autoestado n gera um decaimento para o autoestado de
energia diminuida por 7iw.
Analogamente, a expansao do comutador do Hamiltoniano com o operador de

levantamento gera

Ha'y, = hwd v, +a"E w, = (E, 4+ hw)a' y,. (2.32)
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Se yy € autoestado de energia mais baixa, devemos impor que ayy = 0,
ayo = (P+iX)yp = 0. (2.33)

Dessa forma, podemos usar essa relacao para encontrar a forma geral de yg subs-
tituindo as defini¢des dos operadores P e X, escritas nas Eqgs. (2.20) e (2.21). A partir dessa

substituicao, encontramos a equacao diferencial

% - —%x, (2.34)
cuja solugdo geral é dada por:

WLWX2
Vo = Aexp (— o ) : (2.35)

em que A € uma constante de normalizagdo.

A aplicacao do operador de levantamento no estado fundamental tem como autovalor
o primeiro estado excitado, e cada nova aplicacdo gera a energia do estado posterior, aumentando
a energia por Aiw, assim o n-ésimo estado quantico desse sistema deve ser proporcional a n

aplicacdes do operador de levantamento no estado fundamental,

Vo = An(d")" w0, (2.36)

onde A, é uma constante de normalizagdo.
A expectativa agora é de que possamos definir operadores de criagdo e destrui¢ao
de uma particula num dado estado de um sistema de muitos corpos em analogia aos estados de

levantamento e abaixamento que definimos aqui.
2.1.2.2 Representacdo de estados e operadores em segunda quantizagcdo

O postulado 2.1.1 estabelece que um sistema quintico em um tempo t € um vetor
unitdrio pertencente a um espago vetorial complexo. Na representacdo em segunda quantizagao
esse espaco vetorial complexo passa a ser o espago de Fock. Os estados no espaco de Fock sao

dados pela especificagdo do numero de particulas em cada estado, sendo representado por:

Ry, My ooy yy) (2.37)
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onde ny, € o nimero de particulas no estado v;.
Com isso, a soma das particulas em todos os estados deve ser igual ao nimero de

particulas do sistema,

Y v, =N. (2.38)

Na secdo anterior, mostramos que a aplicacao do operador criagao cﬂk,j aumenta o

estado da particula |v;) em um estado quantico, isso implica que

ay ;) o Iny, +1). (2.39)

Da mesma forma, mostramos que a aplica¢ao do operador aniquilagéo dy; diminui o

estado da particula |v;) em um estado quantico,
dy;|ny;) o< |ny; — 1), (2.40)

Aplicando o operador de criagdo ao resultado da aniquilacao, obtemos um estado proporcional

ao estado original,
ay av,|ny;) o ny,). (2.41)

O operador &'v].civ ; € exatamente o operador Ny que definimos na se¢do 2.1.2.1. Denotaremos a

constante de proporcionalidade da Eq. (2.41) como sendo ny,,
N‘I’ZVJ) - nv]‘nvj> (2.42)

O fato de que as particulas sdo idénticas implica que a ordem em que duas particulas
sdo criadas ou aniquiladas ndo gerard como consequéncia uma diferenca no estado do sistema
no cendrio em que uma € criada enquanto a outra € aniquilada, a ordem em que isso ocorre s
altera o estado do sistema quando os dois ocorrem em um mesmo estado. Essas caracteristicas
da aplicacdo dos operadores de criacdo e aniquilagdo sao traduzidas pelas relagdes de comutacao
dadas nas Eqgs. (2.27) e (2.28). A partir disso, derivam-se duas relagdes de comutagdo para o

operador ij,

[y, ] = al, ; (2.43)

[ij,aAvj] — _dvj. (244)
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Aplicando o operador ij em dy, \nvj) e utilizando a Eq.(2.44), temos que
ij (@vj|”v_,>) = (@vJij —&vj)|nvj> = (”vj - 1)(aAvj|”\{,~>)- (2.45)

Isso mostra que dy; |ny;) € um autovalor de de Ny, com autovalor (ny, —1).

Da mesma forma, aplicando o operador ij em &f,j. \nvj> e utilizando a Eq.(2.44):
Nv,( vilnv;)) = (a 7 Nv, +aj Dlny;) = (ny, + 1)(&$‘j|n\{,~>) (2.46)

Isso mostra que dij [ny;) € um autovalor de de Ny; com autovalor (ny,; + 1).
Com isso, € possivel mostrar que as constantes de proporcionalidade na aplicacdo

dos operadores de criagcdo e aniquilacao sdo:

Ay, ]nvj NS ]nvj (2.47)

ay Iny,) = \ /v, + 1|an. +1). (2.48)

Ou, de maneira geral,

(a3,)™110) = \/ny,!ny,). (2.49)

Ainda, se quisermos manter a descri¢cdo em termos dos operadores de criacdo e ani-
quilagdo mas com uma representacdo em termos das posi¢des definimos os operadores de campo
quanticos ¥ (x) e ¥(x), que criam e aniquilam particulas em uma posigio x, respectivamente.

Eles sao definidos como

i) =Y vy (x)ay; (2.50)

(0) =Y w(x)ay. (2.51)
\
O Hamiltoniano geral € escrito como
H=K+V+U, (2.52)

onde os termos do Hamiltoniano, escritos com operadores de campo, sao

. R d . .d_
V= / dx ' (x) V (x) P (x); (2.54)

o-1 a9 0w @)U =) by 2.55)
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2.2 Transformacio de Bogoliubov

Até aqui, desenvolvemos as ferramentas necessarias para uma descri¢do quantica
geral de muitos corpos. A partir de agora, vamos resolver um problema especifico de muitos
corpos usando o método aproximativo desenvolvido por Nikolai Bogoliubov (Bogolubov, 1947;
Bogoliubov, jul. 1958). Este método consiste em diagonalizar um hamiltoniano de um sistema
de muitas particulas a partir de uma certa transformacdo candnica. Nesta se¢do, focaremos
especificamente no procedimento de diagonalizacdo para uma hamiltoniana simplificada, onde as
varidveis sdo tratadas como nimeros complexos, sem inicialmente considerar o significado fisico
especifico de cada parametro. O tratamento usando os parametros fisicos explicitamente sera

desenvolvido na se¢@o subsequente. Assim, iniciaremos com o Hamiltoniano de Bogoliubov,

Hpoe = B(a*a)+y(a*a* +aa). (2.56)

Para diagonalizar o Hamiltoniano, introduzimos novos operadores a e a* através de
uma transformacao linear, conhecida como transformagdo de Bogoliubov. Essa transformacao ¢

dada atrdves das Egs. (2.57) e (2.58).

b=u-a+v-a* (2.57)

b*=u-a"+v-b (2.58)

Para que o processo de diagonalizacdo ndo altere as equagdes obedecidas pela Hamiltoniana de
Bogoliubov, devemos impor que essa transformacgao seja candnica. Isso acontece apenas se 0

determinante da matriz de transformagdo for igual a um, o que nos leva a condicao,
ul> = > =1. (2.59)
Dessa forma, uma escolha natural para parametrizacdo de u e v seria:

u(0) =cosho,
(2.60)
v(6) =sinh 6.

Com esta parametrizagdo, a condi¢do Eq. (2.59) € imediatamente satisfeita, pois

cosh?*(0) — senh?(0) = 1. (2.61)



31

Escrevendo o Hamiltoniano em termos das novas variaveis, temos

H = [B (cosh® 6 +sinh? 6) — 4y (cosh 6 sinh 6)] bb" 2.62)
(2.

+ [~ (cosh B sinh 6) + 7 (cosh” 6 +sinh? 0) ] [b* +b*?] .

Diagonalizar o Hamiltoniano significa reduzi-lo a forma H = € - bb* . Para que isso

ocorra, devemos escolher o valor de 0 tal que os termos nio diagonais se anulem. Essa condi¢ao

implica

B (cosh@sinh @) = y (cosh” 6 +sinh*6) . (2.63)
Utilizando as identidades trigonométricas hiperbdlicas,

cosh(26) = cosh?(6) + sinh?(6); (2.64)

sinh(20) = 2sinh(60) cosh(H); (2.65)

podemos escrever o cosh® em termos do senh0,

cosh(20) = %sinh(29). (2.66)

e, pela relacdo dada pela equacao 2.61,

sinh(20) = ([3_2 — 1) o (2.67)
172 . .

Assim, podemos substituir no coeficiente ndo nulo do Hamiltoniano o cosh 6 e o sinh 6 em

termos de 3 e . Com isso, a Hamiltoniana de Bogoliubov finalmente pode ser escrita em sua

forma diagonal,

Hpog = & - bb", (2.68)
onde
[ Iy 1/2
— _—(B%2—4 . 2.69
€ 2y(ﬁ Y) (2.69)

2.3 Espectro de excitacio para um sistema de Bosons fracamente interagentes

No artigo em que Bogoliubov desenvolveu seu método aproximativo pela primeira
vez, ele buscava demonstrar fisicamente que um gis de Bose-Einstein pode exibir o fendmeno
da superfluidez. Para isso, utilizou o método da segunda quantizacdo combinado com seu

procedimento de aproximag¢do demonstrado na se¢do anterior.
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No periodo em que Bogoliubov publicou seu trabalho, ja era bem conhecida a
ideia de Landau de postular a existéncia de excitacdes coletivas, fonons e rotons, para explicar
o comportamento superfluido. Bogoliubov mostrou que, no caso de interagcdes moleculares
suficientemente pequenas, os estados de baixa excitacdo do gas podem ser descritos como um
gds de Bose-Einstein perfeito composto por "quasi-particulas" que representam as excitagdes
elementares.

A condensacao de Bose-Einstein ocorre quando hd uma ocupacdo macroscopica
de um estado quantico quando o sistema € resfriado a temperaturas muito préximas do zero
absoluto, ou seja, o nimero de particulas ocupando esse estado deve ser da ordem do niimero de
Avogadro.

No caso ideal de um gas de bésons ndo interagentes, todas as particulas do sistema
ocupam o mesmo estado quando a condensacado ocorre, de modo que o nimero de particulas
condensadas Ny € exatamente igual ao nimero total de particulas do sistema (Ny = N). Entretanto,
se as particulas forem fracamente interagentes, essa relacao é apenas aproximadamente valida,
ou seja, grande parte das particulas do sistema estd condensada, mas hd uma pequena fragio 6N
que se encontra em outros estados. Para aplicarmos o método de Bogoliubov vamos considerar
um sistema de N moléculas monoatdmicas idénticas fracamente interagentes em um volume
macroscopico v, sujeitas a estatistica de Bose-FEinstein.

Sabendo que o nimero de particulas pode ser escrito em termos dos operadores de
criacdo e aniquilagcdo de acordo com a Eq. (2.23), torna-se conveniente separd-lo em um termo
condensado (i = 0) e um termo nao condensado (i # 0),

N =alao+ Y ajar = No+8N. (2.70)

k#0
Como estamos tratando de uma ocupacao macroscopica do estado condensado Ny >> 1. Agora,

analisaremos como fica a relacdo de comutagdo de &8&0 nesse caso,

aldo|No) = No|No), Q2.71)

a0} |No) = (No+1).|No) = No|No) (2.72)
o que implica que

@}, o] = 0 @7
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Ou seja, para esse caso € razoavel tratarmos dge dp como apenas ndmeros ignorando sua nao
comutatividade,

At s

4y = do = /No. (2.74)

Na auséncia de potencial externo (V (r) = 0) , o Hamiltoniano do sistema, em termos

do formalismo da segunda quantizagdo, € escrita como

H = ﬁcin +ﬁint (2.75)
em que

. h? ;
Auni= 5 / vy (0 Vi (r) (2.76)
€

A =5 [ (097 ()0 (e =)o), @77)

onde U (r) é o potencial de intera¢do entre os bosons.

Nosso objetivo daqui em diante serd reescrever a Hamiltoniana desse sistema no
formato de um Hamiltoniano de Bogoliubov. Este cdlculo serd realizado em duas etapas:
resolveremos separadamente o termo cinético e, depois, o termo de interacdo. Como primeiro
passo, vamos expandir os operadores de campo em termos das autofun¢des normalizadas do

operador momento de uma particula:

1
ii(r)=—=Y e P/ (2.78)
Vv Zp: 0
1 ipr/hs
= . 2.79

Substituindo as expansoes (2.78) e (2.79) em (2.76), vale que

1> 1 ./ 1 .
= |a - —ip’r/h A’r/ V2 . ipr/h A
ol <ﬁ§e W)V A

ZZ 4 //dre—ip’~r/h V2 (eipr/h) )

(2.80)

2mv
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A aplicacdo do laplaciano na fungdo ¢PT/M resulta simplesmente na prépria funcao

2
vezes um fator —’7;—2, portanto

ZZ - iy [areteerm, 2381)
Resolvendo a integral, chegamos a forma final da parte cinética da Hamiltoniano:
R i) ZIPS N
H,, = ZZ > p 0= Z 2, app- (2.82)

Seguindo o mesmo procedimento adotado para o termo cinético, substituimos os

operadores (2.78) e (2.79) na parte de interagdo da Hamiltoniana:

Hiy = v22 ZaPZZamZam/dre ~P1tp3) r/h/dl"U ei(=P2tpa) T /B (2.83)

P1 P2 P3

Se introduzirmos a coordenada relativa R = r’ —r, a integral sobre 7 pode ser

reescrita como proporcional a transformada de Fourier do potencial U _p2+p4-

/dr/U(r_r/)ei(—pz+p4)~r’/h — ei(_P2+P4)'r/h/dRU(R) o (—P2+pa) R/A

(2.84)
= 07p2+p4 ei(7p2+p4)'r/h
Portanto,
a,, = v2 Z pz Zap3 Zap4U—p2+p4 /dre —P1—P2+p3+ps) /N0
P1 P2 P3 P4 (2.85)

Z Z Z Z apy pzal’s ap,U_p2+p4 5—171 —p2+p3+ps,0
pl P2 P3 P4

Vamos agora analisar individualmente cada caso da soma, considerando a restricao

imposta pela fun¢ao delta de que os termos ndo nulos devem satisfazer p3 + ps — p1 — p2 =0.



Termo condensado (2]_ &gdgdodo
2\ pr=p2=0;p3=p=—p4
U,
. 2 aoao Zps«éo dpd—p
Termos antissimétricos

31 p3=ps=0;p1=p=-—p2
Up . . i
anao Y p+0 az,aip

4|1 pi=p3=0,pr=ps=p

U_

P A AT A
2 aoaO Yp+0dpdp

5/p1=ps=0;pp=p3=p
Termos simétricos %%ao Lp#0 apap
6| p2=p3=0;pr=ps=p
(2]‘, a(T)dO Lp40 &lﬁdp

p2=ps=0; p1 =p3
0o .+ .
N - Gydo Lp+0 aIT,ap

=p

Tabela 1 —Classifica¢do dos termos da interacdao H;,; por categoria

Utilizando a defini¢ao para os operadores de cria¢do e aniquilacdo dada na equacdo

2.74 nos termos contidos na Tabela 1 podemos reescrever a H;,; da seguinte forma

UoNg UpNo [ .4 4
> p;() > (I, +apa_p—|—4a ap>

H;

nt —

(2.86)
Usando a Eq. (2.70) vamos expandir Ny em termos de N e 0N, pelo argumento

de que grande parte das particulas do sistema estd condensada iremos desprezar termos com
poténcias maiores que um de 6N, de modo que

(2.87)

35
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Comparando com hamiltoniano de Bogoliubov, temos

2
g=Pr_ L &P (2.88)
2m v
y=58P (2.89)
2v

Substituindo essa defini¢do de f e ¥ na equagédo 2.69, obtemos que

h2k2 h2k2 _ 1/2

2.4 Critério de Landau

Landau mostrou que, desde que o espectro de excitacdo cumpra determinadas condi-
¢oes, o fluido pode se mover sem dissipar energia (Landau, 2018). Veremos que essa condi¢ao
relaciona superfluidez a condensados de Bose-Einstein por meio do comportamento da dispersao
de Bogoliubov.

Um fluido comum sofre forcas de atrito com a paredes do recipiente em que estd
contido, e entre partes do préprio fluido, convertendo parte da energia cinética em energia térmica.
O superfluido, no entanto, caracteriza-se por apresentar viscosidade nula, o que significa que a
dissipacdo cléssica de energia ndo ocorre. Se o fluido perde sua caracteristica de superfluidez,
o cisalhamento entre partes do fluido sera possivel, o que permite que ocorram ondulagdes
de densidade no fluido, e isso ocorre se hd criacdo espontanea de quasiparticulas. Portanto, o
critério para determinar se a energia do superfluido pode ser dissipada consiste em verificar se €
energeticamente possivel a criacdo espontanea de quasiparticulas.

Consideremos que esse fluido em questio possui um espectro de excitacao &, que
corresponde a relagdo energia-momento no referencial de repouso do superfluido. O préximo
passo € analisar se a energia € 0o momento sdo conservados em um processo de criagdo de uma
quasiparticula.

As quasiparticulas sdo criadas espontaneamente quando €, atinge seu valor

minimo. €,;,5) 8O se torna negativa quando a energia de excitacdo no referencial do laboratorio,

Ep(lab) = Ep(fluid) —P-W (2.91)
satisfaz a condi¢cao

gp(fluid) —p-w< 0 (292)
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O valor mdximo de p - w ocorre quando w e p sdo paralelos, o que implica que
Ep(flui
p(fluid) <w (2.93)

A velocidade critica é definida como o menor quociente entre a energia das excitacoes

€p(fluid) © Seu momento p, considerando todos os momentos p possiveis.

€ ui
—p“; d) (2.94)

Werip = min
p
Abaixo da velocidade critica, ndo ha maneira de criar quasiparticulas e a0 mesmo
tempo manter a conservagao da energia. Se a velocidade do fluido for maior que a velocidade
critica, isso indica que o fluido possui energia suficiente para criar excitagdes rotacionais, ou
seja, para superar o gap de energia entre o estado superfluido e o estado normal
Aplicando o espectro de energia para bosons ndo interagentes na defini¢do de veloci-
dade critica, obtemos:
2
Werir = min (p—> —min(2) =0 (2.95)
p \2mp p \2m
Desta relagdo, conclui-se que condensados de Bose-Einstein ndo interagentes nao
podem exibir superfluidez, pois qualquer fluxo com velocidade v > 0 seria suficiente para causar
dissipagdo de energia.
Portanto, para estudar superfluidos precisamos tratar de um condensado de bdsons
interagentes: a determinac¢do da velocidade critica para a superfluidez do sistema é determinado

o espectro de excitagdes no referencial do fluido em repouso descrito pela relagao de dispersao

de Bogoliubov dada pela Eq. (1).

1 2 1/2
Weriy = min K-) <p— + ZpU)] (2.96)
p 2m 2m

O aparecimento de um estado cristalino esta relacionado a presenca de um minimo
local no gréfico do espectro de excitagdes do sistema em um vetor de onda finito k # 0, como
ilustrado na Figura 1. Dessa forma, se quisermos estudar esse estado superfluido devemos
escolher pardmetros que reproduzam essa condi¢ao. Nessa equagdo de dispersdo, o unico
parametro que pode assumir valores negativos € a transformada de Fourier do potencial, ou seja,
os valores minimos dessa equagio vio ser determinados a partir de U, o tamanho desse minimo

também € determinado pela densidade do fluido p.
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Figura 1 —Espectro de excita¢do de um sistema superfluido, para o qual ha um
comportamento linear & ~ k que domina em momentos baixos, enquanto um
minimo de energia (minimo do roton) ocorre no momento de energia A

€N

pY

Minimo de roton

Fonte: adaptado de (Pethick; Smith, 2008).

2.5 Equacao de Gross-Pitaevskii

A equacdo de Gross-Pitaevskii fornece uma descri¢do para um gés diluido sujeito a
estatistica de Bose-Einstein em baixas temperaturas. Para essa descricdo, usa-se a aproximagao
de Bogoliubov de que a maior parte das particulas se encontra no estado fundamental e, portanto,
os operadores de criacdo e aniquilagdo podem ser considerados nimeros reais. Com isso, 0
operador de campo dado na Eq. (2.50) é simplesmente substituido por um campo classico y(r),
chamado de parametro de ordem ou funcdo de onda do condensado.

Aplicando a substituicdo do operador de campo pelo parametro de ordem cldssico

no Hamiltoniano expresso em termos dos operadores de campo, Eq. (2.52), obtemos o funcional
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de energia para o sistema:

B w |dy(x)
Ely] = /dx (% dx

onde V representa um possivel potencial externo, normalmente usado para aprisionar os bésons

2

FV@IYPR+y0R [ iu<x—x'>|w<x’>|2,dx') SNCXY)

em uma regido do espaco.
Para garantir que a conservagdo do nimero total de particulas N seja satisfeita, a

func¢do de onda do condensado precisa ser normalizada:

N= / x|y (x) 2. (2.98)

Para incorporar essa restricdo no funcional de energia, utilizamos o método dos

multiplicadores de Lagrange:

Fly]=E[y] —uN. (2.99)

O estado fundamental corresponde a energia minima e, portanto, € encontrado

minimizando o funcional de energia:

OF
oy*

= 0. (2.100)

Tratando ¥ e y* como varidveis independentes no célculo variacional, obtemos a

equacgao de Gross-Pitaevskii independente do tempo:

h2
(Zm X2 +/ (x =) ¥ (x )!Z;dx/> ¥ (x) = ¥ (x). (2.101)
_hZ d2
(%Wﬂl(’c)) Fx) = p¥(x). (2.102)

Nas proximas se¢Oes, trataremos a equacgdo de Gross-Pitaevskii incorporando o

termo nao linear ao potencial V(x), reescrevendo-o como:
V(x) = V(x) + / U (x— )W) 2dx. (2.103)

Dessa forma, todo o tratamento numérico serd realizado utilizando uma equagao
equivalente a equagao de Schrodinger independente do tempo, mas com um potencial modificado

que inclui um termo nao-linear.
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3 METODOLOGIA NUMERICA

Nesta secdo, descrevemos as principais técnicas numéricas empregadas na construgdo
do nosso modelo. O método parte da discretizacdo da equagdo de Schrodinger, realizada por
meio de diferencas finitas, que converte os operadores diferenciais para uma representacao

matricial utilizada para a evoluir a funcdo de onda em tempo imaginario.

3.1 Método das diferencas finitas

A descri¢do matemdtica dos fendmenos fisicos € tradicionalmente expressa através
de equagdes diferenciais. Entretanto, a complexidade de muitos desses problemas torna fre-
quentemente impossivel ou impraticavel a obtengao de solug¢des analiticas exatas, tornando-se
necessdrias abordagens numéricas. O método das diferencas finitas (MDF) € uma técnica de
dicretizacdo que baseia-se em operagdes aritméticas bésicas e expansdes em série de Maclaurin.
Essa simplicidade torna o método atraente para discretizacao e resolucao de equagdes diferenciais
em diversos contextos, tanto lineares quanto ndo-lineares, independentes ou dependentes do
tempo (Powell, 2002; Maia; Gasparetto, 2003; Fuls; Mathews, 2004; Mattsson; Nordstrom,
2006; Moczo et al., 2007; Leveque, 2007; Bohmer, 2010; Monserrat, 2018).Tem-se mostrado
particularmente eficaz na solu¢cao numérica da equagao de Schrédinger como demonstrado em
(Soriano et al., 2004; Simos, 1998; Rossman et al., 2020; Delfour et al., 1981).

Por simplicidade, transformaremos a equacgao de Schrodinger independente do tempo

para sua forma adimensional tomando as substitui¢des:

h? 5
% =Ry rgop G.D
¥=—> . (3.2)
YBohr
V= Riy; (33)
_ E
E=—. (3.4)
Ry
(3.5)

Assim, a equacdo que buscamos discretizar €

dy(x)
dx?

+V(xX)y(x) =Ey(x). (3.6)
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A primeira etapa para aplicar o método de diferencgas finitas € discretizar o dominio.
Para isso, dividimos esse intervalo em um nimero especifico (.#") de pontos, e cada ponto sera

identificado por um nimero natural j multiplicado por um espacamento uniforme de Ax,
Xj=j*xAx (3.7)

A Figura 2 ilustra essa discretiza¢do, mostrando a distribui¢do uniforme dos pontos no intervalo

[O,L].

Figura 2 — Dominio unidimensional discretizado com .4~ de pontos espagados uniformemente
em um intervalo [0,L]

Qe . ? ) * ) [ e |
Ty I Ti-1 L5 Tip LN-1 TN

Fonte: Retirado de (Fontana, 2019).

A série de Maclaurin de uma funco Y1 = ¥(xj—;41) € definida como

dy (xip1—x)* d*y (xis1 —xi) Py
=W o — ) 2 3.8
Wit = Wit (s —xi) — x:xi+ TR TR x:xi+ (3.8)

€ para o ponto anterior x;_| como

dy (xi-1—x)* d*y (xio1 —xi) Py
= | —xj) — ... (3.9
l)‘/l 1 w + (xl 1 'x) dx - 2' dx2 . 3! dx3 e, + ( )

Subtraindo a Eq. (3.9) da Eq. (3.8), obtemos
(xip1 —xi-1)? | (xip1 —xi-1)? dy

Vi1 —Yi-1 = {(Xm —Xi_1) + X ER s 3l R e . (3.10)
(3.11)

No caso em que a diferenca entre os pontos do dominio discretizado € muito pequena,
os termos de ordem superior na série podem ser desprezados. Isso nos permite truncar a Eq.

(3.11) em primeira ordem e com isso obter uma aproximag¢do a derivada primeira na forma

ay| Vil — Vi

dx |, Xyl —Xi-1

(3.12)
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Essa expressdo € conhecida como a aproximacao por diferencgas finitas centradas.
Para calcular a segunda derivada, somamos as Egs. (3.9) e (3.8) e truncamos a

expressao resultante em segunda ordem obtendo que a segunda derivada em x; é

Py Wi = 2¥ Y
dx? |, Xit1+Xi-1

(3.13)

A aplicagdo da Eq.(3.13) em Eq.(3.6), resultando em uma forma discretizada da
equacao de Schrodinger dada por

_(‘l/i+l—21//i+‘//il

sz

para cada ponto x; no dominio discretizado.

)+, a1t

3.1.1 Construgdo dos operadores

Nesta secdo, utilizamos o método das diferencas finitas para discretizar os operadores
de energia cinética (K) e energia potencial (V), obtendo suas representacdes matriciais.

Vamos supor um problema em que as particulas estdo confinadas a se mover dentro
de um certo dominio, discretizado usando MDF em 4" pontos. Para resolver a equacdo de
Schrodinger em uma regido limitada, as condi¢des precisam garantir que a funcao de onda seja

nula nos limites do dominio. Em termos praticos, as condi¢des sao:

Yo=0 e yy = 0. (3.15)
Podemos escrever a equagdo 3.14 na forma

(&) Vit (;—xlz) (Vi1 +Vio1) +Vivi = EY; (3.16)

Expandindo em termos dos indices, podemos resumir a Eq. (3.16) como a soma dos operadores

K e V definidos na forma matricial.

O operador K, obtido pela implementagio do MDF no termo —%j—;, assume a
forma de uma matriz tridiagonal:
(2 —1 0 o0 0|
-1 2 -1 0 0
e 1 o -1 2 -1 0 (3.17)
AC 1o 0 -1 2 0
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onde os termos ndo nulos estao concentrados na diagonal principal e nas subdiagonais adjacentes.

O operador V, obtido pela implementa¢cdo do MDF no termo V (x), por sua vez, ¢ uma matriz

diagonal,
Vi 0 0 O 0
0O Vv 0 0 0
. 0O 0 V3 O 0
V= (3.18)
0O 0 0 W 0
O 0 0 0 --- W

Tendo construido as representacdes matriciais dos operadores, na secdo 3.2 usaremos essas

representacdes para descrever a evolucdo temporal dos estados quénticos.

3.2 Decomposicao de Suzuki-Trotter

As exponenciais de operadores sdo onipresentes em mecanica quantica, pois sao
capazes de representar rotacdes e translacOes espaciais e temporais. Embora na mecanica
quantica o tempo seja tratado como um parametro e nao como um operador, o Postulado 2.1.6
estabelece a no¢ao de uma evolucao temporal de um estado quantico descrita pela acdo de um
operador. Dessa forma, surge a ideia de definir um operador de evolucao temporal de um sistema

quantico, expresso pela Eq. (3.19).

T = exp <—%5rﬁ1) (3.19)

Este operador satisfaz as propriedades:

T =1 (3.20)

Tt +0)=Tt)T (). (3.21)

As propriedades descritas pelas Eqs. (3.21) e (3.20) garantem a conservagdo da
norma dos estados quanticos durante a evolucao temporal, assegurando que a interpretacdo
probabilistica da mecanica quantica seja preservada, e também estabelecem que aplicacdes

sucessivas de translagdes temporais se combinam aditivamente.
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Com isso, pode-se demonstrar que este operador fornece uma descricdo equivalente
a equacao de Schrodinger tradicional. A demonstragdo pode ser encontrada no capitulo 2 de
(Sakurai; Napolitano, 2013).

A Eq. (2.7) pode ser escrita em termos do operadores de K e V considerando
H = K +V. Como ji discutimos nas secdes anteriores, esses operadores em geral ndo comutam,

ou seja:

[K,V]=KV —-VK #0. (3.22)
Esta ndo-comutatividade implica que a exponencial da soma ndo pode ser simplesmente fatorada,
entao

e EAV) L =g K =V (3.23)
A diferenca entre estas expressoes ¢ dada pela férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (Zhang,

2017), que para intervalos de tempo O¢ resulta em:

eﬁl&éte*%f/&z — e*%( A+\7)5z+f§[1€,\7]6z2+~- (3.24)
Dado um operador A , sua exponencial pode ser expandida em série de Taylor como
A o An R A2
A=Y - =I4+A+—+-.-. (3.25)
= n! 2!

Com isso, podemos usar o método de Decomposi¢do de Suzuki-Trotter para afirmar
que o produto das exponenciais dos operadores é aproximadamente igual a exponencial da soma
deles. Para os fins deste trabalho serd mais conveniente usar a Decomposi¢do de Suzuki-Trotter
de segunda ordem, caso em que ao escrevermos os produtos simetricamente as exponenciais de
T e V. Utilizando a Eq.(3.25) para os coeficientes simetrizados,

e H e :H—i—(K+V)6t+ﬁ(5—t2) (3.26)
h n n?
e elevamos o produto das expansdes até primeira ordem, a n, pode-se escrever a Eq. (3.26) como

sendo uma expansao binomial:

NN n O k
o~ #Vt =i RSt ,— VSt H—i( +V)or\" _ y n! _L(K‘i'v)gt 1% (3.27)
k! n

=¥

/) n

:ké% (1_%) (1_%) <1_ (kj;l)) (—%(k+\>)5r)k. (3.28)
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Dessa forma, para o limite n — oo concluimos que:
e —ikor —iver _ v L (i e ons\!
e RV OleThROeTRY O = Y — —E(KJFV)& : (3.29)

Reconhecendo forma a expansdo da série de Taylor do operador de evolugdo temporal na (Eq.
3.29), obtemos a forma final da aproximacao simétrica:
67%051 7%]&6[ 7%‘751‘ ~ e*%([&ﬁ“‘?)at. (330)

e e

Assim, a evolucdo de um estado quantico pode ser aproximada para

—i —i —i
Y (x,t+ Ot) =~ exp (z—hSIV) exp (75tT) exp (E&V) y(x,t). (3.31)

Veremos nas proximas secdes que isso vai nos permitir reduzir o processo de solucdo da equagdo
de Schrodinger dependente do tempo a resolucdo de sistemas matriciais para cada intervalo de

tempo.
3.2.1 Evolugdo temporal em tempo imagindrio

Na descrigdo analitica, os operadores possuem o fator £, e por causa disso terfamos
que tratar todo o problema em termos de varidveis complexas. Para ignorarmos a natureza
complexa do operador nos célculos numéricos, realizamos a substituicdo 6T = i - d¢, portanto, a

evolucdo temporal em tempo imagindrio € expressa como

—1 —1 —1
Y(x, T4+ 0T) ~ exp (ﬁSTV) exp (751’[() exp (ESTV) y(x,7). (3.32)

Note que calcular a evolucdo temporal € correspondente a aplicacdo de trés opera-
dores exponenciais em y(x, ) . Para determinar y(x, 7+ 87), dividimos o processo em trés
passos, cada um envolvendo a aplica¢do de um termo exponencial presente na Eq. (3.32).

1. A primeira aplicagdo € feita pelo operador exp (53 87V ), definido pela varidvel o,

C =exp <;—;5TV) y(x,1). (3.33)

Usando a defini¢do matricial de V dada na Eq.(3.18) o esse passo se reduz a multiplicacio

de uma matriz diagonal(V) por uma matriz coluna correspondente ao estado y.

2. A segunda aplicacdo ¢ feita pelo operador exp (_715 K ) em o, definido pela varidvel {

§=exp (%i&K) o, (3.34)
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onde se simetrizarmos { e aplicarmos a Decomposicdo de Suzuki-Trotter de segunda

ordem, teremos

-1 e*ﬁl&(ﬁ?
exp <751K> £~ ko €. (3.35)

Utilizando a Eq.(3.25) para os coeficientes simetrizados, € aproximando em primeira

ordem, obtemos

4 (1 +%61K> R~ (1 — Zl—h&K) c (3.36)
Dada a defini¢do matricial de K dada na Eq.(3.17) e a varidvel o obtida pelo passo 2 {
pode ser obtido através solucdo do sistema matricial descrito pela a Eq. (3.36).
3. A dltima aplicacdo € feita pelo operador exp (5—,16 ”L’V) em (, resultando finalmente em
v (x,t+61).
Conforme provado em (Chaves et al., 2015), uma funcdo de onda inicial arbitrd-
ria, quando propagada no tempo, necessariamente converge para a funcao de onda do estado

fundamental a2 medida que 7 tende ao infinito.
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4 RESULTADOS

Neste capitulo, discutimos uma escolha de potencial que permite observar modulagao
periddica na densidade de um superfluido alcangada na condi¢do de formacdo de um minimo de
roton na relacdo de dispersao calculada no Capitulo 2.

Além disso, utilizando a equagdo de Gross-Pitaevskii simplificada definida pela
Eq.(2.103), investigamos como esse sistema se comporta no estado fundamental. A solugdo
numérica desta equagdo foi obtida através da propagacdo em tempo imagindrio, cujo o método
numérico foi desenvolvido no Capitulo 3 deste trabalho.

Com isso, nossos resultados mostram que a escolha do potencial induz interacdes
negativas que criam um minimo de roton. A implementacdo do método numérico revela
modulacdes periddicas na densidade a partir de certos valores de potencial, caracterizando o

surgimento de um estado supersoélido.

4.1 Potencial Generalizado

Considerando o caso particular em que o potencial de interagdo entre particulas é

um potencial de contato,

86 (x), 4.1

a equacao de Gross-Pitaevskii fornece uma descri¢ao simples para condensados de Bose-Einstein,
com uma solugdo constante. Porém, essa escolha apresenta um problema quando desejamos
estudar a cristalizag@o no estado superfluido. Como discutido no Capitulo 2, para que ocorra
cristalizacdo, a transformada de Fourier do potencial de intera¢do deve assumir valores negativos
em algum intervalo de k, pois € a condi¢ao necessdria para o surgimento de um minimo de roton
no espectro de Bogoliubov. O problema € que a transformada de Fourier do potencial de contato
g0(x) é simplesmente a constante positiva g, que ndo pode produzir um minimo de roton.

Com isso, para estudar a cristalizacao no estado superfluido propomos uma ge-
neralizacdo do potencial de interacdo como a soma do termo de contato com um potencial
soft-core.

Consideramos neste trabalho como potencial soft-core uma fung¢ao retangular cen-
trada na origem com intensidade constante Uy dentro de um intervalo de largura 2a e que se

anula fora desta regido, como ilustrado na Figura 3.
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Figura 3 — Representacdo espacial da fungdo barreira para o caso em que o potencial tem
intensidade constante igual 1 dentro do intervalo [—0.5,0.5] e O fora desta regido.
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Fonte: Produzido pelo autor.

Com isso, o potencial generalizado assume a forma:
X
U = g8(x) + Uprect (-) , 4.2)
a
A transformada de Fourier deste potencial generalizado resulta em:
U (k) = g+ Upasinc (mtka) (4.3)

com sinc(x) = sin(x)/x. A Figura 4 ilustra o comportamento da transformada de Fourier deste
potencial, mostrando que contribuic@o oscilatéria do termo soft-core permite a existéncia de
regides com valores negativos. Na implementagdo nimerica U (k) é incorporado a evolugdo
temporal através da transformada répida de Fourier (FFT) e, em seguida para aplicacdo do
operador em termos da energia cinética retornamos ao espaco das posi¢des pela transformada
rapida de Fourier inversa (IFFT). Neste trabalho ndo irei entrar em detalhes dessa técnica pelo
fato de sua implementacdo em Python ser bem direta, para informacdes detalhadas consulte

(SciPy Community, 2024).
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Figura 4 — Transformada de Fourier do potencial generalizado em fung¢ao de k para g = 100,
a =1 e para Uy = 0 (preta), 300 (azul), 900 (verde) e 1500 (vermelha) e 1577 (roxa).
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Fonte: Produzido pelo autor.

No Capitulo 2, mostramos que o espectro de excitacdes é dado pela Eq.(2.69). Ao
aplicarmos a transformada de Fourier do potencial generalizado nessa equacdo e plotando a
energia do espectro de Bogoliubov para este potencial, encontramos o comportamento descrito
na Figura 5, o qual exibe de fato uma parte linear em momentum baixo (também conhecido

como estado de fonon do espectro) e um minimo de roton.
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Figura 5 — Grafico do espectro de excitagdo de Bogoliubov para g =100, a=1,p=1,m=1e¢
para Uy = 0 (preta), 300 (azul), 900 (verde) e 1500 (vermelha) e 1577 (roxa).
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Fonte: Produzido pelo autor.

Note que os valores de minimo local no grafico de dispersdo ocorrem para |k| entre 3
rad/A e 6 rad/A, correspondente ao intervalo transformada de Fourier do potencial generalizado
ilustrado na Figura 5 assume valores imagindrios, assim como esperado no desenvolvimento

tedrico. Além disso, o valor de Uy = 1577 meV € o limite antes que o &, torne-se imaginario.

4.2 Evolucao temporal para o estado fundamental

Considerando a simplificacdo descrita pela Eq.(2.103), o potencial aplicado na
Eq.(3.18) deve ter um termo de potencial externo mais outro termo de interacao entre as particu-
las. Tratamos agora um sistema quantico confinado em um pogo de potencial infinito !, com
interacdes entre particulas descritas pelo potencial generalizado discutido se¢do anterior.

Com base na metodologia desenvolvida no Capitulo 3, realizamos a evolucao tem-
poral em tempo imgindrio até a convergéncia do estado fundamental do sistema. A Figura 6
mostra o perfil de densidade |w|? em funcio de x para quatro valores de Uy apés a convergéncia

do estado fundamental do sistema.

I A implementagio numérica aproxima um pogo infinito utilizando potenciais finitos muito maiores que os

parametros que caracterizam o sistema.
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Figura 6 —Perfil de densidade de um sistema interagindo através do potencial generalizado no
espaco real. (a) Uy = 0 (amarelo): estado sem modulacdo de densidade. (b) Uy = 1500 (roxo):
surgimento de tendéncia de cristalizagdo. (c) Uy = 2000 (verde): aumento significativo nas
modulagdes de densidade. (d) Uy = 3000 (azul): formacdo de modulacdo periddica bem definida.
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Fonte: Produzido pelo autor.

Conforme ilustrado na Figura 6(a), para Uy = 0 recuperamos o estado fundamental
do sistema, onde a auséncia de interacido faz com que a forma da fun¢do de onda se reduza a
solucdo da equacao de Schrodinger para um poco infinito, sem modulacdes de densidade. A
solucdo de uma equagdo de Gross-Pitaevskii neste caso seria na verdade uma constante, mas
as condi¢Oes de contorno impostas aqui obrigam a fun¢do Yy a atingirem zero nas bordas do
problema.

Na Figura 6(b), observa-se tendéncia de cristalizacdo antes dos valores de potencial
onde &, torna-se imagindario. A regido préxima as bordas do sistema ja exibe indicios de uma
transi¢cdo para uma fase supersélida, com picos de densidade se formando nas proximidades do
limite do poco para Uy = 1500. Essa tendéncia se intensifica com o aumento de Uy, como pode
ser observado na Figura 6(c). Por fim, na Figura 6(d), verifica-se que para Uy = 3000, emerge

uma modulagdo periddica bem definida, caracteristica do estado supersoélido.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, apresentamos os fundamentos tedricos para investigar a formacao
de cristalizacdo em sistemas superfluidos. Para isso, introduzimos uma descri¢do quantica de
muitos corpos e, a partir dessa descri¢do, estabelecemos a relacdo de Bogoliubov através de uma
aproximagao para os operadores de criacdo e aniquilacdo, além de descrevermos o critério de
Landau para superfluidez. Essa descri¢do permitiu caracterizar as condi¢des necessarias para o
aparecimento de cristalizacdo em superfluidos.

A andlise tedrica indicou que a formacgao de uma fase supersoélida esta ligada ao
aparecimento de uma instabilidade caracterizada por um minimo de energia em momento finito.
Para reproduzir o critério da formacgao de uma fase supersélida, construimos um modelo numérico
em Python que faz a evolugdo temporal da equacdo de Gross-Pitaevskii independente do tempo,
aproximando a evoluc@o temporal simetricamente através de produtos de exponenciais pela
Decomposi¢do de Suzuki-Trotter, utilizando uma generaliza¢do do potencial de interacdo como
a soma do termo de contato com um potencial soft-core.

Aplicamos a evolu¢do em temporal via propagacdo em tempo imagindrio e obtivemos
o estado fundamental do sistema, cujos resultados confirmaram a forma¢do de um padrdo
cristalino na distribui¢do de densidades de particulas no sistema superfluido, o que indica a
formacdo de um supersélido.

Como perspectivas futuras, pretendemos estender o método para o caso bidimensio-
nal para estudar sistemas bidimensionais de condensados de bosons. Com isso, iremos buscar
situacdes reais onde as interagdes entre bdsons podem ser descritas por um potencial soft-core,
em busca de sistemas onde a cristalizacao do condensado pode ser observada e possivelmente

controlada.



53

REFERENCIAS

ALTLAND, A.; SIMONS, B. D. Condensed matter field theory. [S. /.]: Cambridge university
press, 2010.

ANCILOTTO, F.; ROSSI, M.; TOIGO, F. Supersolid structure and excitation spectrum of
soft-core bosons in 3d. arXiv preprint arXiv:1309.2769, 2013.

BOGOLIUBOYV, N. A new method in the theory of superconductivity. Soviet Physics Jetp,
v. 34, n. 7, p. 41— 46, jul. 1958.

BOGOLUBOV, N. On the theory of superfluidity. Journal of Physics, v. 19, n. 4, p. 23 — 32,
1947.

BOHMER, K. Numerical methods for nonlinear elliptic differential equations: a synopsis.
[S. L]: OUP Oxford, 2010.

BRUUS, H.; FLENSBERG, K. Many-body quantum theory in condensed matter physics:
an introduction. [S. [ ]: Oxford university press, 2004.

CHAVES, A.; FARIAS, G.; PEETERS, F.; FERREIRA, R. The split-operator technique for
the study of spinorial wavepacket dynamics. Communications in computational physics,
Cambridge University Press, v. 17, n. 3, p. 850-866, 2015.

CHESTER, G. Speculations on bose-einstein condensation and quantum crystals. Physical
Review A, APS, v. 2, n. 1, p. 256, 1970.

CINTL E; JAIN, P.; BONINSEGNI, M.; MICHELLI, A.; ZOLLER, P.; PUPILLO, G. Supersolid
droplet crystal in a dipole-blockaded gas. Physical Review Letters, APS, v. 105, n. 13, p.
135301, 2010.

COHEN-TANNOUDII, C.; DIU, B.; LALOE, F. Quantum mechanics: Volume 1: Basic
concepts, tools, and applications. [S. [.]: Wiley-VCH, 1986.

DELFOUR, M.; FORTIN, M.; PAYR, G. Finite-difference solutions of a non-linear schrodinger
equation. Journal of computational physics, Elsevier, v. 44, n. 2, p. 277-288, 1981.

DELFT, D. V.; KES, P. The discovery of superconductivity. Physics today, AIP Publishing,
v. 63, 1.9, p. 38-43, 2010.

EINSTEIN, A. Sitzungsberichte der preussischen akademie der wissenschaften i, 3—14 (1925).
A traducao deste trabalho foi feita na Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 27, p. 113,
2005.

FONTANA, E. Introducio ao método de diferencas finitas com aplicacdes em engenharia
quimica. Notas de Aula-Métodos Matematicos Aplicados a Engenharia Quimica II, 2019.

FULS, W. E.; MATHEWS, R. Transient thermal analysis of a pbmr spent fuel tank using finite
differences. R&D Journal, Ownership of copyright in terms of the Work remains with the
Authors, v. 20, p. 8—15, 2004.

GRIFFITHS, D. J.; SCHROETER, D. F. Introduction to quantum mechanics. Third edition.
Cambridge ; New York, NY: Cambridge University Press, 2018. ISBN 978-1-107-18963-8.



54

GROSS, E. P. Unified theory of interacting bosons. Physical Review, APS, v. 106, n. 1, p. 161,
1957.

HENKEL, N.; NATH, R.; POHL, T. Three-dimensional roton excitations and supersolid
formation<? format?> in rydberg-excited bose-einstein condensates. Physical review letters,
APS, v. 104, n. 19, p. 195302, 2010.

KAPITZA, P. Viscosity of liquid helium below the A-point. Nature, Nature Publishing Group
UK London, v. 141, n. 3558, p. 74-74, 1938.

KEESOM, W.; KEESOM, A. On the anomaly in the specific heat of liquid helium.
Verhandlingen der Koninklijke Akademie van Wetenschappen (Amsterdam), v. 35, p. 736,
1932.

LANDAU, L. The theory of superfluidity of helium. In: KHALATNIKOYV, I. M. An
Introduction to the Theory of Superfluidity. Boca Raton: CRC Press, 2018. p. 185-204.

LEGGETT, A. J. Can a solid be"superfluid"? Physical Review Letters, APS, v. 25, n. 22,
p. 1543, 1970.

LEVEQUE, R. J. Finite difference methods for ordinary and partial differential equations:
steady-state and time-dependent problems. [S. L.]: STAM, 2007.

LIEBSTER, N.; SPARN, M.; KATH, E.; DUCHENE, J.; STROBEL, H.; OBERTHALER, M. K.
Supersolid-like sound modes in a driven quantum gas. Nature Physics, Nature Publishing
Group UK London, p. 1-7, 2025.

MAIA, M.; GASPARETTO, C. A numerical solution for the entrance region of non-newtonian
flow in annuli. Brazilian Journal of Chemical Engineering, SciELO Brasil, v. 20, n. 2, p.
201-211, 2003.

MATTSSON, K.; NORDSTROM, I. High order finite difference methods for wave propagation
in discontinuous media. Journal of Computational Physics, Elsevier, v. 220, n. 1, p. 249-269,
2006.

MOCZO, P.; ROBERTSSON, J. O.; EISNER, L. The finite-difference time-domain method for
modeling of seismic wave propagation. Advances in geophysics, Elsevier, v. 48, p. 421-516,
2007.

MONSERRAT, B. Electron—phonon coupling from finite differences. Journal of Physics:
Condensed Matter, IOP Publishing, v. 30, n. 8, p. 083001, feb 2018. Disponivel em:
https://dx.doi.org/10.1088/1361-648X/aaa737.

PETHICK, C. J.; SMITH, H. Bose-Einstein condensation in dilute gases. [S. [.]: Cambridge
university press, 2008.

PLATT, L.; BAILLIE, D.; BLAKIE, P. Supersolid spectroscopy. Physical Review A, APS,
v. 111, n. 5, p. 053305, 2025.

POWELL, A. Finite difference solution of the heat equation. Technical Paper, March 14th,
2002.


https://dx.doi.org/10.1088/1361-648X/aaa737

55

ROSSMAN, T. A.; PARKS, Z. P.; MESSINA, M. Observing quantum dynamics in real time: An
excel-ready finite-difference algorithm for solving the time-dependent schro’odinger equation.
Journal of Chemical Education, ACS Publications, v. 97, n. 4, p. 1026-1034, 2020.

SAKURAL J. J.; NAPOLITANO, J. Mecanica quantica moderna. 2. ed. Porto Alegre:
Bookman, 2013.

SciPy Community. Fast Fourier Transform (scipy.fft). 2024. Acessado em: 08-07-2025.
Disponivel em: https://docs.scipy.org/doc/scipy/tutorial/fft.html.

SIMON, H. Lecture notes for quantum matter. Oxford University,, 2019.

SIMOS, T. An accurate finite difference method for the numerical solution of the schrodinger
equation. Journal of computational and applied mathematics, Elsevier, v. 91, n. 1, p. 47-61,
1998.

SORIANO, A.; NAVARRO, E. A.; PORTIL, J. A.; SUCH, V. Analysis of the finite difference time
domain technique to solve the schrodinger equation for quantum devices. Journal of applied
physics, American Institute of Physics, v. 95, n. 12, p. 8011-8018, 2004.

WARSAW UNIVERSITY OF TECHNOLOGY. FACULTY OF PHYSICS. The activity of
Professor Mieczystaw Wolfke. 2021. Disponivel em: https://www.fizyka.pw.edu.pl/index.php/

en/Faculty/History-of-the-Faculty/The-activity-of-Professor-Mieczyslaw-Wolfke. Acesso em:
13 jul. 2025.

XU, Y.; HASIK, J.; PONSIOEN, B.; NEVIDOMSKYY, A. H. Simulating spin dynamics of
supersolid states in a quantum ising magnet. Physical Review B, APS, v. 111, n. 6, p. L060402,
2025.

ZHANG, R. The baker-campbell-hausdorff formula. Columbia University: New York, NY,
USA, 2017.


https://docs.scipy.org/doc/scipy/tutorial/fft.html
https://www.fizyka.pw.edu.pl/index.php/en/Faculty/History-of-the-Faculty/The-activity-of-Professor-Mieczyslaw-Wolfke
https://www.fizyka.pw.edu.pl/index.php/en/Faculty/History-of-the-Faculty/The-activity-of-Professor-Mieczyslaw-Wolfke

	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de Símbolos
	Sumário
	Introdução
	Superfluidez, Supersolidez e Condensados de Bose-Einstein: histórico e motivação
	Escopo do trabalho

	Fundamentacao Teórica
	Mecânica quântica de muitos corpos
	Descrição em primeira quantização
	Descrição em segunda quantização
	Operadores de criação e aniquilação
	Representação de estados e operadores em segunda quantização


	Transformação de Bogoliubov
	Espectro de excitação para um sistema de Bósons fracamente interagentes 
	Critério de Landau
	Equação de Gross-Pitaevskii

	Metodologia numérica
	Método das diferenças finitas
	Construção dos operadores

	Decomposição de Suzuki-Trotter
	Evolução temporal em tempo imaginário


	Resultados
	Potencial Generalizado
	Evolução temporal para o estado fundamental

	Conclusões e Trabalhos Futuros
	REFERÊNCIAS

