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RESUMO

O langamento de projetos como Planck (ESA), BICEP/Keck (ESA) e SPT (NSF) fomentou, na
ultima década, o rapido avango da cosmologia observacional. Tendo em vista a forte influén-
cia do periodo inflacionario sobre o desenvolvimento do espectro atual da radiagdo cdsmica
de fundo (CMB, do inglés Cosmic Background Radiation), constata-se a demanda por uma
revisdo atualizada da literatura existente acerca do assunto. Este trabalho visa a agregar de-
talhadamente todos os resultados relevantes relativos a inflagdo cosmica e a fase subsequente
de reaquecimento, funcionando como ferramenta pedagogica para estudantes e docentes. A
analise ¢ restrita a inflacio de campo unico. E fornecida inicialmente uma introdugdo geral da
cosmologia inflaciondria, ¢ sdo derivadas as perturbagdes do inflaton ¢ e da métrica g,,,. Em
seguida, sdo discutidas as fases de pré-aquecimento, desintegracao final do inflaton e transicao
para o equilibrio térmico. Simulag¢des de rede sdo empregadas para analise numérica. Ao final,
foram estudados seis modelos inflacionarios selecionados dentre os disponiveis na biblioteca
compartilhada ASPIC, comparando suas previsdes com as observagoes do espectro de anisotro-
pias da CMB. Os modelos de Starobinsky e Higgs (SI-HI, RCHI) foram favorecidos, seguidos
pela inflagdo de colina nas versdes modulada e a quarta poténcia (MHI, SFI,). Os dados sao
provenientes de Planck-2018+BAO+BK18.

Palavras-chave: inflagdo cdsmica; reaquecimento; modelos inflacionarios; inflagdo de campo

unico.



ABSTRACT

The launch of projects such as Planck (ESA), BICEP/Keck (ESA) e SPT (NSF) has fostered,
within the last decade, significant breakthroughs in observational cosmology. Given the cru-
cial influence of the inflationary period over the development of the current spectrum of cosmic
background radiation (CMB), a demand for an updated review of the existing literature on this
subject is noticed. This work aims to extensively aggregate all previous results relevant to cos-
mic inflation and the ensuing reheating phase, acting as a pedagogical tool for students and
professors. The analysis is restricted to single-field inflation. A general introduction to infla-
tionary cosmology is initially provided, and perturbations of the inflaton ¢ and its metric g,,,,
are derived. Subsequently, the phases of pre-heating, inflaton disintegration and transition to
thermal equilibrium are discussed. Lattice simulations are employed for numerical analysis.
Finally, six inflationary models are studied, selected among the available in the ASPIC shared
library, and their predictions are compared with the observed CMB anisotropy spectrum. The
Starobinsky and Higgs models (SI-HI, RCHI) were favored, followed by hilltop inflation in its
mutated and quartic versions (MHI, SF1,). The data is sourced from Planck-2018+BAO+BK18..

Keywords: cosmic inflation; reheating; inflationary models; single-field inflation.
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1 INTRODUCAO

Introduzida em 1979 por Alan Guth [1], a teoria da inflagdo césmica tem como
principal objetivo explicar a dissonancia entre o espectro atual da CMB e a cosmologia classica.
Esta ¢ baseada no principio cosmologico, que descreve um universo homogéneo e isotropico —
isto ¢, invariante sob translagdo e rotacdo. Isso ¢ expresso pela métrica Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW):

dr?

— k12

ds? = —dt? + a(t)? r2(d6? + r?sen?0 d¢?) | . (D)
A curvatura kK = 0, —1 ou +1 resulta em um universo plano, hiperbolico (aberto) ou esférico
(fechado), respectivamente. O fator de escala a(t) ¢ adimensional e representa, em termos sim-
ples, um “raio”ou “tamanho”do universo, cuja evolucao ¢ determinada pelas equagdes de campo
de Einstein. Devido as simetrias da métrica, ¢ possivel tratar o espago-tempo FLRW como um
fluido ideal, descrito unicamente por uma pressdao PP e uma densidade p, definidas em funcao

do tensor de energia-momento 7,,:
p(t) = %, p(t) = _5ijTija2 (t). (2)

Isso permite a redugdo das equacdes de campo a duas tnicas expressdes nao nulas, denominadas

equacdes de Friedmann e Raychaudhuri:

.2
H? = (9> - r_ 3
a Smfﬂ a? (3)

a + 3P
2 _ _M, (4)

a 6mpl

Assume-se ¢ = h = 1 (unidades naturais). Usando a conservagio de energia (T4, p = 0) em
(3) e (4), chegamos a
p+3H (p+ P)=0. (5)

O comportamento de a(t), desse modo, depende da relagdo entre P and p. Os principais modelos

supdem uma equagdo de estado linear da forma P = wp. Usando (5), obtemos p o< a3117%) ¢,
como resultado,
t2/3(1+w), w 7& -1
a(t) (6)
eflt, w=—1.

Na cosmologia padrao, as fontes gravitacionais sao divididas entre matéria sem pressao (w = 0,
também chamada de poeira), radiagdo (w = 1/3) e energia de vacuo (w = —1). Como suas

densidades evoluem em ritmos diferentes, ¢ ocasionalmente util expressar (3) em termos das
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densidades parciais atuais p; (:

1 _ _ B K2
H? = — <pmat,0a 3 + Prad, 0@ 4 + :OA,O) + Qna’ 2’ onde Qm = - 2[2°
Perit a

(7)

Aqui, pi = 3m§1H 2 representa a densidade critica necesséria para que um Universo plano se
expanda a uma taxa de Hubble H. Observa-se que, para a(t) < 1, a contribui¢do da radiagdo
supera amplamente a da matéria e a da energia escura. Desse modo, a cosmologia cléssica preveé
um Universo primitivo fortemente dominado por radiagdo, expandindo-se de forma desacele-
rada (equagdo 4). Entretanto, nos anos 1960 e 1970, a medida que os dados do CMB foram
obtidos e estudados, foi rapidamente percebido que estes eram incompativeis com a teoria usual
do Big Bang. A infla¢do cosmica, definida como um periodo de expansao acelerada no inicio
da existéncia do Universo, além de solucionar essa discordancia, também pode estar na origem

das anisotropias observadas no espectro atual.

Historicamente, a forma mais simples de gerar inflagdo ¢ por meio de um Unico
campo escalar o, denominado inflaton, sob um certo potencial V(). Desde a década de 1980,
centenas de modelos ja foram propostos. Nas ultimas duas décadas, devido ao langamento dos
telescopios ACT e SPT (siglas do inglés Atacama Cosmology Telescope € South Pole Telescope,
respectivamente) e sobretudo da sonda Planck e do projeto BICEP/Keck (sigla do inglés Back-
ground Imaging of Cosmic Extragalactic Polarization), tornou-se possivel medir a temperatura
e a polarizagdo do CMB com crescente precisdo. Os dados mais recentes, publicados em 2021
pelo projeto BICEP/Keck em associacdo com Planck, tornam obsoletos diversos modelos his-
toricamente aceitos. Novos resultados acerca da fase intermedidria de reaquecimento também
fornecem mais informagdes sobre os primeiros instantes apos a inflagdo, e oferecem restri¢oes
ao potencial de . Nesse contexto, ¢ prudente reexaminar os resultados anteriores e a viabili-

dade de modelos inflacionarios populares.

Este trabalho visa a fazer uma revisdo pedagdgica do periodo inflacionario, além
de simular o reaquecimento subsequente e analisar os modelos inflacionarios mais relevantes
atualmente. Na Secdo, ¢ feita uma breve introdugdo da cosmologia inflacionaria como solu-
¢do aos problemas do Big Bang classico. Na Secao 3, sdo calculadas as perturbagdes métricas
previstas pela expansdo acelerada do Universo. Na Se¢do 4, sdo estudados os periodos de pré-
aquecimento e termalizagdo, e sao empregadas simulacdes de rede para testar os resultados ana-
liticos e observar o periodo de reaquecimento ndo-linear. Por fim, na Secdo 5, sdo utilizados os
dados de Planck+BK18 para analisar seis modelos inflacionarios, selecionados por relevancia
histdrica e/ou compatibilidade com observagdes anteriores. Calculos adicionais sao incluidos

no apéndice.
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2 A TEORIA INFLACIONARIA

2.1 Limitacoes do Big Bang classico

Dentre os principais problemas com o modelo antigo, que motivaram o surgimento
da cosmologia inflaciondria, estdo os problemas da planicidade, do horizonte e dos monopolos
[2, 1]. Nas subsecdes seguintes, apresentarei cada um brevemente e explicarei como a inflagao

cOsmica os soluciona.

2.1.1 Problema da planicidade

No modelo antigo, como a expansio é desacelerada, o denominador a? H?(= a?) de
2, cai com o tempo. Logo, para qualquer x # 0, |2,.| — 1 conforme o universo se expande.
Todavia, foi observado que, atualmente, O(|2,|) = 1072 [3], um valor muito reduzido, o que,
por sua vez, exige um valor ainda menor para o inicio do Universo. Na era de Planck, por

exemplo, usando 7' oc £ = (h/\) o a~'(t) para os fétons da CMB, obtém-se

a% szi
Qn<tpl) = QI%J(tO) ’ a_2 ~ Qﬁ(t()) ' ITQ ~ 37 7 10767' (8)
pl 0

Tamanha precisdo nas condi¢des iniciais nao ¢ impossivel em si, mas amplamente considerada

muito implausivel.

2.1.2 Problema do horizonte

Define-se o horizonte de particulas D,,(t) = a(t)d,(t) como a distancia percorrida
pela luz desde o inicio do universo — ou seja, um raio maximo para a relagdo de causalidade

entre duas regides distintas. d,,(t)(= 1/aH ) é chamado de horizonte co-movente. Paraw # —1,

Lar Looay t(3w+ 1)
Dp(t> = CL('[:)/Ov M X /0\ t/2/3<1+w) = 3(1 T w) . (9)

Como esperado, ao longo do tempo, novas regides entram no raio de causalidade
umas das outras pela primeira vez; antes disso, espera-se que elas fossem significativamente

diferentes e relativamente inomogéneas. No instante de espalhamento dos fétons da CMB, ¢, =~
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3.75 - 10° anos [4], o horizonte co-movente desse espalhamento era bem menor do que o atual:

d (t 1/3
byl <@) ~ 0,03. (10)
dp(t0> tO

Apesar disso, dados observacionais mostram que o Universo ¢, em grande escala, extremamente
uniforme. Em todas as direcdes, ¢ observado equilibrio térmico do CMB em 7" ~ 2.725 K, com
desvio relativo de AT /T ~ 1075 (Figura 1), mesmo entre regides que ndo poderiam, segundo

o modelo antigo, ter tido qualquer contato causal até recentemente.

Figura 1 — Mapa das anisotropias de temperatura da CMB pelo
satélite Planck.

~300 1K 300

Fonte: Planck Legacy Archive (Akrami et al., 2019, p.66). Disponivel
em: https://wiki.cosmos.esa.int/planck-legacy-archive/index.php/CMB_maps.
Acesso em: 3 jul. 2025.

2.1.3 Problema dos monopolos

Também chamado de problema dos resquicios, ele surge a partir da aplicacdo das
Teorias de Grande Unificacdo (Grand Unification Theories, ou GUTs, na sigla em inglés) ao
Universo primitivo. Diversas GUTs ja foram propostas desde sua concepgdo inicial [5] e, em-
bora ainda ndo haja consenso acerca da validade de um modelo especifico, para os propdsitos
deste trabalho, suas caracteristicas serao tomadas como descri¢des validas das forgas forte e cle-

trofraca.

Como T o< a~'(t) para um Universo dominado por radiagdo, espera-se natural-
mente que sua temperatura em ¢ ~ 0 fosse extremamente elevada. GUTs propdem que, em
escalas de T' ~ 10'® GeV, a quebra das simetrias de gauge levaria a uma produgio abundante

dos chamados “resquicios exoticos”. Como regides a distancias superiores a d;, ~ H~! seriam
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causalmente desconectadas, cada uma teria estados de vacuo ndo triviais distintos. Isso gera-
ria defeitos topoldgicos estaveis via mecanismo de Kibble-Zurek [6, 7], a uma densidade de
n ~ H~3 — mais notavelmente, monopolos magnéticos superpesados. Estes tém decaimento
extremamente lento [8] e, se a cosmologia cléssica estivesse correta, sua densidade atual seria

comparavel a do préton.

2.2 A cosmologia inflacionaria

2.2.1 Fundamentos gerais

A teoria da inflacdo cosmica propde que, logo apéds o Big Bang, o Universo sofreu
uma expansdo excepcionalmente acelerada (¢ > 0), durante a qual w ~ —1 (predominancia da
energia de vacuo). Supondo acoplamento minimo, a agdo .S do inflaton escalar ¢ e seu tensor

de energia-momento 7, s&o

4 mIZﬂR 1 v
5= [ dtay=g |52 4 S0 o000~ Vio)| (an
1
T, = u¢3u¢-—guu<§3A¢8Aw-FVT¢)>~ (12)

A evoluc¢do de ¢ ¢ dada por sua equacao de movimento (desconsiderando flutuagdes quanticas

por ora; V2 = 0):

1

0:\/T_g

0,(g"'/=90,0)+V,=3Hp+¢p+V,=0. (13)

Usando (2), temos
1

p=5¢"+Vlp),  P=59"=Vip) (14)

Se V(p) > ¢%, w ~ —1, a condigdo necesséria para a inflagdo. Reescrevendo o

lado esquerdo de (4) como H+ H? e combinando-a a (3), obtemos H2+ H ~ —V(@)/(Smﬁl) A

—H?. Retornando a (13), ha um ponto de atragdo em ¢ ~ V,/(3H) se o primeiro termo for
grande o suficiente (3H¢ >> (). Dessa forma, estabelecemos dois parametros inflacionarios:

H b

=——«1 =—— << 1 15

€ 7 <L o e < (15)

Em termos préaticos, isso requer que o potencial seja suficientemente plano — dai o termo em

inglés para esse estagio da inflacdo, rolamento lento (do inglés slow rolling, Figura 2). A partir
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daqui, usa-se, durante a fase inflacionaria,

HQQV%%%dQﬁi (16)
3mpl
2 2
€~ m_gl ﬁ n ~ m?’lV’W _ m?’l & (17)
2 \v ) % 2 \V )"

Como a fase de rolamento lento impde valores proximos de zero para todas as derivadas de H,

¢ ocasionalmente util definir a classe de funcdes €,,, denominadas fluxos de Hubble [9, 10]:

dlnle,, H din H
6’m+15%7 mZO, E]'E_ﬁ:_ AN . (18)

Aproximagdes similares a (17) podem ser encontradas para cada uma delas —nota-se que €; = €

e €5 = 2(e—n). A inflagdo termina quando w se distancia de —1 e, por conseguinte, € ~ 7 ~ 1.

Figura 2 — Exemplo de um campo ¢ sob um po-
tencial de rolamento lento.

A
V(p)

\)

@i (P‘/eﬂq @

Fonte: Elaboragdo propria.

Sua duragdo ¢ costumeiramente expressa em termos do numero N de e-foldings, isto €, quantas

vezes, em termos de e, o Universo se expande:

N =log (a—f
a.:

(3

te ey
) ~ Hdt%/ —dp. (19)
t P 4

P

Na primeira passagem, foi utilizado a o< ef’? (equagio 6). N, dessa forma, determina o mo-
mento em que a inflagdo acaba. Neste trabalho, utilizarei um valor padrio N; ~ 60 (t ~ 10~3%s),
necessario para resolver os problemas da cosmologia classica (Se¢do 2.2.2). Para um dado mo-
mento ¢, do periodo inflacionario, — normalmente expresso em termos do momento co-movente

k, = a(t,)H(t,)) — seu N (k) correspondente pode ser calculado em termos do potencial V' e
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da equacao de estado. Tem-se

otk _aaua.H o (20)
agH, agH, aga. ag Hy

Ou, tirando os logaritmos e definindo AN, = N;— N,

k a a H
AN, = —1 (L) +mn|=)+In{=—]. 21
n<aoHo> * n(%e) - n(%) - n<H0> 1)

*

Supondo que a equagao de Boltzmann (5) permaneca valida durante o reaqueci-
mento, com w,, constante, a segunda contribui¢do pode ser expressa em termos da densidadep o<
a—3(%) A terceira é calculada por meio da conservagao de entropia g5 (t,.)a TS = gg(ty)ag Ty,

onde g4 € o nimero de graus de liberdade relativisticos [11, 12]:

1 T 1 t
In (ﬁ> - " <ﬁ>, In (“-) —In (-) Y- <M> (22)
Qre 3<1 + wre) Pre Qg TO 3 gS(tO)
Usando V' = 3m2 H?, p,, = (7% /30)gg(t,.) T;e € 0s valores conhecido g5 () =~ 3,91, podemos

obter a expressao geral

1 k 1 V2 (1 —3w,) p
AN, ~ 4,689 — —1 to)—1 —1 =~ In|—=|. (23
' 7 12 n9slhe) ~In (%Ho) " " (mslpf) i 12(1 + wy,) " Pt 29

Essa relagdo serd utilizada na Secdo 5 para calcular as temperaturas previstas por cada modelo

ao final da inflagdo, um parametro determinante para a viabilidade do reaquecimento.

2.2.2 Solucgdo dos problemas observacionais

O problema da planicidade ¢ resolvido de forma bastante direta: como a expansao

passa a ser acelerada, a® H? aumenta e |2, | rapidamente tende a zero. Durante a inflagdo, temos

L = 2N, (24)

2
H TyH,
10, (ty)| = e 2N <M> = Ny~ In LQ ( 0t . (25)

172
to)| " TeH,

O problema do horizonte também ¢ facilmente explicado. Como H permanece cons-
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H

tante durante a inflagdo, enquanto a o ef!, o horizonte de particulas pode abranger regides

muito amplas, desde que a inflagdo dure o suficiente. Durante fase inflacionaria, tem-se

a(t a(t,

ot b dt et — 1  a(ty)
Dty =alty [ < =atty [ - ~ M e
: ko alt) o altpett=t H ) H
D,,(t) cresce exponencialmente, criando homogeneidade em larga escala. Quando a
inflagdo termina, tanto H " quanto D, (t) passam a crescer linearmente, implicando que D, (t;)
deve ter a escala das regides distintas observadas na CMB atual, separadas por H, !. A distancia
Dy, entre os fotons no instante do Gltimo espalhamento ¢ dada por Dy, = a(ts,)/(Hya)-

Assim, usando (19),

a(tfot)lif jolif
D_(t;) = D,_(t =>Nzh|——— | ~In|——]. 27
p( f) ~ p( fot)? f ~ ( 0 F[O Tfot F[O ( )

Para a maioria dos modelos inflacionarios, 50 < N < 60 ¢ suficiente para resolver ambos os

problemas em temperaturas de reaquecimento viaveis (1072 < T < 106 GeV) [13].

Finalmente, o problema dos monopolos ¢ resolvido posicionando a quebra das si-

metrias de gauge

a) apos uma inflagdo suficientemente longa (N; ~ 60);

b) ou durante a inflagdo ativa, mas longe o bastante do fim dela.

Se a quebra das simetrias acontece apos a inflagdo, todas as regides a escalas obser-
vaveis mantém causalidade, e ndo ha diferenca entre os estados de vacuo. Se a quebra acontece
durante a inflagdo, os monopolos ainda podem ser diluidos o suficiente para serem impercepti-
veis hoje, desde que ANgyp = 30 [14].
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3 PERTURBACOES

3.1 Introducio e classes de perturbacao

O principio cosmoldgico ¢ muito util para descrever a evolu¢do do Universo em
larga escala, mas ¢ claramente uma idealizagdo; basta observar como galéxias se concentram em
superaglomerados, enquanto areas enormes permanecem virtualmente vazias. De fato, entende-
se atualmente que pequenas inomogeneidades primordiais, presentes nos primeiros estagios da
vida do Universo, cresceram com o tempo devido a instabilidades gravitacionais. Nesse con-
texto, as flutuagdes quanticas ignoradas na equacdo (13) se tornam relevantes. Cada modelo
inflaciondrio prevé seu proprio espectro de perturbacdes, o que torna possivel testar sua vali-

dade. Pertubagdes cosmoldgicas podem ser divididas em duas classes gerais:

a) perturbagdes adiabaticas acontecem ao longo da mesma trajetéria no espaco de

fase da solu¢do nao perturbada— ou seja, uma variagao dt causa a mesma mudanga

relativa para todas as quantidades, particularmente para a pressao ¢ a densidade;
op op

p P

(28)

b) perturbacdes entrdpicas, também chamadas de perturbagdes de isocurvatura,
afastam a solucao de seu estado ndo perturbado, tal que, para duas quantidades

Z eW, nao vale a condigao (28):
ow 67
. T . 29
W # Z (29)

Em modelos de campo tnico, aos quais este trabalho ¢ restrito, todas as flutuagdes
pertencem a primeira classe. Além disso, elas sdo aproximadamente gaussianas, o que, em
termos praticos, significa que seus coeficientes reais e imaginarios no espago de Fourier sdo
estatisticamente independentes. Essa propriedade ¢ oriunda do tratamento /inear das equagdes
de Einstein e Klein-Gordon, que pressupde um inflaton quase totalmente homogéneo. A expan-
sdo a ordens superiores foge do escopo deste trabalho, mas pode ser consultada nas referéncias
[15, 16, 17, 18]. De forma geral, ela fornece poucas diferencas qualitativas, a excecao de um
termo de vorticidade encontrado na segunda ordem [17]. Na presente se¢do, serao discutidas as
flutuacdes métricas e suas contribui¢des em termos de observagdo, seguindo passos semelhantes
a[l9, 20, 21].
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3.2 Perturbacées de um campo sob expansio

No contexto da cosmologia, perturba¢des sdo estudadas no limite A > H~!, ou es-
cala ’super-Hubble”. Desse modo, ainda que a origem das oscilagdes seja quantica (flutuagdes
de vacuo no espago-tempo curvo), o nimero de ocupagdo n;, >> 1 permite o tratamento classico,

e cada modo k se torna independente.

Definimos inicialmente um campo escalar genérico ¢ = ¢ (t) + d¢(Z, t) de massa
m em um espago quasi-De Sitter (w ~ —1). Expandindo d¢ em uma transformagéo de Fourier

no espaco k:
1

(2m)?

Podemos escrever as equagoes das flutuagdes como osciladores:

5¢(%,t) = / A3k 55, (1), (30)

1
(2m)?

1 31 i [ 02 3aa_k2 ) B
<2w)3/d he <8t2 toar a2 tm) 0% =0,

/dSk (O¢ + m?) ei%'fﬁégb%(t) =0,

. . k2
= 8¢, + 3HIp, + <$+m2> 5S¢ = 0. (31)

Aqui, ¢ conveniente realizar uma renormaliza¢do para um campo auxiliar dx;, = ad¢;, € para o
tempo conforme 7 (dr = dt/a). Durante a inflagéo, 7 é calculado como, usando H(a) x a ¢

na primeira ordem (equagao 17):

dat’ da 1
== aw = mn -

A equagdo (31) se torna

§¢” + [k* + (m? —2H?) a*(1)] §¢’ = 0, =

] 1/2

2
2+ |k% + i v2—=1|6x;z =0, onde v, = )_m (33)
k T2 ¢ 4 k ’ ¢ 4 H?2 .

A solugdo geral para v, real ¢ uma soma de fun¢des de Hankel H 1) e H®? de

primeira e segunda classe, respectivamente:

Oxi = V= [ey Hyy (=kr) + e, HE) (k)] (34)
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As constantes sdo fixadas impondo, como condi¢o inicial, a solu¢do de onda plana e %7 /\/27

para 7 — —o0, ou escala “sub-Hubble”(—k7 >> 1). A solugdo exata € expressa como

\/7_T s 1 1
6Xk = 7612(V¢+2)\/—_7-H,§¢)(—]{3T). (35)
Retornando a ¢, encontramos, na escala ”super-Hubble”(—k7 < 1), uma solugdo praticamente
estatica, com uma pequena dependéncia no tempo 7 = —(aH)~!. Concluimos, com isso, que

o espectro de perturbacdes ’congela’a partir do cruzamento k = aH.

H? [k o\
borl = o (am) 36)

3.3 Perturbacoes métricas

As perturbacdes discutidas na sub-secdo anterior acontecem para qualquer campo
escalar ¢ sofrendo uma expansao quasi-De Sitter. No entanto, no contexto da inflacdo, ¢ ne-
cessario levar em consideracao as perturbagdes métricas. O inflaton ¢ representa a maior fonte
de energia durante a inflagdo, e qualquer perturbagdo d¢ implica uma flutuagdo dg,,,, 0 que
perturba o inflaton ¢ ainda mais. Consequentemente, calcular tais oscilagdes com alta precisao

¢ matematicamente bastante complicado. Atendo-nos a primeira ordem, definimos g,,,, como:

9w =90 +09,,, talque go, > dg,,. (37)

Perturbagdes dg,,, podem ser classificadas em escalares, vetoriais e tensoriais, a depender do
seu comportamento sob rotacao, utilizando o tempo conforme 7. Na primeira ordem (e apenas
nela), cada modo evolui de forma independente [15]. Nesse contexto, dg, € escalar, o 3-vetor
dgo; € escrito como a soma de um vetor e do gradiente de um escalar, e o tensor dg;; ¢ dado por

uma soma de componentes das trés classes !

0900 = 20a?, 090; = a2<5i + B,i)7 59ij = a2<hij + 2DijE + Fi,j + Fj,i +2¥). (38)

®, ¥, B e E sido fungdes escalares, D;; = (8;0; — (1/3)0,;V?), b ; = hi = 0
(tensor transverso € sem trago) e S’z = FZ,L = 0 (vetores sem divergéncia). Para a cosmologia,
as perturbagdes mais relevantes sdo as escalares e tensoriais, oriundas, respectivamente, de vari-
acdes na distribui¢do de energia e ondas gravitacionais primordiais. Estas serdo o principal foco
desta secdo. Perturbagdes vetoriais lineares, especialmente na escala A > H !, decaem muito

rapidamente para terem qualquer impacto significativo [22, 23]. Partindo de (38), a forma geral

Ao longo deste trabalho, usa-se 4, j = 1, 2, 3.
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da métrica FLRW para flutuagdes escalares ¢

ds? = a® [—(1 4 2®)d7? + 20,B dr dx' + ((1 — 2W)6;; + D;;E)da'dz?] . (39)

E importante salientar que as fungdes em (39) ndo sdo invariantes quanto ao gauge.
Seja, por exemplo, uma transformagio 2+ = z# + £*. A perturbagdo do componente temporal
sera simplesmente o escalar £°. O 3-vetor espacial £! pode ser decomposto em um componente

longitudinal (gradiente de um escalar 3) e um ortogonal v".

& =v"+p, talque o;=0. (40)

Pode-se aplicar a invariancia de cada elemento da métrica em (39) para chegar as transformagoes

das fungdes escalares. Definindo /' = a’/a, temos:

d=0 €0 — Fe,

B=B+¢&+p, (41)
@:ny+JQ0—%v%1

E=F-28.

Devido a variacao das fungdes escalares com o gauge, ¢ ocasionalmente vantajoso buscar quan-
tidades invariantes, a fim de evitar trabalhar com graus de liberdade inexistentes. As mais co-
mumente utilizadas sdo os potenciais de Bardeen [24, 22].

1[aF’
O =P— - —aB 42
G a |: 2 a :| ) ( )
1 E’
WG:W+3WE—ﬂ<B—E>. (43)

Trabalhar com essas quantidades, no entanto, ¢ muito mais matematicamente exi-
gente; por isso, em lugar utiliza-las, ¢ mais comum simplesmente fixar um gauge. Nas proximas
secdes, os calculos serdo feitos adotando primariamente o gauge conforme newtoniano, também
chamado de longitudinal, em que B = E = 0. Célculos utilizando os potenciais de Bardeen

sdao encontrados em [19].
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3.3.1 Perturbacoes de curvatura

Em um universo plano, a curvatura espacial intrinseca de um instante 7 ¢ dada pelo

escalar de Ricci tridimensional R®) = g"'R,,:

4
RB) = va (44)

U, desse modo, ¢ usualmente denominado perturbagdo de curvatura. No entanto, vimos que ele
varia com o gauge: segundo a equagio (41), uma transformacio de hiper-superficie 7 — 7 + &9
induz uma variagdo ¥ — W + F £, Devido a isso é necessario fixar um fatiamento de hiper-
superficies. A escolha mais intuitiva ¢ o gauge co-movente, no qual as hiper-superficies sao
definidas pelo tempo 7 e ortogonais as linhas de mundo dos observadores co-moventes; ou seja,

ndo ha fluxo de energia (7}); = 0). Isso impde, usando a equagdo (194) do Apéndice A.1,

5%m=5¢—¢@=0$5%¥%. 43)

Assim, €9 = §p /¢’ é a variagdo temporal necessaria para deslocar ¥ de um gauge qualquer
para o co-movente. A nova funcdo de perturbagao ¢ entdo denominada perturbagdo de curvatura

co-movente Ry
) 4]
R=0+2% _yyg2? (46)
a @ 2
Além do co-movente, a curvatura pode ser calculada no gauge de energia uniforme,
no qual as hiper-superficies sdo definidas por p = 0. Essa parti¢ao ¢ particularmente util
no calculo do espectro da CMB, o qual ¢ definido por flutuacdes de densidade. Seguindo os
mesmos passos, chegamos a perturbagao de curvatura nessa particao:

g:q;juﬂi_?:\DJrHé—.p. 47)

P

Partindo das equacdes (13) e (14), sabemos que p’ = —3(p + p), e que p + p = p? durante a
inflagdo. Como 52,0 ~ (0 na escala super-Hubble, obtém-se:

3p=pop+V 0p~V dp~ —3Hpop,= (48)
o

cru— M5, _ g (49)
3p?

Essa equivaléncia representa, do ponto de vista fisico, a conservacao da energia ao
longo do fluxo de . Isso possibilita a aferi¢ao do espectro da CMB diretamente por meio do

gauge dp = 0, matematicamente muito mais simples, sem a necessidade de calcular a evolucao
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de dp e realizar novas transformagdes de gauge a cada novo regime (inflacdo, reaquecimento,

era foton, etc). Partindo de G, = R, — (1/2)g,, R e da defini¢do de T),,,, temos, na primeira
ordem:
1
0G, = 0B, — 5 (09, R+ 9,,0R) (50)
1
6T, = 0,000, — 0,000,p — 69, (59“%&9085@ + V) . (51)

A computagdo completa de (50) e (51) para a métrica (39) em um gauge qualquer
¢ feita no Apéndice A.1. Como ndo ha fluxo de energia, T),,, ¢ diagonal e vale 9,0,(V — ®) =
0 = ¥ = & no gauge longitudinal (i # j, equagdo 192 do Apéndice A.1). Isso fornece as

seguintes equagdes de campo oG/, = 07}, ndo nulas:

00: 3H (W +HV)— V2V = —AnG(p'5¢’ — o>V + a?V ,5p), (52)
6 /
i0: W+ HY = eF22Y (53)
'4
ij: 2 (2% — }(2) U+ 3HV + 0" = 4xG (¢ 69" — "> — a®V 6p). (54)

Podemos substituir V., a partir da ordem zero da equag@o de Klein-Gordon. No tempo conforme,
temos:

1 0 [ ,00 1
-~ (227 — (2.
0 i (a 8T>+V’@:>V’“" e (" + ") (55)

Somando as equacdes (52) e (54),

U 429 (%—w—/) q:’—v2\11+2(%’—j{90—/>x1/:0. (56)
¢ P

Para chegar a R, realiza-se uma nova transformagdo ¥ — W; nas variaveis espa-
ciais. Usando a regra de derivagdo de Fourier, obtemos, para cada coordenada espacial z*,
62

. _ 31 k@ — 12
\Ijk»w_a(xuy/d ket = —k, Wy (57)

Logo, seguindo o mesmo procedimento utilizado para derivar a equagao (31),

V4 (p// / / ()0”
W+ 27 <%—?> \If,ﬁk?\pﬁz(% —5{?> v, =0, (58)

ou, em termos dos parametros inflacionarios € e 7,

WY+ 200 + k20 + 292 (1 — €) Uy = 0. (59)
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Na escala super-Hubble, pode-se desprezar o termo kQ\Ilk, e aequacgdo (59) se torna uma equagao
ordinaria, com solu¢do geral da forma V; (7) = A7rP1 + BrP2. Como ¢, < 1 durante a
inflacdo, ¢ facil encontrar p; ~ 0 e p, ~ 1. Portanto, \i’k ~ 0, e as flutuagdes “congelam”, de

forma anéloga a equacao (36). Usando (53),

)
U~ eH L (60)
¥
portanto, no gauge co-movente,
0 )
Ri=(1+e)HE ~ HZ, (61)
2 ¥

Em lugar de medir R; de forma direta, ¢ conveniente caracteriza-la por meio de
seu espectro de poténcia P 5. Para uma grandeza g(%, t) qualquer, o espectro de poténcia é
relacionado ao valor esperado no vacuo de (g;,, g;), € representa a contribuigdo ponderada de
um dado modo & de 95 (k,t):

k3 5
Py(k) = ﬁ’gk’ : (62)
Ou seja, para Ry, — )
HE> [0g; k
Pr(k) = - 5p |2 63

No espago de Fourier e tempo ¢, a equagdo de Klein-Gordon perturbada (equagdo 200 do Apén-

dice A.2) ¢ escrita como

, .k .
0@z + 3HOp; + ;5907% — 4V + 2\11%‘/7%0 + V,Lpa,oé(tok = 0. (64)

Como ¥ ~ 0 em escalas super-Hubble ¢ V., ~ —3Hp, temos:
0@y, + 3HQ; + (V0 — 6H?€)dp;, = 0. (65)

Aqui, retornamos ao tempo conforme ¢ introduzimos o campo auxiliar adx; = dp;, € um para-

metro v, de forma analoga ao procedimento feito na sub-se¢éo anterior (equagdes 31 a 36):

L, 9 1/2
Xy, — = <l/(p — Z) Ox =0, onde v,= (Z + 6e — 377) ~3t 2¢—n.  (60)
Ou seja, - . -
[0 | ~ o <a_H> : (67)
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Computando o espectro de poténcia,

Palk) = amlf)lg (%)2 (%)32 (69)

Na analise de modelos inflacionarios de campo tnico, 7 5 ¢ tipicamente aproximado

na forma de uma expansdo a volta do cruzamento k, = aH, representando o momento em que

E\ 1 d%InPy, K’
In(—)+-——2 In{—) .. 69
k, n<k*) +2 dIn k2 k n<k*> ( )

Definimos, dessa forma, a amplitude A, o indice espectral escalar n, e o parametro o, tipica-

a escala super-Hubble se torna valida:

dlnpje
dInk

2 9

mente chamado de "running” ("funcionamento”, marcha”):

d?InP
o = NIz

A
* d(lnk)?

S

1 HA\? ]
( ) —1=002 (70)

2 dink |’

me)le k. '
Esses pardmetros sdo ligados as anisotropias de temperatura e polarizagdo e polarizagao elétrica
(modos E) da CMB, e fornecem alguns dos principais vinculos aos modelos inflacionarios. Os
expoentes n € o, sdo calculados a partir dos fluxos de Hubble (18), de acordo com a precisao
necessaria. Na primeira ordem, (a; = 0), por exemplo, n, = 1 — 4e + 27. O cruzamento k,
normalmente assume os valores k, = 0.05 Mpc~! (valor mais recente) ou k, = 0.002 Mpc~*
(valor historico) [25, 9].

3.3.2 Ondas gravitacionais primordiais

As perturbagdes tensoriais (h;; da equagdo 38) sdo relativas aos graus de liberdade

do proprio campo gravitacional. Na métrica FRLW,
ds* = a* [d7? + (6;5 + hij)dxidxj] . (71)

Como h,;; ¢ transverso e seu trago ¢ nulo, podemos expressa-lo como uma combinagdo de dois

graus de liberdade, ou polariza¢des, normalmente denotadas pelos subscritos +, X:

hij(T,%) = h (T, a_c’)e:;- + hy (T, Z)e;. (72)
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Sendo T, diagonal, h;; ndo possui fonte e sua agéo ¢

2
m2, 1
S = Tp dr d>z a2§ [(hi;)? 4+ 2 hj; — (Vhy;)?] . (73)
No espaco de Fourier, encontramos equagdes independentes para cada polarizacao [26]. Por-

tando, adotando a renormalizagio v;, = (am,, /2)h; para cada uma,

a//
v+ <k2 —— v, =0. (74)
k a

E facil ver que essa equagio é igual a (33) para m = 0; portanto, as ondas gravitacionais exibirdo
um comportamento muito similar as perturbagdes do campo escalar. A solugdo exata de (74) é,

impondo a solug@o da onda plana como contorno:

V4 1/2
o 1 3
vy = \/—%e’i(”T*%)\/—TH,(}T)(—kT), onde vy~ |-+ T ~ — —¢. (75)
2 4 a 2
Analogamente a (33), foi introduzido o parametro v, que, nesse contexto, abarca as corregdes

oriundas da evolugdo de H no tempo (H o a ). Na escala super-Hubble, as solugdes sdo

3
H E Nz T
il 5w (am) @)

Nessa escala, encontramos o seguinte espectro de poténcia para h

quase estaticas:

ij» com Ap e np definidos

analogamente a secao anterior:
8 3—2vp

k3 4k3 H\? [ k
Pr= o S bl = (o2 ~2=—<—) (-) Y
T on2 ” | ”k| 27T2m12,l<|v+k| *v.il) m;l 2m aH 77

De forma analoga a se¢@o anterior, podemos expandir In (k) em uma série e definir a ampli-

tude, o indice espectral e o parametro de “running

8 (H\’ dln P d*InP
Ap = — (—) , Ny = Tl ap= —L (78)
T om2 \2r T7 dink |, T~ d(nk)? N
Percebe-se que, na primeira ordem, n,, = —2¢ & 0; isto &, a perturbagdo tensorial

¢ quase invariante durante a inflagdo, e sua amplitude A, depende apenas de H o V?(yp) .
Logo, ela reflete diretamente a escala de energia do periodo inflacionario. Define-se entdo a
razao tensor-escalar:

_ AT
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4 REAQUECIMENTO

4.1 Abordagem perturbativa

A inflagdo termina quando a energia associada a V' (y) irradia o suficiente para se
tornar comparavel a (e menor do que) a energia cinética— em outras palavras, quando (17) deixa
de ser valida. Logo ap0s a inflagdo, o Universo se encontra quase completamente homogéneo e
dominado por vacuo, implicando temperaturas extremamente baixas; de fato, mesmo o conceito
de temperatura € pouco aplicavel a este momento. Durante o processo de reaquecimento, a
temperatura do Universo deve subir até, no minimo, 7' ~ 10 MeV (~ 1012 K), a fim de viabilizar
a bariogénese e a nucleossintese subsequentes®. As teorias iniciais do reaquecimento viam-no
como um processo perturbativo, no qual ¢ era uma colecdo de particulas escalares, decaindo
aleatoriamente em produtos escalares e fermidnicos de forma independente. Isso ¢ representado
matematicamente pelo acoplamento de ¢ a um campo escalar x e um campo fermidnico 1), com
a lagrangiana generalizada

)

.9 1 o _ 1 _
L= % —V(p) + X? — 5O + 1740, — bmy (0)Y — Sg9x* — hibbp. (80)

Considera-se, por ora, um modelo simplificado de um potencial aproximadamente quadratico,

oscilando em torno de um minimo ¢ = ¢,,,:

N | —

1
Vi) ~ 5Vpplp = Om)? =

Mediante uma quebra de simetria espontanea ¢ — ¢,, — ¢, seu valor esperado no vacuo (vev)

¢ deslocado, e surgem os termos de interacao lineares em ¢

ALy, = —gp,ox? — hppp. (82)

Estes implicam decaimentos dreibein ¢ — xx € @ — 1), cujas taxas sdo conhecidas e podem

ser calculadas por meio da matriz de amplitude invariante M [29, 30].

2 2 2 2
r _ [ M5 1— 4my r - - [ s 4my (83)
PXX 32mm2 m2, ’ PPy 32mm2, m2, '

20 limite inferior ~ 10 MeV ¢é menor do que o necessario para a bariogénese eletrofraca (T' = 100 GeV).
Apesar disso, ainda pode haver formacao de barions e 1éptons por meio de oscilagdes locais de temperatura [27] e
via mecanismo de Affleck-Dine [28].
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2 .
Calculando os elementos de | M | em cada caso e assumindo m, > /¢, |¢[, m, > m,,m,,
obtém-se

3

_ 9w o
PoXX T 87rm¢’ UV

r (84)

A taxa de decaimento total I' = I' ,_,, |+ I' 7, determina a varia¢do de quanta
de ¢ dentro de um volume co-movente a>. Para acoplamentos g, h fracos, pode-se assumir que

ela obedece a equagdo de Boltzmann:

d a’ a’
e e e [ (85)
dt m, m,

Trabalhando retroativamente a partir dessa expressao, os efeitos dissipativos podem ser qualitati-

vamente aproximados por meio da introducdo de um termo extra I'¢ a equacao de Klein-Gordon
(equagao 13).
¢+ (BH +T)¢p +m2p =0, (86)

Ap6s a inflagdo, m > H ~ I'(= t1), e obtém-se o ansatz de WKB ¢(t) ~ II(t) cos(mt),

com II variando lentamente. Aplicando a equagdo (86) e desprezando II e H1I,

T+ (3H + T)IT = 0 = TI(t) ~ exp {-%(3}1 4 F)t] : 87)
portanto:
a.\3/2
o(t) = o(0) (Z) e~ T4/2 cos(mt). (88)

Esse resultado, como esperado, concorda com (85). Como g e h sdo tidas como
pequenas, a dissipagdo sé se torna significativa quando H ~ I', o que marca o fim da inflagao

e o inicio do reaquecimento. Usando a equagdo de Friedmann (3) e H ~ I,

plp) ~ 3F2m§l. (89)

Aqui, ¢ pertinente fazer uma breve explica¢do da termodindmica do Universo logo
apos o reaquecimento. Devido a temperatura extremamente elevada, € possivel trata-lo como
um gas altamente térmico com particulas fracamente interagentes, cujos espagos de fase sdo
ditados pelas distribui¢des de Bose-Einstein e Fermi-Dirac. Usando |p|? = E? —m?, tem-se a

seguinte densidade para A\ graus de liberdade:

) . N % F2(E? — m?)1/?
Po= 2y / FB) B % = s /m S dE. (90)
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Como T >> m, p, = ¢g*7*T*/30, usando g* = g¢ para bosons e g* = 7g/8 para férmions.
Igualando (89) e (90), obtém-se [22]

1/4

1
T, ~ 0.74 <E> Jmp L. (91)

Conforme mencionado na Se¢do 2.1.3 T}, < 106 GeV, para que as simetrias ndo sejam res-
tauradas e ndo haja produgdo de “resquicios exéticos”. Para tal, impomos I' < m ~ 107% e
g* ~ O(100).

Essa abordagem, embora intuitiva, possui limitagdes significativas. A aproximacao
na equacao (86) fornece uma boa visao fenomenologica, mas ndo ¢é precisa o suficiente e ignora
a influéncia de flutuacdes quanticas oriundas da dissipacao [31, 32]. Ademais, o tratamento de
 como um conjunto de particulas livres € injustificado nos instantes logo ap6s a inflagdo. Na
pratica, o inflaton ¢ um condensado coerente, € os decaimentos acontecem de forma simultanea
e interdependente. Finalmente, o nimero reduzido de particulas de x € ¢ no inicio do processo
demanda as ferramentas da mecanica quantica, e a dependéncia temporal de suas massas efe-
tivas produz ressondncias paramétricas, muito mais eficientes em transferéncia de energia do

que as perturbacdes classicas.

Isso ndo torna a abordagem perturbativa invalida; na verdade, ela ¢ imprescindivel
para a transic¢ao efetiva do estagio inflacionario ao Universo FLRW cléssico. Contudo, ela deve
ser reservada aos estdgios finais do reaquecimento, quando a maior parte da energia de ¢ ja

decaiu. O primeiro estagio, desse modo, ¢ denominado pré-aquecimento.

4.2 Pré-aquecimento: abordagem quantica

4.2.1 Analise de Floquet e equagdo de Mathieu

O inflaton ¢, ao final na inflacdo, quase perfeitamente homogéneo; nesse contexto,
¢ possivel trata-lo como um campo de fundo classico para os campos quanticos x and 1, que
come¢am a uma densidade bem proxima do vacuo (mas ndo exatamente). Essencialmente, as
oscilagdes de ( causam rapidas variacdes nas massas efetivas de x e v, o que pode causar

produgdo acelerada de particulas. Voltando-nos ao caso escalar, a agéo S, e equagdo de Klein-
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Gordon para um potencial qualquer V' (¢, x) séo

1
5, = /a2d3x 510, = V)| = (92)
) v
Y 43HY -~ +V, =0 (93)
a

Podemos expressar y em termos dos operadores a and a', tal que sua transformagio de Fourier

de Z para 0 momento co-movente k = p/a se torna

1

T / Ak [ay, x5(t) €% + af X () e (94)

X(*'Z:at) = (27T)

Daqui, podemos seguir os mesmos passos utilizados para chegar a equacao (31), o que nos da,

no espago dos momentos k:
]{72
Xz +3Hx; + (; + V:X) Xz = 0. (95)

Para uma primeira aproximag¢ao, assumimos que as oscilagdes sdo rapidas o sufici-
ente para que a expansao do espago seja desprezivel (m;1 <« H™1), estabelecendo a = 1. Isso

nos fornece uma versao da equacao de Hill para oscilagdes periddicas:
Xip +w?(k,t)x; =0, onde w?=(k*+V,). (96)

Segundo o teorema de Floquet [33, 34], a solu¢do mais geral para (96) sera uma combinagao
linear da forma
Xi(t) =, e“kt?%+(t) + ¢y e HEEP, (t), 97)

na qual yz, € chamado de expoente de Floquet, e 7, sdo periddicos. O fendmeno de ressondn-
cia paramétrica se deve ao primeiro termo, que aumenta exponencialmente com o tempo — isto
¢, para certos modos de k, o campo  cresce de forma acelerada. Nota-se que isso ndo acontece
no caso fermionico: devido ao principio de exclusdo de Pauli, a amplitude de v ¢ muito rapida-
mente saturada [35, 36]. Devido a isso, ¢ possivel desprezar a produ¢do de férmions durante o

pré-aquecimento.

Como na ultima sub-se¢do, pode-se obter uma aproximag¢do qualitativa conside-

rando um modelo simplificado. Seja, desse modo, V (¢, x) trilinear, expresso por

1 1 1
Vi@, x) = 5mee’ + 597 @*x* + gmix’. (98)
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Aplicando a V' (¢, x) a (96), obtém-se

Xi + [k2 + m2 + 720 (t)] xz, = 0. (99)

Partindo do ansatz WKB anterior para ¢(t), como ha producédo explosiva de particulas y, assume
se que a amplitude II(¢) cresce lentamente em relagdo as oscilagdes de x, tal que ¢(t) =~
Yo COS (mqjt).3 Com isso, obtemos uma versdo da equagdo de Mathieu, comumente expressa

em fungéo da unidade adimensional z = m,t:

9% (k* +m3) 9>
8z2k + [A; 4+ 2gcos (22)] x; =0, onde A; = TX +2q, q= 4m20' (100)
o ¢

Nesse caso, p; € uma fun¢do de g ¢ A;, € os regimes de oscilagdo podem ser
divididos entre ressonancia estreita e ressonancia larga, como visto na Figura 3 (graficos de
instabilidade-estabilidade). Uma discussdo sobre o algoritmo utilizado para calcular p;, € feita

no Apéndice B.1. e na referéncia [38].

Figura 3 — Gréficos de instabilidade-estabilidade da equagdo de Mathieu.
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Fonte: Elaboragdo propria. As linhas pontilhadas no painel esquerdo demarcam A; = 2|g|. As linhas
no painel esquerdo mostram a evolucao dos modos de k£ a medida que o espago se expande e ¢ cai

(® o k22, Segio 4.2.2).

Antes de prosseguirmos, vale a pena comentar sobre o estado inicial do campo Y.
Segundo (97), se este fosse de fato um vacuo perfeito, isto €, x;(t) = X;(t) = 0, a unica
solucdo possivel seria ¢; = ¢, = 0. Isso refor¢a que, quando discutimos inflagdo e reaqueci-
mento, sempre estamos lidando com idealizagdes. As flutuagdes iniciais, embora reduzidas, sao

fundamentais para gerar a ressonancia.

3No modelo V(p) = (A/4)p* + (1/2)g%x? 2, também bastante comum na literatura, a aproximagdo WKB
fornece p(t) o sn(mt, k) (fungéo eliptica), e a equacdo de Hill ¢ convertida em uma equagdo de Lamé. Em geral,
os dois modelos sdo qualitativamente bastante similares — consultar [37] para um tratamento analitico.
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4.2.2 Ressondncias estreita e larga

Os graficos na Figura 3 sdo compostos por ilhas de estabilidade, onde p;, = 0 (areas
escuras), cercados por regides instaveis, onde p;, > 0 € 0 campo x cresce exponencialmente
(éreas claras). O regime de ressonancia estreita ¢ definido por |¢| < 1 e A; > 2|g|. Aqui, a

medida que ¢ — 0, as regides de instabilidade se tornam cada vez menores, aproximando-se de:

A, =12 (eN), AA ~d. (101)

A maior e mais importante banda desse regime ¢ a primeira, dada por A; ~ 1 4 |¢q| =

g>03/ 4m , com um valor maximo do expoente de Floquet 1i;, ~ |q|/2 [39, 40]:

2
2
q k My lq| la|
~L 2 —(1- k 1 102
4 <m¢ ) 7 ( 2 ) < < > (1t y (102)

No modelo trilinear proposto, isso corresponde ao intervalo (m,,/2 + gt/ 6m?0), com um

N

0

pico k = m,, /2 e crescimento maximo x; o< exp [g%p%t/ Sm@]. Partindo da equagao (96), o

numero de ocupacao n}j sera similar ao de um oscilador quéntico:

SeP  Lbal 1
Be= "0 Ty T (n%+§>wk$
2m)® (Il | ohal) 1
= <_k po2al) 1 (103)
Eowp U2 F2 )2

Assim, ng ¢ proporcional ao quadrado do campo 3, com crescimento maximo de

n% X exp [gzgogt / 4m¢] . Sendo exponencial, esse processo €, no inicio do reaquecimento, bem
mais eficiente do que as perturbacdes descritas na se¢ao anterior, mesmo para valores baixos de

acoplamento ¢°.

Se a amplitude inicial o, (ou, alternativamente, g?) for muito elevada, e, consequen-
temente, |¢| > 1, a ressonancia ¢ dita larga, e ocorre para um intervalo bem maior de modos de

k. Ela ¢ catalisada primariamente pela quebra da condi¢do adiabatica.

Condi¢ao adiabatica: < 1. (104)

Yk
2
w=s
J

No regime estreito, como |gp,| < m,,, a frequéncia wa = k* + m} + g*¢*(t) permanece

aproximadamente constante, e a ressonancia acontece 51mplesmente dev1do a acumulacao de



34

pequenas variagdes ao longo do tempo, resultando no crescimento exponencial do campo ;.
No regime largo, w; varia de forma significativa ao longo do periodo 1" de ¢ (%), 0 que permite
instabilidade em intervalos continuos de k. De fato, a razdo entre as frequéncias (medias) de x;,
e p sera

- k2 4+ m2 + g202)1/2

(wi) _ ( x T 9°%) ~ g2 1 (105)

My My

Como wj, ¢ muito alta para valores grandes (1), x;, oscila de forma quase adiabatica durante
a maior parte do periodo T, exceto quando wy, se torna pequena o bastante para violar (104).
Aplicando-a a equacao (100), temos

(52)

Essa condi¢ao pode ser violada de duas formas:

1 2gsen?
- gsen =z <1. (106)

w? [A; + 2qcos (22)]3/2

a) se A; < 2|q|, a condigio ndo é valida para z ~ 7/4, 37/4... (p ~ ©u/V2);
b) se A; = 2|q| e A; —2q < ¢*/?, a condigdo ndo é valida para z ~ 7/2, 37/2...
(¢ ~ 0).

Pode-se obter uma aproximacao para as bandas instaveis de k e seu tempo carac-

teristico At. No caso b), aproximando ¢ =~ m,, ¢, proximo a z = /2, a violagdo de (104)

implica
G
—5| 2 1= (gmippo)*? — g*p 2 (K2 +m3) 2 0. (107)
k
Essa expressdo é parabélica em ¢, com k maximo correspondente a . = (mp,/4g)*/?.
Portanto,
m 1/2
0<k<h, ~ (9 ;9"0) = myq'/*. (108)

O caso a) ¢ bastante similar, com ¢ ~ m @,/ V2. Ao contréario do regime estreito,
k > m,, representando a conversdo coletiva da energia de ¢ em particulas y relativamente
mais energéticas. Cada oscilagio de ¢ na faixa permitida dura At ~ 2, /p ~ (v/2k)~!, em
concordancia com o principio de incerteza. Analiticamente, ¢ possivel analisar a ressondncia
larga como uma série de espalhamentos [41, 42]. Para um dado espalhamento j, 1; assume a

forma aproximada

2

o .
pp=5-In (1 +2e7 ™ — 2sent e (T 1257 \/1 + 6—7”’"2>, onde k%=

o . (109)

gmgosp()

Uma analise mais profunda de ;. € desse resultado pode ser encontrada no Apéndice
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B.2. Nas proximas se¢des, serdo discutidos alguns dos efeitos desconsiderados até o momento.

4.2.3 Expansdo e ressondncia estocdstica

Aqui, devemos reintegrar a expansdo do espago a andlise das ressonancias para-
métricas. Retornando a equagao (93), ainda € possivel encontrar uma equag¢ao de movimento

similar a (96) por meio da transformagdo X; = a®/2x;;:

X +wk(k,1)X; =0, onde wk = =5 +m2 + g*p3cos’(mt) — 5 D (110)
a

k? <3H> ° 3H
Esta ja ndo ¢ a equacdo de Hill, mas ainda pode fornecer uma visdo qualitativa.

Usando ¢, o< a=%/? e 3H? ~ —2H (equagdo 17 para e ~ 1), percebe-se a relagio

1o 3/2
Py X (—) = k:?lf (111)

a

O painel direito da Figura 3 traga a evolugio dos modos de k co-movente. A medida
que ¢, diminui, os modos de k sofrem redshift e atravessam as faixas de ressonancia. Apesar
disso, € possivel demonstrar que a equagao (108) permanece valida para k — kg ap0s a infla-
¢a0, a X 2/ 3, e temos, para 0 momento co-movente k,

1 m 1/2
(M) oc t712 = | = akg, oc 1116, (112)

kg =~ =

is 72\ 2
Portanto, os modos k co-moventes amplificados no inicio da ressonancia larga continuardo a
crescer com t'/6 até que ela termine. Embora novos modos continuem a entrar nas faixas lar-

X

gas, como n; o e?M™Me  espera-se que os valores iniciais de k permanecam exponencialmente

dominantes entre as particulas produzidas nessa fase (Figura 8).

Além do redshift dos momentos, uma das consequéncias mais significativas da ex-

pansao do espago € a alteracdo do fator q. O pré-aquecimento € primariamente caracterizado pela
inanci uca icu =ns/ny =qgm i urbativ

dominéncia da produgdo de particulas ', 2‘ >k< ,, sobre o decaimento perturbativo

calculado em (88) I'y,. = 3H + I, que cresce com o tempo. Isso impde, para t < qH 1,
Lo 2 Tgee = g00(t) 2 2m(H/m)*  (modelo trilinear). (113)

1/4

Como (t) ~ ¢, este cai muito mais rapidamente do que H'/4 ~ ¢~ /%, Para

que a ressonancia larga ocorra por um intervalo de tempo significativo, sdo necessarios valores
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iniciais de ¢ muito elevados, da ordem de g, > 103. Nesse caso, o estigio inicial do pré-

aquecimento ¢ marcado pela chamada ressondncia estocastica.

Figura 4 — Evolugdo de In |Xg‘ (t) para as ressonancias larga usual e estocastica.
Go =625 qo = 2500
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Fonte: Elaboragdo propria. Painel esquerdo: ressonéancia larga no espago de Minkowski. Painel direito: ressonan-
cia estocastica com a oc t2/3,

Na ressonancia larga, o expoente de Floquet 1;, ndo depende apenas da violagdo da
condigdo de adiabaticidade, mas também da fase entre os campos x;, € ¢ (equagdes 109 € 212).
Para g, muito elevado, x; inicialmente oscila muito rapidamente ¢ permanece dessincronizado
em relagdo a . Portanto, no inicio do pré-aquecimento, ji; varia de forma essencialmente
randomica (estocastica) entre 0 e 27. A cada passagem ¢(t) = 0, a amplitude |x; | pode crescer
ou diminuir. Apesar disso, em escalas de tempo longas o suficiente, |x;| ainda cresce expo-
nencialmente, embora de forma menos pronunciada do que o previsto pela equagdo de Mathieu
(Figura 4). Conforme a amplitude de ¢ cai e os comprimentos de onda aumentam devido ao

redshift, a analise usual da ressonancia usando a equacdo de Mathieu volta a ser valida (¢ ~ 1).

A expansao do espaco também tem impacto sobre a ressonancia estreita. Na Figura
3, observa-se que os modos de k atravessam as faixas estreitas muito mais rapidamente do que
as largas. Se isso acontecer mais rapido do que a geracdo de particulas nessas faixas (isto &,
se H ! < uil), a ressonancia estreita ¢ fortemente suprimida. Ademais, nos instantes finais
do pré-aquecimento, quando sua relevancia seria maior, efeitos ndo-lineares ja sdo significa-
tivos o suficiente para enfraquecé-la (Secao 4.3.1). Devido a isso, a ressonancia paramétrica

normalmente ¢ tratada apenas em termos das bandas largas.

4.3 Transiciao para a termalizacio

4.3.1 Reaquecimento ndo linear: fase transiente

A medida que o pré-aquecimento avanga € novas particulas x e v sdo rapidamente
produzidas, suas interagdes entre si e com o inflaton ¢ deixam de ser despreziveis, € ja ndo ¢ mais

possivel tratar (o como um campo de fundo. Essa fase do reaquecimento, denominada transiente,
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¢ bastante breve e altamente nao-linear. Ela marca o fim do dominio do inflaton e se inicia bem
distante do equilibrio térmico, com potencial para gerar diversos resquicios”’potencialmente
problematicos. Duas caracteristicas particularmente importantes sdo a mudanga da frequéncia
de oscilagao m de ¢, e a producao de particulas ¢ separadas do condensado por meio do re-

espalhamento de , as quais dedicarei a presente sub-secao.

O primeiro fendmeno ¢ bastante facil de ilustrar por meio da aproximagao de Hartree
[43], a primeira solug@o proposta a esse problema. Esta ¢ aplicavel aos instantes iniciais, quando
as densidades dos produtos ainda sao relativamente baixas. Pressupde-se que cada modo ke
cada campo (ou flutuacao) evolui de forma independente, sem nenhum acoplamento entre si, €
aplica-se ¢ — ¢ + dp ao potencial em (98). Com isso, obtemos as seguintes massas efetivas:

my, =My, =m2 + g2 (x2), My =m2+ g ((p2) + (5p%)). (114)

Aqui, (¥?) s3o os valores médios de *? em um volume, normalizado no espago de Fourier como

1 o0
(x2) / | %, |2k2dk. (115)
0

~ o2

Se os modos crescem exponencialmente, (x?) o |xz|> o €*#3"#" ¢ a frequéncia

m,, de ¢ aumenta. Tragando um paralelo um pouco simplista com um oscilador harménico
simples, a conservagdo de energia resultaria em uma queda da amplitude efetiva ,, aproxima-

damente @, ~ (m¢)—1, extinguindo o pré-aquecimento; na notacdo de Mathieu, tomamos um

2
%)

relevante em ¢, ~ (pzm,) " In(m,/g). Expressando x;(t) na sua forma WKB, ¢ possivel

q Vefetivo”|q] = g*p./4m., < 1. Sendo m2 ~ g*(x?), a variagdo da frequéncia se torna

demonstrar que isso coincide com nX(t;) ~ m2p,(t;)/g [42].

Todavia, em pouquissimo tempo, a densidade nX cresce o suficiente para que a apro-
ximacao de Hartree deixe de ser valida, pois x comeca a ricochetear consideravelmente em ¢ e
desintegra-lo em “particulas”individuais. A partir daqui, ndo € mais possivel evitar a natureza
ndo linear do sistema, e este se torna bastante cadtico. Felizmente, para o caso escalar, como
tanto ( quanto x agora tém densidades significativas, podemos abandonar a mecanica quantica

e tratar ambos classicamente.

No espago de Fourier, o re-espalhamento aparece como o acoplamento de modos k
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de x, ¢ e dp nas equagdes de movimento. Para as flutuagdes do inflaton, por exemplo, temos

Odp +m2op + g°x*0p =0 = (116)
. . k? N g° 5
0@y, +3Hop + (; + m¢> o, = ) [wo(t) /d P XiXip (117)

X /d?’l dgp 590E—ﬁ+fxfxﬁ} .

Equagdes similares podem ser obtidas para x e ¢. A aproximagdo anterior ¢ obtida
se considerarmos o caso p = [ na segunda integral como a tnica contribui¢do do lado direito de
(117). E facil ver como esta se torna rapidamente imprecisa; a contribui¢io da primeira integral
evolui exponencialmente com cada fator y, tal que dp ~ <X7€Xg_;,> x e2MeHit resultado direto
do espalhamento de particulas  para fora do condensado. Quando (5¢p?) = 2, diz-se que o

inflaton esté fragmentado; esse ¢ um passo fundamental no caminho para a termalizagao.

Embora um estudo analitico da fase transiente seja possivel até certo ponto, métodos
numéricos sao atualmente amplamente favorecidos. A tarefa, sob esse prisma, ¢ relativamente

simples, consistindo simplesmente na resolugdo do sistema

Op+V,=0, Ox+V, =0, Ruv_%gw = 8nGT,,. (118)
As ferramentas mais utilizadas para esse fim sdo as simulagdes em rede. Diversos programas
de codigo aberto, tais como LATTICEEASY [44], DEFROST [45], GABE [46] e, mais recentemente,
CosmoLattice [47] foram criados especificamente para esse problema. A maioria deles tra-
balha puramente com o espago FLRW e despreza flutuagdes dg,,,,, efetivamente simplificando
(118) para um sistema de duas equacdes. Até o presente momento, todos os programas pu-
blicamente disponiveis estdo limitados ao caso escalar, o que limita sua precisdo em estagios

avangadas do reaquecimento, quando 'y, = Iy

Neste trabalho, foi utilizado o c6digo LATTICEEASY no ambiente MinGW para Win-
dows OS. Foram estabelecidos L = 10/m, dt = 0,003 e g* variando de 1.7 -10~" a 2.8 - 107
para fins de visualizacdo. A expansdo foi calculada de forma auto-consistente. Simulagdes simi-
lares podem ser encontradas nas referéncias [48, 49, 50, 51]. Normalmente estas sdo executadas
com N = 2563; devido a limitagdes computacionais, utilizei uma rede menor de N = 1283, a
qual ¢ suficiente para os propositos deste trabalho. Os resultados se encontram nas Figuras 5, 6,
8e9.
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Figura 5 — Evolugao das densidades nX e n¥ em grafico semilog.
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Fonte: Elaboragdo propria. Observa-se que nX cresce de forma aproximadamente exponencial até o momento em

que as densidades se tornam comparaveis (¢ ~ 100).

t

4.3.2 Fase de turbuléncia e equilibrio térmico

Na Figura 5 e nos primeiros painéis da Figura 6, podemos distinguir claramente as

fases do pré-aquecimento ja discutidas:

a) ressonancia paramétrica coerente em ¢t < 100. Esse estdgio ¢ caracterizado
pelo crescimento exponencial inicial de n%f com um pico pronunciado proximo a
ko kg /2 = (gmp0/8)"/? (Figura 8),

b) excitagdo de ¢ pelo re-espalhamento em ¢ ~ 108. As flutuagdes d comegam
a crescer muito mais rapido do que y, novamente com um pico préximo a banda
dominante k =~ k. /2. Por ora, devido ao curto alcance da interagdo trilinear
3°x%p?, as inomogeneidades de d¢ e y tém perfis bastante similares;

c) fase transiente, de ¢ ~ 110 a¢ =~ 130. Aqui, as interagdes se tornam nao
lineares. A banda principal de modos £ se expande ligeiramente e o pico mais

elevado transladade ~ k. /2a ~ k,,,. Os picos de x e ¢ alcangam sua amplitude

max
maxima e comecam a se espalhar e colidir violentamente. O caos rapidamente

torna a ressondncia ineficiente, e o pré-aquecimento termina.

Pouco depois do fim do pré-aquecimento, de 7 ~ 250 a 7 ~ 2000, os campos
passam por uma longa fase de escalada turbulenta. Multiplos picos de larguras comparaveis
podem ser vistos, e as interagdes podem permanecer cadticas e nao-gaussianas por bastante
tempo. A estrutura geral dos campos durante esse estagio corresponde, com algumas diferencas,
a turbuléncia estaciondria de Kolmogorov para uma fonte estreita em um k finito [52]. Ademais,
a Figura 6 sugere o provavel desenvolvimento de auto-similaridade em algum momento ¢ apos
o final da simula¢do em t = 310 — isto €, os espectros de x e dp manteriam sua estrutura
quando observados em diferentes escalas, tal como um fractal ou um aglomerado de galaxias.

Isso motiva o seguinte ansatz para ambos numeros de ocupagdo nesse estagio [53]:

n(k,7) =7 Pny(kT 7). (119)
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Figura 6 — Evolugao dos campos ¢ ¢ Y.
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Fonte: Elaboragdo propria. Dados para g% = 2,8 -1077.

Aqui, define-se 7 = 7/7,, e T, € 0 momento em que a escalada turbulenta comega. O momento

em que essa expressao se torna valida varia entre 7 ~ 200 e 7 ~ 600, a depender do modelo
e da largura da banda de ressonancia inicial. Numericamente, os valores mais apropriados para
o0s expoentes giram em torno de ¢ ~ 3.5 e p &~ (.2 para maior parte dos modelos inflacionarios,

com p =~ 1/7 em estagios muito tardios — uma analise completa ¢ feita em [54].

Durante a turbuléncia, a banda k principal ainda € proeminente, mas, muito lenta-
mente, particulas de maior momento k se tornam mais numerosas. No instante ¢ ~ 130, as
densidades n; estdo saturadas em n(k) o (k/p,) %2 (Figura 7), como esperado em sistemas
de turbuléncia quase-estacionaria [55, 52], e ainda altamente concentradas na banda principal
(Figura 8). A medida que as particulas se espalham, os modos de k ultravioleta”crescem len-
tamente. No entanto, ao final da simulacdo (faixa azul escura na Figura 7), esse regime ainda

esta bem distante do equilibrio térmico, no qual espera-se aproximadamente n(k) o Ekf ! para
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Figura 7 — Evolugao do espectro de ¢ e x em grafico log-log.
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Fonte: Elaboragdo propria. Cores mais proximas do azul denotam ¢ maior. As linhas pontilhadas representam a
saturagdo em n(k) o k=3/2; em ambos os campos, ela acontece em ¢ =~ 130, ao final da fase transiente. Dados
parag? =2,8-107".

baixos valores de k.

1 T T
e(EE_N)/T_l NE%—M_ */kQ—f—mz—,u

ng = (limite cléssico). (120)

Figura 8 — Evolucdo do espectro de ¢ e y para g°> = 2,8 - 1077 em
funcdo do desvio da banda principal.
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Fonte: Elaboragdo propria. Dados para g2 = 2,8 -107".

A termalizacdo acontece quando a banda £ principal finalmente perde for¢a. A den-
sidade total n, ¢ (aproximadamente) conservada € o espectro alcanga n; ~ 1 para momentos k
maiores. Nesse momento, a aproximagao classica (120) ndo pode mais ser utilizada. Como a
densidade de energia por modo no “ultravioleta”é aproximadamente p(k) o (k/a)*n(k), mo-

dos de k£ maiores dominam a distribui¢ao de energia. A escala de tempo desse estagio final de
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transi¢ao, normalmente denominado turbuléncia livre, ¢ muito mais longa do que as anterio-
res. Das equacdo 119, obtém-se um tempo maximo 7., até o inicio do regime quantico [54].

Tomando ¢ o< 72 temos, em unidades GeV !,

2/(1-p)

p/2 1/4
ﬁ ~ Ef = E ~ L S com p~x
t, k; t; qt*m,

(2 (] (2

(121)

~| =

Usando as simulagdes de rede, pode-se também computar a evolug¢ao da equacgao de
estado p = wP durante e apds o pré-aquecimento. Surpreendentemente, observa-se que w, apos
oscilar rapidamente nos primeiros instantes do reaquecimento (¢ < 130), evolui abruptamente
de w ~ 0 paraw ~ 0.3 (Figura 9), o que poderia ser ingenuamente interpretado como um estado

de dominancia por radiagao.

Figura 9 — Equacao de estado w = P/p para diferentes valores de g.
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Fonte: Elaboragéo propria. A linha horizontal demarca w = 1/3. Fonte: Elabora-
¢do propria.

Desse modo, atingir um estado macroscopico de w ~ 1/3 ndo pode ser suficiente
para declarar que o reaquecimento acabou, pois, como vimos, um estado de equilibrio térmico
local pode levar muito tempo para ser atingido.* A evolu¢do de w com o tempo sugere uma
corre¢do ao ultimo termo da equagdo (23) para AN,, em que o valor fixo w,, deve ser subs-
tituido por uma média efetiva w,; = (w(t)) ao longo do reaquecimento [57]. Esse efeito é

particularmente relevante para longos periodos de reaquecimento AN,..

1
AN,

Wep =

AN,
/ w(N')AN’. (122)
0

AN, tem efeito direto sobre a temperatura final 7.: escalas de tempo maiores implicam mais

“Para modelos V' ~ P, p # 2, w # 0 no inicio do reaquecimento. No entanto, ¢ observada a evolugdo
qualitativa durante o reaquecimento, com estabilizagdo em w =~ 0.3 — ver [49, 56] para analises de w para
diferentes expoentes e constantes de acoplamento.
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redshift e T,, mais baixa. Para a maior parte dos modelos, a condigdo 10 MeV < T,, < 101¢

e
GeV limita-o a 10 < AN, < 40 [58, 59].

re ~

E importante reconhecer as limitagdes da anélise tradicional do reaquecimento. Até
o presente momento, a maior parte da literatura foca em interagdes vierbein do tipo g%y 2.
No entanto, esta ¢ pouco térmica, resultando em uma escala de tempo excessivamente longa
até a termalizagdo (¢, ~ 10'®). Uma estimativa de T,, baseada apenas nesse tipo de interagdo
forneceria valores baixos demais, na escala de ~ 1 keV para constantes de acoplamento via-
veis [60]. De fato, o decaimento vierbein ndo pode existir sozinho: um processo xx — @ (e
vice-versa) obviamente poderia se manter por tempo indeterminado, e o inflaton nunca desapa-
receria. Interagdes perturbativas dreibein (equacao 84), embora pouco significativas durante o
pré-aquecimento, sdo vitais para que ¢ se desintegre e o Universo alcance as escalas de energia
necessarias. A adigdo de termos lineares oy ?, pode acelerar a desintegracdo do inflaton, bem
como aumentar a eficiéncia do pré-aquecimento via ressonancia taquionica [61, 62], a produgao
de férmions, embora lenta apds a saturagdo, pode se tornar relevante no reaquecimento tardio, e
interagdes com campos de gauge sdo fundamentais para a magnetogénese primordial [63, 64].
Um entendimento completo do reaquecimento, de modo a considerar todas as interagdes, ainda

ndo foi alcangado.’

SEm modelos V' ~ ¢P, p > 4, o inflaton naturalmente irradia mais rapido do que a radiagio (w > 1/3). No
entanto, na auséncia de outras interacdes, esse processo nao garante a termalizacdo na escala necessaria.
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5 MODELOS INFLACIONARIOS

Desde o surgimento da cosmologia inflaciondria na década de 1980, centenas de
modelos ja foram propostos: a versdo mais recente da biblioteca Previsoes Precisas de Rola-
mento Lento na Cosmologia Inflacionaria (ASPIC, do inglés Accurate Slow-roll Predictions for
Inflationary Cosmology) [65], atualizada em janeiro de 2025, retine mais de 118 modelos distin-
tos. Ao analisar os espectros de cada modelo para diferentes temperaturas de reaquecimento, &
possivel determinar quais deles sdo mais compativeis com o estado atual da CMB. Neste traba-
lho, utilizei primariamente os dados coletados pelo satélite Planck, lancado pela ESA em 2009,
e pelo projeto BICEP/Keck (do inglés Background Imaging of Cosmic Extragalactic Polariza-

tion).

Planck mede principalmente os espectros de temperatura (TT) e dos modos E de
polarizacao (EE, lowE), além da correlacao cruzada entre eles (TE). Estes sdo relativos as per-
turbagdes primordiais escalares (Se¢do 3.3.1), e podem ser refinados por meio de célculos do
efeito de lente gravitacional (lensing). Os dados mais recentes, coletados em 2018, foram utili-
zados na ultima edi¢ao da Encyclopaedia Inflationaris [9], que analisou todos os modelos entao

presentes na biblioteca ASPIC.

O projeto BICEP/Keck, por sua vez, especializa-se na deteccdo dos modos B de
polarizacao, relativos a perturbacdes tensoriais (Secdo 3.3.2). Estes sdo muito mais ténues, €
Planck ndo ¢ sensivel o suficiente para aferi-los. Os tltimos dados, divulgados em 2021 (Tabela
1), forneceram estimativas muito mais restritivas a razao tensor-escalar r, passandode r < 0, 11,
em Planck-2018, para r < 0,036 [66, 67].

Tabela 1 — Parametros cosmoldgicos observa-

veis.
Parametros Planck-2018 + BAO + BK18
H, 67.36 £+ 0.54
Qg 0.0007 4+ 0.0037
10%t,, 1.04092 + 0.00031
T 0.0544 £+ 0.0073
In(101°A,) 3.044 4+ 0.014
ng 0.9587 + 0.0042
T, < 0.036
o —0.0044 + 0.0067

S

Fonte: Planck 2018 results — X. Constraints on In-
flation. Parametros sdo calculados em k£, = 0.05
Mpc~!. Acesso em: 22 mai. 2025. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1051/0004-6361/201833887>.
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E cabivel, portanto, reanalisar a compatibilidade dos modelos inflacionarios mais re-
levantes frente as novas evidéncias. Foi empregado o c6digo ASPIC para computar as previsoes
de seis deles: Campo Grande (Large Field, LFI), Campo Pequeno (Small Field, SFI), Natural
(NI), Colina Modulada (Mutated Hilltop, MHI), Starobinsky-Higgs (SI-HI) e Higgs com Corre-
cdo Radiativa (Radiatively Corrected Higgs, RCHI). Cada um ¢ parametrizado por uma escala
de massa M*, mais adequada e flexivel do que m? por razdes dimensionais (V' = [massa]?),
que pode ser fixada por meio do pardmetro A,. Como o espectro de perturbagdes permanece
quase inalterado em escalas super-Hubble, sabe-se que, no cruzamento k, = aH, A tinha o

mesmo valor que possui hoje. Das equagdes 69 e 70, obtemos

Vie.) _
P,.~A, = 2 ~210-1077. 123

Com isso, as previsOes de cada modelo para n, e » podem ser computadas e com-
paradas com as observagdes. Nas subsecdes seguintes, sera fornecida uma breve introducao a
cada modelo, com justificagdes teoricas relevantes e calculos de €,, n, and M como fungdes
de AN, = N; — N,. Os graficos de cada um no plano (n, ) sdo dados na Se¢do 5.7. Como
na Se¢do 4, o ambiente MinGW para Windows OS foi utilizado, com compiladores de Fortran e
GCC. O rolamento lento ¢ a unica aproximacao utilizada de forma nativa pelo codigo ASPIC.
Seus resultados sao bastante consistentes com calculos exatos [68], com variagdes inferiores a
0,5%.

5.1 Inflacdo de Campo Grande (LFI)

Modelos de campo grande, também chamados de cadticos, foram inicialmente pro-
postos de forma fenomenoldgica em 1983 [69, 70]. Sao os mais simples dentre os de campo
unico e, portanto, amplamente utilizados para propdsitos pedagdgicos. De fato, o potencial que
utilizei ao longo da ultima se¢do (equacdo 98) pertence a essa categoria. S3o monotdnicos e
definidos pelo parametro livre p:

V(p) = M*gP. (124)

Embora LFI normalmente seja estudada com p € N, algumas de suas motiva-
cdes tedricas, particularmente em modelos de supergravidade, permitem expoentes fraciona-
rios [71, 72, 73]. Nesse contexto, considera-se um potencial de Kahler K, invariante sob uma

transformacgdo 0" — 0" + a, e um superpotencial W que quebre a simetria:

clo+at)  (o+0oh)?
(n—1)/2 2mn—1
pl Pl

K = +12P e |IBf, W =ASo™. (125)
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Na supergravidade, o potencial escalar V' é determinado pela relagdo

_ _ 1
V= cKmi [ Ggip.wD v — > [w2|  onde D,W =W + — (9,K)W. (126)
7 J m2 7 7 mQ 7
pl pl

Para cy; < 1, ¥ =~ 0 permanece estavel durante a inflagdo. Nesse caso,
Vo= /2)2 (UTU)m , (127)

2 B )2

ou, definindo o inflaton real via o”mp

V(@) — 602/2)\2@27”/” = M490p. (128)

A partir do potencial, calculamos os fluxos de Hubble ¢, e ¢, e estabelecemos ¢, = 1 ao fim da

inflagdo:
2 2
p plp—=1) 5 _p
€1 :T&7 GQZT:>§0f :2—61 (129)
Calculando e invertendo equagdo 19 para AN,, obtém-se
2 p
02 —2p <AN* + Z) . (130)

A equagdo (123) fornece M /my ~ 4.5-10 % parap = 2e M /m, ~ 2,1 - 1077
para p = 4, o que justifica o uso de ~ 10_12m§1 como a escala de massa nas se¢des anteriores.
Como o potencial tém minimo bem definido em ¢ = 0, a equagdo de estado ao final da inflagdo

pode ser obtida por meio dos valores médios de P e p [74]. Pelo teorema do virial,

P 1 p 2 _p—2
Wren =N = Ty <m<ﬂ> - m(@) arrT) (131)

O resultado w,;, = 0 para p = 2 sera importante nas proximas segdes, pois a maior
reh b 5

parte dos modelos inflacionarios ¢ aproximadamente quadratico proximo ao seu minimo.

5.2 Inflacdo de Campo Pequeno (SFI)

Essa classe, popularmente chamada de “’inflacdo de colina”, foi introduzida em 1982
[75, 76] nos contextos de supergravidade e corregdes radiativas, mas também pode surgir estu-
dada em diversos outros cenarios, como campos modulares [77] e cosmologia de branas [78].

Dentre os modelos analisados neste trabalho, ¢ o Ginico com mais de um parametro livre: o
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Figura 10 — Inflagdo de campo grande.
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Fonte: Elaboragdo propria. Painel esquerdo: potencial V' (). Painel direito: pardmetro e. A area hachurada indica
o fim da inflagdo.

4F

2}

expoente p e a normalizacdo p (Figura 11).
p
Vip) = M* {1 — <f> } AT (132)

Analogamente a secdo anterior, calculamos os fluxos de Hubble e estabelecemos

Ef = 1:
m2 p? 22 m2 p(p — )P
€1 = 29 €g = ’ (133)
2 (pP—pP) (1P — ¢P)
my P
D pl

we | 1+ )—upzo. (134)

! ( \/5%

A integral (19) é resolvida diretamente, com o caso p = 2 computado a parte:

%PfV 2 2 _ 52 2 2‘?_ 2—p
pE2: N%/ oy = “22[@1 BLaR (9"1 L )] (135)

o Vi 2mg p I (2—p) pr
eroy/ 2 2_ 2 .
p=2: N/ V—dgo:4'u2 {901 ff—mn(ﬁ)]. (136)
Pi P mpl ® Pr

A expressao (134) ¢ facilmente resolvida para p € N; no entanto, a inversao das
equagoes 135 e 136 pode ser matematicamente bastante complicada. Devido a isso, a SFI ¢

normalmente subdivida em dois casos fisicamente relevantes:

a) Caso “menor”(p < my,), para p > 1: Mais comumente utilizada, essa aproxi-

macao ¢ particularmente necessaria no contexto da supergravidade [79, 80]. Aqui,
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Figura 11 — Inflagdao de campo pequeno.
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Fonte: Elaboragdo propria. Painel esquerdo: potencial V(). Painel direito: pardmetro €. A area hachurada
indica o fim da inflagao.

desprezamos ¢ em (134), bem como os termos quadraticos de AN Isso fornece:

, 2p 1/2)
L \/§u "

PFE2: p, > —M—Sp@ —p)AN, + (m p) , (137)

pl

1/(p—1)

m2 AN, 2

p=2: @, ~exp . (*f“ : (138)
% My D

b) Caso "maior”(u > m;): Nesse caso, realiza-se uma expansdo de Taylor de ¢

em torno de m,/pu < 1.

2
Y My p— 1My

Aplicando a (135) e deprezando os termos quadraticos em (m§1 /1?), temos:

my (1 1/2
o, ~1——2 (2 42AN,) . (140)

A normalizago (123) fornece valores na escala de M /m,; ~ 5,0 - 107> para (p =
4, p/my =10)a M/my ~7,1-107% (p = 2, pu/my = 0.1). Parap > 2, o potencial ¢

aproximadamente quadratico proximo ao minimo ¢y = 4, € w,, ~ 0.

V(p) = M* %(u—w)—%(u—w?—m : (141)

5.3 Inflacao Natural (NI)

Proposto em 1990, [81, 82], esse modelo usa quebra de uma simetria global para

gerar inflagdo via bosons de Nambu-Goldstone. Em esséncia, considera-se a seguinte agao para
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um campo escalar e um campo fermidnico ¥, com ¥} = (1 4 75)/2¥ definidos como as
projecdes esquerda e direita:

o 2
S =— / dr\/—g {g“”@uqf@y@ + iUy, + g (U DU + WpdTW; ) — A (qﬂ@ - ?) ] :
A simetria quiral global é expressa pelas transformagdes & — Pe'®, ¥, — W '/2 T, —
W,e /2. Abaixo da energia f, o sistema adquire um valor esperado no véacuo (vev) de (®) =

fv/2e%/f onde ¢ é um boson de Nambu-Goldstone. A lagrangiana efetiva se torna:
1 M A e io/f L\ —ip/f

E introduzida em seguida uma quebra de simetria explicita, na qual (UT0) = M3 na escala

de energia MSlm < f. O segundo termo em (142) naturalmente assume a forma cos (¢/ f).

Tomando g.M;; 3 _f = M* como a escala geral de massa, pode-se expressar o potencial na forma
(Figura 12)
Vip) = M* [1 + cos (?)] . (143)
Figura 12 — Inflagdo natural.
Vip) €
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Fonte: Elaboragao propria. Painel esquerdo: potencial V' (). Painel direito: pardmetro e. A area hachurada indica
o fim da inflagdo.

Seguindo os passos usuais, calculamos €, € €5, € estabelecemos €; = 1 como o fim

da inflacao.
o omd sen’(%) _2my 1
€ = 2f2 €y = f2 o\’ (144)
[1 + cos (%)} 1 + cos (7)

2 2

ms —2f
wp= fcosH| —— . (145)

(mgl + 2f2)

O resultado para e, em (144) implica que, em geral, f2 > m ¢ uma condicao

necessaria para a aproximagao de rolamento lento. Calculando e 1nvertendo a integral para
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AN,, obtém-se:

. 42 m2 AN,
% = COSl{l — m exXp <_plT> } (146)
p

Dadas as restrigdes para AN, , a normalizagdo (123) fornece M /m,, =~ 5- 10~* para
valores pequenos de f (f = 2my,), até¢ M / my =~ 1- 10~2 para valores maiores (f = 100my).
O limite f/ my, — 0o recupera o caso p = 2 de LFIL. Proximo ao minimo ¢ = 7 f, o potencial

¢ quadratico, e w,, ~ 0.

V(p) = M* {% - ] : (147)

5.4 Inflacao de Colina Modulada (MHI)

Esse modelo ¢ uma adaptacao da classe SFI, proposto em 2010 e estudado ao longo
da ultima década [83, 84, 85]. E predominantemente fenomenolédgico, mas pode ser derivado

no contexto da supergravidade [86]. O potencial ¢ expresso como (Figura 13):

V =M* [1 — sech (%)] . (148)

Figura 13 — Inflagdo de colina modulada.
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Fonte: Elaboragao propria. Painel esquerdo: potencial V' (¢). Painel direito: pardmetro e. A area hachurada indica

o fim da inflagdo. Graficos parametrizados para p1 = my;.

Dele, derivamos os fluxos €; € €,:
My (@ 2( ¢ me, 2( ¢ 2( ¢
€ = —chot <—>sech (—); €y = —2p [csch (—) + 2sech (—)] . (149)
2p 2 Iz Iz 2 7

A condicdo ¢; = 1 gera uma solugdo univoca para ¢, embora bastante complicada [9]. Aplicando-

a a integral para AN, e invertendo-a, pode-se escrever , em termos da funcdo de Lambert
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W,
¢, = pcosh ' (—1 —W_4 {—(1 — oS <ﬁ>} X
I
m2AN,
exp |——2— — 1 —cosh (ﬁf) . (150)
It 1

Usando ¢,, podemos calcular a normalizagio de M*. O caso mais relevante é o
limite u < my,, para o qual p, =~ pln (ﬁmpl / u). Para y1/m,; = 0.1, por exemplo, obtemos
M/my ~ 1- 1073, Similarmente aos potenciais anteriores, o potencial MHI é quadratico

proximo ao seu minimo ¢ = 0, e w,, ~ 0.

Vip) = M* {—2+1 (151)

5.5 Inflaciao de Starobinsky-Higgs (SI, HI)

5.5.1 Modelo original de Starobinsky

Proposto em 1980 por Alexei Starobinsky [87, 88], esse modelo ¢ baseado em uma
ideia notavelmente elementar. Segundo ele, a inflagdo ¢ meramente uma consequéncia de cor-
recdes quanticas ao estado de vacuo das equacdes de campo. Na sua versdo mais simples, ele
considera campos quanticos, sem massa e covariantemente conformes, que interagem com o
campo gravitacional. Isso € expresso por meio de um acoplamento nao minimo no componente

gravitacional da acdo em (11):
M2
Sray = 79 /d4m\/_—g f(R), onde f(R)= R+ p?R>. (152)

Starobinsky demonstra que isso gera um valor esperado (7),,) ndo nulo, ou “ano-
malia do trago”, que, por sua vez, age como fonte de energia da inflacao [89, 90]. A forma usual
do potencial de SI pode ser derivada a partir de (152) por meio de uma transformagao conforme
Gy = €279, tal que 0(R) = F(R) = 9 f/OR. Definimos o inflaton ¢ como

o [3 3_f>_\/§ 2
M, = 2ln<8R = 2ln(1—|—2R,u), (153)
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e, substituindo-o em S, obtém-se (Figura 14)

2
V(p) = M* ll—exp (— 2 ¥ )} , onde M4E£g2. (154)
3M 8u?

Figura 14 — Inflacao de Starobinsky.

Vip) €

1ok 1.5 // //

0.8f :

1.0 <

0.6}

0.4} o5l

0.2}

%% 2 4 6 8 012”00 1 2 3 2 5 5 /e

Fonte: Elaboragao propria. Painel esquerdo: potencial V' (¢). Painel direito: pardmetro €. A area hachurada indica
o fim da inflagao.

Célculos mais detalhados podem ser encontrados nas referéncias [91, 9, 92]. Percebe-
se que (154) ndo depende de nenhum parametro livre além de sua massa. A partir daqui, pode-

mos calcular os fluxos de forma usual.

) 9
€ = % [1 — exp (— gMig)} , €9 = 2 [senh (%)} , (155)

(1 35)

f

P 21+ ~ (), 9402. (156)
M, 2 V3

A integral de AN, pode ser calculada e revertida de forma exata usando a fungao

W de Lambert:
B 3 4 2 ¢ —\/%ML
_Mg\/;{ SAN*+\/;MQ e

—-W_, [—exp (—gAN + 3M — \stf)} } (157)

A normalizagdo da equagdo (123) fornece M /M g =3 1073 para valores plausiveis
de AN,, implicando uma corregéo quadratica elevada em (152) (1 =~ 10°M,, ~ 10" GeV).
Generalizacdes de SI para corre¢des R2P sdo estudadas em [93]. Proximo ao minimo ¢ = 0, o

potencial ¢ aproximadamente quadratico, e w,, ~ 0.

Vip) = M* {2930 + } . (158)
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5.5.2 Modelo de Higgs

Como seu nome indica, esse modelo gera inflacdo por meio de um acoplamento nao
minimo do béson de Higgs 3 a gravidade. Foi proposto em 2008 [94, 95] e recebeu bastante
atencdo ap0s a descoberta do boson de Higgs em 2012 pelo LHC. Ele assume o seguinte termo

extra para a lagrangiana do Modelo Padrdo £yp:

M2
£ = zMP—Tg—ngzR. (159)

Em teorias de escalar-tensor, a acdo assume a forma generalizada

S = /d4x\/—_g [F(h)R — Z(h)g"8,hd, —2U(h)] . (160)

No modelo HI, F' = 9f/0R = 1+ ¢h?, Z(h) = 1 e U(h) é o potencial de Higgs
usual, com v e A fixados pelos dados do LHC [96, 97]:

M2\ v2
U(h) = Tg (h2 — W) , onde wv=~246 GeV, A ~0,13. (161)
g

A constante gravitacional efetiva G, = 1/(8w mil) ¢ ligeiramente modificada pelos graus de

liberdade escalares, tal que, definindo £ = dF'/dh,

1 1 [2ZF + 4(F’)2] - 1+ &h% + 8¢2h? (162)

m2  MZF |2ZF +3(F')? 1+ €R2)(1 + Eh2 + 6€2h2)°

Nesse contexto, é necessario impor a restricdo 1 < /& << 10'7, mediante a qual

M, ~ m,, com elevada precisdo. Em seguida, realizamos uma transformagdo conforme (g,,,, =

1+¢£2/ mfﬂ) 9., € definimos o inflaton ¢ a partir da relagdo

do _ \/1+§(1+6§)h2wm V6ER
dh ~— P 1+ &h2 P en?

(163)

A aproximagao na segunda passagem fornece o potencial de Starobinsky da equacao
(154), com M, — M, e M* = le‘l)\/4§2. Como estudado em [98], as corregdes quanticas
induzidas por £ >> 1 podem atuar como a fonte priméaria de  no modelo SI. Como as contribui-
¢oes de ordem superior sdo despreziveis para &, SI e HI costumam ser estudados juntos como

Starobinsky-Higgs.
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5.6 Inflaciao de Higgs com Correcao Radiativa (RCHI)

O sucesso do modelo de Higgs (painel esquerdo da Figura 16) motivou seu refi-
namento pela adi¢do de corregdes radiativas, ou ajustes ao potencial devido a influéncia de
particulas virtuais. Em um diagrama de Feynman, elas se manifestam como /oops — mais de-
talhes sobre a relacdo entre /oops de Feynman e X sdo encontrados em [99, 29]. Aqui, utilizo
os resultados de [100, 101, 102, 9]. As interagdes adicionais relevantes acontecem com o quark
top (acoplamento de Yukawa y, ~ 0.93) e com os bosons W* e Z (acoplamentos g ~ 0.6 e
g’ ~ 0.35). Na primeira ordem, ou corre¢do de um loop, M 4 = my, permanece valido, e as

corregdes para F'(h) e U(h) sdo dadas por

Ch2 mANAR?
= SIn (m2h?p?), UW(h) = —Z——In(m2h2p?), (164)

FO(h
(h) = 12872

onde A e C representam combinagdes dos acoplamentos.

3
A= = [2g* + g% + ¢/ — 16y?] + 6), C = 3N (165)

Com isso, pode-se realizar a transformagao conforme usual em (160) e definir ¢ em termos de

h. Assumindo A e C suficientemente pequenos, ¢ pode ser aproximado pela condi¢ao

do V/3hé 3\ 3\ 1 mpyh
dh ~ P+ €h?) { Tl TR e ( " (166)

Dado que £h* >> 1, a integral fornece ¢ =~ m, [(\/3/2) In (€h2) + (3v/3)\/1672) In h] , impli-

cando um potencial escalar V' (¢) da forma (Figura 15):

M*|1-2 \/> A=A+ 12\ (1
Vip) = [ exp( mpl) = \/_mp1] , onde A, + 12X, (167)

Calcula-se os fluxos €, € €,, definindo A = A, /(1672) e estabelecendo €; = 1:

) fe—20/Vomy 4 g :
‘1= 19 —2p//6m 7 e
1 — 267 20/Vomu 1 A4 1[,/2]3(p/myy)]
18e726/V0ma L1 4 A+ AJ[\/2]3(p/my)]} + A2 (169)
62 == = ,

3 {1 2e 2o /2Tl )]}

e L \/3 \/§ 2 LN v
by A5+ 5Wo 1 |5 H\/g e . (170)

pl
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Uma aproximagdo de AN, e ¢, pode ser feito tomando o denominador em (168)
e (169) como ~ 1 (), mas sua precisdo ¢ muito baixa em comparacdo com os resultados do
codigo ASPIC. Para corregdes pequenas, a normalizagdo (123) resulta em massas similares as
encontradas em Starobinsky. Para A; = 1, por exemplo, M/ my =~ 3,953 103 em AN, = 55.
O comportamento do potencial proximo ao minimo depende do parametro livre. Para corre¢des
pequenas A; < 1, a aproximagdo quadratica permanece valida, e w,, ~ 0; corre¢des maiores

tornam o potencial mais ingreme.

Figura 15 — Inflagdo de Higgs com correcao radiativa.
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Fonte: Elaboragéo propria. Painel esquerdo: potencial V' (). Painel direito: pardmetro €. A area hachurada indica
o fim da inflagdo. Graficos parametrizados para A; = 1.

5.7 Analise sob observacao

Nas Figuras 17, 16 e 18, sdo apresentados os resultados da analise numérica dos seis
modelos. As regides em verde representam os intervalos de confianca de 68% e 95% dos dados
observacionais. O caso p = 2/3 em LFI foi calculado e adicionado manualmente, pois o codigo
ASPIC nativo € restrito a expoentes inteiros. Como as contribui¢des de ordem superior em P

sao muito reduzidas (Tabela 1), foram utilizadas as aproximagdes n, >~ 1 —2¢; — €5 € 7 =~ 16¢;.

Os modelos SI-HI e RCHI com A; ~ 1 e apresentaram a maior concordancia
com Planck+BAO+BK18. Sdo seguidos do caso log (y1/my;) <0 de MHI e do caso p =
4, log (p/my) =~ 0 de SFL. O caso p = 2 € menos favorecido, mas ainda possivel. Dentre as
seis, a classe LFI foi a mais fortemente impactada pela restrigdo < 0, 036, que tornou mesmo
o0 caso p = 2/3, marginalmente compativel com Planck-2018 [68], improvavel. NI, antes pro-
Ximo ou tangente ao intervalo de 95% de confianga, é hoje fortemente desfavorecido. Ambos,
no entanto, ainda podem ser possiveis mediante um acoplamento gravitacional ndo minimo. Em
[103], & = —0.0081:’8:88?? ¢ calculado como suficiente para devolver NI ao intervalo de 68%
de confianga de PlancktBAO+BK18. Para o caso p = 4 de LFI, sao encontrados valores entre
&~ 0.005a& ~ 0.3[104, 105, 106]. Correcdes radiativas também podem influenciar suas as

previsoes.



Figura 16 — Previsdes no plano (n, ) dos modelos SI-HI e RCHL
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Fonte: Elaboragdo propria. As areas em verde representam os intervalos de 68% e 95% de confianga dos
dados de Planck+BAO+BK18. Fonte: Elaboragdo propria.

Figura 17 — Previsdes no plano (n, ) dos modelos de parametro unico LFI, NI e MHI
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Figura 18 — Previsdes no plano (ns, r) para os casos p = 2 ¢ p = 4 do modelo SFL
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6 CONCLUSAO

Foram cumpridos os objetivos de revisao da literatura acerca da cosmologia inflaci-
onaria, simulagao do reaquecimento pos-inflacionario e reanalise dos modelos selecionados. As
simulagdes de rede do potencial quadratico V(@) = (1/2)m? + (1/2)g*¢*x* confirmaram o
comportamento esperado pelo estudo analitico deste: crescimento inicial exponencial de , se-
guido de excitagdo do inflaton ¢, saturacdao da densidade dos dois campos, evolucdo abrupta da
equagao de estado para w ~ 0.3, turbuléncia estatica e lento espalhamento do espectro em uma
longa fase de pré-termalizacdo. Essa abordagem, limitada a interagdes vierbein, mostrou-se ade-
quada ao estudo do pré-aquecimento, mas ndo das fases posteriores, dominadas por decaimento
perturbativo. Percebeu-se que, além de ndo permitir a desintegracdo do inflaton, a auséncia de

termos lineares torna o reaquecimento altamente ineficiente.

O estudo dos modelos LFI, SFI, NI, MHI, SI-HI, e RCHI confirma a tendéncia ob-
servada em andlises anteriores, com boa adequagao de RCHI, SI-HI, MHI e SFI, as restri¢oes de
Planck+BAO+BK18. Modelos marginalmente adequados a Planck+BK15 (NI, caso p = 2/3
de LFI) foram descartados na auséncia de acoplamentos ndo minimos ou outras corregdes. A
compatibilidade de SFI, e SFI, com BICEP/Keck mostrou-se particularmente dependente da

temperatura de reaquecimento, com preferéncia em ambos os casos por temperaturas mais altas.

Esses resultados restringem os cendrios inflacionarios possiveis e motivam estudos
futuros mais detalhados do reaquecimento, o qual permanece pouco claro em comparagdo ao
periodo inflaciondrio e as fases subsequentes (era foton e nucleossintese). O intervalo atual de
temperaturas 7T}, possiveis, por exemplo, possui amplitude de cerca de 10'® GeV, o que difi-
culta a andlise precisa de modelos inflacionarios como MHI, SFI, e, em menor escala, SI-HI.
O desenvolvimento de novas ferramentas de codigo aberto, capazes de simular interacdes esca-
lares e fermidnicas, ¢ fundamental para um melhor entendimento desse estagio da evolugdo do

Universo.
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APENDICE A — DERIVACAO DAS PERTURBACOES METRICAS

A.1 Equacgoes de campo

Estabelecemos o inverso da métrica em (39) e as defini¢des usuais de I'y. e R ,,..

Nesta demonstragdo, trabalha-se com um gauge qualquer, e adota-se os indices 7,7 = 1, 2, 3.

PR e d'B (171)
=a . . ..
g OB (1+20)§9 — DIE

aX /0 0 0
9 Iy 99y | 998
re = — 172
fr— 2 ( 028 92 | on > (172)
_ «@ « A T a TA
R, =0, —0, 1, + T, 1S, — T (173)
R=g*"R,; (174)
Perturbando (172), (173) e (174) na primeira ordem, obtemos:
5g* (0 0 0 aX 19§ 00 ol
51‘% _ g Iy - 98~ n gp I g Iy - 9B~ n 9B (175)
i 2 oxP  oxr  Ox7 2 OxP Ox? oxY
— le' «@ A o A [ a TA « A
0R,,, = 0,01, — 0,0y, +0I',, IS, + 17,00, — oS, iy — 'S0, (176)
SR = g*P6R, 5+ 69" R, 4 (177)
1
0G,, =0R,, — 55 (178)
Computando a ordem zero:
Too=H, Tf;=Hd, ng = J4;;, outros T =0 (179)
B a/l 9 B B a// 9
6a”
R = 3 (181)
Computando a primeira ordem:
Ty =@, oIy, =0,9+Ho,B, 0y, =HO,B+09'B +9'® (182)
1
0 _ / /
1 / ]' /7

. . , . , 1 , 1 , 1.,
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6Ryy = H;0'B + 0,0'B’ + 0,0'® + 3V + 3HV + 3H P’ (186)
V4 1
SRy, = 0,8 + H20,B + 20,V + 2H0,® + SODEE (187)
a
OR;; = |—HP —5HV" —2 (a— + 7{2> (@4 U) — V" + 979, ¥ — HO*0,B| 6;;+
a

, , a//
]‘ V4
3 (Di;E” + 0,0,D¥E + 0,0,DYE — 0,0"D,;E) (188)
R =a?[—6H(0,0'B+ & + 3¥0") —20,0'(B’ + ® +2V) — 60"

1223 1 0,0'D'E (189)
a

Portanto, usando a equacao (50), obtemos:

. . 1 .
0Goy = —2H(0,0' B+ 3U') 4 20,0"0 + S0,0' DI E (190)
Va 1 )
5Go; = H (20,8 + H9,B) + 20,7’ — 2%@3 + 50,0 DEE (191)

Va4

G, = {2}( (' + 20 — 8,0"B) + 2(® + V) (2“— - W) 420"
a
1

Va4

a 1 p
—2—DyE + 3 (Dy;E" + 0,0,DYE + 0¥0,D . E — 8%, D, E) (192)

De forma similar, usando a equagdo (51) para o tensor de energia-momento:

6Th = 0@’ + 20V a? + a2g—::5g0 (193)

1
6Ty = 08 ¢’ + 50,B¢” — ;B Va® (194)

1
5Tij — 550/90/ o (10/2((1) + \I/> + a2 (2\11‘/ — %59@)] + DZJE (590/2 — Va2> (195)

Fixando o gauge conforme B = E = 0 e utilizando 07;; = 0, encontramos as equagdes (52) a
(54).
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A.2 Equacao de Klein-Gordon

No espago curvo, a equagao de Klein-Gordon ¢ dada por:

1
——9,(¢"\ /=g D) -V, =0 196
7= (9"'V/=99,9) =V, (196)

A flutuacdo métrica dg fornece, na primeira ordem:

_dg _6(a®) 1 _5\/—_9__5((14)
=g () o

Aplicando-a a féormula geral:

—8¢" —2H 6" + 0,0" (bp + By') + 280" + (AH D + &' + 3V') o' = §pa®V ., (198)

PP
Usando a equagdo de Klein-Gordon na ordem zero (55), tem-se:

200" + 4H DY’ = 2<I>a2V’(p (199)
Ou seja,

—0¢" —2H5¢" + 0,0'(8p + By') + 209" + (AH D + @' + 3V')p" = —a?6pV,,,, (200)

APENDICE B — EXPOENTE DE FLOQUET

B.1 Derivacao geral

O expoente 17, € calculado em fung@o do periodo 7' das fungdes P, . Sejam yfi’Q (to)
solugdes independentes da equagao de Hill (96) em ¢,. Podemos escrever y%’Q (to+T) na forma

de combinagdes lineares:

(y;<to+T>> _ (al %) (yfwo)) . <y,§<to>> 201)
yi(to+ 1) as ay) \yi(ty) T\ i (t)
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Podemos diagonalizar essa expressdo, definindo como A(1:?) os autovalores de T, ;e "UA (to +7)

combinagdes lineares de y%’Q(to +T):

Ht+T Ayl (¢
”§< 1)) _ 2”5() (202)
vi(t+1T) A )v%(t)
= ol2(0) = (A02)T P2, alque PYR(1) = PR+ T) (203)
Dado o formato da equacio (97), é facil ver que o Wronskiano W [y', y?] = M52 — y2)y1)
¢ constante, implicando que W{y™V), y@] = W[v), v?] = 0. Da Eq.202:
1
Wy, y@](t + T) = X\OAOW D y@](t) = AV = @ =) (204)
Para encontrar ), estabelecemos duas condig¢des iniciais independentes {ygkl)(()), yﬁ”(O)} =
{1,0}, {yﬂ yﬂ (0)} = {0, 1}. Dada a expressdo anterior:

v (0) y<”<0>> 205)

’ 7 W20

Evoluindo de 0 a 7', obtemos X e, por conseguinte, Re(uz,) = (In |A]) /T

B.2 Ressonancia larga

As solugdes ndo adiabaticas da equagdo de Hill (96) acontecem apenas nos momen-

tost;, j € N, onde ¢(t;) = 0. Assim, escrevemos a solugio no limite adiabatico de ¢; como

- 1
X%:(t) = )220 12 [az -1 B] I], onde IEi/w dt (206)

Aqui, af e 5j sdo os coeficientes Bogolyubov, determinados pelas solugdes da equa-
¢ao (96) (e, portanto pela frequéncia w;,). Podemos seguir novamente a quantiza¢do usual [107],

escrevendo x; (t) em termos dos modos x;, (t) e aplicando o comutator do momento conjugado:

X5 (t) = azx;z, (t) + &T;,CXg,(t) (207)
oy
X Xl = (51)35(1@ +q) (208)

Os modos que minimizam a agdo, dado (208), sdo tais que |a;|* — |B;]* = 1
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o nimero de ocupagado € n% = |B;|?. Como as amplitudes o, e (3; sdo constantes entre cada

instante ¢ ;, podemos tratar o problema como um espalhamento da onda incidente X%; Tomando

0% como a fase acumulada até ¢, escrevemos a matriz S’

a;:le*iéi (1 /D), Ry/DJ aé 4(9;
) = ’ ‘ (209)
B% €' R]/D; 1/D; ﬁ%e’ k

A comegar do vacuo (572 = 0), ha produgdo de particulas a partir de j = 1. Em geral [60],

2 2

. Rj . . J , . 1/2 . .
X7+l _ [ TYk X>J - X>J k XoJ (0n XoJ J J
= (n3? + 1)+ |—| ng” + S [nk (ng + 1)] cos (¢ + Aby)

k k kK
(210)
No limite ng’j > 1,
) . ) )
J J J J
DXL X0 L [Ry| + 2|} cos (6 + A03) @11
E %k 12
D}
Ou, na forma da solucao de Floquet:
' , 14 i(oh+ael)
bl 1 s 9. —_
n%‘ A ezﬂkn% 7, onde p; =In 7 (212)

(1 - \R;'f)

Portanto, para que haja produgﬁo de particulas em uma dada oscilagao, Ri e (Oi; + AO{;), de-
vem ser tais que o expoente ,u% seja positivo. A dependéncia do argumento angular explica o
comportamento caotico da ressonancia estocastica (Se¢ao), pois, devido as oscilagdes rapidas

de x em relagdo, (9‘,1 + AH‘};) se torna imprevisivel.

Para o potencial quadratico V() = (1/2)m2p*+ (1/2)g°p*x?, nas proximidades
do instante da violagdo de adiabaticidade em ¢, (2 = 7/2,37/2...), a interagdo ¢ aproximada-
mente parabdlica:

P2 (t) ~ picos?(mt) ~ @3 [cos (1/2) — msen (7 /2)(t — tj)...]2 ~egm?(t—t;)* (213)

Usamos esse resultado na equagdo de Hill (96) e a reescrevemos em funcdo da varidvel y =
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(t— tj)/(9m¢900>1/2~

]{IQ
+(y*+x%) =0, onde K?*=—5— (214)
a gm¢900

dQX*k*;
dy

Essa expressao ¢ uma variante da equacao de Weber, cuja solucao ¢ dada pelas fun-
¢des parabélicas cilindricas W (—+2/2; ++/2y) [108]. Portanto, o problema se reduz a um es-
palhamento parabdlico, cujos coeficientes de transmissao e reflexao em (209) sdo:

e—iu i eiu
(14 enm2)"? (14 enm)!/?

1+ik?\ K 2
onde ukEargF( 5 )-I—?[l—l—ln(?)]

No limite n%’j , 1sso nos fornece a equagdo (109), em que 0, = 2«9% —uy, + argﬁ% — arga% ¢a

fase total de cada espalhamento j. No caso estocastico, 6, se torna virtualmente randomico.

. 1 .
pi = oI (1 + 2¢~ ™" — 2sen e~ (T /25 \/1 4 e—m2) (216)
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