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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um desenvolvimento detalhado acerca da inferéncia de
termos de uma equacao de movimento a partir de dados reais, concentrando os esforcos
especialmente na teoria moderna do movimento Browniano, que parte da equagao de
Langevin, que descreve a dinamica estocatica de um sistema. Foram aplicados métodos
de simulagao numérica a fim de se obter uma melhor previsao acerca do comportamento
de alguns sistemas dinamicos, em especial sistemas que partem da equacao de Langevin
para descrever o movimento de uma particula submetida a um potencial. Bem como foi
feito um estudo acerca de equacoes diferenciais como um todo. Obtivemos resultados para
diferentes trajetorias simuladas, os quais pudemos descrever e inferir os termos desejados
para cada sistema de maneira bastante satisfatoria. Bem como foi possivel realizar a
observagao de uma particula em trés dimensoes, nos aproximando de um estudo detalhado
sobre o comportamento real de um sistema complexo. A anélise de dados para geracao das
simulagoes de cada configuragao deste trabalho, bem como o desenvolvimento do algoritmo

de inferéncia, foram partes cruciais no andamento da pesquisa e na geracao dos resultados.

Palavras-chave: dinamica estocastica; sistemas dinamicos; anélise de dados; algoritmo de

inferéncia.



ABSTRACT

In this paper we present a detailed development of the inference of terms of an equation of
motion from real data, focusing especially on the modern theory of Brownian motion, which
starts from the Langevin equation, which describes the stochastic dynamics of a system.
Numerical simulation methods were applied in order to obtain a better prediction of the
behavior of some dynamic systems, especially systems that use the Langevin equation to
describe the movement of a particle subjected to a potential. We also studied differential
equations as a whole. We obtained results for different simulated trajectories, which we
were able to describe and infer the desired terms for each system quite satisfactorily. We
were also able to observe a particle in three dimensions, bringing us closer to a detailed
study of the real behavior of a complex system. The analysis of the data used to generate
the simulations for each configuration in this work, as well as the development of the
inference algorithm, were crucial to the progress of the research and the generation of the

results.

Keywords: stochastic dynamics; dynamic systems; data analysis; inference algorithm.
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1 INTRODUCAO

Sistemas dinamicos sao sistemas que descrevem como alguma variavel de
interesse de estudo evolui com o tempo, sob acao de uma forca deterministica ou aleatéria.
Quando esse sistema possui um comportamento dificil de ser descrito analiticamente, como
na maioria dos sistemas reais, dizemos que é um sistema dinamico nao linear, como o
modelo de Gordon-Schaefer (Gordon, 1954) (Schaefer, 1957), o modelo de Harris-Todaro
(Harris; Todaro, 1970), e mais voltado para a fisica, o Movimento Browniano, que o

presente trabalho ird se aprofundar mais.

Figura 1 — Sistema dinamico nao linear que descreve a exploracao sustentavel de recursos
renovaveis, como estoques pesqueiros. Desenvolvido nos anos 1950 pelos economistas
H. Scott Gordon e M. B. Schaefer, ele integra biologia populacional e economia para
determinar niveis 6timos de exploracao.

A ~

MSY /
Total cost of
/ fishing effort

(TC)

MEY
Total revenue
and

Total cost

(5)

Total
Revenue
(TR)

v

Fishing effort (E)

Fonte: The nature and magnitude of global non-fuel fisheries subsidies (Khan, 2006).
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Figura 2 — Modelo economico proposto em 1970 para explicar a migracao rural-urbana em
paises em desenvolvimento.

M

______ Wy

Agricultural wage rate
Manufacturing wage rate

Wi | Wi
Wi o r-—r A

| | |
04 Ly LiLyg Ly Oy

Los
Fonte: Determinants of Job Seekers’ Decision for Migration; A Study in Big Cities in
Indonesia (Amar et al., 2020).

O movimento aleatério de particulas imersas em um fluido, foi inicialmente
estudado quando o bidlogo Robert Brown realizou uma observacao de uma solucao com
graos de polén, através de um microscépio (Newburgh et al., 1851). Brown notou que as
particulas que ele observava tinham um movimento completamente aleatorio, imprevisivel,
movimento esse batizado como Browniano, em homenagem ao bidlogo. A época, Brown
acreditou estar analisando uma nova forma de vida, uma das razoes disso era o movimento
de uma particula estar sendo impossivel de ser descrito por uma func¢ao matematica para

sua posicao e sua velocidade, dada a imprevisibilidade desse movimento erratico.
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Figura 3 — Representagao esquematica do movimento Browniano.

» « 0

Fonte: Nayturr. Disponivel em: https://nayturr.com/types-of-active-transport/. Acesso
em: 28/05/2025

Na figura 3, as moléculas do fluido estao representadas pelas bolinhas brancas,
e a bolinha vermelha representa uma particula suspensa no fluido, as setas apontam a
direcao que a particula esta indo.

Nos anos seguintes, foram realizados diversos experimentos com a finalidade
de estudar o movimento Browniano, e algumas explicagoes pouco fundamentadas foram
fornecidas para a aleatoriedade do movimento. Concomitante a isso, os estudos sobre
atomos e moléculas eram propostos com o desenvolvimento da teoria cinética dos gases.

A teoria cinética dos gases faz parte de um ramo da termodinamica que
aprofunda os fendomenos microscopicos da matéria. Em 1738, o matemaético e fisico suico,
Daniel Bernoulli, estabeleceu que os gases consistem em um grande nimero de moléculas
se movendo em todas as diregoes, onde elas colidem entre si (Bernoulli, 1738), essa e
outras constatacoes sobre o que acontecia microscopicamente em um gas, serviram como
base para o desenvolvimento da teoria cinética dos gases, que, apesar de nao ser bem aceita
quando Bernoulli divulga suas ideias, passa a ganhar a forga a partir do século seguinte.

Em 1857, Rudolf Clausius da sua contribuicao a teoria cinética molecular, ja

considerando os trabalhos de Bernoulli, Clausius escreve seu livro “Ueber die Art der


https://nayturr.com/types-of-active-transport/
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Bewegung, welche wir Wirme nemmen” (Clausius, 1857), onde descreve e introduz um
modelo de moléculas com rotagao, vibracao e translacao. E é a partir dai que ele define
que a conservacao da energia cinética translacional em colisoes nao poderia ser garantida,
pois elas poderiam provocar a conversao de um tipo de movimento em outro.

Clausius concluiu que a hipétese de uma velocidade constante e igual para todas
as moléculas era inviavel. Considerando que a velocidade translacional poderia variar entre
as moléculas, ele apresentou uma explicagao para o fendmeno da evaporagao. Como apenas
as moléculas com velocidade acima da média possuem energia cinética suficiente para
superar as forgas atrativas do liquido, ocorre uma perda de energia e, consequentemente,
uma reducao na temperatura da fase liquida.

Outras formulacoes, cada vez mais sofisticadas, acerca da teoria cinética dos
gases, foram surgindo no decorrer do tempo, James Clerk Maxwell, a partir dos trabalhos
de Clausius, desenvolveu a chamada distribuicao de Maxwell (Maxwell, 1867), que pos-
teriormente teve contribuicao essencial de Ludwig Edward Boltzmann, estabelecendo o
que conhecemos como distribuicao de Maxwell-Boltzmann, que descreve a distribuicao

estatistica das velocidades de particulas em um gas ideal em equilibrio térmico que é da

3 2

m _m
—4 2, 2kgT 1.1
fus(v) 7r<\/ anBT) ve (1.1)

onde m representa a massa de uma particula do gas, kg é a constante de Boltzmann,

forma:

T é a temperatura absoluta do gés, em Kelvin, v? representa o elemento de volume em
coordenadas esféricas para velocidades. Em trés dimensoes, o nimero de particulas com
velocidade entre v e v+dv é proporcional & drea da casca esférica, que é 4mvidv. Esse
termo faz a distribuicao crescer inicialmente com v, mas depois decair devido ao termo

exponencial, como mostra a figura 2.
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Figura 4 — Gréfico da distribuicao de Maxwell-Boltzmann para o oxigénio submetido a
trés temperaturas distintas.
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Fonte: Préprio autor.

Com a teoria cinética dos gases sendo uma éarea ja em ascendéncia, sao retomados
os estudos envolvendo a teoria e o movimento browniano. E em 1905, com a descricao
detalhada do movimento Browniano pelo fisico Albert Einstein, atomos e moléculas
foram aceitos como constituintes da matéria, e o movimento Browniano teve sua primeira
explicagdo amplamente aceita (Salinas, 1999).

A explicacao de Einstein sustentava que o movimento que Brown havia obser-
vado, era, na verdade, o movimento de moléculas de agua “transportando” as particulas
de polén, utilizando argumentos que consistiam na flutua¢ao dos atomos (Blundell; Blun-
dell, 2010). Apés o trabalho publicado de Einstein, algumas tentativas de generalizar a
explicacao do fisico se destacaram, como por exemplo, a abordagem do fisico francés Paul
Langevin em (Langevin et al., 1908).

Langevin propoe uma visao que simplifica e generaliza o trabalho de Einstein.
Ele propos um conceito até entao nao utilizado por Einstein de uma “forca aleatoéria”,
observou a presenca de uma forca de atrito viscoso, que era a resisténcia hidrodinamica

do fluido ao movimento da particula, e introduziu uma equacao diferencial estocastica
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para explicar o fenomeno. Enquanto Einstein utilizou uma abordagem mais focada na
densidade de probabilidade da posi¢ao da particula ao longo do tempo, Langevin focou na
trajetoria instantanea da particula para desenvolver sua equagao para o movimento.

A partir da equacao de Langevin, podemos classificar essas duas forgas, e, a
partir dai desenvolver o objetivo do presente trabalho, estudar sistemas dinamicos nao
lineares e inferir equagoes de movimento a partir de dados, para o caso deste trabalho,
gerados através de simulacao computacional.

E de extrema importancia, antes de destrinchar a solucao da equacao de
Langevin e posteriormente a de Fokker-Planck, desenvolvida em (Fokker, 1914) e (Planck,
1917), que seja feito um estudo do potencial adotado, bem como a comparac¢ao com outros
tipos de potenciais, neste trabalho teremos uma abordagem com o potencial duplo, ja que
se trata de um sistema composto por dois estados metaestaveis que sao separados por uma
barreira de potencial.

Sendo assim, o capitulo 2 do presente trabalho, se volta a explicacao do que
¢ a dinamica estocdstica e como sao seus processos, com foco nos processos que foram
considerados os mais importantes para o desenvolvimento da pesquisa, como o Processo
de Wiener e o Processo de It6. Ja no capitulo 3, é descrita a metodologia utilizada para a
posterior apresentacao dos resultados, detalhando cada método realizado para geracao de
trajetorias e simulagoes numéricas. O capitulo 4 mostra os resultados obtidos e discute
cada um deles com base no que se esperava com a literatura utilizada e com o que foi
produzido de novo. Por fim, o capitulo de conclusao faz as consideracoes finais com tudo

que foi estudado neste trabalho.
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2 DINAMICA ESTOCASTICA

O estudo relacionado a distribuicao de probabilidades em um sistema de vérias
particulas interagindo entre si, configura o estudo de um sistema dinamico estocastico. Um
processo estocastico pode ser definido como um conjunto de variaveis aleatorias indexadas
a uma varidvel, que costuma ser o tempo (Alves; Delgado, 1997). Esses processos podem
ser classificados quanto a natureza temporal: em tempo discreto, as varidveis mudam
apenas em instantes especificos (como etapas sequenciais), enquanto em tempo continuo,
as flutuacoes ocorrem a qualquer momento, refletindo uma dinamica ininterrupta.

Em um processo estocastico, a equacao que descreve a evolugao temporal do
sistema é chamada de equacao mestra. A partir dela, é possivel caracterizar propriedades
estatisticas fundamentais, como média e variancia. Quando essas propriedades permanecem
constantes ao longo do tempo, o processo é classificado como estacionario. Caso contrario,
se a média ou variancia divergem (por exemplo, crescendo indefinidamente), trata-se de
um processo nao estacionario (Atuncar, 2011).

Para alguns sistemas complexos, é possivel, a partir de dados reais, chegar
até sua equacao de movimento, tornando assim uma descri¢ao mais precisa do sistema,
por muitas vezes isso se dd partindo de alguns parametros definidos por equacoes que
governam o sistema dinamico.

Albert Einstein, no ano de 1905, em seu “ano miraculoso”, publicou o famoso
artigo “On the motion of small particles suspended in liquids at rest required by the
molecular-kinetic theory of heat” (Einstein et al., 1905), Einstein conseguiu derivar previsoes
experimentalmente verificaveis sobre as taxas de difusao de particulas brownianas. Em
seu trabalho, Einstein explorou o movimento Browniano partindo de probabilidades de
transigao entre estados, ele derivou uma equagao diferencial parcial (a equagao da difusao),
descrevendo a densidade de probabilidade da posicao de particulas em suspensao. Resolveu-
a para demonstrar que o desvio quadratico médio da posicdo, Ax = v/2Dt, depende do
coeficiente de difusao D, que representa o nivel de “aleatoriedade” na trajetoria da particula
e incorpora parametros termodinamicos e geométricos do sistema, como viscosidade e raio
das particulas.

Matematicamente, um processo estocéstico é formalizado pela distribuicao de
probabilidade associada a evolucao da variavel de interesse em multiplos instantes (t1,1,13).

Essa estrutura permite calcular, por exemplo, a probabilidade de a trajetéria de uma
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particula browniana estar contida em uma faixa especifica de valores em diferentes intervalos

de tempo, consolidando a ligagao entre modelagem tedrica e fendomenos observaveis.

2.1 Processos Markovianos

Um processo Markoviano pode ser caracterizado como uma classe de processo
estocastico, que pode ser definido como sendo a probabilidade de um evento ocorrer
baseado apenas no evento que o antecede. Tendo uma variavel estocéstica, ou seja, uma
variavel aleatéria que depende do tempo, discretizada, com o tempo também discretizado,
poderemos desenvolver com facilidade os artificios matematicos para descrever as cadeias
de Markov.

Supondo que uma variavel estocastica x; assuma valores inteiroset =0,1,2,3,....
Um processo estocastico fica completamente definido até o instante ¢ pela distribuicao de
probabilidade

Pg(n(),nl,nz,...,ng) (2.4)

de x; tomar o valor ng no instante t = 0, o valor n; no instante t = 1, o valor n, no instante
t=2,...,eo0valor ny no instante t = ¢ (Tomé, 2001).

Em seguida, considerando a probabilidade condicional

Py (npsi|no,ni,na, ... ny) (2.5)

de x; tomar o valor nyy; no instante t = ¢+ 1, dado que ela tenha tomado o valor ng no
instante t =0, o valor n; no instante t = 1, o valor ny no instante r =2, ..., e o valor ny

no instante ¢t = £. Se ela for igual a probabilidade condicional

Pry1(neg|ne), (2.6)

de x; tomar o valor ny; | no instante t = ¢+ 1, dado que ela tenha tomado o valor ny no
instante t = £, entao o processo estocastico é um processo markoviano. Em palavras mais
adequadas a fisica estatistica, um processo markoviano é aquele em que a probabilidade
condicional de x; tomar um determinado valor num instante depende somente do valor

que ela tenha tomado no instante anterior (losifescu, 2014).
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2.2 Processo de Wiener

Outro tipo de processo estocéstico crucial para se entender melhor o Movimento
Browniano e suas particularidades é o processo de Wiener, que possui na literatura definigoes
que o classificam como o préoprio MB de modo “ideal”, mas para o propdsito deste trabalho
é essencial que haja uma diferenciacao e trazer uma definicao mais abrangente do processo.
Define-se como processo de Wiener, um processo continuo com incrementos independentes,
ou seja, a variacao num determinado intervalo de tempo é independente das variagoes em
outros intervalos de tempo, e incrementos Gaussianos, que constitui a base matematica
para modelagem de flutuagoes térmicas em sistemas fisicos (Ricciardi, 1976).

As variagoes do processo ao longo de qualquer intervalo de tempo sao distribui-
das normalmente, com média zero e variancia proporcional ao tamanho do intervalo. Ou
seja, tomando dois instantes de tempo ¢ e t +Ar, a variacio AW=W (tr + Ar) — W(t) segue
uma distribuicdo normal, onde esse AW representa o incremento. A variancia do processo

aumenta linearmente com o tempo, ou seja, o processo € nao estaciondrio.

Figura 5 — Exemplo de duas trajetorias simbolizando o processo de Wiener. O codigo
escalona os incrementos para que tenham variancia dt, e soma o cumulativo dos incrementos
para gerar cada trajetoria, como exige o processo de Wiener.

Processo de Wiener
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Fonte: Préprio autor.
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2.3 Processo de Ito

Diante do exposto, é necessaria uma ferramenta matematica que aborde de
maneira concisa processos aleatorios, neste contexto, a formula de Ito desempenha papel
central na construcao de integrais estocasticas. Diferentemente da integral de Riemann,
usada para fungoes deterministicas suaves, as integrais de Ito sao definidas para fungoes
que dependem de processos estocasticos, como W(r), e consideram a aleatoriedade presente
nesses sistemas.

Considerando uma fungao continua e diferenciavel x(¢) com x(0) =0. A integral
x(T)? =2 [T x(t)dx(t) é valida no calculo “tradicional”. Contudo, ao utilizar o processo de
Wiener W(t), expressoes semelhantes surgem, porém com termos adicionais conhecidos

como corregoes de It6 (Shi et al., 2012). Por exemplo:
T T
W(T)? :/ dt+2/ W(t)dW(t) (2.1)
0 0

W(T)} :3/0TW(I)2dW(t)—|—3/OTW(t)dt (2.2)

Essas corregoes ocorrem porque o movimento Browniano nao possui variagao nula como
funcoes suaves. Termos como fOTW(t) dW (t) s@o bem definidos no sentido estocéastico e
constituem o ntcleo do calculo de Ito.

Um processo estocéstico & (), com ¢ > 0, é chamado de processo de It6 se pode

ser escrito como:

E(T) :6(0)-I—/OTa(t)dt-i—/OTb(t)dW(t) (2.3)

onde a(t) é uma fungdo que representa a tendéncia (drift) do processo, e b(t) representa o
quao aleatério é o sistema, dW (¢) representa o incremento do processo de Wiener (Sato;
Nakagawa, 2014).

Neste caso, a notacao diferencial de Ito é usada para representar o processo de
forma compacta:

d&(t) =a(t)dt +b(t)dW (1) (2.4)

A férmula de 1to é andloga a regra da cadeia do cédlculo diferencial classico, porém adaptada

ao contexto estocastico. Seja F(t,x) uma funcao suficientemente suave, e considere que
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W(¢) é um movimento Browniano. Suponha que &(¢) = W(z) seja um processo de Ito.
Entao:

Se F(t,x) possui derivadas parciais continuas F/, F} e F., entao:

F(T,W(T)) — F(0,W(0)) :/OT (F;(I,W(;))+%F;;(;,W(;))) dt+/0TFx’(t,W(t))dW(t)

(2.5)
Em notacao diferencial, essa expressao é escrita como:
1
aF W) = (FaW) + FLWE) )k Eevo)awe (20

2.4 Equagao de Langevin

Alguns anos apods os estudos de Einstein sobre o movimento Browniano, Paul
Langevin detalhou um estudo acerca de uma generalizacao sobre o que Einstein havia
proposto e sugeriu que o movimento Browniano de uma particula que esteja fora de um
campo de forga conservativo pode ser escrito através de uma equacao diferencial da forma
que veremos posteriormente. Langevin conseguiu recuperar todo o trabalho de Einstein
com ferramentas mais sofisticadas do ponto de vista tedrico, o que consequentemente
trouxe uma simplificacao do problema.

Retornando ao movimento Browniano, podemos utilizar a equacao de Langevin
como ponto de partida para descrever o processo estocastico que envolve a trajetoria
de uma particula de massa m gerada pela colisao com as moléculas de um meio. Dessa
equacao detalharei os termos particulares de sua formulacao original e suas “derivacoes”,
bem como demonstrarei como, a partir deles, pode-se determinar detalhes importantes

sobre a aleatoriedade do sistema. Podendo a equacao ser escrita como:

dv
dx

Sendo v = 7+ = velocidade e x a posi¢ao da particula. Essa equagao descreve duas forgas
atuantes na particula, a forca de atrito, representada por "—av”, onde o é o coeficiente de
atrito, e a forca de carater aleatorio que se dé pelos impactos com as moléculas do meio
(Tomé, 2001).

Como nao ha direcao preferencial para as colisoes da particula com as moléculas,
as forcas que atuam em diferentes direcoes se cancelam mutuamente ao longo do tempo,

assim, em média, a forca aleatéria devida as colisoes é nula:

(Fa(t)) =0 (2.8)
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Ao dividir a Equacao 2.1 por m, podemos reescrever a equacao de Langevin como:

‘;—‘; = —YV+A(t) (2.9)

Sendo y =5 >0 ¢ A(t) = F"T(Z) Ou seja, temos uma equacgao diferencial de natureza
estocastica, como esperado para a descricao de um sistema com essas caracteristicas, e
também o ponto de partida para a resolucao do problema, que se da pela procura da
densidade de probabilidades (Salinas, 1999).

Além da formulagao classica da equacao de Langevin, é importante destacar
que esse modelo pertence a uma classe de equacgoes diferenciais estocdsticas, sendo ampla-
mente utilizado para descrever a evolucao temporal de sistemas com graus de liberdade
influenciados por forcas deterministicas e aleatérias.

Nesse contexto, a equacao de Langevin pode ser interpretada como:
x=uF(x,A)+ () (2.10)

onde x representa a velocidade da particula, p é o coeficiente de mobilidade, F(x,A) é a
forga externa que depende da posi¢ao x e de um parametro de controle A, (t) é o termo
de ruido térmico (ruido branco gaussiano) que representa as flutuagoes aleatérias do meio.

O ruido térmico é caracterizado pelas propriedades estatisticas:

(C(1) =0, (L)) =2D5(t—1) (2.11)

Essas relacoes mostram que o ruido tem média nula e correlacao temporal do tipo delta de
Dirac, indicando que o sistema é markoviano, ou seja, sua evolucao depende apenas do
estado atual, e nao do historico anterior. A presenca do ruido térmico é fundamental para
garantir o equilibrio termodinamico (Sekimoto, 1998). Se esse termo fosse removido, a
velocidade da particula tenderia a zero com o tempo, violando o teorema da equiparticao

da energia, que estabelece que a energia média em equilibrio nao é nula:

(F0),, = kT

onde kg é a constante de Boltzmann, T é a temperatura do reservatorio térmico e m é a

- (2.12)

massa da particula.
No equilibrio, o coeficiente de difusao D e a mobilidade u estao relacionados
pela relacao de Einstein:

D = uksT (2.13)
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Essa equagao conecta propriedades dinamicas (mobilidade) com estatisticas (difusdo),
refletindo o chamado teorema da flutuacao-dissipagao.

A forga F(x,A) pode conter tanto componentes conservativas quanto nao
conservativas. Assim, podemos escrevé-la como:

IV (x,)

F(x,A)=— o

+f(x,2) (2.14)

onde V(x,A) é um potencial e f(x,A) representa forgas externas nao conservativas que

podem variar com o tempo ou com parametros externos.

2.5 Equacao de Fokker-Planck

A equagao de Fokker—Planck, também conhecida como equagao de Kolmogorov
direta (Sharma; Patel, 2010), descreve a evolucao temporal da densidade de probabilidade

condicional de um processo estocastico de It6. Dado um processo unidimensional
Xm:f(Xl7t)dt+g(Xtat)d“/la (215)

onde f(x,7) é o coeficiente de drift e g(x,t) é o coeficiente de difusao, a densidade de

probabilidade P(x,t|xq,ty) satisfaz:

2
EP(x,t) = —=—[f(xe,0) P(x,1)] + %% 8% (x,1) P(x,1)]. (2.16)

O ponto de partida é a equacao de Chapman-Kolmogorov para densidades de transicao

(Karush, 1961):

P(X37l‘3|xl,t1):/ P(X3,l‘3|xZ,l‘2)P(XZ,tzlxl,tl)d)Cz, (2.17)

onde t; < tp < t3. Tomando a expansao em Taylor para pequenos incrementos de tempo
At =1, — 11 e usando a notagao de Itd para os momentos, obtém-se, ao considerar apenas
até segunda ordem, a forma diferencial que leva a equagao (2.16).

O termo de drift f(x,7) descreve a velocidade média de deslocamento do estado
x ao longo do tempo. J& o termo de difusdao D(x,t) = %gz(x,t) quantifica a taxa de
dispersao probabilistica, associada as flutuagoes aleatérias. Enquanto a densidade P(x,t)
deve satisfazer:

(oo}

P(x,t) >0, / P(x,t)dx=1 Yt >1. (2.18)

—00
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Dependendo do dominio fisico, impoem-se condigoes de contorno de absorcao, reflexao ou
periodicidade.

A equacao de Fokker—Planck é o formulismo equivalente, em termos de dis-
tribuigoes, a equacao de Langevin (2.15). Enquanto a equacdo de Langevin descreve
trajetdrias estocasticas individuais, a de Fokker-Planck fornece a evolucao da probabilidade

de encontrar o sistema em x.
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3 METODOLOGIA

Inspirado na abordagem do artigo Nonlinear stochastic modeling with Langevin
regression (Callaham et al., 2021), este trabalho utiliza simulagoes de particulas sujeitas a
ruido térmico em um potencial duplo aplicado em trés dimensoes para realizar a inferéncia
do campo de forgas deterministico (drift) e do coeficiente de difusao local. Tal como
demonstrado no artigo, com potencial unidimensional, empregamos o método SINDy
para identificar equagoes dinamicas esparsas diretamente das trajetorias simuladas. Uma
biblioteca de termos candidatos é utilizada para a identificagao de equacgoes diferenciais
parciais (EDPs) e equagoes diferenciais implicitas (Silva et al., 2020). Revelando boa
concordancia com as expressoes analiticas derivadas do potencial.

Este estudo apresenta, com riqueza de detalhes, a metodologia empregada na
simulacao de trajetorias tridimensionais de particulas sujeitas a dinamica de Langevin, na
resolucao dos operadores adjuntos da equacao de Fokker—Planck e na posterior inferéncia

dos parametros que regem a dinamica a partir das trajetorias obtidas.

3.1 Simulagao das Trajetorias

As trajetdrias sao geradas via algoritmo Euler-Maruyama integrando a equagao

de Langevin no potencial polinomial:

INIECY

V(y,2) = — o (P43 +2) + 5 (3t + 7). (3.1)

2

O termo de drift é dado por:

ox — Bx® —yx
a(r) = [ ay—By - |, (3.2)

az— B2 —yz

e o ruido térmico aparece como um termo aleatorio gaussiano com coeficiente de difusao
D. Os parametros tipicos utilizados nas simulagoes foram o = 15.0, B = 15.0, y=0.1,
D = 1.0, kgT = 1.0, passo de tempo de integracio At = 107 s, amostragem das trajetérias

a cada Afgy = 10~% e Ndmero de trajetorias simuladas: Ngjm = 20.
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3.2 Operador Adjunto de Fokker-Planck

O operador adjunto estacionario unidimensional é construido por diferencas
finitas de segunda ordem para difusao e primeira ordem para drift:

D > d
Le(ldj ) — DE ~ la(x)-]. (3.3)

Em trés dimensoes, combinamos os operadores 1D através do produto de

Kronecker:

13D)

adj —La@LQL+LOLyQL+ L ®L,, (3.4)

onde I representa a matriz identidade.

Embora a inferéncia dos parametros dinamicos (drift e difusdo) neste trabalho
seja realizada a partir das trajetérias simuladas, uma parte importante do codigo e
da fundamentacao tedrica é dedicada a construgao e resolucao do operador adjunto da
equacao de Fokker—Planck. Essa abordagem tem multiplas finalidades, como a validagao
da simulagao de Langevin, dado que a equacao de Fokker—Planck descreve a evolucao da
densidade de probabilidade associada a uma particula sujeita a ruido térmico e forgas
deterministicas. Sua solugao estaciondria, pest(r), é obtida como o autovetor associado ao
autovalor nulo do operador adjunto. Essa solucao é comparada aos histogramas obtidos das
trajetorias de Langevin, validando se o sistema simulado converge para o comportamento
estatistico esperado.

Também ha uma relacao com o potencial aplicado, pois, em equilibrio, a

densidade de probabilidade estacionaria se relaciona com o potencial externo da forma:

Pest () o< exp (—@) : (3.5)

Dessa forma, a comparacao entre a solucao numérica da equacao de Fokker—Planck e
a forma analitica permite verificar se a simulacao obedece ao equilibrio termodinamico

imposto pelo potencial simulado.

3.3 Construcao de Indice Espacial para Inferéncia

Para acelerar a estimacao de drift e difusao locais, discretizamos cada dimensao
em Npins uniformes em x,y, z, e indexamos cada ponto de trajetéria ao seu bin correspondente.

Esse indice permite a extragao eficiente de todos os deslocamentos que partem de um
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bin especifico, o calculo rapido de estatisticas locais para um dado passo temporal 7T e a

paralelizacao do processo de inferéncia.

3.4 Inferéncia de Parametros

Neste trabalho, utilizamos dois métodos distintos para a inferéncia dos pa-
rametros dindmicos (drift e difusao) a partir das trajetérias simuladas: o método de
Kramers-Moyal e a modelagem baseada na biblioteca PySINDy (Kaheman et al., 2020).

1. Método de Kramers-Moyal (Inferéncia Local):
Este método consiste na aplicacao direta da expansao de Kramers-Moyal aos dados
estocdsticos. A ideia central é estimar os momentos condicionais de primeira e
segunda ordem do deslocamento da particula dentro de uma janela de tempo curta.
Esses momentos correspondem, respectivamente, aos coeficientes de drift e difusao
local que aparecem na equagao de Fokker—Planck, que descreve a evolugao temporal

da densidade de probabilidade P(x,1):

. 2
D) ¥ 2 0]+ E s DRG0 (3.0

i i

onde A;(x) representa o campo de drift e D;(x) o coeficiente de difusdo ao longo da
i-ésima coordenada espacial.
Para cada bin e intervalo de tempo 7, computa-se:

((Ax)?)
2TAt

(Ax;)
TAt’

Ai(x) = Di(x) = (3.7)

onde Ax; = x;(t + TAt) — x;(t) representa o deslocamento ao longo da i-ésima coorde-
nada, T é o numero de passos temporais considerados na estimativa, e At é o intervalo
de tempo entre amostras. As médias sao computadas condicionalmente em torno da
vizinhanga de x (Gorjao; Meirinhos, 2019).

Esse método é chamado de local porque a inferéncia é feita ponto a ponto (ou bin a
bin), sem impor nenhuma estrutura funcional a priori para os campos de drift ou
difusdo. Em contrapartida, sofre com a sensibilidade ao ruido e a escolha de 7, sendo

necessario balancear a resolucao estatistica com a fidelidade temporal.

2. Modelagem com PySINDy (Sparse Identification of Nonlinear Dynamics):



33

O segundo método baseia-se na abordagem de identificacao esparsa de dinamicas nao-
lineares, implementada via biblioteca PySINDy. A proposta do SINDy é reconstruir
uma equacao deterministica para o drift diretamente das trajetérias, assumindo
que ele pode ser descrito por uma combinacao esparsa de funcoes nao-lineares

pré-definidas. O modelo assume a forma:
X = Zéjej(x)7 (38)
J

onde 6;(x) sio fungdes base (por exemplo, termos polinomiais como x?, xy, etc.), e
os coeficientes &; sdo ajustados via regressao regularizada, especificamente usando
o algoritmo STLSQ (Sequential Thresholded Least Squares), pois essa abordagem
impoe esparsidade na solucao, garantindo que apenas os termos mais relevantes da
biblioteca sejam selecionados. Isso é fundamental para evitar “overfitting”, ja que
bibliotecas grandes (ex.: polinémios até grau 5) gerariam modelos sensiveis a ruidos se
ajustados por minimos quadrados ordinérios. Foi utilizada uma biblioteca polinomial
com termos até o grau 5, de forma a permitir a modelagem de comportamentos
nao-lineares complexos.

Diferentemente do método de Kramers-Moyal, a modelagem com SINDy resulta
em uma representacao global da dinamica, o que permite extrapolagoes e analise
simbdlica do sistema. No entanto, ela nao infere diretamente o termo difusivo
(aleatdrio), tratando-se de um modelo deterministico.

Em resumo, a investigacao de sistemas estocasticos nao-lineares em trés dimen-
soes exige um método que integra simulacoes numeéricas, teoria de processos estocasticos
e técnicas de andlise de dados. O ponto central desta metodologia reside na conexao
entre descri¢coes microscopicas representadas por trajetorias individuais de particulas, e
propriedades macroscopicas emergentes, capturadas através da equacao de Fokker-Planck.

As trajetorias estocdsticas sao geradas através da integragao numérica da
equagao de Langevin tridimensional, onde particulas sujeitas a um potencial ciibico
V(x,p,2) = —%(x*+y*+2) + %(x4 +y*+27*) evoluem sob a influéncia combinada de forgas
deterministicas e flutuagoes térmicas. O termo de drift a(r), derivado deste potencial,
incorpora nao-linearidades essenciais que dao origem a multiplos estados estaveis e tran-
sicoes entre eles. A dinamica temporal é resolvida numericamente utilizando o método

de Euler-Maruyama com passo temporal Ar = 1079 s, garantindo estabilidade numérica
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através da condigao Ar < |V - a]_l, enquanto a amostragem das trajetérias em intervalos
de 107* s permite capturar tanto flutuacoes rapidas quanto evolucao de longo prazo.

Na descricao macroscépica, o operador adjunto de Fokker-Planck é construido
hierarquicamente, partindo de discretizagoes unidimensionais que combinam esquemas
de diferencas finitas para os termos de difusao e drift. A extensao para trés dimensoes é
realizada através de produtos tensoriais que preservam a estrutura esparsa do operador,
permitindo a resolugao eficiente do problema espectral em malhas finas. Esta construgao
explora técnicas avancadas de algebra linear numérica, incluindo pré-condicionamento
adaptativo e métodos iterativos para autovalores, essenciais para lidar com a complexidade
computacional inerente a sistemas tridimensionais.

A inferéncia de parametros dinamicos a partir das trajetorias simuladas em-
prega duas abordagens complementares. O método de Kramers-Moyal, fundamentado
na expansao estocastica de momentos condicionais, proporciona estimativas locais dos
coeficientes de drift e difusao através de andlise estatistica direta dos deslocamentos par-
ticula (Honisch; Friedrich, 2011). Esta técnica, sensivel a escolha do intervalo temporal
T, requer otimizacao cuidadosa para equilibrar resolucao temporal e precisao estatistica.
Paralelamente, a identificacao esparsa de dinamicas nao-lineares via PySINDy revela a
estrutura global do sistema através de combinagoes otimizadas de funcoes base polinomiais,
capturando acoplamentos nao-lineares entre graus de liberdade que emergem em escalas
temporais mais longas.

A validacao metodoldgica ocorre em multiplos niveis, desde verificacoes internas
de consisténcia, como o teste do teorema flutuacao-dissipacao e andlise de ergodicidade,
até comparacoes quantitativas com solugoes analiticas em casos limites. As técnicas
empregadas constituem um sistema de métodos coerentes para a investigacao de sistemas

estocasticos complexos.

3.5 Método de Euler-Maruyama

Uma equagao diferencial estocastica escalar autonoma pode ser expressa em

sua forma integral como:

X(1) = Xo +/0tf(X(s)),ds+ /Otg(X(s)),ngw), (3.9)

Nessa expressao, f e g sao fungoes escalares e Xy representa a condigao inicial
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(@)

aleatéria. A segunda integral é definida com respeito ao movimento browniano B;
adotando-se a convengao de It6 (Silva, 2013).

A forma diferencial correspondente é:
dX (1) = f(X(1)),dt+g(X(1)),dB”), X(0)=Xo, 0<i<T. (3.10)

Se g =0 e Xy é deterministico, temos a equacao diferencial ordinaria:

d);_ft) =f(X(r)), X(0)=Xy, 0<r<T. (3.11)

3.5.1 Integracao Numérica com FEuler-Maruyama

Para resolver numericamente (3.10), divide-se o intervalo [0,7] em L subinter-
valos de largura At = T /L. Seja t; = jAt. Aproximamos X(t;) por X; via o método de
Euler-Maruyama (Mao, 2015):

Xj=X; 1+ f(Xj-1), M +g(X;—1)(B;;,—Bi,.,), j=1,...,L. (3.12)
Esta equacao resulta da aproximacao da forma integral de Ito em subintervalos:

X(t) =Xt )+ [ fxs)ds+ [ g(x(s))aB?. (3.13)

ti—1 ti—1

O método é usado neste trabalho para integrar a equacao de Langevin em trés

dimensoes no potencial:

o
Vs =~ @yt 24 Dyt g, (3.14)

O termo de drift associado é:

a(r) = (ax—ﬁx3—7x ay— By’ —yy az—ﬁz3—YZ>- (3.15)

Onde o ¢é o coeficiente do termo quadratico e representa uma forca restauradora linear,

que tende a atrair a particula para a origem, além de controlar a curvatura do potencial

proximo a origem. B é o coeficiente do termo quartico, que da ao potencial a forma de

poco duplo. Esse termo é responsavel por criar minimos estaveis fora da origem e tornar o

potencial nao-linear. E ¥ é o coeficiente de dissipacao linear, que representa o efeito de
atrito viscoso.

O ruido térmico aparece como um termo gaussiano com variancia 2DAt, mode-

lando a difusao. A discretizacao resulta em trajetérias que evoluem segundo a equacao de

Euler-Maruyama em cada componente, como em (3.12). Assim, todo o método de inferéncia

descrito acima estd representado em (Silva, 2025) e no Apéndice A deste trabalho.
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4  RESULTADOS

Antes da geracao dos resultados em trés dimensoes, foi aplicada a metodologia
descrita anteriormente apenas em uma dimensao, para ilustrar a aplicabilidade do método.

Primeiro foi feito o plot de um histograma para facil visualizacao dos dados.

Figura 6 — Histograma com o dominio continuo do problema dividido em “caixas” a fim de
discretizar os dados de trajetoria para melhor visualizacao do movimento da particula.
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Fonte: Proéprio autor.

O histograma auxilia na visualizagao das trajetorias, pois ilustra a discretizagao
do problema em bins e a evolucao da particula sob o potencial a qual esta submetida.
Outra visualizacao importante se da através da escolha de uma trajetoéria simulada para

ver o comportamento da particula.
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Figura 7 — Visualizacao grafica de uma trajetéria escolhida aleatoriamente para analise do
comportamento da particula no decorrer do tempo.
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Fonte: Préprio autor.

Nota-se os “saltos” da particula, condizentes com o formato duplo do potencial
que esta aplicado, bem como torna possivel investigar o comportamento do sistema para
qualquer trajetoria escolhida dentre as simuladas.

Os parametros de drift e difusao também foram inferidos com éxito no algoritmo
trabalhado. Para fins de andlise desses termos cruciais para a equagao de Langevin, foi
feita a visualizacao da inferéncia em diferentes instantes de tempo 7. No presente trabalho,
o parametro T representa o “lag” temporal, isto é, o nimero de passos discretos de tempo
entre dois pontos sucessivos da trajetoria usados para calcular médias estatisticas. O
tempo fisico correspondente é dado por Afggieo = T X Atgut, onde Aty é o intervalo de tempo

entre amostras da trajetoria.
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Figura 8 — Coeficientes de drift (a direita) e difusao (a esquerda) inferidos para 7 =1,
utilizando a expansao de Kramers-Moyal. A curva pontilhada representa os valores tedricos
utilizados na geragao das trajetérias. O drift estimado apresenta excelente concordancia
com o modelo tedrico, mesmo em regioes proximas as bordas. Por outro lado, o coeficiente
de difusao mostra oscilagoes mais visiveis, principalmente fora do centro, onde ha menor
densidade de dados. Tais flutuacoes refletem a maior sensibilidade estatistica da inferéncia

da difusao, dependente de momentos quadraticos e de boa cobertura amostral.
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Fonte: Préprio autor.

Figura 9 — Coeficientes de drift (a direita) e difusao (a esquerda) inferidos via método de
Kramers-Moyal para diferentes valores de 7. Observa-se que o drift estimado (direita) se
mantém préximo ao valor tedrico para diferentes 7, evidenciando robustez da inferéncia
quanto a esse termo deterministico. Em contraste, o coeficiente de difusao (esquerda)
apresenta sensivel dependéncia com o valor de 7, especialmente nas bordas do dominio.
Isso ocorre devido a acumulagao de ruido e a perda de resolucao temporal com 7 maiores,
o que afeta mais significativamente a estimativa de variancias (segunda ordem) do que
médias (primeira ordem).
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Fonte: Préprio autor.
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Quando T aumenta, os deslocamentos passam a refletir nao apenas o comporta-
mento local ao redor de x, mas também a influéncia de regioes mais distantes no espaco.
Isso causa:

— Superestimagao da Difusao: O termo quadratico se acumula com o tempo, e D(x)
aparece mais distante do valor tedrico esperado.

— Viés no Drift: A média dos deslocamentos incorpora efeitos nao locais, o que suaviza
ou distorce o drift inferido.

A utilizacao de histogramas na andlise das trajetorias também se mostra
vantajosa em trés dimensoes pois permite a divisao em bins, que agrupa deslocamentos por
regiao espacial para célculo dos coeficientes de Kramers-Moyal . No contexto deste trabalho,
onde particulas evoluem sob um potencial nao-linear V(x,y,z) = =% (x* +y* +2%) + g(x4 +
y* —l—z4), a construcao de histogramas espaciais permite estimar diretamente a densidade
de probabilidade estacionaria p(r) a partir das simulagoes de Langevin. Essa abordagem
fornece uma ponte essencial entre as descricoes microscépicas e macroscopicas do sistema,
permitindo a comparagao quantitativa entre as distribui¢oes obtidas numericamente e as
solugoes tedricas da equacao de Fokker-Planck.

A discretizacio do espaco em 120° bins, como implementado neste estudo, cria
uma estrutura eficiente para a analise local. Em cada célula os coeficientes de Kramers-
Moyal sao calculados independentemente, possibilitando a reconstrucao espacialmente
resolvida do drift a(r) e da difusdao D(r). Essa estratégia revela padroes importantes do
sistema, como a variacao espacial dos coeficientes nas proximidades dos pocos de potencial
(regides proximas a r = (£1,41,41)) e ao longo das barreiras energéticas.

Em sintese, a andlise por histogramas constitui o eixo central de uma boa
visualizagao das trajetorias, integrando aspectos tedricos, numéricos e computacionais,
pois possui a capacidade de transformar trajetorias estocasticas "brutas’em quantidades
fisicas interpretaveis.

A representacao visual através de mapas de calor, que sao essencialmente
projecoes bidimensionais desses histogramas 3D, oferece uma compreensao imediata da
estrutura do sistema. Nas figuras apresentadas, observa-se claramente como as particulas se
concentram nas regioes de minimo potencial, enquanto as transigoes entre pogos aparecem

como caminhos de baixa densidade de probabilidade.
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Figura 10 — Mapa de calor da ocupacgao espacial da particula no plano xy (imagem da
esquerda) e no plano yz (imagem da direita) para uma tnica trajetéria simulada. A escala
de cores indica o ntimero de visitas em cada regiao, as linhas tracejadas representam
contornos do potencial, evidenciando os minimos onde a particula tende a permanecer e as
transicoes ocasionais entre pocos.
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Fonte: Préprio autor.

4.1 Analise de Trajetorias em Trés Dimensoes

A visualizacao de trajetorias individuais constitui uma ferramenta essencial
para a compreensao qualitativa da dinamica do sistema estudado. O cédigo desen-
volvido para plotar as posi¢oes (x,y,z) em funcdo do tempo oferece um primeiro con-
tato direto com o comportamento das particulas sob a influéncia do potencial cubico
V(x,y,z) = -3 +y*+2%) + g(x4 +y*42%). Através dessa andlise visual, podemos iden-
tificar imediatamente caracteristicas fundamentais da dinamica do problema, como a
tendéncia das particulas a se concentrarem nas proximidades dos minimos de potencial
localizados em r = (+1,£1,41), enquanto ocasionalmente realizam transigoes entre esses

pocos devido as flutuacoes térmicas.
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Figura 11 —Histograma comparativo entre o modelo de simulagao (via equagao de Langevin)
e o modelo tedrico (equagao de Fokker-Planck), com o dominio continuo do problema
dividido em "caixas”a fim de discretizar os dados de trajetoria para melhor visualizagao do
movimento da particula.
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Fonte: Préprio autor.

Figura 12 — Trajetoria temporal de uma tunica particula em cada componente espacial.
Nota-se que, enquanto em z a particula realiza transi¢oes entre os dois minimos do potencial,
em x e y ela permanece confinada em um mesmo pogo durante o intervalo observado.
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Fonte: Proéprio autor.
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Figura 13 — Trajetéria tridimensional de uma tnica particula simulada no sistema estudado,
com destaque para os pontos inicial (verde) e final (vermelho). Observa-se que a particula
percorre diferentes regioes do espaco de fases, realizando sucessivas transigoes entre os
minimos do potencial duplo. Essas transicoes sao impulsionadas pela interacao entre o
drift deterministico, derivado do potencial, e o ruido estocéstico representado pelo termo
difusivo. A visualizacao evidencia o carater aleatorio e nao retilineo do movimento, tipico

de processos estocasticos.
Trajetéria 3D - Particula #0

—— Trajetdria
@® Inicio
@ Ffm

Fonte: Préprio autor.

Os graficos temporais revelam padroes distintos em diferentes regioes do espago
de fase. Nas vizinhancas dos minimos de potencial, observamos pequenas oscilacoes
que refletem o comportamento do sistema, com frequéncias caracteristicas determinadas
principalmente pelos parametros o e 7. A medida que as particulas se afastam dessas
regioes, a influéncia dos termos cibicos torna-se dominante, resultando em dinamicas
altamente nao-lineares que eventualmente levam a transicoes entre os pocos do potencial.
Essas transi¢oes aparecem nos graficos como saltos rdpidos entre valores positivos e
negativos nas componentes da posicao.

Também foi possivel a geracao da trajetoria em trés dimensoes, facilitando a
visualizacao do comportamento real da particula, bem como podendo visualizar a projecao
em cada eixo.

Além de seu valor diagnostico, essas visualizagoes servem como verificacao
crucial da implementacao numérica. A amplitude das flutuacoes deve ser compativel com
o valor especificado para D, enquanto a distribuicao geral das posigoes deve refletir o

equilibrio térmico esperado.
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A analise temporal complementa de maneira fundamental as distribuicoes
espaciais mostradas nos mapas de calor e histogramas. Enquanto estes ultimos fornecem
uma visao estatistica do conjunto de trajetérias, os graficos temporais revelam a dinamica
que gera essas distribuicoes. Essa combinacao de perspectivas é particularmente valiosa
para sistemas tridimensionais complexos, onde a simples inspecao dos dados brutos pode
ser muito complexa.

Na pratica, a visualizacao de multiplas trajetorias individuais permite identificar
comportamentos atipicos ou eventos raros que poderiam passar despercebidos em andlises
puramente estatisticas. Essa capacidade é crucial para validar a ergodicidade do sistema,
ou seja, a equivaléncia entre médias temporais ao longo de uma tnica trajetéria longa e
médias sobre o ensemble de particulas. A consisténcia observada entre diferentes realizacoes
do ruido estocastico reforca a confiabilidade dos resultados numéricos e sua interpretacao
fisica.

Apds andlise das trajetorias, foi feita a inferéncia dos momentos de Kra-
mers—Moyal para a componente X. Para cada valor de passo temporal 7, calculamos o

estimador de primeira ordem (drift)

Ax)
Dy — $&x)
(x) TAt
e o estimador de segunda ordem (difusao)
Ax)?)
D@y = A7)
(x) 2TAr

onde Ax = x(t + tAt) —x(z). No painel da esquerda de cada figura, comparamos o drift

inferido com a forma analitica em diferentes instantes de tempo

Aterico(X) = (OC - Y)X_ ﬁx37

enquanto no painel da direita mostramos a difusao local inferida em relagao ao valor
constante D = 1 utilizado na simulagao. A variagao de T permite observar o efeito de

tempo finito na convergeéncia dos estimadores ao processo Markoviano ideal.
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Figura 14 — Inferéncia dos momentos de Kramers—Moyal para a componente X com passo
temporal 7= 1 (correspondente a 0,1 ms de tempo fisico). No painel esquerdo, comparamos
o drift estimado (linha tracejada azul) com a forma analitica Aico(x) = (& — )x — Bx*
(linha continua vermelha). No painel direito, mostramos a difusdo local inferida (linha
tracejada verde) em relagao ao valor constante D = 1 utilizado na simulagao (linha continua

vermelha).
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Fonte: Proéprio autor.

Figura 15 — Comparacao entre os coeficientes de drift (a esquerda) e difusao (a direita)
inferidos numericamente ao longo da coordenada y, utilizando o método de Kramers-Moyal
com T =1 (correspondente a 0,1ms de tempo fisico). As curvas tedricas estao indicadas

em vermelho, enquanto as estimativas numéricas aparecem tracejadas.
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Fonte: Préprio autor.
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Figura 16 — Comparagao entre os coeficientes de drift (a esquerda) e difusao (a direita) ao
longo de z, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com =1 (0,1 ms em tempo fisico).
A curva tedrica é exibida em vermelho e a estimativa numérica em azul (drift) ou verde

(difusdo).
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Fonte: Préprio autor.

Figura 17 — Comparagao entre os coeficientes de drift (a esquerda) e difusao (a direita) ao
longo de x, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com T =35 (0,5ms em tempo fisico).
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Fonte: Préprio autor.
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Figura 18 — Comparagao entre os coeficientes de drift (a esquerda) e difusao (a direita) ao
longo de y, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com 7 =35 (0,5ms em tempo fisico).
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Figura 19 — Comparagao entre os coeficientes de drift (a esquerda) e difusdo (a direita) ao
longo de z, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com 7 =35 (0,5ms em tempo fisico).
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Fonte: Proéprio autor.

Figura 20 — Comparagao entre os coeficientes de drift (a esquerda) e difusdo (a direita) ao
longo de x, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com 7= 10 (1 ms em tempo fisico).
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Figura 21 — Comparagao entre os coeficientes de drift (& esquerda) e difusdo (a direita) ao
longo de y, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com 7= 10 (1 ms em tempo fisico).
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Fonte: Préprio autor.

Figura 22 — Comparagao entre os coeficientes de drift (a esquerda) e difusdo (a direita) ao
longo de z, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com 7 =10 (I ms em tempo fisico).
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Fonte: Proéprio autor.

Figura 23 — Comparagao entre os coeficientes de drift (a esquerda) e difusdo (a direita) ao
longo de x, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com 7 =50 (5ms em tempo fisico).
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Figura 24 — Comparagao entre os coeficientes de drift (& esquerda) e difusdo (a direita) ao
longo de y, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com 7 =50 (5ms em tempo fisico).
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Figura 25 — Comparagao entre os coeficientes de drift (a esquerda) e difusdo (a direita) ao

longo de z, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com 7 =50 (5ms em tempo fisico).
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Figura 26 — Comparagao entre os coeficientes de drift (a esquerda
longo de x, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com 7 = 100

) e difus@o (a direita) ao
(10ms em tempo fisico).
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Figura 27 — Comparagao entre os coeficientes de drift (a esquerda) e difusao (a direita) ao

longo de x, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com T =100 (10ms em tempo fisico).
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Figura 28 — Comparagao entre os coeficientes de drift (a esquerda) e difusdo (a direita) ao

longo de x, obtidos via inferéncia de Kramers-Moyal com 7= 100 (10ms em tempo fisico).
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Uma limitacao notavel da abordagem de Kramers-Moyal estd na dependéncia
estatistica da amostragem: regices do espaco com baixa visitacao possuem variancia
elevada nas estimativas, prejudicando a reconstrucao do campo de forcas. Técnicas como

suavizagao com “splines” ou filtros gaussianos foram necessarias para tornar os campos

inferidos analisdveis.

4.1.1 Comportamento com © Pequeno

Quando T é pequeno, as aproximacoes de Taylor e a suposicao de que a dinamica
é local (dependente apenas do ponto atual x) sdo validas. Dessa forma, os coeficientes

inferidos refletem com precisao os valores reais de drift e difusao.
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4.1.2 Comportamento com © Grande

A medida que o valor de T aumenta, diversos problemas surgem, como a
nao localidade da dinamica, pois ara valores maiores de 7, a particula pode se mover
significativamente durante o intervalo, de forma que Ax depende nao apenas da posicao
inicial x, mas de todo o caminho percorrido. Isso viola a premissa da inferéncia local.

Outro problema que pode ocorrer é que com grandes intervalos de tempo, os
deslocamentos acumulam contribuicoes de regioes distintas do espacgo de fases, onde as
forcas deterministicas (drift) e ruidos (difusdo) variam. Assim, o resultado inferido é uma
média globalizada, distorcendo a estimativa pontual.

Para 7 grandes, menos pares de pontos contribuem para as estatisticas, ja que
se exige um maior intervalo de tempo entre as amostras. Isso reduz o nimero de amostras
disponiveis e aumenta a variancia estatistica nas estimativas.

Assim valores muito grandes de T levam a estimativas de drift e difusdo menos
precisas e mais distantes dos valores reais. Idealmente, T deve ser pequeno o suficiente
para garantir a validade das aproximacoes locais da expansao de Kramers-Moyal, mas
grande o bastante para superar o ruido numérico, um equilibrio que depende da escala da

dinamica, do tempo de amostragem e da quantidade de dados disponiveis.
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5 CONCLUSOES SOBRE O TRABALHO

Neste trabalho, realizamos a inferéncia dos coeficientes de drift e difusao a
partir de trajetérias simuladas de particulas sujeitas a dinamica estocéstica governada
pela equagao de Langevin. Utilizamos o método de Kramers-Moyal e implementamos uma
analise sistematica variando o parametro 7, o qual representa o intervalo de tempo entre
os pontos considerados para a estimacao das derivadas temporais. Nossos resultados foram
comparados com os coeficientes tedricos conhecidos do sistema.

Observamos que, para valores pequenos de T, a estimativa do drift e da difusao
se aproximam bem da solucao analitica. A medida que T aumenta, a difusao e o drift
estimados apresentam maior variacao e se distanciam qualitativamente da constante real.
Esse comportamento esté de acordo com o que foi discutido em (Callaham et al., 2021),
no qual os autores destacam que o intervalo de tempo entre observacoes deve ser adequado
para capturar a estrutura estatistica do sistema, mas nao tao grande a ponto de invalidar
a aproximacao de Ito.

Além disso, nossos resultados mostram a limitagao dos métodos baseados em
diferencas finitas para inferéncia direta a partir de dados ruidosos. A escolha de T é
critica e deve ser balanceada para minimizar erros sistematicos e estatisticos. Além da
comparacao com os coeficientes analiticos, utilizamos histogramas espaciais e a solucao
estacionaria da equacao de Fokker-Planck para validar a distribuicao de probabilidade das
trajetorias. A boa concordancia entre os histogramas simulados e a distribuicao tedrica
reforca a consisténcia das simulagoes e da metodologia de inferéncia adotada.

A localizacao dos picos de ocupagao nas regioes de minimo do potencial duplo
evidencia a influéncia dominante do termo deterministico da equagao de Langevin (drift),
enquanto a dispersao em torno desses pontos reflete a acao do ruido térmico.

Foi completamente satisfatéria, em comparacao com os valores esperados, a
“reconstrucao” de um sistema caracterizado pelo Movimento Browniano a partir da equagao
de Langevin, sendo possivel inferir os principais termos que regem a equagao, bem como

visualizar com detalhes o comportamento de uma particula submetida a um potencial.
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APENDICE A - ALGORITMO UTILIZADO

Figura 29 — Parametros de simulacao e definicao do potencial tridimensional utilizados
para gerar trajetérias de particulas em um sistema estocastico. Inclui a definicao dos
limites espaciais, constantes fisicas, e a formulacao matemaética do potencial e da forca
associada.

# Geracdo aleatdria de ndmeros
rng = np.random.default_rng()

# Pardmetros de simulagdo

dt = 1le-6 # Pagsso de tempo para simulacdo

dt_ocut = le-4 # Passo de tempo para trajetdrias salvas
stride_out = int(np.round(dt_out / dt))

N_sim = 20 # Ndmero de trajetdrias o serem geradas

# Ndmero de passos de tempo parg cado trajetdria
traj_duracao_segundos = 5.2 # duracio total da simulacde por particula (em segundos)
N_steps = int(traj_duracao_segundos / dt) # total de passos por trajetéria

# Aplica mesmo comprimento pora todaos as particulos
N_steps = np.full(N_sim, N_steps, dtype=int)

# Limites das condigdes iniciais

x L, y_ L =-1.5, -1.5

xR, y R =1.5, 1.5

zL, zR = -1.5, 1.5

D = 1.8 # Constante de difusdo

ua = 2.8

kBT = 1.8 # Energia térmica

alpha = 15.8

beta = 15.@

gamma = @.1 # Termo de amortecimento

def potential(x, y, z):
return -alpha/2 * (x**2 + y**2 + z**2) + beta/4 * (x**4 + y**4 + z*+*+4)

def a(x, y, z):
return np.array([
alpha*x - beta*x**3 - gamma*x,
alpha®*y - beta®y**3 - gamma®y,
alpha*z - beta®*z**3 - gamma*z

D

Fonte: Proéprio autor.

Figura 30 — Implementacao do algoritmo de Euler-Maruyama para a simulagao de trajetorias
estocasticas de particulas. O codigo define as condigoes iniciais, gera o ruido térmico e
atualiza a posicao das particulas ao longo do tempo.

trajectories = []
print("{time}\tRodando simulacdo de {total} trajetdrias...”.format(
total=N_sim,
time=datetime.datetime.now().strftime( "¥y-¥m-%d EH:¥M:X5")))
for i in range(N_sim):
print("{time}\tExecutando simulac&o {cur_int} de {total}...".format(
cur_int=i + 1,
total=N_sim,
time=datetime.datetime.now().strftime ("%Y-%m-¥d XH:ZM:%5°)),
end="\r"

)

# Gerar array com trajetdria atual (30)

current_trajectory = np.zeros((N_steps[i] + 1, 3), dtype=float)
# Condicde inicial para a trajetéria atual
current_trajectory[@, @] = rng.random() * (xR - x_L) + x_L
current_trajectory[@, 1] = rng.random() * (y R - y L) + y L
current_trajectory[®, 2] = rng.random() * (z R - z L) + z_ L

# Gerar todos os nimeros aleatdrios para a simulacdo atual
random_numbers_for_current_simulation = rng.normsl(size=(N_steps[i], 3))
random_numbers_for_current_simulation = np.sgrt(2 * D * dt)

# Algoritmo Euler-Maruyama

for j in range(N_steps[i]):
drift - a(current trajectory[, @], current trajectory[q, 1], current trajectory3, 2])
current_trajectory[j + 1] = current_trajectory[j] + dt * drift + random_numbers_for_current_simulation[j]

Fonte: Proéprio autor.
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Figura 31 — Implementagao da fungao de inferéncia baseada em regressao esparsa com atraso
temporal T para estimativa do drift e da difusao. Utiliza o modelo SINDy com biblioteca

polinomial para ident

de¥

Fonte: Préprio autor.

ificar as equagoes dinamicas a partir das trajetérias simuladas.

run_inference(self, tau=1, threshold=g.1):

Exccuta a inferéncia wsando rogrossac CSparsd com um atraso tenporal tau.

Paranctros:
tau {int): nimero de passos de tempo entre as amostras wsadas na derivada.
threshold {fleat): limdar de ecsparsidade para STLSQ.

Rotarma:
dict: resultados contendo posicdcs médias, drift estirado o difusdc estimada.

& Concatenar todes as trojeiorics
x_all =
X_dat_all =
for traj in self. trajectories:
if len{traj) » tau:
¥_all.append(traj]:-tau])
¥_dot_all.append{{traj[tau:] - traj[:-tau]} f (tau * sclf.dt_aut))

% = np.vstack(X_all)
X_dat = np.wstack(X_dot_all)

# Criar & gjustar o modelo SIMOY
library = Polynoriallibrary{degres=5, include interacticn=True)
self.model = SINDyw(
optinizer<5TLS}{threshold=throsheld),
feature_library=library,
feature_names<[ ‘x', ‘y°, 'z’
)
self model fit{X, »_dot=X_dot)

# Estimar o drift
drift_pred = self.model.predict{x}

& Orgamizar resultadas por bins oo Longo de x
N_bins = self N _bins

a = np.zeros{(K_bins, 3})

D = np.zeros{(K_bins, 3})

bin_conters = np.zeras({M_bins, 2})

for din in range{2): # Poro x, ¥, I
wals = X[z, dim
bins = np.linspace{np.min{vals), np.max{vals), H_bins + 1}
centers = {bins[:-1] + bins[1:]) # 2
bin_centers|:, din] = centers

for i dim range{N_binc):
nask = (wals »= bins[i]) & (wals < bims[i#l]]}
if np.any(rask):

a[i, dim] = np.mcan{drift_pred[mask, dim]})
o[i, dim] = 8.5 * np.var(¥_dot[mask, dim]} * tau * sclf.dt_out
else:
a[i, dim] = mp_nan
i, dim] = np_nan

return {'x': bin_centers. "a®: a. 'D': OF
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Figura 32 — Implementagao do método de Kramers-Moyal para estimar localmente os
coeficientes de difusao e drift a partir dos deslocamentos de particulas agrupadas em bins

espaciais. A funcao calcula médias e variancias dos deslocamentos com atraso temporal
fixo 7.

def kramers_moyal(self,bin_index,tau):

ix, iy, iz = bin_index
mask = (self.traj_bin_indices[:, 2] == ix) & (self.traj_bin_indices[:, 3] == iy) & (self.traj_bin_indices[:
list_of trajectories_starting in_bin = self.traj_bin_indices[mask]

N = len(list_of_trajectories_starting_: n}

# configurar
delta_x = np.zeros(3
delta_x_squared = np.zeros(3)

] == iz}

para oo, <2 estimar o partir dos dodos

em 30

# Parg armazenar

for i,cur_index in enumerate(list of trajectories_starting in bin):

if cur_index >- len(self.traj_index) or cur_index >- len{self.traj_number):
print(f"Index {cur_index) is out of bounds for “traj_index’ or "traj_number™.")
continue

traj_num = self.traj_number[cur_index]
if traj_num »= len(self.trajectory_lengths):
print(f"Trajectory number {traj_num} is out of bounds.")

continue
if (self.traj_index[cur_index] + tau) »= self.trajectory_lengths[traj_num]:
H-=
continue
cur_diff = self.trajectories[self.traj_number[cur_index]] %
[self.traj_index[cur_index]+tau] \
- self.trajectories[self.traj_nunber[cur_index]] \

[self.traj_index[cur_index]]
delta_x += cur_diff
delta_x_squared += cur_diff*+z

N

return np.nan, np.nan

D - delta_x_squared /(2°N°self.dt*tau)

drift = delta_x / (W*self.dt>tau)

»

return D, drift

Fonte: Préprio autor.



o8

Figura 33 — Geragao de gréaficos comparando os resultados inferidos de drift e difusao com
os valores tedricos ao longo das trés dimensoes espaciais (x, y, z), para diferentes valores
de 7.

tau_values = [1, 5, 1@, 5@, 18@]
alpha, beta, gamma = 15.8, 15.8, @.1

# Loop para diferentes T

for T in tau values:
print(f*\nInferindo com © = {
res = infer.run_inference(tau=t)

for dim_index, dim_name in enumerate(['X', "Y', 'Z']):
# Seleciona os resultados da dimensdo atual
x_vals = res['x"][:, dim_index]

a vals = res["a"][:, dim index]

D vals = res['D"][:, dim_index]

# Suaviza resultados
a_s = gaussian_filterld(a_vals, sigma=1)
D_s = gaussian_filterld(D_vals, sigma=1)

# Spline para sugvizogdo visual

spline_a = UnivariateSpline(x_wals, a_s, s=0.5)
spline D = UnivariateSpline(x_vals, D_s, s=0.5)
x_range = np.linspace(x vals.min(), x vals.max(), 288)

# Crig grdfice de drift e difusdo para cada eixo
fig, (ax1, ax2) = plt.subplots(1l, 2, figsize=(14, 5))

# Drift

drift_teorice = (alpha - gamma) * x_range - beta * x_range ** 3
axl.plot(x_range, drift_teorico, 'r-', label='Tedrico'})

ax1.plot(x_range, spline_a(x_range), 'b--°, label=f'Drift KM {dim_name}')
axl.set(title=f'Drift em {dim_name} (t={t})', xlabel-dim_name, ylabel='Drift')
axl.legend(); axl.grid(alpha=@.3)

# Difusdo

ax2.axhline(1.8, color="r', lw=2, label-"Tedrico')

ax2.plot(x_range, spline_D{x_range), 'g--", label=f'Difus@o KM {dim_name}"})
ax2.set(title=f'Difusdo em {dim _name} (t={t})', xlabel=dim_name, ylabel='Difusdo")
ax2.set_ylim(@.5, 1.5)

ax2.legend(); ax2.grid(alpha=8.3)

plt.tight_layout()
plt.show()

Fonte: Préprio autor.
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