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ÍTALO ALBUQUERQUE DA SILVA
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Ao meu irmão, Bruno Alves Sousa da Silva, que mesmo não estando sob o
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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um desenvolvimento detalhado acerca da inferência de

termos de uma equação de movimento a partir de dados reais, concentrando os esforços

especialmente na teoria moderna do movimento Browniano, que parte da equação de

Langevin, que descreve a dinâmica estocática de um sistema. Foram aplicados métodos

de simulação numérica a fim de se obter uma melhor previsão acerca do comportamento

de alguns sistemas dinâmicos, em especial sistemas que partem da equação de Langevin

para descrever o movimento de uma part́ıcula submetida a um potencial. Bem como foi

feito um estudo acerca de equações diferenciais como um todo. Obtivemos resultados para

diferentes trajetórias simuladas, os quais pudemos descrever e inferir os termos desejados

para cada sistema de maneira bastante satisfatória. Bem como foi posśıvel realizar a

observação de uma part́ıcula em três dimensões, nos aproximando de um estudo detalhado

sobre o comportamento real de um sistema complexo. A análise de dados para geração das

simulações de cada configuração deste trabalho, bem como o desenvolvimento do algoritmo

de inferência, foram partes cruciais no andamento da pesquisa e na geração dos resultados.

Palavras-chave: dinâmica estocástica; sistemas dinâmicos; análise de dados; algoritmo de

inferência.



ABSTRACT

In this paper we present a detailed development of the inference of terms of an equation of

motion from real data, focusing especially on the modern theory of Brownian motion, which

starts from the Langevin equation, which describes the stochastic dynamics of a system.

Numerical simulation methods were applied in order to obtain a better prediction of the

behavior of some dynamic systems, especially systems that use the Langevin equation to

describe the movement of a particle subjected to a potential. We also studied differential

equations as a whole. We obtained results for different simulated trajectories, which we

were able to describe and infer the desired terms for each system quite satisfactorily. We

were also able to observe a particle in three dimensions, bringing us closer to a detailed

study of the real behavior of a complex system. The analysis of the data used to generate

the simulations for each configuration in this work, as well as the development of the

inference algorithm, were crucial to the progress of the research and the generation of the

results.

Keywords: stochastic dynamics; dynamic systems; data analysis; inference algorithm.
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Figura 2 – Modelo econômico proposto em 1970 para explicar a migração rural-
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direita) ao longo de x, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com

τ = 10 (1ms em tempo f́ısico). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Figura 21 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à
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1 INTRODUÇÃO

Sistemas dinâmicos são sistemas que descrevem como alguma variável de

interesse de estudo evolui com o tempo, sob ação de uma força determińıstica ou aleatória.

Quando esse sistema possui um comportamento dif́ıcil de ser descrito analiticamente, como

na maioria dos sistemas reais, dizemos que é um sistema dinâmico não linear, como o

modelo de Gordon-Schaefer (Gordon, 1954) (Schaefer, 1957), o modelo de Harris-Todaro

(Harris; Todaro, 1970), e mais voltado para a f́ısica, o Movimento Browniano, que o

presente trabalho irá se aprofundar mais.

Figura 1 – Sistema dinâmico não linear que descreve a exploração sustentável de recursos
renováveis, como estoques pesqueiros. Desenvolvido nos anos 1950 pelos economistas
H. Scott Gordon e M. B. Schaefer, ele integra biologia populacional e economia para
determinar ńıveis ótimos de exploração.

Fonte: The nature and magnitude of global non-fuel fisheries subsidies (Khan, 2006).
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Figura 2 – Modelo econômico proposto em 1970 para explicar a migração rural-urbana em
páıses em desenvolvimento.

Fonte: Determinants of Job Seekers’ Decision for Migration; A Study in Big Cities in
Indonesia (Amar et al., 2020).

O movimento aleatório de part́ıculas imersas em um fluido, foi inicialmente

estudado quando o biólogo Robert Brown realizou uma observação de uma solução com

grãos de polén, através de um microscópio (Newburgh et al., 1851). Brown notou que as

part́ıculas que ele observava tinham um movimento completamente aleatório, imprev́ısivel,

movimento esse batizado como Browniano, em homenagem ao biólogo. À época, Brown

acreditou estar analisando uma nova forma de vida, uma das razões disso era o movimento

de uma part́ıcula estar sendo imposśıvel de ser descrito por uma função matemática para

sua posição e sua velocidade, dada a imprevisibilidade desse movimento errático.
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Figura 3 – Representação esquemática do movimento Browniano.

Fonte: Nayturr. Dispońıvel em: https://nayturr.com/types-of-active-transport/. Acesso
em: 28/05/2025

Na figura 3, as moléculas do fluido estão representadas pelas bolinhas brancas,

e a bolinha vermelha representa uma part́ıcula suspensa no fluido, as setas apontam a

direção que a part́ıcula está indo.

Nos anos seguintes, foram realizados diversos experimentos com a finalidade

de estudar o movimento Browniano, e algumas explicações pouco fundamentadas foram

fornecidas para a aleatoriedade do movimento. Concomitante a isso, os estudos sobre

átomos e moléculas eram propostos com o desenvolvimento da teoria cinética dos gases.

A teoria cinética dos gases faz parte de um ramo da termodinâmica que

aprofunda os fenômenos microscópicos da matéria. Em 1738, o matemático e f́ısico súıço,

Daniel Bernoulli, estabeleceu que os gases consistem em um grande número de moléculas

se movendo em todas as direções, onde elas colidem entre si (Bernoulli, 1738), essa e

outras constatações sobre o que acontecia microscopicamente em um gás, serviram como

base para o desenvolvimento da teoria cinética dos gases, que, apesar de não ser bem aceita

quando Bernoulli divulga suas ideias, passa a ganhar a força a partir do século seguinte.

Em 1857, Rudolf Clausius dá sua contribuição à teoria cinética molecular, já

considerando os trabalhos de Bernoulli, Clausius escreve seu livro “Ueber die Art der

https://nayturr.com/types-of-active-transport/
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Bewegung, welche wir Wärme nemmen” (Clausius, 1857), onde descreve e introduz um

modelo de moléculas com rotação, vibração e translação. E é a partir dáı que ele define

que a conservação da energia cinética translacional em colisões não poderia ser garantida,

pois elas poderiam provocar a conversão de um tipo de movimento em outro.

Clausius concluiu que a hipótese de uma velocidade constante e igual para todas

as moléculas era inviável. Considerando que a velocidade translacional poderia variar entre

as moléculas, ele apresentou uma explicação para o fenômeno da evaporação. Como apenas

as moléculas com velocidade acima da média possuem energia cinética suficiente para

superar as forças atrativas do ĺıquido, ocorre uma perda de energia e, consequentemente,

uma redução na temperatura da fase ĺıquida.

Outras formulações, cada vez mais sofisticadas, acerca da teoria cinética dos

gases, foram surgindo no decorrer do tempo, James Clerk Maxwell, a partir dos trabalhos

de Clausius, desenvolveu a chamada distribuição de Maxwell (Maxwell, 1867), que pos-

teriormente teve contribuição essencial de Ludwig Edward Boltzmann, estabelecendo o

que conhecemos como distribuição de Maxwell-Boltzmann, que descreve a distribuição

estat́ıstica das velocidades de part́ıculas em um gás ideal em equiĺıbrio térmico que é da

forma:

fMB(v) = 4π

(√
m

2πkBT

)3

v2e−
mv2

2kBT (1.1)

onde m representa a massa de uma part́ıcula do gás, kB é a constante de Boltzmann,

T é a temperatura absoluta do gás, em Kelvin, v2 representa o elemento de volume em

coordenadas esféricas para velocidades. Em três dimensões, o número de part́ıculas com

velocidade entre v e v+ dv é proporcional à área da casca esférica, que é 4πv2dv. Esse

termo faz a distribuição crescer inicialmente com v, mas depois decair devido ao termo

exponencial, como mostra a figura 2.



20

Figura 4 – Gráfico da distribuição de Maxwell-Boltzmann para o oxigênio submetido a
três temperaturas distintas.

Fonte: Próprio autor.

Com a teoria cinética dos gases sendo uma área já em ascendência, são retomados

os estudos envolvendo a teoria e o movimento browniano. E em 1905, com a descrição

detalhada do movimento Browniano pelo f́ısico Albert Einstein, átomos e moléculas

foram aceitos como constituintes da matéria, e o movimento Browniano teve sua primeira

explicação amplamente aceita (Salinas, 1999).

A explicação de Einstein sustentava que o movimento que Brown havia obser-

vado, era, na verdade, o movimento de moléculas de água “transportando” as part́ıculas

de polén, utilizando argumentos que consistiam na flutuação dos átomos (Blundell; Blun-

dell, 2010). Após o trabalho publicado de Einstein, algumas tentativas de generalizar a

explicação do f́ısico se destacaram, como por exemplo, a abordagem do f́ısico francês Paul

Langevin em (Langevin et al., 1908).

Langevin propõe uma visão que simplifica e generaliza o trabalho de Einstein.

Ele propôs um conceito até então não utilizado por Einstein de uma “força aleatória”,

observou a presença de uma força de atrito viscoso, que era a resistência hidrodinâmica

do fluido ao movimento da part́ıcula, e introduziu uma equação diferencial estocástica
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para explicar o fenômeno. Enquanto Einstein utilizou uma abordagem mais focada na

densidade de probabilidade da posição da part́ıcula ao longo do tempo, Langevin focou na

trajetória instantânea da part́ıcula para desenvolver sua equação para o movimento.

A partir da equação de Langevin, podemos classificar essas duas forças, e, a

partir dáı desenvolver o objetivo do presente trabalho, estudar sistemas dinâmicos não

lineares e inferir equações de movimento a partir de dados, para o caso deste trabalho,

gerados através de simulação computacional.

É de extrema importância, antes de destrinchar a solução da equação de

Langevin e posteriormente a de Fokker-Planck, desenvolvida em (Fokker, 1914) e (Planck,

1917), que seja feito um estudo do potencial adotado, bem como a comparação com outros

tipos de potenciais, neste trabalho teremos uma abordagem com o potencial duplo, já que

se trata de um sistema composto por dois estados metaestáveis que são separados por uma

barreira de potencial.

Sendo assim, o caṕıtulo 2 do presente trabalho, se volta à explicação do que

é a dinâmica estocástica e como são seus processos, com foco nos processos que foram

considerados os mais importantes para o desenvolvimento da pesquisa, como o Processo

de Wiener e o Processo de Itô. Já no caṕıtulo 3, é descrita a metodologia utilizada para a

posterior apresentação dos resultados, detalhando cada método realizado para geração de

trajetórias e simulações numéricas. O caṕıtulo 4 mostra os resultados obtidos e discute

cada um deles com base no que se esperava com a literatura utilizada e com o que foi

produzido de novo. Por fim, o caṕıtulo de conclusão faz as considerações finais com tudo

que foi estudado neste trabalho.
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2 DINÂMICA ESTOCÁSTICA

O estudo relacionado à distribuição de probabilidades em um sistema de várias

part́ıculas interagindo entre si, configura o estudo de um sistema dinâmico estocástico. Um

processo estocástico pode ser definido como um conjunto de variáveis aleatórias indexadas

a uma variável, que costuma ser o tempo (Alves; Delgado, 1997). Esses processos podem

ser classificados quanto à natureza temporal: em tempo discreto, as variáveis mudam

apenas em instantes espećıficos (como etapas sequenciais), enquanto em tempo cont́ınuo,

as flutuações ocorrem a qualquer momento, refletindo uma dinâmica ininterrupta.

Em um processo estocástico, a equação que descreve a evolução temporal do

sistema é chamada de equação mestra. A partir dela, é posśıvel caracterizar propriedades

estat́ısticas fundamentais, como média e variância. Quando essas propriedades permanecem

constantes ao longo do tempo, o processo é classificado como estacionário. Caso contrário,

se a média ou variância divergem (por exemplo, crescendo indefinidamente), trata-se de

um processo não estacionário (Atuncar, 2011).

Para alguns sistemas complexos, é posśıvel, a partir de dados reais, chegar

até sua equação de movimento, tornando assim uma descrição mais precisa do sistema,

por muitas vezes isso se dá partindo de alguns parâmetros definidos por equações que

governam o sistema dinâmico.

Albert Einstein, no ano de 1905, em seu “ano miraculoso”, publicou o famoso

artigo “On the motion of small particles suspended in liquids at rest required by the

molecular-kinetic theory of heat” (Einstein et al., 1905), Einstein conseguiu derivar previsões

experimentalmente verificáveis sobre as taxas de difusão de part́ıculas brownianas. Em

seu trabalho, Einstein explorou o movimento Browniano partindo de probabilidades de

transição entre estados, ele derivou uma equação diferencial parcial (a equação da difusão),

descrevendo a densidade de probabilidade da posição de part́ıculas em suspensão. Resolveu-

a para demonstrar que o desvio quadrático médio da posição, λx =
√

2Dt, depende do

coeficiente de difusão D, que representa o ńıvel de “aleatoriedade” na trajetória da part́ıcula

e incorpora parâmetros termodinâmicos e geométricos do sistema, como viscosidade e raio

das part́ıculas.

Matematicamente, um processo estocástico é formalizado pela distribuição de

probabilidade associada à evolução da variável de interesse em múltiplos instantes (t1, t2, t3).

Essa estrutura permite calcular, por exemplo, a probabilidade de a trajetória de uma
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part́ıcula browniana estar contida em uma faixa espećıfica de valores em diferentes intervalos

de tempo, consolidando a ligação entre modelagem teórica e fenômenos observáveis.

2.1 Processos Markovianos

Um processo Markoviano pode ser caracterizado como uma classe de processo

estocástico, que pode ser definido como sendo a probabilidade de um evento ocorrer

baseado apenas no evento que o antecede. Tendo uma variável estocástica, ou seja, uma

variável aleatória que depende do tempo, discretizada, com o tempo também discretizado,

poderemos desenvolver com facilidade os artif́ıcios matemáticos para descrever as cadeias

de Markov.

Supondo que uma variável estocástica xt assuma valores inteiros e t = 0,1,2,3, . . ..

Um processo estocástico fica completamente definido até o instante ℓ pela distribuição de

probabilidade

Pℓ(n0,n1,n2, . . . ,nℓ) (2.4)

de xt tomar o valor n0 no instante t = 0, o valor n1 no instante t = 1, o valor n2 no instante

t = 2, . . . , e o valor nℓ no instante t = ℓ (Tomé, 2001).

Em seguida, considerando a probabilidade condicional

Pℓ+1(nℓ+1|n0,n1,n2, . . . ,nℓ) (2.5)

de xt tomar o valor nℓ+1 no instante t = ℓ+1, dado que ela tenha tomado o valor n0 no

instante t = 0, o valor n1 no instante t = 1, o valor n2 no instante t = 2, . . . , e o valor nℓ

no instante t = ℓ. Se ela for igual à probabilidade condicional

Pℓ+1(nℓ+1|nℓ), (2.6)

de xt tomar o valor nℓ+1 no instante t = ℓ+1, dado que ela tenha tomado o valor nℓ no

instante t = ℓ, então o processo estocástico é um processo markoviano. Em palavras mais

adequadas à f́ısica estat́ıstica, um processo markoviano é aquele em que a probabilidade

condicional de xt tomar um determinado valor num instante depende somente do valor

que ela tenha tomado no instante anterior (Iosifescu, 2014).
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2.2 Processo de Wiener

Outro tipo de processo estocástico crucial para se entender melhor o Movimento

Browniano e suas particularidades é o processo de Wiener, que possui na literatura definições

que o classificam como o próprio MB de modo “ideal”, mas para o propósito deste trabalho

é essencial que haja uma diferenciação e trazer uma definição mais abrangente do processo.

Define-se como processo de Wiener, um processo cont́ınuo com incrementos independentes,

ou seja, a variação num determinado intervalo de tempo é independente das variações em

outros intervalos de tempo, e incrementos Gaussianos, que constitui a base matemática

para modelagem de flutuações térmicas em sistemas f́ısicos (Ricciardi, 1976).

As variações do processo ao longo de qualquer intervalo de tempo são distribúı-

das normalmente, com média zero e variância proporcional ao tamanho do intervalo. Ou

seja, tomando dois instantes de tempo t e t +∆t, a variação ∆W=W (t +∆t)−W (t) segue

uma distribuição normal, onde esse ∆W representa o incremento. A variância do processo

aumenta linearmente com o tempo, ou seja, o processo é não estacionário.

Figura 5 – Exemplo de duas trajetórias simbolizando o processo de Wiener. O código
escalona os incrementos para que tenham variância dt, e soma o cumulativo dos incrementos
para gerar cada trajetória, como exige o processo de Wiener.

Fonte: Próprio autor.
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2.3 Processo de Itô

Diante do exposto, é necessária uma ferramenta matemática que aborde de

maneira concisa processos aleatórios, neste contexto, a fórmula de Itô desempenha papel

central na construção de integrais estocásticas. Diferentemente da integral de Riemann,

usada para funções determińısticas suaves, as integrais de Itô são definidas para funções

que dependem de processos estocásticos, como W (t), e consideram a aleatoriedade presente

nesses sistemas.

Considerando uma função cont́ınua e diferenciável x(t) com x(0) = 0. A integral

x(T )2 = 2
∫ T

0 x(t)dx(t) é válida no cálculo “tradicional”. Contudo, ao utilizar o processo de

Wiener W (t), expressões semelhantes surgem, porém com termos adicionais conhecidos

como correções de Itô (Shi et al., 2012). Por exemplo:

W (T )2 =
∫ T

0
dt +2

∫ T

0
W (t)dW (t) (2.1)

W (T )3 = 3
∫ T

0
W (t)2 dW (t)+3

∫ T

0
W (t)dt (2.2)

Essas correções ocorrem porque o movimento Browniano não possui variação nula como

funções suaves. Termos como
∫ T

0 W (t)dW (t) são bem definidos no sentido estocástico e

constituem o núcleo do cálculo de Itô.

Um processo estocástico ξ (t), com t ≥ 0, é chamado de processo de Itô se pode

ser escrito como:

ξ (T ) = ξ (0)+
∫ T

0
a(t)dt +

∫ T

0
b(t)dW (t) (2.3)

onde a(t) é uma função que representa a tendência (drift) do processo, e b(t) representa o

quão aleatório é o sistema, dW (t) representa o incremento do processo de Wiener (Sato;

Nakagawa, 2014).

Neste caso, a notação diferencial de Itô é usada para representar o processo de

forma compacta:

dξ (t) = a(t)dt +b(t)dW (t) (2.4)

A fórmula de Itô é análoga à regra da cadeia do cálculo diferencial clássico, porém adaptada

ao contexto estocástico. Seja F(t,x) uma função suficientemente suave, e considere que
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W (t) é um movimento Browniano. Suponha que ξ (t) = W (t) seja um processo de Itô.

Então:

Se F(t,x) possui derivadas parciais cont́ınuas F ′
t , F ′

x e F ′′
xx, então:

F(T,W (T ))−F(0,W (0)) =
∫ T

0

(
F ′

t (t,W (t))+
1
2

F ′′
xx(t,W (t))

)
dt +

∫ T

0
F ′

x(t,W (t))dW (t)

(2.5)

Em notação diferencial, essa expressão é escrita como:

dF(t,W (t)) =
(

F ′
t (t,W (t))+

1
2

F ′′
xx(t,W (t))

)
dt +F ′

x(t,W (t))dW (t) (2.6)

2.4 Equação de Langevin

Alguns anos após os estudos de Einstein sobre o movimento Browniano, Paul

Langevin detalhou um estudo acerca de uma generalização sobre o que Einstein havia

proposto e sugeriu que o movimento Browniano de uma part́ıcula que esteja fora de um

campo de força conservativo pode ser escrito através de uma equação diferencial da forma

que veremos posteriormente. Langevin conseguiu recuperar todo o trabalho de Einstein

com ferramentas mais sofisticadas do ponto de vista teórico, o que consequentemente

trouxe uma simplificação do problema.

Retornando ao movimento Browniano, podemos utilizar a equação de Langevin

como ponto de partida para descrever o processo estocástico que envolve a trajetória

de uma part́ıcula de massa m gerada pela colisão com as moléculas de um meio. Dessa

equação detalharei os termos particulares de sua formulação original e suas “derivações”,

bem como demonstrarei como, a partir deles, pode-se determinar detalhes importantes

sobre a aleatoriedade do sistema. Podendo a equação ser escrita como:

m
dν

dt
=−αν +Fa(t) (2.7)

Sendo ν = dx
dt = velocidade e x a posição da part́ıcula. Essa equação descreve duas forças

atuantes na part́ıcula, a força de atrito, representada por ”−αν”, onde α é o coeficiente de

atrito, e a força de caráter aleatório que se dá pelos impactos com as moléculas do meio

(Tomé, 2001).

Como não há direção preferencial para as colisões da part́ıcula com as moléculas,

as forças que atuam em diferentes direções se cancelam mutuamente ao longo do tempo,

assim, em média, a força aleatória devida às colisões é nula:

⟨Fa(t)⟩= 0 (2.8)
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Ao dividir a Equação 2.1 por m, podemos reescrever a equação de Langevin como:

dν

dt
=−γν +A(t) (2.9)

Sendo γ = α

m > 0 e A(t) = Fa(t)
m . Ou seja, temos uma equação diferencial de natureza

estocástica, como esperado para a descrição de um sistema com essas caracteŕısticas, e

também o ponto de partida para a resolução do problema, que se dá pela procura da

densidade de probabilidades (Salinas, 1999).

Além da formulação clássica da equação de Langevin, é importante destacar

que esse modelo pertence a uma classe de equações diferenciais estocásticas, sendo ampla-

mente utilizado para descrever a evolução temporal de sistemas com graus de liberdade

influenciados por forças determińısticas e aleatórias.

Nesse contexto, a equação de Langevin pode ser interpretada como:

ẋ = µF(x,λ )+ζ (t) (2.10)

onde ẋ representa a velocidade da part́ıcula, µ é o coeficiente de mobilidade, F(x,λ ) é a

força externa que depende da posição x e de um parâmetro de controle λ , ζ (t) é o termo

de rúıdo térmico (rúıdo branco gaussiano) que representa as flutuações aleatórias do meio.

O rúıdo térmico é caracterizado pelas propriedades estat́ısticas:

⟨ζ (t)⟩= 0, ⟨ζ (t)ζ (t ′)⟩= 2Dδ (t − t ′) (2.11)

Essas relações mostram que o rúıdo tem média nula e correlação temporal do tipo delta de

Dirac, indicando que o sistema é markoviano, ou seja, sua evolução depende apenas do

estado atual, e não do histórico anterior. A presença do rúıdo térmico é fundamental para

garantir o equiĺıbrio termodinâmico (Sekimoto, 1998). Se esse termo fosse removido, a

velocidade da part́ıcula tenderia a zero com o tempo, violando o teorema da equipartição

da energia, que estabelece que a energia média em equiĺıbrio não é nula:〈
v2(t)

〉
eq

=
3kBT

m
(2.12)

onde kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura do reservatório térmico e m é a

massa da part́ıcula.

No equiĺıbrio, o coeficiente de difusão D e a mobilidade µ estão relacionados

pela relação de Einstein:

D = µkBT (2.13)
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Essa equação conecta propriedades dinâmicas (mobilidade) com estat́ısticas (difusão),

refletindo o chamado teorema da flutuação-dissipação.

A força F(x,λ ) pode conter tanto componentes conservativas quanto não

conservativas. Assim, podemos escrevê-la como:

F(x,λ ) =−∂V (x,λ )
∂x

+ f (x,λ ) (2.14)

onde V (x,λ ) é um potencial e f (x,λ ) representa forças externas não conservativas que

podem variar com o tempo ou com parâmetros externos.

2.5 Equação de Fokker-Planck

A equação de Fokker–Planck, também conhecida como equação de Kolmogorov

direta (Sharma; Patel, 2010), descreve a evolução temporal da densidade de probabilidade

condicional de um processo estocástico de Itô. Dado um processo unidimensional

dXt = f (Xt , t)dt +g(Xt , t)dWt , (2.15)

onde f (x, t) é o coeficiente de drift e g(x, t) é o coeficiente de difusão, a densidade de

probabilidade P(x, t|x0, t0) satisfaz:

∂

∂ t
P(x, t) =− ∂

∂x

[
f (x, t)P(x, t)

]
+ 1

2
∂ 2

∂x2

[
g2(x, t)P(x, t)

]
. (2.16)

O ponto de partida é a equação de Chapman-Kolmogorov para densidades de transição

(Karush, 1961):

P(x3, t3|x1, t1) =
∫

∞

−∞

P(x3, t3|x2, t2)P(x2, t2|x1, t1)dx2, (2.17)

onde t1 < t2 < t3. Tomando a expansão em Taylor para pequenos incrementos de tempo

∆t = t2 − t1 e usando a notação de Itô para os momentos, obtêm-se, ao considerar apenas

até segunda ordem, a forma diferencial que leva à equação (2.16).

O termo de drift f (x, t) descreve a velocidade média de deslocamento do estado

x ao longo do tempo. Já o termo de difusão D(x, t) = 1
2g2(x, t) quantifica a taxa de

dispersão probabiĺıstica, associada às flutuações aleatórias. Enquanto a densidade P(x, t)

deve satisfazer:

P(x, t)≥ 0,
∫

∞

−∞

P(x, t)dx = 1 ∀t ≥ t0. (2.18)
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Dependendo do domı́nio f́ısico, impõem-se condições de contorno de absorção, reflexão ou

periodicidade.

A equação de Fokker–Planck é o formulismo equivalente, em termos de dis-

tribuições, à equação de Langevin (2.15). Enquanto a equação de Langevin descreve

trajetórias estocásticas individuais, a de Fokker-Planck fornece a evolução da probabilidade

de encontrar o sistema em x.
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3 METODOLOGIA

Inspirado na abordagem do artigo Nonlinear stochastic modeling with Langevin

regression (Callaham et al., 2021), este trabalho utiliza simulações de part́ıculas sujeitas a

rúıdo térmico em um potencial duplo aplicado em três dimensões para realizar a inferência

do campo de forças determińıstico (drift) e do coeficiente de difusão local. Tal como

demonstrado no artigo, com potencial unidimensional, empregamos o método SINDy

para identificar equações dinâmicas esparsas diretamente das trajetórias simuladas. Uma

biblioteca de termos candidatos é utilizada para a identificação de equações diferenciais

parciais (EDPs) e equações diferenciais impĺıcitas (Silva et al., 2020). Revelando boa

concordância com as expressões anaĺıticas derivadas do potencial.

Este estudo apresenta, com riqueza de detalhes, a metodologia empregada na

simulação de trajetórias tridimensionais de part́ıculas sujeitas à dinâmica de Langevin, na

resolução dos operadores adjuntos da equação de Fokker–Planck e na posterior inferência

dos parâmetros que regem a dinâmica a partir das trajetórias obtidas.

3.1 Simulação das Trajetórias

As trajetórias são geradas via algoritmo Euler-Maruyama integrando a equação

de Langevin no potencial polinomial:

V (x,y,z) =−α

2
(
x2 + y2 + z2)+ β

4
(
x4 + y4 + z4). (3.1)

O termo de drift é dado por:

a(r) =


αx−βx3 − γx

αy−βy3 − γy

αz−β z3 − γz

 , (3.2)

e o rúıdo térmico aparece como um termo aleatório gaussiano com coeficiente de difusão

D. Os parâmetros t́ıpicos utilizados nas simulações foram α = 15.0, β = 15.0, γ = 0.1,

D = 1.0, kBT = 1.0, passo de tempo de integração ∆t = 10−6 s, amostragem das trajetórias

a cada ∆tout = 10−4 e Número de trajetórias simuladas: Nsim = 20.
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3.2 Operador Adjunto de Fokker-Planck

O operador adjunto estacionário unidimensional é constrúıdo por diferenças

finitas de segunda ordem para difusão e primeira ordem para drift:

L(1D)
adj = D

d2

dx2 −
d
dx

[
a(x)·

]
. (3.3)

Em três dimensões, combinamos os operadores 1D através do produto de

Kronecker:

L(3D)
adj = Lx ⊗ Iy ⊗ Iz + Ix ⊗Ly ⊗ Iz + Ix ⊗ Iy ⊗Lz, (3.4)

onde I representa a matriz identidade.

Embora a inferência dos parâmetros dinâmicos (drift e difusão) neste trabalho

seja realizada a partir das trajetórias simuladas, uma parte importante do código e

da fundamentação teórica é dedicada à construção e resolução do operador adjunto da

equação de Fokker–Planck. Essa abordagem tem múltiplas finalidades, como a validação

da simulação de Langevin, dado que a equação de Fokker–Planck descreve a evolução da

densidade de probabilidade associada a uma part́ıcula sujeita a rúıdo térmico e forças

determińısticas. Sua solução estacionária, pest(r), é obtida como o autovetor associado ao

autovalor nulo do operador adjunto. Essa solução é comparada aos histogramas obtidos das

trajetórias de Langevin, validando se o sistema simulado converge para o comportamento

estat́ıstico esperado.

Também há uma relação com o potencial aplicado, pois, em equiĺıbrio, a

densidade de probabilidade estacionária se relaciona com o potencial externo da forma:

pest(r) ∝ exp
(
−V (r)

D

)
. (3.5)

Dessa forma, a comparação entre a solução numérica da equação de Fokker–Planck e

a forma anaĺıtica permite verificar se a simulação obedece ao equiĺıbrio termodinâmico

imposto pelo potencial simulado.

3.3 Construção de Índice Espacial para Inferência

Para acelerar a estimação de drift e difusão locais, discretizamos cada dimensão

em Nbins uniformes em x,y,z, e indexamos cada ponto de trajetória ao seu bin correspondente.

Esse ı́ndice permite a extração eficiente de todos os deslocamentos que partem de um
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bin espećıfico, o cálculo rápido de estat́ısticas locais para um dado passo temporal τ e a

paralelização do processo de inferência.

3.4 Inferência de Parâmetros

Neste trabalho, utilizamos dois métodos distintos para a inferência dos pa-

râmetros dinâmicos (drift e difusão) a partir das trajetórias simuladas: o método de

Kramers-Moyal e a modelagem baseada na biblioteca PySINDy (Kaheman et al., 2020).

1. Método de Kramers-Moyal (Inferência Local):

Este método consiste na aplicação direta da expansão de Kramers-Moyal aos dados

estocásticos. A ideia central é estimar os momentos condicionais de primeira e

segunda ordem do deslocamento da part́ıcula dentro de uma janela de tempo curta.

Esses momentos correspondem, respectivamente, aos coeficientes de drift e difusão

local que aparecem na equação de Fokker–Planck, que descreve a evolução temporal

da densidade de probabilidade P(x, t):

∂P(x, t)
∂ t

=−∑
i

∂

∂xi
[Ai(x)P(x, t)]+∑

i

∂ 2

∂x2
i
[Di(x)P(x, t)] , (3.6)

onde Ai(x) representa o campo de drift e Di(x) o coeficiente de difusão ao longo da

i-ésima coordenada espacial.

Para cada bin e intervalo de tempo τ , computa-se:

Ai(x) =
⟨∆xi⟩
τ∆t

, Di(x) =
⟨(∆xi)

2⟩
2τ∆t

, (3.7)

onde ∆xi = xi(t + τ∆t)− xi(t) representa o deslocamento ao longo da i-ésima coorde-

nada, τ é o número de passos temporais considerados na estimativa, e ∆t é o intervalo

de tempo entre amostras. As médias são computadas condicionalmente em torno da

vizinhança de x (Gorjão; Meirinhos, 2019).

Esse método é chamado de local porque a inferência é feita ponto a ponto (ou bin a

bin), sem impor nenhuma estrutura funcional a priori para os campos de drift ou

difusão. Em contrapartida, sofre com a sensibilidade ao rúıdo e à escolha de τ , sendo

necessário balancear a resolução estat́ıstica com a fidelidade temporal.

2. Modelagem com PySINDy (Sparse Identification of Nonlinear Dynamics):
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O segundo método baseia-se na abordagem de identificação esparsa de dinâmicas não-

lineares, implementada via biblioteca PySINDy. A proposta do SINDy é reconstruir

uma equação determińıstica para o drift diretamente das trajetórias, assumindo

que ele pode ser descrito por uma combinação esparsa de funções não-lineares

pré-definidas. O modelo assume a forma:

ẋ = ∑
j

ξ jθ j(x), (3.8)

onde θ j(x) são funções base (por exemplo, termos polinomiais como x2, xy, etc.), e

os coeficientes ξ j são ajustados via regressão regularizada, especificamente usando

o algoritmo STLSQ (Sequential Thresholded Least Squares), pois essa abordagem

impõe esparsidade na solução, garantindo que apenas os termos mais relevantes da

biblioteca sejam selecionados. Isso é fundamental para evitar “overfitting”, já que

bibliotecas grandes (ex.: polinômios até grau 5) gerariam modelos senśıveis a rúıdos se

ajustados por mı́nimos quadrados ordinários. Foi utilizada uma biblioteca polinomial

com termos até o grau 5, de forma a permitir a modelagem de comportamentos

não-lineares complexos.

Diferentemente do método de Kramers-Moyal, a modelagem com SINDy resulta

em uma representação global da dinâmica, o que permite extrapolações e análise

simbólica do sistema. No entanto, ela não infere diretamente o termo difusivo

(aleatório), tratando-se de um modelo determińıstico.

Em resumo, a investigação de sistemas estocásticos não-lineares em três dimen-

sões exige um método que integra simulações numéricas, teoria de processos estocásticos

e técnicas de análise de dados. O ponto central desta metodologia reside na conexão

entre descrições microscópicas representadas por trajetórias individuais de part́ıculas, e

propriedades macroscópicas emergentes, capturadas através da equação de Fokker-Planck.

As trajetórias estocásticas são geradas através da integração numérica da

equação de Langevin tridimensional, onde part́ıculas sujeitas a um potencial cúbico

V (x,y,z) =−α

2 (x
2+y2+ z2)+ β

4 (x
4+y4+ z4) evoluem sob a influência combinada de forças

determińısticas e flutuações térmicas. O termo de drift a(r), derivado deste potencial,

incorpora não-linearidades essenciais que dão origem a múltiplos estados estáveis e tran-

sições entre eles. A dinâmica temporal é resolvida numericamente utilizando o método

de Euler-Maruyama com passo temporal ∆t = 10−6 s, garantindo estabilidade numérica
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através da condição ∆t < |∇ ·a|−1, enquanto a amostragem das trajetórias em intervalos

de 10−4 s permite capturar tanto flutuações rápidas quanto evolução de longo prazo.

Na descrição macroscópica, o operador adjunto de Fokker-Planck é constrúıdo

hierarquicamente, partindo de discretizações unidimensionais que combinam esquemas

de diferenças finitas para os termos de difusão e drift. A extensão para três dimensões é

realizada através de produtos tensoriais que preservam a estrutura esparsa do operador,

permitindo a resolução eficiente do problema espectral em malhas finas. Esta construção

explora técnicas avançadas de álgebra linear numérica, incluindo pré-condicionamento

adaptativo e métodos iterativos para autovalores, essenciais para lidar com a complexidade

computacional inerente a sistemas tridimensionais.

A inferência de parâmetros dinâmicos a partir das trajetórias simuladas em-

prega duas abordagens complementares. O método de Kramers-Moyal, fundamentado

na expansão estocástica de momentos condicionais, proporciona estimativas locais dos

coeficientes de drift e difusão através de análise estat́ıstica direta dos deslocamentos par-

t́ıcula (Honisch; Friedrich, 2011). Esta técnica, senśıvel à escolha do intervalo temporal

τ , requer otimização cuidadosa para equilibrar resolução temporal e precisão estat́ıstica.

Paralelamente, a identificação esparsa de dinâmicas não-lineares via PySINDy revela a

estrutura global do sistema através de combinações otimizadas de funções base polinomiais,

capturando acoplamentos não-lineares entre graus de liberdade que emergem em escalas

temporais mais longas.

A validação metodológica ocorre em múltiplos ńıveis, desde verificações internas

de consistência, como o teste do teorema flutuação-dissipação e análise de ergodicidade,

até comparações quantitativas com soluções anaĺıticas em casos limites. As técnicas

empregadas constituem um sistema de métodos coerentes para a investigação de sistemas

estocásticos complexos.

3.5 Método de Euler-Maruyama

Uma equação diferencial estocástica escalar autônoma pode ser expressa em

sua forma integral como:

X(t) = X0 +
∫ t

0
f
(
X(s)

)
,ds+

∫ t

0
g
(
X(s)

)
,dB(ω)

s , (3.9)

Nessa expressão, f e g são funções escalares e X0 representa a condição inicial
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aleatória. A segunda integral é definida com respeito ao movimento browniano B(ω)
t ,

adotando-se a convenção de Itô (Silva, 2013).

A forma diferencial correspondente é:

dX(t) = f
(
X(t)

)
,dt +g

(
X(t)

)
,dB(ω)

t , X(0) = X0, 0 ≤ t ≤ T. (3.10)

Se g ≡ 0 e X0 é determińıstico, temos a equação diferencial ordinária:

dX(t)
dt

= f
(
X(t)

)
, X(0) = X0, 0 ≤ t ≤ T. (3.11)

3.5.1 Integração Numérica com Euler-Maruyama

Para resolver numericamente (3.10), divide-se o intervalo [0,T ] em L subinter-

valos de largura ∆t = T/L. Seja t j = j∆t. Aproximamos X(t j) por X j via o método de

Euler-Maruyama (Mao, 2015):

X j = X j−1 + f (X j−1),∆t +g(X j−1)
(
Bt j −Bt j−1

)
, j = 1, ...,L. (3.12)

Esta equação resulta da aproximação da forma integral de Itô em subintervalos:

X(t j) = X(t j−1)+
∫ t j

t j−1

f (X(s))ds+
∫ t j

t j−1

g(X(s))dB(ω)
s . (3.13)

O método é usado neste trabalho para integrar a equação de Langevin em três

dimensões no potencial:

V (x,y,z) =−α

2
(x2 + y2 + z2)+

β

4
(x4 + y4 + z4). (3.14)

O termo de drift associado é:

a(r) =
(

αx−βx3 − γx αy−βy3 − γy αz−β z3 − γz
)
. (3.15)

Onde α é o coeficiente do termo quadrático e representa uma força restauradora linear,

que tende a atrair a part́ıcula para a origem, além de controlar a curvatura do potencial

próximo à origem. β é o coeficiente do termo quártico, que dá ao potencial a forma de

poço duplo. Esse termo é responsável por criar mı́nimos estáveis fora da origem e tornar o

potencial não-linear. E γ é o coeficiente de dissipação linear, que representa o efeito de

atrito viscoso.

O rúıdo térmico aparece como um termo gaussiano com variância 2D∆t, mode-

lando a difusão. A discretização resulta em trajetórias que evoluem segundo a equação de

Euler-Maruyama em cada componente, como em (3.12). Assim, todo o método de inferência

descrito acima está representado em (Silva, 2025) e no Apêndice A deste trabalho.
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4 RESULTADOS

Antes da geração dos resultados em três dimensões, foi aplicada a metodologia

descrita anteriormente apenas em uma dimensão, para ilustrar a aplicabilidade do método.

Primeiro foi feito o plot de um histograma para fácil visualização dos dados.

Figura 6 – Histograma com o domı́nio cont́ınuo do problema dividido em “caixas” a fim de
discretizar os dados de trajetória para melhor visualização do movimento da part́ıcula.

Fonte: Próprio autor.

O histograma auxilia na visualização das trajetórias, pois ilustra a discretização

do problema em bins e a evolução da part́ıcula sob o potencial a qual está submetida.

Outra visualização importante se dá através da escolha de uma trajetória simulada para

ver o comportamento da part́ıcula.
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Figura 7 – Visualização gráfica de uma trajetória escolhida aleatoriamente para análise do
comportamento da part́ıcula no decorrer do tempo.

Fonte: Próprio autor.

Nota-se os “saltos” da part́ıcula, condizentes com o formato duplo do potencial

que está aplicado, bem como torna posśıvel investigar o comportamento do sistema para

qualquer trajetória escolhida dentre as simuladas.

Os parâmetros de drift e difusão também foram inferidos com êxito no algoritmo

trabalhado. Para fins de análise desses termos cruciais para a equação de Langevin, foi

feita a visualização da inferência em diferentes instantes de tempo τ . No presente trabalho,

o parâmetro τ representa o “lag” temporal, isto é, o número de passos discretos de tempo

entre dois pontos sucessivos da trajetória usados para calcular médias estat́ısticas. O

tempo f́ısico correspondente é dado por ∆tfsico = τ ×∆tout, onde ∆tout é o intervalo de tempo

entre amostras da trajetória.
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Figura 8 – Coeficientes de drift (à direita) e difusão (à esquerda) inferidos para τ = 1,
utilizando a expansão de Kramers-Moyal. A curva pontilhada representa os valores teóricos
utilizados na geração das trajetórias. O drift estimado apresenta excelente concordância
com o modelo teórico, mesmo em regiões próximas às bordas. Por outro lado, o coeficiente
de difusão mostra oscilações mais viśıveis, principalmente fora do centro, onde há menor
densidade de dados. Tais flutuações refletem a maior sensibilidade estat́ıstica da inferência
da difusão, dependente de momentos quadráticos e de boa cobertura amostral.

Fonte: Próprio autor.

Figura 9 – Coeficientes de drift (à direita) e difusão (à esquerda) inferidos via método de
Kramers-Moyal para diferentes valores de τ . Observa-se que o drift estimado (direita) se
mantém próximo ao valor teórico para diferentes τ , evidenciando robustez da inferência
quanto a esse termo determińıstico. Em contraste, o coeficiente de difusão (esquerda)
apresenta senśıvel dependência com o valor de τ, especialmente nas bordas do domı́nio.
Isso ocorre devido à acumulação de rúıdo e à perda de resolução temporal com τ maiores,
o que afeta mais significativamente a estimativa de variâncias (segunda ordem) do que
médias (primeira ordem).

Fonte: Próprio autor.
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Quando τ aumenta, os deslocamentos passam a refletir não apenas o comporta-

mento local ao redor de x, mas também a influência de regiões mais distantes no espaço.

Isso causa:

– Superestimação da Difusão: O termo quadrático se acumula com o tempo, e D(x)

aparece mais distante do valor teórico esperado.

– Viés no Drift: A média dos deslocamentos incorpora efeitos não locais, o que suaviza

ou distorce o drift inferido.

A utilização de histogramas na análise das trajetórias também se mostra

vantajosa em três dimensões pois permite a divisão em bins, que agrupa deslocamentos por

região espacial para cálculo dos coeficientes de Kramers-Moyal . No contexto deste trabalho,

onde part́ıculas evoluem sob um potencial não-linear V (x,y,z) =−α

2 (x
2 + y2 + z2)+ β

4 (x
4 +

y4 + z4), a construção de histogramas espaciais permite estimar diretamente a densidade

de probabilidade estacionária p(r) a partir das simulações de Langevin. Essa abordagem

fornece uma ponte essencial entre as descrições microscópicas e macroscópicas do sistema,

permitindo a comparação quantitativa entre as distribuições obtidas numericamente e as

soluções teóricas da equação de Fokker-Planck.

A discretização do espaço em 1203 bins, como implementado neste estudo, cria

uma estrutura eficiente para a análise local. Em cada célula os coeficientes de Kramers-

Moyal são calculados independentemente, possibilitando a reconstrução espacialmente

resolvida do drift a(r) e da difusão D(r). Essa estratégia revela padrões importantes do

sistema, como a variação espacial dos coeficientes nas proximidades dos poços de potencial

(regiões próximas a r = (±1,±1,±1)) e ao longo das barreiras energéticas.

Em śıntese, a análise por histogramas constitui o eixo central de uma boa

visualização das trajetórias, integrando aspectos teóricos, numéricos e computacionais,

pois possui a capacidade de transformar trajetórias estocásticas ”brutas”em quantidades

f́ısicas interpretáveis.

A representação visual através de mapas de calor, que são essencialmente

projeções bidimensionais desses histogramas 3D, oferece uma compreensão imediata da

estrutura do sistema. Nas figuras apresentadas, observa-se claramente como as part́ıculas se

concentram nas regiões de mı́nimo potencial, enquanto as transições entre poços aparecem

como caminhos de baixa densidade de probabilidade.
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Figura 10 – Mapa de calor da ocupação espacial da part́ıcula no plano xy (imagem da
esquerda) e no plano yz (imagem da direita) para uma única trajetória simulada. A escala
de cores indica o número de visitas em cada região, as linhas tracejadas representam
contornos do potencial, evidenciando os mı́nimos onde a part́ıcula tende a permanecer e as
transições ocasionais entre poços.

Fonte: Próprio autor.

4.1 Análise de Trajetórias em Três Dimensões

A visualização de trajetórias individuais constitui uma ferramenta essencial

para a compreensão qualitativa da dinâmica do sistema estudado. O código desen-

volvido para plotar as posições (x,y,z) em função do tempo oferece um primeiro con-

tato direto com o comportamento das part́ıculas sob a influência do potencial cúbico

V (x,y,z) =−α

2 (x
2 + y2 + z2)+ β

4 (x
4 + y4 + z4). Através dessa análise visual, podemos iden-

tificar imediatamente caracteŕısticas fundamentais da dinâmica do problema, como a

tendência das part́ıculas a se concentrarem nas proximidades dos mı́nimos de potencial

localizados em r ≈ (±1,±1,±1), enquanto ocasionalmente realizam transições entre esses

poços devido às flutuações térmicas.
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Figura 11 –Histograma comparativo entre o modelo de simulação (via equação de Langevin)
e o modelo teórico (equação de Fokker-Planck), com o domı́nio cont́ınuo do problema
dividido em ”caixas”a fim de discretizar os dados de trajetória para melhor visualização do
movimento da part́ıcula.

Fonte: Próprio autor.

Figura 12 – Trajetória temporal de uma única part́ıcula em cada componente espacial.
Nota-se que, enquanto em z a part́ıcula realiza transições entre os dois mı́nimos do potencial,
em x e y ela permanece confinada em um mesmo poço durante o intervalo observado.

Fonte: Próprio autor.



42

Figura 13 – Trajetória tridimensional de uma única part́ıcula simulada no sistema estudado,
com destaque para os pontos inicial (verde) e final (vermelho). Observa-se que a part́ıcula
percorre diferentes regiões do espaço de fases, realizando sucessivas transições entre os
mı́nimos do potencial duplo. Essas transições são impulsionadas pela interação entre o
drift determińıstico, derivado do potencial, e o rúıdo estocástico representado pelo termo
difusivo. A visualização evidencia o caráter aleatório e não retiĺıneo do movimento, t́ıpico
de processos estocásticos.

Fonte: Próprio autor.

Os gráficos temporais revelam padrões distintos em diferentes regiões do espaço

de fase. Nas vizinhanças dos mı́nimos de potencial, observamos pequenas oscilações

que refletem o comportamento do sistema, com frequências caracteŕısticas determinadas

principalmente pelos parâmetros α e γ. À medida que as part́ıculas se afastam dessas

regiões, a influência dos termos cúbicos torna-se dominante, resultando em dinâmicas

altamente não-lineares que eventualmente levam a transições entre os poços do potencial.

Essas transições aparecem nos gráficos como saltos rápidos entre valores positivos e

negativos nas componentes da posição.

Também foi posśıvel a geração da trajetória em três dimensões, facilitando a

visualização do comportamento real da part́ıcula, bem como podendo visualizar a projeção

em cada eixo.

Além de seu valor diagnóstico, essas visualizações servem como verificação

crucial da implementação numérica. A amplitude das flutuações deve ser compat́ıvel com

o valor especificado para D, enquanto a distribuição geral das posições deve refletir o

equiĺıbrio térmico esperado.
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A análise temporal complementa de maneira fundamental as distribuições

espaciais mostradas nos mapas de calor e histogramas. Enquanto estes últimos fornecem

uma visão estat́ıstica do conjunto de trajetórias, os gráficos temporais revelam a dinâmica

que gera essas distribuições. Essa combinação de perspectivas é particularmente valiosa

para sistemas tridimensionais complexos, onde a simples inspeção dos dados brutos pode

ser muito complexa.

Na prática, a visualização de múltiplas trajetórias individuais permite identificar

comportamentos at́ıpicos ou eventos raros que poderiam passar despercebidos em análises

puramente estat́ısticas. Essa capacidade é crucial para validar a ergodicidade do sistema,

ou seja, a equivalência entre médias temporais ao longo de uma única trajetória longa e

médias sobre o ensemble de part́ıculas. A consistência observada entre diferentes realizações

do rúıdo estocástico reforça a confiabilidade dos resultados numéricos e sua interpretação

f́ısica.

Após análise das trajetórias, foi feita a inferência dos momentos de Kra-

mers–Moyal para a componente X . Para cada valor de passo temporal τ, calculamos o

estimador de primeira ordem (drift)

D(1)(x) =
⟨∆x⟩
τ ∆t

e o estimador de segunda ordem (difusão)

D(2)(x) =
⟨(∆x)2 ⟩

2τ ∆t
,

onde ∆x = x(t + τ∆t)− x(t). No painel da esquerda de cada figura, comparamos o drift

inferido com a forma anaĺıtica em diferentes instantes de tempo

Aterico(x) = (α − γ)x−β x3,

enquanto no painel da direita mostramos a difusão local inferida em relação ao valor

constante D = 1 utilizado na simulação. A variação de τ permite observar o efeito de

tempo finito na convergência dos estimadores ao processo Markoviano ideal.
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Figura 14 – Inferência dos momentos de Kramers–Moyal para a componente X com passo
temporal τ = 1 (correspondente a 0,1ms de tempo f́ısico). No painel esquerdo, comparamos
o drift estimado (linha tracejada azul) com a forma anaĺıtica Aterico(x) = (α − γ)x−βx3

(linha cont́ınua vermelha). No painel direito, mostramos a difusão local inferida (linha
tracejada verde) em relação ao valor constante D = 1 utilizado na simulação (linha cont́ınua
vermelha).

Fonte: Próprio autor.

Figura 15 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita)
inferidos numericamente ao longo da coordenada y, utilizando o método de Kramers-Moyal
com τ = 1 (correspondente a 0,1ms de tempo f́ısico). As curvas teóricas estão indicadas
em vermelho, enquanto as estimativas numéricas aparecem tracejadas.

Fonte: Próprio autor.
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Figura 16 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de z, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 1 (0,1ms em tempo f́ısico).
A curva teórica é exibida em vermelho e a estimativa numérica em azul (drift) ou verde
(difusão).

Fonte: Próprio autor.

Figura 17 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de x, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 5 (0,5ms em tempo f́ısico).

Fonte: Próprio autor.
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Figura 18 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de y, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 5 (0,5ms em tempo f́ısico).

Fonte: Próprio autor.

Figura 19 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de z, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 5 (0,5ms em tempo f́ısico).

Fonte: Próprio autor.

Figura 20 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de x, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 10 (1ms em tempo f́ısico).

Fonte: Próprio autor.
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Figura 21 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de y, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 10 (1ms em tempo f́ısico).

Fonte: Próprio autor.

Figura 22 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de z, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 10 (1ms em tempo f́ısico).

Fonte: Próprio autor.

Figura 23 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de x, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 50 (5ms em tempo f́ısico).

Fonte: Próprio autor.
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Figura 24 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de y, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 50 (5ms em tempo f́ısico).

Fonte: Próprio autor.

Figura 25 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de z, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 50 (5ms em tempo f́ısico).

Fonte: Próprio autor.

Figura 26 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de x, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 100 (10ms em tempo f́ısico).

Fonte: Próprio autor.
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Figura 27 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de x, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 100 (10ms em tempo f́ısico).

Fonte: Próprio autor.

Figura 28 – Comparação entre os coeficientes de drift (à esquerda) e difusão (à direita) ao
longo de x, obtidos via inferência de Kramers-Moyal com τ = 100 (10ms em tempo f́ısico).

Fonte: Próprio autor.

Uma limitação notável da abordagem de Kramers-Moyal está na dependência

estat́ıstica da amostragem: regiões do espaço com baixa visitação possuem variância

elevada nas estimativas, prejudicando a reconstrução do campo de forças. Técnicas como

suavização com “splines” ou filtros gaussianos foram necessárias para tornar os campos

inferidos analisáveis.

4.1.1 Comportamento com τ Pequeno

Quando τ é pequeno, as aproximações de Taylor e a suposição de que a dinâmica

é local (dependente apenas do ponto atual x) são válidas. Dessa forma, os coeficientes

inferidos refletem com precisão os valores reais de drift e difusão.
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4.1.2 Comportamento com τ Grande

À medida que o valor de τ aumenta, diversos problemas surgem, como a

não localidade da dinâmica, pois ara valores maiores de τ, a part́ıcula pode se mover

significativamente durante o intervalo, de forma que ∆x depende não apenas da posição

inicial x, mas de todo o caminho percorrido. Isso viola a premissa da inferência local.

Outro problema que pode ocorrer é que com grandes intervalos de tempo, os

deslocamentos acumulam contribuições de regiões distintas do espaço de fases, onde as

forças determińısticas (drift) e rúıdos (difusão) variam. Assim, o resultado inferido é uma

média globalizada, distorcendo a estimativa pontual.

Para τ grandes, menos pares de pontos contribuem para as estat́ısticas, já que

se exige um maior intervalo de tempo entre as amostras. Isso reduz o número de amostras

dispońıveis e aumenta a variância estat́ıstica nas estimativas.

Assim valores muito grandes de τ levam a estimativas de drift e difusão menos

precisas e mais distantes dos valores reais. Idealmente, τ deve ser pequeno o suficiente

para garantir a validade das aproximações locais da expansão de Kramers-Moyal, mas

grande o bastante para superar o rúıdo numérico, um equiĺıbrio que depende da escala da

dinâmica, do tempo de amostragem e da quantidade de dados dispońıveis.
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5 CONCLUSÕES SOBRE O TRABALHO

Neste trabalho, realizamos a inferência dos coeficientes de drift e difusão a

partir de trajetórias simuladas de part́ıculas sujeitas a dinâmica estocástica governada

pela equação de Langevin. Utilizamos o método de Kramers-Moyal e implementamos uma

análise sistemática variando o parâmetro τ , o qual representa o intervalo de tempo entre

os pontos considerados para a estimação das derivadas temporais. Nossos resultados foram

comparados com os coeficientes teóricos conhecidos do sistema.

Observamos que, para valores pequenos de τ , a estimativa do drift e da difusão

se aproximam bem da solução anaĺıtica. À medida que τ aumenta, a difusão e o drift

estimados apresentam maior variação e se distanciam qualitativamente da constante real.

Esse comportamento está de acordo com o que foi discutido em (Callaham et al., 2021),

no qual os autores destacam que o intervalo de tempo entre observações deve ser adequado

para capturar a estrutura estat́ıstica do sistema, mas não tão grande a ponto de invalidar

a aproximação de Itô.

Além disso, nossos resultados mostram a limitação dos métodos baseados em

diferenças finitas para inferência direta a partir de dados ruidosos. A escolha de τ é

cŕıtica e deve ser balanceada para minimizar erros sistemáticos e estat́ısticos. Além da

comparação com os coeficientes anaĺıticos, utilizamos histogramas espaciais e a solução

estacionária da equação de Fokker-Planck para validar a distribuição de probabilidade das

trajetórias. A boa concordância entre os histogramas simulados e a distribuição teórica

reforça a consistência das simulações e da metodologia de inferência adotada.

A localização dos picos de ocupação nas regiões de mı́nimo do potencial duplo

evidencia a influência dominante do termo determińıstico da equação de Langevin (drift),

enquanto a dispersão em torno desses pontos reflete a ação do rúıdo térmico.

Foi completamente satisfatória, em comparação com os valores esperados, a

“reconstrução” de um sistema caracterizado pelo Movimento Browniano a partir da equação

de Langevin, sendo posśıvel inferir os principais termos que regem a equação, bem como

visualizar com detalhes o comportamento de uma part́ıcula submetida a um potencial.
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Verlag nicht ermittelbar, 1857.

EINSTEIN, A. et al. On the motion of small particles suspended in liquids at rest required
by the molecular-kinetic theory of heat. Annalen der physik, v. 17, n. 549-560, p. 208,
1905.

FOKKER, A. D. Die mittlere energie rotierender elektrischer dipole im strahlungsfeld.
Annalen der Physik, WILEY-VCH Verlag Leipzig, v. 348, n. 5, p. 810–820, 1914.

GORDON, H. S. A survey of contemporary economics. vol. 1. edited by howard s. ellis.
philadelphia, pa. and toronto: The blakiston company, for the american economic
association. 1948. pp. viii, 490. vol. ii. edited by bernard f. haley. homewood, ill.: Richard
d. irwin, inc., for the american economic association. 1952. pp. xvi, 474. Canadian Journal
of Economics and Political Science/Revue canadienne de economiques et science
politique, Cambridge University Press, v. 20, n. 1, p. 131–134, 1954.
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APÊNDICE A – ALGORITMO UTILIZADO

Figura 29 – Parâmetros de simulação e definição do potencial tridimensional utilizados
para gerar trajetórias de part́ıculas em um sistema estocástico. Inclui a definição dos
limites espaciais, constantes f́ısicas, e a formulação matemática do potencial e da força
associada.

Fonte: Próprio autor.

Figura 30 – Implementação do algoritmo de Euler-Maruyama para a simulação de trajetórias
estocásticas de part́ıculas. O código define as condições iniciais, gera o rúıdo térmico e
atualiza a posição das part́ıculas ao longo do tempo.

Fonte: Próprio autor.
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Figura 31 – Implementação da função de inferência baseada em regressão esparsa com atraso
temporal τ para estimativa do drift e da difusão. Utiliza o modelo SINDy com biblioteca
polinomial para identificar as equações dinâmicas a partir das trajetórias simuladas.

Fonte: Próprio autor.
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Figura 32 – Implementação do método de Kramers–Moyal para estimar localmente os
coeficientes de difusão e drift a partir dos deslocamentos de part́ıculas agrupadas em bins
espaciais. A função calcula médias e variâncias dos deslocamentos com atraso temporal
fixo τ .

Fonte: Próprio autor.
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Figura 33 – Geração de gráficos comparando os resultados inferidos de drift e difusão com
os valores teóricos ao longo das três dimensões espaciais (x, y, z), para diferentes valores
de τ .

Fonte: Próprio autor.
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