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RESUMO

Este trabalho se dedica ao estudo das cadeias topoldgicas de Markov, de automorfismos
hiperbdlicos do toro e sua relagdo. Vamos estar particularmente interessados na construgao
de uma particdo de Markov para estes automorfismos. Lidamos também com o problema da
similaridade métrica, com uma breve discussido da relevancia histérica do assunto e mostrando
que um sistema deterministico pode ser metricamente similar a um sistema probabilistico, este
ultimo com entropia positiva. Isto nos permite concluir que sistemas dinAmicos deterministicos

podem ter entropia positiva.

Palavras-chave: cadeias topoldgicas de Markov; similaridade métrica; dindmica simbdlica.



ABSTRACT

This work addresses the study of topological Markov shifts, of hyperbolic toral automorphisms
and their relationship. We will be particularly interested in the construction of a Markov partition
for these automorphisms. We deal as well with the problem of metric similarity, with a brief
discussion of the historic relevance of the topic and showing that a deterministic dynamical
system can be metrically similar to a probabilistic one, the latter with positive entropy. This

allows us to conclude that deterministic dynamical systems can have positive entropy.

Keywords: topological Markov shifts; metric similarity; symbolic dynamics.
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1 INTRODUCAO

O objetivo do presente trabalho € discutir particoes de Markov para automorfismos
hiperbdlicos do toro bidimensional e sua relevancia histérica. Mais especificamente, nosso
objetivo €, dado um automorfismo ¢ do toro bidimensional (a serem definidos propriamente no
capitulo 2), queremos construir uma particdo de Markov, que nos permitird definir a funcao
n (a ser apresentada no final do capitulo 3) que nos permite entender o comportamento do
automorfismo ¢ no toro através da aplicacdao o em X (ambos serdo introduzidos no capitulo 1),
além de nos possibilitar calcular no nimero de pontos periddicos de ¢.

No capitulo 1, estudaremos os espacos simbdlicos e as cadeias topoldgicas de Markov.
Definiremos entdo uma métrica nos espagos simbdlicos e faremos algumas defini¢cdes basicas
sobre o assunto. Terminamos o capitulo mostrando que os espagos simbdlicos sdo espagos
métricos compactos.

No capitulo 2, estudaremos as transformagdes lineares no toro. Mostraremos como
automorfismos do toro bidimensional podem ser induzidos de automorfismos de R?> e em
seguida nos debrucaremos sobre uma classe especifica deste primeiro grupo: os automorfismos
hiperbdlicos do toro bidimensional. Por fim, estudamos o “Catmap", um exemplo cléssico de
automorfismo hiperbélico do toro.

Adentrando no terceiro capitulo, abordaremos, dentre outras defini¢des preliminares,
o que é uma particdo de Markov. Dai, partiremos para provar o resultado central do capitulo:
dado um automorfismo hiperbdélico do toro onde todas as entradas de sua matriz P t€m o mesmo
sinal, existe uma parti¢do de Markov para o toro bidimensional e seu grafo tem como matriz de
adjacéncia (considerando a possibilidade de multiplas arestas entre 0 mesmo par de vértices)
a matriz +P (com o sinal oposto ao das entradas de P). Para isso, mostraremos um resultado
preliminar mostrando que, por meio de conjugacdo, sempre podemos obter um automorfismo
com uma matriz de entradas de mesmo sinal. No final do capitulo, mostraremos como podemos
refinar a parti¢ao supracitada (obtendo ainda uma particdo de Markov) e por fim definiremos a
funcdo . Tanto o refinamento da particdo quanto a fun¢do 7 serdo essenciais para o capitulo
seguinte. Terminamos o capitulo ilustrando o teorema principal com o “Catmap".

Finalmente, no quarto capitulo, trataremos de aplicacdes dos resultados do capitulo
3. Ap6s uma introducio ao conceito de entropia, nos debrucaremos sobre a demonstragao
de que sistemas dindmicos deterministicos podem ter entropia positiva e sobre o cédlculo da

quantidade de pontos periddicos de um automorfismo do toro bidimensional. No comec¢o do



capitulo introduzimos uma breve explicacdo acerca da relevancia histéria da noc¢do de entropia
e do problema de similaridade métrica (que explicaremos neste mesmo capitulo). Disso,
passamos a definir os espacos de medida apropriados € mostramos enfim que um sistema
dindmico deterministico (um automorfismo do toro) € metricamente similar a um sistema
dindmico probabilistico (as cadeias topoldgicas de Markov, estudadas no capitulo 1). Em seguida,
exporemos um método para calcular o nimero de pontos periddicos de um automorfismo do toro.

No apéndice, nos dedicamos a duas questdes, ambas concernentes ao capitulo
4. Explicitamos os detalhes de como estender propriamente para um espaco simbdlico uma
medida que colocamos nos cilindros e mostramos que uma certa medida que colocamos no toro
bidimensional é uma medida de Haar - o que € devidamente definido e tratado nesta secao do

apéndice.
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2 CADEIAS TOPOLOGICAS DE MARKOV
2.1 Introducao

Seja f : X — X uma transformacao.
Definicao 1 (Orbita). A 6rbita de x por f é definida por

{f*(x) :n>=0} , se f ndo é invertivel

{f"(x):n€Z} ,sef éinvertivel.

O (x)=

Hoje em dia, existem vdrias técnicas que permitem entender, sob certas condi¢des na
transformacdo f, quais sdo as propriedades dindmicas e estatisticas das 6rbitas de f. Uma dessa

técnicas se chama dindmica simbolica, cuja introdugao fazemos agora.

Definicao 2 (Particdo). Dado um conjunto X, dizemos que P ={P1,...,Py} é uma parti¢do de
X se
X =P U---UPy,

onde U representa unido disjunta.

Para todo x € X, existe tnicon € {1,...,N} tal que x € P,,. Assumimos inicialmente
que f ndo é invertivel. Fixado x, para cada n > 0 existe tnico a, € {1,...,N} tal que f"(x) € P,,,.
Podemos, assim, asssociar a cada x € X uma codificagdo com respeito a , dada pela sequéncia
(ag,ai,...), chamada itinerdrio de x por P ou simplesmente itinerario de x, que descreve os
elementos de # que a Orbita de x visita. Quando f € invertivel, o itinerario de x € a sequéncia
bi-infinita (...,a—;;a9,ay,...), definida por f"(x) € P,, paratodo n € Z, onde o ponto e virgula
denota a separagdo entre as posicoes —1 e 0. A codificagdo permite descrever 6rbitas de um modo
mais simples: ao invés de descrevermos as posi¢des reais dos pontos da 6rbita, descrevemos
apenas a sequéncia de simbolos dos elementos de  que sdo visitados.

Para entender o conjunto de todos os itinerarios, fazemos a seguinte defini¢cdo.
Definicao 3 (Espaco simbdlico). O espaco simbolico unilateral de N simbolos é definido por

z+:z;:ﬂ{1,2,...,zv}={g= (a))y:ai€{1,...,N}, Vi = 0}.

n>0

Similarmente, o espaco simbdlico bilateral de N simbolos é definido por

Y=Yy={1,2,....N}*={a=(a)> o :a;€{l,...,N}, Vi e Z}.
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Repare que se o itinerdrio de x € a = (a;), entdo o itinerdrio de f(x) é b = (b;)
definida por b; = a;y; para todo i. De fato, temos f(f(x)) = f*!(x) € P,,,,. Por simplicidade,
escrevemos b = (a;4+1). A observacgdo acima nos induz a considerar duas transformagdes, como

abaixo.

Definicao 4 (Transformacao shift). O shift unilateral e o shift bilateral sdo as transformagées o
e o definidas por
oy >r— X oo Yy — X

(ag,ay,...) +— (ay,az,...) (...;a0,...) +— (...;ay,...).

A utilidade de uma codificacao reside na possibilidade de decodificacdo: dado um
itinerdrio por P, € possivel recuperar o ponto original x que segue esse itinerario? Infelizmente,
nem sempre conseguimos decodificar. Um exemplo simples em que isso ndo ocorre € o seguinte:
tome f : R — R dada por f(x) = —x, e considere a particdo # = {P;,P;} onde P| = (—o0,0] e
Py = (0,+00). Se x > 0, entdo f"(x) = (—1)"x, que € positivo se n € par e negativo se n € impar.
O itinerario de x é portanto igual a (...,2,1,2,1;2,1,2,1,...). Como isso vale para todo x > 0, é
impossivel recuperar x a partir de seu itinerario.

Ainda no mesmo exemplo, repare que nem todas as sequéncias de X sdo permitidas
como codifica¢des: nao sao permitidas sequéncias contendo, por exemplo, 22, ja que € impossivel
um ndimero positivo ser multiplicado por —1 e continuar positivo. Para melhor representar quais

sequéncias sdo itinerdrios, podemos usar uma matriz de transicdo.

Definicao 5 (Matriz de transicdo). Uma matriz A = (A; j)1<i j<N € chamada matriz de transi¢do

se todas suas entradas A;j sao 0 ou 1.

Assim, podemos guardar na matriz de transicdo quais transi¢des entre elementos da
particdo sdo permitidas, pondo A;; = 1 se o par ij € permitido na codifica¢do e A;; = 0 caso

contrario. Seja A" = (Al.(';.’) )1<i,j<n sua m—€sima poténcia.

Definicio 6 (Matriz irredutivel). Uma matriz de transi¢do A = (A; j)1<i,j<n € irredutivel se para

todos 1 <i,j < N existe m > 0 tal que Af'}l) > 0.
Essa no¢ao serd utilizada apenas no Capitulo 5.

Definicao 7. Seja A uma matriz de transicdo. O espago simbolico unilateral definido por A é
igual a

St = {(a)%) € 2k ¢ Agyay,, = 1, Vi 2 0}
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O espaco simbdlico bilateral definido por A é igual a
ZA = {(ai)l‘-’i_oo € ZN : Aaiai+1 =1, Vie Z}

Note que X C X} e Z4 C Xy. Podemos, considerar as restri¢des das aplicagdes oy

eo a Zj\ e X4 respectivamente, obtendo assim
. + + .
o2y DX, € 0iXp— 2.

Definiciio 8 (Cadeia topoldgica de Markov). O par (o4,X}) é chamado cadeia topolégica de
Markov unilateral associada a matriz de transicdo A. Similarmente, o par (0,X4) é chamado

cadeia topolédgica de Markov bilateral associada a A.

Repare que se a € 2}, entdo de fato 0. (a) € X}: dado que a aplicagdo o, apenas
desloca a sequéncia em uma unidade a esquerda, a sequéncia resultante permanece em X. O
mesmo ocorre para a restricdo de o a 4.

Uma matriz de transi¢do naturalmente estd associada a um grafo orientado. Seja

A = (A;j)1<i,j<ny uma matriz de transicdo de ordem N.

Definicao 9. O grafo G4 = (V, E) associado a matriz de transi¢cdo A é o grafo orientado com

V={l,...N}eE={i—j:A;=1}.

Em outras palavras, a matriz de transi¢do descreve as arestas do grafo. Dizer que A é
irredutivel € o mesmo que dizer que entre quaisquer dois vértices i, j de G 4 existe um caminho

partindo de i e chegando em ;.

2.2 Exemplos

Exemplo 1. Considere o exemplo supracitado, com f : R — R dada por f(x) = —x
e P ={P1,P;} dada por P = (—0,0] e P, = (0,+c0). Como jd argumentamos, neste caso, a
transicao 22 ndo € permitida. Analogamente, a transicdo 11 nio € permitida. A matriz de

transi¢cdo associada é

e o grafo associado a essa matriz é



13

Figura 1 — Grafo associado ao Exemplo 1

OO

Fonte: elaborada pelo autor.

Os itinerdrios permitidos sdo os caminhos Z—-indexados nesse grafo, que sdo as duas

sequéncias alternantes (...,2,1;2,1,...)e (...,1,2;1,2,...).

Exemplo 2. Dado k € Z, tome X = [0,k) e a aplicacdo f; : X — X dada por fi(x) =x+1
(mod k). Considere a parti¢ao P = {ly,...,Ir—1} com I, = [n,n+1). Temos que se x € I, para
n<k-1l,ention<x<n+l=n+1<x+1<n+2. Comon+1 <k, segue que f(x) € I,1.
Japarax € I;_j,temosque k <x+1 < k+1,donde f(x)=x+1 (mod k)=x+1—-k €I;. Em
resumo: f(x) el sexel,, 1 <n<k-1,e f(x)elsex e l,_. Porexemplo, se k =4 entdo

nossa matriz de transi¢cao é

0 1 0 O
0 0 1 O
0 0 0 1
1 0 0 O

e o grafo associado é

Figura 2 — Grafo associado ao Exemplo 2

(0O)—

—®

Fonte: elaborada pelo autor.

De modo similar, para k qualquer, o grafo associado € um ciclo de tamanho k.

Exemplo 3. Vejamos um exemplo mais interessante, cujo grafo contém vdrias arestas saindo de

um mesmo vértice, inclusive lagos. Considere X = [0,4], a parti¢ao P = {1, I, I3} definida por
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I=10,1),I,=[1,2) e I3 =[2,4], e a fungcdo f : X — R dada por

X ,sex €1}
f(x)=1 —x+2 ,sexel,

2x—4 ,sex€ls.

O gréficode f é

Figura 3 — Gréfico da func¢ao f.

Fonte: elaborada pelo autor.

Vemos que f(I1) =1y, f(I)=1; e f(I3) =X =1, U, UI;. Entdo a matriz de transi¢ao

correspondente é

I 0 O
A=|1 0 0
1 1 1

e o grafo associado é

Como ja sabemos, todo x € X possui um itinerdrio @ € . Afirmamos que, nesse caso, toda
sequéncia a € X} € o itinerdrio de algum ponto x € X. Aqui, introduziremos de moodo nao
rigoroso a propriedade de Markov, que serd estudada a fundo no Capitulo 4. Se afrouxarmos um
pouco a no¢do de parti¢do e dividirmos o intervalo [0,4] em I} = [0,1],1, =[1,2] e I3 = [2,4],
permitindo, portanto, que os intervalos se intersectem nos extremos, teremos que cada I; €

compacto. Em termos desses intervalos, as arestas do grafo orientado sao definidas da seguinte
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Figura 4 — Grafo associado ao Exemplo 3

go

Fonte: elaborada pelo autor.

maneira: { — j <= f(int(l;)) D int(/;). Como essa tltima inclusdo equivale a f(/;) > I,
obtemos entdo que i — j <= f(I;) D I;. Essa caracterizacdo nos permite mais facilmente

construir um itinerdrio para f. Se a = (a;);2, € £}, entdo f(l,,) D I4,,, paratodon > 0.

Dada uma sequéncia apaa; ..., defina entdo F, = I,, N f~1(I,)N...N f7(I,,).
Entdo F,, € um conjunto fechado e limitado (€ um subconjunto de [0,4] e portanto limitado),
sendo entdo um conjunto compacto. Tem-se também F, | C F;,, donde {F,,};":O € um familia

encaixada de compactos. Vamos mostrar agora que F, é ndo vazio. Como f(1,,) 2 1,,,,, temos

n+l?

L, 2 fN(f(a,) 2 f7' (a,,,). Assim, temos f~ D (1,,,) = 7" (f " (a,,,)) € " (La,) ©
portanto I, 2 f~1(1,,) 2 -+ 2 f(1,,) e daf temos que F, = I,, N f~1(I,,)N...n f"(I,,) =

m. Vamos mostrar entdo que m # 0. Isso segue do fato que f([0,4]) =[0,4] e
portanto todo ponto em [0,4] tem pelo menos um ponto na sua pré-imagem. Aplicando esse
resultado iteradamente, segue o resultado. Portanto (1, F,, € ndo vazio. Agora,sex € (" F, =
Moo lagN f1g) N0 f7(1,,), entdo x € f‘TIan) Portanto, f"(x) € f”(m) c

fr(f(1,,)) € E =1,,, onde a penultima inclusdo segue porque f” € continua. Entdo

f"(x) € I,,. Dai, ", F, é ndo vazio e todos os elementos desse conjunto tém a codificagdo

apaia;....

Por outro lado, a codificacao ndo € injetiva: todo x € /1 possui 0 mesmo itinerario
(1,1,1,...). Assim, embora podemos codificar e obter todas as possiveis sequéncias admissiveis

pela matriz de transi¢cdo, ndo podemos decodificar.
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Exemplo 4. Considere a fungdo f : [0,12] — [0, 12] dada por

-2x+8 ,sexe[0,4]
6x—-24 ,sexe€ (4,6]
2x—12  ,sex € (6,8]

J(x) =3

3
—§x+18 ,sex € (8,12].

Temos aqui um exemplo de uma aplica¢do markoviana, isto €, existem xo < --- < x, e 4 > 1 tais

que:

1. f({x0,...,Xxn}) C{x0s...,Xn}.

2. em cada I = (xg,xk4+1) arestricdo de f a I é diferencidvel com |f’| > A.
Neste caso, tomamos xg =0,x; =4,x, =6,x3 =8 e x4 = 12.
Figura 5 — O gréfico da funcdo f

12

Fonte: elaborada pelo autor.

Pela figura acima, vemos que:
o f(Iy) intersecta Iy, I, I3;
o f(I) intersecta Iy, 1,13, 14;
o f(P3) intersecta I1;

o f(l4) intersecta Iy, I5.
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Portanto, a matriz de transi¢ao entdo é

1 1 1 0
1 1 1 1
1 0 0 O
I 1 0 O

e o grafo orientado associado é

Figura 6 — Grafo associado ao Exemplo 4

Fonte: elaborada pelo autor.

2.3 Espacos simbdlicos: cilindros e métricas

No que segue, fixamos uma matriz de transi¢cdo A = (A;;)1<;,j<n € consideramos os

espagos simbdlicos X4 e X%. Por simplicidade, denotaremos esses conjuntos por X e X*.

2.3.1 Meétricas

Vamos introduzir distinciasem £ e £*. Comegamos com X. Sejamx = (...,X_1;X0,X1,- ..

ey=_(...,y-1;Y0,V1,-..) sequéncias em X. Defina

N(x,y) =min{|N|:xy # yn}.
Fixe p > 1, e defina d, : £xX — R por

dp(x.y)=p V=D

Similarmente, definimos a’; XIS R

Proposicao 1. (X,d,) e (Zid;) sdo espagos métricos.
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Demonstragdo. E claro que, tanto d p quanto d s2o ndo negativos. Também, d,, (x, X) = p_N @) =

0se e s6 se N(x,y) = o0, 0 que significa que as sequéncias coincidem (o que € vélido também
para d). Tem-se ainda, claramente, que N(x,y) = N(y,x), e portanto d,(x,y) = d,(y,x) €
d; (x, X) = d;( ¥ x). Nos resta entdo considerar a prova da desigualdade triangular. Se x, b4 sdo
sequéncias em X, seja N(x,z) =m e N(E’X) =n. Tome ¢ = min{m,n}. Entdo x e y coincidem
nas ¢ primeiras coordenadas ao redor da origem (de 0 a £ — 1 no caso de (X7, d;) ede—({—-1)a

¢—1no casode (Z,d,)) e portanto N()_C,X) > ¢, donde
dp(x,y) =p N < pl < p™ 4 p ™ = dy(x,2) +dp(2,y)
e o mesmo desenvolvimento vale para d;. O
Proposicao 2. Os shifts o : X — X e oy : X — X7 sdo Lipschitz, com
dp((2).07()) < pdy(x.y) ¢ d5(0(2).0%()) < pd}(x.y).
Em particular, o e o sdo continuos.

Demonstragdo. Provamos o resultado para o, deixando a prova para o para o leitor. Basta
mostrar que N(o(x),0(y)) = N(x,y)—1. Fixe x,y € . Se N(x,y) =0, ndo hd nada a
fazer. Assuma que N(x, X) =k > 1. Entdo x e y compartilham um mesmo bloco simétrico
inicial (a_g,...;aq,...,ay) e portanto o (x) e O'(X) compartilham o mesmo bloco simétrico

(a—k+2,...a0;ay,...,ar). Isso implica que N(O‘()_C),O'(X)) >k-1. O
2.3.2 Cilindros

Vamos introduzir uma classe particular de subconjuntos de X e X* que facilitam
entender a estrutura combinatdria desses conjuntos, assim como as estruturas métricas introduzidas

na secdo anterior.

Defini¢ao 10 (Palavras). Uma palavra de tamanho n é uma sequéncia (ay,...,a,) com Ag, 4,,, =1

parai=1,...,n—1. Denotamos o conjunto das palavras de tamanho n por ‘A,, e o conjunto de

A=A,

todas as palavras por

Definicao 11 (Cilindros). Se (a,...,ay,) € A, definimos o conjunto

Cnn(am,....ay) ={x=)2 €Z:x;=a;, m <i<n},
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chamado de cilindro entre as posicées m,n com a configuracdo (ay,,...,a,), ou simplesmente

cilindro. Em X, dizemos que o cilindro é simétrico se m = —n.

Os cilindros sdo importantes porque, nas distancias que definimos, eles sdo bolas das
métricas d, e dj;, como mostra o seguinte lema. Para x € ¥ e r > 0, denote por B(x,r) a bola de

centro x e raio r na métrica d,. Uma defini¢do andloga vale em (X*,d7).

Lema 1. Se x € X entdo

Conn(X_ps. ... xy) =B (x,p7").

Similarmente, se x € X* entdo

Con(x0,...,x,) =B ()_c,p_”) )

Demonstragdo. Seja 'y € C_, ,(x_,,...,x,). Pela defini¢do de cilindro, y coincide com x

nas posi¢oes —n,...,0,...,n, logo N()_C,X) > n. Assim, dp(’—C’X) = p_N(’—“’X)

< p~" e portanto
y € B(x,p™). Agora, seja y € B(x,p™"). Entdo d,(x,y) = o NEY < Hpn 6 que nos dd
N(x,y) > n. Pela definicdo de N, obtemos que x e y coincidem nas posicdes —n,...,0,...,n,

donde y € C_;, ,(x—p,...,x,). Um desenvolvimento andlogo se faz para (X*,d?}). ]
2.3.3 Topologia produto

Vamos agora mostrar que o espagos métricos (X*,d}) e (£,d,) sdo compactos. Em
cada um dos casos, faremos isso introduzindo uma topologia, que sabemos definir um espaco
topolégico compacto, e verificamos que tal topologia coincide com a topologia induzida pela
métrica. Faremos a apresentagdo para (X*,d}) (a mesma prova valerd para (2,d,)). Observe
que

st T, Ny ={1,... N} x{1,...,N} x---

Vamos definir uma topologia em {1,...,N}. Esta topologia serd a topologia discreta, isto é, a
topologia em que o conjunto dos abertos coincide com o conjunto das partes de {1,...,N}. Ou
seja: qualquer subconjunto de {1,..., N} € aberto (e, consequentemente, também fechado). Dai
{1,..., N} € um conjunto compacto (ja que toda cobertura por abertos admite uma subcobertura

finita). Dado isso, € natural, portanto, por em [],¢{1,..., N} a topologia produto.
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Definicao 12 (Topologia produto). Se I é um conjunto qualquer, {X;};cy sao espacos topologicos
indexados por ele e X = [];c; Xi, a topologia produto é a topologia em X que tem como sub-base
todos os conjuntos da forma 7rl._1(U,-), onde U; é um aberto de X; e rj : X — X; é a projecao.
Noutras palavras, a topologia produto é aquela cujos abertos sdo todos os conjuntos obtidos

como a unido (arbitrdria) de intersegoes finitas de conjuntos da forma ﬂl._l (U;).
Vamos agora enunciar o teorema de Tychonoff.

Teorema 1 (Tychonoff). Com respeito a topologia produto, o produto qualquer de espagos

topolégicos compactos é um espago topolégico compacto.

Isso nos diz que, com a topologia produto, [],-o{1,..., N} € um espaco topolégico
compacto. A propriedade de ser compacto evidentemente depende da topologia. Ja tinhamos uma
topologia para X7, gerada pela métrica d,. O préximo resultado diz que essa tltima topologia

coincide com a topologia produto.

Proposicio 3. Em [],50{1,..., N}, a topologia produto e a topologia induzida por d}; coincidem.

Em particular, (ano{l» ...,N}, d;) ¢ um espago métrico compacto.

Demonstragcdao. Denote a topologia produto por 7 e a topologia induzida pela métrica por .
Seja A € «, isto é, A € um aberto da topologia x. Por defini¢ao,
-1
A=U(ﬂﬂj (U,.>),
iel \jeJ;
onde I € um conjunto arbitrario, J; C N € um subconjunto finito para todo i € I e U; € um
aberto de {1,...,N}. Para que A € 7, € suficiente mostrar que cada 7T]_.1(U ;) € um aberto
de 7. De fato, nesse caso teremos que A; = ()¢, 7r]_.1(Uj) ¢ um aberto de 7 (pois € uma
interse¢ao finita de abertos de 7) e portanto A = J;.; A; é um aberto de 7 (pois € uma unido
arbitrdria de abertos de 7). Para mostrar que 7rj‘.1 (U;) € um aberto de 7, comece notando que
' ' 5oy ] —1q 1k ' ko —~1(g.J

se U; = {ay,...,a;}, entdo 7 \(U)) =73 (Upei{azh) = U1 75 ({a}}). Agora, repare que
njfl(a) ={l,...,N} x---x{a} x{1,...,N} x---, onde a aparece na posicdo j. Esse ultimo
conjunto pode ser visto como a uniao

U Co,j(aog,...,aj-1,a).

a[G{l,...,N}
0<i<j

Pelo Lema 1, cada um dos cilindros acima € aberto na topologia 7, e portanto 7r]‘.1 (a) € aberto na
topologia 7. Como 771‘.1 (U;) é unido de conjuntos da forma 7ro1 (a), segue que 77}‘.1 (U;) é aberto

na topologia 7. Em suma: todo aberto da topologia r € aberto da topologia 7.
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Seja agora B € 7, e sejam By (x,7) bolas da métrica d) tais que B = U By (x,ry).
XEB
Como p > 1, para cada x existe n, > 1 tal que p™"* < r,. Dai, podemos ajustar as bolas para que

cada raio seja igual a p™", pois
8=ty | JBa(ep™) | By (rr) = B.
X€B x€B xeB

e portanto B = J,ep Bay (x, p™"*). Agora, note que se x = (xo, X1, ...) entdo

By (x,p™") = Co (X0, ... Xn)
={xo}tx...x{x, }x{1,...,N}x{l,...,N}X---

=5 (o) N ({a ) NNy ().

Isso mostra que cada bola B+ estd na topologia 7, e portanto B € 7. m|
Corolario 1. Os espagcos métricos (X*,d}) e (X,d,) sdo compactos.

Demonstragdo. Pela Proposigdo 3, as topologias geradas por d,, e d; sdo iguais as geradas pelas
respectivas topologias produto. Pelo teorema de Tychonoff, essas ultimas sdo compactas. Assim,

os espagos (X,d,) e (X*,d}) sdo compactos. m|

Dai X* é um espago compacto, tanto com a topologia produto quanto com a topologia
gerada pela métrica. Também, ndo € dificil ver que os resultados acima valem para X fazendo os
ajustes necessdrios.

Vamos agora mostrar que os cilindros sdo conjuntos tanto abertos e quanto fechados
na topologia métrica (ou, equivalentemente, na do produto). Sao claramente abertos porque, como
ja provamos, os cilindros sdo bolas. Sdo fechados porque para qualquer cilindro C,,(ay, ...,a;)
temos que

C,(ao,...,ay) ={ap} x...x{a,} x{1,...N} x{1,...,N} X...

Como, na topologia discreta, {a;} é um subconjunto compacto de {1,...,N} para todo i e
evidentemente {1,...,N} também o é (qualquer subconjunto de {1,...,N} é compacto na
topologia discreta), temos que o produto € compacto (pelo Teorema de Tychonoff). Dai, na
topologia P, todo cilindro € compacto e sendo compacto é fechado. Como ja vimos que as
topologias P e M sdo iguais, os cilindros sao fechados em ambas as topologias.

Os cilindros relevam sua importincia num estudo posterior do assunto, onde servem

para definir medidas via o Teorema de Carathéodory.
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3 TRANSFORMACOES NO TORO
3.1 Introducio ao toro e aplicacoes lineares

Neste capitulo abordaremos transformacgdes definidas no toro bidimensional. Como
o toro possui diversas possiveis interpretacdoes, comecaremos explicitando a interpretacao que
consideraremos. Topologicamente, o toro é definido como o produto cartesiano [0, 1] X [0, 1]
com as identificagdes (0,x) ~ (1,x) e (x,0) ~ (x, 1) Visualmente, ele € representado da seguinte

maneira:

Figura 7 — O toro

g

A 4

Fonte: elaborada pelo autor.

Na representacdo da imagem acima, os lados com a mesma quantidade de setas
devem ser identificados (ou “colados"). A direcdo das setas diz em que sentido devem ser colados
(se, por exemplo, a identificacdo fosse (0,x) ~ (1,1 —x) e (x,0) ~ (x, 1), as setas verticais teriam

direcdo contraria). Podemos, definir uma relacio de equivaléncia em R? por:
(x1,%2) ~ (y1,y2) &= (x1,%2) = (y1,¥2) = (x1 = y1,%2 = y2) € Z%.
Lema 2. A relacdo ~ é uma relagdo de equivaléncia.

Prova: Reflexividade: para (x1,x2) € R? temos que (x1,x2) — (x1,x2) = (0,0) € Z2.
Simetria: se (x1,x2) — (y1,y2) € Z2, entdo claramente (y1, y2) — (x1,x2) = —((x1,x2) = (¥1,2)) €
Z?. Transitividade: se (x1,x2) ~ (y1,y2) € (y1,¥2) ~ (z1,22), entdo (x1,x2) — (y1,y2) € Z% e
(y1,y2) = (z1,22) € 72 e dai, como Z? é fechado para soma, temos que (x,x2) —(z1,22) =

(x1,%2) = (v1,y2) + (y1,¥2) — (21, 22) € Z2. Portanto, ~ é relacdo de equivaléncia. O

Definicao 13. O toro bidimensional é definido como o conjunto

T? =R?/~={[x];x e R?}
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das classes de equivaléncia da relacdo ~. Definimos também a fungdo proj : R — T2, proj(x) =

[x], chamada de projec¢do canonica.

Consideramos a topologia quociente induzida pela projecio canonica, de modo que
T? é um espago topoldgico. Podemos identificar T2 com [0, 1)2. De fato, se [x] € T, entio
[x] = [(x1,x2)] tem um tnico' representante em [0, 1), a saber (x1 — | x1],x2 — [x2]) (repare
que a—|a] € [0,1), Ya € R). Vale salientar que a identificacdo acima é apenas uma forma de

visualizar o toro: T2 e [0, 1)? ndo sio iguais do ponto de vista topolégico, por exemplo.

Vamos considerar agora aplicacdes lineares F : R> — R? com F € GL,(Z) (isto é, a
matriz de F' com respeito a base candnica tem entradas inteiras). Nosso objetivo € estender essa

nogio para aplicagdes lineares no toro. Defina a aplicagdo f : T?> — T2 dada por

f([xD) =[F(x)], x eR%.

Vamos mostrar que f estd bem definida, isto é, que f([x]) ndo depende da escolha do representante
da classe [x]. De fato, se x = (x1,x2) € y = (¥1,y2) sdo dois representantes da classe [x], temos
F(x)—F(y)=F(x—y) (pois F ¢ linear). Como x e y estdo na mesma classe de equivaléncia,

xX—ye€ 72. Dai, como as entradas da matriz de F na base candnica sdo inteiras por hipétese, se

a b
tal matriz de F é , entao
c d
a bl||xi—y a(x;—y1)+b(xa—y2)
F(x-y)= =

c d||xx—y2 c(x1=y1)+d(x2—y2)

Como a,b,c,d,x; —y1,x2 — y2 € Z, 0 vetor acima pertence a Z?. Dai, F(x) e F(y) diferem por
um vetor em Z2, donde estio na mesma classe de equivaléncia com respeito a ~ e portanto
[F(x)] =[F(y)]. Em suma: se x ~ y entdo f([x])=[F(x)]=[F(y)] = f([y]), donde f esta
bem definida. Dito de outro modo, mostramos que projo F = f o proj, donde o diagrama abaixo
comuta:
RZ — F g2
proj proj

T2 —— 3 T2
Essa representacio é tinica porque se (a, b) é outro representante da classe em [0, 1)2, entdo (x — [x1],x2— [x2]) =
(a,b)+(z1,22), com (z1,22) € Z%. Dai, x| — |x1| =a+z1 e xo— |x2] =b+z2. Se z1 £0, entdo a+z; ¢ [0,1),
um absurdo. Assim, z; = 0 e, similarmente, z, = 0.

1
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E ficil ver que se A,B € GL,(Z) e f,g sdo as transformacdes definidas em T2,

respectivamente, entdo a transformacgao associada a matriz AB € a composicao fog.

3.2 Automorfismos lineares hiperbélicos do toro

Um automorfismo de R? é uma transformacio liner bijetiva ¢ : R? — R?. No que
segue, consideramos SL,(Z) = {A € GL,(Z) : det(A) =1}. Tome A € SLy(Z). Como vimos na
secdo anterior, A define uma transformagio f : T> — T2. Como B = A~! também tem entradas
inteiras, B também define uma transformacao em T2, igual a inversa de f. Por essa razdo, temos

a seguinte definicao.

Definicdo 14. Um automorfismo linear do toro é uma transformagdo f : T> — T2 induzida por

uma matriz A € SLy(Z).

Os automorfismo lineares do toros podem ser divididos em trés categorias, a depender
do traco da matriz A que os define:
* Elipticos: |trago| < 2.
 Parabdlicos: |trago| =2.
* Hiperbdlicos: |trago| > 2.
Denotaremos o traco de A por tr(A). Como A tem entradas inteiras, tr(A) é inteiro. Nesta

dissertacdo, focaremos nos automorfismos lineares hiperbolicos. Seja portanto

a b
A= € SLy(2),
c d

com |tr(A)| > 2. Note que b # 0, pois caso contrdrio a =d = +1 e dai

tr(A)| =2, um absurdo.

Vamos identificar os autovalores de A. O polindmio caracteristico de A é
x?—tr(A)x+det(A) = x> —tr(A)x+1,

cujo discriminante é igual a A = tr(A)?> -4 > 0. Afirmamos que A nio é um quadrado perfeito.
Caso contrdrio, terfamos 1r(A)% —4 = z? para z inteiro, e daf z2, tr(A)? seriam quadrados perfeitos
com diferenga igual a 4. Isso s6 € possivel se esses quadrados forem 0,4, em cujo caso tr(A) =2,
contrariando nossa hipétese. Assim, A possui dois autovalores irracionais

tr(A) + VA tr(A) - VA
A:T c ﬂ:T
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Temos |- |u| = 1. Afirmamos que nenhum dos autovalores tem mdédulo 1. Caso contrério,
teriamos |A]| = |u| =1 edai 2 =|A|+|u| = |1+ u| = |tr(A)|, o que contradiz o fato de |tr(A)| > 2.
Assim, podemos supor sem perda de generalidade que 0 < |u| < 1 e |4]| > 1. A autodiregdo de A
¢ chamada de expansora, enquanto a de u € chamada de contratora. Denotamos as autodirecdes

de A, u por £,, ¢, respectivamente, e os autovetores de A, u por v,, v, respectivamente.

Finalizamos a se¢do com algumas propriedades das retas £, € £,.

Lema 3. Valem os seguintes itens:
1. As inclinagoes de €, e {,, sdo irracionais.
2. As retas €y e {, intersectam Z? apenas na origem.

3. A projegdo das retas €, e {,, é densa no toro.
Demonstragdo. (1) Escrevendo v, = (x,y), temos

a bf|x Ax A—a
= = ax+by=Ax = y=
c dfl|y Ay b

X

A—a e . -a
. Analogamente, a inclinagdo de £, € m, = iy

e portanto a inclinacdo de £ é m, =
Como A, u sdo irracionais, 0 mesmo OCOIre para m,, n,,.
(2) Isto decorre diretamente de (1): se (n,m) é uma intersec¢io de Z> com, digamos,

areta £, , terfamos

Se n # 0, teriamos entido A = me +a, o que contradiz a irracionalidade de A. Logo, n =0 e dai
m =0. A prova € andloga para ¢,,.

(3) Daremos um esbog¢o da prova para £,. A prova para {,, € andloga. Fixamos
t=[(t1,12)] € T?, com 0 < t1,1> < 1. Vamos mostrar que a interseccdo da projecdo de £;, que
chamaremos de [£;],ede R ={[(t1,r)] : 0 <r < 1} é densa em R. Isto nos dard entdo que para
todo ¢ e todo & > 0 teremos que existem pontos de [£;] com distdncia menor que €.

Observe que os pontos em [£,] sdo da forma [(a,am,)], de forma que os pontos
[(@,am,)] € [£,] que intersectam R satisfazem @ = t| + k para algum inteiro k. Note também que
tais pontos sdo da forma [(a,am,)] = [(t1,t1my+kmy)] = [(t1,{tym} + km,)], onde {t;mA}
¢ a parte fraciondria de rym,. Entdo as interseccdes de [{;] e R s@o a drbita de uma rotagcao

irracional em R (a saber, do ponto [(¢1,{t;m,})]), que é identificado com S!. Tais érbitas, de
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qualquer ponto, sdao densas no circulo. Portanto as interseccoes de R e [£;] sdo densas em R.
Logo, dado & > 0 podemos encontrar x € RN [£;] C [£3] com dr(x,t) < &. Em posse disso, ndo

¢ dificil ver também que dp2(x,7) < €.

3.3 O “cat map”

Olhemos agora para um exemplo particular de automorfimo linear hiperbélico. Esse

exemplo é o mapa f : T> — T2 definido pela matriz

A= .
11
A aplicacao f € conhecida como cat map de Arnold ou simplesmente cat map ou mapa de
Arnold. Ela recebe esse nome devido a Vladimir Arnold que, em sua obra “Ergodic Problems in
Classical Mechanics", usou a figura de um gato para ilustrar as propriedades cadticas de f, veja
(D; AVEZ, 1968).

Vamos tentar entender a dindmica da aplicacdo f. Como ponto de partida, considera-
mos o quadrado [0, 1]? e identicamos sua imagem pela matriz A. O quadrado é o que chamamos
de dominio fundamental: um poligono cujas translacdes por vetores de coordenadas inteiras
cobre todo o plano, com intersecdes apenas na fronteira. Pela definicdo de T2, isso significa dizer
que as classes de equivaléncia definidas pelo quadrado sdo iguais a T2 e que, a menos do bordo
do quadrado, todo ponto de T? possui um tnico representante no quadrado.

Figura 8 — O quadrado [0,1] x [0, 1]

4

Fonte: elaborada pelo autor.
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Os vértices do quadrado sdo (0,0),(0,1),(1,0) e (1,1). A imagem do quadrado por
A é o paralelogramo de vértices (0,0),(1,1),(2,1) e (3,2). De fato, temos

[0,1]% = {a(0,0) +b(1,0) +c(0,1) +d(1,1); a+b+c+d =1, a,b,c,d > 0}
cuja imagem por A € (usando a linearidade de A)

A([0,1]%) = {aA(0,0) +bA(1,0) +cA(0,1) +dA(1,1) : a,b,c,d > O coma+b+c+d =1}

={a(0,0)+b(2,1)+c(1,1)+d(3,2) :a,b,c,d >0coma+b+c+d =1},

que € igual ao fecho convexo de (0,0), (2,1), (1,1) e (3,2), ou seja, € o paralelogramo definido

por esses quatro pontos.

Figura 9 — A imagem do quadrado [0, 1] X [0, 1] pela matriz A

4

Fonte: elaborada pelo autor.

Queremos entender como a imagem de T2 por f se comporta. Para isso, podemos
imaginar o plano “coberto"por infinitas cpias de T2. De fato, o plano pode ser coberto por
conjuntos da forma [n,n+1) X [m,m+ 1), que sdo identificados a [0,1) X [0, 1) por meio de
translagcdes por vetores de coordenadas inteiras (e, como ja citamos, esse ultimo conjunto pode
ser identificado ao toro). Assim, sempre que a imagem de um subconjunto ndo estd contida
em [0,1) % [0, 1), aplicamos a respectiva translagdo para “trazer de volta"essa imagem para
[0,1)x[0,1).

A imagem de [0,1) x [0, 1) intersecta quatro copias do quadrado, descritas na figura

abaixo:
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Figura 10 — Os quadrados atravessados pela imagem

4

1

Fonte: elaborada pelo autor.

-1
Aplicando A~! = a cada uma das quatro componentes, obtemos os respec-
-1 2

tivos subconjuntos de [0,1) x [0, 1):

Figura 11 — Pré-imagem das quatro componentes

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora, transladando as componentes amarela, azul e verde da primeira figura de volta

para o intervalo [0, 1) x [0, 1), obtemos que as imagens por f de cada uma das componentes é:
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Figura 12 — As componentes reorganizadas

4

1

Fonte: elaborada pelo autor.

Assim, a acdo de f no toro ocorre da seguinte forma:

Figura 13 — Como a transformacao age

Vv

Fonte: elaborada pelo autor.

Em particular, do ponto de vista geométrico, o comportamento dindmico de f parece
ser bastante complicado. Imagine, por exemplo, iterar f dez vezes: cada iteracao requer uma

divisdo e a identificacdo de cada componente.

Felizmente, em outro sentido, o cap map pode ser mais facilmente compreendido. A
matriz A € um operador auto-adjunto e portanto € diagonalizavel, ou seja, existem direcdes nas
quais a aplicagdo se resume a multiplicacdo por escalar. Nosso objetivo entao se torna claro:
estudar os automorfismos hiperbdlicos usando tais direcdes como os eixos coordenados e dai
tentar entender seu comportamento.

Finalizamos esse capitulo introduzindo um conceito e provando uma propriedade

simples a seu respeito.
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Definiciio 15. Um dominio fundamental de T? é um conjunto fechado D c R? tal que:
(i) D =int(D).
(i1) A unido dos transladados de D é igual a R2:
U D+ (m,n) =R>.
(m,n)ez?

(iii) Quaisquer dois pontos de int(D) ndo sdo equivalentes com respeito a ~.

Noutras palavras, um dominio fundamental € um conjunto fechado cujos transladados
por Z? cobre R? e s6 possuem interse¢do em suas fronteiras. Na andlise feita nesse capitulo,
utilizamos o dominio fundamental canonico [0, 1] X [0, 1] porque esse é geometricamente o mais
simples. Como veremos no préximo capitulo, do ponto de vista dindmico existem dominios

fundamentais mais naturais.

Lema 4. Se D é um dominio fundamental de T> e A € SL3(Z) ={M € GLy(Z) : det(M) = +1},

entdo A(D) também é um dominio fundamental de T>.

Demonstragdo. Verificaremos as trés condi¢des da definicao.
(i) Como A é invertivel, para qualquer conjunto X C T? valem as igualdades int(A(X)) =

A(int(X)) e A(X) = A(X). Assim,

int(A(D)) = A(int(D)) = A(int(D)) = A(D).

(ii) Por hipétese, temos |J [D + (m,n)] =R?. Como A é sobrejetiva e linear, temos que
m,nez

Al D+ (mm)]

m,nez

=ARY)=R? = U [A(D)+A(m,n)] = R

m,nez

Como A, A~! ambas tém entradas inteiras, a restricao Al : 7% — 72 é uma bijecdo, e portanto a
dltima igualdade acima implica que |J [A(D)+ (m,n)] =R2.

(iii)) Assuma que x,y € int(A(D)) iﬁ%int(D)) satisfazem x ~ y. Entdo x —y € Z?, e daf
ATlx—Aly =AY (x—y) € Z2. Como A~'x,A™'y €int(D), a hipétese de que D é dominio

fundamental implica que A~'x = A=y, e portanto x = y. O

Nos capitulos seguintes, usaremos os dominios fundamentais como uma forma de
representar “cépias” de T2 em R?. Assim, poderemos entender melhor como um automorfismo
do toro se comporta estudando como a transformacao linear que o induziu se comporta nos
dominios fundamentais e em seus transladados. Essa € uma boa forma de representar o toro, pois

se D € um dominio fundamental entao:



31

o A restricdo de proj a D é sobrejetiva. De fato, se [a] € T? entdo existe (ng,mg) € Z>
tal que a € D + (ng,mg) e portanto [a] = proj(a — (ng,mq)) € proj(D). Isso prova que
T? < proj(D), donde T? = proj(D).
o A restri¢do de proj a int(D) € injetiva. Isso decorre diretamente da propriedade (iii) da
Definicdo 15.
Noutras palavras a restricdo da projecdao ao dominio fundamental s6 nao € um bijecao por conta de
sua fronteira. Todavia,nos exemplos que iremos considerar, a fronteira do dominio fundamental

€, em certo sentido, irrelevante para a dindmica (tem medida nula).
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4 PARTICOES DE MARKOV

Nesse capitulo, faremos uma construcao cldssica devida a Adler & Weiss (ADLER;
WEISS, 1967), veja também (ADLER; WEISS, 1970). O texto que seguimos € o survey de Adler
(ADLER, 1998).

4.1 Definicoes

Vamos comecar definindo uma parti¢do topologica, que serd a base para definirmos

particdo de Markov.

Definicao 16 (Particdo topoldgica). Dizemos que R = {R;,...,R,} é uma particao topolégica de
T? se:
(i) Cada R; é um aberto conexo de T2, homeomorfo ao produto cartesiano de dois intervalos
abertos.
(ii) RiNR;=0sei#j.
(iii) T2=R;U---UR,.

Seja ¢ : T2 — T2 um automorfismo linear do toro.

Definicao 17 (Particdo de Markov). Uma particdo topologica R ={R;,...,R,} é uma parti¢do
de Markov para ¢ se para todo m > 0 vale a seguinte condigdo:

m+1
Ry N¢ 'Ry, #0parak=0,...,m = ﬂ ¢ Ry, 0.
k=0

Vamos fornecer uma motivagdo simbdlica para a definicdo acima. Seja R =
{R1,...,R,} uma particao topoldgica. Como vimos no Capitulo 2, R define um grafo ori-
entado G = (V,E). Dizer que R é de Markov significa dizer que arestas (que representam
possiveis transicdes de pontos em T2 pela aplicacdo ¢) podem ser concatenadas, gerando um
ponto que segue o itinerdrio dessas arestas. Noutras palavras: se R,, — Ry,,..., R4, — Ry,
sdo arestas em G (isto €, para cada k =0, ...,m existe xx € R,, tal que ¢(xx) € R,,,,), entdo
existe x € Ry, tal que ¢(x) € Ry, #*(x) € Ryy,..., " (x) €R,,,,.

O resultado principal desse se¢do, Teorema 3, fornece condi¢des suficientes para que
uma particao topoldgica seja de Markov, em termos apenas de propriedades de sua fronteira.

Para isso, primeiro faremos algumas defini¢cdes. De agora em diante, assuma que ¢ € hiperb6lico

com autovalores yu, A tais que |u| < 1 <|A], e sejam v,,v, autovetores unitdrios relativos a u, A
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respectivamente. Seja p € T2. Por simplicidade de notacdo, vamos escrever {p +1v, : t € R}
para denotar a projecio da reta que passa por um ponto qualquer de proj~!(p) com vetor diretor
v,. Noutras palavras, {p+1tv, : t € R} é a direcdo expansora de ¢ no ponto p € T> . De modo
andlogo, {p+1tv, : t € R} denota a direcdo contratora de ¢ no ponto p. Como A, y sdo irracionais,
esses dois conjuntos sdo densos em T2. Por simplicidade, chamaremos v, de dire¢éo horizontal

e v, de direcdo vertical.

Definicao 18 (Fibras horizontais e verticais). Seja R = {Ry,...,R,} uma particdo topologica. A
fibra horizontal de p € R;, denotada por H;(p), é igual a componente conexa de {p +tv, : t €
R} N R; que contém p. A fibra vertical de p € R;, denotada por V;(p), é igual a componente

conexa de {p+tv, :t € R} N R; que contém p.

Definicao 19 (Propriedade de Markov). Nas mesmas notagoes acima, dizemos que R tem a

propriedade de Markov para ¢ se:

pERNGR;, = ¢ 'Hi(p) cH;(¢ 'p)
PERNG'R; = ¢Vi(p) CV;(¢p).

Podemos interpretar essas condi¢des como: a imagem da fibra horizontal de p
contém a fibra horizontal de ¢p, e a pré-imagem da fibra vertical de p contém a fibra vertical de
¢~ 'p. Assim, se ¢R; intersecta R ; entdo @R; atravessa R; completamente de um lado ao outro ao
longo da direcdo expansora, € ¢~ R; atravessa R; completamente de um lado ao outro ao longo
da direcdo contratora. Veja a Figura 14 que exemplifica o cruzamento correto e trés cruzamentos
proibidos. Em suma, a propriedade de Markov diz que, com respeito as dire¢cdes expansora e
contratora, “‘se intersecta, entdo contém”. Repare que se R tem a propriedade de Markov para ¢,
entdio ela também tem a propriedade de Markov para ¢~!: basta inverter os papéis das direcoes

expansora € contratora.
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Figura 14 — A propriedade de Markov € satisfeita na primeira figura e ndo vale nas demais. O
terceiro caso € particularmente patoldgico, pois nem se tem ¢V;(p) contido em
Vi(¢p), nem ¢H;(p) contendo H;(¢p) (essa condi¢do € equivalente a do enunciado
para as fibras horizontais).

-1
R .
¢~ R; R,
¢
- >
R,
R;
R;
é OR;
- >
R;
Rj
¢
R.
l ¢RL
R;
¢
Ri ¢R,

Fonte: elaborada pelo autor.

O préximo teorema € a observaciao fundamental que proporciona construir parti¢des
de Markov. Essa observacao foi feita tanto por Adler & Weiss (ADLER; WEISS, 1967) quanto
por Sinai (SINA, 1968).

Teorema 2. Se R tem a propriedade de Markov, entdo R é uma particdo de Markov.

Demonstragdo. Seja R ={Ry,..., Ry} uma particdo topoldgica com a propriedade de Markov.

Devemos mostrar que

m+1
Ry N¢ 'Ry, #0parak=0,....m = ﬂ ¢ R, #0.
k=0
Vamos mostrar isso por indu¢do em m. O caso m =0 € ébvio. Note que nesse caso a intersecao

Ry, N o' (R,,) é uma faixa vertical de R,,, ou seja, é formada pela unidio de fibras verticais
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de R,,. Vejamos o caso m = 1. Pelo caso inicial, R,, N ¢~ 'R,, é uma faixa vertical de R, .
Assim, Ry, N ¢ 'Ry NP2 Ry, = Ry N (Ray NI R,,) € também uma faixa vertical, mais
fina e contida na faixa vertical R,, N ¢~ ' (R,,). Em particular, R,, N ¢~ 'Ry, N>R, 0. A

Figura 15 ilustra essa situacao.

Figura 15 — Faixas verticais: se R,, tem largura ¢, entdo R,, N ¢~ 'R, tem largura uf e Ry, N
gb_lRa1 N ¢_2Ra2 tem largura %¢.

RayN¢™ (Ray N7 Raz) = Ray N6 Ry, 067 Ry

4
R, No 'Ry, < >
¢! ¢!
- -
- - 5
¢ ¢
Ry, H R, H R
a
T ut ’
Ra() ﬂ ¢_1Ra1

Fonte: elaborada pelo autor.

Procedemos agora para o passo indutivo. Suponha que para algum m > 1 valha que:

m+1
Ry N¢ 'Ry, #0parak=0,...,m = ﬂ ¢"*R,, é uma faixa vertical de Ry.
k=0
m+2
Assuma que R,, N¢~'R,,,, # 0 para k =0,...,m+1. Vamos provar que ﬂ gb'kRak € uma
k=0
m+2
faixa vertical de R,,. Pela hipétese de inducdo, S = m ¢_k+lRak ¢ uma faixa vertical de
k=1

R;,. Como R, N gb_lRa1 # (), segue da propriedade de Markov que ¢_1Ra1 atravessa R,, da

extremidade inferior 2 superior. Como S é uma faixa vertical de R,,, ¢~'S também atravessa Ry,
m+2
da extremidade inferior a superior, e portanto m ¢ "Ry, = Ry N~ 'S é uma faixa vertical em

k=0
R,,. Veja a Figura 16.
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Figura 16 — Esquematizacao do passo indutivo.

Rao Ral Ram+2
¢
>
. N\
m+2 Rao N ¢ Ral m+2
ﬂ ¢_kng ﬂ ¢_k+1Rak
k=0 k=1

Fonte: elaborada pelo autor.

O

Agora, vamos definir uma condi¢ao mais facil para que uma parti¢ao topoldgica seja
de Markov. Antes, precisamos introduzir alguns conceitos. Seja R = {Ry,..., R, } uma particdo

topoldgica. Relembrando que dR; = R; \ R; é a fronteira de R;, definimos a fronteira de R por
n

OR = U OR;. Para cada R; € R, definimos também as fronteiras vertical e horizontal de R;.
i=1

Formalmente, a fronteira vertical dy R; de R; € igual ao conjunto |,cg, R; N (H;(p) \ H;(p)).

Similarmente, a fronteira horizontal Oy R; de R; € igual ao conjunto [,cg, R N (Vi(p) \ Vi(p)).

n
A fronteira vertical de R € definida por dyR := U Oy R;. Similarmente, definimos a fronteira
i=1

horizontal de R.
Definicdo 20 (Propriedade M). Dizemos que uma parti¢do topologica R possui a fronteira
satisfazendo a propriedade M se:
(i) OR; =0yR;UdyR; para todo R; € R.

(i1) Wp)ﬂ OR; C OyR; para todo R; € R e todo p € R;.

(iii) mﬂ OR; C OyR; para todo R; € R e todo p € R;.

(iv) ¢[oyR] c OR.

(v) ¢~ '[0yR] C OR.

As condigdes (ii) e (ii1) garantem uma certa regularidade de cada retangulo, enquanto
(iv) e (v) requerem inclusdes das fronteiras (a imagem da fronteira vertical - que € contratora -

deve estar contida em dR, e 0 mesmo para a pré-imagem da fronteira horizontal - que € expansora



37

e portanto contrai no passado). Agora estamos prontos para enunciar o teorema principal dessa

secao.

Teorema 3. Sejam ¢ : T> — T2 um automorfismo linear hiperbolico e R uma particdo topolégica.

Se R possui a fronteira satisfazendo a propriedade M e satisfazendo
pPERNGR;, = ¢ 'Hi(p)NR; C H;(¢"'p)
PERINGT'R; = ¢Vi(p)NR; CV;(4p)

entdo R é uma parti¢do de Markov.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2, basta mostrar que R satisfaz a propriedade de Markov (Definicao
19). Por simetria entre ¢ e ¢!, basta mostrarmos essa propriedade para as fibras verticais. Como

¢ € induzido por uma matriz linear, é suficiente mostrar que
-1
PERNG R = ¢Vi(p) CR;.

Por definicdo, a fibra vertical V;(p) é conexa e portanto ¢V;(p) também o é. E claro que

#Vi(p)NR; # 0, pois ¢V;(p) e R; ambos contém ¢p. Por contradi¢do, suponha que ¢pV;(p) ¢ R;.

Entdo ¢V;(p) N Rj # 0, e daf o teorema da alfandega implica que ¢V;(p) NOR; # 0.
Afirmamos que obteremos uma contradico se existir g € T2 com g € ¢V;(p) NOR j

e q € ¢Vi(p) NR;. De fato, isso implica que
qE€ (]5Vl(p)ﬂ(9RJ C GR]

g€ ¢Vi(p)NR; CV;(¢p)

edaig € Wﬂ OR; C xR}, onde a ultima inclusdo segue da condigdo (ii) da propriedade
M. Mas entio a condicdo (v) da propriedade M dd que ¢~'q € OR. Isso é um absurdo, pois
¢ 'qgeVi(p) CRie RiNIR =0.

Resta mostrar que tal g existe. Se esse ndo for o caso, existe um aberto U D
¢Vi(p) NOR; com UOW)OR/ = 0. Afirmamos que {¢V;(p) NR;,¢Vi(p) N (UUR_J-C)}
forma uma cisdo nao-trivial do conjunto conexo ¢V;(p). De fato: oo

1. ¢Vi(p)NR; e ¢Vi(p)N(U UR_jC) sdo abertos ndo-vazios na topologia induzida de ¢V;(p),
pois Rj e UUR;" sdo abertos de T2.
2. ¢Vi(p)NR; e pVi(p)N (UUR_jc) sdo disjuntos, pois
[4Vi(p) NR;1N[#Vi(p) N (UUR;)] = ¢Vi(p) NR; N (UUR;")
[¢Vi(p) NR;NUTU[¢Vi(p) NR;NR; ] =0.

[
=0 =0
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3. Aunidode ¢V;(p)NR; e ¢Vi(p)N (UUR_jC) € igual ¢V;(p), pois

[6Vi(p) NR;1U [¢Vi(p) N(UUR;)] = [¢Vi(p) NUTU[8Vi(p) NR;1U [¢Vi(p) NR; ]
= [¢Vi(p) NUTU[¢Vi(p) N (IR;)°]1 D [¢Vi(p) NOR;1U[¢Vi(p) N (IR;)°]

= ¢Vi(p) N [OR; U (3R;)°] = ¢Vi(p) N T* = ¢Vi(p),

onde na primeira inclusdo usamos que U > ¢V;(p) NOR; e portanto ¢V;(p) NU D ¢V;(p) N
OR;.
Isso contradiz a conexidade de ¢V;(p), o que conclui a prova da existéncia de g, e também do

teorema. O

A condi¢do em destaque no enunciado € chamada preservagao dos alinhamentos.
S6 trabalharemos com particdes que cumprem essa condicdo. Ela serd, daqui para frente,

subentendida e portanto omitida.

4.2 Um resultado preliminar

Nesta secdo, vamos estabelecer um resultado preliminar que serd ttil na demonstracao
do resultado principal da dissertacdo. Ele mostra que toda matriz hiperbdlica 2 X 2 € conjugada a
uma matriz com todas as entradas nao negativas ou todas as entradas nao positivas. Relembre da
Segdo 3.2 que se A € SL5(Z) entdo A possui dois autovalores A, u tais que 0 < |u| < 1 <[2]. O
autovalor A define a direcao expansora e o autovalor u define a dire¢do contratora. Iniciamos
a sessdo com um critério geométrico para que uma matriz 2 X 2 tenha entradas nao negativas.
No que segue, consideramos o primeiro quadrante como a regido fechada do plano definida por

{(x,y) e R?:x,y > 0}. As defini¢cdes de segundo, terceiro e quarto quadrantes sio semelhantes.

Lema 5. Seja P € SL5(Z) e suponha que:
() P possui um autovalor A > 1 com autodirecdo €, no primeiro e terceiro quadrantes.
(i1) P possui um autovalor u < 1 com autodiregdo Zﬂ no segundo e quarto quadrantes.

Entdo todas as entradas de P sdo ndo negativas.

Demonstragdo. Escreva
P11 P12
P21 P22-
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1 Pl o . 1

Temos P| | = e portanto as entradas pii, p>1 s3o ndo negativas se e somente se P
0 D21 0
. . L . 0

pertence ao primeiro quadrante. Similarmente, p12, p2> s30 ndo negativas se e somente se P
1

pertence ao primeiro quadrante. Desse modo, as entradas de P sdo ndo negativas se e somente se
a imagem do primeiro quadrante por P estd contida no primeiro quadrante. Afirmamos que isso

¢ garantido se P satisfizer as condi¢des do enunciado. Temos dois casos a considerar.
Caso 1: u>0.

Vamos mostrar que nesse caso todas as entradas de P sdo de fato positivas. Geome-
tricamente, isso € facil de provar. Por ser linear, P leva retas passando pela origem em retas
passando pela origem. Como P ¢ hiperbdlica, se £ € uma tal reta entdo P¢ fica mais proéxima
de £;. Melhor ainda: como A, i > 0 entdo P¢ pertence ao cone determinado por € e £, veja a

Figura 17.

Figura 17 — Caso 1: u > 0.

o 4 PV Ih_--""

e - S

4 N

Fonte: elaborada pelo autor.

Em particular, a imagem do eixo x pertence ao primeiro e terceiro quadrantes, e 0
mesmo se aplica ao eixo y. Por completude, damos também uma prova algébrica desse fato.

Escreva

=v+w
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ondev el comvy,vy >0ew € {,. Entdo

1 Vi 1-v (A=pw)yvi+u

~
Il
P
+

=
I

0 ) —V) (A=p)va

que tem as duas entradas positivas. A mesma argumentacdo prova que P | | tem as duas entradas

positivas.
Caso2: u<0.
Esse caso é mais delicado, pois envolve uma reflexdo com respeito a €, veja a figura

18.
Figura 18 — Caso 2: u < 0.

6

1,
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Fonte: elaborada pelo autor.

Comegamos mostrando o fato para (0, 1). Defina os pontos:

A=(0,1)

B = intersecdo entre £, e a reta paralela a Eﬂ passando por A
0 =(0,0)

A"=PA=P(0,1)

B'=PB

O’ = intersecio entre ; e a reta vertical passando por A’.
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Queremos mostrar que A’ pertence ao primeiro quadrante. Por contradi¢do, assuma que isso nao

ocorre, veja a figura abaixo.
Figura 19 — Esquema para a demonstracdo

o' 0

B/

5 \J
A/

Fonte: elaborada pelo autor

Como A’ € Z?, obtemos entdo que A’O’ > 1. Obteremos um absurdo mostrando a
desigualdade reversa A’O’ < 1. Para isso, note que os tridngulos ABO e A’B’O’ sdo semelhantes
nessa ordem, por paralelismo. Ademais, a razdo de semelhanca € igual a AAf—g/ = u, pois AB ¢
paralelo a ?ﬂ. Assim, A’O’ = u- AO = u < 1, uma contradi¢ao. O caso do vetor (1,0) € tratado

analogamente. O
Agora provaremos o resultado que seré utilizado na préxima se¢ao.

Teorema 4. Seja A € SL5(Z) uma matriz hiperbdlica, e seja A seu autovalor expansor. Existem

C,P € SL;(Z) tais que C~'AC =sgn(A)P e as entradas da matriz P sdo ndo negativas.

Demonstragao. Comecamos reduzindo a prova ao caso em que 4 > 0. Assuma que o resultado
seja valido para toda matriz como no enunciado e tal que 4 > 0. Seja agora A uma matriz como
no enunciado com A < 0. Aplicando o resultado para —A, existem C, P tais que C~'(—=A)C = P
e P tem entradas ndo negativas. Notando que C~'AC = —P = sgn(1) P, obtemos o resultado para

A. De agora em diante, assumimos que A > 0.

Em posse dessa simplificacdo, vamos conjugar A e obter uma matriz P que satisfaz
as condi¢des acima. Relembre que £,,{, sdo as autodire¢des de A. Vamos obter C de modo que
C~! leva os eixos coordenados em retas bem préximas de £; de modo que o cone definido por
elas contenha €. Formalmente, considere o reticulado Z2, com origem O e escolha dois pontos

X = (,),Y = (y,6) no primeiro ou segundo quadrante de Z> de modo que:
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(1) O interior do cone positivo definido pelas semirretas O X e OY intersecta £, € ndo intersecta
Ly

(i) O paralelogramo fechado de vértices O, X,Y, X +Y nado contém nenhum outro ponto do

reticulado além de seus vértices.

Figura 20 — O paralelogramo de vértices O, X, Y, X+Y

(o+y.p+8)
+ + F %

(0uB)
(7.8)

(0.0) |

Fonte: (ADLER, 1998), p. 37.

Veja a figura acima. Para ver que essa escolha pode ser feita, aplicamos um argumento
iterativo. Comecamos observando que podemos escolher X, Y satisfazendo (i). De fato, como o
coeficiente angular m, de £, é um irracional positivo, podemos tomar racionais positivos % e
’q’—: arbitrariamente préximos de m, com % <m) < ’q’—:. Dai, X = (q,p) e Y = (¢, p’) satisfazem
(i). Infelizmente, (ii) ndo € necessariamente satisfeita para essa escolha inicial. Para estabelecer
essa segunda propriedade, vamos aplicar uma sequéncia de operagcdes que a cada passo gera
um novo par de pontos satisfazendo (i) para tal que a drea do paralelogramo definido por eles
diminui estritamente. Notando que essas operacdes nao poderdo ser aplicadas indefinidamente,
no final obteremos um par de pontos satisfazendo (i) e (ii). Para isso, escreva Z = X +Y, seja
o paralelogramo de vértices O, X,Y,Z, e seja S sua drea. Como os vértices de 7 estio em Z2,
entdo S € inteiro. Isso pode ser visto, por exemplo, pela formula de drea de Gauss (shoelace

formula). Se (ii) € satisfeita, a escolha estd completa. Se (ii) ndo estd satisfeita, entdo existe

algum ponto em 7 NZ? diferente dos vértices. Seja Q um deles. Temos alguns casos a considerar.
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Em qualquer deles, mostraremos como trocar X,Y por pontos X’,Y” de modo que a drea do novo
paralelogramo € §” < S.

o QeOX: facaX'=QeY =Y.
QeOY:facaX' =XeY =0Q.

o

o Q €YZ: nesse caso temos que Q —Y é um ponto de Z> em OX e portanto podemos aplicar
O primeiro caso.
o Q € XZ: similarmente, Q — X é um ponto de Z> em OY e portanto podemos aplicar o

segundo caso.

[¢]

Q esta no interior de m: se Q, X estdo no mesmo semiplano determinado por £, faca
X'=QeY =Y. Caso contrario, faca X" =X e Y’ = Q.

Em qualquer dos casos, o novo paralelogramo 7’ esta estritamente contido em 7, e portanto
S’ < S. Como todas as dreas sdo inteiras, esse processo para. Quando ele para, obtemos as

condigdes (i) e (ii).

Afirmamos que a condigdo (i) acima implica que § = 1. Para isso, aplicamos o

seguinte teorema.

Teorema 5 (Pick). Seja m um poligono com vértices em Z2 e drea S. Se m contém i pontos de 7>

em seu interior e b pontos de 72 em seu bordo, entdo

b
S=i+—-1.
'Th

No nosso caso, temos i =0 e b =4, donde S = 1. Podemos agora concluir a prova do

teorema. Considere a transformacao linear

a vy
B o

C=

1 a 0
esejaP=C'AC. AmatrizCleva| |[em| |e| |em ’ , logo C leva o quadrado [0, 1]?

0 B 1 )
em 7. Isso implica que C possui determinante igual a 1, isto €, C € SLy(Z). Para concluir o

teorema, basta checar que P satisfaz as condicoes do Lema 5. Por ser conjugada a A, a matriz
P possui autovalores A, u e autodirecdes £, = C~'; e Zﬂ =Ccl¢ . respectivamente. De fato, se

v € €, entdo Cv € £, e portanto ACv = ACv, donde

c'Aacv=c'(acv)=ac7'cv = av.
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— «— s
O mesmo vale para u. A reta £, pertence ao cone definido pelas retas C"'OX e C~'OY, que por
construcio sdo os eixos x e y. Assim, £; pertence ao primeiro e terceiro quadrantes. Fazendo o

mesmo para £, concluimos a prova do teorema. O

4.3 Construcao da particao de Markov

Seguimos agora para o teorema central dessa dissertacao.

Teorema 6. Seja ¢ um automorfismo linear hiperbélico de T? induzido por uma matriz

A € SL5(Z), e seja

a matriz dada pelo Teorema 4. Se p,q,r,s > 0, entdo ¢ possui uma particdo de Markov
R ={R1, R} com dois paralelogramos abertos tal que seu grafo orientado associado contém:
o p arestas de Ry para R;

o q arestas de Ry para Ry;

o

r arestas de Ry para R|; e

o

s arestas Ry para R»
A Figura 21 representa o grafo orientado associado a R.

Figura 21 — Grafo orientado associado a particao de Markov R.

1
- - | s arestas
P arestas lL .l

T arestas

Fonte: (ADLER, 1998), p.41. Modificada pelo autor.
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A prova desse resultado serd dividida em quatro casos, a depender do sinal dos
autovalores de A. Primeiramente, discutiremos fatos gerais que serao tteis em todos os casos.
Comecamos fazendo algumas reducdes. Uma particdo de Markov para ¢ induz uma particao de
Markov para o automorfismo —¢ definido por —A e vice-versa. De fato, se ¢ € o automorfismo
associado a matriz —Id, entdo R é particdo de Markov para ¢ se e somente se ¢R € particao
de Markov para —¢. Assim, tratamos os detalhes apenas dos casos em que A > 0 e obteremos,
a partir da observagdo acima, as particoes de Markov para os casos em que A < 0. Feita essa
observacao, no que segue assumimos que 4 > 0. Do Teorema 4, temos entdo que AC = CP,
onde A,C,P € SL; (Z). Sejam 7,y os automorfismo lineares definidos por C, P respectivamente.

Como observado na Sec¢do 3.1, temos ¢ o = oy, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo:

¥ ,p

T T

T? — T?

Portanto, R é particio de Markov para ¢ satisfazendo o Teorema 6 se e somente se 7~ 'R é
particdo de Markov para ¢ satisfazendo o Teorema 6. Desse modo, basta provarmos o Teorema 6

para ¥, cuja matriz € P.

Daqui em diante, denotamos as autodire¢des de P por £, e £, (ou seja, ndo utilizaremos
mais as barras como na secao anterior). Ademais, chamamos a dire¢do de £, de horizontal e
a de ¢, de vertical. Dado um ponto P do plano, seja ff (respectivamente 55 ) a reta passando
pelo ponto P que € paralela a reta [, (respectivamente ¢,,). Em particular, 550’0) ={e {’/(10’0) ={,.

Defina entao os seguintes pontos do plano (veja a figura 22):

a = (0,0) b = e c = eV & = e

| @ = o [ =g ¢ = M neM d = tne™Y
=y | b 000 | 7 = 0D ng, d* = d'-(0,1)
a” = (0,1)
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Figura 22 — Pontos e retas considerados.

=
(]

Fonte: (ADLER, 1998), p. 42.

Obtemos assim um dominio fundamental formado pelo poligono ab’c’a”b” c. Alguns
comentdrios sobre a notagdo utilizada: pontos com as mesmas letras sao equivalentes com respeito
a relagdo ~; pontos em £, ndo possuem apostrofo e estdo organizados em ordem alfabética;

) 2 . (L1)
possuem um apostrofo; pontos em €,

pontos em €l(,1’0 possuem dois apdstrofos; pontos fora
do dominio fundamental possuem uma barra. O dominio fundamental ab’c’a” b” ¢ se decompde
em dois paralelogramos ab’d’c e c’a”’b”d’. Sejam R, e R, os interiores desses paralelogramos,
e sejam R e R, as projecdes desses conjuntos em T2. Assim, aplicamos o automorfismo i para
os conjuntos Ry, R, e a transformacdo linear P para os conjuntos Ri,R>. A matriz P, sendo
hiperbdlica, estica cada fronteira horizontal de R 1, Ez e contrai cada fronteira vertical.

Agora, passamos a analisar os casos. Em cada um deles, checamos as condi¢des do
Teorema 3. Comegamos observando que, como Rj, R sdo paralelogramos abertos com lados

paralelos as autodirecdes de P, temos V;(p) NOR; C dyR; e H;(p) NOR; C Oy R;.
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Figura 23 — H{(p),Vi(p) para o ponto p € R; e Hy(p),V2(p) para o ponto p. Repare que a
intersec¢do das fibras horizontais com a fronteira de cada paralelogramo esté contida
na fronteira vertical, e similarmente para as fibras verticais.

Fonte: elaborada pelo autor.

Assim, resta checar que a fronteira tem a propriedade M.

43.1 Casol: 21>0eu>0

ParTE I: Particao de Markov

Divida 0R; e R, em duas partes horizontais e verticais, da seguinte maneira:
o ORy =0yR1UdygR,,onde OyR; =acub’d e OyRy =ab’ Ucd'.
0 ORy =0yRyU0yR,, onde Oy Ry =c’d’"Ua”’b” € 0yRy =c’a” Ud'b”.
Afirmamos que, no toro, dgR e dy‘R formam dois segmentos transversais se intersectando na
origem:

OyR=cb’ e OyR=ad
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Figura 24 — 0gR e dy'R, nesta ordem, destacados em vermelho.

Fonte: (ADLER, 1998), p. 42. Modificada pelo autor.

Para provar isso, usaremos a notagio ~ para identificar segmentos de R? que sdo
equivalentes na relacio que define T2. Comecamos com a fronteira horizontal. Da figura acima,
vemos que cb” ~¢b’ e c’a” ~ca. Assim, OyR = cb’. Para a fronteira vertical, temos b’d’ ~ bd
e a”b” ~ ab e portanto dyR = ab U bd = ad. Como os autovalores de P sdo positivos, temos que
P(cb’) D ¢b’ e P(ad) C ad. Isso nos dd que ¢~ (95R) C xR C IR e y(dyR) C dyR C IR.
Pelas figuras acima, vemos que valem as propriedades (ii) e (iii) da Propriedade M. Também,
pela linearidade de P, os alinhamentos sdo preservados. Pelo Teorema 3, concluimos que

R ={R1, Ry} é um particao de Markov para .
Parte II: Grafo orientado

Lema 6. Denote por a;; o niimero de paralelogramos disjuntos na intersecgdo ¥ (R;) N R;. Entdo

a;j1 = numero de retas verticais x =0,x = 1,... que intersectam P(Iﬁi’vl)
a;» = ntimero de retas horizontais y =1,y =2,... que intersectam P(E)
Em particular:
ay| = coordenada x de P(1,0) =p
ayy = coordenada y de P(1,0) =q
ar| = coordenada x de P(0,1) =r

a = coordenada y de P(0,1) =5
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Demonstragdo. Para demonstrar esse lema, devemos entender como P(R;) e P(R,) intersectam
os transladados inteiros de R, R, em R2. Comecamos observando algumas propriedades
geométricas das intersecoes de P(E) com transladados de R ;. A primeira € que, como P € linear
e as fronteiras dos paralelogramos sdo paralelas as autodirecdes, cada interse¢ao € também um
paralelogramo aberto. Mais ainda, as projecdes em T? dessas intersecdes sio disjuntas duas a
duas, porque o fecho de P(ﬁl U Ez) ¢ também um dominio fundamental para T2, pelo Lema 4.
Agora obtemos mais duas propriedades sobre tais intersecoes, que decorrem da propriedade de
Markov. Em primeiro lugar, esse cruzamento ocorre completamente da fronteira vertical esquerda
até a fronteira vertical direita do transladado de E j» por conta da propriedade M. Ademais,
nenhum ponto da intersecdo pertence a fronteira horizontal do transladado de R j» pois sendo
a projecdo de um desses pontos daria origem a um ponto do toro p € dyR com ¢~ (p) € R;,
contrariando a inclusio w—l(aHR) C dgR (relembre que R;, R, sdo abertos e portanto nao

intersectam 0y R).

Devemos agora identificar P(R}) e P(R>). Como o lado direito de R; e esquerdo de
ﬁz estao sobre a reta 521’0) e o lado direito de ﬁz esta sobre a reta fl(l]’l), consideramos 0s pontos
de coordenadas inteiras a = Pa’ = (p,q) e a = Pa” = (p+r,q+s) e os seguintes transladados de

b e c (veja a figura 25):

~ -1
b:b+p :b’+p el
q q
-1 _
E:c+p :c’+p € {y
q
—~ +r +r—1 .
p=b+|" | =pre|” e £l
q+s qg+s—1

Afirmamos que a fronteira vertical de P(ﬁ 1) estd contida em ab U ab e a fronteira vertical de
P(R,) estd contida em abUab, como na figura 25. Provamos a primeira afirmac¢do em duas
partes, verificando que a fronteira vertical direita de P(R)) estd contida em abea esquerda em
ab, da seguinte maneira:
=
o Como Pa’=a e u >0, o ponto Pb’ pertence a semirreta ab. Seja x = |ab| = |a’b’| =

|EE| = |Zﬁ;|. Como u < 1, o comprimento do segmento P(a’b’) € menor que x e portanto

Pb’ € @b. Mas entdo temos também que Pd’ € ab, pois caso contrdrio P(R;) intersectaria
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a fronteira horizontal superior do transladado R, + (p—1,9—-1), 0 que ndo pode ocorrer
pelo pardgrafo anterior.

o Do exposto acima, obtemos em particular que o comprimento de P(a’d’) € menor que
x. Como |ad| = |a’d’|, o comprimento de P(ad) também é menor que x e portanto,
relembrando que a é ponto fixo e i > 0, concluimos que Pd € ab.

Assim, P(R)) comega intersectando R, e termina intersectando o transladado R» + ( p—-1,q-1).

Figura 25 — Representa¢io geométrica de P(R,) em azul e P(R,) em rosa.

b
-0
- -
& -7 \ =" )
o« \ -7 %
b "R N < a=(p+rg+
d' .« \ l+(p’Q) \ \\ \ p &
e \ N
- ‘\ - N \\R1+(p+r—l,q+\s—)1)
- - - \ \
C‘ Cr\ \\ -7
\ _ -
\ R \\ \ -
\
\
« N
b »
/
a a

Fonte: (ADLER, 1998), p. 46. Modificada pelo autor.

Mostraremos agora que a fronteira vertical de P(R,) estd contida em abuab. A
fronteira vertical esquerda de P(R,) estd contida na fronteira vertical direita de P(R;), que
pelo exposto estd contida em ab. Resta, portanto, provar que a fronteira vertical direita de
P(R,) estd contida em ab. Ora, mas isso € ficil: como por defini¢do temos Pa” =a e
P(a”b”) tem comprimento menor que x, entdo P(b”) pertence ao segmento db. Portanto,
P(R,) comega intersectando o transladado R; + (p,g) e termina intersectando o transladado
Ro+(p+r—1,qg+s—1).

Calculamos agora a quantidade de interse¢des, como afirmado no lema. Comec¢amos
assumindo que o angulo entre £, € o eixo vertical € menor que 45°. Nesse caso, o dominio
fundamental construido é como na figura 22, onde o segmento aberto aa”’ estd contido em R
Mais ainda: aa’” esta contido na reta vertical x = 0, com a na fronteira horizontal inferior de R 1
e a’”’ na fronteira horizontal superior de R;. Pela propriedade de Markov, toda intersecdo entre
P(R;) e um transladado R, + (m,n) é um paralelogramo que comeca na fronteira vertical esquerda
de R 1 +(m,n) e termina em sua fronteira vertical direita, e portanto necessariamente intersecta o

"

segmento transladado aa” + (m,n), que estd contido na reta vertical x = m. Reciprocamente, se
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P(R)) possui um ponto (m,y) comn <y < n+1, entdo P(R;) intersecta o transladado R; + (m, n).
Noutras palavras: P(R) N (R, +(m,n)) £ 0 se e somente se P(R;) N{x =m} # 0. Obtemos
assim da figura 25 que:
o P(ﬁl) intersecta as retas verticais x =0,x=1,...,x =p—1,logo a| = p.
o P(ﬁz) intersecta as retas verticaisx =p,x=p+1,....x=p+r—1,logo ay =r.
Afirmamos que a mesma conclusio vale quando o angulo entre £, € o eixo vertical €

maior que 45°, em cujo caso o segmento aberto aa”’ ndo esta contido em R, veja a figura 26.

Figura 26 — Quando o dngulo entre £, e o eixo vertical € maior que 45°, o segmento aberto aa””’
ndo esta contido em R;.

Fonte: elaborada pelo autor

Para obter o mesmo resultado, observamos que P (R)) e P(ﬁz) terminam em
transladados de R; e que R, intersecta a reta x = 0 em um segmento aberto a”’e. Desse modo:
o Se P(R;) intersecta R, + (m,n) cruzando o segmento b’c’ + (m,n), entao P(R;) deve se
prolongar mais e intersectar ae + (m,n), que é um segmento da reta vertical x = m.
o Se P(R;) intersecta R; + (m,n) cruzando o segmento ¢’d’ + (m,n), entdo P(R;) deve se

"¢+ (m,n), que € um segmento da reta vertical x = m.

prolongar mais e intersectar a
Essas sdo as duas possibilidades de interseco entre P(R;) intersecta R + (m,n), pois se P(R;)
intersecta os dois segmentos b’c’ + (m,n) e ¢’d’ + (m,n) entdo P(R;) contém a fronteira horizontal
inferior de R, + (m,n), o que contraria a propriedade de Markov. Reciprocamente, se P(R;)

contém um ponto (m,y) comn <y < n+1 entao P(R;) intersecta R; + (m,n). Isso conclui o

calculode ajj e a;.
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A mesma ideia pode ser feita para calcular a quantidade de intersecdes entre P(R) e
transladados de R». Agora, o caso de facil andlise € quando o 4ngulo entre £, € 0 eixo vertical

"a"" esta contido em R, com a” na fronteira

€ maior que 45°, pois entdo o segmento aberto a
horizontal inferior de R, e a”” na fronteira horizontal superior. Assim, P(R)N(Ry+(m,n)) 0
se e somente se P(R;) N {y =n} # 0. Obtemos assim da figura 25 que:

o P(R)) intersecta as retas horizontais y=1,y=2,...,y=gq, logo aj» = q.

o P(ﬁz) intersecta as retas horizontais y =g+ 1,y =g+2,...,y =q+s,logo a» =s.
Quando o angulo entre £, e o eixo vertical € menor que 45°, argumentamos como acima para

concluirmos que o mesmo resultado vale (usando, mais uma vez, que P(R;) ¢ P(R;) terminam

em transladados de 132). O

432 Caso2: 1>0eu<0

PaRrTE I: Particao de Markov

Como u < 0, hd uma reflexdo na autodirecdo de y. Se considerarmos o dominio
fundamental construido na secao anterior, entdo P(ac) ndo estd mais contido em ac. Para
resolver essa problema, sendo v, o autovetor unitdrio de 4 com a mesma orientacio de d,
vamos transladar o dominio fundamental na dire¢ao de ¢, por pv, para p <0 até€ que essa
propriedade seja valida. Mais especificamente, p < 0 é escolhido tal que P(d + PVu) =pvy. A
existéncia de p € garantida por continuidade, mas como precisaremos estimar seu valor vamos
calculd-lo diretamente. Denotando o comprimento do segmento ad por |ad|, o vetor d + PVyu
tem comprimento |ad| + p e portanto P(d + pV,) tem comprimento | u|(lad|+p). Assim, p é

definido pela igualdade

= lul | =
lul(lad|+p)=—p — p=-—"+lad|.
L+ [u|

Relembre do caso 1 que se x é o comprimento do segmento ab entdo |u| - |ad| < x. Da igualdade
acima, segue que |p|(1+|u|) < x e em particular obtemos que |p| < x, de modo que a imagem do
segmento ab pela transla¢do contém a origem. Mantendo a mesma notag@o da secao anterior para
os pontos do dominio fundamental transladado, concluimos que a configura¢do de tal dominio

fundamental é dada pela figura 27. Relembre que, por defini¢io, temos Pd = a.
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Figura 27 — Dominio fundamental transladado na direcdo de ¢,,.

X ;(0._1)+ PV
|
r & -5
d d B,

fn-l,n PV ) o T
- I

A

] @07 PVyu

A

(10) + pVy

Fonte: (ADLER, 1998), p. 48.

Vamos mostrar que R = {R, R>} é uma parti¢do de Markov para . Como na se¢do
anterior, devemos provar que ¥ (dyR) C dyR e ¢y~ (dxR) € 0yR. A prova dessas inclusdes é
mais complicada, pois a ndo € mais um ponto fixo de P, mas ainda temos dgR =cb’ e dyR = ad.
Pela defini¢do de p, temos P(ad) C ad e portanto ¢ (dyR) C dy‘R. Para a outra inclusio, escreva

Pd* =a, isto é,

_ — 1 p-r
a=Pd" =Pd+P =a+
-1 q-—s
¢ um transladado de a. Defina também
- —r -r
b=>b"+ P e c=c+ P ,
q-—=s q-—=s

que sdo os transladados de b’ e ¢ respectivamente pela mesma translacio, veja a figura 28.
Observe que b,ce Kf. A inclusio ¢~ (0ygR) C IR seguird uma vez que mostrarmos que

P(cb’) D éb. Para isso, comparamos tamanhos. Sejam x = |d*b’| = |ca| e y = |ab’| = |ed*|.
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Sabemos do caso 1 que Ax > y, pois nesse caso P(ﬁg) cruza um transladado de R,. Similarmente,
H

Ay = x. Como A > 0, Pc é o ponto sobre a semirreta ac que dista Ay de a, e portanto P(ac) D ac.

= —~

De modo andlogo, Pb’ € o ponto sobre a semirreta ab que dista Ax de a, e portanto P(ab’) D ab.

Assim, P(cb’) o éb.

Figura 28 — Os pontos c, ZT,E sdo transladados de ¢, a, b’ respectivamente, com a = P(d*).

Fonte: elaborada pelo autor.

ParrtE II: Grafo orientado

Enunciamos a versao do Lema 6 para o caso 2: enquanto a primeira parte ¢ uma

versdo transladada, a segunda parte permanece a mesma. Escreva pv, = (xo, o).

Lema 7. Denote por a;; o niimero de paralelogramos disjuntos na intersecgdo ¥ (R;) N R;. Entdo

a;1 = nimero de retas verticais x —xo = 0,x —xg = 1,... que intersectam P(R;)

a;p = ntimero de retas horizontais y —yo =1,y —yo =2, ... que intersectam P(R:)

Em particular:

ay) = coordenada x de P(1,0) = p

coordenada y de P(1,0) = ¢q

ar
a1 = coordenada x de P(0,1) =r

a = coordenada y de P(0,1) =5

Demonstragdo. Como na prova do Lema 6, comecamos identificando os conjuntos P(R))e P(R,).

Iniciamos identificando P(R;). Note que Pd’=P(d*+(0,1)) =Pd*+(r,s) =a+(p,q) =a,um
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transladado inteiro de a. Definindo a = a+ (p +r,q+s), observamos que a,a possuem, em
termos de a, as mesmas defini¢cdes do caso 1. Continuamos essa analogia considerando os

mesmos transladados de b e ¢ (veja a figura 29):

~ -1 _
b:b+p :b’+p €y
q q
-1 _
5:c+p :c’+p e
q q
—~ +r +r—1 ~
b=b+|"" " =pr4|” e (i,
q+s qg+s—1

Como no caso 1, afirmamos que a fronteira vertical de P(ﬁl) estd contida em abUab e a
fronteira vertical de P(R,) estd contida em abuab. Repetindo a notagdo x = |ab| = |c75| = |Zﬁ5|,
a primeira inclusao segue dos seguintes fatos:
o A fronteira vertical esquerda de P(R)) éo segmento de extremos Pa e Pc. O ponto Pc estd
no segmento que une (0,0) e a, logo basta mostrar que Pa estd no segmento que une (0,0)
e b, ou seja, que ||Pal| < |[b]|. Por construgdo, ||Pall = |u|-[lall = ul-|pl e [Ib]l =x—pl.
Relembrando que |p|(1+ |u|) < x, concluimos o requerido.
o A fronteira vertical direita de P(R}) é o segmento de extremos a ¢ Pb’. Como u < 0, Pb’
pertence ao segmento ac. Como o comprimento de P(b’d’) é menor que x, segue que Pb’

pertence ao interior do segmento ab.
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Figura 29 — Representagdo geométrica de P(R;) em azul e P(R,) em rosa.
_ -

a=(0,0)+pv,

Fonte: (ADLER, 1998), p. 51. Modificada pelo autor.

Para a segunda inclusdao, novamente a fronteira vertical esquerda de P(ﬁz) esta
contida na fronteira vertical direita de P(R)), e portanto estd contida em ab. Logo, basta
checarmos que a fronteira vertical direita de P(ﬁz) estd contida em ab. Para isso, € suficiente
mostrar que P(a”) estd abaixo de b em fg e que P(b”) estd acima de a em 6’5 (aqui, usamos que

u < 0 e portanto as ordens de a”,b” e suas imagens sdo diferentes). Vejamos:

+r
o Temos a” =a+(1,1) = pv,+(1,1) e portanto Pa” = ppv, + P estd abaixo de
q+s

P p+r —~ .
b=(x=|p)vu+ em {7, pois up = [u|lp| <x—|pl.
q+S

+r
o Temos b” =b+(1,1) = (x—|p|)v,+(1,1) e portanto Pb"” = pu(x —|p|)v, + P esta
qg+s

. —~ p+r = . - . .
acima de a = pv, + . em £}, pois |p| = lkﬂl' lad| > lL’fbx implica que u(x—|p|) > p.
g+s

Identificados os conjuntos P(R,) e P(R>), procedemos agora a prova do lema. Aqui,
€ essencial relembrar o seguinte fato observado no caso 1: P(ﬁl) e P(Ez) ambos terminam
em transladados de R,. Desse modo, podemos provar uma versao transladada do Lema 6:
P(El) N (El +(m,n)) # 0 se e somente se P(El) N{x—xo=m}+#0e P(ﬁl) N (E2+ (m,n)) #0
se e somente se P(R;) N{y—yo=n} # 0. Concluimos assim que:

o P(ﬁl) intersecta as retas verticais x —xo=0,x—xg=1,...,x—xg=p—1, logo a;; = p.

o P(ﬁz) intersecta as retas verticais x —xo = p,x—xo=p+1,...,x—xo=p+r—1, logo
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ar| =r.

o P(R)) intersecta as retas horizontais y=yo=1,y-y0=2,...,y—yo=¢q,logoapp =gq.

o P(R,) intersecta as retas verticais y—yo=q+1,y—=y0=q+2,....,y— Y0 =q+5, logo
an =s.

Isso conclui a prova do lema. O

Aqui, tomamos a liberdade para apontar um erro em (ADLER, 1998, pp. 50), onde é
dito que P(R;) N{x—xo=m} # 0 se e somente se P(R;) N{x=m} # 0 e que P(R;) N{y—yo =
n} # () se e somente se P(E) N{y =n} # 0. Nenhuma das afirmacdes é verdadeira:

o Embora P(R;) intersecte x = p, P(R}) ndo intersecta x —xq = p.
o Embora P(R)) intersecte y — yo = ¢, P(R;) ndo intersecta y = ¢ (basta observar que Pb’

estd abaixo dareta y = g).
433 Caso3: 1<0eu<0

Como ja explicamos, a parti¢do de Markov € obtida aplicando a involucdo ¢ a parti¢do

obtida no caso 1. Por completude, vamos enunciar os resultados.
ParTE I: Particdo de Markov

A figura abaixo mostra o0 dominio fundamental obtido no caso 1 e sua reflexdo por
—Id, que se divide em dois paralelogramos Ri, R, cuja projecdo em T2 é uma particio de Markov

R ={R1,R,} para .
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Figura 30 — Dominio fundamental no caso I e sua reflexao.

Fonte: elaborada pelo autor.

ParrtE II: Grafo orientado

Lema 8. Denote por a;;j o niimero de paralelogramos disjuntos na intersecgdo ¥ (R;) "R ;. Entdo

a;1 = numero de retas verticais x =0,x = —1,... que intersectam P(R;)

ajp = nimero de retas horizontais y = —1,y = =2,... que intersectam P(E).
Em particular:

ai| = coordenada x de P(1,0) =p

aip = coordenada y de P(1,0) =g¢q

az| = coordenada x de P(0,1) =r

ayy = coordenada y de P(0,1) =

434 Caso4: 1<0eu>0

A particdao de Markov € obtida aplicando a involugao ¢ a parti¢ao obtida no caso 3.

ParTE I: Particdo de Markov



59

A figura abaixo mostra o dominio fundamental obtido no caso 3 e sua reflexdo por
—Id, que se divide em dois paralelogramos Ri,R> cuja projecio em T2 é uma parti¢io de Markov

R ={R|,R,} para y.

Figura 31 — Dominio fundamental no caso 3 e sua reflexao.

Fonte: elaborada pelo autor.

ParrtE II: Grafo orientado

Lema 9. Denote por a;; o niimero de paralelogramos disjuntos na intersecgdo ¥ (R;) N R;. Entdo

a;1 = numero de retas verticais x —xo = 0,x —xo = —1,... que intersectam P(R;)

ap = niimero de retas horizontais y —yo = —1,y —yo = —2,... que intersectam P(ﬁ[).

Em particular:

ai] = coordenada x de P(1,0) =p
aip = coordenada y de P(1,0) =g¢q
az) = coordenada x de P(0,1) =r

ay = coordenada y de P(0,1) =s

Concluimos, assim, a prova do Teorema 6. Consequentemente, segue do Teorema 3

que R € particdo de Markov para ¢.
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4.4 Refinamento de R

Na secdo anterior, construimos uma particdo de Markov R = {R|,R,} para o
automorfismo ¢. Nessa secdo, mostramos como essa particdo pode ser refinada, de modo a evitar
a existéncia de multiplas arestas entre dois vértices do grafo orientado. Isso vai ser importante
tanto para poder definir caminhos no grafo orientado por meio dos vértices visitados, quanto para
poder definir, na préxima sec¢do, a codificagdo . O mais simples a ser feito, de modo a manter
a conexidade de cada paralelogramo da particdo, € considerar a familia formada por todas as

componentes conexas dos conjuntos conjuntos R; N ¢“R 71,7 =1,2. Chame essa familia de R".

Proposicao 4. A familia R* é uma particdo de Markov para ¢.

z

Demonstragcdo. Afirmamos que R* é uma particao topoldgica com a fronteira satisfazendo a
propriedade M. Uma vez provado isso, o resultado seguird pelo Teorema 3. Como ¢ € induzida por
uma transformacao linear e a fronteira de R € formada por segmentos paralelos as autodirecdes,
¢~ '(R;) é obtido a partir de R; expandindo 1/u na direcio de v u € contraindo 1/4 na direcdo de
v,, € 0 mesmo vale para ¢~ (R,). Em particular, cada um desses conjuntos é um paralelogramo
com fronteira paralela as autodire¢des, € 0 mesmo ocorre para os elementos de R*. Ademais, R*
satisfaz as condicOes da Definicdo 16, o que fica claro da geometria das construcdes exploradas
na secao anterior.

Agora provamos que R* satisfaz a Definicdo 20. A propriedade (i) é 6bvia, e as
propriedades (ii)—(iii) valem porque, assim como R, a particdo R* € formada por paralelogramos
com fronteira paralela as autodirecdes. Resta checar (iv)—(v). Para isso, identificamos a fronteira

de R*. Usando que R possui a fronteira satisfazendo a propriedade M, temos que

OgR* = OgR U ¢~ [0gR] = OuR
HR* =0yRU™ [yR] = ¢~ [OyR]
e portanto
¢~ [0uR*] = ¢7' [0nR] C OyR = IuR*
[OyR*] = yR c ¢~ [OyR] = yR*.

Notando que essa nova particado também preserva alinhamentos pela linearidade, concluimos a

prova da proposicao. m|
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4.5 Cadeia topolégica de Markov associada a ¢

Com os resultados das secdes anteriores em maos, vamos codificar a dinamica de ¢
por meio de uma cadeia topolégica de Markov. Mais especificamente, seja R* = {R{,R2,..., Ry}
a particdo de Markov construida na sec¢do anterior, seja G = (V, E) o grafo orientado onde V = R*
eE={R,—> R;:R;N (/)"Rj # 0}, e seja o espago simbolico bilateral definido por G. Note
que X é compacto (basta mostrar que € fechado, o que segue de um argumento simples com

sequéncias de elementos de X). Defina a aplicagdo 7 : = — T por

0=\ o,

n=0k=-n
onde a=(...,a_p,a_1;ap,a1,a,...) € X. No que segue, mostraremos que 7 estd bem definida
e de que modo ela se relaciona com ¢.
Para mostrar que 7 estd bem definida, come¢amos mostrando que a interse¢ao no

lado direito consiste de um tnico elemento. Para isso, vamos mostrar que as interse¢oes

S, = ﬂ ¢ FR,,
k=—n

sao paralelogramos fechados (logo compactos) com didmtero convergindo a zero. Uma vez
provado isso, obtemos que {S,} ) € uma sequéncia encaixada de compactos ndo vazios com
didmetros convergindo a zero. Pelo teorema de interse¢do de Cantor, a interse¢ao ﬁ S, consiste
de um tnico elemento. J4 sabemos que, como cada elemento de R* € um paralenlzc;)gramo com
lados paralelos as autodirecdes de ¢, ¢~ (R;) é obtido a partir de R; expandindo 1/u na direcio
de v, e contraindo 1/4 na dire¢do de v,. Em particular, (;S_IRC,1 intersecta R,, ao longo de
uma unica faixa aberta vertical (a faixa € tnica porque o grafo associado a R* ndo possui
arestas multiplas), ou seja, F; = R,, N gb‘lRa1 ¢ uma faixa vertical de Ryp. De modo andlogo,
¢~>R,, intersecta ¢! R,, ao longo de uma dnica faixa aberta vertical, e portanto a intersegao
F, =R, N ¢_1Ra1 N (;S_ZRa2 ¢ uma faixa aberta vertical de Ry, mais fina do que F;. Veja a
Figura 32. Por induc?o, a sequéncia {F,},»| definida por F,, = R,,N¢ 'R, N---Np"R,, é

uma familia de faixas abertas verticais de Ry tal que a largura de F,4+; € 1/|1| = |u| vezes menor

que a largura de F,,, para todo n > 0.
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Figura 32 — Faixas verticais envolvidas na defini¢ao de 7.

Fonte: elaborada pelo autor.

De modo similar, R, , intersecta R,, ao longo de uma tnica faixa aberta horizontal,
isto &, F_; = $R,_, N R,, é uma faixa aberta horizontal de Ry; F, = R;yN¢~' Ry, Np~>R,, é uma
faixa aberta horizontal de Ry mais fina do que F;. Por inducdo, a sequéncia {F, },<o dada por
F,=¢"R, ,N---NoR, , NR,, é uma familia de faixas abertas horizontais de Ry tal que a altura

de F,_; é |u| vezes menor que a largura de F},, para todo n > 0. Veja a Figura 33.

Figura 33 — Faixas verticais e horizontais envolvidas na defini¢do de 7.

Fonte: elaborada pelo autor.

Dessa forma, S, = F_, N F,, € um paralelogramo fechado, onde as dimensdes de S,+1 sdo |u|

vezes menores que as dimensdes de S, veja a Figura 34.
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Figura 34 — Os paralelogramos Sy, S, 5> destacados em azul.

(Z)QR-T—Q

Fonte: elaborada pelo autor.

7z

n
Isso mostra que o refinamento \/ ¢ *R* = ¢"R*V---VR* V.-V ¢ "R* é uma
k=—n
particdo cujos dtomos possuem didmetros exponencialmente pequenos em n. Em particular, 7

esta bem definida.

Afirmamos que ¢ o = oo, ou seja, o diagrama abaixo comuta:

ZL)Z

TZ ) TZ

¢
De fato,
b(x(a) = ¢(ﬂ () ¢7*Ra
n=0 k=—n
= m ¢( ﬂ ¢ Ry, (pois ¢ € injetiva)
n=0 =—n
= m é ( ﬂ ¢ KRy, (pois ¢ € homeomorfismo)
n=0 k=—n
= ﬂ ¢~k+1R, (pois ¢ € injetiva)
n=0 k=—n
o n-1
= ¢ Ry (fazendo [ = k — 1)
n=0 k=—n-1
o n-l1
C ﬂ ﬂ ¢_kRak+1
n=0 k=—n+1

=n(o(a)).
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Vale notar, entretanto, que 7 nao € injetiva. Por exemplo, (0,0) € T2 estd na fronteira de dois
elementos de R*, e isso implica que existe mais de uma sequéncia a € £ que codifica (0,0).
Veremos na Secdo 5.2.5 que n € injetiva fora da fronteira e de seus iterados. Note também que
n € continua e sobrejetora. Uma ideia da continuidade pode ser vista na Figura 34: se duas
sequéncias estdo préximas, entdo compartilham um bloco inicial de, digamos, tamanho /. Entao
os pontos que eles codificam estdo em ﬂiz_ 9% R, , cujo didmetro, como vimos, vai pra zero
conforme [ — oco. Ou seja, quao mais proximos sao essas sequéncias, maior € / e menor € o
diametro de ﬂfp_ 9% R, . Por conseguinte, os pontos codificados estdo mais préximos.

Para a sobrejetividade, notemos que \n/ #*R, m < n, é também uma parti¢io topoldgica.

m

Existe entdo um conjunto nela cujo fecho contém p, digamos (", #~% R, . Mostramos a seguir
que, no refinamento \/:;l»,+—11 ¢’“R, os elementos da forma ﬂ:’;_ll ¢‘k R;.,ondety = s param < k <n,
compdem uma subfamilia que é uma parti¢do topoldgica de (), =¥ R;,. Vé-se facilmente que a
particao \/ﬁ_ll ¢* R satisfaz as condigdes (i) e (ii) da defini¢io de particio topolégica. Para ver
que a condicdo (iii) segue, basta observar que

n+1 n

U (e Re=[)o7R,

0<t;-1<N-1m-1
0<t,+1<N-1
tk=Sk.m<k<n

e que o fecho da unido € a unido dos fechos. Assim, podemos escolher por indugdo os conjuntos

Ry, da seguinte forma. Tendo especificado os conjuntos R;_, ,...,R;, tais que p € (", ¢~ ¥Ry,
podemos encontrar conjuntos R;_, | e R;, ,, tais que
n+l

JZS ﬂ ¢’_kRsk~

—-n—1

Portanto, existe uma sequéncia (Rj, )xez de conjuntos em R tal que
(o] n
pE ﬂ ﬂ ¢ Ry, .
n=0 —n
4.6 Exemplo: cat map
Como ilustracdo do Teorema 6, vamos construir o dominio fundamental e parti¢ao

de Markov para o cat map. Relembre da Seciio 3.3 que o cat map & o automorfismo ¢ : T? — T?

induzido pela matriz



65

Temos tr(A) =3 > 2 e portanto A € hiperbdlica. Ademais, p =2 e g =r =s = 1. Vamos calcular
os autovalores e autovetores de A. O polindmio caracteristico de A é igual a p(1) =12 =31 +1,

logo os autovalores sdo A; = % edr=

_3_2‘/3- Repare que 1; > 1 e 0 < A» < 1. Para identificar

as autodirec¢des, observe que

2-2 I ||x 0 2-D)x+y=0
—
1 1-2]|y 0 x+(1-2)y=0

Assim, ( 1, %) e (— 1, 1+T\/§) sdo autovetores de A1 e A,, respectivamente. Aplicando a constru¢ao

do caso 1 da Seciio 4.3, obtemos a seguinte cobertura de R? por dominios fundamentais:

Figura 35 — Os autovetores do Catmap

o 2 >\/

0.0)

Fonte: elaborada pelo autor.

A imagem do dominio fundamental que contém o segmento vertical {0} x (0,1) € igual ao

poligono rosa na figura abaixo:

Figura 36 — A imagem do dominio fundamental

Fonte: elaborada pelo autor.

Abaixo, destacamos A(R)) e A(R5) com cores distintas.
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Figura 37 — A(El) em verde, e A(Ez) em vermelho.

% $

\~
\

Fonte: elaborada pelo autor.

Por fim, as imagens ¢(R;) e ¢#(R,) podem ser representadas no dominio fundamental por:

Figura 38 — ¢(R;) e ¢(R;) desenhados no dominio fundamental. Os segmentos em preto formam
oR.

Fonte: elaborada pelo autor.

Repare que:
o A(R;) intersecta exatamente dois transladados de Ry, e as duas retas verticais x =0 e x = 1.
o A(Ez) intersecta apenas um transladado de Ri,e apenas a reta vertical x = 2.
) A(ﬁ 1) intersecta apenas um transladado de Ry, e apenas a reta horizontal y = 1.

o A(R») intersecta apenas um transladado de Ry e apenas a reta horizontal y = 2.

Podemos também ver as imagens desses retingulos por ¢~
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Figura 39 — Imagens por ¢'1
/ \ /\ \ \
| Yo v
v >/ _ 4 \//

< <
/\ vl AV
p /, L

< < <
Fonte: elaborada pelo autor.

Em T2, isto nos d4:

Figura 40 — Imagens projetadas no toro

Fonte: elaborada pelo autor.

Por fim, aplicando a Proposi¢ao 4, obtemos uma nova parti¢io de Markov com cinco

elementos:

Figura 41 — Nova particao de Markov

Fonte: elaborada pelo autor.

Vale observar que a construcdo de particdes de Markov para automorfismos do toro
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em dimensdo maior que 2 € mais complicada. Por exemplo, em dimensao 3, Bowen mostrou que
a fronteira dos elementos de uma particdo de Markov € necessariamente fractal. Ver (BOWEN,

1978).
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5 APLICACOES

Neste capitulo, utilizaremos os resultados do capitulo 4 para obter duas propriedades
sobre automorfismos lineares do toro. A primeira calcula sua entropia com respeito a medida de
Lebesgue, e a segunda estima sua quantidade de pontos periddicos.

E importante ressaltar um aspecto histérico dessa discussdo, que motivou a introdugio
do conceito de entropia em sistemas dinamicos e teoria ergodica. Durante a década de 1950, a
teoria ergddica era uma drea muito nova, com diversas interagcdes com a probabilidade, e um
dos grandes expoentes dessas duas dreas era o matematico soviético Andrei Kolmogorov. Uma
das perguntas da época consistia em classificar (ou pelo menos distinguir) sistemas do ponto de
vista de teoria da medida (essa € a nocdo de similaridade métrica que serd definida nas proximas
secdes), e esperava-se que os sistemas definidos a partir da teoria da probabilidade ndo eram
metricamente similares aqueles definidos por equagdes diferenciais (que chamaremos de sistemas
deterministicos). Baseado nessa distin¢cdo e motivado por conceitos da teoria da informacao,
Kolmogorov deu a primeira definicdo de entropia, que se aplicava para sistemas probabilisticos.
Posteriormente, Sinai deu uma definicao dinadmica, que estende a definicao de Kolmogorov e
também pode ser usada para sistemas deterministicos. Essa € a definicdo que daremos na préxima
secdo, que hoje em dia € conhecida como entropia métrica ou entropia de Kolmogorov-Sinai.

A crencga da época era que os sistemas probabilisticos tinham entropia positiva,
enquanto os sistemas deterministicos tinham entropia zero. Em particular, automorfismos
lineares do toro deveriam ter entropia zero. Na contramao dessa intui¢do, Sinal mostrou que os
automorfismos lineares hiperbdlicos t€ém entropia positiva! A teoria de particoes de Markov,
desenvolvida alguns anos apds a introdugdo de entropia, mostra ainda mais: além de terem
entropia positiva, automorfismos lineares hiperbdlicos do toro também sao metricamente similares
a sistemas probabilisticos. Em particular, do ponto de vista de teoria da medida, ndo hé distingdao

entre sistemas probabilisticos e deterministicos.

5.1 Entropia

A entropia pode ser entendida como uma medida de complexidade de sistemas.
Existem varios tipos de entropia. Comegaremos nosso estudo fornecendo uma defini¢do de
particao mais adequada a espagos de medida. Seja (X, M, u) um espacgo de probabilidade de

Lebesgue. Comecamos com uma série de definicdes. No que segue, escrevemos “modulo
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zero"sempre que a igualdade for verdadeira a menos de um conjunto de medida nula.

Definicao 21 (Particdo). Uma parti¢ao de X = (X, M, i) é uma colecao A C M de conjuntos
disjuntos que cobrem X modulo zero. Cada elemento A € A é chamado um atomo de A.
Dizemos que A é finita se possuir finitos dtomos, e enumeravel se possuir uma quantidade

enumeravel de dtomos.

Compare a definicao acima com a Defini¢do 2. No que segue, A e B sdo particdes

de X.

Definicao 22 (Refinamento). Dizemos que B é um refinamento de A ou que B é mais fina que
A se todo atomo de A é igual a unido de atomos de B modulo zero. Nesse caso, escrevemos

A < B e dizemos também que A é mais grosseira que B.

Definicao 23 (Soma de parti¢des). A soma de A e B é a particdo AVB={ANB:AcAeBe
B}.

Definicao 24 (Independéncia). Dizemos que A,B € M sdo independentes se u(ANB) =
u(A)u(B), e que as particées A, B sdo independentes se A, B sdo independentes para todos
AcAeBeB.

Definicio 25 (Funcido informacdo). A funcdo informacdo de A é a fungdo 1, : A — [0, 0]
definida por 1,(A) = —logu(A), com a convengdo de que —log0 = co. A informagio de A é
definida por
1,(A) = Z I,(A) = - Z log (A).
AeA AeA
A intuicdo dessa defini¢do € a seguinte: /,(A) mede a incerteza da proposi¢do

“x € A”. Existem algumas justificativas para definir /,, a partir da fun¢ao logaritmo. De fato, I,
como acima € unicamente determinada (a menos de multiplos) pelas quatro propriedades abaixo:

o I, >0: de fato, —log : [0,1] — [0, c0].

o Se A C Bentdo I,(A) > 1,(B): de fato, —log : [0,1] — [0, 0] € decrescente.

o Se A, B sdo independentes entdo I,(ANB) =1,(A)+1,(B): de fato,

1,(ANB) = ~log (AN B) = ~log[u(A)u(B)] = ~log u(A) ~log (B) = I,(A) + L (B).

o Se u(A)=1entdo I,,(A) =0: isso € 6bvio.
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Finalmente, definimos a entropia de uma particdao. A partir de agora, assumimos que A € finita

ou enumerdavel, e usamos a convenc¢do de que Olog0 = 0.

Defini¢iio 26 (Entropia de particdo). A entropiade A édefinidapor H,(A)=— . u(A)logu(A).
AeA

Dizemos que A tem entropia finita se H,(A) < oo.

Intuitivamente, a entropia mede o grau de incerteza que a parti¢cao possui: quanto
maior a entropia, mais dificil é saber a qual 4&tomo um elemento qualquer x € X pertence.
Algumas propriedades da entropia sdo as seguintes:

o H,(A)>0.
o Se A < Bentdo H,(A) < H,(B).
o H,(AVSB)<H,(A)+H,(B), comigualdade se e s6 se A, B sdo independentes.

Vejamos alguns exemplos. Considere o espaco de probabilidade ([0, 1], B, 1), onde
B e u sdo a sigma-dlgebra de Borel e a medida de Lebesgue restritas ao intervalo [0,1],

respectivamente. Dado p € [0, 1), considere a particdo A, = {[0, p], [p,1]}. Temos

Hy(Ap) =—ul0,pllogul0, p] —u[p,1]logulp,1] = —plogp — (1-p)log(1-p).

Repare que se p # 0,5, entdo algum dtomo de A, possui medida maior que 0,5. Portanto, se
tivéssemos que apostar em qual dtomo de A, um elemento qualquer x € [0, 1] estd, podemos
apostar nesse dtomo de maior medida e teremos uma chance de acerto maior de 50%. Por outro
lado, se p = 0,5, independente da escolha teremos 50% de chance de acerto. Isso mostra que
a incerteza associada a Ay 5 € maior que aquela associada a A, para p # 0,5. Essa heuristica
pode ser vista notando que, dentre todos as parti¢des A, a que maximiza a entropia € Ao 5. Para

provar isso, basta derivar a funcdo p +— H,(A,):

5 [=plogp—(1-p)log(1-p)] =log(1-p) ~logp.

Assim, p — H,(A,) possui um tnico maximo em p = 0,5. Veja também seu gréifico na figura

abaixo.
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Figura 42 — Gréfico da fungdo p € [0,1] — —plogp — (1 —p)log(1—p).
07
0.6
05
04
0:3

02

Fonte: elaborada pelo autor.

Seja agora ¢ : X — X uma transformacao mensurdvel em um espaco de probabilidade
X = (X, M, ). Dizemos que ¢ preserva u ou que ¢ é uma medida ¢—invariante se u(¢~'A) =
u(A) para todo A € M. No que segue, utilizaremos as notagdes ¢ : X — X ou (X, ¢) para
representar os objetos X e ¢.

Seja A uma partigdo finita de X. Paracadan > 0,seja¢p " A={¢p7"A: A € A}, que

¢ também uma particado finita de X. Considere também a parti¢ao
A=AV LAV v A

Um atomo de A" representa o conjunto de pontos de X que visitam os mesmos dtomos de A ,

do iterado zero até o iterado n — 1.

Definicao 27 (Entropia de transformacao com respeito a parti¢do). A entropia de ¢ com respeito

a partigdo A é definida por
H, (A"
hu(¢,A) := lim Hu(AT),
n—oo n

A entropia h, (¢, A) mede o crescimento de incerteza da parti¢do A por iteragdes
de ¢.
Definicao 28 (Entropia de transformacdo). A entropia de ¢ é definida

hu(¢) = Sup hu(¢,A),
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onde o supremo é tomado sobre todas as particoes finitas.

De fato, o supremo acima tem o mesmo valor se considerarmos todas as particoes
(finitas e enumerdaveis) de entropia finita. Terminamos essa se¢do mencionando um importante

resultado que permite calcular a entropia a partir de uma tnica parti¢ao.

Definicao 29. Uma particdo A é chamada geradora para ¢ se \/ ¢ " A= M.

n=—oo

Teorema 7 (Kolmogorov-Sinai). Se A é parti¢do geradora para ¢, entdo h,(¢) = h,(p, A).

5.2 Similaridade métrica entre automorfismos lineares hiperbélicos de T e shifts de

Markov

A ideia desta secao € utilizar particdes de Markov para mostrar como calcular,
efetivamente, a entropia de automorfismos lineares hiperbdlicos de T2. Veremos que esses
sistemas deterministicos sdo indistinguiveis, do ponto de vista da teoria da medida, de sistemas
probabilisticos. Para isso, vamos introduzir a nocdo de similaridade métrica entre duas
transformacdes (X, @) e (X', ¢") que preservam medida, e mostraremos os seguintes fatos:

o Similaridade métrica preserva entropia.
o Automorfismos lineares hiperbélicos de T? sdo metricamente similares a shifts de Markov.

o A entropia de shifts de Markov € calculavel.
5.2.1 Similaridade métrica

Sejam X = (X, B,u) e X' = (X', B’, ) espagos de probabilidade. Dizemos que uma
transformacao mensurdvel 6 : X — X’ preserva medida se 6.u = y’, onde 6.u é o push-forward
da medida y por 6, definido pela igualdade (6,u)(A’) = u(0~'A’) para todo A’ € B’. Sejam

(X, 9) e (X', ¢") duas transformagdes mensuraveis que preservam medida.

Defini¢ao 30 (Similaridade métrica). Dizemos que (X, ¢) e (X', ¢") sdo metricamente similares
se existirem conjuntos Xo C X e X; C X’ de medida nula e uma bijecdo mensuravel 6 : X \ Xo —

X'\ X tal que 0o =¢' 00 e (0.p)(A") = u’'(A’) para todo A’ C X"\ X mensuravel.
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A igualdade 0o ¢ = ¢’ 0 4 significa dizer que o diagrama abaixo comuta:

Em termos praticos, a similaridade métrica € usualmente provada em dois passos:
1. Existe uma transformac¢ao mensurdvel sobrejetiva que preserva medida e tal que fo ¢ =
¢ 0b.
2. O conjunto Xj C X’ onde ¢ ndo € injetiva possui medida nula.

Nesse caso, 0 conjunto mensurdvel Xg := 67! (X{)) também possui medida nula.

Proposicao 5. Sejam (X, ¢) e (X', @) metricamente similares.
(@) Se A’ é uma parti¢do de X' e A =0~ A’, entdo hy(¢, A) =hy (¢, A).
(0) hu(¢) = hy ().

Demonstragdo. (a) Para cada n > 0, temos
Hy( A" == ) p(A)logu(A) == > u(@'A")logu(6™'A)
AeA" Ale(AN"

=— ) W(A)logu'(A") = Hy (A",
A’e(AH)"

onde na terceira passagem usamos que 6 preserva medida. Assim,

h#((p,ﬂ) = nh_)ngom = nh_{gow — hw((ﬁ',ﬂ’).
(b) Temos hy,(¢) = s;[p hy (¢, A) = S;P hy (¢, A") = hy (¢). =

5.2.2 Osistema (T2, By, 4, ¢)

Nesta e na proxima se¢ao descreveremos em detalhes os sistemas que mostraremos a
similaridade métrica. Comecamos com o automorfismo linear hiperbélico de T2. Considere uma

matriz hiperbdlica e ¢ seu automorfismo induzido.

Definicao 31 (Sigma-dlgebra em T?). Seja By a sigma-dlgebra de Borel em T2, isto é, By é a

sigma-dlgebra gerada pelos abertos de T?.
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Agora, poremos uma medida em T2. Relembre que proj : R — T2 é a projegio
candnica da relagio de equivaléncia. Seja D um dominio fundamental de T2, e seja Leb a medida

de Lebesgue em R?.

Definiciio 32 (Medida de Haar ou Lebesgue em T?). A medida de Haar ou Lebesgue em T? é a
medida de probabilidade u definida pela igualdade

u(A) =Leb(proj ' AN D)
para todo A € Byo.

A medida assim definida de fato € uma medida de Haar. As defini¢cdes pertinentes e

a demonstracdo deste fato estdo no Apéndice, Se¢do 5.4.
5.2.3 Osistema (Z,By, mp,0)

Vamos agora descrever o sistema simbdlico, incluindo a medida que consideraremos,
chamada de medida de Parry e denotada por mp. No que segue, denotaremos a sigma-algebra
gerada por uma familia de conjuntos # por B(F). Por se tratar de um tema nao usual em
programas de mestrado, daremos todos os detalhes. Seja (X,0) uma cadeia topoldgica de

Markov, com ¥ c {1,2,..., N}%. Relembre que X é um espaco métrico compacto.

Definicao 33 (Sigma-dlgebra em X). Seja By, a sigma-dlgebra de Borel em Z, isto é, By é a

sigma-algebra gerada pelos abertos de X.

Seja Cil a familia de todos os cilindros da forma C_, ,(a_,,...,a,) para qualquer
n >0, e seja

A={Co,0(1),Co0(2),...,Coo(N)}

a particdo de X nos cilindros na posicdo zero. Considere a sigma-algebra B(A), igual a menor
sigma-algebra contendo a unido |J o*(A). Afirmamos que By = B(A) = B(Cil). Mostraremos
isso por meio das inclusdes By kDEZQS(\?() D B(Cil) D By:

o By D B(A): pelo Lema 1, cada elemento de ‘A é uma bola aberta.

o B(A) > B(Cil): como o*(A) é o conjunto dos cilindros na posicio k, intersecdes

A_,N---NA, com A € o¥(A) sdo exatamente os cilindros da forma C_pnla—y,....ap).

Assim, B(A) > B(Cil).
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o B(Cil) > By: pelo Lema 1, todo aberto na topologia da métrica pode ser escrito como

a unido arbitraria de elementos de Cil. Por ser um espaco métrico compacto, X €

completamente separdvel (isto €, sua topologia possui uma base enumeravel - em inglés,

um espaco com essa propriedade é chamado de “second countable”) e dai o teorema

de Lindelof se aplica. Em particular, todo aberto de X € igual a unido enumerdvel de
elementos de Cil e portanto pertence a B(Cil). Isso mostra que B(Cil) D By.

Agora vamos definir a medida de probabilidade mp. Nosso plano € definir uma

familia de medidas, chamadas medidas de Markov, e escolher dentre elas uma medida especifica,

chamada medida de Parry. Os detalhes da construc¢ao se encontram na Se¢ao 5.4 do Apéndice.

Definicao 34 (Matriz de probabilidade em ). Uma matriz de probabilidade em X é uma matriz
T = (T;,j)nxn tal que:
o T; ;> 0paratodos 1 <i,j <N.

o SeT;; >0, entdo (i, ]) é uma palavra em %, veja a Definigdo 10.
o 'IZV:l T;j=1paratodo 1 <i <N, isto é, a soma das entradas de cada linha é igual a 1.
j=
Definicao 35 (Vetor de probabilidade para T'). Dada uma matriz de probabilidade T em X,
dizemos que um vetor linha v = (vy,...,vy) é um vetor de probabilidade para T se:
o v;>0paratodo1 <i<N.
o sz: vi=1
i=1

o vI =w.

Definicao 36 (Medida de Markov). Seja T uma matriz de probabilidade em X, e seja v um vetor
linha de probabilidade para T. A medida de Markov gerada por T,v é a medida de probabilidade
definida em Cil pela igualdade

n—1
m [C—n,n(a—na ce ,an)] =Va_, n Tak,akH .

k=—n
Ressaltamos que a mesma defini¢do pode ser feita em shifts unilaterais, tomando

n—1

m[CO,n(aO’ cees an)] =V, n Tak,ak+1 .
k=0

A Secdo 5.4 fornece todos os detalhes da boa-defini¢ao da medida de Markov. No que segue,

mostramos que m ¢ invariante por o~. Dado um cilindro C =C_,, ,(a,,...,a,), temos

O-_I(C) = C—n+1,n+1 (a—na---’an) = U C—(n+1),n+l(i’j9a—n,---,an)
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e dai

n-1 n—1
m[o-_l(c)] = Z ViTi,jTj,a_n 1—[ Tak,ak+1 = Z ViTi,jTj,a_n 1—[ Tak,ak+]‘

i,je{l,...N} k=—n i.je{l,....N} k=—n

A soma > viTi jT}q_, € 1gual a a_,—~€sima entrada do vetor linha vI?=v,ou seja, € igual
i.je{l,....N}
av, . Assim,

n—1
mle™ (O] =va, | | Tuvaea =mICl.
k=-n

Agora, especificamos a constru¢cao acima para definir a medida mp. De agora em
diante, assumimos que a matriz de transi¢do (A;;) que define X € irredutivel, veja a Definic@o 6.

Precisamos do seguinte resultado.

Teorema 8 (Perron-Frobenius). Se A é uma matriz de transicdo irredutivel, entdo A possui um
autovalor A > 0 tal que:
(a) A é um autovalor simples de A.
(b) A > |u| para qualquer outro autovalor u de A.
(c) A possui autovetores coluna e linha com todas as entradas positivas, e essa condigcdo
caracteriza A.

O autovalor A é chamado de valor de Perron de A.

De fato, o teorema de Perron-Frobenius vale para matrizes que nao sao de transi¢ao,
veja uma formulacdo mais geral em (KITCHENS, 1998, Theorem 1.3.5). Aplicando o teorema

acima para a matriz de transicdo (A;;) que define X, seja A seu valor de Perron, e sejam w

e u autovetores coluna e linha associados a A, respectivamente. Escreva w = (wq,...,wy)
N
e u=(uy,...,uy). Normalize u de modo que Zw,-u,- =1, e defina v = (vq,...,vy) pondo

i=1
v; = w;u;. Por fim, defina a matriz de probabilidade T = (7} ;)1<;,j<n pondo

wjAij
ij = :
/ /lW,‘

E ficil ver que v é um vetor linha para T, de modo que a préxima definicdo faz sentido.

Definicao 37 (Medida de Parry). A medida de Parry de X é a medida de Markov gerada por T, v.

Denotamos essa medida por mp.
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A defini¢do vale tanto para shifts bilaterais quanto unilaterais. Nos shifts bilaterais,

se (a_p,...,a,) é uma palavra entao
n—1
C _ Warn Aap.ain
mP[ —n,n(a—n’ e aan)] =Wq_,Ug_, 1
k=-n Way
n—1
—w. u rl Wagi —wo U 1 _ (Wa,\ (Ua_,
e O Y AV TN AW
k=—n
Nos shifts unilaterais, se (ao,...,a,) ¢ uma palavra entdo

1 w
mp [CO,n(ao, e ’an)] = Wanuaoﬁ = Ug, (%) .

5.2.4 A aplicacdo m preserva medida

Agora mostraremos que u = I’I’Lpﬂ'_l.

A prova original dada por Adler & Weiss
(ADLER; WEISS, 1967) utiliza uma propriedade importante sobre m p, provada por Parry: mp € a
tinica medida de m4xima entropia. Nessa dissertacio, provaremos a igualdade u = mpr~! de modo
puramente geométrico, sem utilizar que mp maximiza a entropia. Seja R* = {R,R»,...,Ry} a
parti¢do consistindo de N paralelogramos abertos definida na Secdo 4.4. Vimos na Secao 4.5 que
Vi, »~*R* é uma particdo cujos dtomos possuem didmetros exponencialmente pequenos em
n. Portanto, basta checarmos a igualdade u = mpr~! para todos os elementos de Vi d R,
para todo n > 0.

Sejaw = (wq,...,wy) o vetor coluna onde w; é igual ao tamanho do lado paralelo
a £, do paralelogramo R;. Similarmente, seja u = (uy,...,uy) o vetor linha onde u; € igual ao
tamanho do lado paralelo a £, do paralelogramo R;. Noutras palavras, se considerarmos os €ixos
coordenados onde £, € o eixo horizontal e £, € o eixo vertical, entdo w; e u; sdo respectivamente
a largura e a altura do paralelogramo R;. Repare que todas as entradas de w,u sdo positivas.

Seja A = (A, ;) a matriz de transi¢do de X, i.e.

1 ,sepR,NR; #0
Aij=
0 , caso contrario.

Afirmamos que |1| € o autovalor de Perron de A, e que w,u sdo autovetores satisfazendo o
Teorema 8(c). Como as entradas de w,u sdo positivas, basta checarmos as igualdades Aw = |1|w
e uA = |A|lu. Vejamos como provar isso. A n—ésima linha/coluna de A representa as intersecoes

de R, com os demais paralelogramos. Em particular, a i—-ésima entrada do produto Aw esta
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relacionada com os paralelogramos R; que interserctam a imagem ¢R;. Mais especificamente,

(Aw); = Z W

I<j<N
¢7RiﬂRj¢0

€ igual a soma das larguras dos paralelogramos R; que intersectam ¢R;. Pela propriedade de
Markov, essa soma ¢ igual a largura de ¢R;, ou seja, é igual a |[1|w;. Veja a Figura 43. Assim,
(Aw); = |A|w; para todo i e portanto Aw = |A|w.

Figura 43 — A esquerda, o paralelogramo cinza é R;. A direita, cada intersecio ndo-vazia

#R;NR;, tem largura w,. A largura total de ¢R; € [1|w;. A figura representa uma
situagdo em que quatro interse¢des sao nao-vazias.

— %

AW
J1
W s
W '
)
\ )
w

i

Fonte: elaborada pelo autor.

A igualdade uA = |2|u é provada de modo similar. Comece observando que que a
Jj—€sima entrada do produto uA esté relacionada com os paralelogramos R; cuja imagem ¢R;
intersecta R;. Mais especificamente,

(uA)j: Z l/t,'A,'J': Z u;

1<i<N 1<i<N
.;/)RiﬁRj#@

¢ igual a soma das alturas dos paralelogramos R; cuja imagem ¢R; intersecta R;. Agora, repare
que para cada tal R;, a altura de ¢R; € igual a |u|u;. Pela propriedade de Markov, a altura do
paralelogramo R; € igual a soma das alturas dos paralelogramos ¢R; que o intersectam, ou seja:

— _ —
Z |plu; =u; = Z ui—muj—lxuuj.

I<i<N I<i<N
¢RiﬁRj#=0 ¢>Riij;tw

Veja a Figura 44. Assim, (#A); = |A|u; para todo j e portanto uA = |A|u.
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Figura 44 — A esquerda, o paralelogramo cinza € R;. A direita, cada interse¢dao ndo-vazia
#R;, NR; tem altura |u|u;, . A figura representa uma situagio em que seis intersegdes
sd0 ndo-vazias.

| luagy
|y
uj uj
|uluig

Fonte: elaborada pelo autor.

Vamos agora dar um significado geométrica a normalizacdo de u necessdria para

associar y a medida de Parry mp. Se @ € o dngulo entre £, e £, entdo
N N
1 = Area(T?) = Z Area(R;) = Z wiu;sen(a).
i=1 i=1

N
Multiplicando u por sen(«), obtemos que .Z.wiui = 1. Portanto, definindo v = (v1,...,vy) por

=1
v; = w;u;, a medida de Parry mp € igual a medida de Markov gerada por 7',v. Ademais,

U[R;] =vi=mp[Co(7)]

1

e portanto u e mpm~ ' coincidem nos conjuntos de R.

n
Para concluir, precisamos mostrar que a drea de um conjunto da forma () ¢ ¥R, .
k=—n

¢ igual amp|[C_, ,(a—p,...,a,)]. Fixe uma palavra (a_,...,a,) em Z e seja A = ﬁ ¢‘kRak.
Vimos na Secdo 4.5 que € A um paralelogramo, igual a intersecdo de duas faixas déf:ég :

o uma faixa vertical de largura igual a |u|" vezes a largurade R, , e

o uma faixa horizontal de altura igual a |u|" vezes a alturade R, _, .

Assim, esse paralelogramo tem drea igual a

(") (1il"a,) = (TL) (le-;;) = [

Isso conclui a prova da igualdade y = mpr~.

5.2.5 Os sistemas (TZ,BTz,u, ¢) e (£,By,mp,0) sdo metricamente similares

Pelo que ja vimos nas subsecdes anteriores, resta provar que existe um conjunto

Xo € T? com u[Xp] = 0 tal que a restricdo de 7 a £\ 77 (Xy) é uma bijecio sobre T2 \ Xj.
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Vamos investigar quando 7 deixa de ser injetiva. Seja L = proj(£, U£,), um conjunto
com medida de Lebesgue igual a zero. Assuma que x = w[a] = n[b] onde a, b € T sao distintos.

Temos que x € R_aoﬁR_bO. Mais geralmente, como ¢"(x) = n[c"(a)] = n[c"(b)], temos que

P (x) € R_a"ﬂR_bn para todo n € Z. Escolhendo n tal que a, # b,, a intersecdo R,, ﬂR_bn estd
contida em L e portanto ¢"(x) € L. Isso mostra que x pertence ao conjunto
Xo = U ¢"L.
nez

Pela invariancia de u, temos que u[Xo] =0. Isso conclui a prova da similaridade métrica.

5.3 Calculo da entropia de (Z,By,mp,0)

Considere a parti¢ao A = {Co (1), Co,0(2),...,Co0(N)}, introduzida na Se¢do 5.2.3.
Como B(A) =By, A € uma parti¢cdo geradora para ¢, e portanto o Teorema 7 implica que
By () = By (07, A). A partigio A" = AV oAV .- v o™ A é formada pelos cilindros da
forma Cy ,(ao,...,a,). Pela definicdo de mp, existe C > 0 tal que

C—l

C
< -1 Al < —, YVAe A", Vn>0.
e ogmp[A] < o A", Vn

Logo, nlog|1| —logC < —logu(A) < nlog|d|+logC paratodo A € A" e dai

nlog|A|—logC < Hy,,(A") < nlog|d|+logC.

logC<l
n —n

Assim, log || - Hypp (A") < log|A|+ m%c e portanto

Hypp (A"
B (o) = lim e (A7)

n—oo

=log|A1]|.

Pela similaridade métrica, concluimos que h,(¢) =log|d| > 0.

5.4 Contagem de pontos periédicos

Finalizamos esse capitulo apresentando um método para contar pontos periddicos de

automorfismos hiperboélicos do toro. Seja ¢ um tal automorfismo.

Definicdo 38 (Ponto periédico). Dizemos que x € T2 é um ponto fixo de ¢ se ¢(x) = x. Denotamos
o conjunto dos pontos fixos de ¢ por Fix(¢). Dizemos que x é um ponto periddico de ¢ se existe

n > 1 tal que ¢"(x) € Fix(¢). Também denotamos o conjunto de tais pontos por Fix,(¢).
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Relembre que a restricio de 7 a X\ 77'(Xp) é uma bijegdo sobre T?\ Xo, onde
Xo = Upez ¢ "L. Afirmamos que o tnico ponto periédico de ¢ em X, é o ponto fixo 0 € T2,
Para provar essa afirmacao, basta mostrar que 0 € o tnico ponto periddico em L. Para ver isso,
relembre que L = proj(£, U{,) € a proje¢do de duas retas de inclina¢Oes irracionais. Assuma que
x € proj(£;) \ {0} € periddico, com ¢"(x) = x paran > 1. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que x € proj(£,). Sex € €, satisfaz proj(x) = x, entdo proj(A"x) = [¢" (x)] = [x] = proj(x)
e portanto "X —x € Z?. Como A"X —x é um elemento de £; e como ¢, s6 intersecta Z em (0,0),
segue que x = (0,0) e portanto x =0 € T
Feito isto, concluimos que para todo n > 1 a restricdo de 7 a £\ 77! (Xp) induz uma
bijecao entre Fix, (o) e Fix,(¢). De fato:
o Se x € 2\ n7'(Xp) estd em Fix, (o), entio ¢"(w(x)) = n(c*(x)) = n(x) e portanto
7(x) € Fix, ().
o Reciprocamente, assuma que 7(x) € T?\ X, estd em Fix,(¢). Como m(0"(x)) =
¢"(n(x)) =n(x) e m éinjetivaem =\ 7~ (X)), segue que o (x) = x e portanto x € Fix, (o).
Assim, basta calcular o nimero de elementos de Fix,,(0-). Essa quantidade € igual ao total de
palavras admissiveis (ao,...,a,) de tamanho n com ag = a,, e pode ser calculada a partir do

seguinte resultado. Assuma que A = (A, ;) seja a matriz de transi¢do associada a X.

Lema 10. O total de palavras admissiveis (i,..., j) de tamanho n é igual a (A");;. Em particular,

Fix, (o) =tr(A").

Demonstragdo. A prova € por inducdo em n. Para n = 1, a igualdade segue da prépria definicao
de matriz de transi¢cdo. Suponha o resultado valido para n. Toda palavra (i,..., j) de tamanho
n+1dei até j é igual a concatenacdo de uma palavra de tamanho »n da forma (i,...,k) com a

transicao (k, j). Portanto, o total de palavras admissiveis (i,..., j) de tamanho n+1 € igual a

Z #{(i,...,k) admissivel de tamanho n}

(k,j) admissivel

= Z#{(z‘, ..., k) de tamanho n admissivel} - Ay ;
k

= Z(An)i,k “Apj
k

que, pela defini¢do do produto de matrizes, é igual a (A"*1); ;- O

Vamos exemplificar o resultado tomando o cat map. Considere a parti¢cao R*, descrita

na Secdo 4.6, e rotule seus elementos, conforme a figura abaixo.
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Figura 45 — A particdo R*.

Fonte: elaborada pelo autor.

O grafo orientado definido por R* é

Figura 46 — O grafo do exemplo

Fonte: elaborada pelo autor.

e a matriz de adjacéncia associada é

Para entendermos, por exemplo, a quantidade de caminhos de tamanho 4 entre quaisquer dois



84

vértices do grafo, devemos tomar a quarta poténcia de A:

13 13 13 8 8|
13 13 13 8 8
A*=|8 8 8 55
13 13 13 8 8
8 8 8 5 5

Por exemplo, existem 13 caminhos de tamanho 4 partindo do vértice 1 e chegando ao vértice 2.
Ja o total de caminhos de tamanho 4 partindo do vértice 3 e chegando ao vértice 4 € 5. De fato,
sdo eles:

03-55—-5-5—-4

03-55—-4-3-4

0354515354

03—-4—-2->53-4

03—-54—-3->55->54
Por fim, temos Fix4(¢) =tr(A) =47.
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APENDICE A - MEDIDAS DE HAAR E MEDIDAS DE MARKOV
A medida u é de Haar

Esta secdo prova que a medida y introduzida na Defini¢do 32 € a medida de Haar do
toro T2. Ao longo da discussio, introduziremos os conceitos de grupos topoldgicos, espacos
localmente compactos e medidas de Radén. Comecamos fazendo algumas observacoes uteis.
Como T? é homeomorfo ao produto S! x S!, temos as seguintes propriedades:

o T? é compacto: de fato, S! é compacto e portanto pelo Teorema de Tychonoff segue que
T? = S! xS! é compacto.
o T? é metrizdvel: de fato, S' é metrizdvel, e 0 mesmo vale para o produto T? = S! x S!.
o T? é completamente separdvel: de fato, S! é completamente separével, e o mesmo vale
para o produto T2 = S x S!.
Relembre que o espago topoldgico é completamente separdvel se sua topologia possuir uma base

enumeravel - em inglés, um espago com essa propriedade é chamado de “second countable”.
Grupos topolégicos

Definicao 39 (Grupo topolégico). Um grupo topoldgico é um grupo G munido de uma topologia

T para a qual as operagoes de produto

P:GxG—-G

(x,y) = xy

e inversao

sdo continuas.

Queremos aqui mostrar que T2 é grupo topolégico Hausdorff e localmente compacto.
Comecamos definindo a operacdo de grupo em T2. De agora em diante, denotamos proj( - ) por
[-]. A estrutura de grupo topolégico (aditivo) de R? induz uma estrutura de grupo topolégico

(aditivo) em T?, ou seja, definimos P : T? x T> — T2 por

[a]l+[b] =[a+D].
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O elemento neutro é [0] e a inversdo é [a] — [—a]. E fécil ver que a soma/diferenca definidas
desse modo nao dependem da escolha de representantes. De fato, se [a] = [d'] e [p] = [P'],
entdo (a+b)—(a’+b’)=(a—a’)+(b->b") € Ze portanto [a +b]| = [a’ £ b'].

O préximo passo € provar a continuidade das operacOes acima definidas. Para isso,
utilizaremos alguns resultados cldssicos sobre a topologia quociente, veja e.g. (MUNKRES,

2000; LEE, 2011).

Definicao 40 (Aplicacdo quociente). Dados espacos topologicos X,Y, dizemos que uma aplicagcdo
sobrejetora q : X — Y é uma aplicacdo quociente quando U é aberto em Y se e somente se

g Y (U) é aberto em X.

Teorema 9 (Propriedade caracteristica da topologia quociente). Sejam X e Y espacos topologicos
e q : X = Y uma aplicacdo quociente. Para qualquer espaco topologico Z, uma aplicagdo

f:Y — Z é continua se e soé se a aplicacdo composta f o q é continua.

~

foq
4)}6 z
Demonstragéo. Segue imediatamente do seguinte fato: se U C Z é aberto, entdo f~!(U) é aberto

em Y se e somente se ¢~ (f~1(U)) = (fog)~'(U) é aberto em X. O

Procedemos agora para provar a continuidade de P, 1. Seja S : R xR? — R? dado

por S(x,y) =x+yeS:R*xR? — T2 dada por S = projo S.

R2 xR?

%]

S

RZ ———— T?
proj

Note que S é a composicdo de fungdes continuas, logo é continua. Seja agora proj X proj :
R? xR? — T? x T? dada por (proj x proj)(x,y) = ([x],[y]). Como o produto de funcdes
continuas € uma fung¢do continua (veja e.g. (LEE, 2011, pp. 62)), temos que proj X proj €

continua. Afirmamos que proj X proj € também uma aplicacdo quociente. Uma vez provado isso,
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como o diagrama
R?xR?
proj X proj S

T2 x T2 ﬁ T2

¢ comutativo, o Teorema 9 implicard que P € continua. No que segue, mostraremos que proj X proj
¢ uma aplicacdo quociente.

A funcdo proj X proj € claramente sobrejetiva, portanto basta mostrar que a topologia
produto de T? x T2 coincide com a topologia induzida por proj x proj, ou seja, que U ¢ T? X T? é
aberto se e somente se (proj X proj)~! (U) é aberto. Como proj X proj é continua, se U C T2 x T?
é aberto entdo (proj x proj)~! (U) é aberto. Reciprocamente, assuma que (proj X proj)~' (U) é
aberto. Entdo podemos escrever

(proj x proj) ' (U) =|_J A x B;
iel

onde (A;)jes, (B;)ies sdo familias de abertos em R2. Como proj é sobrejetora, segue que

U =|_J(projx proj) (A; x B;) = _Jproj(A;) x proj(B;)

iel iel

= proj U A;+(n,m) | X proj U Bi+(n,m)

(n,m)ez? (n,m)ez?

Como U Ai+(n,m) e U B; + (n,m) sdo saturados com respeito a proj (ou seja, é a
(n,m)ez? (n,m)ez?
pré-imagem de sua imagem por proj), suas imagens por proj sao abertas e portanto U é aberto.

Isso conclui a prova de que P é continua.
Mostrar que / é continua é mais simples. A fungdo I : R? — T2 definida I (x) = [-x] é
continua, por ser a composicio I = proj o (—Id) de funcdes continuas (veja o diagrama comutativo

abaixo).
RZ

~I

-1d

proj
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Observando que o diagrama
RZ

~I

proj

TZﬁTZ

também comuta, o Teorema 9 implica que 7 é continua. Em suma, provamos que T? é um grupo

topolégico.
Medidas de Haar

Definicao 41 (Espaco localmente compacto). Um espaco topologico (X,t) é dito localmente

compacto se para todo x € X existem vizinhanga U aberto e K compacto K tais que x € U C K.

Obviamente, todo espaco compacto é localmente compacto. Em particular, T2 é

localmente compacto. E ficil ver que T? é também um espaco HausdorfF.

Definicao 42 (Grupo localmente compacto). Um grupo G é chamado um grupo localmente

compacto se G é um grupo topoldgico e sua topologia é Hausdorff e localmente compacta.
Logo, T2 é um grupo localmente compacto.

Definicao 43 (Medida regular). Dado um espaco de medida (X, M, m), dizemos que m é:
o regular exterior se para todo A € M vale que m(A) =inf{m(U) : U D A aberto}.
o regular interior se para todo A € M vale que m(A) = sup{m(K) : K C A compacto}.

o regular se for regular exterior e regular interior.

Definiciao 44 (Medida de Radén). Dizemos que m é uma medida de Radon se for regular e finita

em compactos.
Dado um grupo localmente compacto G, seja B sua sigma-algebra de Borel.

Definicao 45 (Medida de Haar). Uma medida m em B¢ é uma medida de Haar esquerda se:
o m é ndo nula.
o m é invariante a esquerda, isto é, m(A) = m(xA) para todos A € Bg e x € G.
o m é de Radon.

Definimos similarmente uma medida de Haar direita.
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O principal resultado sobre medidas de Haar € o seguinte.

Teorema 10 (Haar). Todo grupo localmente compacto G possui uma medida de Haar esquerda.
Mais ainda, se m,m sdo medidas de Haar esquerdas em G, entdo existe uma constante ¢ > 0 tal

que m = cm.

Veja a prova em (FOLLAND, 1999, pp. 344). Obviamente, se G € abeliano, entdo
ndo precisamos explicitar se a medida de Haar € esquerda ou direita. Usando que Leb € a
medida de Haar de R?, provaremos na sequéncia que u é a medida de Haar de T?. Como
u(T?) = 1, basta mostrar que u € invariante por translacdes e regular. Comegamos provando
a invariancia por translacdes, i.e. que u(A+[c]) = u(A) para todos A € By e ¢ € R%. Fixado
um dominio fundamental D, essa igualdade equivale a provar que Leb(proj (A + [¢]) N D) =
Leb(proj ' (A) N D). Afirmamos que proj~' (A +[c]) = proj~' (A) +c. De fato: oo
1. proj ' (A+[c]) = proj ' {[a] +[c] : a € proj ™' (A)} = proj ' {[a+c] : a € proj ' (A4)} D
proj ' (A) +c.
2. Reciprocamente, se x € proj~ (A+[c]) entdo [x—c] = [x] —[c] € A e dai x —c € proj ' (A),
provando que x € proj ' (A) +c.

Assim,

Leb(proj ' (A +[c]) N D) = Leb((proj ' (A) +¢) N D)
= Leb((proj~' (A)) N (D —c)),

7z

onde na ultima igualdade usamos que Leb € invariante por translacdes (pois € a medida
de Haar de Rz). Para calcular essa dltima medida, note que D — ¢ é também um dominio
fundamental e portanto, a menos da fronteira, podemos representar A dentro de tal dominio.
Mais especificamente, considerando o conjunto de medida nula N, = proj~'(4) Nd(D - c¢),
temos que a restri¢do de proj ao conjunto A= (proj ' (A) \ N.) N (D — ¢) é uma bije¢do sobre
A\ proj(N,). Logo, Leb((proj ' (A)) N (D —c¢)) = Leb(g). Sendo D; = D+ (n;,m;),i=1,...,k,

os transladados de D tais que int(D;) Nint(D —c) # 0, segue que

Leb(A) = iLeb(Z nD,) = Zk:Leb ((Z — (nsmy)) mD)
i=1

i=1
k
=Leb ((U [A— (n:,m;)]

i=1

N D | =Leb(proj ' (A) N D),

onde na dltima igualdade usamos que A possui um unico representante para cada classe de

equivaléncia em A \ proj(N,). A imagem abaixo ilustra a situagao.
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Figura 47 — Decomposi¢do de A (conjunto em vermelho) entre os transladados de D.

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora, mostraremos que u é regular. Como Leb é a medida de Haar de R?, ela
¢ regular. Comegamos provando a regularidade exterior de u. Como Leb(dD) =0, temos
1(A) =Leb(proj ! (A)N D) =Leb(proj~! (A) Nint(D)). Sendo A= proj~' (A) Nint(D) e usando

que Leb € regular exterior, temos que

u(A) = Leb(g) =inf{Leb(U) : U é aberto e AcUc int(D)}

= inf{Leb(proj ! (proj(U)) Nint(D)) : U é aberto e AcUc int(D)}

Como a restricdo de proj a int(D) é um homeomorfismo sobre proj(int(D)) = T2\ proj(dD), ao
variar os abertos dentro de int(D), variamos bijetivamente os abertos dentro de proj(int(D)), e

portanto
inf{Leb(proj " (proj(U)) nint(D)) : U é aberto e A U C int(D)}

= inf{Leb(proj ' (U) nint(D)) : U é aberto e proj(g) c U c proj(int(D))}

= inf{,u(lj) : U é aberto e proj(Z) cUc proj(int(D))}
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Como u(A\7(dD)) = u(A), o dltimo infimo acima é igual a inf{u(U) : U & aberto e proj(g) C
U= inf{,u(ﬁ) : U é aberto e A c U}. Assim, obtemos que

u(A) = inf{,u(lj) .U é aberto e A c U}.

Quanto a regularidade interior, observamos que hd um correspondéncia quase

biunivoca entre os compactos de D e os compactos de T, por meio das aplicacdes:

KcD +— n(K)

proj "(K)ND «— KcT?

Nesta correspondéncia, proj(K) é compacto porque proj é continua e proj~! (K)NnD é compacto
porque § a intersecio do compacto D com o fechado proj ! (K). A correspondéncia cobre todos
os compactos de T2, mas podem existir compactos distintos de D que sio levados no mesmo

compacto de T?. Estes, entretanto, s6 diferem em 0D, que é um conjunto de medida nula. Assim

u(A) = Leb(g) =sup{Leb(K) : K C Aé compacto}
= sup{Leb(proj ! (proj(K))N D) : K C Aé compacto}
= sup{Leb(proj ! (E) ND): KCAé compacto}

= sup{,u(f) KCAé compacto}.

Isso conclui a prova da regularidade de u. Assim, 4 é a medida de Haar de T2.

Medidas de Markov

Nessa secdo, provamos que as medidas de Markov introduzidas na Definicao 36 estdao
bem-definidas. Comecamos enunciando novamente algumas definicdes da Secdo 5.2.3. Seja
(X2, 0) uma cadeia topolégica de Markov, com £ c {1,2,...,N V2, Seja Cil a familia de todos os

cilindros da forma C_,, ,(a_,, . ..,a,) para qualquer n > 0.

Definicao 46 (Matriz de probabilidade em X). Uma matriz de probabilidade em X é uma matriz
T = (t;j)nxn tal que:
o T;j >0 paratodos 1 <i,j <N.
o SeT;; >0, entdo (i, ) é uma palavra em X, veja a Definigdo 10.
N

o Y Tij=1paratodo 1 <i <N, isto é, a soma das entradas de cada linha é igual a 1.
j=1
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Definicao 47 (Vetor de probabilidade para T'). Dada uma matriz de probabilidade T em X,
dizemos que um vetor linha v = (vy,...,vy) é um vetor de probabilidade de T se:
o v;>0paratodo1 <i <N.
o sz: v; =1.
i=1

o vI =w.

Analogamente, definimos um vetor coluna, trocando a terceira condicdo pela igualdade Tv = v.

Definicao 48 (Medida de Markov). Seja T uma matriz de probabilidade em X, e seja v um vetor
linha de probabilidade de T. A medida de Markov gerada por T,v é a medida de probabilidade
definida em Cil pela igualdade

n—1
m [C—n,n(a—na ce »an)] =Va_, l—[ Tak,ak+1 .
k=—n

Ressaltamos que a mesma defini¢do pode ser feita em shifts unilaterais, tomando

n—1

m[Con(ao,...,an)] =vq, n Tupasr-
k=0

Nosso objetivo € mostrar que m, definida acima para elementos de Cil, se estende
para a sigma-dlgebra B’. A prova serd feita em trés etapas:
1. Definiremos o conceito de familia elementar e mostraremos que CilU {0} é uma tal familia.
2. Mostraremos se ¢ é uma familia elementar, entdo a familia obtida por unides finitas
disjuntas de conjuntos de & forma uma dlgebra.
3. Usaremos um teorema de extensdo (baseado no teorema de extensdao de Carathéodory)
para estender uma pré-medida na dlgebra gerada pela familia elementar CilU {0} para sua

sigma-dlgebra gerada. Como mostraremos, essa sigma-algebra € igual B’.

Definicao 49. Uma familia elementar é uma colecdo & de subconjuntos de X tal que:
(1) 0e&.
(i) Se A,B €&, entdo ANB € é.

k
(iii) Se A €&, entdo existem Cy,...,Cy € & disjuntos tais que L\ A = U Ci.
i=1

A proposicado abaixo completa o primeiro passo do nosso objetivo.
Proposicao 6. A familia ¢ = CilU {0} é uma familia elementar.

Demonstragdo. A condigao (i) € 6bvia, por defini¢ao.
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(ii) Sejam A,B € &¢. Se A=0entdo ANB =0 € &, e o mesmo ocorre se B =(). Assuma agora que
A=C_,,(a_y,...,an) e B=C_y y(b_p,...,by). Sem perda de generalidade, podemos assumir
que m < n. Temos dois casos:

o Se ay # by para algum |k| <m,entdio ANB=0€é&.

o Se ay = by paratodo |k| < m, entdo A C Be portanto ANB=A €¢.

(iii) Relembre a Definicdo 10. Se A = (), entdo

T\A=3%= U Coo(i)

1<i<N
¢ a unido disjunta de N elementos de £. Se A = C_,, ,(a—p,...,ay,), entdo
T\A= U Conn(bons....by)

(b-n,....bn) € Agy 11
(b—n,---sbn)#(a-n,...,an)

é a unido disjunta de no maximo 22**! — I elementos de &. A prova estd completa. O
Prosseguiremos agora para o segundo passo.

Definiciio 50 (Algebra de conjuntos). Dado um conjunto X, dizemos que uma familia A de
subconjuntos de X é uma élgebra se:

(1) 0,X € A.

(i) Se A € A, entdo X\ A € A.

k
(i) Se Ay, ..., A, € A, entdo UAi cA.
i=1

E claro que qualquer familia & de subconjuntos de X estd contida em pelo menos
uma 4lgebra (por exemplo, na dlgebra de todos os subconjuntos de X). Como a intersecao de
algebras ¢ também uma dlgebra, podemos definir a dlgebra gerada por &, que denotaremos por
A(€). Essa é a menor dlgebra contendo &, e € igual a intersegdo de todas as dlgebras contendo &.

A préxima proposicao caracteriza A (&) quando & € uma familia elementar.

Proposicao 7. Se & é uma familia elementar, entdo A(€) é igual a familia de todas as unides

finitas disjuntas de elementos de &.

Demonstragdo. Seja A a familia de todas as unides finitas disjuntas de elementos de £. E 6bvio
que qualquer dlgebra que contém & deve conter A e portanto basta mostrar que A éuma algebra.

Vamos checar as propriedades (i)—(iii). No que segue, A° = X \ A.
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(i) Pela propriedade (i) da Definicao 49, temos 0 € £ e dai 0 € A. Pela propriedade (iii) da
k
Definicdo 49 aplicada ao conjunto vazio, temos que X = (¢ = U Cipara Cy,...,Cy € € disjuntos,

i=1
e portanto X € A.

k
(i1) Seja A € A, digamos A = UC,- para Cy,...,Cy € ¢ disjuntos. Pela propriedade (iii) da
i=1

M;
Definigdo 49, temos C; = U CijparaC;y,...,C;y; € & disjuntos. Portanto,

j=1
k k [ M;
C __ Cc _ —
A _ﬂci —ﬂ UCi,,- = U (Crji 0N Crjp)s
i=1 i=1 \ j=1 1<) <M;
1<i<k

e a ultima unido acima € disjunta. Como cada Cy ;, N---NCy ;, € &, concluimos que A° € A.

k
(iii) Sejam A, B € ¢. Pela propriedade (iii) da Defini¢do 49, temos B¢ = U CiparaCy,...,Cr €€

i=1
k

disjuntos. Portanto A\ B=ANB° = U(A N C;) estd em A. Como A ¢ fechado para unides
i=1
disjuntas finitas, segue que AU B = (A \ B) U B estd em A. Segue entdo por inducio que A €

fechado para unides finitas. O

Isso conclui o segundo passo. Para o terceiro e dltimo passo, precisaremos introduzir

a seguinte no¢do. Seja X um conjunto, e seja ¥ uma familia de subconjuntos de X.

Definicao 51 (Pré-medida). Uma pré-medida em ¥ é uma funcdo u : ¥ — [0, +o0] satisfazendo:
(i) u(0)=0.

(i) Se {E;};>1 C F sdo disjuntos e tais que U E; € ¥, entdo
i=1

e

i=1

u

= iﬂ(Ei)-
i=1

A diferenca entre uma medida e uma pré-medida € que a pré-medida nao precisa
[o0]

estar definida em uma sigma-algebra, e portanto se {E;};>; € ¥ entdo, em principio, U E; ndo

necessariamente estd em ¥ mas, quando pertence, obedece a equacdo acima. -
Estamos procedendo para mostrar a boa definicao de m dada pela Definicdo 36, e em

particular da medida de Parry dada pela Defini¢ao 37. Fixe T,v, e sejam : £ — [0, 1] a funcdo

dada pela Defini¢ao 36. Estendemos essa fungao para m : A(¢) — [0, 1] do seguinte modo: se
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=~

A= UAi ¢ uma unido disjunta com Ay,...,Ax € &, entdo

i=1

k
m(A) = Zm(Ai).
i=1

Afirmamos que m é uma pré-medida bem definida em A(¢). Comecamos provando a boa
k ¢

definicdo. Assumaque A = U A= U B, onde as unides sdo disjuntas e Ay, ..., Ag,By,...,Br €
i=1 j=1
& Entdo {A;NB;j:1<i<k,1<j<{}éumaparticdo de A por elementos de & que refina tanto

{Ai}le quanto {B j }§=1’ portanto

t k

k k¢ l
Zm(A,-):ZZm(A nB)) =ZZ (AiﬂBj):Zm(Bj).
j=1

=1 =1 j=1 j=1i=1
Mostraremos agora que m de fato é uma pré-medida. Ja sabemos que m(0) = 0.

Resta provar a condi¢do (i1) da Definicdo 51. Antes de prosseguir, caracterizamos quando a unio
[o¢]

U C; de uma sequéncia {C;};°, em & € também um cilindro. Afirmamos que necessariamente
i=1

existem finitos C;,,...,C;  tais que U Ci=C;, U---U(;, . Para provar isso, relembramos que
i=1

todo cilindro é compacto e aberto, logo U C; é uma cobertura aberta de um compacto e portanto
existe uma subcobertura finita. -

Dito isso, procedemos para provar a condicao (ii) da Definicdo 51. Assuma que
{E;}i>1 € A(&) sdo disjuntos ndo-vazios tais que {E;};>1 € A(£). Como cada E; € a unido
disjunta de cilindros, o mesmo ocorre para {E;};,. Essa unido disjunta se reduz a uma unido

finita, também disjunta, ou seja, {E;}i>1 =C;, U---UC;

I

=m(C;, U- Zm(C,(,) Zm(E)

i>1

e dai por defini¢dao temos que

o0

e

i=1

m

Proposicao 8. Se & é uma familia elementar e A(&) é a dlgebra gerada por &, entdo B(&) =

B(A(£)).

Demonstragcdo. Como & C A(¢), tem-se B(&) € B(A(E)). Por outro lado, A (&) c B(€) pois
B (&) contém todas as unides enumerdveis de elementos de & e, em particular, contém todas as

unides finitas de & que, pela Proposicdo 7, é a dlgebra A(&). Assim, B(A(E)) € B(&). m|

O 1ultimo ingrediente que precisamos é o seguinte teorema.
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Teorema 11. Sejam A uma dlgebra e mg uma pré-medida o-finita em A. Entdo existe uma

uinica medida em B(A) que estende my.

A demonstracdo desse teorema pode ser encontrada em (FOLLAND, 1999, pp. 31).
Aplicando-o a pré-medida m : A(¢) — [0, 1] e usando a Proposicao 8, concluimos que essa
funcdo se estende unicamente a uma medida m : By — [0, 1]. Assim, m dada pela Definicdo 36

esta bem definida.



