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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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RESUMO

Neste trabalho, consideraremos hipersuperf́ıcies n-dimensionais com cur-

vatura escalar constante na esfera unitária S
n+1. Caracterizaremos as hiper-

superf́ıcies S
k(cos θ) × S

n−k(sen θ) na esfera unitária S
n+1 e mostraremos

que existem várias hipersuperf́ıcies compactas com curvatura escalar cons-

tante na esfera unitária S
n+1 que não são congruentes entre si. Em par-

ticular, provaremos que se M é uma hipersuperf́ıcie n-dimensional (n > 3)

completa, localmente conformemente plana com curvatura escalar constante

n(n− 1)r na esfera unitária S
n+1, então r > 1− 2

n
e (1) quando r 6= n−2

n−1
, se

S ≥ (n−1)n(r−1)+2
n−2

+ n−2
n(r−1)+2

, então M é isométrica a S
1(
√
1− c2)×S

n−1(c),

onde S é o quadrado da norma da segunda forma fundamental de M ; (2)

não existem hipersuperf́ıcies completas na esfera unitária com curvatura es-

calar constante n(n − 1)r e com duas curvaturas principais distintas, uma

das quais é simples, tais que r = n−2
n−1

e S > (n − 1)n(r−1)+2
n−2

+ n−2
n(r−1)+2

= n.

Palavras-chave: Hipersuperf́ıcies. Curvatura. Geometria



ABSTRACT

In this work, we consider n-dimensional hypersurfaces with constant scalar

curvature in the unit sphere S
n+1. We character the hypersurfaces S

k(cos

θ) × S
n−k(sen θ) in the unit sphere S

n+1, and it is shown that there ex-

ist many compact hypersurfaces with constant scalar curvature in the unit

sphere S
n+1 wich are not congruent to each other in it. In particular, it is

proved that if M is an n-dimensional (n > 3) complete locally conformally

flat hypersurface with constant scalar curvature n(n− 1)r in the unit sphere

S
n+1, then r > 1− 2

n
, and (1) when r 6= n−2

n−1
, if S ≥ (n−1)n(r−1)+2

n−2
+ n−2

n(r−1)+2
,

then M is isometric to S
1(
√
1− c2)× S

n−1(c), where S is the squared norm

of the second fundamental form of M ; (2) there are no complete hypersur-

faces in S
n+1 with constant scalar curvature n(n − 1)r and with two dis-

tinct principal curvatures, one of wich is simple, such that r = n−2
n−1

and

S > (n− 1)n(r−1)+2
n−2

+ n−2
n(r−1)+2

= n.

Keywords: Hipersurfaces. Curvature. Geometry
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Caṕıtulo 1

INTRODUÇÃO

Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional na esfera unitária S
n+1 de

dimensão n + 1. Em [8], S.Y. Cheng e S.T. Yau provaram que se M é

uma hipersuperf́ıcie n-dimensional compacta com curvatura escalar constan-

te n(n − 1)r, r ≥ 1 e a curvatura seccional de M é não-negativa, então M

é isométrica ou a uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica ou a um produto

riemanniano S
k(cos θ)× S

n−k(sen θ), 1 ≤ k ≤ n− 1, onde S
k(c) denota uma

esfera de raio c. Fazendo uso de métodos semelhantes aos que foram usados

por H. Nakagawa e Q.M. Cheng em [7] e do operador diferencial introduzido

por S.Y. Cheng e S.T. Yau, H. Li [15] provou que se M é uma hipersu-

perf́ıcie n-dimensional compacta com curvatura escalar constante n(n− 1)r,

se r ≥ 1 e S ≤ C(n, r), onde C(n, r) = (n − 1)n(r−1)+2
n−2

+ n−2
n(r−1)+2

, então

M é isométrica ou a uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica ou a um pro-

duto riemanniano S
1(
√
1− c2) × S

n−1(c) com c2 = n−2
nr
≤ n−2

n
, onde S é o

quadrado da norma da segunda forma fundamental de M . Devemos notar

que a condição r ≥ 1 desempenha um papel essencial nas provas dos teo-

remas. Por outro lado, para qualquer 0 < c < 1, considerando as imersões

padrões S
n−1(c) ⊂ R

n, S
1(
√
1− c2) ⊂ R

2 e tomando a imersão produto

S
1(
√
1− c2) × S

n−1(c) →֒ R
2 × R

n, obtemos uma hipersuperf́ıcie compacta

S
1(
√
1− c2) × S

n−1(c) em S
n+1 com curvatura escalar constante n(n − 1)r,

11



INTRODUÇÃO 12

onde r > 1 − 2
n
. Consequentemente, nem todos os produtos riemannianos

S
1(
√
1− c2)× S

n−1(c) aparecem nestes resultados de S.Y. Cheng e S.T. Yau

[8] e H. Li [15]. Já que o produto riemanniano S
1(
√
1− c2)×S

n−1(c) tem so-

mente duas curvaturas principais distintas e a curvatura escalar é constante

e satisfaz r > 1− 2
n
. Consequentemente, podemos perguntar o seguinte:

Problema 1 Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional completa com cur-

vatura escalar constante n(n−1)r em S
n+1. Se M tem somente duas curvatu-

ras principais distintas uma das quais é simples, então devemos ter r > 1− 2
n
?

Na seção 3, daremos uma resposta afirmativa para o Problema 1 (ver

Teorema 3.1). E se r 6= n−2
n−1

, provamos que S
1(
√
1− c2) × S

n−1(c) são as

únicas hipersuperf́ıcies completas em S
n+1 com curvatura escalar constante

n(n − 1)r e com duas curvaturas principais distintas uma das quais é sim-

ples tal que S ≥ C(n, r). Além disso, quando r = n−2
n−1

, conclúımos que

S ≥ C(n, n−2
n−1

) = n e provamos que não existem hipersuperf́ıcies completas

em S
n+1 com curvatura escalar constante n(n − 1)r e com duas curvaturas

principais distintas uma das quais é simples tal que S > C(n, n−2
n−1

). Por outro

lado, o toro de Clifford S
1(
√

1
n
)×S

n−1(
√

n−1
n
) é uma hipersuperf́ıcie mı́nima

compacta em S
n+1 com r = n−2

n−1
e com S = n. Consequentemente, podemos

considerar o seguinte problema:

Problema 2 Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional com curvatura es-

calar constante n(n− 1)r (r = n−2
n−1

) em S
n+1. Se M tem somente duas cur-

vaturas principais distintas uma das quais é simples, então M é isométrica

ao toro de Clifford S
1(
√

1
n
)× S

n−1(
√

n−1
n
)?

O problema 2 ainda está em aberto.

Dos Teoremas 3.1 e 3.3 na seção 3 e a afirmação acima, é interessante

generalizar estes resultados devidos a S.Y. Cheng e S.T. Yau [8] e H. Li [15]

para o caso r > 1− 2
n
. Ou seja, é interessante considerar o seguinte problema:
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Problema 3 Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional completa com cur-

vatura escalar constante n(n − 1)r em S
n+1. Se r > 1 − 2

n
e S ≤ C(n, r),

então ou M é isométrica a uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica ou a um

produto riemanniano S
1(
√
1− c2)× S

n−1(c).

Quando r = n−2
n−1

, responderemos o Problema 3 afirmativamente (ver Teo-

rema 3.4). Para o caso geral, contudo não podemos dar uma resposta.

Por outro lado, toda hipersuperf́ıcie localmente conformemente plana na

esfera unitária S
n+1 (n > 3) é conformemente equivalente à esfera de Rie-

mann ou a uma variedade clássica de Schottky (conforme Y. Suyama [20] e

U. Pinkall [19]). Sabemos que a esfera de Riemann e o produto riemanniano

S
1(
√
1− c2)× S

n−1(c) são hipersuperf́ıcies compactas, localmente conforme-

mente plana na esfera unitária Sn+1 com curvatura escalar constante. É natu-

ral perguntar se existem hipersuperf́ıcies localmente conformemente plana na

esfera unitária Sn+1 com curvatura escalar constante que não são congruentes

à esfera de Riemann e ao produto riemanniano S
1(
√
1− c2)× S

n−1(c).

Neste trabalho, que é baseado em um artigo de Q.M. Cheng (ver [4]), con-

sideraremos hipersuperf́ıcies n-dimensionais com curvatura escalar constante

na esfera unitária S
n+1. Mostraremos que existem várias hipersuperf́ıcies

compactas com curvatura escalar constante na esfera unitária S
n+1 que não

são congruentes entre si e caracterizar a hipersuperf́ıcie Sk(cos θ)×S
n−k(sin θ)

na esfera unitária S
n+1. Em particular, provaremos que se M é uma hipersu-

perf́ıcie n-dimensional (n > 3), completa, localmente conformemente plana

com curvatura escalar constante n(n − 1)r na esfera unitária S
n+1, então

r > 1 − 2
n

e quando r 6= n−2
n−1

, se S ≥ C(n, r), então M é isométrica a

S
1(
√
1− c2) × S

n−1(c), onde S é o quadrado da norma da segunda forma

fundamental de M .



Caṕıtulo 2

CÁLCULOS PRELIMINARES

2.1 Equações de estrutura

Seja x : Mn → S
n+1 uma imersão da variedade n-dimensional M na

esfera unitária S
n+1. Considere {e1, e2, ..., en+1} um referencial ortonormal

adaptado a M , ou seja, e1, ..., en são tangentes a M e en+1 é normal a M .

Sejam {ω1, ω2, ..., ωn+1} as formas duais de {e1, e2, ..., en+1} e ωi = ωi|M para

1 ≤ i ≤ n. Usaremos a convenção de ı́ndices já adotada na literatura, qual

seja,

1 ≤ A,B,C, ... ≤ n+ 1; 1 ≤ i, j, k, ... ≤ n; 1 ≤ a, b, c, ... ≤ n− 1. (2.1)

Um dos resultados mais básicos no estudo do método do referencial móvel é

o Lema de Cartan, que pode ser enunciado da seguinte maneira:

Lema 1 (Cartan) Consideremos V um espaço vetorial real de dimensão n e

ω1, ..., ωr : V → R, r ≤ n, formas lineares em V , linearmente independentes.

Suponhamos que existam formas lineares θ1, ..., θr : V → R satisfazendo a

seguinte condição

r∑

i=1

ωi ∧ θi = 0.

14



CÁLCULOS PRELIMINARES 15

Então temos θi =
∑r

j=1 aijωj, onde i, j = 1, ..., r, aij = aji.

Demonstração: Inicialmente completemos as formas ω1, ..., ωr, em uma

base ω1, ..., ωr, ωr+1, ..., ωn de V ∗ e escrevamos

θi =
r∑

j=1

aijωj +
∑

l>r

bilωl, l = r + 1, ..., n.

Temos por hipótese que

r∑

i=1

ωi ∧ θi = 0,

deste modo

0 =
r∑

i=1

ωi ∧ θi =
r∑

i=1

ωi ∧
r∑

j=1

aijωj +
r∑

i=1

ωi ∧
∑

l>r

bilωl

=
∑

i<j≤r

(aij − aji)ωi ∧ ωj +
∑

i≤r<l

bilωi ∧ ωl.

Como as 2-formas ωk ∧ ωs, k < s, k, s = 1, ..., n, são linearmente indepen-

dentes, conclui-se que

aij = aji

e

bil = 0,

como queŕıamos demonstrar.

�

Passemos agora ao estudo das chamadas equações de estrutura. Obser-

vando que 〈x, x〉 = 1, temos 〈dx, x〉 = 0. Assim, o vetor posição x em S
n+1 é

perpendicular ao plano tangente e, portanto, {e1, e2, ..., en+1, x = en+2} é um
referencial ortonormal adaptado a S

n+1 ⊂ R
n+2.

Logo,
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dx =
∑

A

ωAeA.

Observando que todo vetor v no espaço tangente TpM é escrito na forma

v =
n∑

i=1

aiei, temos

ωn+1(v) =
n∑

i=1

aiωn+1(ei) = 0,

pois 1 ≤ i ≤ n, (lembre que ωi(ej) = δij) donde obtemos ωn+1|M = 0.

Assim,

dx =
n∑

i=1

ωiei. (2.2)

Escrevendo o campo dei no referencial escolhido obtemos

dei =
∑

j

ωijej + ωin+1en+1 + ωixx. (2.3)

Fazendo produto interno da expressão (2.3) com x, obtemos

〈dei, x〉 =
∑

j

ωij〈ej, x〉+ ωin+1〈en+1, x〉+ ωix〈x, x〉.

Agora usando que 〈ej, x〉 = 〈en+1, x〉 = 0 e 〈x, x〉 = 1, obtemos

〈dei, x〉 = ωix.

Como

〈x, ei〉 = 0⇒ 〈dei, x〉 = −〈dx, ei〉 = −
∑

j

ωj〈ej, ei〉 = −
∑

j

ωjδji,

conclúımos que ωix = −ωi.

Observando que ωn+1 = 0, vemos que

∑

i

ωn+1i ∧ ωi = dωn+1 = 0.

Pelo Lema de Cartan,
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ωn+1i =
∑

j

hijωj.

Assim, podemos reescrever (2.3) como

dei =
∑

j

ωijej −
∑

j

hijωjen+1 − ωix. (2.4)

De maneira análoga ao que foi feito acima,

den+1 =
∑

i

ωn+1iei − ωn+1n+1en+1 + ωn+1xx. (2.5)

Utilizando o fato que 〈en+1, x〉 = 0, temos

〈den+1, x〉 = −〈en+1, dx〉 = −〈en+1,
∑

j

ωjej〉 = 0.

Dáı, utilizando (2.5) podemos escrever

ωn+1x =
∑

i

ωn+1i〈ei, x〉+ ωn+1x〈x, x〉 = 〈den+1, x〉 = 0.

Portanto, (2.5) se reescreve como

den+1 =
∑

i

ωn+1iei =
∑

i,j

hijωjei. (2.6)

Devido à simetria da segunda forma, o operador linear associado é autoad-

junto, portanto, diagonalizável. Logo, considere λ1,...,λn as curvaturas prin-

cipais de Mn em S
n+1. Por isso, podemos considerar, em cada ponto p ∈M ,

um referencial {e1, ..., en+1} tal que

ωn+1i = λiωi.

Isto é, como ωn+1i =
∑

j hijωj, teremos para cada ponto p ∈M ,

ωn+1i(ek) =
∑

j

hijωj(ek) =
∑

j

hijδjk = hik,
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hij = λiωi(ej) = λiδij, (2.7)

onde (hij) é a matriz da segunda forma de Mn.

Agora vamos encontrar as equações de Gauss

Rijkl = (δikδjl − δilδjk) + (hikhjl − hilhjk)

e

n(n− 1)r = n(n− 1) + n2H2 − S.

Para tanto, representemos por ωA as formas duais em S
n+1, por ωAB as

formas de conexão em S
n+1 e ωi = ωi|M , ωij = ωij|M .

Usando as formas de conexão

dωij =
∑

C

ωiC ∧ ωCj + Ωij

e

dωij =
∑

k

ωik ∧ ωkj + Ωij,

obtemos

Ωij = dωij −
∑

k

ωik ∧ ωkj

= dωij|M −
∑

k

(ωik|M) ∧ (ωkj|M)

= Ωij +
∑

C

(ωiC |M) ∧ (ωCj|M)−
∑

k

(ωik|M) ∧ (ωkj|M)

= Ωij + (ωin+1|M) ∧ (ωn+1j|M).

Utilizando novamente

ωn+1j =
∑

l

hjlωl,
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dos cálculos anteriores obtemos que

Ωij = Ωij −
∑

k

hikωk|M ∧
∑

l

hjlωl|M

= Ωij −
∑

k,l

hikhjlωk ∧ ωl

= Ωij −
∑

k<l

(hikhjl − hilhjk)ωk ∧ ωl.

Sabendo que

Ωij = −
1

2

∑

k,l

Rijklωk ∧ ωl,

teremos

−
∑

k<l

Rijklωk ∧ ωl = −
∑

k<l

Rijkl(ωk|M)∧ (ωl|M)−
∑

k<l

(hikhjl − hilhjk)ωk ∧ ωl.

Portanto, ωk|M = ωk nos dá

−
∑

k<l

(
Rijkl −Rijkl − (hikhjl − hilhjk)

)
ωk ∧ ωl = 0

e dáı,

Rijkl = Rijkl + (hikhjl − hilhjk).

Considerando

X =
∑

A

xAeA e Y =
∑

A

yAeA em TpS
n+1,

podemos escrever 〈(RXY )X, Y 〉 =
∑

A,B,C,D

xAyBxCyDRABCD. Usando que

R(X, Y ) = X ∧ Y

e

〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉2 =
∑

A,C

xAxCδAC

∑

B,D

yByDδBD −
∑

A,D

xAyDδAD

∑

B,C

xByCδBC

=
∑

ABCD

(δACδBD − δADδBC)xAyBxCyD

obtemos
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∑

A,B,C,D

xAyBxCyDRABCD =
∑

A,B,C,D

(δACδBD − δADδBC)xAyBxCyD.

Portanto,

RABCD = δACδBD − δADδBC . (2.8)

Quando restringimos a M , tal expressão passa a ser

Rijkl = δikδjl − δilδjk. (2.9)

Encontramos, assim, a primeira das equações de Gauss

Rijkl = (δikδjl − δilδjk) + (hikhjl − hilhjk). (2.10)

Para obter a segunda equação, da expressão (2.10) temos, para i 6= j,

Rijij = 1 + hiihjj − h2
ij.

Ao somarmos em i, obtemos

∑

i

Rijij = n+
∑

i

(hiihjj − h2
ij).

Agora, somando em j 6= i,

∑

i 6=j

Rijij = n(n− 1) +
∑

i 6=j

(hiihjj − h2
ij). (2.11)

Por definição, temos H =
1

n

∑

i

hii e S =
∑

i,j

h2
ij. Dáı, n2H2 − S =

(
∑

i

hii)
2 −

∑

i,j

h2
ij. Observando que

(
n∑

k=1

ak)
2 −

n∑

k=1

a2k = 2
∑

i<j

aiaj =
∑

i 6=j

aiaj

podemos escrever

n2H2 − S = (
∑

i

hii)
2 −

∑

i,j

h2
ij

= (
∑

i

hii)
2 −

∑

i

h2
ii −

∑

i 6=j

h2
ij

=
∑

i 6=j

hiihjj −
∑

i 6=j

h2
ij,
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ou seja,

n2H2 − S =
∑

i 6=j

(hiihjj − h2
ij). (2.12)

Portanto, de (2.11) e (2.12) obtemos que

∑

i 6=j

Rijij = n(n− 1) + n2H2 − S.

Como a curvatura escalar de M é dada por r = 1
n(n−1)

∑
i 6=j Rijij obtemos

n(n− 1)r = n(n− 1) + n2H2 − S (2.13)

que é a segunda equação de Gauss.

2.2 Distribuição do espaço de direções principais

Dada uma variedade M , de dimensão n, denotamos por TM o fibrado

tangente de M , cuja dimensão é 2n. Observe que,

TM = {(p, v); p ∈M e v ∈ TpM}.

Seja π : TM →M a projeção canônica de TM em M . Chamamos π−1(p) ≃
TpM de fibra de p em TM . Uma distribuição k-dimensional sobre M é uma

função p→ ∆p, onde ∆p ⊂ π−1(p) é um subespaço k-dimensional de π−1(p)

tal que para todo p ∈M existe uma vizinhança U de p e k campos vetoriais

X1, ..., Xk tais que X1(q), ..., Xk(q) é uma base para ∆q, para cada q ∈ U .

Dizemos que ∆ é uma distribuição C∞ se esses campos X1, ..., Xk puderem

ser escolhidos como campos suaves. Uma subvariedade k-dimensional N

de M é chamada uma variedade integral de ∆ se para cada p ∈ N temos

ι∗(TpN) = ∆p, onde ι : N →֒ M é a aplicação de inclusão (ι∗ é a diferencial

de ι). Uma distribuição ∆ é integrável (ver [14]) se para X, Y campos de ∆,

tivermos que [X, Y ] pertence a ∆, ou seja, em cada ponto p, o vetor [X, Y ]

está em ∆p.
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Admita que M é uma hipersuperf́ıcie imersa numa variedade riemanniana

(n+1)-dimensional N e que M tem p curvaturas principais distintas λ1, ..., λp

de multiplicidades constantes m1, ...,mp, respectivamente. Seja

∆i : M → TM

tal que

∆i
x = {X ∈ TxM ;Ax(X) = λi(x)X},

onde 1 ≤ i ≤ p e Ax é o operador linear associado à segunda forma, isto é,

H(X, Y ) = 〈A(X), Y 〉 ∀x ∈M e ∀X, Y ∈ TxM .

Então, de acordo com um teorema de Nomizu, obtemos distribuições suaves

(veja [17]) ∆1, ...,∆p de dimensões m1, ...,mp sobre M , respectivamente.

Chamamos ∆i de distribuição do espaço de direções principais.

Uma subvariedade mi-dimensional Mi de M cujo espaço tangente TxMi

é ∆i
x ∀x ∈ M , isto é, é o subespaço de direções principais associado a λi, é

dita uma subvariedade integral de ∆i. Considere agora ∆, uma distribuição

C∞, k-dimensional em Mn. Dizemos que uma p-forma ω se anula em ∆ se,

para cada q ∈Mn e X1, X2, ..., Xp ∈ ∆q temos

ωq(X1, X2, ..., Xp) = 0.

Definindo

Ip = {ω ∈ Ωp(Mn); ω se anula em ∆},

o Teorema de Frobenius via formas (veja [21], p. 229) nos diz que a dis-

tribuição ∆ é completamente integrável se, e somente se, dIp ⊂ Ip+1 ∀ p.

Seja f : Mn →M
n+1

uma imersão de codimensão 1, ou seja, f(M) ⊂M

é uma hipersuperf́ıcie. Seja p ∈M e η ∈ (TpM)⊥, |η| = 1. Como Aη : TpM →
TpM é simétrica, existe uma base ortonormal de vetores próprios {e1, ..., en}
de TpM com valores próprios reais λ1, ..., λn, isto é, Aη(ei) = λiei, 1 ≤ i ≤ n.
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Se M e M são ambas orientáveis e estão orientadas, então o vetor η fica

univocamente determinado se exigirmos que sendo {e1, ..., en} uma base na

orientação deM , {e1, ..., en, η} seja uma base na orientação deM . Neste caso,

denominamos os ei direções principais e os λi = ki curvaturas principais

de f . As funções simétricas de λ1, ..., λn são invariantes da imersão. Por

exemplo: det(Aη) é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f e

tr(Aη) é denominada a curvatura média de f .

As hipersuperf́ıcies com as quais estamos trabalhando possuem curvatu-

ras principais de multiplicidades constantes, λ1 = ... = λn−1 = λ de mul-

tiplicidade n − 1 e λn = µ de multiplicidade 1, em todos os seus pontos.

Desta forma, ver [16], p. 463, para cada ponto p ∈ M existe um referencial

ortonormal local definido em uma vizinhança U de p que diagonaliza A, isto

é, {e1, ..., en} tais que A(ei) = λiei com cada λi diferenciável em U .

Após essas considerações demonstraremos o seguinte teorema devido a

Otsuki.

Teorema 2.1 (Otsuki) Seja M uma hipersuperf́ıcie na esfera unitária S
n+1

tal que as multiplicidades das curvaturas principais são constantes. Então,

as distribuições do espaço de direções principais correspondentes a cada cur-

vatura principal são completamente integráveis. Em particular, se a multi-

plicidade de uma curvatura principal é maior que 1, então essa curvatura

principal é constante em cada subvariedade integral da correspondente dis-

tribuição do espaço de direções principais.

Demonstração: Escolha um referencial adaptado {e1, ..., en+1} em um ponto

x ∈M tal que,

ωn+1i = λiωi, i = 1, 2, ..., n, (2.14)

onde λi é uma curvatura principal.

Então temos
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dωn+1i = d(λiωi) = dλi ∧ ωi + λidωi = dλi ∧ ωi + λi

∑

j

ωj ∧ ωji.

Por outro lado, temos que, em M , ωn+1 = 0. Já que

ΩAB = −
∑

C<D

RABCDωC ∧ ωD,

temos as formas de curvatura em M

Ωn+1i = −
∑

C<D

Rn+1iCDωC ∧ ωD

= −
∑

C<D

(δn+1CδiD − δn+1DδiC)ωC ∧ ωD

= ωi ∧ ωn+1 = 0 (2.15)

em M . Assim, usando (2.14) e (2.15) em

dωn+1i =
∑

j

ωij ∧ ωn+1j + Ωn+1i,

obtemos,

dλi ∧ ωi + λi

∑

j

ωj ∧ ωji −
∑

j

ωij ∧ λjωj = 0

implicando

dλi ∧ ωi +
∑

j

(λi − λj)ωij ∧ ωj = 0. (2.16)

Considerando

dλi ∧ ωi =
∑

j

dλj ∧ ωjδij

e pondo

θij = (λi − λj)ωij, (2.17)

podemos reescrever (2.16) como

∑

j

(dλjδij + θij) ∧ ωj = 0.
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Pelo Lema de Cartan, já que as formas ωj são linearmente independentes,

dλjδij + θij =
∑

k

hijkωk, (2.18)

onde hijk = hikj. Observe que θij = θji (pois θji = (λj − λi)ωji = −(λi −
λj)(−ωij) = (λi − λj)ωij = θij). Assim,

δijdλi + θij =
∑

k

hijkωk

e

δjidλj + θji =
∑

k

hjikωk.

Portanto, das duas equações acima obtemos que

δij(dλi − dλj) =
∑

k

(hijk − hjik)ωk.

Considerando i 6= j temos que δij = 0 donde

∑

k

(hijk − hjik)ωk = 0.

Ou seja, hijk = hjik. Com isso, conclúımos que

hijk = hjik = hikj = hkji. (2.19)

Por outro lado, se i 6= j e λi = λj, temos que

θij = (λi − λj)ωij = 0.

Como i 6= j e δij = 0 obtemos

0 = dλjδij + θij =
∑

k

hijkωk, (2.20)

isto é, hijk = 0.
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Usando a notação [i] = {j;λi = λj}, das equações de estrutura e de (2.17)
temos que

dωi =
∑

j

ωj ∧ ωji

=
∑

j∈[i]

ωj ∧ ωji +
∑

j 6∈[i]

ωj ∧ ωji

=
∑

j∈[i]

ωj ∧ ωji +
∑

j 6∈[i]

ωj ∧
θij

λj − λi

=
∑

j∈[i]

ωj ∧ ωji +
∑

j 6∈[i]

1

λj − λi

ωj ∧ θij.

Observe agora que

j 6∈ [i]⇒ λi 6= λj ⇒ i 6= j ⇒ δij = 0 e θij =
∑

k

hijkωk.

Assim,

dωi =
∑

j∈[i]

ωj ∧ ωji +
∑

j 6∈[i]

1

λj − λi

ωj ∧
∑

k

hijkωk.

Vamos separar esta última soma em duas: uma para k = i e outra para

k 6= i. Assim,

dωi =
∑

j∈[i]

ωj ∧ ωji +
∑

j 6∈[i]

hiji

λj − λi

ωj ∧ ωi +
∑

j 6∈[i]
k 6=i

hijk

λj − λi

ωj ∧ ωk.

Nesta última parcela poderemos ter k = j ou k 6= j; separamos estes casos

em mais duas somas:

dωi =
∑

j∈[i]

ωj∧ωji+
∑

j 6∈[i]

hiji

λj − λi

ωj∧ωi+
∑

j 6∈[i]

hijj

λj − λi

ωj∧ωj+
∑

j 6∈[i]
k 6=i,j

hijk

λj − λi

ωj∧ωk.

Neste último termo, se λk = λi (k ∈ [i]), então hijk = 0 e o mesmo para

λk = λj (k ∈ [j]). Portanto, nesta soma os termos possivelmente não nulos

são aqueles onde k 6∈ [i], k 6∈ [j]. Deste modo,

dωi =




∑

j∈[i]

ωj ∧ ωji +
∑

j 6∈[i]

hiji

λj − λi

ωj ∧ ωi



+

∑

j 6∈[i]
k 6∈[i]∪[j]

hijk

λj − λi

ωj ∧ ωk. (2.21)
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Agora, fixado 1 ≤ l ≤ n, temos

∆l =
⋂
{kerωt; t /∈ [l]}.

Portanto, pelo critério de involutividade via formas (ver [14], Lema 19.8),

para mostrar que ∆l é completamente integrável é suficiente tomar i /∈ [l] e

provar que

dωi =
∑

t/∈[l]

ωt ∧ φt, (2.22)

para certas 1−formas φt.

Para um tal i /∈ [l], analisemos a expressão (2.21) para dωi:

• Se j ∈ [i], segue de i /∈ [l] que j /∈ [l]. Portanto, cada termo ωj ∧ωji na

primeira parcela de (2.21), com j ∈ [i], é do tipo ωt ∧ φt, com t /∈ [l].

• Os termos da segunda parcela de (2.21) todos têm ωi, de sorte que

também são todos do tipo ωt ∧ φt, com t /∈ [l].

• Os termos da terceira parcela são do tipo ωj ∧ ωk, com j /∈ [i] e k /∈
[i] ∪ [j]. Portanto, ou j /∈ [l] ou k /∈ [l] (de fato, se j /∈ [l] nada há a

fazer; se j ∈ [l], então k /∈ [j] ⇒ k /∈ [l]), e dáı os termos da terceira

parcela também são do tipo ωt ∧ φt, com t /∈ [l].

Portanto, (2.22) ocorre.

Suponha agora que a multiplicidade de λi é maior que 1. Usando (2.19)

e (2.20) em (2.18), obtemos

dλi =
∑

k

hiikωk

= hiiiωi +
∑

k 6=i

hiikωk

= hiiiωi +
∑

k 6∈[i]

hiikωk +
∑

k∈[i]

hiikωk

= hiiiωi +
∑

k 6∈[i]

hiikωk
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e para todo j ∈ [i], j 6= i, temos também

λi = λj ⇒ dλi = dλj.

Como

dλjδij + θij =
∑

k

hijkωk

e θii = 0, fazendo i = j obtemos hijk = 0 quando λi = λj, i 6= j vem que

dλj =
∑

k

hjjkωk.

Com isso,

dλi = dλj =
∑

k

hjjkωk

= hjjjωj +
∑

k 6=j 6=i

hjjkωk

= hjjjωj +
∑

k 6∈[i]=[j]

hjjkωk +
∑

k∈[i]=[j]

hjjkωk

= hjjjωj +
∑

k 6∈[i]=[j]

hjjkωk.

Consequentemente, comparando a expressão acima com aquela obtida para

dλi, conclúımos que hjjj = 0 = hiii, hjjk = hiik, j ∈ [i], k 6∈ [i]. Também

0 = hjjk = hiik, j ∈ [i], k 6∈ [i]. Desta forma, ao longo da subvariedade

correspondente ao campo λi, nós temos dλi = 0.

�

Corolário 1 Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional compacta na esfera

unitária S
n+1 com curvatura escalar constante e com duas curvaturas prin-

cipais distintas. Se as multiplicidades destas curvaturas são maiores que 1,

então M é isométrica ao produto riemanniano S
k(cos θ) × S

n−k(sin θ), 1 <

k < n− 1.
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Demonstração: Consideremos a equação de Gauss (2.13), qual seja,

n(n− 1)(r − 1) = n2H2 − S.

Já que n(n − 1)(r − 1) = c, onde c é constante, nH = (n − k)λ + kµ e

S = (n − k)λ2 + kµ2 vemos que ((n − k)λ + kµ)2 − (n − k)λ2 − kµ2 = c.

Donde obtemos

(n− k)λ [(n− k)λ− λ+ 2kµ] + (k2 − k)µ2 = c.

Derivando a última expressão com respeito a s (assumimos λ como função

de um parâmetro s), obtemos que

(n− k)dλ [(n− k)λ− λ+ 2kµ] + (n− k)λ [(n− k)dλ− dλ+ 2kdµ]

+ (k2 − k)2µdµ = 0.

Sejam Mn−k
1 (x) e Mk

2 (x) as subvariedades integrais passando por x ∈ M

correspondentes a λ e µ, respectivamente. Do Teorema 2.1 sabemos que:

• Ao longo de Mn−k
1 (x), dλ = 0, assim,

2k(n− k)λdµ+ (k2 − k)2µdµ = 0

⇒ dµ
[
2k(n− k)λ+ (k2 − k)2µ

]
= 0

⇒ dµ = 0.

Para vermos que a conclusão acima é verdadeira suponha que dµ 6= 0

em algum ponto p ∈ Mn−k
1 (x). Assim, por continuidade, temos que

existe uma vizinhança V de p na qual dµ 6= 0 e, com isso, temos que µ

não é constante em V . Logo obtemos que em V , 2k(n − k)λ + (k2 −
k)2µ = 0 e conclúımos que λ = −Cµ, onde C é constante. Deste modo,

vemos que λ não é constante em V o que é um absurdo. Portanto, temos

que µ é constante em Mn−k
1 (x).
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• Ao longo de Mk
2 (x), dµ = 0, assim,

(n− k)dλ [(n− k)λ− λ+ 2kµ] + (n− k)λ[(n− k)dλ− dλ] = 0

⇒ dλ [(n− k)((n− k)λ− λ+ 2kµ) + (n− k)((n− k)− 1)] = 0

⇒ dλ = 0.

De forma análoga ao que acabamos de fazer para o caso anterior se

supormos que dλ 6= 0 em algum ponto p ∈ Mk
2 (x) chegaremos à con-

clusão que existirá uma vizinhança V de p tal que µ não é constante, o

que nos leva a um absurdo. Portanto, λ deve ser constante em Mk
2 (x).

Tendo em vista que M é conexa e que dλ = 0 = dµ ∀ p ∈M conclúımos

que λ e µ são constantes em M .

Uma vez que M é compacta e λ, µ são constantes em M , temos que

o resultado é verdadeiro devido a um dos resultados demonstrado por E.

Cartan (ver [3]).

�

Exemplo 1 Por um momento, assumamos que M é uma hipersuperf́ıcie

completa com curvatura escalar constante e com duas curvaturas principais

distintas em S
n+1. Se as multiplicidades dessas curvaturas são todas maiores

que 1, do Corolário 1 sabemos que M é isométrica ao produto riemanniano

S
k(cos θ)× S

n−k(sin θ), 1 < k < n− 1. Consequentemente, assumiremos que

uma dessas duas curvaturas principais é simples, isto é, assumiremos que

λ1 = λ2 = ... = λn−1 = λ e λn = µ,

onde os λi’s, 1 ≤ i ≤ n, são as curvaturas principais de M (e mostraremos

que λ 6= 0 em todos pontos de M . Em verdade podemos sempre supor λ > 0).

Já que a curvatura escalar n(n−1)r é constante, da equação de Gauss (2.11),

n(n− 1)r = n(n− 1) + n2H2 − S,
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(e observando que nH = (n− 1)λ+ µ e S = (n− 1)λ2 + µ2) obtemos que

n(n− 1)r = n(n− 1) + (n− 1)2λ2 + 2λµ(n− 1) + µ2 − (n− 1)λ2 − µ2

= n(n− 1) + (n− 1)λ[(n− 1)λ+ 2µ− λ]

⇒ n(n− 1)(r − 1) = (n− 1)λ[(n− 2)λ+ 2µ]

⇒ n(r − 1) = (n− 2)λ2 + 2λµ. (2.23)

Se λ = 0 em algum ponto p ∈ M , então r = 1 neste ponto. Já que r é

constante, sabemos que r = 1 em M . Assim,

λ [(n− 2)λ+ 2µ] = 0

e vamos mostrar que λ ≡ 0 em M . Para isso, defina os conjuntos





N = {q | q ∈M,λ(q) 6= 0}.
Q = {q | q ∈M, (n− 2)λ(q) + 2µ(q) = 0}.

Dado um ponto em N , pela continuidade das curvaturas principais, existe

uma vizinhança deste ponto em N , isto é, N é aberto. Da mesma forma,

obtemos que Q é fechado. Já que p 6∈ N temos que os conjuntos N e M são

distintos. Vamos mostrar que N = Q. Seja q ∈ N , então, como

λ [(n− 2)λ+ 2µ] = 0,

obtemos que (n− 2)λ(q) + 2µ(q) = 0 e q ∈ Q. Assim, N ⊂ Q. Agora, como,

por hipótese, λ(q) 6= µ(q) ∀ q ∈ M , vemos que se (n − 2)λ(q) + 2µ(q) = 0,

então λ(q) 6= 0 já que caso contrário teriamos λ(q) = 0 = µ(q), o que é um

absurdo. Logo se q ∈ Q, então q ∈ N e Q ⊂ N . Assim, N = Q. Portanto, N

é aberto e fechado e já que M é conexa (pois é completa) e N 6= M obtemos

que N é vazio. Com isso, se λ se anula em algum ponto p ∈M , teremos que

λ ≡ 0 em M .

Agora da equação de Gauss (2.10), qual seja,
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Rijkl = (δikδjl − δilδjk) + (hikhjl − hilhjk),

e observando que hiihjj = 0 para 1 ≤ i, j ≤ n vemos que em M

Rijij = 1

e, consequentemente, a curvatura seccional K é tal que

K = 1.

Ou seja, é não negativa. De acordo com o resultado devido a S.Y. Cheng e

S.T. Yau em [8], citado na introdução, sabemos que M é uma hipersuperf́ıcie

totalmente umb́ılica. Consequentemente, podemos assumir que λ 6= 0 em M .

Portanto, (2.23) nos dá

2λµ = n(r − 1)− (n− 2)λ2

⇒ µ =
n(r − 1)

2λ
− (n− 2)λ

2

⇒ µ =
n(r − 1)

2λ
− nλ2

2λ
+ λ

⇒ λ− µ = n
λ2 − (r − 1)

2λ

e já que λ 6= µ temos que

λ2 − (r − 1) 6= 0.

Se λ2 − (r − 1) < 0, então da expressão anterior temos que

λ2 − λµ =
n

2
{λ2 − (r − 1)} < 0

e r > 1. Consequentemente,

µλ > λ2.

Assim, da equação de Gauss (2.10),

Rijij =





1 + λ2 ≥ 1 se i, j < n

1 + λµ ≥ 1 se i < n e j = n.
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Assim, 1+λ2 ≥ 1 e r > 1. Portanto, usando novamente o resultado devido a

S.Y. Cheng e S.T. Yau em [8], citado na introdução, M é uma hipersuperf́ıcie

totalmente umb́ılica. Isto é um absurdo por que assumimos que M possui duas

curvaturas principais distintas. Desta forma, λ2− (r− 1) > 0. Defina agora

a seguinte função ω = {λ2 − (r − 1)}− 1
n . Com isso, vemos que ω é positiva.

No nosso caso, em que M tem duas curvaturas principais em S
n+1, sendo

uma de multiplicidade n− 1, e n2H2 − S = c, onde c é constante, podemos

escrever

λ1 = λ2 = . . . = λn−1 = λ, λn = µ

e vamos escolher λ > 0. Denote as subvariedades integrais passando por

x ∈ M e correspondentes a λ e µ por Mn−1
1 (x) e M1

2 (x), respectivamente.

Considere

dλ =
n−1∑

k=1

λ,kωk e dµ =
n−1∑

k=1

µ,kωk,

onde λ,k, µ,k, 1 ≤ k ≤ n − 1 são funções diferenciáveis. Assim, pelo Teo-

rema (2.1), e tendo em vista que os ωk, 1 ≤ k ≤ n − 1, são linearmente

independentes, vemos que

λ,1 = . . . = λ,n−1 = 0

ao longo de Mn−1
1 (x). Uma vez que n2H2 − S = c temos que

λ ((n− 2)λ+ 2µ) = c.

Derivando a expressão acima com respeito a s (novamente estamos con-

siderando λ e µ funções de um parâmetro s) obtemos

dλ ((n− 2)λ+ 2µ) + µ((n− 2)dλ+ 2dµ) = 0

⇒ (n− 2)λ+ 2dµ = 0

⇒
∑

k

((n− 2)λ,k + 2µ,k) = 0

⇒ µ,k = 0,
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1 ≤ k ≤ n− 1.

As informações obtidas acima sobre as funções λ,k, µ,k com 1 ≤ k ≤ n−1

serão úteis na demonstração do próximo teorema.

Teorema 2.2 Se M é uma hipersuperf́ıcie n-dimensional (n > 2) em S
n+1

com curvatura escalar constante n(n− 1)r e com duas curvaturas principais

distintas, e o espaço de direções principais correspondente a uma delas tem

dimensão 1 (ou seja, a curvatura correspondente tem multiplicidade 1), então

M é o lugar geométrico das subvariedades (n− 1)-dimensionais Mn−1
1 (s) ao

longo das quais a curvatura λ de multiplicidade n − 1 é constante. Além

disso, tais subvariedades são localmente isométricas a uma esfera (n − 1)-

dimensional Sn−1(c(s)) = E
n(s) ∩ S

n+1, de curvatura constante dada por

{d(log(λ2−(r−1))
1
n )

ds
}2+λ2+1 e ω = {λ2−(r−1)}− 1

n satisfaz a equação diferencial

ordinária de 2a ordem,

d2ω

ds2
= ω

{
n− 2

2

1

ωn
− r

}
, (2.24)

onde E
n(s) é um subespaço linear n-dimensional no espaço Euclidiano R

n+2

que é paralelo ao E
n fixado.

Demonstração: Aqui vamos considerar λ localmente como função de um

parâmetro s, por exemplo, o comprimento de arco de uma trajetória ortogo-

nal de uma famı́lia de subvariedades integrais correspondentes a λ.

Então, teremos

dλ = dλa =
∑

i

haaiωi =
∑

b

haabωb + haanωn

=
∑

b

λ,b ωb + λ,n ωn.

Portanto,

haab = 0 , ∀ a, b ≤ n− 1 ehaan = λ,n . (2.25)
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Com isso,

dµ = dλn =
∑

i

hnniωi =
∑

b

hnnbωb + hnnnωn

= µ,n ωn.

Logo

hnnb = 0 , ∀ b ≤ n− 1 ehnnn = −(n− 1)λ,n . (2.26)

Assim, de (2.19) e (2.20),

θan =
∑

k

hankωk = hanaωa + hannωn +
∑

k 6=a

k 6=n

hankωk.

O último somatório se anula pois sempre temos λk = λa. Além disso, como

hann = hnna, temos que hann=0. Assim,

θan = λ,nωa.

Dáı, escrevemos

ωan =
1

λa − λn

θan =
1

λ− µ
λ,nωa =

1

λ− µ
λ,nωa. (2.27)

Agora observamos que λ,n = dλ
ds
, λ−µ = n(λ2−(r−1))

2λ
e, obtemos de (2.27) que

ωan =
2λλ,n

n(λ2 − (r − 1))
ωa.

Em seguida, vemos que (′ representa derivada com respeito a s)

(log(λ2 − (r − 1))
1
n )′ =

1

n
(log(λ2 − (r − 1)))′

=
1

n

1

λ2 − (r − 1)
2λ

dλ

ds

=
2λ

n(λ2 − (r − 1))

dλ

ds

=
λ,n

λ− µ
.

Portanto,

ωan = (log(λ2 − (r − 1))
1
n )′ωa. (2.28)
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Assim,

dωan = d(log(λ2 − (r − 1))
1
n )′ωa + (log(λ2 − (r − 1))

1
n )′dωa.

Observando que

d(log(λ2 − (r − 1))
1
n )′ = (log(λ2 − (r − 1))

1
n )′′ds,

fazemos A = (λ2 − (r − 1))
1
n e, então podemos escrever

dωan = (logA)′′ds ∧ ωa + (logA)′
∑

i

ωi ∧ ωia

= −(logA)′′ωa ∧ ds+ (logA)′
∑

b

ωb ∧ ωba + (logA)′ωn ∧ ωna

= −(logA)′′ωa ∧ ds+ [(logA)′]2ωa ∧ ds+ (logA)′
∑

b

ωb ∧ ωba.

Portanto,

dωan = {−(logA)′′ + [(logA)′]2}ωa ∧ ds+ (logA)′
∑

b

ωab ∧ ωb. (2.29)

Observe que

ωn = ds, (2.30)

uma vez que

dωn =
∑

a

ωa ∧ ωan

e ∑

a

ωa ∧ ωan =
∑

a

ωa ∧ (
λ,n

λ− µ
)ωa =

∑

a

(
λ,n

λ− µ
)ωa ∧ ωa = 0.

Por outro lado

dωan =
∑

b

ωab ∧ ωbn + ωan ∧ ωnn + ωan+1 ∧ ωn+1n − ωa ∧ ωn

=
∑

b

ωab ∧ ωbn − λµωa ∧ ωn − ωa ∧ ωn

= (logA)′
∑

b

ωab ∧ ωb − (λµ+ 1)ωa ∧ ωn.
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Observe que em S
n+1 temos

ωn+2n = λnωn = ωn

e

ωn+2a = λaωa ⇒ −ωan+2 = ωa,

pois em S
n+1 todas as curvaturas principais são iguais a 1. Isso justifica a

presença desses dois termos na última parcela da expressão de dωan dada

acima. Como

λ[(n− 2)λ+ 2µ] = n(r − 1)

vem que

−λµ =
n(r − 1)− (n− 2)λ2

2
.

Dáı,

dωan = (logA)′
∑

b

ωab ∧ ωb +

[
(n− 2)λ2 − n(r − 1)

2
− 1

]
ωa ∧ ωn. (2.31)

Igualando as equações (2.30) e (2.31) acima obtemos

(logA)′′ − [(logA)′]2 +
(n− 2)λ2 − n(r − 1)

2
− 1 = 0. (2.32)

Fazendo ω = (λ2 − (r − 1))−
1
n segue que

0 = (logω−1)′′ − [(logω−1)′]2 +
(n− 2)

2
[ω−n + (r − 1)]− n(r − 1)

2
− 1

= (logω−1)′′ − [(logω−1)′]2 +
(n− 2)

2

1

ωn
+

nr − n− 2r + 2− nr + n− 2

2

= (logω−1)′′ −
[
(logω−1)′

]2
+

n− 2

2

1

ωn
− r

=

[
− 1

ω

dω

ds

]′
−

[
− 1

ω

dω

ds

]2
+

n− 2

2

1

ωn
− r

= − 1

ω

d2ω

ds2
+

n− 2

2

1

ωn
− r.

Portanto,
d2ω

ds2
= ω

(
n− 2

2

1

ωn
− r

)
.
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Assim,
d2ω

ds2
− n− 2

2
ω−n+1 + ωr = 0.

Multiplicando ambos os membros por 2dω
ds

teremos

2
dω

ds

d2ω

ds2
− 2

n− 2

2

dω

ds
ω−n+1 + 2ωr

dω

ds
= 0.

Ou seja, [(
dω

ds

)2

+ ω−n+2 + rω2

]′
= 0.

Desta forma, integrando (2.24), obtemos que

(
dω

ds

)2

= C − rω2 − 1

ωn−2
,

onde C é uma constante de integração.

Então, por (2.23), (2.28), (2.30) e (2.32) dea pode ser reescrito da seguinte

forma

dea =
∑

b

ωabeb + ωanen + ωan+1en+1 + ωan+2en+2

=
∑

b

ωabeb + (logA′)ωaen + λωaen+1 − ωaen+2

=
∑

b

ωabeb + [(logA′)en + λen+1 − en+2]ωa.

Por outro lado,

d{(logA)′en + λen+1 − en+2} =

d{(logA)′}en + (logA)′den + dλen+1 + λden+1 − den+2,

d[(logA)′] = (logA)′′ωn, dλ = λ,n ωn, den+1 = −
∑

b λωbeb−µωnen e den+2 =
∑

a ωaea + ωnen
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implicam que

d[(logA)′en + λen+1 − en+2] = (logA)′(
∑

b

(− logA)′ωbeb)

+ (logA)′′ωnen + µωnen+1(logA)
′

− ωnen+2(logA)
′

+ λ,nωnen+1 + λ
∑

b

(−λωb)eb

− λµωnen −
∑

a

ωaea − ωnen.

Reorganizando os termos teremos

d[(logA)′en + λen+1 − en+2] = (logA)′′ωnen − λµωnen − ωnen

+ (logA)′µωnen+1 + λ,nωnen+1

− (logA)′ωnen+2

− [(logA)′]2
∑

b

ωbeb

−
∑

b

ωbeb − λ2
∑

b

ωbeb.

E, com isso,

d[(logA)′en + λen+1 − en+2] =

[
(logA)′′ +

n(r − 1)− (n− 2)λ2

2
− 1

]
ωnen

+

[
(logA)′(

n(r − 1)

2λ
− n− 2

2
λ) + λ′

]
ωnen+1

− (logA)′ωnen+2

−
{
[(logA)′]2 + λ2 + 1

}∑

b

ωbeb

=

[
(logA)′′ +

n(r − 1)− (n− 2)λ2

2
− 1

]
ωnen

+

[
(logA)′(

n(r − 1)

2λ
− n− 2

2
λ) + λ′

]
ωnen+1

− (logA)′ωnen+2.

(mod(e1, e2, . . . , en−1))
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Utilizando (2.32) escrevemos

(logA)′′ +
(n− 2)λ2 − n(r − 1)

2
− 1 = [(logA)′]2,

e obtemos finalmente o resultado d[(logA)′en + λen+1 − en+2] =

= [(logA)′]2ωnen + [(logA)′(
n(r − 1)

2λ
− n− 2

2
λ) + λ′]ωnen+1

−(logA)′ωnen+2. (mod(e1, e2, . . . , en−1))

= (logA)′[(logA)′en + (µ+ λ− µ)en+1 − en+2]ωn.

(mod(e1, e2, . . . , en−1))

= (logA)′[(logA)′en + λen+1 − en+2]ωn.

(mod(e1, e2, . . . , en−1))

Pondo E = e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ en−1, F = (logA)′en + λen+1 − en+2, e por último

W = e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ en−1 ∧ {(logA)′en + λen+1 − en+2}, temos que

W = E ∧ F ⇒ dW = dE ∧ F + E ∧ dF.

Acima já calculamos dF, calculemos agora dE ∧ F .

Primeiramente observamos que

dE =
∑

a

(−1)a−1dea ∧ e1 ∧ . . . ∧ êa ∧ . . . ∧ en−1,

onde o śımbolo ̂ indica que o termo foi omitido.

Como

dea =
∑

b

ωabeb + [(logA)′en + λen+1 − en+2]ωa,

substituindo o termo acima e distribuindo a soma, obtemos a equação

dE =
∑

a

(−1)a−1
∑

b

ωabeb ∧ e1 ∧ . . . ∧ êa ∧ . . . ∧ en−1

+
∑

a

(−1)a−1ωa[(logA)
′en + λen+1 − en+2] ∧ e1 ∧ . . . ∧ êa ∧ . . . ∧ en−1.
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Observe que no primeiro termo da soma, se b = a ⇒ ωab = ωaa = 0 e se

b 6= a, temos que b é um dos ı́ndices entre 1 e n − 1, e assim, o produto

eb ∧ e1 ∧ . . .∧ êa ∧ . . .∧ en−1 é nulo já que um termo se repete. Assim, sendo

nulo o primeiro termo da soma, reescrevemos

dE =
∑

a

(−1)a−1ωaF ∧ e1 ∧ . . . ∧ êa ∧ . . . ∧ en−1.

Portanto, dE ∧ F = 0, pois o vetor F se repete.

Assim,

dW = E ∧ dF = (logA)′Wds.

Esta equação mostra que o n-vetor W em R
n+2 é constante ao longo de

Mn−1
1 (s). Deste modo, existe um subespaço linear En(s) em R

n+2 contendo

Mn−1
1 (s). Da equação acima, o campo vetorial W depende somente de s e

por integração obtemos

W (s) =

[
λ(s)

λ(s0)

] 1
n

W (s0).

Então nós temos que E
n(s) é paralelo a E

n(s0) em R
n+2.

Por fim, temos que a curvatura de Mn−1
1 (s) é dada por

dωab −
∑

c

ωac ∧ ωcb = ωan ∧ ωnb + ωan+1 ∧ ωn+1b − ωa ∧ ωb

= −
{
[(logA)′]2 + λ2 + 1

}
ωa ∧ ωb.

Já que Mn−1
1 (s) ⊂ E

n ∩ S
n+1 = S

n−1(c(s)) tomamos em Mn−1
1 (s) a métrica

induzida de S
n−1(c(s)). Dessa forma, obtemos que Mn−1

1 (s) é localmente

isométrica a S
n−1(c(s)).

�

Como vimos na demonstração do Teorema 2.2 integrando (2.24) temos que
(
dω

ds

)2

= C − rω2 − 1

ωn−2
, (2.33)

onde C é uma constante de integração.

A mesma afirmação como em [18] implica o seguinte:
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Corolário 2 Em S
n+1, existem várias hipersuperf́ıcies com curvatura escalar

constante que não são congruentes entre si.

Demonstração: Basta observarmos que no teorema 2.2 consideramos λ

como uma função que depende de um parâmetro s (parâmetro da curva), pois

deste modo para cada escolha de s teremos funções distintas (logo curvaturas

distintas) e, com isso, as hipersuperf́ıcies correspondentes a essas curvaturas

não são isométricas.

�

Observação 1. Fazendo uso da mesma construção como em Otsuki [18],

podemos provar que existem várias hipersuperf́ıcies compactas em S
n+1 com

curvatura escalar constante do tipo descrito no Teorema 2.2 que não são

congruentes entre si.



Caṕıtulo 3

UMA CARACTERIZAÇÃO

DO PRODUTO

RIEMANNIANO

S
1(
√
1− c2)× S

n−1(c)

Nesta seção, caracterizaremos o produto riemanniano S
1(
√
1− c2) ×

S
n−1(c). Primeiro, daremos uma resposta afirmativa para o Problema 1 que

foi citado na introdução e se r 6= n−2
n−1

, provaremos que se S ≥ C(n, r), então

S
1(
√
1− c2) × S

n−1(c) é a única hipersuperf́ıcie completa em S
n+1 com cur-

vatura escalar constante n(n−1)r e com duas curvaturas principais distintas

uma das quais é simples. Além disso, quando r = n−2
n−1

, concluiremos que

S ≥ C(n, n−2
n−1

) = n e provaremos que não existem hipersuperf́ıcies completas

em S
n+1 com curvatura escalar constante n(n − 1)r e com duas curvaturas

principais distintas uma das quais é simples tal que S > C(n, n−2
n−1

) = n.

Definição 1 Variedades conformemente planas são variedades riemannianas

localmente conformes a um espaço euclidiano. Isto é, localmente a métrica

riemanniana é um múltiplo da métrica euclidiana.

43
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Definição 2 Dizemos que Mn é uma subvariedade conformemente plana n-

dimensional de uma variedade riemanniana M
n+p

n+p-dimensional se exis-

te uma imersão f : Mn → M
n+p

tal que Mn é conformemente plana com

a métrica induzida. Quando a codimensão p é um, dizemos que Mn é uma

hipersuperf́ıcie conformemente plana de M
n+1

.

O Teorema de Kuiper (veja [10], p. 116) nos diz que seM é uma variedade

compacta, simplesmente conexa e conformemente plana, então M é conforme

à esfera euclidiana.

Dizemos que uma variedade riemanniana Mn é conformemente plana se

cada ponto de M está em uma vizinhança que é difeomorficamente conforme

a um subconjunto aberto do espaço euclidiano R
n, com a métrica canônica.

Exemplo 2 Abaixo temos alguns exemplos de variedades conformemente

planas.

1. Qualquer superf́ıcie é conformemente plana porque sempre admite co-

ordenadas isotérmicas locais, isto é, sempre é posśıvel encontrar uma

parametrização na qual os coeficientes da primeira forma fundamental

são tais que E = G e F = 0;

2. As esferas Euclidianas S
n ⊂ R

n+1 são conformemente planas já que

a projeção estereográfica é um difeomorfismo conforme. Em verdade,

prova-se que qualquer variedade riemanniana com curvatura seccional

constante é conformemente plana (ver [10], p. 108);

3. Hipersuperf́ıcies de rotação ou tubos em torno de curvas suaves são

também conformemente planas (ver [10], p. 127).

Teorema 3.1 Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional completa em S
n+1

com curvatura escalar constante n(n− 1)r e com duas curvaturas principais

distintas uma das quais é simples. Então r > 1− 2
n
e, quando r 6= n−2

n−1
, se S ≥

C(n, r), então M é isométrica ao produto riemanniano S
1(
√
1− c2)×Sn−1(c).
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Corolário 3 Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional completa em S
n+1

com curvatura escalar constante n(n− 1)r e com duas curvaturas principais

distintas. Se r 6= n−2
n−1

e S ≥ C(n, r), então M é isométrica ao produto

riemanniano S
k(cos θ)× S

n−k(sin θ), 1 ≤ k ≤ n− 1.

Demonstração: Já que M é completa, então pelo Corolário 1 temos que M

é isométrica ao produto riemanniano S
k(cos θ) × S

n−k(sin θ), 1 < k < n − 1,

desde que as multiplicidades de ambas as curvaturas sejam maiores que 1. No

caso em que uma delas é simples e se r 6= n−2
n−1

, S ≥ C(n, r), então o Teorema

3.1 diz que M é isométrica ao produto riemanniano S
1(
√
1− c2) × S

n−1(c),

k = 1 ou k = n− 1.

Portanto, M é isométrica ao produto riemanniano S
k(cos θ)× S

n−k(sin θ)

com 1 ≤ k ≤ n− 1.

�

Toda hipersuperf́ıcie n-dimensional (n > 3) compacta localmente con-

formemente plana na esfera unitária S
n+1 (n > 3) é conformemente equi-

valente à esfera de Riemann ou a uma variedade clássica de Schottky (cf.

Suyama [20] e Pinkall [19]). Sabemos que a esfera de Riemann e o pro-

duto riemanniano S
1(
√
1− c2) × S

n−1(c) são hipersuperf́ıcies compactas lo-

calmente conformemente plana na esfera unitária S
n+1 com curvatura escalar

constante. Na seção 2, foi mostrado que existem várias hipersuperf́ıcies lo-

calmente conformemente plana na esfera unitária S
n+1 com curvatura escalar

constante que não são congruentes à esfera de Riemann e ao produto riema-

nniano S1(
√
1− c2)×S

n−1(c). O Corolário 4, a seguir, dá uma caracterização

da classe das hipersuperf́ıcies conformemente planas.

Para provar o próximo corolário faremos uso do seguinte resultado pre-

sente em [10] (ver p. 118):
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Teorema 3.2 Seja f : Mn → M
n+1

c , n ≥ 4, uma imersão isométrica (onde

c é a curvatura seccional de M
n+1

c que é constante). Então Mn é conforme-

mente plana se, e somente se, f tem curvaturas principais de multiplicidades

1, n− 1 ou n apenas.

Corolário 4 Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional (n > 3) completa,

localmente conformemente plana na esfera unitária S
n+1 com curvatura es-

calar constante n(n−1)r. Então r > 1− 2
n
e, quando r 6= n−2

n−1
, se S ≥ C(n, r),

então M é isométrica a S
1(
√
1− c2)× S

n−1(c).

Demonstração: Já queM é uma hipersuperf́ıcie localmente conformemente

plana em S
n+1 e n > 3, do Teorema 3.2, sabemos que M tem no máximo

duas curvaturas principais distintas e as multiplicidades delas assumem os

valores: 1, n − 1 ou n. Se em algum ponto p, estas curvaturas coincidem

(ou seja, temos uma curvatura com multiplicidade n), então S = nH2, pois

tendo em vista que S =
∑

i,j h
2
ij e que hii = λi, hjj = λj e hij = 0 temos que

S =
∑

i λ
2 (já que λi = λj = λ) e, com isso, como,

(
∑

i

λ)2 −
∑

i

λ2 =
∑

i 6=j

λ2 ⇒
∑

i

λ2 = (
∑

i

λ)2 −
∑

i 6=j

λ2

e

∑

i 6=j

λ2 = (n− 1)
∑

i

λ2,

temos que
∑

i

λ2+(n−1)
∑

i

λ2 = (
∑

i

λ)2 donde conclúımos que S = nH2.

Usando este fato na equação de Gauss (2.11) temos que S = n(r − 1).

Como estamos assumindo que S ≥ C(n, r) vem que

n(r − 1) ≥ (n− 1)
n(r − 1) + 2

n− 2
+

n− 2

n(r − 1) + 2

o que é um absurdo. Logo M possui duas curvaturas principais distintas

em todos os pontos e uma delas tem multiplicidade n − 1. Portanto, pelo

Teorema 3.1, temos que M é isométrica a S
1(
√
1− c2)× S

n−1(c).



UMA CARACTERIZAÇÃO DO PRODUTO S
1(
√
1− c2)× S

n−1(c) 47

�

Teorema 3.3 Seja M uma hipersuperf́ıcie completa com duas curvaturas

principais distintas uma das quais é simples em S
n+1.

1. Se r = n−2
n−1

, então S ≥ C(n, n−2
n−1

) = n, e se S = n em M , então M é

isométrica ao toro de Clifford S
1(
√

1
n
)× S

n−1(
√

n−1
n
);

2. Não existem tais hipersuperf́ıcies com r = n−2
n−1

e S > C(n, n−2
n−1

) = n.

Observação 2. Sabemos que o toro de Clifford S
1(
√

1
n
) × S

n−1(
√

n−1
n
) é

uma hipersuperf́ıcie mı́nima completa em S
n+1 tal que r = n−2

n−1
e S = n. Mas

não sabemos se uma hipersuperf́ıcie completa em S
n+1 com duas curvaturas

principais distintas, uma das quais é simples e r = n−2
n−1

é somente o toro de

Clifford S
1(
√

1
n
)× S

n−1(
√

n−1
n
).

Corolário 5 Não existem hipersuperf́ıcies completas n-dimensionais (n > 3)

localmente conformemente plana em S
n+1 tais que r = n−2

n−1
e S > C(n, n−2

n−1
) =

n.

Demonstração: Fazendo uso do Teorema 3.3 e o mesmo argumento no

Corolário 4, sabemos que o Corolário 5 é verdadeiro. De fato, pelo Corolário

4 uma hipersuperf́ıcie completa n-dimensional (n > 3) localmente conforme-

mente plana em S
n+1, com S ≥ C(n, r), possui duas curvaturas principais

distintas, uma das quais é simples (no nosso caso, como S > C(n, r), essa

conclusão ainda é válida mesmo sendo r = n−2
n−1

). Desta forma, o Corolário

5 nada mais é do que a parte (2) do Teorema 3.3, ou seja, o resultado é

verdadeiro.

�

Observação 3. É bem conhecido que uma hipersuperf́ıcie localmente con-

formemente plana em S
n+1 (n > 3) possui no máximo duas curvaturas prin-

cipais distintas. Mas quando n = 3, essa afirmação não é verdade (para um
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exemplo de uma hipersuperf́ıcie conformemente plana de S
4 com três curva-

turas principais distintas ver [12]). Consequentemente, podemos perguntar

se estas afirmações, as dos Corolários 4 e 5, ocorrem quando n = 3. Mas

podemos ter em mente que na condição que a curvatura escalar de M é cons-

tante, deve ser verdade que uma hipersuperf́ıcie localmente conformemente

plana em S
4(1) tem no máximo duas curvaturas principais distintas. Con-

sequentemente, podemos conjecturar que as afirmações nos Corolários 4 e 5

ocorrem.

Para provar o Teorema 3.1, precisaremos de alguns lemas.

Lema 2 Se M possui duas curvaturas principais distintas e λ é a curvatura

principal de multiplicidade n− 1, então S = C(n, r) se, e somente se, ω−n =

λ2 − r + 1 = 2r
n−2

.

Demonstração: Suponha que S = (n− 1)n(r−1)+2
n−2

+ n−2
n(r−1)+2

. Sabemos que

S =
∑

i

λ2
i e já que λ tem multiplicidade n−1, temos que S = (n−1)λ2+µ2.

Também sabemos que

n2H2 − S = n(n− 1)(r − 1).

Dáı, como

n2H2 = (
∑

i

λi)
2 = ((n− 1)λ+ µ)2,

obtemos que

µ =
n(r − 1)

2λ
− n− 2

2
λ.

Assim,

S = (n− 1)λ2 +

(
n(r − 1)

2λ
− n− 2

2
λ

)2

= (n− 1)
n(r − 1) + 2

n− 2
+

n− 2

n(r − 1) + 2
.

Logo
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(n− 1)λ2 +

(
n(r − 1)

2λ
− n− 2

2
λ

)2

= (n− 1)
n(r − 1) + 2

n− 2
+

n− 2

n(r − 1) + 2
.

Já que n(n − 1)r = const. ⇔ r = const., então a expressão à direita na

última igualdade acima é constante. Dáı, obtemos que

(n− 1)λ2 +

(
n(r − 1)

2λ
− n− 2

2
λ

)2

é constante, consequentemente, λ é constante, pois se derivamos a expressão

acima obtemos que

dλ

[
2(n− 1)λ−

(
n(r − 1)

2λ
− n− 2

2
λ

)(
n(r − 1)

2λ2
+

n− 2

2

)]
= 0,

donde

dλ

[
2(n− 1)λ

(n− 2)2

4
λ− n2(r − 1)2

4λ3

]
= 0.

Uma vez que podemos tomar λ 6= 0 e tendo em vista que λ e dλ são funções

cont́ınuas obtemos da expressão acima que dλ = 0 em M . Agora, observando

que M está nas hipóteses do Teorema 2.2, temos por (2.24) que, uma vez

que ω = {λ2 − (r − 1)}− 1
n é também constante,

d2ω

ds2
= ω

{
n− 2

2

1

ωn
− r

}

⇔ ω

{
n− 2

2

1

ωn
− r

}
= 0

⇔ n− 2

2

1

ωn
− r = 0

⇔ n− 2

2

1

ωn
= r

⇔ ω−n =
2r

n− 2
.

Portanto, ω−n = λ2 − (r − 1) = 2r
n−2

.
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Reciprocamente, se ω−n = 2r
n−2

, temos que

λ2 − (r − 1) =
2r

n− 2

⇒ λ2 =
2r

n− 2
+ (r − 1)

⇒ λ2 =
2r + (n− 2)(r − 1)

n− 2

⇒ λ2 =
n(r − 1) + 2

n− 2
.

Como λ tem multiplicidade n− 1 e µ tem multiplicidade 1 já sabemos que

S = (n− 1)λ2 +

(
n(r − 1)

2λ
− n− 2

2
λ

)2

= (n− 1)λ2 +
n2(r − 1)2

4λ2
− n(r − 1)(n− 2)

2
+

(n− 2)2λ2

4
.

Com isso, substituindo o valor encontrado para λ2, vemos que

S = (n− 1)
n(r − 1) + 2

n− 2
+

n2(r − 1)2

4

(n− 2)

n(r − 1) + 2

− n(r − 1)(n− 2)

2
+

(n− 2)2

4

(n(r − 1) + 2)

n− 2

= (n− 1)
n(r − 1) + 2

n− 2
+

n− 2

n(r − 1) + 2
.

Portanto,

S = C(n, r).

Assim, o Lema 2 está provado.

�

Lema 3 Se M possui duas curvaturas principais distintas e λ é a curvatura

principal de multiplicidade n− 1, obtemos o seguinte:

1. Quando r − 1 ≥ 0, S ≥ C(n, r) se, e somente se, ω−n = λ2− r+1 ≥
2r
n−2

.



UMA CARACTERIZAÇÃO DO PRODUTO S
1(
√
1− c2)× S

n−1(c) 51

2. Quando 1 − 2
n
< r < 1 e r 6= n−2

n−1
, S ≥ C(n, r) se, e somente se, uma

das seguintes condições ocorre

(a) ω−n = λ2 − r + 1 ≥ 2r
n−2

e λ2 > 1− r

(b) ω−n = λ2 − r + 1 ≤ 2r
n−2

e λ2 < 1− r.

Demonstração: Inicialmente, consideramos a função

f(t) =
n2

4
t+

n2(r − 1)2

4t
− n(n− 2)

2
(r − 1)

para t > 0. Já que

df(t)

dt
=

n2

4
− n2(r − 1)2

4t2

sabemos que t2 ≥ (r−1)2 se, e somente se, f(t) é uma função crescente (pois

t2 ≥ (r−1)2 ⇔ (r−1)2

t2
≤ 1⇔ n2(r−1)2

4t2
≤ n2

4
⇔ n2

4
− n2(r−1)2

4t2
≥ 0⇔ df(t)

dt
≥ 0⇔

f(t) é uma função crescente) e, da mesma forma, t2 ≤ (r− 1)2 se, e somente

se, f(t) é uma função decrescente. Além disso, f(t) obtém um mı́nimo em

t2 = (r − 1)2. De fato, neste caso df(t)
dt

= 0 e d2f(t)
dt2

= 2n2(r−1)2

t3
≥ 0 já que

r ≥ 1 e t > 0.

De acordo com o exemplo 1, podemos assumir que λ 6= 0 e r ≥ 1, donde

λ2 − (r − 1) > 0 e, com isso, podemos assumir que λ > 0. Uma vez que

S = (n− 1)λ2 + µ2

= (n− 1)λ2 + (
n(r − 1)

2λ
− n− 2

2
λ)2

=
n2

4
λ2 +

n2(r − 1)2

4λ2
− n(n− 2)(r − 1)

2
, (3.1)

conclúımos que S é uma função crescente de λ2 se λ2 > |r − 1| e S é uma

função decrescente de λ2 se 0 < λ2 < |r − 1|.

1. Se r − 1 ≥ 0, sabemos que S é uma função crescente de λ2 porque

λ2 > r − 1 = |r − 1|. Assim, do Lema 2 temos que S = C(n, r) se, e

somente se, ω−n = λ2 − r + 1 = 2r
n−2

e por ser S uma função crescente

de λ2 temos que S > C(n, r) se, e somente se, ω−n = λ2− r+1 > 2r
n−2

.
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2. No caso em que 1 − 2
n
< r < 1 e r 6= n−2

n−1
temos, pelo que foi feito na

seção 2, que λ2 é uma função cont́ınua de s. Assim, se existirem dois

pontos s1 e s2 tais que λ2(s1) > 1 − r e λ2(s2) < 1 − r, então deve

existir um ponto s0 tal que λ
2(s0) = 1− r. Substituimos λ2(s0) = 1− r

em (3.1) e obtemos

S =
n2

4
(1− r) +

n2(r − 1)2

4(1− r)
− n(n− 2)(r − 1)

2

= n(n− 1)(1− r).

Agora observamos que, por ser r 6= n−2
n−1

,

n(n− 1)(1− r) < (n− 1)
n(r − 1) + 2

n− 2
+

n− 2

n(r − 1) + 2
.

Consequentemente, neste caso,

S ≥ (n− 1)
n(r − 1) + 2

n− 2
+

n− 2

n(r − 1) + 2

se, e somente se, λ2 > 1−r ou λ2 < 1−r ocorre sempre. Se λ2 > 1−r,

S é uma função crescente de λ2 (pois λ2 > 1 − r ⇔ λ4 > (1 − r)2 ⇔
λ4 > (r − 1)2 ⇔ (r−1)2

λ4 < 1 ⇔ n2(r−1)2

4λ4 < n2

4
⇔ n2

4
− n2(r−1)2

4λ4 >

0 ⇔ dS
d(λ2)

> 0 ⇔ S é crescente). Consequentemente, como em (1),

conclúımos que S ≥ C(n, r) se, e somente se, ω−n = λ2 − r + 1 ≥ 2r
n−2

.

Da mesma forma, se λ2 < 1− r temos que S é uma função decrescente

de λ2. Consequentemente, S ≥ C(n, r) ocorre se, e somente se, ω−n =

λ2 − r + 1 ≤ 2r
n−2

.

O Lema 3 está provado.

�

Lema 4 Seja M com duas curvaturas principais distintas e seja λ a cur-

vatura principal de multiplicidade n − 1. Se r ≤ 1 − 2
n
, então dω(s)

ds
é uma

função monótona crescente de s.
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Demonstração: Observe que M está nas hipóteses do Teorema 2.2. Logo

ω−n = λ2 − r + 1 satisfaz a equação (2.25), isto é,

d2ω

ds2
− ω

(
n− 2

2

1

ωn
− r

)
= 0. (3.2)

Consequentemente,

d2ω

ds2
= ω

(
n− 2

2

1

ωn
− r

)

= ω

(
n− 2

2
(λ2 − r + 1)− r

)

= ω

(
n− 2

2
λ2 +

(n− 2)− nr

2

)
> 0

porque r ≤ 1− 2
n
(⇒ r ≤ n−2

n
⇒ nr ≤ n− 2⇒ (n− 2)− nr ≥ 0) e λ2 > 0 e,

além disso, ω é positiva. Consequentemente, dω(s)
ds

é uma função monótona

crescente de s. Isto finaliza a prova do Lema 4.

�

Proposição 1 SejaM uma hipersuperf́ıcie n-dimensional completa com cur-

vatura escalar constante n(n−1)r e com duas curvaturas principais distintas

em S
n+1. Se λ denota a curvatura principal de multiplicidade n − 1, então

ω(s) é constante se dω(s)
ds

é uma função monótona de s.

Demonstração: Já que estamos nas hipóteses do Teorema 2.2, e fazendo

uso dos mesmos cálculos lá realizados, sabemos que

ωjn =
d{log(λ2 − (r − 1))

1
n}

ds
ωj.

Agora observando que 〈∇enen, en〉 = 1
2
en〈en, en〉 = 0 e ωij(ek) = 〈∇ekei, ej〉,

podemos escrever

∇enen =
n∑

a=1

〈∇enen, ea〉ea =
n∑

a=1

ωna(en)ea.

Logo
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∇enen = −d{log(λ2 − (r − 1))
1
n}

ds

∑

a

ωa(en)ea = 0.

Desta forma, toda curva integral do campo de direções principais correspon-

dentes a µ é uma geodésica (pois D
dt
en = ∇enen = 0 e en é um campo de

vetores tangentes a tal curva). Suponha que ω não é constante. Sabemos

que, uma vez que ω−n = λ2 − r + 1 satisfaz a equação (2.25),

d2ω

ds2
− ω

(
n− 2

2

1

ωn
− r

)
= 0.

Já que M é completa e a curva integral do campo de direções principais

correspondente a µ é uma geodésica, temos que ω(s) é uma função definida

em (−∞,+∞). Da equação (2.25), temos

d2ω

ds2
− n− 2

2
ω−n+1 + ωr = 0.

Agora multiplicando ambos os membros por 2dω
ds

teremos

2
dω

ds

d2ω

ds2
− 2

n− 2

2

dω

ds
ω−n+1 + 2ωr

dω

ds
= 0.

Ou seja, (onde ′ denota derivação com respeito a s)

[(
dω

ds

)2

+ ω−n+2 + rω2

]′
= 0

Desta forma, integrando (2.25), obtemos que

(
dω

ds

)2

= C − rω2 − 1

ωn−2
, (3.3)

onde C é uma constante de integração. Assim,

C ≥ rω2 +
1

ωn−2
⇒ C ≥ min

ω>0

(
rω2 +

1

ωn−2

)
=

n

2

(
2r

n− 2

)n−2
n

, (3.4)
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definindo g(ω) = rω2 + 1
ωn−2 e tomando ω = ( 2r

n−2
)−

1
n vemos que

g((
2r

n− 2
)−

1
n ) = r

(
2r

n− 2

)− 2
n

+

(
2r

n− 2

)n−2
n

=

(
2r

n− 2

)n−2
n

(

1 + r

(

2r

n− 2

)−1
)

=

(

2r

n− 2

)
n−2
n
(

1 + r
(n− 2)

2r

)

=
n

2

(

2r

n− 2

)
n−2
n

.

Em verdade temos que ω = ( 2r
n−2

)−
1
n é ponto de mı́nimo de g. Com efeito, se

0 < ω−n < 2r
n−2

temos que

ω−n <
2r

n− 2

⇔ (n− 2)ω−n < 2r

⇔ (n− 2)ω−n − 2r < 0

⇔ 2r − (n− 2)ω−n > 0

⇔ 2rω − (n− 2)ω−n+1 > 0

⇔ g′(ω) > 0.

Ou seja, g(ω) é crescente. Da mesma forma se ω−n > 2r
n−2

, então g(ω) é

decrescente. Assim, temos que ω = ( 2r
n−2

)−
1
n é ponto de mı́nimo de g. Além

disso, C = n
2
( 2r
n−2

)
n−2
2 se, e somente se, ω é constante. Portanto, conclúımos

que, para qualquer solução não constante ω de (2.25),

C >
n

2

(

2r

n− 2

)
n−2
2

. (3.5)

É bem sabido que se g é crescente para 0 < ω−n < 2r
n−2

, decrescente para

ω−n > 2r
n−2

e atinge o mı́nimo em ω−n = 2r
n−2

, então g possui duas ráızes

distintas. Agora, como C > min g(ω), e as ráızes de g são positivas (pois

ω(s) > 0 ∀s ∈ (−∞,+∞)), obtemos que a equação
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rω2 +
1

ωn−2
− C = 0

possui duas ráızes distintas positivas ω1 e ω2 e

ω1 <

(
2r

n− 2

)− 1
n

< ω2. (3.6)

Já que
(
dω

ds

)2

= C − rω2 − 1

ωn−2

e dω
ds

é monótona (estritamente crescente ou decrescente), sabemos que dω
ds

tem no máximo um zero em (−∞,+∞).

• Se dω
ds

não tem zero em (−∞,+∞), então, por continuidade, dω
ds

> 0 ou

dω
ds

< 0. Assim, ω(s) é uma função monótona de s em (−∞,+∞).

• Se dω
ds

tem um único zero em (−∞,+∞), qual seja s0 ∈ (−∞,+∞),

então ω(s) é uma função monótona de s em (−∞, s0] e em [s0,+∞).

Em qualquer caso, ω(s) é uma função monótona de s em (−∞, s0] e em

[s0,+∞). Já que

(
dω

ds

)2

= C − rω2 − 1

ωn−2
≥ 0,

sabemos que ω(s) é limitada, isto é, ω1 ≤ ω(s) ≤ ω2. De fato, já temos

que ω1 < (
2r

n− 2
)−

1
n < ω2 e vamos mostrar em verdade que ω1 < ω(s) <

ω2 ∀ s. Suponha que ω(s) ≤ ω1 para algum s. Então ω(s) ≤ ( 2r
n−2

)−
1
n , donde

ω(s)−n ≤ 2r
n−2

e como neste caso g é crescente temos que o mı́nimo de g é

menor que (
2r

n− 2
)−

1
n o que é um absurdo. Logo ω(s) > ω1 ∀ s. Suponha

agora que, para algum s, ω(s) ≥ ω2, assim ω(s) ≥ ( 2r
n−2

)−
1
n e como neste caso

g é decrescente temos que g(ω(s)) ≤ g(( 2r
n−2

)−
1
n ) o que, novamente, é um

absurdo, donde ω(s) < ω2 ∀ s. Sem perda de generalidade, podemos assumir

que dω(s)
ds

é uma função monótona crescente. Então para s0, do Teorema do

Valor Médio, temos que para qualquer s ∈ [s0,+∞), existe t ∈ [s0, s] tal que
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dω(t)

ds
=

ω(s)− ω(s0)

s− s0
.

Consequentemente,

lim
s→∞

dω(s)

ds
= 0

por que dω
ds

é uma função monótona crescente e ω(s) é limitada. Com efeito,

temos que

0 ≤ dω(t)

ds
=

ω(s)− ω(s0)

s− s0
≤ 1

s− s0
(ω2 − ω1)

e observe que ω2 − ω1 <∞. Logo

0 ≤ lim
s→∞

dω(t)

ds
= lim

s→∞

ω(s)− ω(s0)

s− s0
≤ lim

s→∞

1

s− s0
(ω2 − ω1) = 0.

Portanto,

0 ≤ lim
s→∞

dω(t)

ds
≤ 0⇒ lim

s→∞

dω(s)

ds
= 0.

Assim, conclúımos que dω(s)
ds

< 0, ∀s ∈ (−∞,+∞) e sup dω(s)
ds

= 0. Da mesma

forma, consideramos dω(s)
ds

em s ∈ (−∞, s0]. Dáı, como dω(s)
ds

é uma função

monótona crescente, então, novamente pelo Teorema do Valor Médio, para

algum s0 temos que para qualquer s ∈ (−∞, s0] existe t ∈ [s, s0] tal que

dω(t)

ds
=

ω(s0)− ω(s)

s0 − s
=

ω(s)− ω(s0)

s− s0

e, com isso, analogamente ao caso anterior,

lim
s→−∞

dω(s)

ds
= 0.

Novamente temos que dω(s)
ds

< 0, ∀s ∈ (−∞,+∞) e, pelo que acabamos de

fazer, inf dω
ds

= 0. Mas isto é um absurdo porque inf dω
ds
≤ dω

ds
e dω(s1)

ds
≤

dω(s2)
ds

< 0, s1, s2 ∈ (−∞,+∞) com s1 < s2. Consequentemente, conclúımos

que ω(s) é constante. Isto prova a Proposição 1.

�
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Demonstração do Teorema 3.1: Vamos mostrar que r > 1− 2
n
. De fato,

se r ≤ 1− 2
n
, pelo Lema 4, dω

ds
é uma função monótona crescente de s, e pela

Proposição 1 temos que ω é constante e, com isso, λ e, consequentemente, µ

são constantes. De um resultado clássico devido a E. Cartan [3], obtemos que

M é isométrica a S
1(
√
1− c2)× S

n−1(c) para alguma constante 0 < c < 1, o

que implica que r > 1− 2
n
, contradizendo nossa hipótese. Consequentemente,

r > 1 − 2
n
. Se r 6= n−2

n−1
e S ≥ C(n, r) são satisfeitos, então para o caso em

que r ≥ 1 (r − 1 ≥ 0) temos pelo Lema 3, ω−n = λ2 − r + 1 ≥ 2r
n−2

. Logo

d2ω

ds2
= ω

(
n− 2

2
ω−n − r

)

≥ ω

(
n− 2

2

2r

n− 2
− r

)
= 0.

Para o caso em que 1− 2
n
< r < 1 vemos, novamente pelo Lema 3, que

1. ω−n ≥ 2r
n−2

e λ2 > 1− r. Neste caso d2ω
ds2
≥ 0;

2. ω−n ≤ 2r
n−2

e λ2 < 1− r. Aqui obtemos que d2ω
ds2
≤ 0.

Consequentemente, ou dω
ds

é uma função crescente de s ou dω
ds

é uma função

decrescente de s, isto é, dω
ds

é uma função monótona de s. Desta forma, a

Proposição 1 fornece que ω bem como λ devem ser constantes (consequente-

mente µ também é constante). Do resultado de E. Cartan [3], já citado,

conclúımos que M é isométrica a S
1(
√
1− c2)× S

n−1(c).

�

Demonstração do Teorema 3.3:

1. Já que r = n−2
n−1

temos

S = (n− 1)λ2 + µ2

= (n− 1)λ2 +

(
n(r − 1)

2λ
− n− 2

2
λ

)2

=
n2

4

(
λ− 1

(n− 1)λ

)2

+ n

≥ n.
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Ou seja, S − n =
n2

4
(λ − 1

(n− 1)λ
)2. Consequentemente S = n em

algum ponto p ∈M se, e somente se, λ2 = 1
n−1

.

Por outro lado, se S = n, temos da equação de Gauss (2.11) que

n2H2 − n = n(n− 1)

(
n− 2

n− 1
− 1

)

⇒ H = 0

em p. Assim, se S = n em M , então M é uma hipersuperf́ıcie mı́nima.

Do resultado clássico obtido inedependentemente por Chern, do Carmo

e Kobayashi [9] e Lawson [13], sabemos que M é isométrica ao toro de

Clifford S
1(
√

1
n
)× S

n−1(
√

n−1
n
).

2. Suponha que tais hipersuperf́ıcies existam. Já que r = n−2
n−1

> 1 − 2
n

e S > C(n, n−2
n−1

) = n, então raciocinando como na prova do Teorema

3.1 temos que S > C(n, n−2
n−1

) = n se, e somente se, uma das seguintes

condições ocorre (pelo Lema 3)

(a) ω−n = λ2 − r + 1 > 2r
n−2

e λ2 > 1− r;

(b) ω−n = λ2 − r + 1 < 2r
n−2

e λ2 < 1− r

e S = C(n, n−2
n−1

) = n se, e somente se, λ2 = 1 − r (da parte 1, S =

n ⇔ λ2 = 1
n−1

= n−1−n+2
n−1

= n−1−(n−2)
n−1

= 1 − n−2
n−1

= 1 − r). Uma

vez que S > C(n, n−2
n−1

) e λ2 é uma função cont́ınua de s, temos que

λ2 > 1 − r (e d2ω
ds2

> 0) ou λ2 < 1 − r (e d2ω
ds2

< 0) ocorre sempre,

donde λ2 6= 1 − r. Consequentemente, conclúımos que ou dω
ds

é uma

função crescente de s ou dω
ds

é uma função decrescente de s (se ω é não

constante). Consequentemente, conclúımos da Proposição 1 que ω(s)
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é constante. Da equação (2.24) temos que

ω

(
n− 2

2

1

ωn
− r

)
= 0

⇒ n− 2

2
(λ2 − r + 1)− r = 0

⇒ λ2 − r + 1 = r
2

n− 2

⇒ λ2 +
1

n− 1
=

n− 2

n− 1

2

n− 2

⇒ λ2 +
1

n− 1
=

2

n− 1

⇒ λ2 =
1

n− 1
.

Dessa forma, S = C(n, n−2
n−1

) = n o que é um absurdo. Assim, a parte

2 está provada.

Consequentemente, o Teorema 3.3 está provado.

�

Do Teorema 3.3 (1), temos o seguinte:

Teorema 3.4 Seja M uma hipersuperf́ıcie n-dimensional completa com cur-

vatura escalar constante n(n − 1)r (r = n−2
n−1

) em S
n+1. Se S ≤ C(n, n−2

n−1
),

então M é isométrica ao toro de Clifford S
1(
√

1
n
)× S

n−1(
√

n−1
n
).

Demonstração: Já que r = n−2
n−1

temos pelo Teorema 3.3 (1) que S ≥ n.

Por hipótese S ≤ n. Logo S = n em M e, novamente pelo Teorema 3.3 (1),

vem que M é isométrica ao toro de Clifford S
1(
√

1
n
)× S

n−1(
√

n−1
n
).

�
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