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RESUMO

Neste trabalho, consideraremos hipersuperficies n-dimensionais com cur-
vatura escalar constante na esfera unitaria S"*!. Caracterizaremos as hiper-
superficies S*(cos ) x S"*(sen #) na esfera unitdria S** e mostraremos
que existem varias hipersuperficies compactas com curvatura escalar cons-
tante na esfera unitdria S™™! que nao sdo congruentes entre si. Em par-
ticular, provaremos que se M é uma hipersuperficie n-dimensional (n > 3)
completa, localmente conformemente plana com curvatura escalar constante
n(n — 1)r na esfera unitdria S"*!, entdo r > 1 — 2 e (1) quando r # 2=2 se

S>(n— 1)”(7;:_1%” + n(r”__jw, entao M é isométrica a S*(v/1 — ¢2) x S"71(c),

onde S é o quadrado da norma da segunda forma fundamental de M; (2)
nao existem hipersuperficies completas na esfera unitaria com curvatura es-

calar constante n(n — 1)r e com duas curvaturas principais distintas, uma

das quais é simples, tais que r = ;‘%2 eS>(n-— 1)”(

—1)+2 —2
1 ) + =

n—2 n(r—1)+2

=n.

Palavras-chave: Hipersuperficies. Curvatura. Geometria



ABSTRACT

In this work, we consider n-dimensional hypersurfaces with constant scalar
curvature in the unit sphere S"*!. We character the hypersurfaces S*(cos
0) x S**(sen 0) in the unit sphere S**! and it is shown that there ex-
ist many compact hypersurfaces with constant scalar curvature in the unit
sphere S"*! wich are not congruent to each other in it. In particular, it is
proved that if M is an n-dimensional (n > 3) complete locally conformally
flat hypersurface with constant scalar curvature n(n — 1)r in the unit sphere

S, then 7 > 1= %, and (1) when r # 353, if § > (n— 1) "2 + 2o,

then M is isometric to S'(v/1 — ¢2) x S"71(c), where S is the squared norm

of the second fundamental form of M; (2) there are no complete hypersur-

faces in S"™! with constant scalar curvature n(n — 1)r and with two dis-

tinct principal curvatures, one of wich is simple, such that r = Z—j and
n(r—1)+2 —9 -
S>(n—1)"——=—+ n(rn—1)+2 =n.

Keywords: Hipersurfaces. Curvature. Geometry
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Seja M uma hipersuperficie n-dimensional na esfera unitaria S"*! de
dimensao n + 1. Em [8], S.Y. Cheng e S.T. Yau provaram que se M é
uma hipersuperficie n-dimensional compacta com curvatura escalar constan-
te n(n — 1)r, r > 1 e a curvatura seccional de M é nao-negativa, entdo M
é isométrica ou a uma hipersuperficie totalmente umbilica ou a um produto
riemanniano S¥(cos ) x S"*(sen 6), 1 < k < n — 1, onde S*(c) denota uma
esfera de raio ¢. Fazendo uso de métodos semelhantes aos que foram usados
por H. Nakagawa e Q.M. Cheng em [7] e do operador diferencial introduzido
por S.Y. Cheng e S.T. Yau, H. Li [15] provou que se M é uma hipersu-
perficie n-dimensional compacta com curvatura escalar constante n(n — 1)r,
ser >1eS < C(n,r), onde C(n,r) = (n — 1)n(:_1%+2 - n(rn_’l?“, entao
M é isométrica ou a uma hipersuperficie totalmente umbilica ou a um pro-

duto riemanniano S*(v1 — ¢?) x "7 !(c) com ¢ = =2 < =2 onde S é o

nr -

quadrado da norma da segunda forma fundamental de M. Devemos notar
que a condicao r > 1 desempenha um papel essencial nas provas dos teo-
remas. Por outro lado, para qualquer 0 < ¢ < 1, considerando as imersoes
padrées S"7'(c) ¢ R", SY(v/1—¢?) C R? e tomando a imersio produto
SY V1 — %) x S"7!(¢) = R? x R", obtemos uma hipersuperficie compacta

SY(V1 —¢2) x S (¢) em S" com curvatura escalar constante n(n — 1)r,

11



INTRODUCAO 12

onde r > 1 — % Consequentemente, nem todos os produtos riemannianos

S' (V1 — ¢2) x S""!(c) aparecem nestes resultados de S.Y. Cheng e S.T. Yau
[8] e H. Li [15]. J4 que o produto riemanniano S'(v/1 — ¢2) x S"7!(c) tem so-
mente duas curvaturas principais distintas e a curvatura escalar é constante

e satisfaz r > 1 — 2. Consequentemente, podemos perguntar o seguinte:
n

Problema 1 Seja M uma hipersuperficie n-dimensional completa com cur-
vatura escalar constante n(n—1)r em S Se M tem somente duas curvatu-

ras principais distintas uma das quais é simples, entao devemos terr > 1—% ?

Na segao 3, daremos uma resposta afirmativa para o Problema 1 (ver

Teorema 3.1). E se r # =2, provamos que S'(v/1—c?) x S"7}(c) sdo as

n—

tinicas hipersuperficies completas em S"*! com curvatura escalar constante

n(n — 1)r e com duas curvaturas principais distintas uma das quais é sim-

ples tal que S > C(n,r). Além disso, quando r = Z—j, concluimos que
S > C(n, Z—j) = n e provamos que nao existem hipersuperficies completas

em S"™! com curvatura escalar constante n(n — 1)r e com duas curvaturas

principais distintas uma das quais é simples tal que S > C(n, Z—j) Por outro
lado, o toro de Clifford Sl(\/%) x S"71(4/%1) é uma hipersuperficie minima
n—2

compacta em S"! com r = n— e com S = n. Consequentemente, podemos

considerar o seguinte problema:

Problema 2 Seja M uma hipersuperficie n-dimensional com curvatura es-

calar constante n(n — 1)r (r = 2=2) em S"*'. Se M tem somente duas cur-

vaturas principais distintas uma das quais € simples, entao M € isométrica
: 10 /1 -1 —1
ao toro de Clifford S (\/;) X ST/ =) 7

O problema 2 ainda estd em aberto.
Dos Teoremas 3.1 e 3.3 na secao 3 e a afirmacao acima, é interessante
generalizar estes resultados devidos a S.Y. Cheng e S.T. Yau [8] e H. Li [15]

paraocasor > 1— % Ou seja, € interessante considerar o seguinte problema:
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Problema 3 Seja M uma hipersuperficie n-dimensional completa com cur-
vatura escalar constante n(n — 1)r em S"*'. Ser >1—2 ¢ S < C(n,r),

entao ou M € isométrica a uma hipersuperficie totalmente umbilica ou a um

produto riemanniano S'(v/1 — c2) x S"71(c).

Quando r = Z—:?, responderemos o Problema 3 afirmativamente (ver Teo-
rema 3.4). Para o caso geral, contudo nao podemos dar uma resposta.

Por outro lado, toda hipersuperficie localmente conformemente plana na
esfera unitdria S™™ (n > 3) é conformemente equivalente & esfera de Rie-
mann ou a uma variedade classica de Schottky (conforme Y. Suyama [20] e
U. Pinkall [19]). Sabemos que a esfera de Riemann e o produto riemanniano
S' (V1 — %) x S"71(¢) sdo hipersuperficies compactas, localmente conforme-
mente plana na esfera unitdria S"*! com curvatura escalar constante. E natu-
ral perguntar se existem hipersuperficies localmente conformemente plana na
esfera unitdria S"*! com curvatura escalar constante que nao sao congruentes
a esfera de Riemann e ao produto riemanniano S*(v/1 — ¢2) x S"1(¢).

Neste trabalho, que é baseado em um artigo de Q.M. Cheng (ver [4]), con-
sideraremos hipersuperficies n-dimensionais com curvatura escalar constante
na esfera unitaria S"*1. Mostraremos que existem vdrias hipersuperficies
compactas com curvatura escalar constante na esfera unitria S"*! que nao
sao congruentes entre si e caracterizar a hipersuperficie S¥(cos §) x S*~*(sin 6)
na esfera unitdria S**'. Em particular, provaremos que se M é uma hipersu-
perficie n-dimensional (n > 3), completa, localmente conformemente plana

com curvatura escalar constante n(n — 1)r na esfera unitdria S"*!, entao

n—2
n—17

SY(V1—¢2) x S !(c), onde S é o quadrado da norma da segunda forma
fundamental de M.

r>1-2 e quando r # se S > C(n,r), entdo M é isométrica a



Capitulo 2

CALCULOS PRELIMINARES

2.1 Equacoes de estrutura

Seja x : M™ — S uma imersao da variedade n-dimensional M na
esfera unitdria S"™!. Considere {e;, ey, ...,e,.1} um referencial ortonormal
adaptado a M, ou seja, eq,...,e, sao tangentes a M e e, ¢ normal a M.
Sejam {wWy, Wy, ..., wWpy1 + as formas duais de {ey, €9, ..., €411} € w; = Wi| s para
1 <4 < n. Usaremos a convencao de indices ja adotada na literatura, qual

seja,
1<ABC,...<n+11<ijk,..<nl1<abec..<n—1  (2.1)

Um dos resultados mais bésicos no estudo do método do referencial movel é

o Lema de Cartan, que pode ser enunciado da seguinte maneira:

Lema 1 (Cartan) ConsideremosV um espago vetorial real de dimension e
Wiy ey wy 2 V= R, v < n, formas lineares em V', linearmente independentes.
Suponhamos que existam formas lineares 64, ...,0, : V. — R satisfazendo a

sequinte condi¢ao
i=1

14



CALCULOS PRELIMINARES 15

Entdo temos 0; = Y\, ajwj, onde i,j =1,..,7, a; = a;;.

Demonstracao: Inicialmente completemos as formas wy,...,w,, em uma

base wq, ..., w,, w ..., wy de V* e escrevamos
1 y Wiy Wr41, y Wn

r

Hi:Zaijwj—i—Zbuwl, l:T+1,...,n.

7=1 I>r

Temos por hipdtese que

iwi VAN 91 == 0,
i=1

deste modo

r r r r
0= Zwi N 91 = Zwi A Zai]’w]’ + Zwi N Zbilwl
=1 =1 J=1 =1

I>r

= Z (a;; — aji)w; N w; + Z biw; N wy.

i<j<r i<r<l

Como as 2-formas w, A ws, k < s,k,s = 1,...,n, sao linearmente indepen-
dentes, conclui-se que

Qij = Qji

como queriamos demonstrar.
O

Passemos agora ao estudo das chamadas equacoes de estrutura. Obser-
vando que (z,r) = 1, temos {dx,z) = 0. Assim, o vetor posi¢ao z em S"*! é
perpendicular ao plano tangente e, portanto, {e1, s, ..., €411, = €,12} é um
referencial ortonormal adaptado a S**! c R*2.

Logo,
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dr = Z WAEA.
A
Observando que todo vetor v no espaco tangente 7),M é escrito na forma

n
v = 5 a;e;, temos
i=1

Upp1 (v E a;Wny1(e;) = 0,

pois 1 <i <n, (lembre que w;(e;) = d;;) donde obtemos wW,+1|y = 0.

Assim,
dr = Zwiei. (2.2)
i=1

Escrevendo o campo de; no referencial escolhido obtemos

de; = Zwijej + Wint1€n41 + WigT. <2‘3)
J

Fazendo produto interno da expressao (2.3) com x, obtemos
(de;, x) wa e, T) + Wint1(€nt+1, T) + wiz (z, ).
Agora usando que (ej,x) = (ep+1,2) =0 e (z,z) = 1, obtemos
(de;, ) = wig.
Como

(r,e;) = 0= (de;,z) = —(dz,e;) = Zw] ej,e;) = Zw] i

concluimos que w;; = —w;.

Observando que w,+; = 0, vemos que
E Wn+1i4 N\ w; = dwn+1 =0.

Pelo Lema de Cartan,



CALCULOS PRELIMINARES 17

Wnt1i = E hijwj.
J
Assim, podemos reescrever (2.3) como
dei = E Wij€5 — E hijo€n+1 — W;T. (24)
J J
De maneira analoga ao que foi feito acima,

depi1 = E Wnt1i€i — Wntint+1€n+1 T Wnt1zT. (2.5)

)

Utilizando o fato que (e,41,x) = 0, temos
(deny1, ) = —(eny1,dr) = —(€ny1, ij€j> =0.
J
Dai, utilizando (2.5) podemos escrever
Wntlz = an+1i<ei, z) + wpr1e(r, ) = (depyq, ) = 0.
Portanto, (2.5) se reescreve como

d€n+1 = an—i—liei = Z hijwjei. (26)
i %,

Devido a simetria da segunda forma, o operador linear associado é autoad-
junto, portanto, diagonalizavel. Logo, considere Aq,...,\, as curvaturas prin-
cipais de M™ em S™*!. Por isso, podemos considerar, em cada ponto p € M,

um referencial {ey, ..., e,41} tal que
Wntli = Aiw;.
Isto é, como w,,11; = Zj hijw;, teremos para cada ponto p € M,

wn+1i(€]€) = Z hijw]'<€k) = Z hij(sjk: = hik’a
J J
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hij = )\iwi(ej) = )\i(sija (2-7)

onde (h;;) é a matriz da segunda forma de AM™.

Agora vamos encontrar as equagoes de Gauss

Rijii = (000 — 6i0jx) + (highji — hahii)

nin—1)r=n(n—1)+n*H* - S.

Para tanto, representemos por W, as formas duais em S"*!, por Wyp as
~ 1 _ — -
formas de conexao em S"™ e w; = Wi|ar, wij = Wijl -

Usando as formas de conexao

d@j — Z@C /\ ij + ﬁij
C

dwij = Zwik A wk]’ + Qij7
k

Qij = dwij— E wik/\wkj
k

= dwiilw =Y @iklar) A @ksl0)
k

= ﬁij + Z(@cw) (Wejlm) Z Wik|m) N (@kjlar)
c k

= Qi + @ing1|m) A @ngrjlar)-

Utilizando novamente

Wn+1j = E hjzwl,
!
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dos calculos anteriores obtemos que
k !
= Q- Z highjiwr, A wy
k,l

= Q- Z(hz’khjl — hahjk)wi A wp.
k<l

Sabendo que

_ lem—r
QO = —3 ; R Ny,

teremos
=3 Rijuwi Awr ==Y Riju(@ela) A @ila) =Y (hawhj — hahgi)wr Aw.
k<l k<l k<l

Portanto, @y = wy nos da

— Z ikl — Rigr — (hanhj — hilhjk)) wp ANwp =0

k<l
e dai,

R = Rijii + (hichj — halyg).
Considerando

X = ZerA eY = ZyAeA em T,S"*
A

podemos escrever ((Rxy)X,Y) Z T ayprcypRapop. Usando que
A,B,C,D

RX,Y)=XAY

e

(X, X)Y,Y) = (X,Y)* = > waxcbac D ysypdsp — ¥ xaypdap Y Tpycosc
AC B.D AD B.C

= Z (04cOBD — 0ADOBC)TAYBTCYD
ABCD

obtemos
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Z JfAyBxC’yDEABCD = Z (5AC5BD —5AD5BC)Z‘A?/B$C?JD.
A,B,C,.D A,B,C,.D

Portanto,
Rapep = 0ac0pp — 0apdpe. (2.8)
Quando restringimos a M, tal expressao passa a ser
Rijkl - 5ik5jl - 5il5jk' (29)
Encontramos, assim, a primeira das equacoes de Gauss
Rijk:l — (5ik5jl — 5il5jk) + (hik:hjl - hzlhjk) (210)
Para obter a segunda equagcao, da expressao (2.10) temos, para i # j,
Rijij - 1 + hiihjj - h?]
Ao somarmos em i, obtemos

Z Rijij =n-+ Z(h”hﬂ — h2 )

Agora, somando em j # i,

i#] i#]

Por definicao, temos H = Zh“ e S = Zh Dai, n?H? — S =

(Z hi)? — Z h?j. Observando que

(Z ar)? Zak = 22@1% Zaiaj
k=1

i<j i#]

podemos escrever

nH> =S = () hi) Zh
= (Z hiz)? Z hi =Y N
2 i#]
= Z hllh]] Z hzg’

i#] i#]
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ou seja,

]
Portanto, de (2.11) e (2.12) obtemos que

ZRiﬁj = TL(TL — 1) +n2H2 — S
i#£]

Como a curvatura escalar de M é dada por r = m > £ R;ji; obtemos
nin—1r=n(n—1)+n*H>* - S (2.13)

que ¢ a segunda equacao de Gauss.

2.2 Distribuicao do espaco de direcoes principais

Dada uma variedade M, de dimensao n, denotamos por T'M o fibrado

tangente de M, cuja dimensao é 2n. Observe que,
TM ={(p,v);pe M eveTl,M}.

Seja : TM — M a projegao canonica de TM em M. Chamamos 7 !(p) ~
T,M de fibra de p em T'M. Uma distribuicao k-dimensional sobre M é uma
fungao p — A, onde A, C 7 !(p) é um subespago k-dimensional de 7~*(p)
tal que para todo p € M existe uma vizinhanca U de p e k campos vetoriais
Xy, ..., X}, tais que X1(q), ..., Xi(¢) é uma base para A,, para cada ¢ € U.
Dizemos que A é uma distribuicao C'*° se esses campos X1, ..., X, puderem
ser escolhidos como campos suaves. Uma subvariedade k-dimensional N
de M é chamada uma variedade integral de A se para cada p € N temos
t(T,N) = A, onde t : N < M é a aplicagao de inclusdo (¢, ¢ a diferencial
de ¢). Uma distribuigao A é integravel (ver [14]) se para X,Y campos de A,
tivermos que [X, Y] pertence a A, ou seja, em cada ponto p, o vetor [X,Y]

estd em A,
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Admita que M é uma hipersuperficie imersa numa variedade riemanniana
(n+1)-dimensional N e que M tem p curvaturas principais distintas Ay, ..., A,

de multiplicidades constantes my, ..., m,, respectivamente. Seja
A M —TM
tal que
AL = {X € T,M; A,(X) = M(2)X ),
onde 1 <7 <pe A, éo operador linear associado a segunda forma, isto é,
H(X,)Y)=(AX),Y)Ve e M eVX,Y € T, M.

Entao, de acordo com um teorema de Nomizu, obtemos distribui¢oes suaves
(veja [17]) Al ..., AP de dimensoes my, ..., m,, sobre M, respectivamente.
Chamamos A’ de distribuicao do espaco de direcoes principais.
Uma subvariedade m;-dimensional M; de M cujo espaco tangente T, M;
é Al Yz € M, isto é, é o subespago de direcoes principais associado a \;, ¢
dita uma subvariedade integral de A?. Considere agora A, uma distribuicao
C°, k-dimensional em M™. Dizemos que uma p-forma w se anula em A se,

para cada ¢ € M" e X3, Xy, ..., X, € A, temos
wy(X1, Xo, ..., X,) = 0.
Definindo
I, = {w e QP(M"); w se anula em A},

o Teorema de Frobenius via formas (veja [21], p. 229) nos diz que a dis-
tribuicao A ¢ completamente integrével se, e somente se, df, C I, V p.
Seja f: M™ — M uma imersao de codimensio 1, ou seja, f(M) C M
é uma hipersuperficie. Sejap € M en € (T,M)*,|n| = 1. Como 4, : T,M —
T,M é simétrica, existe uma base ortonormal de vetores préprios {ey, ..., e, }

de T,,M com valores préprios reais Ay, ..., Ay, isto é, A,(e;) = Nie;, 1 < i < n.
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Se M e M sdo ambas orientaveis e estdo orientadas, entdo o vetor 7 fica
univocamente determinado se exigirmos que sendo {ey, ..., e,} uma base na
orientacdo de M, {ey, ..., e,, 1} seja uma base na orientacdo de M. Neste caso,
denominamos os e; diregoes principais e os \; = k; curvaturas principais
de f. As funcgoes simétricas de Aq,...,\, sdo invariantes da imersao. Por
exemplo: det(A4,) é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f e
tr(A,) é denominada a curvatura média de f.

As hipersuperficies com as quais estamos trabalhando possuem curvatu-
ras principais de multiplicidades constantes, A\; = ... = \,_1 = A de mul-
tiplicidade n — 1 e A, = p de multiplicidade 1, em todos os seus pontos.
Desta forma, ver [16], p. 463, para cada ponto p € M existe um referencial
ortonormal local definido em uma vizinhanga U de p que diagonaliza A, isto
é, {e1,...,e,} tais que A(e;) = \je; com cada \; diferencidvel em U.

Apos essas consideracoes demonstraremos o seguinte teorema devido a

Otsuki.

Teorema 2.1 (Otsuki) Seja M uma hipersuperficie na esfera unitdria S™**
tal que as multiplicidades das curvaturas principais sao constantes. Entao,
as distribuicoes do espago de direcoes principais correspondentes a cada cur-
vatura principal sao completamente integrdveis. Em particular, se a multi-
plicidade de uma curvatura principal é maior que 1, entao essa curvatura
principal é constante em cada subvariedade integral da correspondente dis-

tribuicao do espaco de direcoes principais.

Demonstragao: Escolha um referencial adaptado {ey, ..., €41} em um ponto
xr € M tal que,
Wntti = )\iwi, 1= 1, 2, ., n, (214)

onde \; é uma curvatura principal.

Entao temos



CALCULOS PRELIMINARES 24

dwm_h» = d()\,,wz) = d)\z N wj; + /\zdwz = d)\l N wj; + )\z Z Wi N Wi

j
Por outro lado, temos que, em M, w,,; = 0. J& que
Qap = — g Rapcpwe ANwp,
C<D

temos as formas de curvatura em M

Qi = — Z R, 11icpwe A wp
C<D
= - Z (Ont100ip — Opt1p0ic)we A wp
c<D
= W; N Wn+1 = 0 (215)

em M. Assim, usando (2.14) e (2.15) em

dwpy1i = E Wij A\ Wnytj + Qnttd,
J

obtemos,
d)\l N wj + Aiij /\wji — szj A\ )\jwj =0
J J
implicando
J
Considerando
d>\z A W; = Z d)\] A\ wj(Sij
J
e pondo

i = (N — Aj)wij, (2.17)

podemos reescrever (2.16) como

Z(d)\](sw + 92]) VAN W; = 0.

J
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Pelo Lema de Cartan, ja que as formas w; sao linearmente independentes,
dNjo;; +0;5 = Z hijrwr, (2.18)
k

onde h;j = hj. Observe que 0;; = 6;; (pois 0;; = (A\; — N\)w;i = —(N; —
)\j)<_wij) = (>\1 - )\j>wi]’ = 01]) Assim,

(S”d)\l + (gl'j = Z hijkwk
k

6jidAj 4+ 6’jz- = Z hjikwk.
k
Portanto, das duas equagoes acima obtemos que

0ij(dNi — ;) = (g — hjir)w.

k

Considerando ¢ # j temos que d;; = 0 donde

Z(hljk — hjik)wk =0.

k
Ou seja, hijr = hjz. Com isso, concluimos que
hijr. = hjir = hikj = hagi- (2.19)
Por outro lado, se 7 # j e \; = A;, temos que
0i; = (AN — Aj)wi; = 0.
Como i # j e d;; = 0 obtemos

0= dA]cS” + 92']‘ = Z hijkwk‘a (2'20)
k

isto é, hijk =0.
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Usando a notagao [i] = {j; \; = A;}, das equacoes de estrutura e de (2.17)

temos que
dwl- = Z Wi VAN Wi

= Zw] /\wﬂ—l—Zw] N Wj;

JEli J&li]

- Zw]/\wﬂ Zw] by _)\
JEld] J¢ld]

= Zw]/\wﬂ—l—z wj/\Qij.
jeli] 5¢[i) Ai =

Observe agora que
k

Assim,

ij /\wﬂ—FZ)\ _/\ wj/\ZhUkwk

JEli] J&li)

Vamos separar esta ultima soma em duas: uma para k = i e outra para

k #£ 1. Assim,

ij/\wjz—l—Z)\ Y wj/\wmtz _)\ wj N\ Wy
]E[’L k;éz

Nesta ultima parcela poderemos ter kK = j ou k # j; separamos estes casos
em mais duas somas:

Zw]/\wﬂ—i-z w]/\wz—l—z S )\ L ihwit Y )\ “ A wj Awi.

Aj— J .
JeEli] J&ld] J&li] ]gglj

Neste tltimo termo, se \y = \; (k € [i]), ent@o h;jx = 0 e 0 mesmo para
A = Aj (k € [j]). Portanto, nesta soma os termos possivelmente nao nulos

sao aqueles onde k & [i], k & [j]. Deste modo,

ij/\wﬂ—l—ZA _)\wj/\wZ + Z wj/\wk (2.21)

(S J €]
JEld] J&li] R
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Agora, fixado 1 <[ < n, temos

Al = ﬂ{kerwt; t ¢}

Portanto, pelo critério de involutividade via formas (ver [14], Lema 19.8),
para mostrar que A! é completamente integravel é suficiente tomar i ¢ [I] e

provar que

dw; = wi Ny, (2.22)
tE|l]
para certas 1—formas ¢,.

Para um tal ¢ ¢ [[], analisemos a expressao (2.21) para dw;:

e Se j € [i], segue de i ¢ [I] que j ¢ [I]. Portanto, cada termo w; A w;; na
primeira parcela de (2.21), com j € [i], é do tipo w; A ¢, com t & [I].

e Os termos da segunda parcela de (2.21) todos tém w;, de sorte que

também sao todos do tipo w; A ¢y, com t ¢ [I].

e Os termos da terceira parcela sdo do tipo w; A wy, com j & [i] e k ¢
[i] U [j]. Portanto, ou j ¢ [I] ou k ¢ [I] (de fato, se j ¢ [I] nada h4 a
fazer; se j € [l], entdao k ¢ [j] = k ¢ [l]), e dai os termos da terceira

parcela também sao do tipo w; A ¢y, com ¢ ¢ [I].

Portanto, (2.22) ocorre.
Suponha agora que a multiplicidade de \; é maior que 1. Usando (2.19)
e (2.20) em (2.18), obtemos

dr, = Zhiikwk
k

Rigiw; + Z Niirwr;
ki
Rigiw; + Z Niigpwy + Z Riigwi
kg[d] keli]
= hjw; + Z Riigpwy

ke[i]
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e para todo j € [i], j # i, temos também

Como

d>\j(5@-j -+ (91-]- = Z hijkwk
k
e 0; =0, fazendo 7 = j obtemos h;j; = 0 quando \; = \;, ¢ # j vem que
d)\j = Z hjjkwk.
k
Com isso,
dhi=dN\; = )y
k

= hygwi+ Y hypo

ki
= e+ D hgrot Y hyje
k&[i=[J] keli=l[4]

= R+ Y he
k[i]=l[7]
Consequentemente, comparando a expressao acima com aquela obtida para
d);, concluimos que hj;; = 0 = hy, hjje = hik,Jj € [i],k ¢ [i]. Também
0 = hjjr = hir,j € [i],k ¢ [i]. Desta forma, ao longo da subvariedade

correspondente ao campo A;, nés temos d\; = 0.

O

Corolario 1 Seja M uma hipersuperficie n-dimensional compacta na esfera
unitdria S"' com curvatura escalar constante e com duas curvaturas prin-
cipais distintas. Se as multiplicidades destas curvaturas sao maiores que 1,
entao M € isométrica ao produto riemanniano S¥(cos@) x S"*(sinf),1 <

k<n-—1.
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Demonstragao: Consideremos a equagao de Gauss (2.13), qual seja,
n(n—1)(r—1)=n*H?> - S.
Ja que n(n — 1)(r — 1) = ¢, onde ¢ é constante, nH = (n — k)X + ku e

S = (n— k)A? + ku® vemos que ((n — k)X + kp)? — (n — k)A* — kp? = c.

Donde obtemos
(n— k)X [(n — k)X — X+ 2ku] + (K* — k)p* = c.

Derivando a tltima expressdo com respeito a s (assumimos A como funcao

de um parametro s), obtemos que

(n—Ek)d\[(n — k)X — A+ 2kp] + (n — k)X [(n — k)dX — dX + 2kdp]
+ (k* — k)2pdp = 0.

Sejam M *(z) e M}(x) as subvariedades integrais passando por z € M

correspondentes a A e u, respectivamente. Do Teorema 2.1 sabemos que:
e Ao longo de M (x), d\ = 0, assim,

2k(n — k)Adp + (K> — k)2udu = 0
= dp [2k(n — k)X + (K> — k)2u] = 0
=dp = 0.

Para vermos que a conclusao acima ¢é verdadeira suponha que dp # 0
em algum ponto p € M *(z). Assim, por continuidade, temos que
existe uma vizinhanca V' de p na qual du # 0 e, com isso, temos que p
nao é constante em V. Logo obtemos que em V', 2k(n — k)X + (k* —
k)21 = 0 e concluimos que A = —C'u, onde C' é constante. Deste modo,
vemos que A nao é constante em V' o que é um absurdo. Portanto, temos

que 1 é constante em M *(z).
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e Ao longo de M¥(x), du = 0, assim,

(n— kYA [(n — k)X — A + 2kp] + (n — k)A[(n — k)dA —dA] = 0
= d\[(n—k)((n—k)A—A+2kp)+(n—k)(n—k)—1)] = 0
=d\ = 0.

De forma andaloga ao que acabamos de fazer para o caso anterior se
supormos que d\ # 0 em algum ponto p € M¥(z) chegaremos a con-
clusao que existira uma vizinhanca V' de p tal que p nao é constante, o

que nos leva a um absurdo. Portanto, A deve ser constante em M5 (x).

Tendo em vista que M é conexa e que dA =0 =du V¥V p € M concluimos
que A e p sao constantes em M.

Uma vez que M é compacta e A, sdo constantes em M, temos que
o resultado é verdadeiro devido a um dos resultados demonstrado por E.

Cartan (ver [3]).

O

Exemplo 1 Por um momento, assumamos que M €é uma hipersuperficie
completa com curvatura escalar constante e com duas curvaturas principais
distintas em S"*t. Se as multiplicidades dessas curvaturas sio todas maiores
que 1, do Coroldrio 1 sabemos que M € isométrica ao produto riemanniano
Sk(cosf) x S"*(sinf),1 < k < n — 1. Consequentemente, assumiremos que

uma dessas duas curvaturas principais € simples, isto €, assumiremos que
/\1:)\2:”-:)\71—1:/\ e)\n:,u,

onde 0os \;’s, 1 <1i < mn, sao as curvaturas principais de M (e mostraremos
que X # 0 em todos pontos de M. Em verdade podemos sempre supor A > 0).

Ja que a curvatura escalar n(n—1)r é constante, da equacdo de Gauss (2.11),

nin—1)r=n(n—1)+n?*H* -5,
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(e observando que nH = (n — DA+ e S = (n — 1)A* + u?) obtemos que

nin—1)r = nn—1)+1n—1)°2+2 u(n — 1)+ p> — (n — )A* — 12
= n(n—1)+ (n=1A[(n—1)A+2u— A
=nn—1)—-1) = (n—1A[(n—2)A+ 2]
=n(r—1) = (n—2)A% + 2\ (2.23)

Se A = 0 em algum ponto p € M, entao r = 1 neste ponto. Jd que r €

constante, sabemos que r =1 em M. Assim,
A(n—2)A+2u] =0
e vamos mostrar que X =0 em M. Para isso, defina os conjuntos

N ={q|qe€ M, \q)#0}.
Q={qlqe M, (n—2)\(q)+2u(qg) = 0}.

Dado um ponto em N, pela continuidade das curvaturas principais, existe
uma vizinhancga deste ponto em N, isto é, N é aberto. Da mesma forma,
obtemos que Q) € fechado. Ja que p & N temos que os conjuntos N e M sao

distintos. Vamos mostrar que N = Q). Seja q € N, entao, como
A(n—2)A+2u] =0,

obtemos que (n —2)A\(q) +2u(q) =0 e q € Q. Assim, N C Q. Agora, como,
por hipdtese, N(q) # pu(q) ¥V g € M, vemos que se (n — 2)A\(q) + 2u(q) = 0,
entao A(q) # 0 ja que caso contrdario teriamos A(q) = 0 = u(q), o que é um
absurdo. Logo se q € Q), entaoq € N e C N. Assim, N = Q). Portanto, N
¢ aberto e fechado e ja que M € conexa (pois é completa) e N # M obtemos
que N € vazio. Com isso, se A se anula em algum ponto p € M, teremos que
A=0em M.

Agora da equacao de Gauss (2.10), qual seja,
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Rijri = (0050 — 6u0ji) + (highji — hahjk),
e observando que hihj; =0 para 1 <1,5 < n vemos que em M
Rijij =1
e, consequentemente, a curvatura seccional K € tal que
K=1.

Ou seja, € nao negativa. De acordo com o resultado devido a S.Y. Cheng e
S.T. Yau em [8], citado na introdugao, sabemos que M é uma hipersuperficie

totalmente umbilica. Consequentemente, podemos assumir que A # 0 em M.

Portanto, (2.23) nos dd

20 = n(r—1)—(n—2)\?
n(r—1) (n—2)A

TR TN e
e
= A—pn = n%g\_l)
e ja que \ # | temos que
AN —(r—1)#0.

Se A2 — (r — 1) < 0, entao da expressio anterior temos que

AQ—Au:g{AQ—(r—l)}<O

er > 1. Consequentemente,
pA > N2
Assim, da equagao de Gauss (2.10),

R 1+X>1 se i,j<n
i 1+ Au>1 se i1<n e j=n.
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Assim, 1+X2 > 1 er > 1. Portanto, usando novamente o resultado devido a
S.Y. Cheng e S.T. Yau em [8], citado na introdugao, M € uma hipersuperficie
totalmente umbilica. Isto € um absurdo por que assumimos que M possui duas
curvaturas principais distintas. Desta forma, \* — (r — 1) > 0. Defina agora

a sequinte funcao w = {\? — (r — 1)}_%. Com isso, vemos que w € positiva.

No nosso caso, em que M tem duas curvaturas principais em S"*!, sendo
uma de multiplicidade n — 1, e n?H? — S = ¢, onde ¢ é constante, podemos

escrever

)\1:>\2:...:)\n_1:>\, )\n:,u

e vamos escolher A > 0. Denote as subvariedades integrais passando por
x € M e correspondentes a A e p por M *(z) e MJ(z), respectivamente.

Considere

n—1 n—1
d\ = Z AWy € dp = Z 1 kW
k=1 k=1

onde A, 1,1 < k < n—1 sao funcoes diferencidveis. Assim, pelo Teo-
rema (2.1), e tendo em vista que os wg, 1 < k < n — 1, sdo linearmente

independentes, vemos que

ao longo de M (). Uma vez que n?H? — S = ¢ temos que
A((n—2)A+2u) =c.

Derivando a expressao acima com respeito a s (novamente estamos con-

siderando A e p fungoes de um parametro s) obtemos
dA((n—2)A 4+ 2u) + p((n — 2)dA + 2du) = 0
= n—-2)A+2dp = 0
=Y (n=2)Ax+2ux) = 0
k

= Ui = O,
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1<k<n-—1.
As informagoes obtidas acima sobre as funcoes A, p1 com 1 <k <n-—1

serao uteis na demonstracao do préximo teorema.

Teorema 2.2 Se M ¢ uma hipersuperficie n-dimensional (n > 2) em S™!
com curvatura escalar constante n(n — 1)r e com duas curvaturas principais
distintas, e o espaco de direcoes principais correspondente a uma delas tem
dimensao 1 (ou seja, a curvatura correspondente tem multiplicidade 1), entdo
M € o lugar geométrico das subvariedades (n — 1)-dimensionais M (s) ao
longo das quais a curvatura \ de multiplicidade n — 1 € constante. Além
disso, tais subvariedades sao localmente isométricas a uma esfera (n — 1)-
dimensional S""*(c(s)) = E"(s) N S, de curvatura constante dada por

1
{d(log(vgir_l))n)}2—|-)\2—|—1 ew = {N\2—(r—1)}"n satisfaz a equagio diferencial

ordindria de 2* ordem,

d*w n—21
@‘W{ > J_T}’ (224)

onde E"(s) é um subespago linear n-dimensional no espaco Euclidiano R" 2

que € paralelo ao E" fizado.

Demonstracgao: Aqui vamos considerar A localmente como funcao de um
parametro s, por exemplo, o comprimento de arco de uma trajetoria ortogo-
nal de uma familia de subvariedades integrais correspondentes a \.

Entao, teremos
d\ = d)\a — Z haaiwi - Z haabwb + haanwn
7 b

- Z )‘7b wp + )\m Wn -
b

Portanto,

haat =0,V a,b<n—1ehgwm = A . (2.25)
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Com isso,
dpp=dXy =Y hpniwi =Y oy + hnntn
i = oo,
Logo
Ry = 0,¥V b <n—1ehpy,, = —(n—1)\,. (2.26)

Assim, de (2.19) e (2.20),

ean = E hankwk = hanawa + hannwn + E hankwk-
k k#a
k#n
O ultimo somatdrio se anula pois sempre temos A\, = A,. Além disso, como

hann = Nuna, temos que hgpp—o. Assim,
Oun = A .

Dai, escrevemos

1 1
Wap = O, = AnWg = ——— A yWa. 2.27)
Aa — M A— A— (
Agora observamos que A ,, = %, A== %&7«_1)) e, obtemos de (2.27) que
20,
wan

Tae— (=1

Em seguida, vemos que (" representa derivada com respeito a s)

08\ ~ (r = )3 = ~(log(x* — (r — 1))
1 1 d\
S AN—( -1 ds
I S
 on(\—(r—1))ds
— )\,n
St

Portanto,
Wan = (log(A2 = (r — 1)) ) w,. (2.28)
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Assim,

) dw,.

3=

dwan = d(log(A2 = (r — 1))7)w, + (log(A% — (r — 1))

Observando que

3=

d(log(X* — (r — 1))7) = (log(\* — (r — 1))=)"ds,

fazemos A = (A2 — (r — 1)) e, entdo podemos escrever

dwe, = (logA)'ds Aw, + (log A Z Wi A\ Wig

36

= —(log A)"w, A ds + (log A) Z Wy A wie + (log A)'wyy A Wi
b

= —(log A)"w, Ads + [(log A)w, A ds + (log A)’ Z Wy A Why.
b

Portanto,
dwan = {—(log A)"" + [(log A)' [ }wa A ds + (log A) Y wap A wy.
b

Observe que

uma vez que

An B An B
za:waAw(m:za:wa/\(/\_’u)wa—Z(/\_,u)wa/\wa—().

Por outro lado

dwan - E Wab A Whn + Wan A Wnn + Wan+1 A Wn41n — Wa A Wn
b

= Zwab/\wbn—)\uwa/\wn—wa/\wn
b

= (logA)’ Zwab Awp — (Ap 4 1Dwa A wy,.
b

(2.29)

(2.30)
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Observe que em S™*! temos

Wn+on = /\nwn = Wnp

Wn42q4 = Aawa = —Want2 = Wq,

pois em S"*! todas as curvaturas principais sao iguais a 1. Isso justifica a
presencga desses dois termos na ultima parcela da expressao de dw,, dada
acima. Como
Al(n—2)A+2u] =n(r—1)
vem que
n(r—1)—(n—2)\?
2

Dali,

— 1| wa Awy. (2.31)

— DN\ — —1
dwan = (log A)' Zwab A wy + {(n ) n(r—1)
b

2

Igualando as equagoes (2.30) e (2.31) acima obtemos

(n—2)A2 —n(r—1)

(log A)” — [(log A)']* + 5 —-1=0. (2.32)
Fazendo w = (A2 — (r — 1))~ n segue que
0 = (oger) — [ogw ™ + P P oy - 2y
~ (logw )" — [(logwV))? + (n ; 2) % Lrron- 2r —|—22 —nr+mn—2
= (logw™)" — [(logw—l)'}2 + n ; 2% —

1dwl’ 1 dw 2+n—21

p— — — — —_— —_——— __7"
w ds w ds 2 wn
1d?w n—21

wd52+ 2 wn

d*w n—21
- =W — —r).
ds? 2 wn

Portanto,
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Assim, ,
d*w n—2
—n—+1 .
@ — TW —+ wr = 0.

Multiplicando ambos os membros por 2‘5—‘;’ teremos

dw dPw n—2dw dw
2——— —2 — w4 2ur——= = 0.
ds ds? 2 dsw +awr ds X

dw ? —n+2 2
E +w +rw

Desta forma, integrando (2.24), obtemos que

dw” 9 1
<E> —C—'f’u} —F,

onde C' é uma constante de integragao.

Entao, por (2.23), (2.28), (2.30) e (2.32) de, pode ser reescrito da seguinte

Ou seja, ,

=0.

forma

dea - E Wah€h + Wan€n + Wan+1€n+1 + Wan+2€n+42
b

— Z wapep + (log ANween + Aa€ni1 — Walnio
b

= Z wapep + [(log A'Ve, + Aeni1 — enyalwa.
b

Por outro lado,
d{ (log A)/en + )\€n+1 - €n+2} =
d{(log A) }e,, + (log A)'de,, + d\e, 11 + Adey 1 — dey o,

d[(log A)'] = (log A)"wy, dX = X, wy, depir = — D> ) Awpep — fiwn ey, € depio =
Za Wa€q + Wn€n
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implicam que

d[(log A)'en + Aens1 — €nia] = (log A)(D (—log A)wyey)
b
+ (log A)'wne, + pwnenyi(log A)

—  wpenya(log A
+ A pWn€ni1 + A Z(—/\wb)eb
b

—  Awpe, — E Wala — Wnn-
a
Reorganizando os termos teremos

d[(log A) e, + Nepy1 — enia] = (log A)'wpe, — Auwne, — wpey,

(
+ (log A) pwnent1 + A pwnenii
(log A)' wpén o

— [(log A)? Z WhCh
b
— Z Wpep — )\2 Z WpEp.
b b

E, com isso,

d[(log A)'e, + Nepi1 — €nia] = [(log A)' + n(r—1) _2(” — 29X — 11 Wnen,
+ [(log A),<n(r2; h_n ; 2>\) + X] Wnni1
— (log A)wpenis
— {[(og A)P* +2* +1} Z Wp€h
= {(log A)' + n(r—1) _2(” —2)A — 11 Wn
+ [(mg A)/(TL(TQ; h_n 5 2\ + X] Wit

— (log A)wpenia.

(mod(es, €3, .-, e 1))
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Utilizando (2.32) escrevemos

(n—2)A* —n(r—1)

(log A)" + 5

—1=[(log A)7%,

e obtemos finalmente o resultado d[(log A)'e,, + Ne,i1 — €pya] =

= [(log A)J*wnen + [(log A)'(”(g; h_n 5 20) 4 Nwnensr

—(log A)'wpén 9. (mod(ey,ea,. .., e,-1))

log A) [(log A)len + (:u +A— N)en-&-l - en+2]wn

(
(mod(eq, eq,...,€,1))

(log A)'[(log A)'e, + Aent1 — epso]wn.

(mod(eq, ez, ..., €,-1))

Pondo E=e; Aes A... Nep_1, F'= (log A) e, + Aepy1 — €0, € por tltimo
W=eNeaA...Nep1 A{(logA) e, + Aepy1 — €n12}, temos que

W=EANF=dW=dENF+ ENdF.

Acima ja calculamos dF, calculemos agora dE N F.

Primeiramente observamos que

dE = (=1)*'de, Nex A . ACu A .. Ne_y,

a

onde o simbolo ~ indica que o termo foi omitido.

Como

de, = Z waper + [(log A)'e,, + Aeni1 — enialwa,
b

substituindo o termo acima e distribuindo a soma, obtemos a equacao

dE = Z(— “‘*lzzwabebmal/\.../\éaA.../\en,1
b

+ Z allog A)'e, + Nepir —epaa) Aer Ao A Ao Aep .
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Observe que no primeiro termo da soma, se b = a = Wy, = Wee = 0 € se
b # a, temos que b é um dos indices entre 1 e n — 1, e assim, o produto
epNetA...NegA...Ne,_q1 énulo ja que um termo se repete. Assim, sendo
nulo o primeiro termo da soma, reescrevemos

dE = (—1)"'weF Aer A AB AL Ney_y.

a

Portanto, dE A F' = 0, pois o vetor F' se repete.
Assim,

dW = ENdF = (log A)Wds.

Esta equacao mostra que o n-vetor W em R""? é constante ao longo de
M7 (s). Deste modo, existe um subespaco linear E”(s) em R"*? contendo
Mln_l(s). Da equacao acima, o campo vetorial W depende somente de s e

por integracao obtemos

W(s) = { ;(fo))} ' W (s0).

Entao nés temos que E"(s) é paralelo a E"(sq) em R""2,

Por fim, temos que a curvatura de M} *(s) é dada por
dwqp — Z Wae N Web = Wan A Wnp + Want+1 A Wnt1b — W N\ Wy
= —{[(log A)')* + A* + 1} wa A wp.

J& que M (s) ¢ E" N S™! = S""!(¢(s)) tomamos em M !(s) a métrica
induzida de S""!(c(s)). Dessa forma, obtemos que M '(s) é localmente
isométrica a S"1(c(s)).

OJ

Como vimos na demonstracao do Teorema 2.2 integrando (2.24) temos que

2
(cé_w) =C —rw’ — L (2.33)
S

onde C' é uma constante de integragao.

A mesma afirmagao como em [18] implica o seguinte:
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Corolario 2 Em S"*, existem vdrias hipersuperficies com curvatura escalar

constante que nao sao congruentes entre si.

Demonstracgao: Basta observarmos que no teorema 2.2 consideramos A\
como uma fungao que depende de um parametro s (parametro da curva), pois
deste modo para cada escolha de s teremos fungoes distintas (logo curvaturas
distintas) e, com isso, as hipersuperficies correspondentes a essas curvaturas

nao sao isométricas.
O

Observagao 1. Fazendo uso da mesma constru¢ao como em Otsuki [18],
podemos provar que existem varias hipersuperficies compactas em S"*! com
curvatura escalar constante do tipo descrito no Teorema 2.2 que nao sao

congruentes entre si.



Capitulo 3

UMA CARACTERIZACAO
DO PRODUTO
RIEMANNIANO

SHV1 —¢2) x S"H¢)

Nesta se¢ao, caracterizaremos o produto riemanniano S'(v/1 — ¢?) x
S"~!(c). Primeiro, daremos uma resposta afirmativa para o Problema 1 que
foi citado na introducao e se r # Z—j, provaremos que se S > C(n,r), entao
S'(v/1 = ¢2) x S"1(c) é a tinica hipersuperficie completa em S"*! com cur-

vatura escalar constante n(n —1)r e com duas curvaturas principais distintas

uma das quais é simples. Além disso, quando r = 2=2 concluiremos que

n—1"

S > C(n, =2) = n e provaremos que nao existem hipersuperficies completas
n—1

em S™™! com curvatura escalar constante n(n — 1)r e com duas curvaturas

n—2
' n—1

principais distintas uma das quais é simples tal que S > C'(n ) =n.

Definicao 1 Variedades conformemente planas sao variedades riemannianas
localmente conformes a um espaco euclidiano. Isto €, localmente a métrica

riemanniana € um maultiplo da métrica euclidiana.

43
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Definicao 2 Dizemos que M"™ ¢ uma subvariedade conformemente plana n-
. . . . . ——n—+p . . .
dimensional de uma variedade riemanniana M~ n+ p-dimensional se exis-

. - n ey n 2
te uma imersao f : M™ — M tal que M"™ € conformemente plana com
a métrica induzida. Quando a codimensao p é um, dizemos que M™ ¢ uma

. .. —n-+1
hipersuperficie conformemente plana de M~ .

O Teorema de Kuiper (veja [10], p. 116) nos diz que se M é uma variedade
compacta, simplesmente conexa e conformemente plana, entao M é conforme
a esfera euclidiana.

Dizemos que uma variedade riemanniana M"™ é conformemente plana se
cada ponto de M esta em uma vizinhanca que é difeomorficamente conforme

a um subconjunto aberto do espaco euclidiano R", com a métrica canonica.

Exemplo 2 Abaizo temos alguns exemplos de variedades conformemente

planas.

1. Qualquer superficie é conformemente plana porque sempre admite co-
ordenadas isotérmicas locais, isto €, sempre € possivel encontrar uma
parametrizacao na qual os coeficientes da primeira forma fundamental

sao tais que K =G e FF'=0;

2. As esferas Euclidianas S® C R™™! sdo conformemente planas jdi que
a projecao estereogrdfica € um difeomorfismo conforme. Em verdade,
prova-se que qualquer variedade riemanniana com curvatura seccional

constante € conformemente plana (ver [10], p. 108);

3. Hipersuperficies de rotagao ou tubos em torno de curvas suaves $ao

também conformemente planas (ver [10], p. 127).

Teorema 3.1 Seja M uma hipersuperficie n-dimensional completa em St

com curvatura escalar constante n(n — 1)r e com duas curvaturas principais

distintas uma das quais é simples. Entdor > 1—2 e, quando r # "—’f, se S >
n n—

C(n,r), entao M ¢é isométrica ao produto riemanniano S*(v/1 — ¢2)xS"1(c).
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Corolario 3 Seja M wma hipersuperficie n-dimensional completa em S™+!

com curvatura escalar constante n(n — 1)r e com duas curvaturas principais

distintas. Ser # =2 ¢ S > C(n,r), entdo M € isométrica ao produto
n—1

riemanniano SF(cos @) x S**(sinf),1 <k <n — 1.

Demonstracgao: Ja que M ¢é completa, entao pelo Corolario 1 temos que M
é isométrica ao produto riemanniano S¥(cosf) x S *(sinf),1 < k <n — 1,
desde que as multiplicidades de ambas as curvaturas sejam maiores que 1. No
caso em que uma delas é simples e se r #£ Z—j, S > C(n,r), entdo o Teorema
3.1 diz que M é isométrica ao produto riemanniano S'(v/1 — ¢2) x S*~*(c¢),
k=louk=mn-—1.

Portanto, M é isométrica ao produto riemanniano S¥(cos @) x S*~*(sin 9)

coml1<k<n-—1.
O

Toda hipersuperficie n-dimensional (n > 3) compacta localmente con-
formemente plana na esfera unitaria S*** (n > 3) é conformemente equi-
valente a esfera de Riemann ou a uma variedade cldssica de Schottky (cf.
Suyama [20] e Pinkall [19]). Sabemos que a esfera de Riemann e o pro-
duto riemanniano S'(v/1 — ¢2) x S"!(c) sao hipersuperficies compactas lo-
calmente conformemente plana na esfera unitdria S"*! com curvatura escalar
constante. Na secao 2, foi mostrado que existem varias hipersuperficies lo-
calmente conformemente plana na esfera unitaria S"*!' com curvatura escalar
constante que nao sao congruentes a esfera de Riemann e ao produto riema-
nniano S*(v/1 — ¢2) xS"7!(¢). O Coroldrio 4, a seguir, d4 uma caracterizagao
da classe das hipersuperficies conformemente planas.

Para provar o proximo corolario faremos uso do seguinte resultado pre-

sente em [10] (ver p. 118):
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. S n+1 . ~ Ly
Teorema 3.2 Seja f: M" — M, ~, n >4, uma imersao isométrica (onde
, . S 7n+1 . ~ n 4
¢ € a curvatura seccional de M.~ que € constante). Entdao M"™ €é conforme-
mente plana se, e somente se, f tem curvaturas principais de multiplicidades

1, n—1 oun apenas.

Corolério 4 Seja M uma hipersuperficie n-dimensional (n > 3) completa,
localmente conformemente plana na esfera unitdria S com curvatura es-
calar constante n(n—1)r. Entaor > 1—% e, quando r # Z—j, se S > C(n,r),

entio M € isométrica a S'(v/1 — c2) x S 1(c).

Demonstracao: Ja que M é uma hipersuperficie localmente conformemente
plana em S"™! e n > 3, do Teorema 3.2, sabemos que M tem no maximo
duas curvaturas principais distintas e as multiplicidades delas assumem os
valores: 1, n — 1 ou n. Se em algum ponto p, estas curvaturas coincidem
(ou seja, temos uma curvatura com multiplicidade n), entao S = nH?, pois
tendo em vista que S = Z” h?j e que hy = A\, hj; = Aj e hy; = 0 temos que
S=73",A(jd que \; = \; = ) e, com isso, como,

(ZA)Q—ZAQ:ZA2:>Z>\2:(ZA)Q—ZAQ

i#] i i#j

Z)\Q:(n—l)z/\2,

i#j
temos que Z N+ (n—1) Z M\ = (Z A)? donde concluimos que S = nH?2.
Usando este fato na equagao de Gauss (2.11) temos que S = n(r — 1).

Como estamos assumindo que S > C'(n,r) vem que

r-D+2, -2
n—2 n(r—1)+2

nr—1)> (n— 1)

o que é um absurdo. Logo M possui duas curvaturas principais distintas
em todos os pontos e uma delas tem multiplicidade n — 1. Portanto, pelo

Teorema 3.1, temos que M é isométrica a S'(v/1 — ¢2) x S 1(c).
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O

Teorema 3.3 Seja M uma hipersuperficie completa com duas curvaturas

principais distintas uma das quais € simples em S*1.

1. Ser:Z—j, entdOSZC(n,Z—j) =mn, eseS=mnemM, entao M ¢é

1sométrica ao toro de Clifford Sl(\/g) X Sn_l(\/ nT_l);

~ . . . , . o —92 o
2. Ndo existem tais hipersuperficies com r = "= e S > C(n, =) = n.

Observacao 2. Sabemos que o toro de Clifford Sl(\/g) x STy /=) 6
uma hipersuperficie minima completa em S™** tal que r = z—:? e S =n. Mas

nao sabemos se uma hipersuperficie completa em S"*! com duas curvaturas

n—2

»— ¢ somente o toro de

principais distintas, uma das quais é simples e r =
Clifford '(y/1) x §771(,/==1).

Corolario 5 Nao existem hipersuperficies completas n-dimensionais (n > 3)

localmente conformemente plana em S**! tais quer = »=2 ¢ S > C(n, 2=2) =
n—1 n—1

n.

Demonstracgao: Fazendo uso do Teorema 3.3 e o mesmo argumento no
Corolario 4, sabemos que o Corolario 5 ¢ verdadeiro. De fato, pelo Corolério
4 uma hipersuperficie completa n-dimensional (n > 3) localmente conforme-
mente plana em S"*' com S > C(n,r), possui duas curvaturas principais
distintas, uma das quais é simples (no nosso caso, como S > C(n,r), essa
conclusao ainda ¢é valida mesmo sendo r = Z—j) Desta forma, o Corolario
5 nada mais é do que a parte (2) do Teorema 3.3, ou seja, o resultado é

verdadeiro.
O

Observacao 3. E bem conhecido que uma hipersuperficie localmente con-
formemente plana em S™™' (n > 3) possui no maximo duas curvaturas prin-

cipais distintas. Mas quando n = 3, essa afirmacao nao é verdade (para um
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exemplo de uma hipersuperficie conformemente plana de S* com trés curva-
turas principais distintas ver [12]). Consequentemente, podemos perguntar
se estas afirmacoes, as dos Corolarios 4 e 5, ocorrem quando n = 3. Mas
podemos ter em mente que na condigao que a curvatura escalar de M é cons-
tante, deve ser verdade que uma hipersuperficie localmente conformemente
plana em S*(1) tem no mdximo duas curvaturas principais distintas. Con-
sequentemente, podemos conjecturar que as afirmagcoes nos Corolérios 4 e 5
ocorrem.

Para provar o Teorema 3.1, precisaremos de alguns lemas.

Lema 2 Se M possui duas curvaturas principais distintas e X € a curvatura
principal de multiplicidade n—1, entdo S = C(n,r) se, e somente se, w™ " =

N—r+1=

2r

n—2"

n(r—1)+2 n—2
]') n—2 + n(r—1)+2"

S = Z A7 e ja que A tem multiplicidade n— 1, temos que S = (n—1)A2 4 p?.

Demonstracao: Suponha que S = (n — Sabemos que

Também sabemos que
n?H* — S =n(n—1)(r—1).
Dai, como

WH? = (3TN = (0= DA+ p),

obtemos que

_n(r—1) n-2
S TR W

Assim,

2\ 2
n(r—1)+2 n—2
n—2 n(r—1)+2

S = (n—1)A2+(”(T_1) —”_2A>2

Logo
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n(r—1) n—-2.\" n(r—1)+2 n—2
—1)\? — A =(n-1 .
(n—1) +( 2 2 > (n=1)=——=35 n(r—1)+2
Ja que n(n — 1)r = const. < r = const., entdo a expressao a direita na
ultima igualdade acima é constante. Dai, obtemos que

- (-5

é constante, consequentemente, \ é constante, pois se derivamos a expressao
acima obtemos que

I\ [2(71_1»_ (n(r2; ) n;2)\) (n(;—;) +n;2>} _o,

donde

d\ {2(71 - 1)A<”;2)2A - ”2<2;3 1)2} —0.

Uma vez que podemos tomar A # 0 e tendo em vista que A e d\ sao fungoes
continuas obtemos da expressao acima que d\ = 0 em M. Agora, observando
que M estd nas hipdteses do Teorema 2.2, temos por (2.24) que, uma vez

que w = {2 — (r — 1)} "% é também constante,
d*w n—21
— = w — =
ds? 2 wn

{n—21 }
S w ——r, = 0
2 wn

n—21
= — 0
2 wn "
n—21
[ f— 7"'
2 wn
P 2r
w =
n— 2

Portanto, w™" =\ — (r — 1) = 2.
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Reciprocamente, se w™" = n2_7’2, temos que
2r
M—(r—1) =
(r—1) o
2r
=\ = -1
=1
2 2r 4+ (n—2)(r —1)
B n—2
LN = n(r—1)+2
B n—2

Como A tem multiplicidade n — 1 e p tem multiplicidade 1 ja sabemos que

5= (n—l)A2+(”(’"2;1)_n;2)\>2

n*(r—12 nr—-1)n-2) (n—2)>2\°
- 2 LR

= (n—1N+

Com isso, substituindo o valor encontrado para A2, vemos que

nir—1)+2 n*(r—172 (n—2)

§ o= =) 4 n(r—1)+2
B n(r—l)(n—?)+(n—2)2(n(r—1)—1—2)
2 4 n—2
r—1)+2 n—2

n(
= (== -2

Portanto,

S =C(n,r).
Assim, o Lema 2 estd provado.

OJ

Lema 3 Se M possui duas curvaturas principais distintas e X\ € a curvatura

principal de multiplicidade n — 1, obtemos o sequinte:

1. Quandor — 1>0,8 > C(n,r) se, e somente se, w™ =\ —r+1>

2r
n—2"
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2. Quando 1 — % <r<ler## Z—j, S > C(n,r) se, e somente se, uma

das sequintes condicoes ocorre
(a) w"=XN—-r+1>2-eXN>1-r
(b)) wm=XN-r+1<2 e <1—r.

Demonstracgao: Inicialmente, consideramos a func¢ao

n? nP(r—1)2% n(n-2)
f(t) = Zt + m — 5 (r—1)

parat > 0. Ja que
df(t) n?  n*(r—1)?

dt 4 4¢2
sabemos que t? > (r —1)? se, e somente se, f(t) é uma funcao crescente (pois

—1)2 2(r—1)2 2 2 20 1\2 d
> (-1 el <lerGFr<ren Rl >0 >0s

f(t) é uma fungao crescente) e, da mesma forma, t* < (r — 1)? se, e somente

se, f(t) é uma fungao decrescente. Além disso, f(¢) obtém um minimo em

IO _ e dzgt) _ 2n2(:3_1)2

o = > 0 ja que

t? = (r — 1)% De fato, neste caso
r>1let>0.
De acordo com o exemplo 1, podemos assumir que A # 0 e r > 1, donde

A2 — (r —1) > 0 e, com isso, podemos assumir que A > 0. Uma vez que

S = (n—1)\+p?

B s o n(r—1) n—2_,

= (n—1N +( T3 A)

o, nP(r—1° nnh-—-2)(r-1)

= TNt T o > (3:1)

concluimos que S é uma fungao crescente de A\* se A? > |[r — 1| ¢ S é uma

fungdo decrescente de A\? se 0 < A\ < |r — 1.

1. Se r — 1 > 0, sabemos que S é uma funcao crescente de A\* porque

A2 >7r —1=|r—1|. Assim, do Lema 2 temos que S = C(n,r) se, e

2r
n—2

somente se, w " =\ —r 4+ 1= e por ser S uma fungao crescente

2r
n—2"

de A% temos que S > C(n,7) se, e somente se, w " =\ —r+1>
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2. No caso em que 1 — % <r<ler# ;‘%f temos, pelo que foi feito na
secao 2, que A\? é uma funcao continua de s. Assim, se existirem dois
pontos s; e sy tais que A*(s;) > 1 — 7 e A(sp) < 1 —r, entdo deve
existir um ponto sy tal que A?(sg) = 1 —r. Substituimos A\?(sg) = 1—r

em (3.1) e obtemos

n? n*(r—1?2 n(n—-2)(r—1)
S = gU=n+ T - 2
= n(n—1)(1-r).

Agora observamos que, por ser r Z—j,

n(r—1)+2 n—2
-1l —=-r)<(n-—-1 .
Consequentemente, neste caso,
-1 2 —2
S5 (n— 1)n(7" )+ n
n—2 n(r—1)+2

se, e somente se, A2 > 1 —7 ou A\?> < 1 —r ocorre sempre. Se \? > 1 —7,

S é uma fungao crescente de A\* (pois \> > 1 —r < M > (1-r)? &

4 2 (r—1)2 n?(r—1)2 n? n? n?(r—1)2
M>r-1)P e - <1le g <T e 5T ~—m >

0 & d(de;) > 0 < S é crescente). Consequentemente, como em (1),

concluimos que S > C(n,7) se, e somente se, w™ =\ —r +1 > %

n—2"

Da mesma forma, se A> < 1 —r temos que S é uma funcao decrescente

—n

de A\?. Consequentemente, S > C'(n,r) ocorre se, e somente se, w™ " =

A —r 1< 2
O Lema 3 esta provado.

O

Lema 4 Seja M com duas curvaturas principais distintas e seja A\ a cur-

dw(s) »

2
s e uma

vatura principal de multiplicidade n — 1. Se r < 1 — = entao

funcao mondtona crescente de s.
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Demonstragao: Observe que M esta nas hipéteses do Teorema 2.2. Logo

w™™ = A2 —r + 1 satisfaz a equagao (2.25), isto &,

dPw n—21
Consequentemente,
d?w B n—21
ds? . 2 wn "

porquer <1—2(=r<22=nr<n-2=(n—-2)—nr>0)el >0e,

dw(s)
ds

além disso, w é positiva. Consequentemente, ¢ uma funcao monotona

crescente de s. Isto finaliza a prova do Lema 4.

OJ

Proposicao 1 Seja M uma hipersuperficie n-dimensional completa com cur-

vatura escalar constante n(n—1)r e com duas curvaturas principais distintas

em S"T. Se X\ denota a curvatura principal de multiplicidade n — 1, entao
dw(s)

w(s) € constante se =3 € uma fungdo mondtona de s.

Demonstracao: Ja que estamos nas hipdteses do Teorema 2.2, e fazendo
uso dos mesmos célculos 14 realizados, sabemos que

_ d{log(3 — (r — 1))%}“_

in
J dS J

Agora observando que (V. e,,e,) = %en(en, en) = 0 e wijer) = (Vee€i,€5),
podemos escrever

n

venen - Z(venena ea>€a - iwna(en>ea-
a=1

a=1

Logo
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V. e, = ~ dflog(\? _dy — 1))} S wa(en)ea = 0.

Desta forma, toda curva integral do campo de diregoes principais correspon-

dentes a p é uma geodésica (pois %en =V, e, =0 e e, éum campo de

vetores tangentes a tal curva). Suponha que w nao é constante. Sabemos

n

= A? — r + 1 satisfaz a equagao (2.25),

dw n—21 0
—_— —w — —7r ] =0.
ds? 2 wn

Ja que M é completa e a curva integral do campo de direcoes principais

que, uma vez que w-

correspondente a p é uma geodésica, temos que w(s) é uma funcao definida
em (—oo0, +00). Da equacao (2.25), temos

d*w n-—2
—n+1 _

Agora multiplicando ambos os membros por Qfl—‘: teremos

o by n—2ds o
ds ds? 2 ds ds

Ou seja, (onde " denota derivagao com respeito a s)

dw ’ —n+2 2
E +w —+ rw

Desta forma, integrando (2.25), obtemos que

dw\ > 1

onde C' é uma constante de integragao. Assim,

/

=0

1 1 n( 2 \'"
> 2 > mi 2 _n '
C>rw +w”—2 :>C_1;1>151 <rw +w"—2) 5 (n—2> . (3.4)
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2

1
—) " vemos que

definindo g(w) = rw? + = e tomando w = (

wn

_2 n—2
),1) B 2r "+ 2r n
n—2 -7 n—2 n—2

(=) ()
- (Z) ()
3 .

g((

)_% é ponto de minimo de g. Com efeito, se

Em verdade temos que w = (-
O<w™< % temos que

2r
n—2

—n

w

& (n—2)w™
S (n—2)w™—=2r
& 2r—(n—2w™"

& 2rw — (n — 2)w "t

v vV V. A A A

o o o ©

& g'(w)

2r
n—2"

Ou seja, g(w) é crescente. Da mesma forma se w™" > entdo g(w) é

2r
n—2

decrescente. Assim, temos que w = ( )_% ¢ ponto de minimo de g. Além

. n—2 ’ ’
disso, C' = g(f_’”z) 2 se, e somente se, w é constante. Portanto, concluimos

que, para qualquer solugdo nao constante w de (2.25),

n—2

C>ﬁ(2r)2_ (3.5)

2r
n—2’

E bem sabido que se g ¢é crescente para 0 < w™" < decrescente para

2r
n—2

e atinge o minimo em w™™ = 2% entdo ¢ possui duas raizes

—n
w > n—27

distintas. Agora, como C' > ming(w), e as raizes de g sdo positivas (pois

w(s) >0 Vs € (—o0,4+00)), obtemos que a equagao
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rw? + —C=0

wnf2

possui duas raizes distintas positivas w; e ws €

1
2 “n
wy < < ! ) < Wy. (3.6)

n—2

Ja que

e ‘é—“; é mondtona (estritamente crescente ou decrescente), sabemos que fl—j

tem no maximo um zero em (—o00, +00).

e Se i—“; nao tem zero em (—o00, +00), entao, por continuidade, Z—‘;’ > 0 ou

% < 0. Assim, w(s) ¢ uma funcdo mondtona de s em (—o0, +00).

e Se % tem um tnico zero em (—o0,+00), qual seja sy € (—o0, +00),

entdo w(s) é uma fun¢do mondtona de s em (—oo, so] € em [sg, +00).

Em qualquer caso, w(s) é uma fungdo monétona de s em (—o0, sp| e em

[s0, +00). J& que

dw\? 9 1
_ — — —_ >
(ds) C—rw 2 0,

sabemos que w(s) é limitada, isto é, w; < w(s) < wy. De fato, ja temos

2r 1
que wy < ( )" % < wy e vamos mostrar em verdade que w; < w(s) <
n —

wy V' s. Suponha que w(s) < wy para algum s. Entao w(s) < (nQ_’”g)_%, donde

w(s)™™ < -2 e como neste caso g é crescente temos que o minimo de g é
2r 1

menor que ( 2)’E o que é um absurdo. Logo w(s) > w; ¥V s. Suponha
n —

2r

1
)~ n e como neste caso
n—2

agora que, para algum s, w(s) > ws, assim w(s) > (

2r )—l

g € decrescente temos que g(w(s)) < g((-%5) ™) o que, novamente, ¢ um

absurdo, donde w(s) < ws ¥V s. Sem perda de generalidade, podemos assumir

dw(s)

7 ¢ uma funcao monétona crescente. Entao para sy, do Teorema do

que

Valor Médio, temos que para qualquer s € [sg, +00), existe t € [sg, s] tal que
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dw(t)  w(s)— w(so).

ds s — Sp
Consequentemente,

lim duo(s)

s—oo (s

=0

por que ‘;—‘;’ é uma fungao mondétona crescente e w(s) é limitada. Com efeito,

temos que

0< dw(t) _ w(s) — w(so) < 1 (s — 1)
ds s — 8o s — Sp

e observe que wy — w; < 0o. Logo

Oglimdcg—(w:limm<lim (wy —wy) = 0.

5—00 S $—00 S — Sy T s—00 § — So
Portanto,
dw(t d
0< tim W <5 pm G g
s—oo  ds s—oo  ds
Assim, concluimos que d‘;—f) <0, Vs € (—o0, +00) e sup d“:l—is) = 0. Da mesma
dw(s) dw(s)

forma, consideramos em s € (—00,s0]. Dai, como =3 é uma funcao

ds
mondtona crescente, entao, novamente pelo Teorema do Valor Médio, para

algum sy temos que para qualquer s € (—o0, so| existe t € [s, so] tal que

dw(t) w(so) —w(s) w(s)—w(so)

ds Sp— S s — Sp

e, com isso, analogamente ao caso anterior,

dw(s)
ds

Novamente temos que < 0, Vs € (—00,+00) e, pelo que acabamos de

fazer, inf ‘Cil—‘*s’ = 0. Mas isto ¢ um absurdo porque inf % < dw oo o) o

ds ds —
dw(s2)

ds

<0, $1,82 € (—00,+00) com s; < sg. Consequentemente, concluimos

que w(s) é constante. Isto prova a Proposicao 1.
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Demonstracao do Teorema 3.1: Vamos mostrar que » > 1 — % De fato,

ser <1—2 pelo Lema 4, flj—w ¢ uma funcao mondtona crescente de s, e pela
n S

Proposicao 1 temos que w ¢é constante e, com isso, A e, consequentemente, 1

sao constantes. De um resultado cldssico devido a E. Cartan [3], obtemos que

M ¢ isométrica a S*'(v/1 — ¢2) x S""(c) para alguma constante 0 < ¢ < 1, o

que implica que r > 1— %, contradizendo nossa hipotese. Consequentemente,

r>1—2 Ser# 22e¢S >C(n,r) sao satisfeitos, entdo para o caso em
n n—1

2r
n—

quer > 1 (r —1>0) temos pelo Lema 3, w™™ =X —r+1>
d’w n—2 .
@Y Wy
ds? 2

S n—2 2r _ 0
> w 2n_2r—.

Para o caso em que 1 — % < r < 1 vemos, novamente pelo Lema 3, que

5. Logo

1. w™> 262> 1—7r. Neste caso 22 > 0;
n—2 ds

2. wr< % e A2 <1 —1r. Aqui obtemos que %‘; < 0.

Consequentemente, ou fl—‘: é uma funcao crescente de s ou Z—“; ¢ uma funcao

decrescente de s, isto é, Z—“; é uma funcao monoétona de s. Desta forma, a
Proposigao 1 fornece que w bem como A devem ser constantes (consequente-
mente 1 também é constante). Do resultado de E. Cartan [3], j& citado,

concluimos que M ¢ isométrica a S'(v/1 — ¢2) x S 1(¢).

Demonstragao do Teorema 3.3:
1. Ja que r = Z—j temos
S = (n—1DA+ 42

(n— 1A+ (n(g; 1) n ; QA)Q

0 )

v
S
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n? 1 9
T o

algum ponto p € M se, e somente se, \? =

Ou seja, S —n = Consequentemente S = n em

1
n—1"

Por outro lado, se S = n, temos da equagao de Gauss (2.11) que

-2
n*H? —n = n(n—1) (n —1)
=H =0

em p. Assim, se S =n em M, entao M é uma hipersuperficie minima.
Do resultado classico obtido inedependentemente por Chern, do Carmo

e Kobayashi [9] e Lawson [13], sabemos que M é isométrica ao toro de
Clifford Sl(\/%) x §PL(y /221y,

. . ;. . ‘  n-2 2
2. Suponha que tais hipersuperficies existam. Ja que r = "= > 1 — =

e S > C(n, Z—j) = n, entao raciocinando como na prova do Teorema
3.1 temos que S > C(n, Z%?) = n se, e somente se, uma das seguintes

condigbes ocorre (pelo Lema 3)

(a) wm=A—r+1>2eX>1—r;

b) wm=X-r+l1<2eX<l-r

e S =C(n 2=2) = n se, e somente se, \* = 1 —r (da parte 1, § =

J —1—(n—2 _
noe N2 = L = nolond?  ontlmd) g nm2 g ) Una
n—1 n—1 n—1 n—1

n—2

=) e A2 ¢ uma funcao continua de s, temos que

vez que S > C

(n,
N>1—r(e%% >0 o0u) <17 (el% < 0) ocorre sempre,

dw

donde \? # 1 — r. Consequentemente, concluimos que ou T ¢ uma

funcao crescente de s ou Z—“; ¢ uma fungao decrescente de s (se w é nao

constante). Consequentemente, concluimos da Proposi¢ao 1 que w(s)



UMA CARACTERIZACAO DO PRODUTO S'(v1—2) x S*(¢c) 60

¢ constante. Da equagao (2.24) temos que

n—21
- - 0
()

-2
”2 N—r+1)—7r = 0
2
=N—-r4+1 = r
n—2
1 n—2 2
= \? =
+n—1 n—1n-—2
1 2
= \? =
+n—1 n—1
=\ = !
n—1

Dessa forma, S = C(n, Z—j) = n o que é um absurdo. Assim, a parte

2 esta provada.

Consequentemente, o Teorema 3.3 esta provado.

Do Teorema 3.3 (1), temos o seguinte:

Teorema 3.4 Seja M uma hipersuperficie n-dimensional completa com cur-
vatura escalar constante n(n — 1)r (r = 2=2) em S™™. Se S < C(n, 2=2),

entio M ¢ isométrica ao toro de Clifford S*(y/=) x S"~1(/2=2).

Demonstragao: Ja que r = 2=2 temos pelo Teorema 3.3 (1) que S > n.

Por hipétese S < n. Logo S =n em M e, novamente pelo Teorema 3.3 (1),

vem que M é isométrica ao toro de Clifford Sl(\/g) x SnL(, /=L,

n
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